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RESUMO

Nesta dissertacao estudamos a dinamica ndo linear de um modelo de in-
teragdes entre quatro ondas com acoplamento entre ondas sibilantes e ion-acusticas
(W, <= Wi+ W4+ S;) em plasmas frio [1][2](na magnetosfera da Terra [3], por
exemplo) sujeito a um campo magnético ambiental. W3, W, e S; representam os mo-
dos anti-Stokes, Stokes e ion-acistico respectivamente. A proposta da dissertacao é
simular numericamente bacias de atragao, bifurcacoes, expoentes de Lyapunov, his-
tereses, fractalidade, periodicidade e caos, além de discutirmos alguns de seus efeitos
para com o modelo proposto [4] [5]. A simulagdo numérica foi desenvolvida em For-
tran77 utilizando-se do integrador Lsoda [6] [7] em ambiente Linux.

-Palavras chave: Multiestabilidade, caos, interacao onda-onda
-Areas de conhecimento: Fisica de plasma, dinamica nao linear.




ABSTRACT

Nonlinear wave-wave coupling in plasmas can be modeled as a dynamical
system of coupled oscillators involving one, two or higher-order wave triplets. In this
work we examine dynamical states observed in the coupling of two resonant wave
triplets sharing two common modes namely, the for wave problem (exemplified here
by the particular coupling between sibilantes waves and ion acoustic waves, W; <=
W3 + W4 + S;), the multistable states presented by the dynamics of the dissipative
four wave coupling is studied. Here we show that when we allow the presence of
small mismatches in the wave frequency conditions for both triplets, the dynamics
exhibit a sequence of bifurcations that leads the system to present an infinite number
of attractors. Finally we show that the attraction basin configurations for these
attractors can exhibit fractal properties including the presence of riddled basins.
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Capitulo 1

Introducao

Com o desenvolvimento da informatica nas dltimas décadas, muitos problemas em
inimeras areas do conhecimento humano, antes impossiveis de serem estudadas,
tornaram-se acessiveis. Isto foi possivel gracas aos grandes avangos em termos de
hardware, software e telecomunicagGes. Estas mudancas sdo conseqiiéncias da evo-
lucao das aplicagdes, que necessitam cada vez mais, da capacidade de processamento
e armazamento de dados. A prova disso foi o avanco dos ambientes graficos, memorias
computacionais, sistemas multimidias, redes, etc... Desde entdo novos conceitos pas-
saram a surgir, nao somente nas areas tecnoldgicas, mas também nas areas bioldgicas,
humanas, exatas, etc....

Teorias matematicas surgiram com o desenvolvimento dos métodos
numeéricos, bem como dos programas e ambientes graficos. Um exemplo é o ramo
da Dinamica Nao Linear [4], [5], [12], [8], [1], [16], [17]; pois nos ultimos 50 anos
tém-se verificado um crescimento significativo neste tipo de estudo, ndo somente
nas areas da fisica ou matemadtica, mas também em outras, tais como engenharia
elétrica/civil/mecanica [18], biologia [19] [20], economia [21] [22], sociologia [23], me-
dicina [24] [24], quimica [18] etc... Acredita-se que conceitos novos como bifurcagao,
caos, nao lineariedade, expoentes de Lyapunov e histereses, serdo num futuro breve,
ferramentas importantes no diagndstico dos comportamentos de inumeros sistemas
dindmicos que modelam os fenémenos reais destes sistemas. Este tipo de estudo é
itil para a andlise de qualquer conjunto de equacdes diferenciais referentes a muitas
areas do conhecimento.

Sob tais aspectos, damos um enfoque prioritdrio na aplicagao
do estudo de dindmica nao linear em ondas eletromagnéticas observadas no
plasma espacial nas regides aurorais da Terra, mais especificamente, de ondas de
radio, as ondas sibilantes [2], [1]. Tomamos como exemplo relatos de observagoes de
ondas no plasma geomagnético[1] [3].
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De forma simplista pode-se afirmar que a maioria destes fenémenos
naturais de ondas observadas nestas regides originam-se da interacdo Vento solar -
Magnetosfera - Ionosfera, bem como nas emissées geradas na magnetosfera, decorren-
tes de decaimento e/ou fusdo de outras ondas. Uma das emissdes mais importantes
da magnetosfera sao as ondas sibilantes que sido geradas por feixes de elétrons, ou
via acoplamento de outras emissdes (como por exemplo as ondas Alfvén e ondas de
Langmuir)[1]. Ficando como nossa motivagao fisica o fenémeno das ondas sibilantes
geradas pelos feixes.

Neste trabalho estaremos dando continuidade a um estudo ja desen-
volvido durante alguns anos paralelamente em ambos os ramos. Estes trabalhos
podem ser encontrados na literatura e/ou em publicacbes referentes aos modelos de
acoplamentos de trés ou quatro ondas [1], [4], [2], [25]. Em nosso caso o conjunto
de equagdes diferenciais que modelam as emisssdes de ondas sibilantes é a moti-
vacao do estudo da dindmica ndo linear neste trabalho. Tais equagdes tém origem na
interacdo de quatro ondas (W <= W_+W,+S5)! em plasmas frios, as quais discu-
tiremos no capitulo 2. Estas ondas estdo sujeitas a um campo magnético ambiental,
que neste caso é o campo magnético terrestre. As equagdes utilizadas apresentam-se
em um modelo de quatro equacbes complexas acopladas sendo intreduzidos pequenos
descasamentos lineares e dissipagdes no sistema. Desta forma o modelo perde sua ca-
racteristica conservativa propositalmente. Aplicamos neste modelo de quatro ondas
alguns conhecimentos em dindmica ndo linear. Para valores especificos de dissipagao,
injecdo de energia, descasamento de freqliéncias, observamos alta dependéncia das
condig¢des iniciais no acoplamento destas ondas. Também notamos que através da
variacao das dissipagdes podemos obter muitas caracteristicas das bifurcacoes encon-
tradas na literatura. Foram observados comportamentos como bifurcacdo de Hopf,
caos, bifurcacao por duplicagido de periodo, bolhas, janelas periddicas... Em relagao
aos descasamentos de freqliéncias d, inseridos nas equagdes do modelo foi possivel de-
mostrar efeitos de histerese e multiestabilidade, podendo ser o provavel responsavel
pelo enorme crescimento de atratores.

Nesta dissertacdo apresentamos os conteidos tedricos basicos do mo-
delo, bem como da dindmica nao linear, nos capitulos 2 e 3, respectivamente. As
aplicacdes dos diagramas de bifurcagoes e expoentes de Lyapunov no modelo de qua-
tro ondas discutiremos no capitulo 4. J4 o capitulo 5 é referente a sensibilidade
as condigdes iniciais quando o parametro de acoplamento r é variado. A histerese
e multiestabilidade estd sendo demostrado no capitulo 6 em “Multiestabilidade no
modelo de 4 ondas”. E, finalmente concluimos o trabalho no capitulo 7.

Para ser possivel este estudo, foi necessario simularmos computacio-
nalmente as equagdes do modelo. Tais simulagdes foram realizadas utilizando-se de

1Sendo W; a onda indutora sibilante, W3 a onda anti-Stokes, W, a onda Stokes e finalmente, a
onda ion-acustica S.
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uma rede de computadores em ambiente Linux do Departamento de Fisica. A pro-
gramagcao foi desenvolvida em Fortran77 sendo o processamento feito em mdaquinas
pentium e alphas. O integrador utilizado foi o LSODA (Double Precision Livermo-
re Solver for Ordinary Differential Equations, with automatic method switching for
stiff and nonstiff problems), com o método de Adams (preditor-corretor) de ordem

12 [6][7).
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Capitulo 2

A Interacao de Quatro Ondas

2.1 Introducao

A proposta deste capitulo é expdr sem maiores detalhes as equagdes escolhidas para
o estudo da dindmica nao linear. O fendmeno fisico escolhido foi o acoplamento entre
ondas que se propagam em plasmas. As equagdes que o rege [26] serdo analisadas
com base em alguns tépicos de dindmica ndo linear; que é o propdsito principal deste
trabalho. Aqui, faremos apenas uma breve descri¢io das interagdes entre as ondas,
de forma a deixar claro o modelo usado. Como um exemplo de interagdo entre quatro
ondas abordaremos o acoplamento! entre ondas sibilantes e ion-acusticas (W <=
W. + W, + S) interagindo em um plasma frio (o espaco por exemplo) sujeito a
um campo magnético ambiental, em nosso caso este campo é o campo magnético
terrestre By. Neste trabalho, W, W_,W,, S representam os modos sibilante indutor,
anti-Stokes e Stokes e 0 modo jon-acustico respectivamente.

2.2 Observacao das ondas sibilantes

Ondas sibilantes sdo ondas eletromagnéticas que se propagam paralelamente ao cam-
po magnético ambiental terrestre e possuem freqiiéncias menores que a freqiéncia
eletro-ciclotronica {1], [25], [27). Seu nome decorre do fato destas propagagdes
(emissbes) gerarem, em receptores de rddio, um ruido caracteristico ao de assobi-
os [1]. Um exemplo deste tipo de emissdo pode ser obtido a partir de emissdes
geradas por relimpagos. Tais eventos geram, entre outros tipos de emissdes, ondas

10 sinal “ <= ” significa acoplamento nos dois sentidos, isto é, bidirecional
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sibilantes que, propagando-se ao longo das linhas do campo magnético terrestre By,
podem ser captadas a milhares de quilometros do evento. De fato, um relampago
produzido em altas latitudes no hemisfério sul pode ser captado no hemisfério norte
da Terra. Estas ondas sdo guiadas pelas linhas do campo magnético e observadas
por receptores, por exemplo, no Canadi. Contudo, diferentes freqiéncias chegam
em diferentes tempos. Assim, freqiiéncias baixas chegam mais tarde, causando um
decrescimento no tom. A estas ondas chamamos de ondas sibilantes[2]. Tais ondas
540 a motivagdo basica de nosso estudo em dindmica néo linear. Na figura (2.1) apre-

sentamos um esquema basico de propagacao de ondas sibilantes na magnetosfera da
Terra.

Figura 2.1: Esquema da propagacao das ondas sibilantes na magnetosfera da Terra.

2.3 Alguns conceitos fundamentais em fisica de
plasmas

Um plasma pode ser definido, em geral, como sendo um gés eletricamente carregado
e de forma global neutro, apresentando um comportamento coletivo [2]. Um exemplo
de plasma na natureza pode ser dado pela ionosfera e magnetosfera da Terra, bem
como o préprio espago interplanetario. Para uma correta definigao, o comportamento
de um plasma deve satisfazer algumas condigdes ou critérios, tais como [3]:
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e Ser macroscopicamente neutro:

Na auséncia de peturbacao externa o plasma € macroscopicamente neutro, is-
to é, no interior do plasma ou no espago microscopico das cargas, os campos
elétricos cancelam-se e nenhuma rede espacial de carga existe macroscopica-
mente.

e Comprimento de Debye Ap:

Provém de uma medida de distdncia em que a influéncia do campo elétrico
de uma particula carregada é sentida por outra no interior do plasma [3]. Em
outras palavras, se uma carga @ for introduzida no plasma, esta sera gradual-
mente neutralizada. Desta forma, a redistribui¢do de elétrons e ions no gas é
tal que a blinda completamente numa distancia Ap. Esta distancia é também
conhecida por blindagem de Debye. Este comprimento é dado por [3]:

€0KBT

N €2

Ap = (2B yire, (2.1)

onde ¢ € a permissividade do vacuo, Kp é a constante de Boltzmann, n. é a
densidade de elétrons no meio, T é a temperatura e e é a carga do elétron.

¢ Freqiiéncia de plasma w,:
Se os elétrons em um plasma estdo em média deslocados dos ions, campos
elétricos formam-se a fim de restaurar a neutralidade do meio. Tal campo gera
uma forca que arrasta os elétrons para as suas posi¢les originais. Por causa

de sua inércia, oscilam em torno da posi¢do de equilibrio com uma freqiéncia
conhecida como freqiéncia de plasma w, [2]:

2
M0a9
= 2oy (22

w
P €0Ma

a

sendo ng, a densidade de carga, q a carga elétrica e o a natureza da carga?.

e Relagao linear de dispersao w = w(k):
A relacdo funcional entre o vetor de onda k e w é dita ser a relagdo de dispersao
[3]-

e Polarizacdao das ondas:

Podemos considerar um campo E oscilante decomposto em duas diregdes, com
amplitudes reais E, e E;, que podem ter quaisquer valores. Além disso, as
componentes podem estar oscilando fora de fase por um valor ¢ [10], tal que

E(r,t) = E,acos (wt —k-r — ¢) + Eyb cos (wt —k - r). (2.3)

»

20 indice o serd ” 4+ ” no caso de ions positivos e —” no caso de elétron.
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A polarizagao da onda depende do valor de ¢. Considerando que o campo E
oscile num certo ponto, digamos r = 0, entdo temos o seguinte:

E(0,t) = E,acos (wt — @) + Epb cos (wt). (2.4)

Podemos ter o caso em que o campo esteja linearmente polarizado, ¢ = nn:
E(0,t) = (£ E,a + E;b) cos (wt); (2.5)

ou elipticamente polarizado, como por exemplo em que ¢ = 7 :

E(0,t) = E,asin (wt) + Eyb cos (wt). (2.6)
Se E, = E;, dizemos que E é circularmente polarizado [10]. Ondas sibilantes

sao ondas circularmente polarizadas. Na figura (2.2) apresentamos um esquema
de propagacao de ondas eletromagnéticas.

zZ

Figura 2.2: Onda eletromagnética com polarizagdo para a direita [9].

Assim para um observador de frente para o campo, o vetor resultante vai girar
no sentido direito (anti-hordrio) com freqiiéncia angular, digamos w,. No caso

contrario, no sentido esquerdo, terd uma freqiéncia w; [9] como mostrado na
figura (2.3).
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Figura 2.3: Tracado da ponta do vetor E num dado ponto do espago como fungio
do tempo [10].

2.4 As ondas consideradas neste trabalho

2.4.1 Ondas sibilantes

De forma geral, as ondas eletromagnéticas (V x E = —9;B # 0), possuidoras de
vetores de ondas paralelos ao campo magnético ambiental terrestre By podem ser
subdivididas em dois modos de propagacao, distinguidos por duas polarizacdes dife-
rentes: uma a direita e outra a esquerda como mencionado acima. Podemos escrever
para as ondas sibilante envolvidas neste trabalho (com polarizagdes a direita) a se-
guinte relacdo linear de dispersdo [1]:

2 2
WpeWr Wp;Wr

)
Wr —Wee  Wr + Wei

W? = 2R +

2.7)

onde as w. € w,; € a frequéncia ciclotronica referente aos elétrons e ions, respectiva-
mente.

Convém esclarecer que para polarizacbes circulares a esquerda a re-
lagdo de dispersdo sera dada por:

2 2
WpeWl Wi

wl =k + (2.8)

’
Wy + Wee Wy — We;

sendo que [ e r dizem respeito as polarizagGes a esquerda e a direita respectivamente.
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O modo com polarizagido para a direita (equagdo (2.7)) e possuidor
de freqiéncias menores que a freqiiéncia ciclotronica dos elétrons w, = eBy/me,
recebe o nome de modo sibilantes. Na figura (2.4) mostramos o gréfico da relacdo de
dispersao para o modo sibilante.

Figura 2.4: Curva de dispersdo para ondas sibilantes [1].

2.4.2 Ondas ion-acisticas

Para oscilagées de baixa freqiiéncia o movimento de ions deve ser considerado. Su-
ponha que possamos escrever as densidades n, = n; = n e, que os elétrons, sendo
muito mais leves que os ions, possam ter suas massas desconsideradas, de forma que a
distribuicdo de cargas negativas possa ser considerada continua sobre todo o espaco.
A partir destas suposigbes, a relacdo linear de dispersdo para a onda ion-acustica
pode ser escrita como [1]:

w? = 2k, (2.9)

sendo ¢; = [(Y.KBT. +v:KpT:)/mi]*/? a velocidade fon-acistica, onde v é a razdo de
calores especificos e os indices : e e representam os ions e elétrons, respectivamente.
Kp é a constante de Boltzmann, enquanto T, é a temperatura associada.

Estas ondas nao possuem polarizagido (modo eletrostatico). Na figura
(2.5) mostramos o grafico da relacdo de dispersao para estas ondas.
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C2 ok

Figura 2.5: Curva de dispersdo para ondas {on-acisticas [1].

2.5 Pré-modelamento

Uma das aproximagoes mais comuns para se estudar tais interagoes de ondas consiste
em utilizar-se do sistema de equagdes formado pelos momentos da equacgao de Vlasov
(teoria hidromagnética e teoria de dois fluidos), juntamente com as equagdes de
Maxwell, aplicando-se uma andlise de peturbacGes. As equagoes utilizadas para
descrever tais interagdes podem ser escritas como [1], [27]:

¢ Equagdo de movimento:

o3 Ta
Oivo + (Vo - V)vg = q—a(E + Vo X B) — vV — ll{f—Vlnna. (2.10)
mey My
e Equacio da continuidade:
Ong + V- (nave) = 0. (2.11)
o Equacoes de Maxwell:
VXxE= —3tB, (212)
VxB= NO(Z goPoVa + €O:E), (2.13)
sendo a = (e, 1), g = —e, ¢; = €, Kp a constante de Boltzmann. T, e m, sao,

respectivamente, a temperatura e a massa das particulas da espécie . Aqui
v é a freqiiéncia de amortecimento ou crescimento (a depender do sinal de v)
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e v € a razao de calores especificos. As equagbes (2.12) e (2.13) podem ser
combinadas levando-nos & equagdo da onda [1]:

V’E - V(V-E)— ;1383E = 100, Y qanava. (2.14)

2.6 O modelo das quatro ondas

A mesma técnica utilizada para o modelamento das quatro ondas foram feitas para
o modelamento das trés ondas [1], [25], [27]. O desenvolvimento para o caso das
quatro ondas encontram-se na referéncia [1].

Restrigindo-nos a uma modelagem onde todas as ondas que interagem
entre si propagam-se ao longo do campo magnético ambiental (By), assumiremos a
auséncia de campo elétrico ambiental (Ey = 0) e a densidade do plasma sera assumida
como sendo ng. Os campos elétricos das ondas sibilantes E; 3 4 e ion acistica E; sdo
escritos® em notagdo modulacional como [1]:

1 . .
Eq3,4)(2,t) = 55(1,3,4)(2,t)7” exp [1(k(1,3,402 — w(1,3,9)t)] + C.c, (2.15)

Ey(z,t) = %Ez(z,t)é exp [i(koz — wat)] + c.c. (2.16)

Os indices (1,2,3,4) referem-se a onda sibilante de maior freqiéncia
(indutora), a onda ion acustica, a onda sibilante anti-Stokes e a onda sibilante Stokes,
respectivamente.

As interacdes coerentes de ondas na forma W; = S, + W3 + Wy

ocorrem sempre que os vetores de ondas e freqliéncias das ondas satisfacam as relagoes
de casamento de fase [1], [25], [27]:

k; = ks+ko, (2.17)
ki = k4—ks, (2.18)
w ~ ws+ w, (2.19)
W N wg— Wo. (2.20)

De forma a estudarmos a interagao, dividimos os campos das quatro
ondas em duas escalas de tempo: uma rapida, compreendida pelos campos E; 34

3Na auséncia do acoplamento, as variagdes das fases das equagdes (2.15) e (2.16), obedecem
as relagdes de dispersio dadas nas equagdes (2.7) e (2.9) para as ondas sibilantes e ion acustica,
respectivamente.

26



oscilando com freqiiéncias bem acima da freqiiéncia iénica do plasma (de acordo com
a equagdo (2.2)), e outra compreendendida pelo campo E;, oscilando com freqiiéncias
abaixo da freqiiéncia ciclotrénica dos fons w,; = eBy/m;. Assim temos para a escala
rapida de freqiiéncia que as pertubagoes nos campos Eg, By € ng podem ser escritos
como:

E" = E,+E;+E,, (2.21)
B* = B;+B3;+B,, (2.22)
nt = 0, (2.23)
vg = V;+Vs+ vy (2.24)
nt = vi=0, (2.25)
e para a escala lenta:
E' = E,, (2.26)
B' = 0, (2.27)
vl = vy, (2.28)
vi = vy, (2.29)
nl = nl=nl, (2.30)

sendo que os indicadores h e ! significam escalas rapida e lenta.

O fato de n* = 0 significa que as ondas eletromagnéticas que se
popagam em um meio ndo modificam a densidade do mesmo. Somente ondas de
natureza eletrostatica, como no caso da onda ion-acistica S, pertubam a densidade
dos elétrons e ions.

Introduzindo estas duas escalas de tempo nas equagdes do pré mo-
delamento, obtemos para o processo da intera¢do do modelo, um sistema de quatro
equacOes de onda ndo-lineares na forma:

V?E, — 21-2-63}31 = —eppli(novi + n2(vs + va)), (2.31)

cl—zasz = euol:i(nova), (2.32)
V?E, — c1—263E3 = —epioBi(ngvae + navi), (2.33)
ViE, — —gz-afE‘; = —epupdi(novs + navy). (2.34)

De forma a simplificar as equagdes acima introduzimos os operadores
harménicos, V — itk e & — —iw. Com estas simplificagbes podemos expressar v
e n explicitamente em termos de E. O desenvolvimento deste calculo leva-nos ao
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sequinte conjunto de equagdes:

Y42
w
D\E, = —w—;(C3E2E3+C4E;E4), (2.35)
2
iwzzri * *
D2E2 = o2 (C3E3E1—C4E4E1)Z, (236)
pe
Wi
D;E; = Z;Q—(CBEZEI)a (2.37)
2
w3
D4E4 = F(C4E2E1). (238)
2
(2.39)

Aqui os operadores de dispersao sao dados por [1], [25]:

2
wpew1¥3y4
(w1,3,4 — Wee
D2 = —wg + Cgkg - il/zl.c)2. (241)

2 21.2 .
Diga = —wigatchizs+ )~ 11,3,491,3,45 (2.40)

Os coeficientes de acoplamento sao:

8&)2 k3 kl (wl — W, )

_ e k3 ce 49

@ 2me(w1 - wce) [w3 wl(w3 - wce):l ’ (2 4 )
ew? ks ki(wi — wee)
= pe = aA\Th Tee)

“ = 2'rne(‘-"l - wce) [U)4 w1 (w4 - wce):| ' (243)

Destas duas equacgdes acima podemos definir um parametro r, que ¢
uma medida relativa da eficiéncia do grau de acoplamento entre os dois tripletos de
ondas (1,2,3) e (1,2,4), podemos relacionar os dois coeficientes por um parametro,
como: o

r=—; (2.44)
C3
Além disso, os termos de amortecimento sao expressos por:

2

= Ypele 2.45
V34 (0)3,4 _ wce)27 ( . )
w2,
vy = — wp; (Ve + 1), (2.46)

2

enquanto o termo de injecdo de energia é assumida na onda sibilante indutora W)
por:

, (2.47)
(2.48)



sendo v, e v; os termos de dissipagdo ou injecao de energia nas particulas.

O desenvolvimento analitico destas equagdes pode ser consideravel-
mente simplificado escrevendo-as nas suas formas normalizadas, e usando explicita-
mente o fato de estarmos considerando fracas nio linearidades o que torna possivel
descrever as interagdes com equagdes de primeira ordem. Tais como:

dfizlt(t) = Ay(t)As(t) — rA3(8)Aa(t) + 11 Ai(2), (2.49)
d/?t(t) = —A()A3(t) - rAI() Ag(t) + 1245 (2), (2.50)
d‘tt(t) = —Ai()A3(t) + i3 As(t) + 13 As(2), (2.51)
d/tlt(t) = A1 (t)A2(t) + 164 As(t) + vada(2), (2.52)

sendo A; as amplitudes complexas normalizadas da modulacio £(z,t) das ondas
e que neste trabalho serdo supostas independentes de z, r é a razao entre os co-
eficientes ndo lineares de acoplamanto entre os dois tipos de tripletos (Stokes e
anti-Stokes), d3 = p(w; — wy — w3) € 6y = B(w; + wy — wy) sdo os descasamentos
nomalizados nas freqiiéncias ws; p, B sdo constantes de normalizagio e 7 representa
o nimero imaginério v/—1. A injegdo e/ou dissipacio de energia sdo representadas
pelos parametros v, que assumem valor positivo no caso de injecido de energia e
negativo no caso de dissipagao.

Do célculo ocorre que as amplitudes normalizadas s3o:

A = [wgiwgcg/(wzwzewg(awsDg)(@szz))]l/"’&, (2.53)
Ay = [wkolcd/(w?wi(d.,Ds)(8.,D1))]Y2E,, (2.54)
As = [wiwicd/(w'wl wi(8u,D1)(8., D2))]Y/?Es, (2.55)
Ay = [Wiwic/(wPwlws(Bu, D1)(8u, Da))] s (2.56)

sendo os D, operadores de dispersdo.

Uma representacido esquematica do modelo pode ser observado na
figura (2.6). Podemos notar a comunhdo de dois tripletos de ondas: o primeiro
formado pelas ondas 1, 2 e 3 e o segundo, pelas ondas 1, 2 e 4.

Neste trabalho analisaremos com detalhes o comportamento do sis-
tema de equagdes diferenciais ndo lineares acopladas (de acordo com as equagdes
(2.49) a (2.52)). Tais equagdes sdo complexas, coexistindo assim, num espago quadri-
dimensional complexo. Estas equagdes sdo cararterizadas pelas condigdes iniciais
das amplitudes A;, A, A3z e Ay; e pelos parametros de controle: descasamento de
freqiiéncias d3 4, injecdo ou dissipacdo de energia 14,234 € da intensidade de acopla-
mento 7. O interesse principal é a dinamica nio linear que este modelo apresenta.
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Figura 2.6: Modelo esquemdtico da interagio entre as ondas, aqui indicamos como
sendo as ondas Indutora Sibilante (W); Ion Acistica (.5); Anti-Stokes (W_) e Stokes
(W) por 1, 2, 3 e 4 respectivamente [1].

Faremos aqui, um estudo de simulac¢des numeéricas aplicadas para a observagao de ba-
cias de atragdo, expoentes de Lyapunov, efeitos de histerese, caos, multiestabilidade,
bifurcagoes e periodicidade.
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Capitulo 3

Introducao aos Sistemas
Dinamicos

3.1 Introducao

Neste capitulo, apresentamos uma breve discussdo sobre a dinamica nao linear. Os
topicos apresentados aqui, na sua forma fundamental, serdo usados nos préximos
capitulos, sendo os mesmos necessarios para uma melhor compreensao dos resultados
posteriormente abordados.

3.2 Sistemas Dinamicos

Um sistema dinamico pode ser definido como uma regra matematica deterministica
que modela o estado de um sistema evolutivo no tempo [4]. O tempo por si, pode ser
uma variavel continua ou discreta [4]. Tais sistemas sdo representados por um campo
vetorial, ou seja, um conjunto de equacdes diferenciais ordinérias (tempo continuo)
e/ou equagdes a diferencas (tempo discreto), também conhecidos como mapas. Tais

representacdes sdo escritas respectivamente para fluxos e mapas na sequinte forma
[4],[11]:

dz -
il fz®,2®, .. =™ ¢ u), (3.1)
gn+1 = g(y,&l), yn2)’ )ySLN) ) (32)

Para tais sistemas dinamicos, qualquer estado inicial £(0) pode ser
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evoluido no tempo para obter-se o estado futuro em ¢ > 0 [4]. Campos vetoriais que
dependem ezplicitamente do tempo sao chamados sistemas ndo auténomos, caso
contrario os denominamos de sistemas auténomos [11].

Podemos reescrever estas equacbes na forma compacta, tais como:

dx(t)
— = Fx(t)], (3.3)

Ynt1 = M(yn), (3.4)

onde x e y sdo vetores N-dimensionais [4].

3.2.1 Espago de fase

O espago (z), 2, ..., z(N)) refere-se ao espaco de fase. Atribuimos a uma drbita ou
trajetdria o caminho descrito pelas variaveis do sistema neste espaco de acordo com
que o tempo evolui. Dizemos que cada curva descrita neste espagco € uma solugao
das equacbes diferenciais. Devido a unicidade de solucGes, pode-se distinguir uma
curva solugdo por um ponto particular desta em um tempo especifico. Na literatura
o estado inicial que gera estas curvas é chamado de condi¢do inicial.l

3.2.2 Estabilidade

Considerando um campo vetorial auténomo, uma solu¢do de equilibrio é um ponto
z € R® desde que F(z) = 0, isto é, uma solugdo estaciondria (que ndo muda)
no tempo. O ponto Z(t) é estivel se as solugdes (ou trajetérias) que partirem na
vizinhanca deste ponto permanecerem préximo a ele por todo o tempo decorrente.
Podemos dizer que a solugdo é assintoticamente estdvel se a solugao proxima converge
para Z quando ¢t — oo [11]. O tempo que decorre para um fluxo convergir para um
estado assintéticamente estével dizemos ser o tempo transiente [16].

Estabilidade de Lyapunov

Um sistema dinidmico é dito estivel (ou Lyapunov estavel) se, dado um raio € > 0,
qualquer outra solugdo y(t) satisfaca | Z(¢o) — y(%o) |< & quando | Z(t) — y(t) |[< €

INo caso de mapas, dada um condigdo inicial z(0), geramos uma trajetéria para um sistema
a tempo discreto. Muitas vezes pode ser itil reduzir um fluxo de dimenséo N para um mapa de
dimensdo N — 1, via técnicas de secdo de Poincaré [11], as quais discutiremos mais a diante.
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para t > to, to € R [11]. A figura (3.1) ilustra este teorema, podemos observar que
qualquer outra solugéo y(t) permanece préximo & solugao real z(t).

Figura 3.1: Estabilidade de Lyapunov: Esquema de uma solugdo y(t) que sempre
fica na proximidade da solugdo de equilibrio Z(¢) [11].

Estabilidade assintética

Um ponto Z(t) é assintéticamente estdvel se ele ja é Lyapunov estavel, e, se existe
um certo raio b > 0 desde que satisfaca a condicdo | Z(¢o) — y(to) |< b [11]. Entdo
lim;y0o | Z(¢) — y(¢) |= 0. A figura (3.2) mostra esquematicamente uma tendéncia
da solugdo y(to) convergir para Z(t) quando o tempo tende ao infinito.

Estas duas defini¢des implicam na existéncia de solugdes fisicamen-
te aceitaveis a tempo infinito. Pode ser ficil o entendimento para solugdes ja no
equilibrio, mas n3o necessariamente no caso de solugdes proximas. E importan-
te mencionarmos que estas definicbes sdo para sistemas autéonomos. No caso nao
auténomo & e b devem depender explicitamente de to [11].
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Figura 3.2: Estabilidade assintética: Esquema de uma solugdo y(t) tendendo para a
solugdo de equilibrio Z(t) quando t — oo [11].

3.2.3 Linearizacao

Consideremos sistemas de equagdes diferenciais de primeira ordem dx/dt = F(x).
Um estado fixo para o sistema é um ponto que satisfaz a condigdo: x = X. Exami-
nando o comportamento de érbitas préximas ao ponto fixo, temos:

x(t) = % + 7(t). (3.5)

Assumiremos aqui que 7(t) é pequeno. Substituindo esta equagdo em dx/dt = F(x)
e expandindo em série de Taylor, com apenas termos de primeira ordem para 7(t),
obteremos:

F(x +n) = F(%) + DF(X)n + O(n?), (3.6)
sendo que F(X) = 0 e DF(X) denota a Matriz Jacobiana de derivadas parcias de F.
Teremos a seguinte equagdo para a dependéncia temporal da pertubacdo de x para

o estado de equilibrio:
dn/dt = DF(X)n + O(n?). (3.7)

O problema da estabilidade linear é obtida se neglegenciarmos termos
de ordem (n?). Procurando uma solugdo da forma n(¢) = Cexp (at) achamos uma
equacao de autovalor tal que podemos encontrar uma solugéo néo trivial para valores
que satisfacam a N-ésima ordem da equagao caracteristica:

det(DF(X) — of) = 0, (3.8)
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para as quais encontraremos N raizes distintas a@ = a; (autovalor), que classificardo
a estabilidade das solu¢des de equilibrio [4],

x(t) =X+ Cexp (at). (3.9)

Nos casos unidimensionais, como no exemplo acima (equagdo (3.9)), o valor de x(t)
depende do autovalor . Se a > 0, x(t) se afasta do ponto fixo X. Quando o < 0,
x(t) se aproxima do ponto fixo (para t — 00).

3.2.4 Classificagao e Estabilidade das Solugoes de Equilibrio

Quando todos os autovalores da matriz jacobiana DF(X) tiverem parte real diferente
de zero, o ponto fixo correspondente é chamado de ponto fizo hiperbélico, indepen-
dente dos valores da parte imaginaria. Caso contrario, dizemos ser um ponto fizo
ndo-hiperbélico [16]. H4 trés tipos de pontos fixos hiperbdlicos: atrator, repulsor e
pontos de sela.

e Ponto fixo hiperbdlico atrator: Se todos os autovalores da matriz jacobiana
tém parte real negativa, entdo todas as componentes da pertubagio 1 decaem 2
com o tempo e x(t) se aproxima do ponto fixo. Este ponto, chamado de atrator,
é assintoticamente estavel. Se a matriz DF(X) associada tiver autovalores
complexos, serd conhecido como foco estdvel Caso em que os autovalores
sejam reais, dizemos ser um nd estdvel [16].

— nd estdvel: a, <0
— foco estdvel: o, %+ ia;, para o, <0
e Ponto fixo hiperbdlico repulsor: Se todos os componentes de 7 crescem
com o tempo, entdo x(t) se afasta do ponto fixo. Dizemos que X é instavel.
Neste caso o ponto fixo é um repulsor. Se a Matriz jacobiana tem autovalores
complexos, o repulsor é também chamado de foco instdvel. Quando todos os
autovalores sdo reais o ponto é dito ser um nd instdvel [16].
— nd instdvel: o, >0
— foco instdvel: o, *ia;, para o, >0
¢ Ponto fixo hiperbdélico sela: Quando alguns, mas ndo todos, os autovalo-

res tem parte real positiva e outros tem parte real negativa, os pontos fixos
associados sdo chamados de pontos de sela [16].

— sela: a3, >0e a <0

2Lembramo-nos de que a aproximagao foi feita em x(t) = X+ n(¢), onde a pertubagio tem como
solugdo 7(t) = Cexp (at).
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e Pontos nao hiperbélicos: Um ponto fixo nao hiperbélico é instével se um
ou mais autovalores da matriz Jacobiana tem parte real positiva. Caso algum
dos autovalores tiver parte real negativa enquanto o resto tiverem parte real
igual a zero, o ponto fixo X é dito neutramente ou marginalmente estdvel. Se
todos os autovalores sao puramente imaginarios e diferentes de zero, o ponto
fixo correspondente é chamado de centro [16].

— neutramente estdvel: a3, =0 com as, <0

— centro: =iq;, para o, =0

3.3 Secao de Poincaré

A idéia de reduzir o estudo de um sistema continuo para um sistema discreto foi
devido a Henri Poincaré em 1899. Atualmente qualquer sistema a tempo discreto,
que esteja associado a uma equacao diferencial ordinaria, pode ser obtido via ma-
pa de Poincaré. Esta técnica® oferece diversas vantagens no estudo das equagdes
diferenciais ordindrias, tais como:

e Redugao Dimensional: A construcio do mapa elimina pelo menos uma
variavel do problema, reduzindo-o de dimensdo [11].

e Dinamica Global: Em baixa dimensdo (digamos, dimensdo < 4), mapas de
Poincaré calculados numericamente fornece-nos uma compreensao da dinamica
global do sistema [11].

e Conceitual: Muitos conceitos sdo um tanto incomodos no estudo das equagoes
diferenciais. Como exemplo, poderiamos mencionar a estabilidade de qualquer
orbita periddica de uma equagdo diferencial. Em termos do mapa de Poincaré,
este problema se reduz a estabilidade de um ponto fixo, o qual é simplesmente
caracterizado em termos dos autovalores da linearizacdo do mapa em torno
deste ponto [11].

Suponhamos que uma equagdo diferencial (fluxo % = F(x) de di-
mensdo n tenha uma solugdo periédica com periodo T e passa por uma superficie

transversal X. Isto é, existe um vetor n normal ao fluxo onde [11]
n(x) - F(x) # 0. (3.10)

Neste caso, podemos achar um conjunto de pontos V' C ¥ que retornam ao plano de
interseccdo X, o esquema € mostrado na figura (3.3). O mapa associa os pontos em

3Mencionamos aqui alguns poucos conceitos de mapas uma vez que tais sistemas dindmicos nio
serdo explicitamente usados neste trabalho.
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V com os seus pontos do primeiro retorno e é chamado de mapa de Poincaré [11].
Este mapa, com (n — 1) dimensdes, é descrito por:

Xnt+1 = P(Xn), (3.11)

que, como vemos, é discreto [16].

No caso de sistemas nao auténomos o periodo associado com a 6rbita
periddica é geralmente explicito. Se temos um campo vetorial com periodo T, entdo
a solugdo periédica tem um periodo que é um inteiro multiplo ou submultiplo qual-
quer deste periodo. Disto, podemos usé-lo para construir o mapa de Poincaré. Na
ilustragdo (3.4) mostramos a geometria para sistemas nao auténomos.

Figura 3.3: Geometria do mapa de Poincaré para sistemas auténomos, aqui o mapa
associa o conjunto de pontos em V' com os seus pontos do primeiro retorno no plano
de interseccao X.

3.4 Subespacos e variedades invariantes:

3.4.1 Subespacgos:

Seja uma matriz jacobiana obtida para pontos fixos de um sistema auténomo n-
dimensional que tenha s autovalores com parte real negativa, u autovalores com
parte real positiva e ¢ autovalores com parte real nula. Considerando os autovetores
associados com estes autovalores, podemos representar o espaco R” como uma soma
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A%

Xl
Figura 3.4: Geometria do mapa de Poincaré para sistemas ndo auténomos. Na figura
to refere-se ao tempo inicial, enquanto T € o periodo associado com a 6rbita periédica.

direta de trés subespagos E°, E* e E° definido por [16]:

E'(s) = span (vl,v2, V3, .0y Vs), (312)
E®™ = SPan (Vst1, V42, Ver3, ooy Votu), (3.13)
E(c) = span (Vs+u+1 s Vstut2y Vstud3, ooy Vs+u+c)a (3'14)

sendo vy 0s autovetores relativos aos autovalores. Aquitemos que n = s+u+c. Os
espagos E®) E() e E(©) sio subespagos invariantes do sistema linear correspondente.
A solugdo do sistema linear iniciado em um subespago invariante permanece neste
subespaco por todo o tempo. As solucdes iniciadas em E(®) se aproximam do ponto
fixo quando t — oo, solugdes iniciadas em E® se aproximam do ponto fixo quando
t = —oo e solugdo alguma, iniciada no subespago E(°) se modifica com o tempo. O
subespagos E(*), E() e E®®) s30 chamados subspagos ou variedades estdveis, instdveis,
e centrais, respectivamente, dos pontos fixos considerados para o sistema linear [16].

3.4.2 Variedades:

Uma variedade é um conjunto que exibe localmente uma estrutura do espago Eucli-
diano. Freqlientemente a variedade é encontrada como superficies m-dimensionais
imersas no espago R™. Usamos o termo variedade em duas situagdes [11]:

1. Conjunto linear: Um espago vetorial linear no R" [11],

2. Conjunto ndo linear: Uma superficie imersa no R™ que pode ser localmente
representada por um gréfico [11].
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Definimos uma variedade estavel W*° de um ponto fixo ou de uma
érbita periddica como sendo um conjunto de pontos, das quais enviam trajetdrias
que partem e se aproximam de um estado fixo. Similarmente, a variedade instavel
W™ é o conjunto de pontos, em que a tempo retrégado, partem aproximando-se do
estado fixo. As variedades W tem a mesma dimensionalidade do subespago linear
E?® e E*. Estes subespagos sao tangentes para com as variedades [4]. A figura (3.5)
ilustra um esquema espacial das variedades W e subespagos E.

Figura 3.5: Esquema da estrutura espacial das variedades W e dos subespacos E [4].

3.5 Dimensoes Fractais

As figuras geométricas convencionais tem dimensdo bem determinda. Uma carac-
teristica importante destas dimensdes é que elas ndo dependem nem do tamanho e
nem da forma da figura: uma linha tem dimensdo 1, seja ela uma reta ou uma cur-
va; ja uma superficie tem dimensdo 2, seja ela plana, esférica ou de qualquer outra
forma. Neste caso dizemos ter uma dimensdo topoldgica [12].

Os fractais sdo figuras que também possuem dimenséao topoldgica [12].
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A curva de Koch (figura (3.6)), por exemplo, tem dimensdo topoldgica igual a um.
Porém exibe um detalhamento em escalas arbitrariamente pequenas ocupando mais
espago que uma curva comum. Neste caso podemos dizer que existe uma dimensdo
espacial, que é dada por:

log p

= Toer (3.15)

Como exemplo utilizaremos a curva de Koch (figura (3.6)). O seg-
mento AC do nivel 1 é % do segmento anterior (nivel 0), portanto é uma subparte g
do nivel anterior; neste caso ¢ = 3. O nivel 1 contém 4 pedagos destes mesmos seg-
mentos®*, os quais sao similares. Entao facamos p = 4. Substituindo p e ¢ na equagio
(3.15) obteremos o valor da dimensdo D = 1,26186... [12]. Podemos chamar estes
conjuntos de fractais, contudo, no contexto da dindmica, conjuntos atratores com
propriedades fractais tem sido chamados de atratores estranhos [4].

NiVEL © A B

NiveL 1 [ /\ 8

NIUEL 2 n_/\_cy/\zE_/\_a

NivEL 3 g_l\jw g_l\.}l\b\_g
PRk

NfuEL & q.f\f"v{:\-? . Jga\mg

Figura 3.6: Exemplo de uma curva de Koch [12].

Um método mais geral para determinar a dimensdo espacial consiste
na “contagem de caixas”. Primeiramente tomamos como exemplo a figura (3.7),
imaginamos converter um espaco em uma grade de cubos de comprimento e. Con-
tamos entdo o nimero de cubos para cobrir a figura. Fazemos isso para sucessivos
valores de e. Neste caso, a dimensdo serd dada por [12]:
log N(e)

= lim ——~ 3.16
DO E{_IE(} 10g1/€ 9 ( )

44C,CD, DE ¢ EB
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sendo que N(¢) é o nimero minimo de “caixas” de lado € para cobrir todo o conjunto
de pontos. A defini¢do recupera o conceito euclidiano de dimenséo inteira nos casos
usuais e permite a sua generalizagdo para os conjuntos mais complicados. Como
exemplo, se cacularmos por esta técnica a dimensdo de um ponto encontramos Dy =
0, para uma linha Dy = 1, e similarmente para uma area Dy = 2.

muf

)‘I

Figura 3.7: Exemplo de contagem por caixas como técnica utilizada para calcular a
dimensdo espacial da figura. Neste caso, uma curva suave [5].

Em sistemas dissipativos o volume do espago de fase contrai durante a
evolugdo (indo para zero quanto t — o0) e o movimento, apés um tempo transiente,
estara restrito a um subespaco-atrator. Isto sugere que a dimensdo do atrator D é
menor que a dimensao do espago de fase. Neste caso os atratores podem apresentar-se
como:

e D =0, a dimensdo do atrator é nulo, por exemplo um ponto fixo.
e D =1, a dimensao do atrator é unitario, por exemplo um ciclo limite.

e D = 2, a dimens3o do atrator é dois, por exemplo um toro TZ, e assim por
diante...

Os atratores nao estao restritos a tais dimensoes. Existem atratores com dimensoes
fractais [4].

3.6 Bacias de Atracao

O conjunto fechado de condigdes iniciais que se aproximam de um determinado atra-
tor é chamado de bacia de atragio [4]. Uma bacia pode ser construida por uma
figura de n X m grades de condigdes iniciais. Cada condigao é evoluida no tem-
po, as quais geram Orbitas que tendem para algum conjunto de pontos atratores.
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Trajetorias geradas por condicdes iniciais em uma determinada bacia, devem per-
manecer na mesma [4]. Como exemplo, podemos propér o caso de uma particula
num movimento unidimensional sob agido de atrito e de um potencial V(z). Quase
sempre suas condigoes iniciais tendem para um dos pontos de equilibrio z = z¢ ou
T = —xo (figura (3.8)) [4] [5]. O esquema mostrado na figura (3.8) apresenta uma
bacia de atrag@o referente a estes atratores no espaco de fase posicdo x velocidade.
As condigbdes inicias que partem da regido hachurada sao atraidas para o atrator em
z = 4z e dz/dt = 0. Se as condigdes inicias partirem da regido lisa serao atraidas
para o atrator em z = —zo, onde também dz/dt = 0. Porém, existe uma linha
de separagdo entre estas duas bacias, a qual chamamos de fronteira®. Condigdes
inicializadas nesta regido geram érbitas, que finalmente €, aproximam-se do ponto
fizo instdvel x = 0 e dz/dt = 0. Desta forma, a fronteira da bacia é uma variedade
estavel de um conjunto invariante instavel. Este conjunto instdvel é simplesmente
constituido pelo ponto z = 0 em dz/dt = 0 neste caso. Neste problema a fronteira da

bacia de atracdo é uma curva simples, mas em outros sistemas as fronteiras podem
ser muito complicados [4] [5].

viyd

Figura 3.8: (a) Potencial V(z) de um movimento unidimensional, (b) Bacia de
atracdo para os dois pontos fixos z = +z¢ € z = —z¢ [4], [5].

Sou separatriz
6quando t = —o0
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3.7 Sensibilidade ao estado final

No exemplo descrito acima a bacia tem fronteira suave. Porém, muitas vezes ndo
apresentam esta mesma caracteristica, podendo exibir outras formas e dimensdes,
inclusive dimensdes fractais. Em tais bacias, uma pequena alteragdo na condigio
inicial pode representar um problema em diagnosticar o estado futuro do sistema
dinamico. Isto é, uma pequena incerteza nas condi¢des iniciais pode causar uma cer-
ta dificuldade na determinacdo do atrator em que a trajetéria se aproxima. Nestes
casos, dizemos que ha uma sensibilidade ao estado final [5] [28]. Para ilustrar isso,
utilizaremos um diagrama do espago de fase como mostra a figura (3.9). Observa-
mos dois possiveis estados finais, ou atratores, denotados por A e B. As regides a
esquerda e a direita pertencem as bacias de atragdo dos pontos atratores A e B, res-
pectivamente. A regido onde ambas fazem contato é conhecida por fronteira da bacia
Y. Dizemos que serao incertas as condiges iniciais, com incerteza ¢, caracterizando
um erro |z — zo| < e. E certo que condi¢des geradas no ponto 1 convergirio para
o atrator A, porém condic¢Ges inicializadas no ponto 2 podem ir para o atrator B,
mas, devido a incerteza €, a érbita pode convergir para o ponto atrator A. Se uma
condig¢do inicial especifica, com erro € passar por uma fronteira da bacia, entdo nao
podemos determinar com certeza em qual atrator a trajetoria irda convergir. Pontos
com estas caracteristicas denominamos de condi¢des iniciais incertas [4] [5].

v
—%<'3 z
1
. ,

Figura 3.9: Diagrama do espago de fase com duas bacias e seus atratores (A e B),
separadas por uma fronteira ¥. Os pontos 1 e 2 representam condigdes iniciais
distintas, enquanto o € representa o “raio de erro” das respectivas condigdes [5].

Assumiremos uma distribui¢do uniforme de condigdes iniciais seleci-
onadas aleatoriamente, a probabilidade de obter uma condi¢do incerta é dado por
uma fracdo da drea (ou, em alta dimensionalidade, volume) do espaco de fase. Estes

43



pontos sao denominamos de condi¢des iniciais incertas [5] 7. A fracdo de condigdes
iniciais f(e) incertas que se aproximam de um atrator sob um determinado erro ¢,
pode ser dado como [5]:

fle) =~ €. (3.17)

A fragdo incerta f para uma regido finita do espacgo de fase associado
com a condicdo inicial de erro € obedece a seguinte relagdo (lei de escala) [5]:

_Inf(e)
o= (3.18)
se e somente se
a =D — Do, (3.19)

onde D é a dimensao do espago de fase e Dy é a dimensao de capacidade.

3.8 Técnica computacional

A dimens3o de uma fronteira de bacia pode ser obtida numericamente. Consideremos
uma condi¢do inicial (o, Yo), € peturbando suas coordenadas por uma quantidade €
produzimos outra condicdo inicial (z1,y1) < (zo £ €,y0 £ €). Agora, evoluimos o sis-
tema no tempo e determinamos em qual atrator cada uma das duas condigdes iniciais
convergiram. Se ambas nio tenderam para o mesmo atrator, contamos como incer-
ta a condicdo original. Aleatoriamente escolhemos um grande nimero de condigdes
iniciais, posteriormente determinamos a fragio de pontos incertos f(¢). Repetimos
isto para diferentes valores de €. Desta forma podemos montar uma fungio f(e) x €
a fim de calcularmos o expoente de incerteza a [5]. A fracdo de pontos incertos pode
ser numericamente calculada por:

fle) = o (3.20)

sendo que CI e CT representam o nimero de condigdes incertas e o niumero total
de condigdes iniciais, respectivamente. Note que f(¢) e f(¢) sio diferentes: f(e)
é a probabilidade de formarmos uma previsio, enquanto f(e) é a probabilidade de
ezistir uma previsio de condicdes iniciais incertas. A quantidade f(¢) é mensuravel
em experimentos repetidos, enquanto f(&) é muito dificil obtermos por experimentos
numeéricos.

Sistemas com bacias de fronteiras fractais sao mais sensiveis & condigdes iniciais incertas.
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3.9 Classificacao das bacias

A fracao de condigdes iniciais incertas f de uma regido no espago de fase associado
as condigdes iniciais com erro € obedece a sequinte equacéo [5]:
f(e)

Desta forma a expressdo vista anteriormente f(e) ~ ¢* se reduz a
relacdo linear f(e) = € para o caso onde a fronteira da bacia é uma curva de dimenséao
inteira, isto é, @ = 1. Disso, a existéncia de fronteira com dimenséao fractal ocorre
para valores de o entre 0 < a <1 [5]. No caso em que as fronteiras sdo fractais em
a = 0, dizemos que a bacia é crivada. Podemos entao resumidmente dizer que [5] :

e Bacia de fronteira lisa: a =1,

¢ Bacia de fronteira fractal: 0 < o <1, no caso crivada: o = 0.

3.10 Diagramas de bifurcacao

Pontos de bifurcagdo sdo comuns em sistemas nao lineares. Dado um sistema que
dependa de um conjunto de parametros, as caracteristicas das solu¢dées podem mudar
quando variamos algum parametro do sistema. Regides do diagrama de bifurcagao
onde a solugdo muda sua caracteristica sio chamados de pontos de bifurcacio [29].
Tal mudanca de caracteristica estd relacionada a perda de estabilidade de um deter-
minado estado assintético do sistema.

Se variamos lentamente um parametro do sistema observamos que os
estados assintéticos podem perder (ou ganhar) estabilidade. Dizemos que a mudanga
ocorre em um certo parametro critico, designamos aqui por g.. A mudanga de
estabilidade pode ocorrer através de uma das seguintes bifurcagdes® [16]:

1. Bifurcagdo transcritica: Se considerarmos como exemplo a equagio % = uz —
z?, teremos dois pontos de equilibrio: um em z = 0 e outro em z = u. Ob-
servamos pela figura (3.10) que o ramo em = = 0 perde sua estabilidade ao
passar pelo ponto de bifurcagdo (z,x) = (0,0). O ramo z = p, ao contrario,

adquire estabilidade a partir deste ponto. Dizemos entao, que houve uma troca

8Nas figuras a seguir, os tracos continuos representam equilibrio estdvel enquanto os tragos
tracejados representam equilibrio instdvel
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de estabilidade quando o parametro passou por p = 0. Este tipo de bifurcagao
o chamamos de Bifurcagdo transcritica [15].

X\

> 1

Figura 3.10: Bifurcagdo tipo transcritica [13].

2. Bifurcagao sela-né: Se o parametro é variado e dois pontos fixos aparecem
numa regiao onde nao havia nenhum ponto fixo, dizemos ser uma bifurcacao
sela nd [14]. O termo sela-né deriva deste tipo de bifurcacio para um espago
bidimensional, onde a érbita instavel é chamada de sela e a orbita estavel é
o atrator né. Para mapas, onde o espaco é unidimensional, esta bifurcacgao é
também conhecida por bifurcagdo tangente[14].

X

Figura 3.11: Bifurcacao tipo sela [13].

3. Bifurcagdo de forquilha: se uma solugdo estivel com um valor de parametro
i < p. torna-se instavel quando p > . e se aparecerem espontaneamente duas
novas solugdes estaveis, as quais desenvolvem-se a partir do ponto critico (em
Kc), entdo dizemos ser uma bifurcagio do tipo forquilia [30].

4. Bifurcagdo de Hopf: A bifurcacdo de Hopf ocorre quando a parte real de dois
autovalores conjugados complexos A e A* passam através do zero quando um
pardmetro (ex. ) é variado [15]. Isto é, quando o equilibrio estdvel (ReA < 0
se p < ) passa para o ciclo limite estavel; o ciclo limite envolve o equilibrio
instavel (ReX > 0 se g > p.). Lembramos que a matriz Jacobiana calculada
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Figura 3.12: Bifurcagoes do tipo forquilha. Podem apresentar-se de duas formas:
(A) e (D) supercritico €; (B) e (C) subcritico [13].

no ponto critico tem um par de autovalores puramente imagindrios. Entao a
bifurcagdo de Hopf é um tipo de bifurcacdo que liga um equilibrio estavel a um
ciclo limite [30].

R

Figura 3.13: Bifurcacdo tipo Hopf, para x < 0 temos equilibrio estavel e para p > 0
temos um ciclo limite [14].

Para bifurcagdes do tipo 1, 2 ou 3, somente encontramos pontos fi-
xos ou solugdes estéticas. Classificamos estes pontos como bifurcagdo estdtica [16].
Se encontramos pontos fixos e solugdes periddicas dizemos ser um ponto de bifur-

cagao do tipo Hopf. Aqui, a bifurcacdo de Hopf é classificada como uma bifurcagdo
dindmica[16].
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3.11 Histerese

Consideramos um oscilador de Duffing forcado [16]:

2

u du 3
o tut 6(2;1&- + au®) = 2¢ekcos(Qt), (3.22)

onde € € um pequeno parametro positivo, u é o coeficiente positivo de amortecimento,
o é o coeficiente de ndo linearidade cibica, 2¢k é a amplitude de forcamento e ) é
a freqiiencia de exitacdo [16]. E possivel obter uma aproximagao de primeira ordem
para a solugao do oscilador de Duffing forcado como [16]:

u = acos( — ) + O(e), (3.23)

onde a e v sdo a amplitude e a fase, respectivamente. Os ciclos limites dados por
este sistema sdo[16]:

—pag + ksinyy = 0, (3.24)
oo — gaag + kcosy = 0. (3.25)

Como exemplo, tomamos a resposta da amplitude ay versus a amplitude do forca-
mento k. O diagrama de bifurcagao é mostrado na figura (3.14), aqui as linhas sélidas
e tracejadas correspondem aos pontos fixos estavel e instavel. Quando o pardmetro
de controle k é aumentado gradualmente, uma bifurcacao sela-né ocorre em k = k,,
e localmente, ndo ha outra solucdo para k > k, [16]. Se partimos do ponto D’ e
decrescemos com o valor de k, estaremos na curva D’C’E’. Neste caso o ponto critico
é k = k;. Os pontos B’ e E’ sdo pontos de tangéncia vertical, e dizemos que nestes
pontos ocorre uma bifurcacdo tangente [16].

Se novamente partirmos do ponto D’ e decrescermos com o parametro
k ocorrerd uma mudanga do ponto E’ para o ponto H’. Aqui existe um “salto”
do ramo estavel E’C’D’ para A’H’B’ no ponto critico k;. No caso de iniciarmos
pelo ponto A’ e aumentarmos com o pardametro k, também ocorrerd um “salto” no
ponto critico k,. Isto mostra uma mudanca repentina, ao qual podemos chamar de
bifurcacdo catastrdfica. Entdo, o intervalo k; < k < k, é a regiao responsavel pela
dependéncia na direcdo do pardmetro de controle k. Este fenémeno é conhecido por
fenémeno de Histerese[16].

3.12 Expoentes de Lyapunov

Expoentes de Lyapunov caracterizam a dilatacdo ou contragio de atratores (ou de
um outro conjunto inivariante) [4].
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Figura 3.14: Exemplo do diagrama de bifurcagdo para o oscilador de Duffing [15].

Um ponto infinitesimal nas coordenadas do espago de fase pode ter
uma incerteza (ou um pequeno erro) de tal forma que impossibilita a precisio deste
valor, portanto tal ponto pode ser caracterizado por um volume finito dado por [8]:

§V = 6z;...62n. (3.26)

Nosso interesse esta na evolugdao temporal do sistema, com algumas
pequenas incertezas na condigdo inicial. Dessa maneira, consideramos a evolucdao
temporal de incerteza dz; na forma 6V [§]:

dézi(t)  ~Sfilz(t)] .
Ta & ) 0

Os coeficientes %[:(Ltf)ll formam a matriz L, conduzindo para o ezpoente
de Lyapunov A;. A aproximagdo da equagdo acima pode ser da forma [8]:

6:(t) = di{to) expl3_ Mt — to)). (3.28)

=1

A equagdo acima dd um critério simples para distinguir entre sistemas
dissipativos e conservativos. Para o volume infinitesimal do espaco de fase 6V (¢) =0
podemos dizer que o sistema é conservativo se [8]:
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n

S A =0,

=1

(3.29)

Nos casos de sistemas dissipativos temos que o espaco de fase se con-
trai, ou seja, 6V/(t) < 0. Entéo [8]:

No caso de:

ZA;’ <0.
=1

Z A > 0,
i=1

o sistema nunca atinge qualquer atrator.

(3.30)

(3.31)

Expoentes de Lyapunov ajudam na caracterizagao de sistemas dina-
micos. Se tivermos um sistema dissipativo unidimensional, somente um coeficiente é
possivel A; = (=), e o atrator neste caso é representado por um ponto no espaco de
fase. Para o sistema bidimensional temos que considerar dois expoentes de Lyapunov,
no caso de uma combinagio do tipo (A1, A2) = (0, —) é observado um ciclo limite no
espago de fase, o qual corresponde a uma solugdo periédica [8].

n | Sinal do expoente de Lyapunov | Tipo de atrator
2 - ponto atrator
0,-, ciclo limite
3 -y ponto atrator
0,-,- ciclo limite
0,0,- toros T?
+,-,0 caos
4 -yt ponto fixo
0,-,-,- ciclo limite
0,0,-, toros T
0, 0,0, hipertoro T
+,0, -, - caos
+,0,0,- caos em T°
+,+,0,- hipercaos

Tabela 3.1: Sinal do expoente de Lyapunov para alguns tipos de atratores [8].

Na tabela (3.1) podemos observar alguns sinais dos expoentes de Lya-
punov para atratores de sistemas dissipativos n-dimensionais [8]. Os T™ referem-se
aos toros, onde o expoente de Lyapunov é nulo e portanto as trajetérias com este
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expoente nao se aproximam e nem convergem [8]. Na figura (3.15) apresentamos
um gréfico tipico resultante do célculo dos expoentes de Lyapunov para um sistema
dindmico, neste exemplo o oscilador de Duffing.

z 2 v Y =
g |
0 ]
Ay
<
P )
o R 8
=)
8 4
& '
3]
0.2 0.4 0.6 T 08

Forcamento

Figura 3.15: Trés expoentes de Lyapunov para a equagéo de Duffing. Regides com
expoentes com valor positivo indicam a presenca de caos no sistema [8].
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Capitulo 4

Bifurcacoes e Espectros de

Lyapunov para o Modelo de
Quatro ondas

4.1 Introducao

Como vimos anteriormente (capitulo 3), o ponto de bifurcagdo é uma propriedade
muito importante no estudo da dindmica, principalmente nos casos em que ha sen-
sibilidade aos parametros do problema. Em nosso modelo isto ocorre de forma bem
evidente e tal ferramenta é bem 1til. Como adiantado no inicio deste trabalho, o
sistema dindmico que modela o acoplamento entre 4 ondas pode ser escrito! como:

dA,(t)

5 = A()As(t) — A (1) AH) + 1 A1), (4.1)
dffft(t) = —A(t)A5(t) — rA(t)Aa(t) + 10 4s(t), (4.2)
d{jt(t) = —A(t)A5(t) + 16343(t) + v3As(2), (4.3)
) a0 + 881400 + 1), »

onde as condicdes iniciais sao dadas pelas amplitudes complexas A,(t) e os parametros
por: 7, V1,234 € 63,4.

Tal sistema sera agora explorado numericamente de forma a tornar
claro os comportamentos do sistema.

normalizados.
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4.2 Escolha dos parametros

Os parametros do sistema, como nio poderia ser diferente, desempenham um papel
muito importante na dindmica do modelo. Mudancas minimas nestes parametros
levam a mudancas significativas na dinamica do sistema. No problema de quatro
ondas, para alguns valores dos parametros, a dindmica depende do sentido de inte-
gragio (t — oo ou t — —o0), como veremos adiante neste trabalho. Neste capitulo
estaremos evitando tais regiGes de forma a que os diagramas apresentados aqui res-
pondam fielmente a evolucdo de um determinado atrator de acordo com a variagao
de parametros. O modelo proposto, discutido no capitulo 3, apresenta muitas for-
mas de ondas periddicas ou ndo periédicas. Por estes motivos restringir-nos-emos ao
estudo dos casos com os seguintes parametros:

e Injecao de energia v > 0: A injecdo de energia é assumida na onda sibi-
lante indutora. Fixamos seu valor como sendo v; = +1,0, o indice 1 refere-se
exclusivamente a onda indutora sibilante. Consideramos seu valor sempre fizo.

¢ Dissipagao de energia v < 0: A dissipagdo de energia é assumida nas on-
das ion acustica, anti-Stokes e na onda Stokes. Podemos atribuir para este
parametro qualquer valor, desde que negativo. O valor escolhido foi de tal
forma em que o sistema nao divergisse, além disso fosse menor em médulo
do que o valor absoluto de injegdo na onda indutora sibilante, isto é, quando
|1/2,3,4| < |1/1|. O valor correspondente a estas espectativas é V234 = —0,8 ou
menor, onde os indices 2, 3 e 4 referem-se as ondas ion acustica, anti-Stokes e
a onda Stokes, respectivamente.

e Parametro de acoplamento r: Consideramos neste capitulo o acoplamento
maximo das quatro ondas, ou seja, r = 1. Quando este parametro for igual a
zero, nosso sistema recai ao problema de trés ondas. De fato, r pode assumir
qualquer valor entre 0 <r < 1.

e Descasamentos lineares de freqliéncias d34: Os descasamentos lineares
de freqiiéncias proporcionam um outro papel muito importante na simulagao:
a perda de simetria entre os tripletos. A escolha do parametro d3 nao foi por
acaso, pois trabalhos nesta linha de pesquisa foram desenvolvidos sob esta con-
digao [1][31]. Neste capitulo utilizamos o valor de 63 = 2,0 e 64 = —2,01,
representando uma pequena diferenca em mddulo de 0,5% entre os descasa-
mentos propiciando assim uma pequena assimetria entre os tripletos.
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4.3 Transiente

O transiente é o tempo necessério para que uma 6rbita alcance seu estado assintético.
Ao simularmos a série temporal utilizando os parametros discutidos acima, o transi-
ente para este modelo é da ordem de 20 000 7 (tempo normalizado), como mostrado

pela figura (4.1). Algumas condicdes iniciais demoram menos tempo para convergi-
rem.

Nos diagramas de bifurcagio apresentados neste capitulo, plotamos o
maximo da amplitude da onda indutora sibilante |A;| apds o tempo transiente.

A ' I y I ' T ' ]
4 I~ * - * * . ]
L ]
35 * ~
2—4
M 3 * .
Nae|
= b 1
251 B
2+ —
! . | . [ 1 . |
0 10000 20000 30000 40000
T

Figura 4.1: Transiente para um atrator em especifico. A figura mostra o maximo da
amplitude de |A;| x T
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4.4 Procura de Atratores

Os atratores s@o uma das bases fundamentais de nossa teoria. O capitulo anterior
(Introducdo a Sistemas Dinamicos) apresenta uma breve discussao sobre estabilida-
des e solugbes de equilibrio. Os atratores que nos referimos aqui estdo relacionados
aos pontos fixos da secdo 3.2.4.

O fato de termos muitos parametros e de o problema apresentar multi-
estabilidade, isto é, uma quantidade significativa de atratores, dificulta a escolha
de boas condigdes iniciais. Quando qualquer parametro é variado, uma condigao
inicial que leva para um determinado atrator pode convergir para outro. Além disso,
temos um espago compreendido por quatro varidveis complexas (A;, Az, Az, A4) as
quais, resultam num espago quadri-dimensional complexo. Para minimizar estas
dificuldades variamos apenas a parte real das amplitudes das ondas A; (onda sibilante
indutora) e Az (onda anti-Stokes), conservando fixos os restantes. Desta forma, o
modelo tornou-se mais acessivel. Assumiremos aqui as seguintes condigdes iniciais:

= (z,0.1), (4.5)
A2 (0.0,0.1), (4.6)

A = (y,0.1), (4.7)
Aq = (0.0,0.1) (4.8)

sendo A, = (Re, Im), enquanto z e y sdo as partes reais das amplitudes as quais sao
variadas, A; e As respectivamente?.

Uma vez que neste caso os atratores do sistema consistem em ciclos
limites, a procura dos atratores é feita pela gravagio da amplitude maxima de cada
onda em particular. Quando utilizamos as condigbes dos parametros acima nota-
mos que a onda sibilante indutora apresenta-se de trés modos diferentes, os quais
coexistem: dois periédicos (um de periodo um e outro de periodo trés) e um diver-
gente (atrator no infinito -sistema desacoplado ). As séries temporais e os espagos
de fase referentes a estas formas de ondas encontram-se plotadas na figura (4.2).
Aqui temos tanto a série temporal (lado esquerdo), como o corte do espago de fase
correspondente (lado direito)?.

4.4.1 Histogramas

Uma maneira de contarmos o ndmero de atratores € utilizar um grande nimero de
condicdes iniciais aleatoriamente distribuidas em uma regido do espago de fase. Tal

2R — parte real e Im — parte imagindria.
3Tal espaco relaciona a onda sibilante indutora (A;) com a onda ion-actstica (Az).

55



H
o

B N

30— —

20 — —]

10 — —

0 —

0 40

4\_I | I L L Il]:

3 —

= _

2 —

1 —

U T I B R B SR T e R
19905 19908 19911 19914 19917
SOOIII]III]IIII
600 — —
400 — —
200 +— —

. "Wy
AN

0 ‘ 0 X
0O 10 20 30 40 50 60 70 0 100 200 300 400 500 600 700

t IA2|

Figura 4.2: Série temporal e espago de fase. De cima para baixo: atrator periédico
com periodo trés, atrator periddico unitério e o caso divergente. Lembramos que
esta plotado o valor absoluto: |A;| = AA;
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regiao neste caso tem como coordenada a parte real da amplitude A; e na abscissa,
a parte real da amplitude A3 sendo as demais varidveis mantidas fixas. Gravamos
entdo todos os maximos das amplitudes assintdticas das ondas. Apds uma quanti-
dade razoavel de condigdes iniciais fazemos os histogramas das amplitudes maximas.
E possivel, desta forma, contar quantos atratores? diferentes apareceram e quantas
condigoes aleatdrias convergiram para um determinado atrator, isto é, condigdes que
tiveram a mesma amplitude assintética maxima. Isto nos d4 uma idéia da quanti-
dade de pontos aleatérios que convergiram para o mesmo. Assim podemos ndo sé
contar, mas também observar a proporc¢do de condigdes iniciais que convergem para
os respectivos atratores. No caso dos histogramas a abscissa designa a quantidade
de elementos (ou condigdes iniciais aleatdrias) que convergiram para um determina-
do atrator especificado na coordenada. Utilizando-se dos parametros discutidos

anteriormente, podendo modificar algum, apresentamos as seguintes figuras de his-
togramas:

e Histograma para 1,34 = —0,8 (dissipagoes de energia), 1, = +1,0 (in-
jecao de energia), r = 1 (acoplamento méximo), 63 = 2,0 e 6, = —2,01
(descasamento lineares de freqiiéncias): Na figura (4.3) notamos a pre-
senc¢a de somente dois atratores, caracterizados por dois maximos. Para 5337
condigdes iniciais distribuidas aleatoriamente® entre um intervalo de [0, 50}, pa-
ra as amplitudes das ondas A; e As, obtivemos em torno de 24% de pontos
convergindo para o atrator de periodo unitario ® (indicado na figura pelo letra
A) e 11% para o atrator de periodo trés (indicado na figura pela letra B), ja
o restante é referente ao estado divergente. O caso divergente nao aparece
porque a sua amplitude tende ao infinito sendo descartado pelo programa.

e Histograma para 1,34 = —1,040: A figura (4.4) mostra apenas uma barra
representativa de um tnico atrator periédico. Com aproximadamente 99.8%
de convergéncia referente a 4840 condigoes aleatdrias.

e Histograma para o caso |d3] = |és] = 2,0 com 1,34 = —0,8, 11 = +1,0
e r = 1,0: Esta condi¢do de parametro parece ser muito importante na quan-
tidade de atratores presentes. Sio 23954 condigdes iniciais aleatérias 7 que se
apresentam num certo tipo de distribuicdo para valores de amplitudes baixas,
como mostra a figura (4.5). Porém o histograma (4.6) apresenta um nimero
significativo de atratores com altas amplitudes em um ou dois aparecimentos.

Estes histogramas mostram-nos uma quantidade muito grande de
atratores encontrados no sistema quando |d3] — |64] — 0. Referimos a este caso

4Lembramos que cada atrator é caraterizado por uma amplitude diferente apés ter passado o
tempo de transiente.

SReferente as coordenadas (z,y) das equagdes (4.5) e (4.7).

SEstes valores estao normalizados.

"Uma grande quantidade de condigdes iniciais aleatdrias para uma boa andlise computacional.
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Figura 4.3: Histograma para o caso |d3] = 2,0 e |d4] = 2,01 com r = 1. Temos para
A em torno de 24% de pontos convergindo para o atrator (periédico) de periodo
unitario e 11% para o atrator (periédico) de periodo trés, indicado por B.
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Figura 4.4: Histograma para o caso vp34 = —1,040. Temos 99,8% de convergéncia
para o atrator, isto significa que a onda indutora sibilante tem apenas um estado
estacionario para um intervalo de [0, 50] condigdes iniciais.
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Figura 4.5: Histograma para o caso |63] = |64 = 2,0. Parece haver um tipo de

distribuigdo. Aqui sdo geradas 23954 condigdes iniciais aleatdrias.
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Figura 4.6: Continuacio do histograma para o caso |d3| = |4| = 2,0. Observamos
mais uma diversificagao de atratores, muitos aparecem apenas uma vez, outros duas.
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como sendo uma multiestabilidade no modelo de quatro ondas. Um fato importan-
te fol a grande quantidade de atratores presentes quando |d3| = |64 = 2,0, isto é,
quando os dois tripletos de ondas apresentam uma simetria.

4.5 O Diagrama de Bifurcacao

O diagrama de bifurcacdo é uma andlise grafica qualitativa da mudanca de solugdes
distintas, as quais podem mudar com a modificagdo de algum pardmetro do siste-
ma. Na segdo 3.10 do capitulo 3 discutimos® um pouco mais sobre os diagramas de
bifurcacao.

Os diagramas de bifurcagdo para o modelo proposto sdo feitos varian-
do os trés parametros de dissipagao simultaneamente v, = v3 = v, das ondas Stokes,
anti-Stokes e ion-acustica, todo o restante dos pardmetros sdo mantidos fixos. Es-
colhemos como a imagem do diagrama de bifurcagdo a amplitude maxima da onda
sibilante indutora (A;). Fizemos duas simulagbes: uma inicializada pelo atrator do
periodo trés (primeiro painel da figura (4.2)), e outra inicializada pelo atrator do
periodo um (segundo painel da figura (4.2)).

4.5.1 Diagrama de bifurcagao inicializada pela érbita do atra-
tor com periodo frés:

Observamos uma grande regiao rica em comportamentos dinamicos (figura. (4.7)).
Embora a injecdo de energia na onda sibilante é de 1, = 41,0, a regido predominante
no diagrama de bifurcacdo estd em mddulo acima de um nas demais ondas. Isto
mostra a dificuldade para se obter bons acoplamentos sem muitas divergéncias, no
caso de baixas dissipagdes. Dizemos “bons acoplamentos” nos casos em que nao ha
divergéncia em nossas séries temporais, isto é, que haja acoplamento dos dois tripletos
de ondas (capitulo 2). A natureza do modelo parece necessitar de grandes dissipagoes
no sistema a fim de manter o acoplamento como desejado e sem divergéncia. O
mesmo foi mostrado pelo trabalho em trés ondas desenvolvido por J. M. Wersinger, J.
M. Finn e E. Ott em 1980 [31]. Podemos observar alguns comportamentos classicos:

e Bifurcagao tipo bolha: A figura (4.8) mostra este tipo de comportamento.

e Bifurcacdo caracteristica do diagrama de bifurcagao para o mapa
logistico: Este conjunto de bifurcacdes é apresentado pela figura (4.9). Temos

8Em “Diagrams de bifurcagao”.

60



-1,5

V2,3,4

-3,5

RY

Figura 4.7: Diagrama de bifurcacio para o modelo de quatro ondas, inicializado pela
érbita do atrator com periodo trés.
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Figura 4.8: Bifurcacdo do tipo bolha.

aqui: duplicagdo de periodo, caos, crises [32], etc... Para valores |v| > |2, 6]
o sistema se comporta como um sistema unidimensional devido a alta con-
vergéncia das trajetorias.

e Bifurcagao tipo Hopf: Esta bifurcagio pode ser notada pela figura (4.10).

e Intermiténcias: Podemos notar que ha locais em que as regides cadticas
aumentam de forma abrupta. Observamos uma formagdo de “pareddes” na
figura, podendo ser um indicio das intermiténcias e crises [32] no sistema.

4.5.2 Diagrama de bifurcagao inicializada pela 6rbita do atra-
tor com periodo um:

Ao contrario do diagrama de bifurcagio anterior, este diagrama nao apresenta muitos
comportamentos dindmicos. Aqui a simulamos para uma condigéo inicializada pelo
atrator de periodo unitério. Porém sdo muitas as condigdes iniciais que levam para

este atrator. Qualquer bifurcacgio inicializada por ele tem o formato como mostrado
pela figura (4.12).
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Figura 4.9: Conjunto de bifurcagdes que se assemelham com o diagrama de bifurcagao
do mapa logistico.

-125 -12 -1,15 -1,1

V2,34

Figura 4.10: Bifurcagéo do tipo Hopf.
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Figura 4.11: Bifurcagao do tipo intermiténcia, crise, etc....
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Figura 4.12: Bifurcagdo inicializada pela onda sibilante indutora com periodo
unitario.
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4.6 Mistura de diagramas de bifurcacao:

A sobreposigao dos dois diagramas de bifurcacio, tanto do inicializado pelo atrator
de periodo trés como pelo atrator unitario, mostra que para determinados valores, a
segunda bifurcagéo torna-se idéntica a primeira, como apresentado na figura (4.13).
Na verdade a medida de Lebesgue da bacia de atracao do atrator de periodo um
tende a zero para valores de v 34 < —0,9.

-0,9 -0,85 -0,8

V
2.34

Figura 4.13: Sobreposigdo dos dois diagramas de bifurcacao.

Observa-se pela figura (4.13) que a érbita de periodo trés (para v =
—0,8) deixa de existir para valores ligeiramente maiores de v ~ —0,8 , enquanto a
bacia da érbita de periodo um nio existe para valores abaixo de v ~ —0,9030108 e
valores acima de v = —0, 76, como mostramos nas figuras (4.14) e (4.15).

Na regido inicializada pelo atrator unitério fica mais dificil perceber
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algo. Desta forma, diminuimos os passos de integragio de 10~* para 102 e vemos que
a continuidade da bifurcagéo terminou. Isto pode ser devido a fato que a bacia ficou
muito pequena (quase indetectdvel), ou o atrator deixou de existir, como mostra a
figura (4.14). Os valores da bifurcagio abaixo de v = —0,9030108 j4 nio pertencem

mais a bacia, sendo assim o outro atrator; neste caso recaimos no primeiro diagrama
de bifurcacao.

1Al

]
L | 2 1 s ! s 1 s 1
-0,9030112  -0,903011 -0,9030108 -0,9030106 -0,9030104

Vo34

Figura 4.14: Mostra da perda da bacia para a bifurcagao do periodo 1.

4.7 Diagramas de bifurcacao e expoentes de Lya-
punov no modelo

4.7.1 Espectro de Lyapunov

Os expoentes de Lyapunov A visam diagnosticar melhor as bifurcagbes encontra-
das, bem como quantificar os estados do sistema®. O algoritimo utilizado para o
diagnéstico do expoente de Lyapunov encontra-se na referéncia [33]. Para fazer isso,
primeiramente foi necessario linearizar as quatro equagdes de onda. Por outro lado,
as equagdes originais sao complexas, cada drbita evolui em 8 direcdes (4 diregdes

9Uma breve discussio desta teoria pode ser encontrada na segio 3.12 do capitulo 3.
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Figura 4.15: Limiar do diagrama de bifurcacdo da 6rbita de periodo 1

determinadas pelas partes reais e 4 direcdes para as partes imagindrias). Isto signi-
fica que medimos o quanto as drbitas divergem entre si, portanto sdo necessarias 64
equagoes linearizadas. Somando as 8 equagdes nao lineares totalizamos 72 equacoes.
O resultado relaciona-se com as 8 diregbes que cada orbita evolui, portanto temos
oito expoentes. Dois expoentes sdo sempre nulos visto que as fases das ondas no
problema de quatro ondas sdo relacionadas em somente duas formas, eliminando as-
sim, duas dire¢bes. Finalmente obtemos 6 ezpoentes de Lyapunov, os quais podemos
relacionar com as seguintes equagdes tornando explicito o fato destas conjungdes de
fases:

F, = 2(F1F2F3)1/2 cos ¢, — 27‘(F1F2F4)1/2 cos ¢y + 214 F1, (4.9)
Fg = —2(F1F2F3)1/2 COS ¢a — 27‘(F1F2F4)1/2 COSs ¢b + 2V2F2, (410)
F3 = —2(F1F2F3)1/2 COs ¢a. + 2V3F3, (411)
F4 == 27’(F1F2F4)1/2 COS ¢b + 2V4F4, (412)

. EyF: F\F: E F. ) EyF. K F.
du = () (P () sin et = () sin =B,
(4.13)

. EyF: F\ F. EyF. EF, F\F.
$a = —[(= 3)1/2 +(—= 3')1/2] in ¢ +r((—— 4)J‘/2 +(— 4)1/2 (— 2)1/2]SID¢6—54
(4. 14)

Estas equagdes acima sio achadas substituindo nas amplitudes das 4
equagdes originais (equacdes (2.49) a (2.52)) a seguinte transformagao:

Ay = \/Frexpidy. (4.15)
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4.7.2 Espectro de Lyapunov para o atrator de érbita com
periodo trés:

Cada curva descrita no grafico da figura (4.16) corresponde as 6 direcdes em que
cada drbita evolui. Nosso interesse focaliza-se mais nos dois maiores expoentes de

Lyapunov, ja que o restante tem valor negativo. As regides em que o expoente assume
valor positivo significa existir caos no sistema.

Figura 4.16: Espectro de Lyapunov para o modelo de 4-ondas, inicializado pela érbita
de periodo trés em v = —0,8.
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4.7.3 Espectro de Lyapunov para o atrator de drbita com
periodo um:

Como no caso anterior, cada curva corresponde as 6 direcdes em que cada érbita

evolui. A figura (4.17) mostra o expectro para o caso inicializado pela érbita de
periodo um.

— T T T T T T T T " T T
o ——— _
—
A1 -
< i i
2+ —
= I R R T T D R R
0,88 -0,86 -0,84 0,82 0,8 0,78 -0,76
\Y
2,34

Figura 4.17: Espectro de Lyapunov para o modelo de 4-ondas, inicializado pela érbita
de periodo um em v = —0, 8.
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4.8  Espectro de Lyapunov X Diagrama de Bifur-
cacao

Alguns tipos de regimes, periddicos ou nio, ficam mais evidentes quando dispomos
do estudo do diagrama de bifurcagdo juntamente com o expoente de Lyapunov. Aqui
faremos uma analise dos dois maiores expoentes apenas.

4.8.1 Espectro de Lyapunov X diagrama de bifurcacao para
o atrator de periodo trés para v = -0, 8:

Aqui escolhemos algumas regides, as quais achamos mais interessantes, para com-
pararmos o espectro de Lyapunov e o diagrama de bifurcacio de interesse para o
atrator de periodo trés.

Bifurcagéo tipo Hopf

Na figura (4.18) que apresenta tanto o diagrama de bifurcacdo como expoente de
Lyapunov, a bifurcacao!® aparece na passagem da regiao periédica T da esquerda
para a direita de D; o primeiro expoente de Lyapunov é zero, enquanto o segundo é
negativo. Para a regido entre D e E ambos expoentes tem valor nulo; neste caso ha
um toro com dois expoentes nulos ou T2. A regido volta a ficar periédica 7! apds
passar por E.

Caos e periodicidade

Tomamos como exemplo a figura (4.19). Nesta simulacdo temos o caso periddico
e o caso cadtico. Como visto, o expoente de Lyapunov positivo caracteriza uma
regido cadtica, como mostrado entre as regides B e C. As regido a esquerda de B
apresenta uma periodicidade; no ponto A temos uma duplicacdo de periodo. Um
caso interessante é que nas regides periédicas apenas um expoente tem o valor nulo
enquanto todos os outros sdo negativos evidenciando o torus 7' como mencionado,
inclusive na regido cadtica. Neste casos o chamamos de janelas periddicas.

100s termos T™ referem-se aos toros, onde o expoente de Lyapunov é nulo. O capitulo 3 (“Intro-
dugdo aos Sistemas Dindmicos”) trata melhor este assunto na segdo (3.12).
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Regioes mistas

Uma pequena regido do diagrama de bifurcagdo, inicializada pela érbita de perfodo
trés, j& apresentada na figura (4.7) pode ser melhor visualizada pela figura (4.20). Es-
ta dltima apresenta-nos uma grande diversificagdo de bifurcagdes, tais como: regides

periédicas, duplicagdes de periodo, bolhas e regides cadticas; demostrando assim uma
regiao mista.

O diagrama de bifurcagdo e expoente de Lyapunov apresentado pela
figura (4.21) mostra regides mistas. Embora o diagrama de bifurcagio possa parecer
que tenhamos apenas dois estados: periddico e cadtico, o expoente de Lyapunov
demonstra a presenga de um toro T na regido enumerada por 2. Além disso, cada
nimero’! do gréifico (4.21) corresponde as respectivas séries temporais e os espagos
de fase apresentadas pela figura (4.22), sob as mesmas condi¢des iniciais, mas com
valor de dissipacdo caracteristica do diagrama de bifurcagio do gréfico (4.21). Disso
podemos concluir o seguinte:

o Regido 1: Na figura (4.21) o diagrama de bifurcacdo apresenta-se com trés
“linhas” que sdo as trés amplitudes maximas das ondas dado pelo primeiro
quadrante na figura (4.22). O expoente de Lyapunov ( figura (4.21)) apresenta
um expoente nulo, enquanto o outro é negativo.

e Regido 2: O toro é bem perceptivel pelo expoente de Lyapunov na figura (4.21),
pois os dois maiores expoentes sdo nulos, portanto dizemos ter um toro 7'?. Na
figura (4.22) a série temporal mostra-nos uma quase periodicidade na oscilagao
das ondas, isto é, seria como cada uma dos trés maximos de amplitude oscilasse
no decorrer do tempo, neste caso o espaco de fase adquire uma caracteristica
com uma certa espessura e denso, diferente do espago de fase relacionado com
a regido (1).

e Regido 3: Expoentes positivos sdo visiveis pelo grafico (4.21) caracterizando
caos, bem como apresenta a figura (4.22).

4.8.2 Espectro de Lyapunov X diagrama de bifurcacao para
o atrator de periodo um (figura (4.23)):

N3o apresenta muitos comportamentos dindmicos, como acontece com o diagrama
de bifurcacao.

UPnumerados por 1, 2 ou 3
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Figura 4.18: Expoentes de Lyapunov para a bifurcagido do tipo Hopf. Observamos

uma mudanca no comportamento de um dos expoentes.
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Figura 4.19: Regides periddicas e cadticas. As regides entre os pontos B e C apresen-
tam caos enquanto toda a regido a esquerda de B, periodicidade. O ponto A mostra
uma duplicacdo de periodo.
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Figura 4.20: RegiGes periddicas, duplicagdes de periodo, bolhas e regides caéticas.
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Figura 4.21: RegiGes mistas. Aqui trés regides sdo importantes: (1) regido de pe-
riodicidade; (2) regido de toro T? e (3) regido cadtica com janelas periédicas. Esta
numeragao estd de acordo com as séries temporais e espagos de fase simuladas na
figura (4.22).
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Figura 4.22: Temos aqui as séries temporais na primeira coluna e os espagos de
fase na segunda coluna para regides do grafico (4.21). No primeiro quadrante, de
cima para baixo, é a regido periédica com seu espaco de fase a direita, relacionado
ao indice (1) da figura (4.21). Na sequéncia (de acordo com o indice (2) da figura
(4.21)) temos uma série temporal quase-periédica apresentando um toro 72 no seu
espago de fase com caracteristicas densas e espessas. Finalmente referente ao indice
(3) temos uma série temporal cadtica com seu espago de fase um tanto irregular.
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Figura 4.23: Expoentes de Lyapunov X diagrama de bifurcacdo para o atrator de

periodo um.
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Capitulo 5

Bacias de Atracao

5.1 Introducao

Uma das caracteristicas mais interessantes no modelo de interagio de quatro ondas,
estudado neste trabalho, consiste no grau da dependéncia do pardmetro r no acopla-
mento das ondas. Isto parece ficar evidente quando analisamos as bacias de atragio
do sistema [5], pois elas exibem comportamentos de alta sensibilidade as minimas
mudancas nos parametros do modelo. A proposta é diagnosticar o comportamen-
to das condigdes iniciais quando a intensidade no acoplamento! dos dois tripletos
(W, S,W_ e, W, S,W,) é modificado. O capitulo 3 apresenta uma breve teoria sobre
as bacias de atragiao?, bem como na sua caracterizagio 3.

5.1.1 Escolha das condigoes iniciais

Da mesma forma que a realizada anteriormente no capitulo 4, em que simulamos
os histogramas variando apenas as partes reais das ondas A; e As, reutilizamos as
condigdes iniciais langadas em uma grade com amplitudes méximas para A; e As
fixadas em 50 unidades. Assumiremos aqui as seguinte condigdes:

Al = (.’L‘,Ol), (51)
Az = (0.0,0.1), .
Az = (y’O'l)’ (53)

!Conforme a figura (2.6) do capitulo 2.
23.10 Bacias de Atragao.
33.13 Classificagdo das Bacias.
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Aq = (0.0,0.1), (5.4)

sendo A, = (R, Im), enquanto z e y sao as partes reais das amplitudes que variamos,
(A; e A3) respectivamente *. Todas partes imaginarias bem como as partes reais de
Aj e A4, sao mantidas fixas. Com excegao do pardmetro de acoplamento r, todos os
parametros discutidos no capitulo anterior, também foram mantidos fixos: §3 = 2,0,
54 = 2,01, T = 1,0 €lV334 = —0,80

5.1.2 Bacias de Atragao para o modelo de 4 ondas

As bacias sao simuladas usando uma grade de 500 x 500 condigdes iniciais. Aqui as
regides verdes estdo relacionadas com o atrator no infinito (caso divergente), enquan-

to os atratores de periodo um e trés estdao correlacionados com as cores vermelho e
preto, respectivamente.

Bacias para r =1

A figura (5.1) apresenta uma coexisténcia dos trés estados (caso divergente, periodo
um e periodo trés). Porém a regido que prendomina é a onda divergente. A pequena
janela branca foi colocada na figura e sera usada para caracterizar a fronteira das
bacias (conforme a teoria apresentada na secio 3.8 e 3.9 do capitulo 3).

Bacias para r = 0,9999

Ao diminuirmos o parametro de acoplamento para r = 0,9999 hd uma mudanga
visivel na configuragido da bacia de atragdo. Observamos que o atrator de periodo
trés perdeu sua estabilidade, sendo sua bacia ocupada pelos dois outros atratores, o
verde (divergente) e o vermelho (periédico de periodo um), como mostrado na figura

(5.2).

Bacias para r = 0,999

Continuando o procedimento diminuimos para r = 0,999. A figura (5.3) € a bacia
de atracio para este valor de pardmetro. Neste caso houve uma grande mudanca na
configuragdo, nas duas bacias. Suas fronteiras ficaram mais evidentes, na verdade a

4Re — parte real e Im — parte imaginaria
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caracteristica fractal desta bacia é perdida tornando-se uma bacia nao fractal, como
comprovaremos a seguir.

Bacia para r = 0,99

Neste caso nenhum atrator periédico (ou nédo) é encontrado e toda a bacia é diver-
gente.

5.1.3 Regiao “quase” linear

De acordo com a teoria do modelo de equacdes das quatro ondas (equagdes 2.49 a 2.52
do capitulo 2 em “ O modelo da quatro ondas”), podemos impér que a amplitude da
onda sibilante (A;) seja muito maior que as demais amplitudes. Desse modo fazendo
& >> &34, e assim, desprezando os termos cruzados de A;As, A2A4 e AzAy, tal
que podemos escrever uma formulacdo quase linear para o acoplamento na forma:

dA;(2)

- Al (5.5)
_d?t(t) = —Ai(1)A3(t) — rAT(1) Aa(?) + 124a(2), (5.6)
—d’tt(t) = —Ai(t)A3(t) + 63 As(t) + v34s(2), (5.7)
df?t(t) = rA1(t)Ax(t) + i61A4(t) + vaAa(t). (5.8)

E importante notar que a teoria quase linear prevé somente uma
caracteristica para o acoplamento, ou seja se ele ocorre ou néo (taxas de crescimento
> 0 ou < 0). De acordo com a figura (5.4) néo é isso que ocorre, pois como podemos
observa varias solugoes assintéticas possiveis estdao presentes no sistema.

5.1.4 Caracterizagao das Bacias do Modelo

Como vimos nos capitulos anteriores as fronteiras das bacias podem ter diferentes
formas e dimensdes [5]. Para caracterizar nossas bacias, utilizamos o expoente de
incerteza «, conforme as equagdes (3.20) e (3.21). Fazemos a analise referente as
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Figura 5.1: Bacias de Atracao para o acoplamento maximor = 1,0. As regides verdes
relacionam-se com o atrator no infinito (caso divergente); os atratores de periodo um
e trés estdo correlacionados com as cores vermelho e preto, respectivamente.
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Figura 5.2: Bacia de Atragio para o caso em que o acoplamento é r = 0,9999. O
atrator de perfodo trés ndo aparece mais, sendo ocupado por outras duas bacias:
atrator de perfodo um (regido vermelha) e pelo caso divergente (regido verde).
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Figura 5.3: Bacia de Atragdo para o caso do acoplamento r = 0,999. A fronteira da
bacia toma formas mais bem definidas.
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Figura 5.4: Zoom da bacia de atragdo para o caso do acoplamento r = 1,0. Aqui
Re(A,) varia de 0 — 50 e Re(Aj3) varia de 0 — 1.
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figuras (5.1) e (5.3). Neste caso, selecionamos uma pequena regiio da fronteira
destas bacias; para a figura (5.1) a regido é delimitada pelo quadrado branco.

Simulamos 5000 condiges iniciais aleatoriamente escolhidas para a
janela apresentada. Para cada condigdo inicializada pela primeira rodada geramos
uma incerteza fixa de raio €. Uma segunda rodada de condices iniciais é iniciali-
zada dentro de circunferéncias de raio € centradas em cada uma das 5000 condicdes
anteriores (primeira rodada), ou seja, dentro dos raios de incerteza, e é entio compu-
tada. Posteriormente realiza-se a comparagdo com a primeira rodada de simulacdes.
Podemos entao calcular a fragdo de pontos incertos F(N) [5], [4]:

CI

CT’
sendo que C'I e CT representam o nimero de condi¢des incertas e o nimero total de
condigdes iniciais, respectivamente. O cdlculo de F(N) é feito com ¢ fixo. Fizemos
nove simulagdes de acordo com diferentes valores de . Para cada novo valor atribuido

para ¢ a simulagdo € repetida trés vezes, a fim de obtermos as médias e desvios
estatisticos.

F(N) = (5.9)

Caracterizagao da bacia de atragao referente a figura (5.3), seu pardmetro
de acoplamento é de r = 0,999:

O gréafico demonstrativo desta simulagao é mostrado na figura (5.5). Para este caso
os principais resultados foram os seguintes:

e numero de observagoes = 9,
¢ quantidade de condigbes iniciais = 5000,
e coeficiente de correlagao = 0,9994279,

o coeficiente de regressao = 0,936262.

O aumento de simulagdes faz com que o coeficiente de regressao se
aproxima de 1, isto é, o expoente @ — 1. Desta forma esta bacia é dita ser uma
bacia lisa.

Caracterizagdo da bacia de atracdo referente a figura (5.1), seu parametro
de acoplamento é de r = 1,0:

O gréfico demonstrativo desta simulagdo é mostrado na figura (5.6). Estes valores
sio para uma janela branca encontrada no interior da bacia (??). Os resultados
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Figura 5.5: Caracterizacdo das bacias apresentadas pela figura (5.3) com o
0,936262 para r = 0,999.
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foram:

¢ nimero de observagdes = 9,

quantidade de condigbes iniciais = 5000,

e coeficiente de correlagao = 0,9180453 ,

coeficiente de regressao = 0,02221793.

Aumentando o nimero de simulagdes o coeficiente de regressio se
aproxima de 0. Neste caso esta bacia é dita ser uma bacia crivada [4] ou do inglés
riddle . Neste caso o expoente o — 0.

87



T T T T T TTTTT T TTTTId I Illllll' LELLLLLRL

LI
i1t

T 1 Il”lll
J | IIIIIII

S
.
1

T IWIIIIII

F(N)
LR
1yl

. 1 1
107 - 1 T+ - 3
- 1 3
10° =
3 ]
10° g E
i 1 IIIIIII | 1 Illllll | 1 IlIlIII ] { IllIIII L | llllll] :
10° 10 10° 10 10" 10°

€
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Capitulo 6

Multiestabilidade no Modelo de 4
Ondas

6.1 Introducao

As interacGes coerentes de ondas' na forma W; = S; + W3 + W4 ocorrem sempre
que os vetores de ondas e freqiiéncias das ondas satisfacam as relagdes de casamento
de fase:

k; = ks+ky, (6.1)
ki = ky—ky, (6.2)
W~ w3+ ws, (6.3)
W N wy— ws, (6.4)

como visto no capitulo 2.

Porém, o modelo de quatro ondas tratado aqui apresenta um pequeno
descasamento de freqiéncias lineares na forma:

b3 = p(wr — w2 — ws), (6.5)
84 = B(w1 + w2 — wy). (6.6)

Onde os parametros d; € &4 sdo os descasamentos nomalizados nas
freqtiéncias ws. Aqui p e B sdo constantes de normalizacao.

W, é a onda indutora sibilante, S; é a onda ion aciistica, W3 é a onda anti-Stokes e W4
refere-se a onda Stokes.
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Neste capitulo mostraremos que a variacdo destes parametros de des-
casamentos leva o sistema a apresentar multiestabilidades, ou seja, caso o parametro
d varie, o estado seguinte do sistema depende do estado anterior.

6.2 A histerese e a multiestabilidade

Com o intuito de simularmos um diagrama de bifurcagdo, notamos que os resultados
deste diagrama s3ao diferentes conforme repete-se as simulagdes. Por este motivo,
simulamos a bifurcacido a tempo crescente e, reutilizamos as condig¢des finais como
condigoes iniciais para integramos o sistema para tras, isto é, no sentido decrescente
do tempo. Sob este contexto, observamos histerese e multiestabilidade no modelo.

O fenomeno de histerese em dinamica nao linear foi discutido no
capitulo 3 na secdo “3.11 Histerese”, la utilizamos como exemplo o modelo de Duffing
forgado. J& a multiestabilidade estd associada com a grande quantidade de estados
assintoticamente estavels que o sistema apresenta.

6.2.1 Escolha dos parametros para a simulacao do diagrama
de bifurcacao

Para simular o diagrama de bifurcacdo do modelo de quatro ondas escolhemos os
parametros de acordo com o capitulo 4:

Injecao de energia: v; = +1,0, onde o indice 1 refere-se a onda sibilante
indutora.

e Dissipacao de energia: 1,34 = —0,8, onde os indices 2, 3 e 4 referem-se as
ondas fon actstica, a onda anti-Stokes e Stokes, respectivamente.

e Parametro de acoplamento r: Consideramos o acoplamento maximo das
quatro ondas, ou seja, r = 1.

e Descasamentos lineares de freqiliencias d3 4: Neste capitulo utilizaremos
o valor em mddulo dos descasamentos. O valor de |63 = 2,0 é sempre fixo,
enquanto variamos |d4|, assumido este sempre negativo.
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6.2.2 Diagrama de bifurcagao para |§4| com |63 = 2,0 fixo

O diagrama de bifurcagdo para |d4], como mostrado na figura (6.1), apresenta di-
ferenca na trajetéria. E a tnica figura que apresenta o fendmeno de histerese. Ao

terminarmos um diagrama reiniciamos a bifurcagdo no sentido inverso da integracao,
isto é:

1. O diagrama de bifurcagdo é simulado apenas variando o parametro |d4|.
2. No término da simulacdo arquivamos as condigdes finais de A;, Ay, Az e Ay,

3. Integramos no sentido contrario da primeira simulagdo, reutilizamos as con-
dicoes finais como sendo as novas condigées iniciais.

Neste caso o valor reiniciado de |d4| é bem diferente de |&5] = 2,0.
A resposta obtida foi uma diferenca no caminho percorrido no diagrama de bifur-
cagdo. Este fenémeno é conhecido por histerese?. N&o encontramos este efeito na
bifurcagao quando usamos como parametro os termos de dissipacdo 1534 (variados
simultaneamente), como mostra a figura (6.2). J4 o diagrama de bifurcacdo para
o parametro de descasamento |§4| mostra-nos poucas bifurcacdes, ndo apresentando
nenhuma diversificagdo quanto as propriedades (tipos de bifurcacdes), mas demons-
tra uma diferenca no caminho percorrido (fig(6.1)); neste caso a bifurcacéo fica presa
em dois unicos caminhos.

Quando diminuimos o percurso de simulagdo, ou melhor, quando
|04] =~ |d3] a bifurcagdo apresenta caminhos alternativos e diferentes entre si (fi-
gura (6.3)). A diferenca entre os percursos parecem ficar mais evidente quanto o
parametro |04 passa préximo ao valor de |d3] = 2,0. Isto pode ser um indicati-
vo de que a multiestabilidade pode estar associada a igualdade dos parametros, ou

|63] = |84].

6.2.3 Expectro de Lyapunov para |§4| com |é;3] = 2,0 fixo

O expectro de Lyapunov para esse modelo, figura (6.4), é simulado para o diagrama
de bifurcagio quando variamos o pardmetro de descasamento |4/, mostrado na figura
(6.1). Neste caso ndo temos nenhum expoente positivo, ou caos. Os dois maiores
expoentes parecem ser nulos, caracterizando assim uma grande regiao quase periddica
ou toro T2.

2Capitulo3.
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Figura 6.1: Diagrama de bifurcacdo via parametro |d4|. Observamos histerese.
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Figura 6.2: Diagrama de bifurcacdo via 14 34; ndo hd histerese.
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Figura 6.3: Diagrama de bifurcagao para a variagao do parametro |d4|; evidenciando
varios percursos alternativos quando |d4] ~ |é3|, lembramos que |§3] = 2.0.

Mas nao é bem isso que a simulag¢do do expoente de Lyapunov para
|64] demonstra (figura (6.4)). O grifico (6.5) é uma aproximagao da figura (6.4),
com uma boa observacdo notamos que para o valor em torno de |é4] = 2,01 temos
apenas um expoente nulo enquanto o restante é negativo. Isto estd de acordo com
as bifurcacdes discutidas no capitulo 4. L& todas as bifurcagbes mantinham fixas
|64] = 2,01, e nos casos em que a bifurcacdo passava por vy = —0,8, que aqui é
mantida fixa, somente um expoente de Lyapunov era nulo nio apresentando quase-
periodicidade e nem caos, mas sim periodicidade; como apresenta a figura (6.5).

6.3 Crescimento de atratores

De acordo com o histograma da figura (4.5) apresentado no capitulo 4, os valores
de |63] = |é4] = 2,0 haviam muitos estados assintdticos, os quais eram sensiveis a
minimas mudangas nas condi¢des iniciais tendendo para atratores diferentes. Sob este
aspecto, fizemos o estudo da contagem de atratores quando o pardmetro |04| tende a
igualar-se ao |d3]. A contagem foi feita simulando 900 condig¢Ges iniciais, arquivando
as amplitudes diferentes. Tal contagem é feita na figura (6.6) onde definimos A =
|64] — |d3], notamos que hd um crescimento significativo na quantidade de atratores
presentes quando A — 0. Isto pode estar relacionado com o fenémeno de histerese.
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Figura 6.5: Detalhamento da figura (6.4).
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|04] — |93 tende a zero.

6.3.1 Histogramas para |d4] = |d3]

No capitulo sobre bifurcagdo discutimos a técnica utilizada para contarmos os atra-
tores. Mostramos que para |03] = 2,0 e |d4] = 2,01 tinhamos apenas dois atratores
periédicos (vide figura (4.3) do capitulo 4), um de periodo um e outro de periodo
trés, além do caso divergente. Como a quantidade de atratores crescem muito quando
A — 0, apresentamos o histograma para |d3]| = |d4].

De acordo com o histograma mostrado na figura (6.7), temos aqui
23954 condigdes iniciais aleatdrias para |&4] = [63] = 2,0, temos também 26188
condigdes iniciais aleatdrias para |d4] = |d3| = 3,0 e 27800 condigdes para |d4] = |d3] =
1.0, sendo plotado cada intervalo unitario da amplitude assintética de A; encontrada
respectivamente. Realmente observamos uma quantidade enorme de atratores para
todos os trés casos onde A = 0,0, e isto pode ser responsavel pela multiestabilidade
apresentado pelo sistema, podendo inclusive diagnosticar se é uma generalidade do
modelo. Provavelmente quando as diferencas entre os §’s aumentam, os atratores
tendem a sumir e em seu lugar podem aparecer regides de divergeéncia.
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Capitulo 7

Conclusao e trabalhos futuros

7.1 Conclusao

Apresentamos alguns dos indmeros comportamentos dindmicos que este modelo pode
(aparentemente) apresentar. Os resultados obtidos sdo vélidos para as escolhas das
condigdes iniciais e parametros discutidos no capitulo 3. Disso podemos concluir o
seguinte:

1. O modelo apresentou alta sensibilidade tanto as condigdes iniciais quanto em
seus parametros. Observamos também que parece existir um equilibrio en-
tre os parametros de injegdo, dissipacdo de energia, descasamentos linerares
de freqiiéncia e acoplamento r, poporcionando assim um estado de equilibrio
assintético no sistema.

2. O parametro que mede o grau de acoplamento dos dois tripletos (r), pode
ser um dos responsaveis pela drastica mudanca na configuracio das bacias de
atracao. Isto é, o parametro de acoplamento precisa ser maximo para que haja
menor divergéncia (conforme os valores dos parametros e das condicdes iniciais
simuladas computacionalmente nesta dissertagdo). As fronteiras destas bacias
de atracdo apresentaram bacias lisas r = 0,9990 e bacias crivadas r = 1,0.

3. As dissipagées (v2,v3 € 14), quando igualmente variadas apresentaram-se como
um bom parametro no estudo da bifurcacao do modelo, podendo assim, ilustrar
casos classicos como: duplicagido de periodo, Hopf, quasi-periodicidade, caos,
bolhas etc...

4. Os descasamentos |03 4| resultaram num diagrama de bifurcagdo com o efeito
de histerese e multiestabilidade.
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5. O crescimento significativo dos atratores pode ser o responséavel pela multies-
tabilidade. Porque se a diferenca entre os descasamentos A = |d4| — |63] — 0
demostram uma grande quantidade de estados assintéticamentes estdveis.

6. A multiestabilidade pode responder a questao da diferenca de caminho no di-
agrama de bifurcagdo por apresentar caracteristicas de outro atrator.

7.2 Trabalhos futuros

O modelo apresentado nesta dissertacdo tem como caracteristica varidveis complexas,
bem como uma grande quantidade de parametros. Desta forma o modelo estudado
possibilita a simulagdo de inumeros comportamentos dindmicos. Sob este ponto de
vista podemos propor:

1. Estudar uma possivel super-integrabilidade no modelo a qual seria responsivel
pelos estados multi-estaveis. Isto porque o sistema apresenta um crescimento
na quantidade de atratores quando |&4] = |d3]|.

2. Simular computacionalmente o diagrama de bifurcacdo bem como o expoente
de Lyapunov quando v, # v3 # vy.

3. Simular computacionalmente o espaco de parametros 4 x d3 ou outro qualquer.

4. Estudo de crises no sistema.
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