UNIVERSIDADE FEDERAL DO PARANA
Welington Santos

Codigos MDS na Métrica de
Niederreiter-Rosenbloom-Tsfasman e em Métricas Poset

Curitiba, 2015.



UNIVERSIDADE FEDERAL DO PARANA
Welington Santos

Codigos MDS na Métrica de
Niederreiter-Rosenbloom-Tsfasman e em Métricas Poset

Dissertacdo apresentada ao Programa de Pods-
Graduagdao em Matematica da Universidade Fede-
ral do Parand, como requisito parcial a obten¢do do
grau de Mestre em Matematica.

Orientador: Prof. Dr. Marcelo Muniz Silva Alves.

Curitiba
Julho de 2015



S237¢c

Santos, Welington

Caddigos MDS na métrica de Niederreiter-Rosenbloom-Tsfasman e em
métricas Poset/ Welington Santos. — Curitiba, 2015.

98 f. :il. color. ; 30 cm.

Dissertacao - Universidade Federal do Parana, Setor de Ciéncias Exatas,
Programa de Pés-graduagdao em Matematica, 2015.
Orientador: Marcelo Muniz Silva Alves .

Bibliografia: p. 97-98.

1. Teoria da codificagdo. 2. Conjuntos ordenados. 3. Métrica. 4. Pesos e
medidas. |. Universidade Federal do Parana. ll.Alves, Marcelo Muniz Silva.
Il. Titulo.

CDD: 511.33




TERMO DE APROVAGCAO

“CODIGOS MDS NA METRICA DE NIEDERREITER-ROSENBLOOM-TSFASMAN E EM
METRICAS POSET”

por

Welington Santos

Dissertac&o aprovada como requisito parcial para obtengéo do grau de
Mestre no Programa de Pds-Graduacio em Matematica,

pela Comissdo Examinadora composta por:

Orientador: M// '
Prof. Dr. Marcele’Muniz Silva Alves
Dep. de Matematica — UFPR

Va
,/’;W (

Prof. Dr. Marcelo Firer
UniCamp

j/ ’ /i 7
Prof.Dr. Giuliano Gadioli la Guardia

UEPG v

Ctiic lassoe Hidan 7
Profa. Dra. Patricia Massae Kitani
UTFPR

Curitiba, 17 de julho de 2015.



Ministério da Educacéo

Universidade Federal do Parana

Setor de Ciéncias Exatas/Departamento de Matematica
Programa de P6s-Graduagdo em Matematica - PPGM

ATA DA 672 DEFESA DE DISSERTAGAO DE MESTRADO

Aos dezessete dias do més de fevereiro de 2015, no Anfiteatro B, bloco das PCs, foi
instalada pelo Professor Marcelo Muniz Silva Alves, a Banca Exammadora para a sexagésima
sétima Defesa de Dissertagdo de Mestrado em Matematica. Estiveram presentes ao Ato,
professores, alunos e visitantes.

A banca examinadora, homologada pelo Colegiado do Programa de Pés-Graduagao
em Matematica, ficou constituida pelos professores: Prof. Dr. Marcelo Firer, da Universidade
Estadual de Campinas, Prof. Dr. Giuliano Gadioli la Guardia, da Universidade Estadual de
Ponta Grossa, e Profa. Dra. Patricia Massae Kitani, da Umver3|dade Tecnolégica Federal do
Parana, Prof. Dr. Edson Ribeiro Alvares do Programa de Pés-Graduacio em Matematica da
Universidade Federal do Parand e o Prof. Dr. Marcelo Muniz Silva Alves, orientador da
dissertagdo, a quem coube a presidéncia dos trabalhos.

As quinze e trinta horas, a banca iniciou seus trabalhos, convidando a candidata
WELINGTON SANTOS a fazer a apresentacio do tema da dissertagdo intitulada “CODIGOS
MDS NA METRICA DE NIEDERREITER-ROSENBLOOM-TSFASMAN E EM METRICAS
POSET". Encerrada a apresentagdo, iniciou-se a fase de arguicdo pelos membros
participantes. Apos a arguigdo, a banca com pelo menos 03 (trés) membros, reuniu-se para
apreciacdo do desempenho do pds-graduando.

A banca considerou que o pés-graduando fez uma apresentagdo com a necessaria
concis&o. A Dissertacdo apresenta contribuicdo & area de estudos e ndo foram registrados
problemas fundamentais de estrutura e redagdo, resultando em plena e satisfatoria
compreensao dos objetivos pretendidos.

Tendo em vista a dissertagdo e a arguigdo, os membros presentes da banca decidiram
pela sua aprovacao.

Curitiba, 17 de julho de 2015.

/04/’/'
Prof/Df Marcelo Muniz Silva Alves
Presidente

/}/ %{ e,

Prof. Dr. Marcelo Firer
Titular

7
/ 7\ ,“7// {17
/'fiec,mta/;,«m la, Jenoy
Frof Dr. GlL{I/ano Ga%’loh la Guardla
Titular

Tabugo, oo tilam
Profa. Dra. Patricia Massae Kitani
Titular




Agradecimentos

Agradeco primeiramente aos meus pais Antonio e Silmara, ao meu
irmao Almir que acreditaram, apoiaram e me ajudaram durante todos
os anos de minha vida.

Ao Programa de P6s-Graduagdao em Matemaética da UFPR pela
oportunidade e formacgao de qualidade propiciada.

Expresso também meus agradecimentos ao professor Marcelo Muniz,
pela paciéncia e dedicag¢do que teve durante todo este periodo com
minha pessoa.

Aos professores do departamento de matematica da UEPG por me
incentivarem a seguir a carreira académica em especial os professores
Giuliano Gadioli La Guardia, Luciane Grossi € Rita Amaral Vieira.
A todos os meus amigos de graducio os quais sempre estario presentes
em coragdo pelos bons momentos que passamos e passaremos juntos.
A Coordenacio de Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel Superior,

pelo apoio financeiro.
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Resumo

Neste trabalho, desenvolvemos a teoria de codigos corretores de erros, a fim de
estudar os conceitos de codigos MDS no espaco das matrizes com relagdo a p-
métrica e de codigos MDS em métricas poset quaisquer, seguindo as exposicoes
existentes em trabalhos de Kim e Hyun e de Skriganov. Para tanto, introduzimos
alguns conceitos e ferramentas de dlgebra e da teoria classica de codigos corre-
tores de erro. Por fim, apresentamos uma construcio explicita de um familia de

codigos MDS na p-métrica.

Palavras-chave: Cédigos MDS; Poset; p-métrica; Ditribuicao de pesos.
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Abstract

In this work, we developed the Coding theory in order to study the concepts of
MDS codes in the space of matrices with respect to p-metric and MDS codes in
any poset metrics following the existing exibitions in papers by Kim and Hyun
and by Skriganov. To this end, we introduce some concepts and tools of algebra
and of classical theory of error-correcting codes. Finally we present an explicit

construction of a family of MDS codes in the p-metric.

Keywords: MDS Codes; Poset; p-metric; Weight Distribution.
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Introducao

A Teoria de Codigos Corretores de Erro e, de maneira geral, a Teoria da Informagao
originou-se no trabalho A Mathematical Theory of Communication [13] de Claudie Shannon
publicado em 1948. O trabalho de Shannon nos d4 uma medida precisa do teor das informacdes
na saida de um transmissor aleatério em termos de sua entropia. A teoria de codigos corretores
de erro possui varias aplicacdes, pois a mesma intervém todas as vezes que queremos transmitir
uma mensagem que estd sujeita a interferéncias, acarretando em erros na mensagem a ser lida
posteriormente. Exemplos de aplicacdes sdo as transmissdes via satélites € o armazenamento
de dados em CD’s e DVD’s.

Um sistema de comunicacao utilizado para transmissao da informacao segue o modelo

abaixo:

fonte [—| codificador J\/—b decodificador | — usudrio

canal

Uma fonte € o conjunto das possiveis mensagens a serem enviadas por um codifica-
dor, que € um dispositivo que transforma a fonte em um sinal, para que possa ser enviada por
um canal para o dispositivo decodificador, que transforma o sinal em uma mensagem para o
usudrio.

Um canal de comunicag@o pode apresentar uma série de imperfei¢cdes como ruidos,
distor¢des, interferéncias, etc. Como consequéncia, a funcdo do decodificador pode ser resu-
mida como sendo habilidade de apresentar em sua saida a melhor estimativa da informacao ou
mensagem que foi transmitida.

Um codigo corretor de erros € um modo organizado de se introduzir dados a uma
informacdo que se queira transmitir, de forma que ao se receber tal informacdo se consiga de-
tectar e corrigir possiveis erros (frutos das imperfei¢des do canal de comunicagdo). Na pratica,

a classe de codigos mais utilizada € a dos cédigos lineares. Neste caso, o cddigo de canal sera
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um subespaco vetorial de ;' onde o alfabeto F; possui a estrutura de corpo finito.

Dados um corpo finito I, e um cédigo linear C' C FZ de dimensdo k,onde 1 < k < n,
pode-se definir uma distancia entre as palavras cédigo de C, em geral, utiliza-se a métrica de
Hamming. Para um cédigo C, define-se a distancia minima do cédigo C' como sendo a menor
distancia entre duas palavras quaisquer do c6digo. Um problema cldssico na teoria de codigos
lineares € tentar encontrar um cddigo linear C' de dimensdo & com maior distdncia minima d
possivel.

O problema de determinar d foi generalizado para o problema de encontrar d(H ) por
Niederreiter [8], [9], abaixo enunciado:

Sejam nq,ng, ..., ng inteiros positivos e H = {h(i,j) 1< <s5,1<5< nz} O sis-
tema de ny + ng + - - - + ng vetores em Fi* particionado em s conjuntos ordenados de cardina-
lidades nq, no, . . ., ns respectivamente, ou seja,

H={hi1, .. hin hot, - homg, - hsty .o hspn, €F0'}
s

Defina d(H) = minz d;, onde este minimo € extendido sobre todos os inteiros
i=1

5
di,...,dstalque 0 < d; < n; (1 <i<s)e Z d; € positivo e para o qual o conjunto de
vetores h(; j),1 <i<s,1<j<d;,é linearmentzazcllependente.

Se ndo existem tais inteiros dy, . .., d,, ou seja, os vetores ; ;) sdo linearmente inde-
pendentes e ny +ns + - - - +ng < m, entdo definimos d( H) como sendo nq +ng + - - - +mns + 1.

O problema de Niederreiter foi generalizado por Brualdi et al. [1] introduzindo o con-
ceito de métricas poset, também chamadas de P-métricas, onde P € um conjunto parcialmente
ordenado. O conceito do problema acima, sendo considerado para uma P-métrica qualquer,
de fato, € uma generalizacdo, pois o problema classico da métrica Hamming € equivalente ao
problema para a P-métrica onde, o poset PP € do tipo anticadeia.

Em [10], Rosenbloom e Tsfasman introduzem uma nova métrica em um espaco linear
sobre um corpo finito F,, chamada de p-métrica ou métrica de Rosenbloom-Tsfasman. A p-

métrica € definida no espago linear Mat, (F,) das matrizes com n-linhas e s-colunas sobre

F,.

A p-métrica € aplicada em problemas onde um remetente transmite mensagens, cada
uma sendo uma s-upla formada de n-uplas de simbolos g-arios, transmitidos por n canais em
paralelo. Existe interferéncia da seguinte natureza: algumas vezes, partes dos canais falham,
iniciando pelo m-ésimo deles, o grau de interferéncia € medido pelo nimero total de simbolos ¢-

arios enviados pelo primeiro dos canais que nao falha “sobre” a mensagem. Deste modo teremos
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que distancia minima de um c6digo no sentido da p-métrica caracteriza a sua estabilidade em
tal interferéncia.

Em [2] e [14] Dougherty e Skriganov introduzem o conceito de um Codigo de Maxi-
mum Distance Separable (MDS) na p-métrica. Também em [14] Skriganov estabelece relagdes
entre c6digos MDS na p-métrica e Distribuicdes Otimas no cubo unitario, além de ser feito
o estudo sobre o enumerador de peso de um cédigo MDS na p-métrica e de uma distribui¢cdao
Otima.

A p-métrica é um tipo especial de métrica poset. Sendo assim, em [5], Kim e Hyun
generalizam o conceito de c6digo MDS para uma P-métrica qualquer e fazem o estudo do
enumerador de peso de um P-c6digo MDS qualquer.

Neste trabalho, estamos interessados em desenvolver a teoria de codigos MDS para a
p-métrica, assim como para P-métricas quaiquer seguindo as exposi¢des encontradas em [5],
[10] e [14].

O texto esta organizado da seguinte forma:

No Capitulo 1, apresentamos o estudo sobre corpos finitos e de extensdes de corpos
finitos. Além disso, realizamos o estudo de propriedades polinomiais referentes a raizes de
polindmios, raizes da unidade e polindmios ciclétomicos definidos sobre um corpo finito [F,.

O Capitulo 2, consiste nos conceitos necessarios para o entendimento da Teoria de
Cédigos, como os conceitos de Codigo linear, dual de um cédigo linear, Métrica de Hamming,
distancia minima de um cd6digo e definimos cédigos MDS. Neste mesmo capitulo, estudamos
algumas desigualdades envolvendo a distancia minima do c6digo, definimos o polindmio enu-
merador de peso de um cddigo linear e, por fim, se faz um estudo sobre c6digos ciclicos.

No Capitulo 3, apresentamos o conceito de p-métrica no espaco das matrizes sobre um
alfabeto finito qualquer A, assim como os conceitos de cédigo MDS na p-métrica e Cédigo Uni-
formemente Distribuido. Mostramos que estas duas ultimas defini¢cdes sdo equivalentes. Apre-
sentamos o conceito de Distribui¢do Otima no cubo unitdrio e obtemos uma relagio biunivoca
entre Codigos MDS na p-métrica e Distribuicoes Otimas no cubo unitdrio (quando considera-
mos que nosso alfabeto A possui a estrutura de corpo). Também no caso em que .4 possui a
estrutura de corpo, mostramos uma expressao para o enumerador de peso de uma Distribui¢cdo
Otima e, consequentemente, para um Cédigo MDS na p-métrica. Por fim, exibimos uma
construgdo explicita de uma familia de c6digos MDS na p-métrica, além de argumentarmos
sobre a existéncia de codigos sobre Z,.

No Capitulo 4, apresentamos um estudo sobre espacos poset e codigos MDS sobre
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estes espacos. Obtemos uma expressao para o enumerador de peso de um P-cédigo MDS, onde

[P é um poset qualquer. Por fim, argumentamos sobre a existéncia de cédigos posets MDS.



Capitulo 1

Corpos Finitos e Propriedades Polinomiais

1.1 Caracterizacao de Corpos finitos

Seja F um corpo. Um subconjunto K de ' que é um corpo com as operagdes de I
¢ chamado de subcorpo de F. Neste contexto, F € chamado uma extensdo de K. Se K # F,
dizemos que K € um subcorpo préprio de F. Um corpo que nao contém subcorpos proprios €

chamado de Corpo Primo.

Definicao 1.1 Seja L uma extensdo do corpo K. Se IL considerado como um espaco vetorial
sobre K possui dim < oo entdo L é chamado de extensdo finita de K. A dimensdo de 1L é

chamada de grau de L. em K e a denotamos por dim L = [L : K].

Exemplo 1.2 Considere o corpo Q e sua extensdo Q(/2). Quando consideramos Q(+/2) como

espaco vetorial sobre QQ temos {1, V2 } como base, logo
dimQ(v2) = [Q(v2) : Q] = 2.

Definicao 1.3 Seja K um subcorpo de um corpo I e 0 € F. Se existe um polinomio ndo trivial
f em K[z] tal que f(0) = 0, entdo 0 é dito um Elemento algébrico sobre K. Uma extensdo IL

de K é dita Extensdo Algébrica de K se todo elemento de 1L é algébrico sobre K.
Teorema 1.4 Toda extensdo finita de K é uma extensdo algébrica.

Demonstracdo. Seja L um extensio finita de K e seja [L: K] = m. Parad € L os m + 1
elementos 1,6, ...,0™ sdo linearmente dependentes sobre K (devido a defini¢do de grau de

extensao finita). Entdo temos que
ap+a10+---+a,0"=0

5
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com a; € K ndo todos nulos. Isto mostra que 6 é algébrico sobre K. 0

Defini¢do 1.5 Se 0 € T é algébrico sobre K, entdo o polinémio moémico g € K[z] gerador do

ideal J = {f € K[z| : f(0) = 0} de K[x] é chamado de Polinémio Minimal de 0 sobre K.

Dizemos que 6 € algébrico de grau n sobre K, se seu polindmio minimal sobre K tem

grau n.

Proposicao 1.6 Se 0 € [ ¢ algébrico sobre K, entdo o seu polindmio minimal g € K[zx] é um

polinémio irredutivel sobre K.

Demonstracdo. Suponha que g = hihy onde hy,hy € K[z] com 1 < deg(h;) < deg(g),
i = 1,2.. Ento, segue que 0 = g(#) = h1(0)hs(0) implicando que hy ou hy pertence a J e

assim este € divisivel por g, o que é impossivel. 0O

Definicao 1.7 Seja K um subcorpo de um corpo F e M qualquer subconjunto de F. Entdo o
corpo K(M) é definido como a intersegdo de todos os subcorpos de F contendo ambos K e M e
é chamado a extensdo de K obtida por Adjacéncia dos elementos de M. Para M = {6,,...,0,}
finito escrevemos K(M) = K(0y,...,0,). Se M é formado por apenas um elemento 0 € F

entdo L = K(0) é dita extensdo simples de K.

Teorema 1.8 Seja 0 € F algébrico de grau n sobre K e seja g o polinémio minimal de 6 sobre

K. Entdo:
i) K(0) é isomorfo a K[z]/{g);
i) [K(O) : K] =ne{l,0,...,0" '} é uma base de K(0) sobre K;
iii) Todo o € K(0) ¢é algébrico sobre K e seu grau é divisor de n.
Demonstragdo. Ver [7]. 0

Teorema 1.9 Se L é uma extensdo finita do corpo K e T é uma extensdo finita do corpo L.

Entdo T é uma extensdo finita do corpo K com
[T:K]=[T:L][L:K].
Demonstracdo. Ver [7]. 0

Teorema 1.10 Se [ é um corpo finito contendo um subcorpo K com q elementos. Entdo F

possui q™ elementos onde m = [IF : K].



Corpos Finitos e Propriedades Polinomiais 7

Demonstragdo. Considere ' como um espaco vetorial sobre K. Como [ € finito, este possui
dimensdo finita sobre K. Se [F : K| = m entdo, F possui uma base com m elementos, digamos,
bi,...,by,. Logo todo elemento de ' pode ser representado de maneira unica como a;b; +
-+ 4+ apby, onde, ay, ..., a, € K. Como cada a; pode assumir ¢ valores distintos, ' possui

exatamente ¢ elementos. 0

Defini¢do 1.11 Se R € um anel arbitrdrio e existe n € 7" tal que n.r = 0 para todo r € R,
entdo o menor inteiro positivo para o qual isto ocorre é chamado de caracteristica de R. R é

dito de caracteristica zero se ndo existe tal inteiro.

Teorema 1.12 Um anel R # {0} de caracteristica positiva com identidade e sem divisores de

zero possui caracteristica prima.

Demonstracdo. Como R possui elementos ndo nulos entdo R possui caracteristican > 2. Sen
ndo € primo podemos escrever n = km com k,m € Z, 1<k, m<n. Entdo, 0 = ne = (km)e =
(ke)(me), onde e € R € aidentidade. Assim (ke) = 0 ou (me) = 0 pois R ndo possui divisores
de zero. Dai, segue que kr = (ke)r = 0 para todo » € R ou, mr = (me)r = 0 para todo

r € R. Contradizendo a defini¢do de n. 0
Corolario 1.13 Um corpo finito F possui caracteristica prima.

Demonstragdo. Basta mostrar que todo corpo finito tem caracteristica positiva. Considere entao
os elementos e, 2¢, 3e, . ... Como F possui um nimero finito de elementos, existem k, m € Z*
com 1 < k < m tais que ke = me, ou seja, (m — k)e = 0 e entdo, F possui caracteristica

positiva. 0O
Teorema 1.14 Seja R um anel comutativo com caracteristica prima p. Entdo
(a+b)"" =a?" £ 0",
para a,b € Rem € N.
Demonstragcdo. Observe que,

p _plp—1)...(p—i+1) _
T G- 1D)...1 = 0mod(p).

?

paratodo i € Z com 1 < i < p, entdo

(a+ b)Y =aP + Plopse. 4 P abP™t 0P = aP + VP,
1 p—1
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Agora aplicando indugiio em m temos o resultado (a+b)?" = a?” +bP" . Para a outra igualdade

basta notar que a?” = ((a — b)) + b)?" = (a — b)P" + b*" e o Teorema € vilido. O
Lema 1.15 Todo corpo K de ordem p é isomorfo a Z,.

Demonstragdo. Seja K um corpo de ordem p e 1 a sua unidade. Observe que K sendo finito
tem caracteristica finita, que s6 pode ser p. Defina ¢ : Z, — K por ¢(m) = m * 1 (ou seja,
somamos m vezes a unidade em K). Se m « 1 = n x 1 entdio m = n pois —p < m —n < p.
Logo os p elementos 0,1,2 % 1,...,(p — 1) x 1 sdo elementos distintos de K, e portanto, ¢ é

uma bijecdo. Como ¢ preserva as operagdes temos que ¢ ¢ um isomorfismo e o Lema € valido.

O

Teorema 1.16 Seja F um corpo finito, entdo F possui p" elementos, onde o primo p é a carac-

teristica de IF e n é o grau de T sobre este subcorpo.

Demonstragdo. Se F € um corpo finito, pelo Corolédrio 1.13 sua caracteristica € prima, mais
ainda, o subcorpo primo K de [F € isomorfo a Z, pelo Lema 1.15 e entdo, contém p elementos.

Dai, pelo Lema 1.10, IF possui p” elementos onde n := [F : F,]. 0
Lema 1.17 Se [ é um corpo finito com q elementos, entdo todo a € F satisfaz a? = a.

Demonstragdo. A identidade a? = a € trivial se @ = 0. Por outro lado, é facil ver que os
elementos ndo nulos de F formam um grupo de ordem (¢ — 1) em relagéo a multiplicagdo, entdo

pelo Teorema de Lagrange, a?~! = 1 para todo a € F com a # 0 ou seja, a? = a. 0O

Definicao 1.18 Seja f € Klz| de grau positivo e F uma extensdo de K. Entdo f é dito fa-
tordvel em TF se pode ser escrito como o produto de fatores lineares em F|x], isto €, existem

ai, ..., o € Ftais que,
fl@)=a(r —ar)(x —ag)...(x — ay)
onde a ¢é o coeficiente lider de f. O corpo F é um Corpo de Decomposicdo de f sobre K se f é

fatordvel em I e se, além disso temos F = K(ay, . .., ay).

Lema 1.19 Se [ é um corpo finito com q elementos e K é um subcorpo de I, entdo o polinomio
z9 — x em K[x] decompde em F|x] como,
2l —x = H(m —a)
acK

e IF é um corpo de decomposicdo de x9 — x sobre K.
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Demonstragdo. O polindbmio x? — x de grau ¢ possui ¢ raizes em [F pelo Lema 1.17 e sabemos
quais sdo estas raizes (todos os elementos de [F). Entdo o polindmio dado decompde-se em

na maneira indicada, e este ndo pode ser fatorado em qualquer corpo menor. 0O

Lema 1.20 Um elemento b € F, é uma raiz miiltipla de f € F, [x] se, e somente se, este é raiz

de felf.
Demonstragdo. Ver [7]. 0O

Teorema 1.21 Dado um corpo K e um polinomio f(x) € K[z]| ndo constante, existe um corpo

de decomposigdo de f(x) que é inico a menos de isomorfismos.
Demonstragdo. Ver [11]. 0

Teorema 1.22 (Existéncia e unicidade de corpos finitos). Para cada primo p e todo inteiro po-
sitivo n existe um corpo finito com p" elementos e qualquer corpo finito com q = p" elementos

é isomorfo ao corpo de decomposigdo de x? — x sobre I,

Demonstracdo.

EXISTENCIA: Para ¢ = p" considere 27—z € [, [z], e seja F seu corpo de decomposi¢do sobre
[F,,. Este polindmio possui g raizes distintas em [ pois, sua derivada é gz ' —1 = —1 em F[z]
e entdo pelo Lema 1.20 ndo podemos ter raizes miltiplas. Seja S := {a € F:a? —a =0}

entdo S € um subcorpo de [ pois,
i) 0,1 €5,

ii) Se a,b € S entdo pelo Teorema 1.14 temos que (a — b)? = a? — b9 = a — b e assim,

(a—0b) €S,
iii) Paraa,b € S com b # 0 temos, (ab™')? = a9(b~!)? = ab~' eentdo ab™! € S.

Porém x? — x pode ser decomposto em .S pois S contém todas as raizes de ¢ — z. Entdo F = §
e como S possui ¢ elementos temos que [ € um corpo finito com ¢ elementos.

UNICIDADE: Seja [F um corpo finito com ¢ = p" elementos. Entdo [F possui caracteristica p
pelo Teorema 1.16 e entdo contém [F, como subcorpo. Isto mostra pelo Lema 1.19 que F €
corpo de decomposi¢do de z? — x sobre [F), e entdo o resultado segue da unicidade dos corpos

de decomposicgao. 0O
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Teorema 1.23 Seja F, um corpo finito com q = p" elementos, entdo todo subcorpo de F
ja g 14 4q p 14 q
possui ordem p™ onde m é um divisor positivo de n. Consequentemente, se m é um divisor

positivo de n, entdo existe exatamente um subcorpo de I, com p™ elementos.

Demonstragdo. Um subcorpo K de [ possui ordem p™ para algum m < n. O Lema 1.10 mostra
que ¢ = p" deve ser uma poténcia de p™ e entdo necessariamente m € divisor de n.
Consequentemente, se m é um divisor positivo de n entdo p™ — 1 divide p™ — 1 assim, 27" 1 —1
divide 22" ~! — 1 em FF, [x]. Logo toda raiz de 27" — x é umaraiz de 2" — z = 29 — r e entdo
pertence a F,[x]. Isto mostra que F, deve conter como subcorpo um corpo de decomposigio
de 27" — x em F,. Pelo Teorema 1.22 este subcorpo possui ordem p™. Se houvessem dois
subcorpos distintos de ordem p™ em F,, eles teriam juntos mais que p™ raizes de 27" — x em
[F, o que € uma contradigdo. 0
Para um corpo finito [, denotamos por [} o grupo multiplicativo dos elementos ndo

nulos de F,,.

Teorema 1.24 Para todo corpo finito F, o grupo multiplicativo ¥, de elementos ndo nulos de

IF, é ciclico.

Demonstragdo. Assuma que ¢ > 3. Considere h = pi'py?® ... p™ a fatoragdo prima da ordem
h . o

h = (¢ — 1) do grupo F}. Para cada i, 1 < i < m, o polindmio z#i — 1 possui no maximo

h
pi

raizes em I,. Como z% < h, existem elementos ndo nulos em [F;, que ndo sdo raizes deste
1
S
1

" i -
polindmio. Seja a; um destes elementos. Defina b; = a;* . Temos que b, = 1, entdo a ordem

de b; € um divisor de p;* e mais ainda é da forma p;* com 0 < s; < r;. Por outro lado,

r;—1

h
i = a;" # 1.

7

e entdo a ordem de b; € p;'.

Mostraremos agora que b = bybsy...0b,, possui ordem h. Para tanto suponha que a
ordem de b é um divisor préprio de h e € portanto, um divisor de, no minimo, um dos m inteiros
p% onde, 1 < 7 < m, digamos pil. Entdo temos,

h h h

1= bor = b b2 ... bE

B o
Agora, se 2 < i < m, entdo p;’ divide pil e entdo b;' = 1. Portanto, b;* = 1 e isto implica

que a ordem de b, divide pﬁl o que € impossivel pois, a ordem de b; € py'. Entdo F; € um grupo

ciclico com gerador b. 0
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Definicao 1.25 Um gerador do grupo ciclico F}, é chamado de um elemento primitivo de IF,,.

Teorema 1.26 Seja I, um corpo finito e F, uma extensdo de F,. Entdo I, é uma extensdo al-

gebrica simples de T, e todo elemento primitivo de I, pode servir como um elemento primitivo

de I, sobre IF,.

Demonstragdo. Seja § um elemento primitivo de F,. Claramente F (6) C F,, por outro lado,

[F,(0) contém 0 e todas as poténcias de ¢ e entdo todos os elementos de I, ou seja, I, = F,(0).

O

Teorema 1.27 Para todo corpo finito F e todo inteiro positivo n existe um polindémio irre-

dutivel em F,[x] de grau n.

Demonstragdo. Seja F,. a extensdo do corpo F, de ordem ¢" entdo [F, : F,] = n e pelo Teorema
1.26 temos que, F, = I, (¢) para algum # € F,.. Entdo o polindmio minimal de ¢ sobre F, é um

polindmio irredutivel em I, [z]| de grau n. 0O

1.2 Raizes de polinomios irredutiveis

Lema 1.28 Seja f € F,[x] um polindmio irredutivel sobre o corpo F, e seja o uma raiz de f
em uma extensdo do corpo F . Entdo para algum polinémio h € F[z] temos h(a) = 0 se, e

somente se, f divide h.

Demonstragdo. Seja a o coeficiénte lider de f e defina g(z) = a~'f(x). Deste modo g é

monico, irredutivel em F,[z] com g(«) = 0 e entdo este € o minimal de & em IF,. 0

Lema 1.29 Seja f € F,[x] um polinémio irredutivel sobre F,, de grau m. Entdo f(x) divide

n . .
1 — x se, e somente se, m divide n.

Demonstragao.
=) Suponha que f(z) divide 29" — x. Seja o uma raiz de f no corpo de decomposi¢io de f
em IF,. Entdo a?" = q, e entdo a € F . Isto mostra que, F,(a) € um subcorpo de F,.. Como

F,(a):F,] =mel|F :F,] =n, oTeorema 1.9 mostra que m divide n pois
q q q q
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<) Se m divide n entdo o Teorema 1.23 implica que F,» contém F,~ como um subcorpo.
Seja o uma raiz de f no corpo de decomposicdo de f sobre F,. Entdo [F,(«) : F,] = me
F,(a) = Fym. Logo temos que o € Fn € entdo a? = « assim a é raizde 29" — x € F,[z] e
pelo Lema 1.28 segue que f(z) divide 27" — . 0O
Teorema 1.30 Se f é um polinomio irredutivel em F (x| de grau m, entdo f possui uma raiz

a em Fyn. Mais ainda, todas as raizes de [ sdo simples e sdo dadas pelos m elementos

m—1
a,0f, ...,  de Fym.

Demonstragdo. Seja o uma raiz de f no corpo de decomposi¢do de f sobre [F,. Assim temos
[F,(a) : F,] = mdonde, F,m = F,(a) e em particular & € F;m. Vamos mostrar que se § € Fm

¢ uma raiz de f entdo ¢ também é uma raiz. Escreva,
f(z) =anx™ +---+ax+ay com a; €F,parad <i<m.
Entdo pelo Lema 1.17 e pelo Teorema 1.14
f(BY) = anf™ +.. .+ arf +ao
= al B9 4.+ alB+ aq
= (amf™ +-+af+ao)!
= f(B)*
= 0.

. . -1 . - ..

i , a,a, ..., 09" sdoraizes de f. Basta mostrar que elas sdo distintas.
Mais ainda, os elementos o, a4, . .., a4

j k . . . . .

Para tanto suponha por absurdo que o’ = 4" para inteiros j,k com 0 < j < k < m — 1. Dai,

(m—k+5) m
af =a? =a.

Entdo pelo Lema 1.28 f(z) divide 29" — z e pelo Lema 1.29 m divide (m —k+ j). Porém,

0 <m — k + j < m, uma contradi¢do. O

Corolario 1.31 Seja f um polindmio irredutivel em F (x| de grau m. Entdo, o corpo de

decomposigdo de f sobre F, é dado por Fgym.
Demonstragdo. O Teorema 1.30 mostra que f decompde-se em F,m. Além disso,
Fy(a,af,...,a7" ") = Fy(a) = Fyn

para uma raiz « de f em =, onde a segunda identidade seque do Teorema 1.30. 0
O Coroldrio 1.31 nos diz que quaisquer dois polindmios irredutiveis em FF [z] de

mesmo grau possuem corpos de decomposicao isomorfos.



Corpos Finitos e Propriedades Polinomiais 13

m—1

Defini¢ao 1.32 Seja IF;m uma extensdo de F, e seja o € Fym. Os elementos o, 09, ..., af

sdo chamados de conjugados de o com respeito a IF,.

Teorema 1.33 O conjugado de o € I}, com respeito a qualquer subcorpo de ¥, possui a mesma

ordem no grupo ;.

7z

Demonstragdo. Como I, € um grupo ciclico o teorema segue da Proposi¢éo 4.68 (Apéndice) e

do fato de todas poténcias da caracteristica de I, serem co-primas com a ordem (g — 1) de [},

O

Corolario 1.34 Se o € um elemento primitivo de F,, entdo sdo assim todos os seus conjugados

com respeito a qualquer subcorpo de I

Teorema 1.35 Os automorfismos distintos de IF jm sobre F, sdo todas as fungées 0y, 01, . .., Om_1

definidas por o;(a) = o para o € FmeO0<j<m—1

Demonstragdo. Para cada o; e todos «, § € Fym temos, 0;(af) = 0;(a)o;(3) e também pelo
Teorema 1.14 o;(o + ) = 0;(c) + 0;(3). Entdo o; ¢ um endomorfismo de F;m. Além disso,
aj(a) = 0 se, e somente se, o = 0. Entdo o, € injetora e como F,n € finito temos que o; € um
automorfismo. Ainda pelo Lema 1.17 temos «;(a) = a para todo a € F, e entdo cada o; € um
automorfismo de [~ sobre IF,. As fungdes oy, o1, . .., 01 sdo distintas pois possuem valores
distintos para um elemento primitivo de [Fym.

Agora suponha que ¢ € um automorfismo arbitrario de F ~ sobre F,. Seja 8 um ele-

mento primitivo de F = e seja
f@)=2™+an 2™ "+ +ag € F,7]
o seu polindmio minimal sobre FF,. Entdo,

0 = U(ﬁm + am,lﬁmfl + -+ ao)

= o(B)" 4 am_10(B)™ + -+ + ao.

Dai, o(/5) ¢ um raiz de f em F = e pelo Teorema 1.30 temos o () = 37 para algum j 0 < j <
m — 1. Como ¢ é um homomorfismo temos o(a) = o para a € Fym. O
Note que pelo Teorema 1.35 os conjugados de o € Fym com respeito a IF, sdo dados

pela aplicacdo de todos os automorfismos de F,» sobre I, no elemento a.
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1.3 Raizes da Unidade e Polinomios Ciclotomicos

Definicao 1.36 Seja n um inteiro positivo. O corpo de decomposicdo de " — 1 sobre K é
chamado de n-ésimo Corpo Ciclotémico sobre K e serd denotado por K™. As raizes de ™ — 1
em K™ sdo chamadas de raizes n-ésimas da unidade sobre K. O conjunto de todas as raizes

n-ésimas da unidade serd denotado por E™.

Teorema 1.37 Seja n um inteiro positivo e K um corpo de caracteristica p, entdo,

i) Se p ndo divide n, entdo E™ é um grupo ciclico de ordem n com respeito a multiplicacdo

em K™;

ii) Sen = mp°®, onde m é um inteiro ndo divisivel por p, entdo K™ = KMEM™ = E™ ¢ gs

raizes de ™ — 1 em K™ sdo os m elementos de B, onde cada um tem multiplicidade

(&

D

Demonstragao.

i) Paran > 2, 2" — 1 e sua derivada nz" ! ndo possuem raizes em comum pois, nz" !

possui apenas zero como raiz. E pelo Lema 1.20 2™ — 1 ndo possui raizes repetidas o que
mostra que £ possui n elementos. Agorase o, 5 € E™ entio (af~1)" = o"(B") ! =

1 entdo a3~" € EM isto mostra que E™ é um grupo multiplicativo.

Sejan = pi'ps®...p;" a fatoragdo prima de n. Entdo pelo argumento do Teorema 1.24

temos que para cada i, 1 <7 < ¢, existe o; € E®™ que ndo € raiz do polindmio xz»i — 1 e

n

que B; = /" possui ordem p¢* e que E™ é um grupo ciclico com gerador 3 = B ... 3;.

e

ii) Temos que 2" — 1 = 2™ — 1 = (2™ — 1)*".

O

Definicao 1.38 Seja K um corpo com caracteristica p, n um inteiro positivo que ndo é divisivel
por p. Entdo um gerador do grupo ciclico E™ é chamado de raiz n-ésima primitiva da unidade

sobre K.

Definicao 1.39 Seja K um corpo de caracteristica p, n um inteiro positivo que ndo é divisivel

por p e o uma raiz n-ésima primitiva da unidade sobre K. Entdo o polinomio

onde o produto se estende atodo s = 0,1, ... n tais que mdc(s,n) = 1, é chamado de n-ésimo

polinémio ciclotomico sobre K.
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Teorema 1.40 Seja K um corpo de caracteristica p e n um inteiro positivo que ndo é divisivel

por p, entdo

)

ii)

" —1= H Qa(x);
din

Os coeficientes de Q),,(x) estdo no subcorpo primo de K.

Demonstracdo.

i)

Cada raiz n-ésima da unidade sobre K é uma raiz d-ésima primitiva da unidade sobre K

para um divisor d de n.

De fato, se o € uma raiz n-ésima primitiva da unidade sobre K e o € uma raiz n-ésima

arbitraria da unidade sobre K entdo tome d = % isto é, d é a ordem de o em E™,

mdc(s,n

A férmula em 7) € obtida pela colegdo de fatores para os quais (x — a*), onde, o® é uma

raiz d-ésima primitiva da unidade sobre K.

Note que @,,(z) € um polindmio mdnico. Para n = 1 temos (); = = — 1 e o resultado é
valido. Agora sejan > 1 e suponha que a proposicao seja valida para (Q; com 1 < d < n.
Entéo por i)

Qn(x) = x;(;)l onde f(x) = H Qa(x).

din
A hipétese de indugdo implica que f(x) é um polindmio com coeficientes no subcorpo

primo de K ou em Z no caso em que a caracteristica de K € zero.

Chamaremos de func¢do de Euler a funcdo ¢ definida por,

¢(x) ={n € N:n < zemdc(n,z) = 1}.

Teorema 1.41 O corpo ciclotomico K™ é uma extensdo simples de K. Além disso,

i)

ii)

Se K = Q, entdo o polinémio ciclotomico Q,, é irredutivel sobre K e [K™ : K] = ¢(n);

Se K = F, com mdc(q,n) = 1, entdo, Q,, fatora-se em ¢(n)/d polindmios monicos
distintos irredutiveis em K[z| de mesmo grau d, onde d é o menor inteiro positivo tal
que ¢ = 1 mod(n). K™ é um corpo de decomposi¢io de qualquer um dos fatores

irredutiveis sobre K e [K™ : K] = d.
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Demonstracdo. Se existe uma raiz n-ésima primitiva o da unidade sobre K é claro que K™ =
K (o). Além disso temos a situagio descrita no Teorema 1.37 entio K™ = K(™ e o resultado
segue novamente. Basta entdo provar ii).

Seja ov uma raiz n-€sima primitiva da unidade sobre IF,. Entdo o € F« se, e somente
se, a* = a ou seja, ¢* = 1 mod(n) e o menor inteiro para o qual isto € vélido é k = d e entdo
a € F,a. Porém ndo existe subcorpo préprio de F . entdo o polindmio minimal de « sobre [F,

possui grau d e como « era qualquer raiz de (),, o que prova o resultado. 0

Teorema 1.42 O corpo finito F, é o (¢ — 1)-ésimo corpo ciclotomico sobre qualquer um dos

seus subcorpos.

Demonstragdo. O polindmio 7' —1 decompde-se em F, pois suas raizes sdo exatamente todos
os elementos ndo nulos de ;. Obviamente, o polindmio ndo pode se decompor em qualquer

subcorpo préprio de F, e entdo o corpo de decomposi¢do de 277! — 1 sobre qualquer um de

seus subcorpos € [F,,. 0O
Lema 1.43 Se d é um divisor de um inteiro positivo n com 1 < d < n entdo (), divide iZj
Demonstracdo. Pelo Teorema 1.40 sabemos que Q,,(z) divide 2" — 1 = (29 — 1) ((idj)) € como

d é um divisor préprio de n, os polindmios Q,(z) e z¢ — 1 ndo possuem raizes em comum.

Entdo mde(Q,(z), 2% — 1) = 1 e o lema é valido. 0



Capitulo 2

Teoria Algébrica dos Codigos

Neste capitulo apresentaremos a teoria cldssica de codigos lineares, introduziremos o
conceito de cddigo MDS e também apresentaremos um estudo sobre cédigos ciclicos. Seguire-

mos como referéncias principais [3] e [7].

2.1 Cédigos lineares

Definicao 2.1 Seja H uma matriz (n— k) x n de posto (n—k) com entradas em F,.. O conjunto
C de todos os vetores c € Fy tais que H ¢’ = 0 é chamado de |n, k]-cddigo linear sobre F; n
é dito o comprimento e k a dimensdo do codigo. Os elementos de C' sdo chamados de palavras
codigo (vetores codigo), a matriz H é chamada de matriz de paridade de C. Pode-se provar
que todo codigo C' possui um codigo equivalente com matriz de paridade H da forma (A I,,_).

Se q = 2, C' é um codigo bindrio.

Exemplo 2.2 Seja q = 2 e (ay, .. .,ax) uma mensagem dada, entdo o sistema de codificacdo

definido por f,

f:Fs — F5*!
(al,...,ak) — (b17"'7bk+1)

onde, b =a;parat=1,... ke

17
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k41
é tal que a soma Z b; de qualquer palavra cédigo (by, . .., byi1) recebida é zero. Se a soma

=1
das coordenadas de uma palavra recebida é 1, entdo o receptor sabe que ocorreu um erro de

transmissdo. Sejan = k + 1, entdo este é um [n,n — 1]-cédigo linear bindrio com matriz de

paridade H = [11...1]. Este cddigo é conhecido como Cédigo Verificador de Paridade.

Defini¢ao 2.3 A matriz (k x n) G = [I, — AT| é chamada de matriz geradora candnica do

[n, k]-cédigo linear com matriz de paridade H = [A 1,,_y].
Para Hc!' = 0 e ¢ = aG segue-se que H e G estdo relacionadas por
GHT =0 2.1)

O cédigo C' € igual ao espago linha da matriz geradora candnica G.
Uma matriz geradora GG de C' pode ser utilizada para a decodificacdo, no sentido de

que uma palavra codigo ¢ € C' € decodificada por ¢ = aG € C.

Definicao 2.4 Se c é uma palavra codigo e y é uma palavra recebida apds a transmissdo
através de um canal, entdo e = y — ¢ = (e, €q,...,6,) é chamado de “palavra erro”ou

“vetor erro”.

Definicao 2.5 Sejam x,y dois vetores em F}. Entdo:

i) A distancia de Hamming d(x,y) entre x e y € o niimero de coordenadas em que e y
diferem, isto é,

ii) O peso (de Hamming) w(x) de x é o niimero de coordenadas ndo nulas de x (ou seja

d(x,0)).

Proposicao 2.6 A distancia de Hamming é uma métrica em ¥y, isto é, para todos x,y,z € Fy

temos:
i) d(z,y) = 0 se, e somente se, v = y;
ii) d(z,y) = d(y,z);

iii) d(z,z) < d(z,y) + d(y, 2).
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Definicao 2.7 Dado um elemento y € /e um inteiro r > 0 definimos a bola e a esfera de

centro em y e raio v como sendo, respectivamente, 0s COnjuntos:
B(y,r) :={z € F} :d(y,z) <r},
S(y,r):={x €F}:d(y,z)=r}.

Defini¢io 2.8 Para todo t € N, um cddigo C C Fy é chamado “t-corretor de erros”se para

cada y € Fy existe no mdximo um c € C tal que d(y, c) < t.

Definicao 2.9 O niimero

d(C) = mind(u,v) = minw(c)

onde, u,v € C, u # v, ¢ # 0 é chamado de distancia minima do cédigo linear C.

Teorema 2.10 Seja C um cédigo linear cuja distancia minima é d(C') > 2t + 1 entdo C pode

corrigir até t erros.
Demonstragdo. Ver [7]. 0

Lema 2.11 Um cdédigo linear C cuja uma matriz de paridade é H possui distdncia minima

d(C) > t+1 se, e somente se, qualquer conjunto de t colunas de H é linearmente independente.

Demonstragdo. Ver [7]. 0O

2.2 Decodificacao de Codigos Lineares

Seja C'um [n, k]-c6digo linear sobre F,. O espago vetorial Fy /C consiste em todos as
classes laterais a + C' = {a + ¢ : c € C'} com a € Fy. Cada classe lateral contém q" elementos

de F} e podemos escrever

Fr=@®+C)u@?+C)u--- U +C)

onde, a(® = 0, s = ¢"* — 1 e a unido é disjunta. Agora um vetor y recebido deve estar em
uma das classes, digamos em @) 4+ C. Se uma palavra cédigo c foi transmitida entdo o erro é
dado pore =y —c = a + z € al) + C para z € C. Devido este fato vamos construir um

esquema de decodificacdo. Mas antes precisamos da seguinte definicao.
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Defini¢iio 2.12 Seja C C Fy um [n, k]-cddigo linear e seja Fy/C o espago quociente. Um
elemento de peso minimo em uma classe a + C é chamado de lider da classe a + C. Se vdrios

vetores em a + C' possuem peso minimo, nos escolhemos um deles como lider da classe.

Sejam aV), ..., al®) os lideres de classes diferentes de C' e sejam ¢V, . . . (") todas as
palavras cédigo em C. Entdio se uma palavra y = a¥ + ¢\9) é recebida, o decodificador decide

que o erro “e”é o lider de classe a¥ correspondente e decodifica y como a palavra cédigo

r=y—e=cl,

Definicao 2.13 Seja H a matriz de paridade de um |n, k|-cddigo linear C. Entdo o vetor

S(y) = Hy" de comprimento (n — k) é chamado de sindrome de .

Teorema 2.14 Para z,y € IFZ, temos:
i) S(y) = 0 se, e somente se, y € C;

ii) S(y) = S(z) se, e somente se, y + C = z + C.

Demonstragdo.
) 0=2S(y) = Hy" <y e C,

ii) Note que, S(y) = S(z) <= Hyl = H' <= Hy—2)T =0 <= y—2€ C <

y+C=z+C.

O

Agora para corrigir os erros em y, calcula-se S(y) e daf encontra-se o lider de classe,
digamos e com sindrome igual a de y. Entdo decodifica-se y como x = y — e e = serd a palavra

codigo com distancia minima para .

Teorema 2.15 Em um [n, k]-cédigo linear bindrio com matriz de paridade H, a sindrome é a

soma das colunas de H que correspondem as posicoes onde os erros ocorreram.

Demonstragdo. Seja y € F} o vetor recebido, y = = + e,z € C entdo S(y) = He®. Sejam
i1,12, . ..,1; as coordenadas erro em “e”, digamos, e = (0,...,1;,...,0,1;,...,0,0) entdo
temos S(y) = hi, + hi, + - - -+ h;, onde h; denota a i-ésima coluna de H. 0

Um cédigo bindrio C),, de comprimento n = 2™ — 1 onde m > 2 com uma matriz de

paridade H de dimensdes m x (2™ — 1) é chamado cddigo binario de Hamming se as colunas

de H sdo as representacOes bindrias de 1,2,...,2™ — 1.
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Lema 2.16 C,, é um codigo de dimensdo 2™ — m — 1, 1-corretor de erro.

Demonstragdo. Pela definicdo da matriz de paridade H de ), temos que o posto de H é m.
Também quaisquer duas colunas sdo linearmente idependentes. Como H contém a soma de
quaisquer duas colunas entdo pelo Lema 2.11 temos que d(C') > 3 e d(C') = 3. Entdo, C,, é

um cédigo 1-corretor de erro. 0

Exemplo 2.17 Considerando o [7,4]-Cédigo de Hamming C5 com matriz de paridade:

00011171
H=10110011
1010101

Se, a sindrome de uma palavra recebida y é, digamos, S(y) = (1,0,1)%, entdo sabemos que

ocorreu um erro na quinta posicdo, pois 101 é a representacdo bindria de 5.

Teorema 2.18 (Limitante de Singleton). Se C' é um [n, k]-cddigo linear definido sobre F; entdo

temos

|C| < qn—d(C')-ﬁ-l‘

Demonstragdo. Primeiro observe que para C' C [F} temos que |C| < ¢" jd que para cada entrada
de um vetor z € C existem no maximo ¢ valores a serem escolhidos.

Seja d(C') a distancia minima de C. Se removermos todas as (d(C') — 1) primeiras
coordenadas de cada vetor de C' temos que os vetores resultantes sdo todos distintos, ja que
para todas as palavras c6digo a menor distincia entre elas é d(C'). Entdo obtemos um Cédigo
(" de mesma cardinalidade que |C| porém agora cada vetor de C’ possui comprimento igual a
n— (d(C) —1) =n —d(C) + 1 donde |C’| < ¢"~“)*+! provando o resultado. O

Da desigualdade de Singleton segue que, para um [n, k]-cédigo linear C' sobre F, com
|C| = ¢" temos, que d(C') < n — k + 1. Chamaremos de cédigos MDS aos c6digos tais que
d(C)=n—k+1

Teorema 2.19 (Limitante de Hamming). Seja C' um cdédigo t-corretor de erro sobre F, de

comprimento n. com |C| palavras cédigo. Entdo,

n n
O] |1+ 1 =1+ + t (¢—1)"| <q"



Teoria Algebrica dos Codigos 22

Demonstragdo. Seja o € Fy entdo o = (71, 7,...,2,). Agora, se w(a) = m > n te-
mos d(a,0) = m, ou seja, « possui m-coordenadas ndo nulas e (n — m)-coordenadas fixas

(= 0). Logo temos (¢ — 1)™ opgdes para as outras coordenadas ndo fixas, portanto, existem

n
(g—1)™ vetores em [F;' com peso m. Como translagio preserva distdncia de Hamming,

m
e S(B,m) =+ S(0,m), segue que cada esfera possui 0 mesmo niimero de elementos, e que

cada bola de raio t possui

n
(¢—1)™
m=0 m
vetores de 7. Portanto, como as bolas de raio ¢ e centro em uma palavra codigo sdo todas
disjuntas (ja que C € t-corretor de erro) temos

t

n
DY (=™ | <q"

m=0 m

O

Teorema 2.20 (Limitante de Plotkin). Para um [n, k|-cédigo linear C' sobre ¥ de distancia

minima d(C') temos,
9(C) < nq’“‘kl(q— 0}
q© —1
Demonstragdo. Sejal < v < ntal que C' contém uma palavra cédigo com a i-ésima coordenada
ndo nula e seja D o subespaco de C' formado por todas as palavras cédigo com a i-ésima
componente nula. Em C'/D estdo os g elementos correspondentes a g escolhas para a i-ésima

coordenada de uma palavra c6digo

C/D:={c+d:de D}
. K .
entao, :% = g dai, |D| = ‘%l = % = ¢*~1. Continuando este processo para cada componente,
a soma dos pesos das palavras c6digo é menor ou igual a ng*~*(¢— 1), a distdncia minima d(C')
do cddigo € o peso minimo ndo nulo e, mais ainda, deve satisfazer a desigualdade do teorema

pois, o niimero total de palavras cédigo de peso diferente de zero é ¢* — 1. 0

Teorema 2.21 (Teorema de Gilbert-Varshamov). Existe um [n, k|-cédigo linear sobre F, com

distancia minima maior ou igual a d sempre que,
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Demonstragdo. Provaremos este teorema construindo uma (n — k) x k matriz de paridade H
para tal c6digo. Escolha a primeira coluna como qualquer (n — k)-upla néo nula sobre F, e a
segunda coluna como qualquer (n — k)-upla sobre F, que ndo seja multiplo escalar da primeira.
Em geral suponha que j — 1 colunas sejam escolhidas de modo que quaisquer (d — 1) delas

sejam linearmente independentes. Hid no maximo,
(¢—1)

vetores obtidos pela combinagdo linear de (d — 2) ou menos dessas (j — 1) colunas. Se a
desigualdade do enunciado vale, entdo serd possivel escolher a j-ésima coluna que € linearmente
indepedente de qualquer uma das (j — 1) colunas anteriores. A construgio pode ser realizada
até que H possua posto (n — k) e isto resulta em um cédigo que possui distdncia minima maior

ou igual a d pelo Lema 2.11. 0O

2.3 Coédigos Duais

Fazendo uma analogia com o espago vetorial R™, podemos considerar em Fy' um pro-

duto interno dado pela mesma férmula usada em R", ou seja,
TY =Ty + o+ Ty paraz,y € Fr.

Este produto interno € uma forma bilinear nao-degenerada, e faz sentido entdo considerarmos o

codigo dual de um cédigo linear C' que serd definido por,

Defini¢ao 2.22 Seja C' um [n, k]-cddigo linear sobre F,. Entdo seu cédigo dual C* é definido
como,

ct .= {UEIFZ:U.U:Oparatodov GC}.
Lema 2.23 Se C' C [ é um cddigo linear; com matriz geradora G, entdo,
i) C* é um subespago vetorial de F";
ii) x € C* se, e somente se, GxT = (.
Demonstragao.
i) Dados u,v € C* et € F, temos, que para todo z € C,
(u+tv)x =uz+tlve)=0

e, portanto u + tv € C* provando que C* € subespaco de Fy.
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ii) x € C* se, e somente se, x é ortogonal a todo elemento de C' se, e somente se, x é
ortogonal a todo elemento de uma base de C, o que € equivalente a dizer que Gz = 0,

pois as linhas de G constituem uma base para C'.

O

A proxima proposicao nos fornecera relacoes entre dimensdes e matrizes geradoras

dos cédigos linear C'e C*.

Proposi¢ao 2.24 Seja C C Fy um cddigo de dimensdo k com matriz geradora G = (I}, A)

entdo,

i) dimC*+ =n—k;

ii) H=(—A 1I,_}) éamatriz geradora de C*.
Demonstracdo.

i) Pelo Lema 2.23 x € O se, e somente se, Gax? = 0. Isto equivale a

1 Lh+1
L2 Lh+2
=—-A
Ty Ty
portanto, C possui ¢"* elementos, que sdo as escolhas arbitrarias para 2y, 1,. .., Z,.

Logo, C* possui dimensdo (n — k).

ii) E evidente que as linhas de H sdo L.I, portanto, geram um subespaco vetorial cuja di-
mensdo € n — k. Como as linhas de H sdo ortogonais as linhas de (G, temos que o espago
gerado pelas linhas de H estd contido em C. Como estes subespacos tem mesma di-
mensao, eles coincidem, provando assim que H = (—AT I,,_x) é uma matriz geradora

de C'+.

O

Exemplo 2.25 E importante observar que um cédigo C' e seu dual C* ndo sdo disjuntos, em
geral, e podem inclusive coincidir. Por exemplo considerando-se o Codigo C' sobre Fy com

matriz geradora

(100001 11|
01001011
00101101
00011110
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chamado de cédigo de Hamming estendido de comprimento 8. Pode-se provar que C = C*+.

2.4 Caracteres e Identidade de MacWilliams

Aqui falaremos um pouco sobre caracteres, os quais serdo utilizados em demonstracoes
de resultados apresentados no Capitulo 4 e também para a demonstra¢do de uma das igualdades
mais importantes quando se trata de teoria de cddigos conhecida como Identidade de MacWil-

liams.

Definicao 2.26 Seja G um grupo abeliano finito, um caractere X em G é um homomorfismo de
G no grupo multiplicativo U(C) dos niimeros complexos de valor absoluto 1, ou seja, é uma

funcao \ : G — U(C) tal que \(g192) = Mg1)A\(92), Va1,92 € G.

Note que [A()]'“! = A(¢g/¢!) = A(1g) = 1 Vg € G onde 14 indica a unidade do

grupo G. Entdo os valores de A sdo exatamente as |G|-ésimas raizes da unidade. Note também

que, AM(9)A(g7') = A1) = 1 e dai, A(g7!) = A(g). Podemos também definir o produto de
caracteres Aq, ..., A, de G por, (A1...\,)(9) = M(9) ... \(9) Vg € G.

Teorema 2.27 Se \ é um caractere ndo trivial de ¥, entdo,

> AMa) =0.
a€ly
Demonstragdo. Como A € ndo trivial, existe ¢ € [, tal que A(c) # 1. Assim temos,
NG Z Aa) = Z Aac) = Z Aa).
aclFy aclF, a€lfy
Pois, a percorre todo [F, e assim ac também percorrerd, logo temos

M) =1 > AMa)=0<= > Aa)=0.

aclFy aclFy

Lema 2.28 Seja \ um caractere ndo trivial aditivo de I, e a € F fixo entdo,

qg se a=20
> Mab) = .
beF, 0 se a#0
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Demonstragdo. Se a = () entao,
Alab) = A(0b) = A\(0) =1, Vb e F,.

Logo,

> Mab) =) " 1=gq, pois |F,| = q.

beF, belF,

Agora, se a # 0, temos que,
> Mab)= > Ae)=0.
beF, ab=c€F,

Pois ab percorre todos os elementos de I, jd que b percorre e a # 0. 0O

Lema 2.29 Seja A um caractere aditivo ndo trivial de F,. Entdo para qualquer cédigo linear
C sobre IF vale:

se ud¢ CH,
Z)\(u.v) = 0 ¢

veC IC| se ueCt.

Demonstracdo. Se u € C* entdo \(u.v) = A\(0) = 1 e daf,

D Muw) =) A0)=) 1=|C].

veC veC veC

Suponha agora que, u ¢ C. Daf pelo Teorema 2.27 e pela igualdade

Z)\(U.U) = Z Z Aa) = 0.

veC a€lFy u.v=a€lFy

O

Para uma fungdo f : Fy — C iremos definir a Transformada de Fourier f de f como

sendo,

flw) = 3 Awo) (o)

vEFg

Onde, A € um caractere aditivo ndo trivial de IF,.

Lema 2.30 (soma discreta de Poisson). Seja C' um codigo linear de tamanho “n”sobre o corpo

F, e f uma funcdo definida em ¥ entdo
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Demonstragdo. Segue das definicdes que

S fw) = D> Muw)f(v)

ueC uEC7v€Fg

= 3 50) Y Awo)

vely ueC

= 0] Y flu).

ucC+

pois, pelo Lema 2.29 temos que

Z Auv) =

e |IC| se veCt.

0 se v¢CH

O

Definicao 2.31 Seja A; o niimero de palavras codigo ¢ € C com peso i (0 < i < n). Entdo o
polinémio
A(z,y) = Z Aty
=0

K_.»

em “x”e “y”sobre o corpo dos niimeros complexos é chamado de polinomio enumerador de

peso de C.

Definicao 2.32 Seja A\ um caractere aditivo ndo trivial de [ e seja w.v o produto interno de

u,v € Fy. Definimos para cada v € F fixo a fungdo A, : ¥y — C por
Ao(u) = A(v.u), Yu € Fy.

Se V' € um espago vetorial sobre C e f € uma fungdo de Fy em V, entéo definimos a fung@o
gy : JFZ — V por,
gr(u) = Z Ao(u) f(v) para u € Fy. (2.2)

vely

Lema 2.33 Seja E um subespago de F", E* seu dual, f : [y — V uma fung¢do no espago

vetorial V sobre C e \ um caractere aditivo ndo trivial de F,. Entdo,
>_as(w) =1E[ 3 f(v). 2.3)
uck veEL

Demonstragao.

dogrw) = DY A(wf(v)

uekE uEEvEF;
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= S Awaf)

veFy uek
= Bl D J)+ 3 > > Maf()
veEL v EL a€Fg u€Eu.v=a

Para v ¢ E* fixo, u € E — v.u é um funcional linear ndo trivial em E donde é sobrejetor e

existem %‘ elementos na pré-imagem de cada c de I, entdo,
= |E @ A
Yogs(w) = [E| Y f)+ = > f(0) Y M)
uek veEL q vg EL acly
= 1B ) f).
veEEL
Onde, na ultima igualdade foi utilizado o Teorema 2.27. 0

Teorema 2.34 (Identidade de MacWilliams). Seja C um |n, k]-cddigo linear sobre F, e C*
seu codigo dual. Se A(x,vy) é o polinémio enumerador de peso de C e A*(x,y) é o polindmio

enumerador de peso de C L entdo
At(z,y) =q FAly —z,y + (¢ — 1)) (2.4)

Demonstragdo. Seja f : F! — C[xz,y| dada por, f(v) = z*®)y"~*). Entdo o polindmio
enumerador de peso de C* é
At(z,y) = ) fv)
veC+

Seja gy como em (2.2) e para cada a € I, defina,

!
la| = se a7 0 2.5)

0 se a=0

Para u = (uy,uy, . .., u,) € F} temos,

gr(u) = Z)\(U.u)xw(”)y”_w(”)

UEFQ

e Z )\</Ulul + P + funun)x|v1|+'"+‘vn‘y(17|U1|)+'"+(17|U’ﬂ|)

VL yeeey vn €Fq

- ¥ [ﬁ)\(viui)xlviy(l_”i”]

v1,...,0n€Fg Li=1

n

= T Awugally-red

i=1 | vel,
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para u; = 0 temos \(u;v) = A(0) = 1, entdo o fator correspondente no produto é (¢ — 1)z + y.
Para u; # 0 o fator correspondente €,
y—i—xZ)\(v):y—x.
veFy
Além disso,

gr(u) = (y — )" (y + (¢ — 1)a)" ™.

Do Lema 2.33 implica que

ClA (y) =10 Y flo) =) gs(u) = Aly — 2.y + (¢ — D).

veCL uelC

Finalmente, |C| = ¢"* por hipétese, concluindo a prova. 0O

Corolario 2.35 Sejam v = z ey = 1 em A(z,y) e ALt(x,y) e denote os polindmios enume-
radores por A(z) e At(2), respectivamente. A identidade de Macwilliams pode ser escrita da

forma

At(2)=q "1+ (¢g—1)2)"A (ﬁ) (2.6)

Demonstrag¢do. Temos que o polindmio enumerador A(z,y) aplicadoem xz = z e y = 1 vale,
n

Az) = A(z,1) = Z Azt e AN(z) = At(z,1) = ¢ FA(1 — 2,1+ (¢ — 1)2). Mas

Al =214 (g=1)2) = Y} Al =2 (1+(g—1)2)""

=0

= YA - v
Provando que,

2.5 Cédigos Ciclicos

Vimos que os cédigos lineares podem ter suas palavras codigo descritas utilizando ape-

nas algumas ferramentas importantes como a matriz geradora e a matriz de paridade. Codigos
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ciclicos sdao uma subclasse dos cddigos lineares a qual veremos que requerem menos informagao

para se poder descrever todas as palavras de codigo.

Definicao 2.36 Um [n, k|-cddigo linear C' sobre F,, é chamado ciclico se sempre que a palavra

cddigo (ag, a1, . ..,a,_1) € C tivermos (a,_1,aq, ...,a, 2) € C.
Note que um co6digo linear C' serd um cédigo ciclico se, para a permutacdo 7 de
{0,1,...,n — 1} definida por

n(i) =1 | @)

e para 17 : Iy — [ definida por
TF(CO; s 7cn—1) = (Cn—la Co,C1,y - - 7Cn—2)

tivermos

Tr(c) € CVe e C, ouseja, T,(C) CC.
Definicao 2.37 Defina R,, como sendo o anel das classes em F ,[x] médulo x™ — 1. Isto ¢,
R, = Fyfa]onr) = F[z)/(=" — 1).
Um elemento de R, é, portanto, um conjunto da forma
[f(@)) = {f(2) + g(x) (=" = 1);  g(x) € Fyla]}.

Este anel é um espaco vetorial com as seguintes operacoes:
adigao: [fi(x)] + [fa(2)] = [fr(2) + fa(2)];
multiplicagdo por escalar: Paratodo A € F,, A[f(x)] = [Af(x)].
Este espago vetorial possui {1, [x],...,[z" ']} como base e além disso é isomorfo a

[, com isomorfismo dado por

p:F, — R,
(ag, ..., an_1) — [ag + a1z + -+ ap_12"'].

Defini¢ao 2.38 Um subconjunto I # ) de um anel (R, +, x) é um ideal de R. se forem vdlidas,
i) Paratodo a,b € I temos que a +b € I;

ii) Paratodo a € I e para todo c € R temos que cx a € I.
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Sendo R um anel qualquer, escreveremos [ (r) para o ideal de R gerado por um ele-

mento qualquer r € R.
Proposicao 2.39 Um ideal de IF,[x] é da forma I(f(x)) onde f(x) € F,[z].

Demonstragdo. Seja I um ideal de F,[x]. Se I = {0} tome f(z) = 0 e temos I = (f(z)).
Suponha agora que I # 0. Seja f(x) # 0 em [ tal que, f(x) seja de menor grau possivel. Vamos
provar que I = (f(z)). De fato, como f(x) € I temos I(f(x)) C I. Seja agora g(z) € I, pelo

algoritmo da divisdo de Euclides existem ¢(x), r(x) com r(z) = 0 ou deg(r(x)) < deg(f(x))

tais que,
9(x) = f(z)q(x) + r(z)
Como
f(@)g(x) el
segue que

r(z) = g(x) — f(x)g(x) € 1.
Se r(x) # 0 terfamos um elemento r(z) € I de grau menor que o grau de f(z) o que ndo é

possivel, portanto, r(x) = 0e g(x) = f(z)q(z) € I(f(x)). 0O
Proposicao 2.40 Todo ideal de F[x]/p(x) é da forma I([f(x)]) onde f(x) é divisor de p(z).

Demonstragdo. Seja I um ideal de F,[x]/p(x). Considere o conjunto

J = {g(x) € Folal; [g(x)] € I}

Vamos provar que J ¢ um ideal de F,[z]. De fato, se g;(z), g2(z) € J, entdo [g1(z)], [g2(x)]

estdo em [ e, portanto,

[91(2) + ga(2)] = [g1(2)] + [g2(2)] € 1

e consequentemente g, (x) + go(z) € J. Por outro lado, se g(x) € J e h(z) € F,[z], temos que

[g(x)] € I, e portanto,

logo, g(x)h(z) € J. Sendo J # {0}, pois p(x) € J temos que existe f(x) € F,[z] — {0} tal
que J = I(f(z)). Segue que p(x) é miltiplo de f(x), ou seja, f(x) € divisor de p(z). Note
que,

I'={lg(x)] - g(x) € J}
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e como J = I(f(x))
L= A{[h(2)][f (2)]; [(z)] € Fylz]/p(z)} = I([f(2)]).
O

Note que a agio de T, em [y} traduz-se, por meio de ¢ na multiplicagdo por [z] em R,,.

Com efeito, tomando-se ¢ = (co, ..., ¢,—1) € C temos T,(¢) = (¢p_1,...,Cpn_2) € assim,

o(Tx(c)) = [Cn—1 +cx+ -+ Cn_an—z}
= [z] [Co +cor+---+ Cn—1$n_1}
= [z]¢(c).

Lema 2.41 Seja V um subespaco vetorial de R,,. Entdo, V é um ideal de R,, se, e somente se,

V' € fechado pela multiplicacdo por [x].

Demonstracdo. Suponha que V' é um ideal em R,,. Da defini¢@o, segue que [z][f(z)] € V para
todo [f(x)] € V.

Reciprocamente, suponha que V' seja fechado pela multiplicagdo por [z]. E suficiente
mostrar que [g(z)][f(z)] € V V]g(x)] € R, pois é claro que a[f(x)] € V Va € F,. Como, por
hipdtese

[z f ()] = [2][f(x)] € V
entao,
[2*f(2)] = [z][zf ()] € V.
Por inducdo em m obtemos
" f ()] = [z"[f ()] € V.
Agora se

[9(x)] = [ao + a1z + -+ + ap_12™”

temos que,

O Lema 2.41 e os argumentos do paragrafo anterior nos dao a demonstracao de uma

caracterizacao importante dos cédigos ciclicos a qual € descrita pelo seguinte teorema.

Teorema 2.42 Um cddigo linear C é ciclico se, e somente se, o(C') é um ideal de F,[z] /(2" —

1).
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Definicao 2.43 Seja C' um cddigo ciclico onde o(C) = I ([g(z)]) entdo g(x) é chamado de

z"—1

9(z)

polinémio gerador de C e h(z) = é chamado de polinémio de paridade de C.

“_»

Teorema 2.44 Seja I = I([g(x)]), onde g(x) é um divisor de " — 1 de grau “s”. Temos que

{lg(@)], [zg()], ..., [z" 5 g(x)]} é uma base de I como espago vetorial sobre F,.

Demonstragdo. O conjunto € linearmente independente.

De fato, se
aolg(x)] + ar[rg(x)] + -+ + an_s [z g(2)] = [0]

entao

g(@)]lao + a1 + -+ + ap_s_12" ] = [0]
e, portanto, para algum d(x) € F,[z] temos,
g(@)(ag+ a1z + -+ ap_s 12" = d(2) (2" — 1).
Dai, segue que
ap+ a1 + -+ @y 2" = d(x)h(2).

Como o grau de h(x) é (n — s), devemos ter ag + a1z + - -+ + ap_s_ 12" °~1 = 0 € consequen-
temente ag = a1 =+ = Ap_s_1-
Os elementos [g(z)], [zg(z)], ..., [z"*"1g(x)] geram I.

De fato, se [f(z)] € I, temos que
f(z) = g(x)d(x) mod(x"™ — 1).
Pelo algoritmo da divisdo de Euclides, temos que, d(z) = ¢(z)h(x) + r(x) com,

2 1
r(z) =ao+a1x + agx” + -+ ap_g 12" °

logo,

f(z) = d(z)g(z) = c(x)h(x)g(x) + r(z)g(x) mod(z" — 1)
e, portanto,

flz) = c(x)(a" = 1) +r(x)g(x) = r(x)g(x) mod(z" —1).
Consequentemente,
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Corolario 2.45 Dado um cddigo ciclico C, existe v € C tal que C = (v).

Demonstragdo. Seja I = ¢(C'). Logo, I é gerado como F-espago vetorial pelas classes [g(z)],

[zg(x)] ..., [x"*'g(z)], onde g(x) é um divisor de 2™ — 1 que possui grau s. Portanto,

escolhendo

temos que C' é gerado por

e portanto, C' = (v). O

Corolario 2.46 Seja g(r) = go + g1z + ... + gsx° um divisor de x" — 1 de grau “s”. Se
I = I([g(x)]) entao,

dimp, [ =n — s,

e o cédigo C = ¢~ (I) tem matriz geradora,

@) | [woa e 0 0 0]
o ([zg(2)]) 0 g9 g1 --. g5 0 ... 0
o ([?g(x)]) =10 0 g g1 - gs ... O

Lo (@@ ] L0000 g g s

Exemplo 2.47 Em Fi[z] consideremos, 7 — 1 = (v + 1)(2® + x + 1)(2® + 2> + 1). Entdo

g(z) = 2® + 22 + 1 gera um [7, 4]-cédigo ciclico com polinémio de paridade dado por h(z) =

“;7(;)1 = 2 + 23 + 2% + 1. A matriz geradora e a matriz de paridade deste cédigo sdo dadas
respectivamente por,
1011000 0001111
0101100 0011110
G - H =
0010110 0111100
0001011 1111000

2.6 Cédigos Ciclicos Definidos por Anulamento

Seja I, corpo finito, n inteiro tal que mdc(q,n) = 1, e seja C' um cédigo ciclico com
polindmio gerador ¢g(z). Seja F, uma extensdo de F, na qual 2" — 1 se decompde em fatores
lineares monicos distintos e sejam a1, . . ., v, as raizes de g(x) em F, que sdo, portanto, duas a

duas distintas.
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Proposicao 2.48 Nas condicoes acima, temos:

p(C) = I(lg(@)]) = {[f(@)] € Ry : (o) = -+ = f(az) = 0}

Demonstragdo. Como [f(x)] € I([g(x)]) se, e somente se, existe h(x) € F,[z] satisfazendo

[f(z)] = [g(x)][h(z)], isto equivale a dizer que existe d(x) € F,[z] tal que f(x) = d(x)g(z), 0

que por sua vez equivale a condi¢do f(a;) =0, Vi=1,...,r. O
Para um polindmio dado

n—1

fl@) =) az’ € Ffal,

=0
temos que [f(z)] é elemento de I ([g(x)]) se, e somente se,

n—1

f(ai)zzaja{ =0,Vi=1,2...,7.

J=0

Pode-se, entdo, descrever o c6digo ciclico C' definido pelo polindémio g(x) como sendo

o conjunto dos elementos a = (ag, a,...,a,_1) € [y, tais que,
ao—l—alai—i—agaf—l—---+an,1a?’1 =0parat=1,... 7.
Ou seja € o conjunto dos elementos a = (ag, a1, - - ., a,—1) € [y tais que
Ha® =0,
onde H € a seguinte matriz com entradas em I, :
a al ... oalt
0 1 n—1
oy Q... Ol
H =
0 1 n—1
o

Este fato pode ser resumido como o seguinte teorema

Teorema 2.49 Seja C C F,[z]/ (2™ — 1) um cédigo ciclico gerado pelo polindomio g(x) e sejam

Qi ..., 0k suas raizes em uma extensio ¥, de F,. Entdo f € F,[z]/(2" — 1) é um polinémio
cddigo se, e somente se, o vetor (fy, ..., fn_1) dos coeficientes de f estd no niicleo da matriz
1 n—1
1 oy ... o
1 ol ay!
2 — 2 2
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Por exemplo, seja o uma raiz primitiva da unidade em F = e seja g(z) o polindmio

minimal de « sobre F, entdo, o cddigo ciclico gerado por g(z) possui a matriz # dada por
H = [ 1 a o® ... o™t

No préximo resultado, veremos que, construindo c6digos ciclicos com um conjunto de
raizes n-ésimas da unidade, temos uma cota inferior para a sua distdncia minima. Escreveremos

A ,
m.r(x) para representar o polindmio minimal de ~".

Teorema 2.50 (Bose-Chaudhuri-Hocquenghem). Seja IF, um corpo e n um inteiro maior que
1 co-primo com q. Seja F m um corpo onde x" — 1 se decompoe em fatores lineares, e seja
v € Fym uma raiz n-ésima primitiva da unidade. Seja C' o codigo ciclico com polindmio
gerador

g(z) = mme {mya(z), ..., myars—2(z)},
coma > 0ed < n. Entdo, a distdncia minima de C' é maior ou igual a 6 e a sua dimensdo é

maior ou igual an — m(d — 1).
Demonstra¢do. Suponhamos que as raizes de g(x) sejam

{yo, TP U B, L Bt

logo, a matriz H associada ao cddigo ciclico é da forma

,YO ,ya ,.YQa o ,y(n—l)a
,y() ,)/a-i-l 72((1—&-1) ,Y(n—l)(a—i—l)
H = ,.YO ,ya+6—2 ,}/2(a+5—2) ,.)/(n—l)(a+6—2)
B B s r
- Y

Queremos mostrar que quaisquer 0 — 1 colunas de H sdo linearmente independentes
sobre IF,,. De fato, considere as § — 1 colunas de H iniciadas com e . ~%-19 de maneira

que 0 < 73 < 49 < --- < n— 1. Estas formam uma matriz que possui o seguinte bloco principal

[ ,yila ,yiga ’7i3a ,Yi(;_la i
,Y’L'l(a+1) ,77,'2(044»1) ,yig(a+1) ,yi(;,l(aJrl)
B—
fyil (a+0—-2) 7i2(a+(5—2) 7i;;(a+5—2) ,yig_l(a—l—é—Q)
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Como
1 1 1 1
et B — ,ya(i1+_._+i5_1) ot fyzl 712 ,.)/13 71571
Ni1(6=2)  i2(0-2)  yis(3-2) ~is-1(6-2)

temos que det B # 0, pois o dltimo determinante acima € de Vandermonde, com 7% # ~' se
j # 1, por ser v uma raiz n-ésima da unidade. Portanto, quaisquer 6 — 1 colunas de H sdo
linearmente independente sobre I, e o que, pelo Lema 2.11, permite concluir que a distancia
minima do cédigo € pelo menos 6.

O cédigo C identifica-se com o ideal formado pelas classes [f(x)] de polindmios em
R, tais que

fO) = f* ) == (417 =0,

ndo precisando de nos preocuparmos em exigir que f(5;) = O para:¢ = 1,...,s, pois estas
equacdes sdo automaticamente satisfeitas. Portanto, os elementos de C' sdo vetores c tais que

Hc' =0, onde

/70 ,ya ,yQa ,y(nfl)a
0 a+1 2(a+1) (n—1)(a+1)
H— gl g v g
I ,YO ,ya+6—2 72(a+5—2) 7(n—1)(a+5—2) |

Escrevendo os elementos de [F;» como vetores colunas de comprimento m com elementos em
[F,, obtemos uma matriz H’, de ordem m (6 — 1) x n, com coeficientes em [, tal que H’ ' =0.
Portanto, a dimensdo do espago gerado pelas colunas de H’ é maior ou igual a m(d — 1) e
consequentemente, diim C' > n — m(§ — 1). 0
Os cddigos ciclicos definidos como no Teorema 2.50 sdo chamados de cddigos BCH.
O ndmero 4 do teorema é chamado de peso estimado do cédigo BCH.
Sejam I, um corpo e I, um extensdo com uma raiz n-ésima primitiva da unidade

v € F,. Defina

n—1

Oﬁ‘q(n,(;) = {(ao,...,an_1> eFZ, al’yZ] :O’ ] = 1,,(5—1}

1=0

Ou seja, o codigo BCH definido pelo polindmio gerador

g(z) = mme {mya(z),. .., myars—2(z)} .
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O fato de § < ¢ implica em Cf,(n,d') C Cg,(n,d). Temos que os cédigos BCH sdo

encaixados uns nos outros.

Teorema 2.51 Temos que, (ay, . .., an—1) € Cr,(n,0) se, e somente se,
n—1 ‘ 201 7—j(5—1)
Z a;y = = 0.
j=0 LT
Demonstragdo. Por definigao, segue que (ag, a1, . .., an—1) € Cr,(n,0) se, e somente se,

0—1

- -1
Z <Z ajfyij> z' = 0.
=1 \j=0

Reescrevendo a identidade acima, obtemos

6—1 n—1
=1 7=0
n—1 6—2
—= Z a/]/y](a_l) Z 7_.7(6_2_2)372
7=0 1=0
1 (6-1)

n—1 §— —j
- Zaﬂjw_l)x 0
§=0 T

O

Uma subclasse especial de cédigos BCH sao os c6digos Reed-Solomon o quais estao

definidos abaixo.

Definicao 2.52 (Reed-Solomon). Um codigo Reed-Solomon é um codigo ciclico BCH de com-

primento n = q — 1, com polinémio gerador
g9(z) = (z —a" ) (z —a"?) .. (z — a7,
coma > 0e2 <0< q—1, onde a é um elemento primitivo de F,,.
Da defini¢ao de cédigo de Reed-Solomon temos de imediato que

i) Se a é um elemento primitivo de F,, entdo o polindmio z¢~! — 1 € F, tem a seguinte

fatoracgao:

2 —1=(r—1)(z—a)(z—0a?) ... (x—a?).

Portanto, g(z) é divisor de 97! — 1 e g(x) €, de fato, o polindmio gerador de um cédigo

ciclico;
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ii) Como deg(g(x)) = ¢ — 1 entdo a dimensdo de C' é
dim(C)=n—(0—-1)=q—4.

Em particular,

1<dim(C) < q—2;
iii) Nao existe codigos Reed-Solomon bindrios pois, 2 < § < ¢ — 1 entdo g > 3.

Proposicao 2.53 Seja C' um codigo Reed-Solomon, com polindémio gerador
g(x) = (x — "M (z — ) .. (z — a®P07h),

Entdo,

C:={c(x) eRy_1:c(a’)=0parai=a+1,...,a+86—1}.

Demonstragdo. Temos que c(x) € C se, e s6 se, ¢(z) = a(x)g(x) para algum a(z) € F,[z].
Portanto, as raizes de g(x) s3o também raizes de qualquer polindmio cédigo.

Seja agora c(z) € R, tal que, c(a’) =0 parai =a+1,...,a+d— 1. Assimz — o'
divide c(z) (em F,[z]) parai = a + 1,...,a + § — 1. Como estes o' sdo distintos, concluimos

que g(z) divide ¢(x), logo ¢(x) € C. 0
Teorema 2.54 Seja C' um cédigo Reed-Solomon de pardmetros [q — 1, q — 0], entd@o d(C') = 0.

Demonstragdo. Seja g(z) = (v — a*™)(z — a?) ... (z — a*™~1) 0 polindmio gerador de C.
Suponhamos por absurdo que, d(C) = d < d e sejac(z) = ¢y + 1z + -+ + cp12"t € C
com peso w(c(z)) = d. Sejac = (co,...,c,—1) € Fy o vetor correspondente a c(z). Temos

que c(o;) = 0 para qualquer i = a + 1,...,a + d — 1. Por outro lado,

c(a') = co+eca+... +cp ()
= (Lo, () ..., ()" Y.c
Portanto Hc = 0 onde,
I N (T ) LN CRE L
1 a2t et et

1 a(a+6—1)1 a(a+5—1)2 o a(a—l—é—l)"_l
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¢ uma matriz com 6 — 1 linhas e n colunas. Sejam i1, 7o, . . ., ¢4 0s indices tais que ¢; # 0. Seja
‘H' a matriz formada pelas colunas i; + 1,45 + 1,...,i5 + 1 de H, entdo H' tem § — 1 linhas e

d colunas. A matriz H" formada pelas d primeiras linhas de H’ é uma matriz quadrada d x d e

Hl/

Portanto, det(H") = 0 pois, (¢i,,...,¢;,) é uma solucdo ndo nula de um sistema linear ho-

mogéneo H"xz = 0. Por outro lado, como

ot alat)’2 qlat1)id
alat2)t o (a+2)"2 alat2)4d
H// —
a(a—i—d—l)il a(a—i—d—l)iQ a(a—&-(s—l)id
temos que,
1 1 1
d is ol a2 ol
det(H") = H oY det
j=1
ald-1  ld—1 ald—1

o qual € nao nulo (uma contradi¢io) logo devemos ter d > 9. 0

Corolario 2.55 Os cddigos Reed-Solomon sdo codigos MDS.

Demonstragdo. Seja C' um c6digo de Reed-Solomon de pardmetros [¢ — 1, ¢ — ¢]. O polindmio
gerador g(z) possui deg(g(x)) = g—1 entdo, d(C') > 0. Pelo Teorema 2.54 e pela desigualdade
de Singleton temos d(C') < ¢ donde, d(C') = § e assim C' é MDS. 0O

Exemplo 2.56 Considere o codigo de Reed-Solomon C sobre Fig com polindmio gerador
6

H(x — o) onde o é um elemento primitivo de Fi5. O cédigo C tem comprimento
i=1
n=q—1 =15, dimensdo n —deg(g(z)) = 9 e o Coroldrio 2.55 nos dd que C' possui distincia

g(r) =

minima igual a 7. Para calcular a distdncia minima de C pelo Lema 2.11, como um matriz de

paridade H para C possui 6 linhas e 15 colunas teriamos que verificar que

15
6

= 5005

conjuntos de 6 colunas de H sdo L.I.



Capitulo 3

Meétrica de NRT em Coédigos no Espaco de

Matrizes e Distribuicoes Uniformes.

Neste capitulo trataremos de cédigos definidos sobre o espaco das matrizes e defini-
remos uma métrica ndo Hamming (a p-métrica) além do conceito de Distribui¢cdes uniformes
com intencdo de encontrarmos relagdes destas com codigos MDS na p-métrica. Exibiremos
uma familia de c6digos MDS nesta p-métrica. Seguiremos como referéncias principais [2] e

[14].

3.1 p-métrica

Para um alfabeto finito .4, o conjunto de todas as matrizes com »n linhas e s colunas com
entradas em A serd denotado por Mat,, s(A). Um cédigo € um subconjunto de Mat,, ;(.A). Note
que como nao estamos assumindo operagao bindrias em .4, nosso c6digo ndo € necessariamente
linear.

Considere o caso em que n = 1 e tome w,w’ € Maty 4(A) com, w = (ay,..., )
ew = (f,...,0s). Definiremos a p-métrica, chamada também de métrica de Niederreiter-

Rosenbloom-Tsfasman ou de métrica NRT, entre w e w’ por,
plw, ')y =max{i:a; # B} e plww)=0 se w=ud (3.1

Estenderemos a p-métrica para €2, Q) € Mat, s(A). A saber,

n

p(2,) = plw),f) (32)

Jj=1

41
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onde w;, w indicam as j-ésimas linhas de 2 e {'. Para w,w' e x em Mat, ,(A) vale,
plw,w) < maz {plw,2), ple,w)}
< plw,z) + plx, ).

Dado um cédigo C' C Mat,, s(A) pode-se entdo considerar a p-distdncia minima do

codigo C' que serd dada por,
p(C) =min{p(Q,Q): Q2,0 €C,Q#£Q}. (3.3)

Agora, dado um cédigo C' C Mat,, s(A) e ' € C uma matriz fixa. O raio enumerador de peso

do cédigo C relativo a ) é o conjunto formado pelos ns inteiros ndo negativos w, (£2') onde
w(Q) == w, (C; ) =[{Q e C: p(Q Q) =1}

Teorema 3.1 Seja A um alfabeto finito com q elementos e seja C C Mat,, s(A) um cédigo

arbitrdrio. Entdo

’0| < qns—p(C)—H )

Demonstracdo. A prova detalhada deste fato pode ser encontrada em [10]. A saber, fazendo
todas as p(C') — 1 primeiras entradas (a partir das colunas) das matrizes de C' iguais, temos um
novo cédigo C’ em Mat,, ;(A). Além disso |C’| = |C| pois duas matrizes quaisquer de C' néo
coincidem nas outras posi¢des pois, de outro modo, a distancia entre elas seria inferior a p(C).

Assim |C| = |C7] < ¢ PO+, 0

Corolario 3.2 Seja C C Mat,, ;(A) onde |A| = q, um cédigo qualquer com q* elementos,
0 < k < ns. Entdo,

p(C) <ns—k+1.

Naturalmente diremos que um cédigo C' C Mat, ;(A) é MDS em relagdo a p-métrica se

p(C)=ns—k+ 1.

3.2 Cddigos Uniformemente Distribuidos

Ao longo desta segdo, C' C Mat,, ((A) indicard um c6digo com ¢* elementos. Para

um A = (aq,...,a,),com0 < a; < s, chamaremos o conjunto

Va(Q) = {2 € Mat,, s(A) : p(wi,w)) < a;, A= (a1,...,a,)}
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de Caixa Elementar Centrada em ) € Mat,, ;(A) e ao nimero

al+-+an—mns

V(O a1+-+an
Vol(va(e) = o~

=4
de Volume da Caixa Elementar Centrada em ) € Mat, s(A). Seja Fj a familia de caixas
elementares com volume ¢~ *. Dizemos que um cédigo C' com ¢* elementos é Uniformemente

distribuido (UD) se cada caixa elementar de F}, intercepta o cédigo C' em exatamente um

ponto.

Teorema 3.3 Duas matrizes 2,§) € Mat, ;(A) pertencem simultaneamente a uma caixa ele-

mentar da familia F}, se, e somente se, p(2, Q) < ns — k.

Demonstragdo. Suponha que p(€2, Q') < ns — k; escolha V4(€2) com a; = p(w;, w)) e teremos

que Q' € V,(9) devido a definicdo de V4(2) e a escolha dos a;’s pois p(2,Q) = > a; <

ns — k, e segue que Vol (V4(Q)) = g%~ < ¢~* onde as somas sio feitas parai = 1,...n.
Assuma agoraque €2, Q) € V4(X)onde X € Mat,s(A)e A= (ay,...,a,), Vol(Va(X)) =

q;k . Como Vol(V4(X)) = q* pela defini¢do de volume de uma caixa elementar temos que

Z a; = ns — k. Entao p(w;, w!) < mazx {p(w;, x;), p(z;,w)} < a; ouseja, p(Q2, Q') < ns—k.
i=1
|

Lema 3.4 Sejam A = (ay,...,a,), B=(b1,...,by) com0 < b; <a; <s, 1<i<n, esejam
Q,Q € Mat, s(A).

i) Duas caixas elementares, V4 (S)) e Va(QY) sdo iguais ou disjuntas.
ii) Se QY € V4(Q) entdo Vi(Y) C V4().

iii) Va(QQ) pode ser particionado como a unido de caixas elementares com B fixo. Em parti-
cular, Mat,, s(A) pode ser particionado como a unido de caixas elementares com A fixo

para qualquer A = (ay,...,a,),0 <i<s.

Demonstragao.
i) Considere duas caixas elementares V4(€2) e V4(€)'). Assuma que estas ndo sdo disjuntas

entdo existe X € V4 (2) N V4 () dai,
plriw) <ai e plaj,w) <a; i=1,...,n.

Como p(w;,w)) < max {p(z;,w;), p(z;,w;)} temos que Q© € V4(QV) e € V4(Q). Agora

se Y € V4(Q) entdo p(y;,w;) < a;, Vi. Como p(w),w;) < a; paratodoi = 1,...,n pela
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desigualdade p(y;,w;) < maz {p(w;, y;), p(w;, w;)} concluimos que Y € V(') donde as duas
caixas sao iguais.
ii) Seja X € V() entdo p(x;,w!) < b;,i = 1,...,n. Mostraremos que X € V(). De fato,
a Equagao (3.1) diz que

plai, wi) < mazx {p(z;,w;), plw;, wi}
portanto, pela defini¢do dos a;’s e dos b;’s vale p(x;,w;) < a; parai = 1,...,n, implicando que
X € Va(Q). Ou seja, Vi(2') C V4(0).
iii) Pelo item ii) temos,

i@ = |J W@

QEVA(Q)

Por i) podemos escrever esta unido como uma unido disjunta
T
— s, (3.4)
t=1

Como Vol (V4(Q)) = q(E;1 @) 1% & cada VB (€2;) possui volume

Vol (Vi () = ¢(Zi=ib:)=ns

existem,
Vol (Va(Q))  g(Xiaei)-ne
Vol (VB<Qt)) q(zrzl bi)fns
— qZ?:l a;— i1 bi

caixas nesta unido. Finalmente, Mat, ((A) = V;(Q) onde I = (s,s,...,s) e §2 é qualquer
elemento de Mat,, s(A). Como a; < s para todo 7 , segue como caso particular da parti¢do de

V4em Vp’s. 0O

Exemplo 3.5 Seja A = {0, 1} e considere o conjunto das matrizes Mats (. A) ou seja,

01 11 11 10 01 11
10 10 01 11 11 11

Considerando A = (1,2) temos que

Matz,g (.A) = VA (Q) U VA (Q/)
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onde
01 0 0
0= e =
0 0 0 0
pois, V() e Vao(SY) sd@o respectivamente os conjuntos
0 1 11 11 11 01 0 1 0 1 11
trf |t {rofl ot {trol ot ]oo|l]oo
0 0 10 10 10 00 0 0 0 0 10
tif fta| j1rofl o [to|l ot loo]| oo

Teorema 3.6 Um cddigo C C Mat, (A) com ¢* elementos é MDS com respeito a p-métrica

se, e somente se, é uniformemente distribuido.

Demonstracdo. Seja C' um cédigo MDS na p-métrica. Entdo pela definicdo p(C) = ns — k+ 1,
pelo Lema 3.4 Mat,, s(A) pode ser particionado em caixas elementares V4 (£2); como todas tém
q"*~* pontos e Mat,, ,(A) tem ¢"* pontos, o nimero de caixas nesta parti¢do é ¢*. Portanto
cada caixa V4 (2) contém exatamente um ponto de C'. Entao C' € uniformemente distribuido.
Suponha agora que C' é um cédigo uniformemente ditribuido, entdo cada caixa elemen-
tar V4 (Q2) € F}, contém exatamente um ponto de C'. Portanto, pelo Teorema 3.3 para quaisquer
dois pontos distintos X, X’ € C temos p(X, X') > ns—k donde p(C) > ns — k+ 1. Por outro

lado, p(C) < ns — k + 1 pelo Coroldrio 3.2 e, portanto, C' € um c6digo MDS na p-métrica.

3.3 Enumerador de Peso

A partir desta secdo consideraremos que o alfabeto A possui estrutura de corpo fi-
nito. Podemos entdo considerar p(2) = p(£2,0) para uma matriz Q € Mat, ((F,) onde
0 € Mat, s(F,) denota a matriz nula.

Vamos definir as r-bola e a r-esfera centradas em 0 € Mat, ((F,) com respeito a

p-métrica como sendo respectivamente os conjuntos,
B (r) := {Q € Mat,, o(F,) : p() <1} (3-5)
S0 (1) := {Q € Mat, 4(F,) : p(Q) = r}. (3.6)

Se, n = 1 tem-se que BY*)(r) = {w = (ay,...,a,) € Mat, ((F,) : a; = 0, Vi > 7}

que € um subespaco vetorial de dimensao r. Além disso, para r = 0 vale

S(l,s) (0) _ B(l,s) (0)
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e parar > 1 temos S (r) = B9 () — B9 (r — 1). Ainda,
Maty 4(F,) = ) ST(r).
r=0

Para R := (r,...,r,) com 0 < r; < S parai = 1,...,n definiremos os conjuntos,
Vi = {Q: p(w;) <1} e Fr = {Q: p(w;) = r;}. Chamaremos cada Fp de Fragmento. O

préximo resultado segue diretamente das defini¢des de Vi, Fir, B™*)(r) e S™*)(r).

Lema 3.7 Cada Bola B™* pode ser escrita como

B (r) = U w (3.7)

ri+ret-trp=r

Do mesmo modo, cada esfera pode ser escrita como

Ss) () = U = (3.8)

ri+ret-+rp=r

Lema 3.8 Seja C C Mat,, (F,) um cédigo MDS na p-métrica com q* elementos. Sejam A =

(a1,...,a,) eQ € C entdo,
i) Va(Q) contém g+t pontos de C se ay + - - - + a, > ns — k;
ii) V() contém no mdximo um ponto de C se a; + -+ + a, < ns — k.

Demonstracdo.

n
i) Escolhendo inteiros ci,...,c,, 0 < ¢; < s, taisque c; + -+ + ¢, = Zai —ns+ ke
=1

definindo b; = a; — ¢; temos Z b; = ns — k. Pelo Lema 3.4 temos que V4(£2) é a unido dis-
=1

junta de ¢“* " caixas elementares com B = (by, ..., b,) e estas caixas possuem volume ¢~
. Como o cédigo € uniformemente distribuido (por ser MDS na p-métrica) cada caixa contém

exatamente um elemento de C' e dai, a unidio contém ¢+ +a» stk pontos de C.

n
ii) Se Z a; = ns — k temos que V() possui volume ¢~ * € como C' ¢ uniformemente dis-

i=1
n

tribuido esta caixa contém exatamente um ponto de C'. Agora se E a; < ns — k a caixa
i=1

elementar V4 () possui volume inferior a ¢~* e assim estd contida em um caixa elementar de

volume ¢~* que por sua vez contém exatamente um ponto de C. Logo V4(£2) contém um ou

nenhum ponto de C'. O

No Lema 3.8, em nenhum momento da demonstra¢do se fez necessdrio o fato de I,

ser um corpo, sendo assim o lema € vdlido para um alfabeto qualquer.
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Um dos objetivos principais deste capitulo € demonstrar o proximo teorema o qual sera
apenas enunciado nesta secdo pois, como veremos, sua demonstragio é andloga a do Teorema

3.17 da se¢do 3.5.

Teorema 3.9 Seja C C Mat, (F,) um cédigo uniformemente distribuido entdo os pesos
w,(2) sdo independentes dos elementos 0} € C e w,.(2) = w,.(0) = w, sd@o dados por

wo(Q) =1 w(Q) =0se0<r<p(C)=ns—k+1e

n n r—p(C) I
w (@) = Y ou(l,r) Y (=1 (¢t —1)
=1 l t=o0 t
n n r—p(C) [ —1
SUaE) ¥l BN X1 SRS 7O,
=1 l t=0 t

3.4 Distribuicoes no Cubo Unitario

Trabalharemos com distribui¢cdes no cubo unitario pois, como veremos, existe uma
relacdo biunivoca entre elas e cddigos MDS na p-métrica no espaco das matrizes, além de que
as distribui¢des no cubo possuem um bom apelo geométrico que pode ser bem explorado de
modo que deixem os resultados mais claros.

Seja U™ = [0,1)" o cubo unitdrio de dimensdo n. Fixe um nimero primo p e uma
poténcia g = p°, e € N. Defina a caixa retangular elementar A% C U™ por

1 n Mp+1
A%:[@,mﬁ )...{m_,m + ) (3.9)
q" q" q g

onde A = (ay,...,a,), M = (my,....,m,) € Nyem; € {0,1,...,¢% —1},1 < j < n.
Aqui escrevemos Nj para o conjunto de vetores em R" com coordenadas inteiras ndo negativas.
Observe que VolAY = g=a——an,

Consideremos agora para s € Ny a seguinte colecdo especial de caixas retangulares

elementares
Cs(g,m) == {A%:A: (a1,...,a,),0 <a; <s,1<j<n}. (3.10)

Defini¢ao 3.10 Dado um inteiro k € [0,n], um subconjunto D C U™ com q* pontos é dito uma
[ns, k] ,-Distribui¢do Otima na base q se qualquer caixa retangular elementar AN e €,(q,n)

de volume q=* contém exatamente um ponto de D.

Lema 3.11 Seja D C U™ uma [ns, k| -distribui¢cdo étima na base q. Entdo,
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ce—Qp

i) Cada caixa retangular elementar A} € €,(q,n) contém exatamente ¢~~~ pontos

deDseay+ -+ a, <k;

ii) Cada caixa retangular elementar A% € €,(q,n) contém no mdximo um ponto de D se

a1+ ---+a, = k.

Demonstragao.
i) Escolha inteiros ¢y, ...,c, taisque ¢y +---+c, =k —a; —---—a,, 0<¢; <s,1 < j<n.

Seja b; = a; + ¢;, 1 <1 < n, entdo cada caixa A]X[ pode ser escrita como
Mo qc1m1 qc1m1 + qc1) o |:qcnmn qcnmn + qcn)

A - 9 )
4 gh g gbn gen

Entdo, cada caixa A é a unido de ¢ caixas elementares disjuntas AL € €,(q,n) de
volume ¢~* e pela Defini¢do 3.10 temos que (i) é valida.

ii) Como cada caixa retangular elementar AY € €,(¢,n) com a; + -+ - + a,, > k esta contida
em um caixa retangular elementar maior A% € €,(q,n) de volume ¢~ temos que (ii) também

¢ valida pela Defini¢do 3.10. O

3.5 Coadigos e Distribuicoes

Nesta se¢do encontraremos uma relagdo interessante entre distruibui¢des no cubo unitdrio
e codigos no espaco de matrizes. Para tanto, comecgaremos considerando a representacdo g-aria
de um ponto x € [0, 1),
r=Y nmx)g”,  mx)€{0.1,...,q—1}. (3.11)
i>1
Esta representacdo € tnica se escolhermos sempre a série finita para os pontos g-arios racionais

m

t =g a€Nme {0,1,...,¢* — 1}. Denotaremos por Q(¢*)s € N, o conjunto de

todos os pontos da forma z = 7% € 0,1)coma < sem € {0,1,...,q4" — 1}. Por Q" (¢*)
para o conjunto de todos os pontos X tais que X = (zq,... ,:cn)T € U™ com coordenadas

x]EQ<qS),1<3<n

Para cada = € [0, 1) consideremos a projecao 75(z) de 2 em Q (¢°) definida por

() =Y mi(z)q " (3.12)
i=1
Observe que
r—T14(z) = Z m () g € [0,q7°). (3.13)

i>s+1
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Do mesmo modo para X = (xy,...,2,)" € U™ temos a projecio 7,(X) de X em Q" (¢*) dada
por

7 (X) = (1o(21), .. ., To(2) " (3.14)

Sem perda de generalidade vamos trabalhar com [ns, k| -distribui¢des que sdo subcon-

juntos de Q" (¢°). Podemos escrever a representacdo (3.11) na seguinte forma:
r=) &)™ (3.15)
=1

onde & () = Ns1-i(x).

Identificaremos agora os elementos &;(x) com elementos de um corpo finito. Seja I,
um corpo finito com ¢ = p° elementos. Fixe uma base B de F,, sobre F,; como [F, : F,] = e
temos que esta base possui e elementos. Digamos, B = {by, ..., b.} dai, todo elemento p € F,

pode ser escrito como z = p(Vby + -+ + p9b, com p¥ € [F, e entdo cada elemento de [, é

identificado com um elemento de F; por 1 = p Moy pOb, — (uV) .. p®). Com esta
escolha teremos a seguinte bije¢do entre elementos ;. € F, e os inteiros m € {0,1,...,¢ — 1}:
p= (O, )y =m =) up Tt ef0,1... -1} (3.16)

i=1

Devido a esta bijecdo os elementos &;(z) em (3.15) podem ser considerados como

elementos de [, além disso, cada z € Q(q*) pode ser identificado com a matriz,

(@) = (€(2), ... &(x)) € Matyo(F,) (3.17)

e os elementos X € Q"(¢*) com,
QX)) = (wlzr), ..., wlz,))" € Mat, ((F,). (3.18)

Por estas relagdes, para cada distribuicio D C Q"(¢*) podemos definir o cddigo

C(D) C Mat, +(F,) associado a mesma como o conjunto das matrizes correspondentes em
(3.18), ou seja,

C(D) = {Q(X), X € D}. (3.19)

Se, para cada quaisquer X = (z1...,2,) ,Y = (y1,...,%)" € Q*(¢*) e a, B € F,
definirmos aX @ Y = (azxy @ fyi, ..., oz, ® Byy)’ € Q*(¢°) por

§i(aw; ® Py;) = aiz;) +&i(y;), 1<iss, 1<j<n, (3.20)
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onde ;(z) € F, sdo coeficientes da representagdo (3.15) temos que Q" (¢®) possui a estrutura
de espago vetorial sobre [F, com dimensdo ns. Pode-se também transferir a no¢do de p-métrica

(3.2) em Mat, (F,) para Q"(¢*) fazendo as seguintes escolhas:
p(X) = p (X)) (3.21)
para o p-peso de um ponto X € Q"(¢°) e
p(X 6 X') = p (X) — QX)) (3.22)

para a p-distancia entre X, X’ € Q"(¢°) onde © denota a subtragdo com respeito a . Assim

podemos considerar a p-distdncia minima de uma distribui¢ao D.
p(D)=min{p(Xe X'): X, X' € D,X # X'}. (3.23)

Mais ainda, temos que p(D) = p(C(D)). Faz sentido entdo estudarmos resultados
referentes a p-métrica nas distribui¢des ja que os resultados se transferem aos c6digos no espago

de matrizes.
Lema 3.12 As seguintes afirmagoes sdo vdlidas.

i) Um ponto dado X € Q"(q°) estd em uma caixa elementar A% € €,(q,n) de volume q=*

se, e somente se, p(X) < ns —k;

i) X, X' € Q(q¢°) estdo simultaneamente em uma caixa elementar A% € €,(q,n) de

volume q=* se, e somente se, p(X © X') < ns — k.

Demonstragdo. Note que a Definigdo (3.15) implica que

p(z) p(x)

=3 &) =) G@)d T <@ -1 YT <™ (3.24)
i=1 i=1 i=1

para todo = € Q(¢®). Também tem-se que,

s p(z)
T = Z &(x)qi—s—l _ Z €i<x)qi—s—1 > qp(x)—s—l (325)
=1 =1

paraz > 0,z € Q(¢°).
i) Suponha primeiro que p(X ) < ns — k. Escrevendo (3.24) para cada uma das coordenadas de

X = (21,...,2,)" € Q*(¢°) temos que X € A%(X), onde A(X) = (ai(z1),...,an(x,)) com



Codigos MDS em Matrizes 51

aj(x;) = s —plz;),1 <j<n

Com efeito,

1 1
y r1)—s Tn)—s
AA(X) = {ij) {O’T(:vn)) = [O,Qp( V) ) [07qp( ) )
q q
logo como cada z; satisfaz 0 < x; < qp(xj)—s temos que X € A?LX(X)' Além disso observe que
CL1<.Z'1) 4+ 4 an(a:n) =ns — p(X) > k

e 0 < aj(r;) < 5,1 < j < n. Entdo existe uma caixa elementar A% € €,(g,n) de volume ¢*
tal que A%(X) C AY donde, X € AY.

Suponha agora que p(X) > ns — k escrevendo a desigualdade (3.25) para todas as
coordenadas ndo nulas do ponto X = (z1,...,x,)" € Q"(¢°) temos o seguinte: Se X pertence

a uma caixa elementar AY € €(¢,n) com A = (ay,...,a,), entdo 0 < a; < s — p(z;) para

z;>0e0<a; <sparaz; =0,1 <j<n. Comop(0) =0, temos
ar+ -t ay <ns—p(xr) — = play) =ns — p(X) <k

Entdo a caixa A% € €,(q,n) possui volume estritamente maior que ¢~* e a prova do i) esta
completa.

ii) Segue do itemi) e do fato que a p-distancia € invariante por translagao. 0

Teorema 3.13 Seja D C Q"(q°) uma distribuicdo e C(D) C Mat, s(F,) seu cédigo. Entdo

sdo equivalentes.
i) D éuma [ns, k] -distribuigdo otima;
it) C(D) é um [ns, k] ,-cédigo MDS com respeito a métrica p.

Demonstracdo.

i) Seja D uma [ns, k] - distribui¢do 6tima. Entdo cada caixa elementar AY € €, (q,n) de
volume ¢~* contém exatamente um ponto de D, e pelo Lema 3.12 (ii), a distancia p(X © X') >
ns — k para quaisquer dois pontos distindos X, X’ € D. Portanto, C'(D) é um [ns, k] ,-c6digo
MDS na p-métrica.

ii) Seja C'(D) um [ns, k| ,-c6digo MDS na p-métrica. Entdo p(X ©X') > ns—k para quaisquer
X, X' € D, e pelo Lema 3.12 (ii), cada caixa retangular elementar A} € €,(q,n) de volume
¢~ contém no méximo um ponto de D. Agora como para A = (ay,...,a,) € N2, tal que,

ap + - +a, = kel <a; <s,1< 7 < n,ondimero de caixas retangulares elementares
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correspondentes AY € &,(¢,n) com (my,...,m,) € Ny onde m; = {0,1,...,q% — 1},

1 < j < n,éigual A ¢* ou seja, é igual a cardinalidade de D. Portanto, cada uma destas caixas

elementares AY € €,(g,n) de volume ¢~* contém exatamente um € apenas um ponto de D.

Entdo, D é uma [ns, k|,-distribuicdo 6tima. 0
Seja,

S(r) ={X cQ"(¢"): p(X) =7}, 0<r<ns, (3.26)

a esfera de raio r € Ny na p-métrica em Q"(¢®). Note que (3.26) equivale a (3.6) quando

consideramos 2(X') com a p-métrica em Mat,, ;(F,). Escrevendo o intervalo [0, 1) como unido

dos seguintes s + 1 subintervalos

0.)={J o (3.27)
0<b<s
com gy = [0,¢7°),91 = [¢°,¢*™),...,[¢"}, 1), o cubo unitério pode ser escrito como a

unido das seguintes (s + 1)" caixas disjuntas

Ur=JGs Gs=]]n: (3.28)
B j=1
onde B = (by,...,b,) € Nj,0 < b; <s,1 < j < n.Chamaremos as caixas G de Fragmen-

tos.

Como cada g,, em (3.27) é definido por g, = [¢" 7%, ¢" ) se b; # 0 e go = [0,¢~*)
entdo as esquacoes (3.24) e (3.25) implicam que = € Q(¢®) estd em g, se, e somente se, p(z) =
b;. Disto segue que um ponto X € Q"(¢*) esta em um fragmento Gz com B = (by,...,b,) se,
e somente se, p(z;) = b; parai = 1,...,n donde os elementos de G g sdo transformados em
elementos de F'z quando consideramos as matrizes dos pontos X € Gp.

O préximo lema é um anédlogo ao Lema 3.7 sendo assim, pelo pardgrafo anterior “basta

apenas’’trocarmos a notacao para obter a demonstragdo do Lema 3.7.

Lema 3.14 Cada esfera S(r) pode ser escrita como a seguinte unido de fragmentos,

&r= |J Gs (3.29)
b1+ +bp=r
onde B = (by,...,b,)
Demonstragdo. Como para ponto X = (zq, . .. ,xn)T € Q"(¢°) vale que x; € gp, se, e somente

se, p(z;) = b; pelas defini¢des de S(r) e G temos que X € S(r) se, e somente se, X estd em

um fragmento Gg com by + --- + b, = r. O
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Definamos S, () € &(r) o subconjunto formado por fragmentos Gg C S(r) tal que
B possui | coordenadas ndo nulas, isto &,

&)= |J Gs 1eN, 0<i<n (3.30)

bi+-+bn=r

com B possuindo peso de Hamming /. Também definamos

as(l,r):}{A:(al,...,al)eNl:a1+--~+al:r,0<aj<3,1<j<Z}|.

n
Lema 3.15 Para cada S,(r) o niimero de fragmentos G g na unido (3.30) é igual a os(l,r).
l

Demonstragdo. Seja | = 0. Entdo, existe somente um fragmento Ggp = Go = [0,¢*)" com
peso de Hamming de B = 0. E claro que G| estd na unido (3.30) somente para 7 = 0. Isto

prova o Lema 3.15 para [ = 0.

n
Seja agora [ > 1. Consideremos uma entre todas as possiveis escolhas de [

l
indices J = {j1,...,5i} € {1,...,n}. Entdo o nimero de fragmentos Gp C &;(r) com B tal

que 0 < b; < sparaj € Jeb; = 0paraj ¢ J ¢éigual a o4(l,r). O que prova o Lema pra
[ > 1. O

Note que,

. 1 se 1 =0,
|Q(¢°) Ngi| = , (3.31)
(q—1)¢"?t se i=1,...,s.

Agora, pela defini¢do de cada G concluimos que
Q"(¢°) N G| = (q = )7 F gm0 (3.32)

onde B = (by,...,b,) e $H(B) indica o peso de Hamming do ponto B. Portanto, pelo Lema

3.15 e por (3.30) temos que

n n

Q" (¢") NS(r) = ;| ealtnta = D'g . (3.33)
1=0
Definamos a bola de raio » € Ny como sendo o conjuntos dos pontos X de Q"(¢*)

com p(X) menor ou igual que r ou seja,
B(r) ={X €Q"(¢") : p(X) <r}. (3.34)

Observe novamente que a bola B(r) C Q"(¢*) equivale a bola B™*)(r) C Mat, ,(F,) quando

consideramos (X') com a p-métrica em Mat,, s(F,). E claro que,

B(r) = |J &0) (3.35)

0<j<r
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Lema 3.16 Cada bola ®B(r) pode ser escrita como a seguinte unido de caixas elementares de

Cs(q,n):

Br)= |J A%, (3.36)
al+--+an=r
onde A* = (aj,...,ay)coma; =s—a;, 0<a; <5, 1<j<n

Demonstracdo. Seja X € B(r). Escrevendo a inequagdo (3.24) para todas as coordenadas do
ponto X, temos que X € A%(X) com A(X) = (a1(x1), ..., a,(xy)), onde aj(x;) = s — p(z;),
1<j<nep(x))+--+ p(r,) = p(X) < r. Entdo existe uma caixa elementar AOA(X) na
unifo (3.36) tal que X € A?q(x) C AY.

Seja agora X ¢ B(r), isto é, p(X) > r. Escrevendo a inequagdo (3.25) e utilizando
o fato de p(x;) < s para todo z; obtemos o seguinte fato: Um ponto X pertence a uma caixa
elementar AY. € €,(¢,n), entdo p(z;) < a; < 5,1 < j < n. Portanto, temos a; + - -+ + a,, >
p(X) > r, e entdo, a caixa elementar AY%. nio estd contida na unido (3.36). 0

O préximo teorema € o correspondente do Teorema 3.9 o qual se demonstra de maneira

andloga.

Teorema 3.17 Seja D C Q"(q°) uma [ns, k| -distribui¢cdo détima e C = C(D) o seu [ns, k] -
codigo MDS correspondente na p-métrica. Entdo os pesos w sdo independentes dos elementos

QY € Cedospontos X' € D e w, = w,(Q) =w,.(X") sdo dados por

para0 <r < p(D)=ns—k+1le
n n r—p(D) l
we = Y ou(l,r) Y (-1 (¢ PP+ — 1)
=1 l t=0 t
n n r—p(D) | —1
= (¢-1)) os(l,7) (—=1)* g PP
=1 l t=0 t

para, p(D) < r < ns.

Demonstragdo. Seja D uma distribui¢do 6tima com ¢* elementos e X’ um ponto fixo. E claro
que wo(X’) = 1, pois X’ é o dnico ponto com p-distincia zero para X'. Para0 < r < p(D) =
ns — k + 1 temos w,(X’) = 0 pois do contrdrio terfamos uma contradicdo com a distancia
minima.

Agora pelo Lema 3.14 sabemos que,

&r)= |J Gs (3.38)
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onde B = (by,...,b,). Considere entdao um fragmento Gz, com $)(B) = [ > 1. Suponha que
b #0(0<b; < s)paraje Jeb;=0paraj ¢ J,onde J = {ji,....5i} C{1,...,n} éum
subconjunto de ! indices. Agora pela defini¢do de cada fragmento temos que o fragmento Gz

pode ser escrito como a seguinte representacdo em termos de caixas elementares,

Gp =A% - JAY%, (3.39)
ieJ
onde Ay = (ago), e ,aglo)),
o =s—b;, 1<j<n, (3.40)
e A; = (agi), . ,an)) com
s se jé&J,
ag.i) =94 s—b; se je€J e jF#iu, (3.41)

s—bj+1 se jeJ e j=1.

Assim definidos temos que
agi)—i—---—l—ag):ns—bl—---—bn:ns—r. (3.42)

Seja I = {iy,...,i:} € J = {ji1,...,7} um subconjunto de ¢ indices. Entdo,

AY, N NAY =AY, (3.43)
onde A; = (agl), . ,ag)) com
. ) s—b; se j &1,
ay) = max {ag-“), .. ,a§zt)} = ! i ¢ (3.44)
s—0b;j+1 se jel.
Note que,
a§])+...+a7g) =ns—r-+t. (3.45)

Agora utilizando o Principio da Inclusao-Exclusiao temos que

IDNGp| = ‘Dm (Ago — UAOAZ)‘

iceJ

= [DNAY| - 'Dm (UA%)‘

icJ

l
= [DnAY =D D (=)' [DnAY, .

t=1 IC.J;|I|=t
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O Lema 3.11 diz que

gh—m— "~ ge Zai < k,
|IDNAY| = ot (3.46)

1 se Zai>k.

i=1
_ © _ . o B
onde A = (aq,...,a,). Como Z a;” = ns — r e por hipétese r = ns — k + 1 segue que

k}ns—r—i—l>ns—r:Za§0).Logo,
j=1

DN Ag| = gt

Paratodot < r —ns+ k — 1 aequacgdo (3.42) implica que agi) +o4a? <k para cada . Se

t >r—mns+ kvale a(z) cee 4 a,(f) > k para cada ¢. Assim,
l
IDNGpl = [DNAY =Y D (=)' [DnAY,
t=1 ICJ;|I|=t
r—ns+k—1 l l l
_ Z (_1>t qkfnerrft + Z
t=0 t t=r—ns+k t
r—p(D) l
_ (_1)15 (qrfp(D)+1 t 1)
t=0 t
r—p(D) =1
= (¢—1) (—=1) g P
t=0 t

Agora como w, = [C N &(r)| e &(r) = U S, (r) temos que

o<i<n
v = 3T pne
I=1 B:$(B)=
[
— (_1)15 (qrfp(D)Jrl t 1)
t
n n = P(D) =1

n
pois pelo Lema 3.15 existem os(l,r) fragmentos G g tais que $H(B) = [. 0
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3.6 Interpolacao de Hermite Sobre Corpos Finitos e Construcoes
Explicitas

Nesta se¢do iremos construir explicitamente uma familia de cddigos MDS em relagao
a p-métrica no espaco de matrizes, consequentemente pelo que foi discutido na secdo ante-
rior teremos uma familia de distribui¢des 6timas. Iniciemos esta secdo com alguns conceitos,
propriedades e defini¢des.

Seja F,[z], onde ¢ = p° com p primo. Serd conveniente escrever

flx) = Z fixt, (3.47)

com coeficientes f; € F, et = deg(f)+1. Paraum polindmio f(z) dado definimos sua j-ésima

Hiperderivada &’ f € F[z] por

-+
|
—

i@ =3 '] e (3.48)
J

Il
=)

onde por definicio (;) = 0 quando j > i. A hiperderivada &’ € linear, ou seja, &’ (cf) = cd’(f)

ed(f+g)=00(f)+0(g) parac € F,e f,g € F,[z]. Pela férmula

O fifao fr="Y_ O[O fr...0"f,

ni,...,nt =0

ondeny +---+mn,=ne fi,..., f; € Flx] que pode ser encontrada em [7] Lema 6.47, pode-se
provar que
Iz —p) = (x —pB)™ (3.49)
J
para cada $ € F,. Agora, como B = {(:c - B k=0,...,t— 1} ¢ uma base do subespaco

t—1

de polindmios com grau até ¢t — 1, temos que f(z) = Z a;(x — B)7 e os a; sdo Gnicos; agora
=0

por (3.48) e (3.49) temos

t—1

O fx) = Y a;o'(x— By

=0
-1 j
=D (z—py~*
=0 k
assim OF f(B) = 0se k # j e O* f(B) = a; se k = j provando que

fla) =Y & f(B)(«—BY, (3.50)
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onde & f(3) denota o valor de & f(z) avaliado em 3 € F,. Se j < p a hiperderivada e a
j-ésima derivada usual fV)(z) sdo tais que,
' L 6)
Fflx) == (@). (3.51)
VE
Agora, vamos adicionar um ponto * a I, e consideremos F, U {*} com ¢ + 1 elementos. Para

um polindémio (3.47) escolhemos, por defini¢ao,

. 1 ose 0K i<t —1;
o f(s) = T J (3.52)
0 se j>t—1.

Ainda, se definirmos

fa)=a"f (i) = fi1+ froox 4+ + for'!

que chamaremos de polindmio reciproco de f(z), temos que
O f(x) = 0" f7(0).

Seja I, [z] C IF,4[x] o conjunto de todos os polindmios (3.47) de grau menor ou igual a
t € Ny. Entao IFZ [x] é um espago vetorial de dimenséo ¢ + 1 sobre F,. Consideremos agora o
seguinte problema de interpolacdo de Hermite: Encontre um polindmio f € IF; [x] satisfazendo

as seguintes equagoes
FrB)=a?, j=0,... . t;i—1, 1<i<l, (3.53)

onde os [ elementos distintos fy, ..., §; € F, U {*} que chamaremos de pontos de interpolacdo

sdo fixos, e os inteiros ¢; € N sdo dados, bem como os coeficientes agj ) cF,.
Proposicao 3.18 O problema de interpolacdo de Hermite possui as seguintes propriedades

i) O problema de interpolacdo de Hermite (3.53) possui uma tinica solugdo f € ]F’; [x], se

tid e+t =t

()

ii) O problema de interpolagdo de Hermite (3.53) com coeficientes a;”’ possui tinica solugdo

f =0noespago Fl[x], set; +--- +1; > t.

Demonstragao.
i) Suponha que todos os pontos de interpolagdo f3; estdo em F,, 1 < ¢ < [ e considere os
polindmios

t;i—1

ri(e) =Y aP (@ — By, 1<i<l. (3.54)
=0
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Pelas relacdes (3.49), (3.50) e (3.54), se as equagdes valem para f teremos
ti—1 ) t
Fla) =" aP (@ =8y + 3 P F(B) (@~ i)
=0 j=ti

concluimos que as equagdes em (3.53) sdo equivalentes as seguintes congruéncias em F[z]:
f(z) =ri(z) mod(x — )" 1<i<L (3.55)

Em (3.55) os polindmios (z — 3;)%, 1 < i < [ sdo co-primos. Portanto, o Teorema Chinés dos

Restos garante que as congruéncias em (3.55) possuem uma unica solu¢do f € F,[x] mddulo

!
g(x) = (H(x - Bi)ti>. Como o grau de g(x) é t; + --- + t;, existe uma Unica solu¢do
i=1
f € Fgulx]set =t; + -+ t;;. Agora suponha que um dos pontos de interpola¢do, digamos,

B, coincide com *. Entdo, utilizando (3.52),
f(z) = g(z) + ri(z), (3.56)

onde

t—1
ri(z) = Z al(])xj

J=t—t
e g(x) é um polindmio de grau menor que ¢ — ¢;. Substituindo (3.56) nas equagdes (3.53) temos
. A . t*t , ~ . . ~ .
que o polinémio g € Fy ![z] é solugdo do seguinte problema de interpola¢do de Hermite com

[ — 1 pontos de interpolacdo 3y, ..., Bj—1 € Fy:
PgB)=b", j=0,... -1, 1<i<I-1,

onde bgj) = agj) — &r(B;) ety + -+ t;_; =t — t;. Este problema possui uma tnica solu¢do
pela primeira parte desta demonstracao.
ii) Segue de i) pois podemos escolher inteiros ¢, € N, ¢, < t;, que satisfazem ¢} + --- + ¢; = t.
O

Assumiremos agora que ¢ > n — 1. Fixados n elementos distintos (y,...,0, €

[F, U {*} defina a seguinte transformago linear.

L5 Fylx] — Mat,, s(F,)
fx) — [0 £ (Bi)]-

Entdo para cada polindmio f € F,[z]| temos a matriz

Dos(f) = (... 0T € Mat,, (F,)
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consiste em n-linhas da seguinte forma

w(fi) = (0" f(B), ..., OF(By), f(B) € Mat14(F,), 1<i<n. (3.57)

Lema 3.19 Parat < nsaimagem T, (Fi[z]) C Mat,  (F,) do espago vetorial F'[x] C F[]

é um subespaco vetorial de dimensdo t.

Demonstragdo. Como I',, ; é linear, basta provar que I',, s : F"*[z] — Mat, s € injetora,
pois como F'[z] C F"[z], segue que a restricdo ', s : F'[z] — Mat, s é injetora e que
dim(T, o(F*[z])) = dim(F*[2]) = t. Com efeito, seja f € F;*[2] tal que I',, ,(f) = 0. Entdo
pela defini¢do de I',, ; concluimos que f € solu¢do do problema homogéneo de Hermite (3.53)

com/=n,t=nset; +---+1t, =s. Portantof = 0 pela Proposi¢ao 3.18. 0O

Teorema 3.20 Para cada inteiro 1 < k < ns, o subespago Ty, ((F[x]) C Maty, (Fy) é um

[ns, k]s-codigo MDS na p-métrica.
Demonstragdo. Provaremos que, p (I';, s f) > ns — k + 1 para f # 0. Com efeito, suponha o

contrério, ou seja, que existe f # 0, f € Fr[z] tal que, p(T', s(f(2))) < ns — k. Ou seja,
p(Tosf) = plw) + -+ pwi”) < ns — k. (3.58)
Dai, concluimos que ao minimo para um dos indices temos a desigualdade estrita
p(w;’) <s (3.59)

Sem perda de generalidade assumiremos que (3.59) é valida parat = 1,...,lcom ! > le
p(wgf)) =gsparat =1+ 1,...,n. Definat; = s — p(w?)) € N. Pela defini¢do de I',, 5, (3.57)
e (3.59) temos que o polindmio f € ]F’; [x] € solu¢do do seguinte problema de interpolaco

homogéneo de Hermite
FEB)=0, j=0,....t;—1, 1<i<lL

Assim sendo, temos ¢y +- - - +t; = ns — p(I',, s f). Portanto , ¢, +- - -+, > k e pela Proposigao
3.18, f = 0, que é uma contradicdo. Donde p(I',, sf) > ns — k + 1 para f # 0 e portanto,
Ly, o(Ff[2]) € um [ns, k]s-c6digo MDS. O

Agora com este Teorema temos uma classe abrangente de [ns, k|s-codigos lineares
MDS na p-métrica para valores quaisquer dos pardmetros n, k e s. Consequentemente temos
uma classe de [ns, k|,-distribui¢des lineares 6timas, bastando apenas introduzir a transformagéo

linear v, , : Fy[z] — Q"(¢°) definida por

Yosf =X = (21,...,1,)" € Q"(¢*), (3.60)
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onde as coordenadas x; de X sdo dadas por

S

zi= Y (B (3.61)

j=1

3.7 Projecoes de Codigos MDS

Esta se¢do tem como objetivo mostrar que em certas condi¢des quando se tem dado um
cédigo MDS C' € Mat,, ;(A) pode-se obter um cédigo MDS C" € Mat,, +(A). Seguiremos
como referéncia principal [5].

Diremos que um cédigo C' C Mat,, s(A) é projetado em Mat, ¢(A) com n' < n
e s < s quando cada uma das matrizes ) no cédigo C' C Mat, ((A) é “transformada”em

uma matriz em Mat,, ¢ (A) formada pelas 1,...,n' primeiras linhase s — s’ + 1, ..., s dltimas

colunas de €). Assim, se {2 € C € escrita na forma de blocos

Q(];) Q(Q)
0= n/,s—s’ n',s’
Q 3 / / 9(4) N,

onde Q,(f)] ¢ uma submatriz de ordem & X j, entdo a projecdo de €2 em Mat,  ¢(.A) é a matriz
Q(Q)

n’,s'*

Exemplo 3.21 A matriz,
1 00

X=10 1 0| € Matss(Fs)
011
é projetada em Mats (F5) e em Maty 5 (Fy) nas matrizes A% e A® respectivamente.
0
AL — | g 40 —
1

Denotaremos por 7 a projecdo em Mat,, ¢ (.A), onde n's’ > k.

Lema 3.22 Seja A um alfabeto com q elementos se C' é um cdédigo MDS em Mat,, s(A) com
q" elementos, entdo o cédigo (C) em Mat,; ¢ (A), onde s' < s, n' < nes'n >k possui 7
elementos distintos. Isto é, a projecdo 7 restrita a C' € injetiva.

Demonstragdo. Denotaremos por p,, s € p..¢ as p-métricas em Mat, s(A) e Mat, ¢ (A), res-

pectivamente. Sejam 2, ' € Mat, ;(.A) entdo,

pus( Q) < pura(T(Q), 7)) + (s — )’ + s(n — )
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= P (m(Q),7(Q)) + sn—s'n'.

Assuma agora €, )’ € Mat,, ;(A) N C tais que 7(€2) = 7(€?'). Entao,

Pns(Q, Q) < sn—s'n' <ns—k.

Como C' € c6digo MDS temos que p,, 5(€2, ") = 0, donde 2 = €', ou seja, 7 € injetiva.
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Teorema 3.23 Seja C C Mat,, (A) um cédigo MDS com ¢~ elementos, suponha que s' < s,

n’ < neques'n' > k. Entdo a projecdo de C' em Mat,, (A) também é um cédigo MDS.

Demonstragdo. Seja §2 € C. Pelo Lema 3.22 temos |7(C')| = |C|. Como C' é MDS temos

Pn,s(Q2) = prs(wr) + -+ prs(wn) = ns —k+ 1.

Vamos dividir a demonstracdao em trés casos.

Casoa) Ses=s"en’ <n.

P s(T(2) = prs(wr) + -+ prs(wn)
= prs(wi) + - 4 prolwn) = prs(wnia) =+ = prs(wn)
= pn,S(Q> - pl,S(wn’+1> - pl,S(wn)
> ns—k+1—s(n—n)
= n's—k+1
Casob) Ses < s'en=n'.
prs(wi) = (s =) se prs(wi) = (s — )
P1,s’ (WZ) = ,
0= pl,s(wi) - pl,s(wi) se pl,s(wi) < (S - )
Sem perda de generalidade, suponha que a segunda relacdo vale para as linhas? = 1,... 1
e a primeira para as linhas 2 = [ 4+ 1,...,n. Entdo
l n
P (T(Q) = D (prs(wi) = pro(@i)) + D [prs(wi) = (s — )]
i=1 i=1+1
= pns(Q) = prs(wr) =+ = prs(w) — (n =) (s — &)
> ns—k+1—prs(w) = —prs(w) — (n=10(s— )
!
= ns —k+1+I(s—5)— Zpljs(wi)
i=1
> ns' —k+1.

pois, p1s(w;) < s— s parai =1,...,1L.
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Casoc) Ses’' <sen' <n.
Este caso segue dos anteriores, pois a projecao correspondente € a composi¢ao das projecdes

m : Mat,, s(A) — Mat,s s(A) e mo : Mat,, s(A) — Mat, o (A).
[

Coroldrio 3.24 Seja C C A™ um cédigo MDS na métrica de Hamming com ¢~ elementos,
suponha que k < n' < n, entdo a projecdo w(C') em A" também é um codigo MDS na métrica

de Hamming.

Demonstragdo. Segue do fato que um cédigo MDS na métrica de Hamming € simplesmente um
cédigo MDS na p,, ,-métrica com s = 1 e entdo, pelo Teorema 3.23, 7(C') € MDS com respeito

a py »-métrica com s’ = 1, ou seja, 7(C') ¢ MDS na métrica de Hamming. 0O

3.8 Existéncia de Codigos MDS sobre Z,

Utilizaremos o Teorema Chinés do Resto para construir cédigos MDS e mostrar quando
tais codigos podem existir. Assumiremos que tais cédigos sdo lineares em Mat,, s(Z,). Seja q

um inteiro maior que 1 onde
t
q= Hpm
i=1

com p; primo e p; # p; se i # j. Sendo C; cédigos em Mat,, s(Z,,) definiremos o cédigo C' por
C=CRT(Cy,---,C) ={c€Zy;: cmod(p;) € C;Vi}. (3.62)

Assim definido, C' equivale ao conjunto {¥~(vy,...,v;) : v; € C;}, para o isomor-
fismo de grupos V¥ : Mat,, s(Z,,)Xx...x Mat,, s(Z,,) = Mat, s(Z,), ¥(v) = (V1(v), ..., V(v))
com Wy (v) = Wy(vy,...,v) = (v mod(k),...,v; mod(k)). Resumindo C' é obtido aplicando
o Teorema Chinés dos Restos coordenada a coordenada em todos os elementos de C; x Cy X

"‘XCt.

Lema 3.25 Seja C = CRT(C4,...,Cy;) onde C4, ..., Cy sdo codigos sobre Mat,, s(Z,,), res-
pectivamente, entao

Cl =[G |Cs|--- ||

e ainda vale p(C') > min {p(C;)}.
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Demonstragdo. A cardinalidade segue imediatamente pois ¥ é um isomorfismo de grupos entre
CeCix---xCy. Agorasejav € C com p(v) < p(C;) paratodos os i, 1 < i < ¢, 0 que implica
que p(v mod(p;)) < p(C;) para todo i. Logo v mod(p;) = 0 para todo i, o que é impossivel no

caso em que v # 0 pois ¥ ¢ isomorfismo, donde v = 0 e, portanto, p(C) > min {p(C;)}.

Lema 3.26 Sejam C4,...,C; cédigos MDS em relagdo a p-métrica em Z,, com |C;| = (p:)"

entdo C = CRT(Cy,...,Cy) éum cédigo MDS sobre 7, em relacdo a p-métrica com |C| = q*.

Demonstragdo. Segue do Lema 3.25 pois para a cardinalidade temos,

t

Cl = lCi]Cf 1G] = [ [ )"

t . i=1
= (H pi) = qk-
i=1

Como p(C') > min {p(C;)} entdo p(C) > ns — k + 1, ou seja, p(C') = ns — k + 1 provando
que C' € um cédigo MDS em relagido a p-métrica. 0

t
Teorema 3.27 Existem cédigos MDS em Mat,, s(Z,) para q¢ > 2 com q = H Di, onde p;’s sdo
i=1
primos distintos.

Demonstragdo. O resultado segue do Lema 3.26. 0O



Capitulo 4

Codigos Posets

Neste Capitulo trabalharemos com cddigos posets a fim de demonstrar resultados
andlogos, porém mais gerais aos resultados obtidos no capitulo anterior. Seguiremos como

referéncia principal [5].

4.1 Conjuntos Parcialmente Ordenados (Posets)

Inicialmente faremos uma breve discussdo sobre conjuntos parcialmente ordenados

(Posets).

Definicao 4.1 Uma relacdo de ordem parcial em um conjunto X é uma relagdo bindria =<

satisfazendo, para todo x,y,z € X:
i) v = x;
ii) Sex Xyey X xentdo, x = y;
iii) Sex < yey X zentdo, r X z.

Dizemos que a relagdao < é de ordem total se, quaisquer dois elementos do conjunto X sobre o

qual < estd definida sdo comparaveis, isto €, z < y ou y =< x paratodos x,y € X.

Definicao 4.2 Se < é uma relacdo de ordem parcial em um conjunto X, chamamos o par

P = (X, <) de poset.

Exemplo 4.3 O conjunto [n] := {1,2,...,n}, coma relagdo de divisibilidade'|’, x|y <= y =

kx k € Z formam um poset P = ([n], |).

65
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Definicao 4.4 Dados x,y,z € X, dizemos que y cobre v sex X yesexr = z X yentdo, r =y

ouxr =2z
Definicao 4.5 Seja (X, =) um poset.
i) Um elemento x € X ¢é dito elemento maximal se ndo existe y € X — {x} tal que v < y;
ii) Um elemento x € X é dito elemento minimal se ndo existe y € X — {x} tal que y < z;
iit) Um elemento x € X é dito mdximo(minimo) se, y < x(x = y) para todoy € X.

Vamos denotar por M (1) o conjunto de todos os elementos maximais de um subcon-

junto [ C P.

Definicao 4.6 Um subconjunto I de um poset P é dito um ideal se x € I e y < x implica que

y el

Definicao 4.7 Sejam P, = (X, =X1) e Py = (X, <1) dois posets. Temos que P; C Py se, dados

T1,To cOM T =1 T temos que r1 <o To.

Uma representacdo grafica dos posets, quando X ¢é finito, é dado pelo Diagrama de
Hasse. Dado um poset finito (X, <), os elementos de X sdo representados por vértices e as
relacdes dos elementos por arestas, convencionando que um elemento x € X estd abaixo de

y € X se, e somente se, y cobre x.
Exemplo 4.8 Seja N = ([4], X) o poset definido sobre {1,2,3,4} e com ordem
=={1=<1,2=<2,3=<34=<4,1=<3,2=<3,2=<4}

possui diagrama de Hasse dado por

Definicao 4.9 Um poset P, definido sobre [n], com relagdo de ordem parcial < formada apenas
pelas relagoes reflexivas dos elementos é dito poset anticadeia ou poset de Hamming e serd

denotado por H,,. Este poset possui diagrama de Hasse dado por
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Defini¢ao 4.10 Seja n € N. O poset LL,,, definido sobre [n] com ordem total “<”, é dito linear

ou cadeia. Este poset possui diagrama de Hasse dado por

n-1

Definicao 4.11 O poset Niederreiter-Rosembloon-Tsfasman (NRT) é definido com a unido

disjunta de posets totalmente ordenados de mesmo comprimento. Este poset possui diagrama

de Hasse dado por:
(m-1)n+1 (m-1)n+2 mn-1 mn
(m-2)n+1 (m-2)n+2 (m-1)n-1 (m-1)n
n+1 n+2 2n-1 2n
1 2 n-1 n
Seja P = ([n], <) um poset finito de n elementos. Sempre podemos fixar uma
numeracdo dos elementos de P, digamos, 1, o, . . ., x,; esta numera¢ao fornece uma bije¢ao

com [n] e podemos supor, sem perda de generalidade, que P = ([n], <). Dado um corpo F,,
veremos a seguir que a ordem parcial em [n] induz uma métrica em .

Sejam P = ([n], <) um poset e [, um corpo. O conjunto [n] e as coordenadas de
r € [} estdo em correspondéncia biunivoca através da fungdo f dada por f (i) = ;. Devido

este fato vamos definir a seguir o P’-peso de um elemento em Fg.

Defini¢iio 4.12 O P-peso de um elemento x € F; ¢ a cardinalidade do ideal de P gerado pelo

suporte de x. Ou seja,

we(x) = [{supp(z))]

onde supp(x) := {1 : x; # 0}.
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Exemplo 4.13 Seja x = (1,0,1,0) € F3, considere o poset de Hamming H, e o poset N do
Exemplo 4.8 sobre [4]. Entdo,

we, ((1,0,1,0)) = [(supp(@))e| = |1, 3)m, | = {1,3}] = 2.
WN ((1707 1a0>) = |<supp(x)>N| = |<173>N| = |{1’273}| = 3.

Note que (supp(z))m = supp(x), ou seja, quando o poset considerado é o poset de Hamming

entdo o H-peso e o peso de Hamming equivalem.

Definicao 4.14 Defina a P-distdncia por

dp : F* x F* — N,
(z,y) — wp(z —y)

Teorema 4.15 Se P = ([n], <) é um poset, entdo a P-distancia é uma métrica em 7.

Demonstragdo. Sejam x,y,z € Fj. Para mostrar a positividade, observe que a desigualdade
dp(z,y) > 0 ¢é vilida pois, por definicdo a cardinalidade de um conjunto é sempre positiva,
e essa € zero somente quando z; = y;, Vi. A simetria segue do fato que supp(x — y) =

supp(y — x), portanto,
d[[»(l', y) = dIP’(yu (L’)
Agora,
dp(z,y) =wp(z —y) < wp(r —2)+wp(z —y)

= dIP('ru Z) + dIP(’Zv y)u
pois supp(z + y) C supp(x) U supp(y) e dai

wp(xr +y) < [(supp(x))e U (supp(y))e|
< [(supp(x))e| + [(supp(y))e|

= wp(x) + wp(y).

4.2 Codigos Posets

Definicao 4.16 O par ordenado (IFZ, dp) é chamado de um espaco poset ou P-espaco. Um
subconjunto do espago métrico (I}, dp) é chamado Cédigo poset. Se C' C Fyy é um subespago

vetorial de dimensdo k entdo, C' é um |n, k] P-cddigo linear.
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Definicao 4.17 Sejam x € F} e r um inteiro positivo. Definimos:

i) A P-bola de centro em x e raio r como sendo o conjunto
By(x,r) :={y € Fy : dp(,y) <71}
ii) A P-esfera de centro em x e raio r como sendo o conjunto

Se(x,r) = {y € Fy - dp(x,y) =1} .

Lema 4.18 O niimero de vetores em ¥ cuja distancia ao vetor nulo é exatamente i, € igual a

1 se 1=0

¢ o 4.1)
D (q—=1Yq779,(i) se i>0

7j=1

onde Q;(i) é o niimero de ideais de P com cardinalidade i possuindo exatamente j elementos

maximais.

Demonstracdo. Se i = 0 entdo, Sp(0,0) = {0} e entdo |Sp(0,0)| = 1. Suponha que i > 1.
Se z € Sp(0, 1) entdo wp(x) = 1, ou seja, o ideal gerado pelo suporte de = possui i elementos.
Portanto, sendo I um ideal de PP tal que |I| = 7, devemos encontrar quantos vetores y € [}
satisfazem (supp(y)) = I. Supondo que |M(I)| = j, temos que 1 < j < i. Daf como
y=(y1,...,Yn), se ys étal que s € M(I) segue que ys; # 0. Logo existem (¢ — 1) escolhas
para y, e portanto (¢ — 1)7 escolhas para as posi¢des coordenadas de y € [, indexadas pelos
elementos maximais de /. Para as posi¢des coordenadas de y € [ indexadas pelos elementos
do conjunto I — M (I) temos ¢'~7 escolhas. Como as demais coordenadas sdo nulas, temos
(¢ — 1)7¢"~ vetores de y € F} tais que (supp(y)) = I. Ainda como temos €;(i) ideais de P
com cardinalidade 7 e possuindo j elementos maximais, teremos

i

Sp(0,1) =Y (g —1)/¢ 79 (i).

j=1
|
Do fato de dp(z,y) = dp(0,2 — y), para todos =,y € Fy, temos que o nimero de

elementos na P-bola de raio r ndo depende do centro e este nimero é:

1+ Z > (g —=1Yq779;(i). (4.2)
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4.3 Codigos Posets Perfeitos

Seja P um poset com elementos {1,2,...,n} e seja C' um cédigo em [y, onde as
posi¢des coordenadas sdo indexadas pelos elementos de P. Entdao C' € um P-cédigo perfeito se
existe um inteiro r tal que as P-bolas de raio r com centro nas palavras cédigos de C' sdo duas
a duas disjuntas e a sua unido € todo Fy.

O préximo teorema nos dd uma caracterizacao dos posets P-perfeitos no caso em que
P € um poset do tipo cadeia. Na demonstracao do teorema usaremos um resultado que nos d4 a
cardinalidade de uma P-bola no caso em que [P € do tipo cadeia. Neste trabalho enunciaremos

este resultado como o seguinte lema.

Lema 4.19 Seja P um poset do tipo cadeia. Entdo, cada P-bola de raio r possui cardinalidade

r

q.

Demonstragdo. Pela Equagao (4.2) temos que o nimero de elementos em uma P-bola de raio r

para um poset P qualquer é dado por

que pode ser escrito como
L+ ) (= 1)g ") + (g — 1)°¢ Qi) + - + (g — 1)'Qu(i).
=1

Porém (1) = 1 e Q;(7) = 0se j > 2, se P é um poset do tipo cadeia. Logo,

r

Be(0,7)] = 1+ (¢ 1))+ (g — 1)%¢ > Q(i) + - + (¢ — 1)’ (i)

=1

Como o niimero de elementos em uma P-bola ndo depende do centro escolhido temos o resul-

tado desejado. 0O

Teorema 4.20 Seja P um poset com elementos {1,2,...,n} onde 1 <= 2 <X --- < n e seja

C um codigo em Fy. Entdo C é um P-cddigo perfeito se, e somente se, existe um inteiro
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k, com 0 < k < n, tal que |C| = ¢* e o conjunto de todos os vetores (T _ji1, ..., )
tais que (T1,%2, ..., Tpn_k,Tn_ki1,---,Tn) € C para algum (x1,x9,...,, T, k) € Fg_k é
igual a IF’;. Em particular, o codigo linear Cy de dimensdo k consistindo de todos os vetores
(0,...,0,Gp_gs1,---,0,) € [y, das quais as n — k primeiras coordenadas sdo nulas, é um

P-codigo perfeito com P-distancia minima igual an — k + 1.

Demonstragao.

=) Assuma que C' é um P-cédigo perfeito. Seja r um inteiro tal que as P-bolas de raio r sobre
as palavras cddigos de C' s@o duas a duas disjuntas e sua unido € F7. Pelo Lema 4.19 as P-bolas
de raio r possuem cardinalidade ¢" e entdo |C| = ¢"". Sejay = (y1, . . .,¥,) um vetor em [F}.
Entdo existe uma (Gnica) palavra cdigo c tal que y € Bp(c;7) e entdo a palavra codigo ¢ é da
formac = (¢1,...,¢,Yrs1, - - -, Yn). Donde C possui a forma dada no teorema com k = n — r.

<) Temos que pelas defini¢des estes cédigos possuem cardinalidade ¢* e P-distdncia minima

n — k + 1. Cada vetor (yi,...,y,) € [ estd contido na IP-bola de raio n — k sobre alguma
palavra c6digo da forma (x1, ..., Zn_k, Yn—k+1, - - -, Yn), porém ndo estd contida na P-bola de
raio n — k + 1 sobre qualquer outra palavra c6digo. Donde C', é um P-cédigo perfeito. 0

Nosso interesse agora € classificar os P-codigos perfeitos no caso em que P € um poset

formado pela unido de duas cadeias distintas de mesmo tamanho.

Teorema 4.21 Seja n = 2l um niimero inteiro par maior que zero. Seja P o poset consistindo
de duas cadeias disjuntas N e N' de mesmo tamanho . Entdo os uinicos P-cédigos perfeitos

em IFy sdo C = e C = {x} para qualquer x € T

Demonstragdo. Claramente C' = Fy e C' = {x} sdo P-c6digos perfeitos. Vamos mostrar agora
que ndo existe outro P-cédigo perfeito. Seja N := {1,2,...,(},onde 1 <2 < -.- <[, e
N = {1,2...)I'},onde 1" < 2 < ... < ['. Suponha que existe C' C [y que € um P-
codigo perfeito e 1 < |C| < ¢*. Se r é o inteiro tal que as P-bolas de raio r e centros nas
palavras cédigo de C' sdo duas a duas disjuntas e cobrem Fgl entdo, 1 < r < 2/ — 1. Primeiro
assuma que r > . Sejax = (z1,...,2, 21, ..., 2¢)s Yy = (Y1, -, Y, Y1/, - - ., yrr) dois vetores
quaisquer em Fgl. Entéo o vetor (z1,...,2;, Y1, ..., yr) € Bp(z;r) N Bp(y;r). Em particular
as P-bolas de raio r sobre quaisquer duas palavras interceptam-se contradizendo o fato de C'
ser perfeito. Vamos calcular primeiro a cardinalidade das [P-bolas de raio r. Seja 7 um inteiro
tal que 1 < ¢ < [. Por (4.2) o niimero de vetores que estao a uma distancia ¢ de um vetor fixo

-
xEIqu

a = 2(q—1)¢" "+ (i—1)(¢—1)%¢?
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= (= D¢ ?[(i+1g—i+1].

n
Logo, para cada vetor z € Fy temos que

|Bp(x;r)| =1+ Zai

=1

e assim, por inducdo temos
|Bp(z;r)| =q" ' [r(g—1) +q]

e como C ¢ perfeito, ¢* = |C||Bp(x;7)|. Logo existe um inteiro j tal que 7(q — 1) + ¢ = ¢/
entao,

| Bp(;7r)| = ¢

Além disso,

e como r > 1 temos j > 2. Entdo,
r=ql+q+...+¢H=2(G-1) >

Temos

’C| _ q2l—r—j+1 _ q2(l—7’)+r—(j—1)

e como r > j — 1 temos que

|C| Z q2(l—r)'

Pelo principio da casa dos pombos, existem duas palavras codigo z = (z1,..., 2, Ty, ..., Ty)
ey=(y1,---,Y,Yv,-..,yr) distintas tais que x; = y; e xy = yy, parai =r+1,...,l. Como
o vetor (1, ...,x, Y1, ..., yr) € Bp(z;7r) N Bp(y; r), as P-bolas de raio r sobre as palavras

codigo x e y interceptam-se. Contradizendo novamente o fato de C' ser P-perfeito. 0

Definicao 4.22 Seja P um poset em [n]. Vamos denotar por Z(IP) o conjunto dos ideais de P e

por I"(IP) o conjunto dos ideais de P que possuem cardinalidade 7.
Proposicao 4.23 Com as notacoes da Definigdo 4.22, segue-se que
i) Se0<s<r<nel €T (P),entdo existe J € IT°(P) tal que J C I;

ii) Se0<r<s<nel €T (P),entdo existe J € T*(P) tal que I C J.



Codigos MDS em Meétricas Posets 73

Demonstracdo.

i) Basta considerarmos o caso em que s = r — 1, pois se s = r — t, realizando o processo
da demonstracio ¢t — 1 vezes teremos o resultado desejado. Se s = r — 1, seja j um elemento
maximal de /. Note que J = I — {j} é um ideal de P ja que / é um ideal e retiramos apenas
um elemento maximal de /. Portanto J C [ com |J| =7 — 1.

ii) Novamente basta considerarmos o caso em que s = r + 1, pois se s = r + t, realizando o
processo da demonstragdo t — 1 vezes que teremos o resultado desejado. Se s = r + 1, seja
j € I° =P — I um elemento minimal. Defina J = I U {j} e assim definido J é um ideal em
P. De fato, dados z € Pey € Jcomx <Xy,sey € [,entdo x € [ pois [ é umidealesey = j
com z < y, entdo x ¢ I°, pois j é minimal de /°. Logo x € I. Portanto J é um ideal de IP e

além disso I C Jcom |J| =1 + 1. 0

Definicao 4.24 Dado um poset P definimos o poset dual de P como sendo o poset P* tal que P

e P* estdo definidos sobre o mesmo conjunto e
r<yemP <y < xemP".

Lema 4.25 Sejam P um poset em [n] e P* seu poset dual. Entdo os ideais de P* sdo precisa-

mente os complementares dos ideais de P. Isto é, Z(P*) := {I°: I € Z(P)}.

Demonstracdo. Dado um ideal / de P, mostraremos que /¢ é um ideal de P*. De fato, seja
x € I°ey € P* tais que y < x. Pela defini¢do de P* temos que = < y em P donde, y ¢ I do
contrario « € I. Assim, y € /¢ provando que /¢ € Z(P*).
Deste modo, para um ideal / € Z(P*) temos que o ideal I¢ € Z((P*)*) = Z(P),
portanto, I € o complementar de um ideal de P. 0O
Os dois proximos resultados aparecerao nas demonstragoes de alguns dos resultados

mais importantes deste capitulo.

Lema 4.26 Para um conjunto finito A e um subconjunto C de A temos

—_1)I4l — A-
Z (_1)|B| _ (—1) se C = A;
CCBCA 0 se C# A.
Demonstracéo. No caso em que C' = A teremos apenas uma parcela na soma, a saber, B = A,

entdo temos que

PORCIRECE]

CCBCA
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Agora se C' # A, temos que B = B'UC onde B C A'; A’ = A — C. Assim

S (= (=) (-1

CCBCA BICA’
porém,
|4 [A] ‘A/‘
DENEI=S L > (D =) ()" =0
B/CA’ k=0 \ B'CA";|B'|=k k=0 k

provando que

> (pF=o.

CCBCA

Proposicao 4.27 (Férmula da Inversdo de Mobius). Sejam X um conjunto finito, P(X) o
conjunto dos subconjuntos de X e considere f, g fun¢des de P(X) em um anel A. Entdo
f(A)=) g(B) (ACX)
BCA

se, e somente se,

g(A) =Y (- PIE(B) (A CX).

BCA
Demonstragdo. Para a implicacdo
f(A) =) 9(B) (ACX)=g(A)=) (-)*PfB) (ACX)
BCA BCA

veja [15]. Mostraremos aqui a reciproca.

Suponha que g(A) = EBQA(—l)W_'B'f(B) (A C X). Entdo pelo Lema 4.26

temos que
SgB) = >3 (-
BCA BCACCB
= Z(—lr'c'( > <—1>'B'> J(O) + (~)M(=1) f(4)
CCA CCBCA
= f(A).
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4.4 Codigos Posets MDS e Codigos I-Perfeitos

Proposicao 4.28 (Limitante de Singleton para cédigos posets). Sejam P um poset em [n] e
C(C Fy) um P-cédigo. Entdo

Demonstragdo. Escolha duas palavras cédigo z,y € C tais que, dp(z,y) = dp(C'). Sendo I o

ideal gerado por supp(x — y) temos que

|supp(z — y)| = [I| = de(c).

Pela Proposi¢do 4.23 existe um ideal J de cardinalidade dp(C') — 1 que estd contido em . Duas
palavras cédigos de C' nunca coincidem em todos os pontos fora de J, pois caso contrdrio sua
distancia seria menor do que a distdncia minima de C'. Isto prova que existe uma fun¢do injetiva
de C' para IFZ’*dP(C)H e dai, vale o resultado. 0O

A funcdo f da proposi¢ao pode ser definida ordenando os indices das coordenadas dos

elementos de C' sem perda de generalidade de modo que,

. n—dp(C)+1
fC— Tl

(X1, ..y Tp) —> (21, ... ,:Un_dMC)H).
Corolario 4.29 Seja C um [n, k], P-cédigo. Entdo
dp(C) <n—Fk+1. (4.3)

Defini¢iio 4.30 Seja P um poset em [n|. Um cddigo linear C' sobre Fy é dito P-cddigo de
Maximun distance separable (ou P-codigo MDS) se este atinge a identidade de Singleton. Con-

sequentemente um [n, k|, P-cédigo é MDS se, e somente se, dp(C') =n — k + 1.

Defini¢iio 4.31 Sejam P um poset em [n), I um ideal de P. Para u € ¥} definimos a I-bola

(respectivamente, I-esfera) com centro em u como o conjunto:
Bi(u):={v e Iy o (supp(u —v)) C I}.

Si(u) :={v eF; : (supp(u—wv)) =1I}.

A I-bola (respectivamente, I-esfera) centrada na origem é denotada por By (Sy).

Proposicao 4.32 Sejam P um poset em [n] e I um ideal de P. Entdo
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i) Br é um subespago de ¥y de dimensdo |I|;
ii) Parau € Fy, Br(u) € a classe lateral de B contendo u, isto é Br(u) = u + By;

iii) Parau,v € F} duas I-bolas B;(u) e Bj(v) sdo idénticas ou disjuntas. Além disso,

Bi(u) = Bi(v) <= supp(u —v) C I;

iv) O espago Iy é particionado em I-bolas.
Demonstragao.
i) Sejam, u, v dois vetores em B isto é, (supp(u)) C I e (supp(v)) C I. Assim,
(supp(u +v)) € (supp(u)) U (supp(v)) CTUIT =1

entdo u + v € B;. Sejam u € By e a € F,. Entdo € claro que au € By, e isto
prova que B € subespago de ;. Claramente {¢;}, ., forma uma base para B;, onde

e; =(0,...,1,...,0) com 1 na i-ésima coordenada.

ii) Se v € By(u) entdo (supp(u —v)) C I. Dal,u —v € Biev=u+ (v—u) € u+ By.
Agora para w € By, (supp(u — (u+ w))) = (supp(—w)) = (supp(w)) € I entdo,
u+w € Br(u), e isto prova que By(u) = u + Bj.

Os itens ii7) e iv) sao safisfeitos por 7).
U

Definicao 4.33 Sejam P um poset em [n| e I um ideal de P. Um P-cédigo linear C sobre F de
tamanho n é dito I-perfeito se as I-bolas de centro nas palavras codigos de C' sdo duas a duas

disjuntas e sua unido € todo o Fy.

Propriedade 4.34 Se C é um [n, k|, cédigo poset e C é I-perfeito entdo o ideal I possui car-
dinalidade n — k.

Demonstracdo. De fato, temos que

q

Donde,

I =q"" O
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Propriedade 4.35 A P-bola de raio r pode ser representada em forma de [-bolas do seguinte

n
modo, para u € [y

Bp(u)= | Bre(u).

Iezr(P)
Demonstragdo. Seja v € B, p(u) entdo por defini¢do dp(u,v) = |(supp(u —v))| < r. Pela
Proposicao 4.23 existe um ideal I € Z"(IP) tal que (supp(u—wv)) C I provando que v € By p(u).

Portanto,

c |J Brpu

1T (P)

Por outro lado, se v € U By p(u) existe I € Z"(P) tal que v € By p(u) e entdo por
1ezr(P)
defini¢do (supp(u — v)) C I implicando que |(supp(u — v))| < |I| = r donde v € B, p(u).

Portanto,

U Bie(w) € B.p(u).

IeT (P)

Assim vale a igualdade. 0O

Lema 4.36 Sejam P um poset em [n| e u, v dois vetores em [Fy. Entdo u,v pertencem a mesma

(( »»

I-bola para algum I de cardinalidade se, e somente se, dp(u,v) < s.

Demonstrag¢do. Sejam [ um ideal de P, com |I| = s, e u,v € B;. Temos que u — v € By, pois

B; € um subespaco de F. Assim
(supp(u —v)) C I = dp(u,v) = [{supp(u —v))| < |I| = s.

Reciprocamente, dp(u,v) < s se, e somente se, |(supp(u —v))| < s. Agora como
(supp(u — v)) é o menor ideal de [P contendo supp(u — v), assim, pela Proposi¢do 4.23 existe

um ideal J C Ptal que |J| = s e (supp(u — v)) C J. Portanto, v € B, (u). 0

Teorema 4.37 Sejam P um poset em [n| e C um [n, k|, P-cédigo. Entdo C é um P-cédigo MDS

se, e somente se, C' é um P-cédigo I-perfeito para todo I € T *(P).

Demonstracdo. Seja C'um P-c6digo MDS de dimensao k. Entdo dp(C') = n—k+1. Escolha um
ideal qualquer I com cardinalidade n — k. Pela Proposi¢do 4.32 iv), F pode ser particionado
em [-bolas. O niimero de I-bolas nesta particio é ¢" 1/l = ¢* = |C|. Agora pelo fato de
dp(u,v) =2 n—k+1>|I|, Vu,v € C, temos pela Proposi¢ao 4.32 m) que By(u)NBr(v) = 0.

Entao, U By(u) é uma unido disjunta que contém |C| ¢! = ¢*¢" % = ¢" elementos, ou seja,
ueC’
U B (u , e logo C' é [-perfeito.

ueC
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Suponha agora que C' é [-perfeito para todo ideal I de cardinalidade n — k. Suponha
que existem duas palavras cédigo distintas u, v € C tais que dp(C') < n — k. Pelo Lema 4.36
u € v estdo na mesma J-bola para algum ideal J de cardinalidade < n — k. Pela Proposicao
4.23 existe um ideal / de cardinalidade n — k que contém J. Entdo u, v estdo na mesma /-bola.
Assim C ndo podera ser [-perfeito, isto €, uma contradi¢do. O que prova que, dp(C) > n — k
e juntamente com Limitante de Singleton para posets temos dp(C') = n — k + 1 ou seja, C' é

MDS. O

4.5 Distribuicao de Pesos de um Cadigo Poset

Seja P um poset em [n] e C'um P-c6digo de tamanho n sobre IF,,. O nimero de palavras

codigo de IP-peso r € denotado por A, p(C') isto €&,

A p(C) = Hue Ctalque wp(u) =r}|
= |S.pNCI.

Dizemos que o conjunto { Ao p, A1 p, ..., A, p} € 0 conjunto de distribui¢do de P-pesos de C'.

Proposicao 4.38 Sejam P um poset em [n] e C um [n, k|, P-cédigo MDS. Entdo para um ideal

I'de P eu € Fy, o nimero de palavras cddigo de C' na I-bola By (u) € dado por

gk se I >n—k,

Ooul se |[I|<n—k

|Br(u) N C| =

Demonstragdo. Seja I um ideal de P com cardinalidade s. Se s < n — k entdo pelo Lema 4.36
toda /-bola centrada na origem ndo contém palavras cédigos de C, exceto a palavra cédigo
nula.Como B;(u) = u + By, temos que By(u) contém uma palavra cédigo se u € C ou By(u)
ndo contém palavra cédigo de C'se u ¢ C. Se s = n — k, pelo Teorema 4.37, toda [-bola
contém uma Unica palavra cédigo de C'. Agora assuma que s > n — k. Pela Proposi¢do 4.23,
I contém um ideal J, de cardinalidade n — k. Como B é um subespaco de 5B; de codimensao
|| — |.J], o nimero de classes de B; em B; é ¢/I=/I. Fixado u € F?, a I-bola B;(u) contém
¢"I=11 classes de B e, como C é .J-perfeito, segue do Teorema 4.37 que cada classe de B

contém exatamente uma palavra cédigo de C' e, portanto, que B;(u) contém ¢//I="+*

palavras
codigo de C. 0O
Dado um ideal / C [P onde IP é um poset denotaremos por /5, o conjunto I — M (),

ou seja, os elementos de I que ndo sdo maximais. Seja J(I) := {J: Iy € J C I} assim
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definido temos que J(I) C Z(P). Seja agora, x(E|—) : Fy — {0, 1} a fungdo indicadora de

um subconjunto dado E de [y, isto €,

1 sex € F

X(Elz) = :
0 sex ¢ FE

Para qualquer subconjunto A de um poset P e para qualquer vetor u € F”, definimos os sub-

conjuntos Bav(u) e Sav(u) de Fy por,
Bav(u) := {v €y : supp(u —v) C A}
Sav(u) :={v e F} : supp(u —v) = A} .

Lema 4.39 Sejam A um subconjunto de um poset P e I um ideal de P. Entdo temos,

i)
X(Savle) = Y (=) (Bpvla);
ECA
ii)
x(Silr) = 3 (=) (Bya).
JeJI)
Demonstracdo.

i) Por defini¢do temos que

X(Bav|z) =) x(Spv|o).

ECA

Aplicando a Formula de Mobius 4.27 teremos

X(Bav|z) =Y x(Spvle) <= x(Sav|e) = Y (=) FIx(Bp ).

ECA ECA

i1) Observe que,
X(Srlz) =1 <= (supp(z)) = I <= M(I) C supp(x) C I.
Disto segue que,

X(Sile) = Y X(Sav|z)

M(I)CACI

— Z Z 1) A-1Ely (Bpv|)

I)CACI ECA

- Z(_l)_‘E|X(BEV|x) Z (—1)lAl

ECI M(I)UECACI
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Onde na pentltima igualdade utilizamos ) e pelo Lema 4.26 a dltima soma vale

L (- se M(I)UE =1
M(I\UECACI 0 se M(I)UE#1

ecomo M([)UE=1<«= Iy CECI <= E¢c J(I),temos o resultado procurado.

O

Teorema 4.40 Sejam P um poset em [n] e C um |n, k, dp|, P-cédigo. Suponha que C' é MDS

entdo
.
1 se r=20
0 se 1<r<dp—1
Arp(C) = - M ()] -1 |
(g—1) Z Z(—l)j ¢TI se r>=dp
Iezr(P) j=0

Demonstragdo. Se r < dp — 1, entdo o resultado € trivial. Assuma entdo que, r > dp. Note que,

Ap(C)= > |SinC|

1T (P)

onde S denota a [-esfera de centro na origem. Vamos agora calcular o nimero de elementos

em Sy N C para ] € I'(P),

[SinCl = Y x(Silx)

zel

- Z Z 1)1y (B,|z)
zeC JeJ(I)

— 3 (~)iMlBAcy.
JeJgI)

onde na segunda igualdade utilizamos o Lema 4.39. Uma vez que cada ideal J € 7 (I) contém

todos os elementos em [j;, bem como alguns elementos maximais de /, temos
| = [In + M) e [J[=[Iu]+1

para algum 0 < [ < |[M(I)]. O nimero de ideais J € J(I) de cardinalidade |Iy| + 1 é

M(I)]
l

claramente (' ) € com 1SSo temos

[M(1)]
M(I
[SrnCl =Y (~pMn | l()‘ 1B;NC. (4.4)

=0
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Pela Proposicao 4.38 temos

1 se |J|<n—k
|B;NC| = 4.5)
g7t se | J|>n—k+1.
Assim substituindo (4.5) em (4.4) obtemos
n—k—|In]| [M(I)]
M(I M(I
|SI N O| _ Z (_1)\M(I)|+l | ( )’ + Z (_1)\M(I)|+l ’ ( )‘ q|IM|+l—(n—k)'
=0 l l:n—k—\lMH—l l
(4.6)
i n
e pelo fato de que Z(—l)l = 0 temos,
1=0 !
=0 [ I=n—k—|Ip|+1 l
Agora substituindo (4.7) em (4.6) obtemos,
|M(I)]
SinCl = Y (—pM MDY vy
I=dp—|Tp|
|7|—dp
_ Z (_1)|I|+r+d]p> |M(I>| qr+1 . 1)
r=0 T+ dp — [ 1]
M) .
S DIV Il KCC s
j=0 J
SN N M(D)| -1
= Y-y + (g )
=0 I J Jj—1
[I|—dp
, M| -1 .
= - 3 (o | MO g
§=0 J

onde na segunda igualdade fizemos a mudanca de variavel » = [ — dp — |I)/| e na terceira

igualdade fizemos |I| — dp — r = j. E a dtima igualdade resulta do fato que (le(.i )1‘_1) =
(lM(Q‘*l) onde £ = j — 1. Agora somando sobre todos os ideais com |/| = r, finalmente
obtemos o resultado desejado. 0

Vamos agora aplicar o Teorema 4.40 para um poset P do tipo Niederreiter-Rosenbloom-
Tsfasman, ou seja, onde P € a unido disjunta de n cadeias de comprimento s, para obter férmulas
concretas para distribui¢do de peso. Antes de afirmar o proximo teorema precisamos de uma

definicdo adicional. Definimos,

os(l,r) == H(al,...,al)ENl:a1+a2+~--+al:r,0<ai<s,1<l<n}}. (4.8)
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Note que se P é a soma de n cadeias C}, onde cada cadeia possui comprimento s,

n
entdo o ndmero de ideais de cardinalidade r e com [ elementos maximais é os(l,r). De

[
fato, como temos [ elementos maximais e de cada cadeia C; que compde [P pode-se escolher no

n
maximo um elemento para ser um elemento maximal de algum ideal, existem escolhas

l
possiveis para os elementos maximais. Agora para cada C; da qual se escolheu um elemento a;

para ser maximal temos obrigatériamente que todos os elementos desta cadeia que estao abaixo
de a; também pertencem ao ideal, ou seja, desta cadeia existem a; elementos no ideal, com

0 < a; < s ecomo a cardinalidade do ideal é r devemos ter a; + - - - + a; = r. Provando que

n
existem os(l, ) ideais de cardinalidade r e | elementos maximais.
l

Proposicao 4.41 Sejam P a unido disjunta de n cadeias de comprimento s e C um [n, k, dp|,

P-codigo MDS. Entdo o niimero de palavras codigo de P-peso r é dado por

e

1 se r=20
A.5(C) 0 se 1<r<dp—1
r,P =
" [ n =% [ 1-1 d
CEE D A L D o e e K
=1 Jj=0

\

Demonstragdo. Se v < dp — 1 € trivial. Suponha r > dp. Pelo Teorema 4.40

(O — (1) Zf MEUIE
(®) J

Iezr(

. q""_d]P’_j
J

mas, como vimos acima o nimero de ideais de P possuindo cardinalidade r e com [ elementos

n
maximais é os(l,r). Logo a soma em todos os ideais de cardinalidade r pode ser
l
“ [ n
substituida por Z os(l,7) e temos
=1 \ !
" [ n iy [ 1-1 ,
Ap(@) =1 l o) Y (=17 [ ) a
=1 3=0 J

O

Corolario 4.42 Seja C um [n, k,dg = n — k + 1],~cédigo MDS. Entdo o niimero de palavras
cddigo de peso de Hamming r(r > dy) é dado por

T‘—dH _ 1

A =@-0| " |y | T e

r j=0 J
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Demonstracdo. Fazendo s = 1 na Proposi¢do 4.41, temos que nosso poset € anti-cadeia de
cardinalidade n, e a métrica NRT coincide com a métrica de Hamming. Note que neste caso

os(l,r) =1sel=reos(l,r) =0sel # r assim,

n r—d
n 3 [ 1—=1 ,
Awl(€) = (@-DY | ot D g
=1\ ! 7=0 J
n \ ' r—1
= (@-1) S e
T =0 7

O

Corolario 4.43 Seja P uma cadeia de cardinalidade s e C um [n, k, dp|,-cddigo MDS. Entdo o

niimero de palavras cédigo de P-peso r(r > dp = n—k+1) édado por A,p(C) = (¢—1)¢"~%.

Demonstragdo. Fazendo n = 1 na Proposicao 4.41, temos um poset P do tipo cadeia de cardi-

nalidade s. Neste caso [ = 1 sempre e além disso, o4(1,7) = 1. Assim A, p(C) = (¢—1)¢"*.

O

Definicao 4.44 Definimos o poset Hierdquico em [n] como a soma de anticadeias: Sejam
ni,Na, ..., Ny ndmeros inteiros positivos tais que ny+no+. . ., ny = n. Definimos H(n;ny, ..., n;)
como o poset

{(4,7) 1 <i<t,1<j<n}
com relagdo de ordem dada por,
(4,7) 2 (,m) & i 2L
O poset H(n;ny,...,n;) é chamado de Poset Hierdquico de n-elementos e t-niveis.

Exemplo 4.45 Considerando o poset Hierdquico H(5; 3, 2) temos que seu diagrama de Hasse

¢ dado por

4 5

RSN

E fécil ver que em posets Hierdquicos quaisquer dois ideais de mesma cardinalidade sao iso-

morfos (basta definir um isomorfismo que apenas permute os elementos maximais dos ideais e
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fixe os demais elementos). Agora para 1 < r < n, definimos /(= (7)) como o tnico inteiro

satisfazendo
n+ng+---4+n_ 1 <r<ng+ne+---+mn (1<l<t> 4.9)

Da defini¢do de poset hierdrquico H(n; nq, ..., n;) segue que os maximais de um ideal
estao todos no mesmo nivel. Disso segue que um ideal de cardinalidade r possui r — (n; +

-+ + ny_1) elementos maximais. Dados o nimero de maximais e o nivel dos maximais, segue
. L . . .. . , .
que existem ideais de cardinalidade r. Essa descri¢ao explicita dos
r—(n1+---+nl,1)
ideais e o calculo do nimero de elementos de um ideal € usada também no que foi afirmado

acima, que ideais com mesma cardinalidade sao isomorfos.

Proposicao 4.46 Sejam P = H(n;ny, ..., n;) um poset hierdquico de n-elementos e t-niveis e
C um |n, k), — P-cédigo MDS. Entdo o niimero de palavras cédigo de C que possuem P-peso

igualar (r > dp =n — k + 1) é dado por

i
Ap(C) = (¢—-1)
r—(ng+ne+ - +mn_q)

r_dIP —_— .« .. —_—

Sy [T ) =1 ey

=0 J
Onde | é dado por (4.9).
Demonstragdo. Pelo Teorema 4.40 temos que

[ M@D)-1
Ap(@) =(a=1) Y > (=1 ",
Iezr(P) j=0 J
n

Pelas observacdes acima existem : ideais de cardinalidade r e para

r—(n1—|—~~-—|—nl_1)
cada um destes, | M (/)| = r— (ny +- - -+mny_1). Substituindo estes valores na férmula obtemos

o resultado desejado. 0O
Note que se [ = 1, ou seja, [P € anticadeia de cardinalidade n, a Proposi¢ao 4.46 se
reduz ao Corolario 4.42. Se n; = ... = n; = 1, isto é, IP € uma cadeia de cardinalidade ¢ temos

[ = r — 1 e neste caso a Proposi¢ao 4.46 se equivale ao Corolério 4.43.

Lema 4.47 Seja I um ideal em PP e seja A : F, — C* caractere ndo-trivial. Para u,v € Fy,

temos

X(Brp(0)|u) = Au.v)q"'x(Be p
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Em particular,

X(Brplu) = qu(BIc’]p* u).

Demonstragdo. Pela defini¢dao da Transformada de Fourier e da fung¢do indicadora temos que,

XBrp)lu) = D Muw)x(Brp(v)w)

weky

= Z AMu.w) Z AMu.(v + w)
weBr p(v) wEBr p

= Au.v) Z Au.w).

wEB p

Como By p € um subespago de [, aplicando o Lema 2.29, obtemos

Ul se u € Biyp,
Z AMu.w) = K LF
wEB] p 0 se u¢ BLP.

Agora basta mostrar que Blf]p = Bjc p+. Com efeito, v € Bjc p- se, e somente se, (supp(x)) C

I¢,ey € Brp se, e somente se, (supp(y)) C I. Dai,

supp(x) N supp(y) € I°N 1T = 0.

Logo,

Ty = Z ziy; =0

i€supp(z)Nsupp(y)
ou seja, Brcp- C BIL?P. Agorase y € BI%P, entdo y.z = 0 para todo x € B;p ou seja, y; = 0
para todo i € I. Logo (supp(y)) € I, entdo y € Byep+ e assim, Bjp C Bjcp. donde

concluimos que Bj = Byc p-. Entdo

X(Brp()u) = Au.v)g" x(Bie

O

Teorema 4.48 Sejam C um [n, k],-cédigo e C*+ seu dual. Para um poset P em [n) e um inteiro

0(0 < 6 < k) sdo equivalentes.

i) Para qualquer ideal I de P de cardinalidade n — k + 0, cada I-bola contém exatamente

q° palavras cédigo de C;

ii) dp-(Ct) > k — 6 + 1, onde P* denota o poset dual de P.
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Demonstragdo. i) = ii) Seja I um ideal de P com cardinalidade n — k + 0. Pela soma discreta

x) e pelo Lema 4.47 temos,

= Z X(Bie p-
zeC+

1 .
EZX(BICJP*‘I')

zeC

de Poisson com f(x) = x(Bjc p

‘CL ﬂ BIC,[P’*

z)

C ZQPC’X(BLP\HJ)

zeC
= q_(S |C’ﬂ B[,[pn| = 1.

1
€l

Agora, suponha que existe uma palavra cédigo ndo nula, digamos, ¢ € C* cuja P*-distancia
para a origem € menor ou igual a k — J. Pelo Lema 4.25 todo ideal de P* pode ser escrito
como /¢ para algum ideal I de P. Entdo pela Proposi¢do 4.23, supp(c) estd contido em um
ideal J¢(J € Z(P)) de P* com cardinalidade k — §. Entdo J é um ideal de IP de cardinalidade
n — k+ 6. Isto mostra que c pertence a C- N B¢ de modo que |C LN Bye ‘ > 2, contradizendo
(3.8). Provando que dp. (C+) > k — 6 + 1.

i) = 4) Suponha que dp-(C+) > k — 6 + 1. Entdo C* N Bje p- = {0} para todo ideal I € P
de cardinalidade |I| = n — k + J. Aplicando a formula da soma discreta de Poisson para uma

I-bolacom |I| =n — k + ¢, temos

|CNBrp(x)] = =7 Z Az.x)x(Bre pe|2)

O

Teorema 4.49 Sejam P um poset em [n] e P* seu poset dual. Um [n, k|,-P-cédigo C' é um

P-codigo MDS se, e somente se, CLéum P*-codigo MDS.

Demonstragdo. Seja C' um [n, k],-P-cédigo. Vamos aplicar o Teorema 4.48 com § = 0. Temos
que C' é um P-cédigo MDS se, e somente se, C' é [-perfeito para todo ideal I de P com |I| =
n — k (pelo Teorema 4.37) e isto acontece se, e somente se, d[@*(Cl) > k + 1 (pelo Teorema
4.48) e pelo limite de Singleton isto acontece se, € somente se, dp-(C) = k + 1 ou seja, se, €
somente se, C* é um P*-c6digo MDS. O

Dos resultados acima obtemos um limitante para cédigos MDS relacionando a cardi-

nalidade do corpo I, € os pardmetros n e k.
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Proposicao 4.50 Sejam P um poset em [n] e C um |n, k],-P-cédigo MDS. Entdo temos,

Z[eznfkﬁ(u») [T
g=>2n—k+1— T2 (p)| se k=2,

> rern—r+2p) | L]
Zn—*+2 ()|

q=>k+1-— se k<n—2.

Demonstragdo. Fazendo r = n — k + 2 no Teorema 4.40 temos,

Aios(@) = (a=1) Y (g=(n—k+2—|Ly]-1)

TeTn—*+2(P)

= (¢= 1) |[[ZT"7"*@)|(g—n+k-D+ > |y

I€Tn—k+2(P)

Como A,,_j1+2p(C) = 0 (k > 2) obtemos,

ZIeIn*H?([P) ‘IM‘

>n—k+1-—
T=n T |Zn—F+2(P)|

Agora pelo Teorema 4.50 C* é um [n,n — k|,-P*-c6digo MDS. De modo andlogo obtém-se

que,
> rern—r+2p) | ]
|[Zn—k+2(P)

g=>k+1-—

Os resultados obtidos nesta secao podem ser resumidos no seguinte teorema.

Teorema 4.51 Sejam P um cédigo poset em [n| e P* seu poset dual. Seja C' um [n, k],-P-

codigo. Entdo sdo equivalentes.
a) C é umP-codigo MDS;
b) C éP-cédigo I-perfeito para todo I € IT"F;

c) C+ é um P*-codigo MDS.

4.6 Existencia de Codigos posets MDS

Sejam P e Q dois posets definidos sobre 0 mesmo conjunto base. Dizemos que Q é

mais fino que P ou que Q refina P, se < y em P implica que = < y em Q.

Lema 4.52 Sejam P e Q dois posets em [n] tais que Q é mais fino que P. Se C' é um P-cédigo
MDS entdo C' é um Q-codigo MDS.



Codigos MDS em Meétricas Posets 88

Demonstragdo. Seja C um [n, k|,-P-c6digo MDS. Pela definicdo de métrica poset temos que

dp(u,v) < dg(u,v) para quaisquer u,v € Fy. Além disso,
dp(C) < dg(C).
Entao pela desigualdade de Singleton temos,
n—k+1=dp(C) <do(C)<n—Fk+1.
Portanto, do(C') = n — k + 1, ou seja, C' é Q-c6digo MDS. 0O

Corolario 4.53 Seja C' um codigo MDS de comprimento n. com respeito a métrica de Hamming.

Entdo este também é um P-cédigo MDS para todo poset P em [n)].

Demonstracdo. Sabemos que se Q € um poset do tipo anticadeia a métrica de Hamming e a
@Q-métrica coincidem, logo C' é um QQ-cédigo MDS. Como todo poset € mais fino que o poset
Q em [n] temos pelo Lema 4.52 que C' é um P-c6digo MDS para todo poset P. 0

Vamos mostrar a seguir que P-c6digos bindrios perfeitos sempre sao P-cédigos MDS.
Para tanto utilizaremos a seguinte caracterizagdo destes codigos que € dada pela proposi¢ao

abaixo. Como o alfabeto ¢ bindrio as palavras serdo identificadas com subconjuntos de [n].

Proposicao 4.54 Seja C' um [n, k]-cddigo linear bindrio. Entdo C serd um P-cddigo perfeito

r-corretor de erro se, e somente se, as duas condicoes sdo satisfeitas.
. _ —k.
a) [Bs(0;7)| = 27+,

b) Para qualquer palavra cédigo ¢ ndo nula e qualquer particdo {x,y} de c temos que

wp(x) = r+1ouwwp(y) =r+ 1.
Demonstragdo. Vamos mostrar que a condi¢do de parti¢do b) € equivalente a condig¢ao de
Bp(0;7) N Bp(c;r) =0

Para qualquer palavra cddigo ¢ € C' assuma vdlida a condig¢do de partigdo b) e que existe
a € Bp(0;7) N Bp(c; 7). Entdo wp(a) < rewp(a+c¢) <r. Como{aNc,c— (aNc)} éuma
parti¢do de ¢ a condig@o de parti¢do implica que wp(aNec) > r+1ouwp(c— (aNe)) > r+1.

Como wp(a N ¢) < wp(a) < r temos que, wp(c — (aNe¢)) =7+ 1. Assim,

wp(a+c¢) = wpla—(anNc)+c—(anc))
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= [la—(anc)Uc— (anc))]

> [{c—(ane))|=wp(c—(aNc)) =71+ 1.

uma contradi¢do pois, wp(a + ¢) < r. Logo ndo existe tal « e Bp(0;7) N Bp(c;r) = (. Por
outro lado, se

Bp(0;7) N Bp(c;r) =0

teremos que para toda particao {z,y} de ¢, wp(x) > r + 1 ou wp(y) = r + 1 pois se existisse
uma parti¢do tal que wp(z) < re wp(y) < r + 1 terfamos © —y € Bp(0;7) N Bp(c; 7).
Reciprocamente, suponha que C' € um P-c6digo linear bindrio P-perfeito e r-corretor

de erro. Entdo cada 7-bola contém exatamente um ponto de C' e IF5 pode ser escrito como unido
[F3

= 2"~k logo vale a). A segunda afirmacgio

destas r-bolas donde temos que |Bp(0,r)| =

segue do fato que, se wp(z) < r e wp(y) < rtemos que =,y € Bp(0;r) contradizendo o fato

de C ser [P-perfeito. 0O

Proposicao 4.55 Seja C um [n, k|,-P-cddigo bindrio perfeito (n — k)-corretor de erro. Entdo

C é um P-codigo MDS.

Demonstragdo. Vamos mostrar que C' é [-perfeito para todo I € Z"*(IP). Seja I um ideal de
cardinalidade (n — k). Como u € By (v) se, e somente se, w — v € By, basta mostrar que a
unica palavra c6digo em B; € o vetor nulo. Suponha que exista uma palavra cédigo x # 0 com
x € By. Entdo (supp(z)) C I e, como C' é um P-cédigo perfeito (n — k)-corretor de erro, pela

condicdo de parti¢do temos que
n—=k+ 1< wp(x)=|(supp(z))| <|I|=n—k.
uma contradi¢do. O

Definicao 4.56 Sejam P e QQ posets em X e Y. A soma ordinal P & Q dos posets P e Q é

definida como o poset em X UY tal que v < y em P & Q se uma das condicdes é vdlida.
i) z,ycePex <yemP;
ii) v,y € Qex X yemQ;
iii) rePey e Q.

Definicao 4.57 Um subconjunto A = {j1,...,jx} C [n] é um conjunto de informagcdo de um
codigo linear C' se as k-colunas {c;,, ..., cj,} de uma matriz geradora G = [cics ... c,| de C

sdo LI
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Observe que, ¢ é uma palavra cédigo de C' somente se ¢ = vG, com v € IE‘I;, ea
j-ésima coordenada de ¢ € v.c;, onde ¢; € a j-ésima coluna de G. Agora, se j ¢ A entdo, como
o posto de A é k, c; é combinagdo das colunas com indices em A. Disso segue que ¢ = 0 se, e

somente se, c4 = 0 onde, c4 denota a projecao de c em A.

Teorema 4.58 Para todo cédigo linear C' sobre F, existe um poset P para o qual C é um

P-codigo MDS.

Demonstragdo. Sejam C' um [n, k]-c6digo sobre F, e A um conjunto de informagdo de C.
Temos que A é um subconjunto de [n] com cardinalidade k e ¢ € C' é um vetor ndo nulo
se, e somente se, c4 # 0 onde, c4 denota a projecdo de c em A. Se P é a soma ordinal de
posets arbitrarios P; e Py em [n] — A e A, entdo C' é um P-c6digo MDS. Com efeito, se ¢ é
uma palavra cédigo ndo nula de C' entdo existe uma coordenada i € A tal que ¢; # 0. Entéo,
wp(c) = n— k+ 1 onde a igualdade é valida quando ¢ € A é um elemento minimal de A. Logo

C' € um [P-cédigo MDS. O
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4.7 A -Grupos

Nesta secdo veremos alguns resultados que podem ser encontrados em [11]. Uma

operagao bindria em um conjunto GG € uma fungdo x : G x G — G.

Defini¢ao 4.59 Um Grupo é um par (G, x) onde G é um conjunto e x uma operacdo bindria

tal que

i) Paratodos g,h,t € G vale a lei associativa, ou seja,

gx(hxt)=(g=*h)=xt;

ii) Existe um elemento 1 € G chamado de identidade, com 1 x g = g * 1 = g para todo

geaG;

iii) Todo elemento g € G possui um inverso, ou seja, existe g~ € G tal que

gxgl=1=g""xg.

Se além disso vale que g x h = h * g para todos g, h € GG dizemos que o grupo G € um

grupo Abeliano.
Definicao 4.60 Um subconjunto H de um grupo G é um Subgrupo de G se
i) 1 € H; onde 1 ¢ a identidade do grupo G;
ii) Seg,h € H, entdogxh € H;
iii) Se h € H, entdo h™! € H.

Se H é subgrupo de G escrevemos H < G; Se H € um subgrupo propio de G, isto é,
H +# G escrevemos H < G.
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Proposicao 4.61 Seja H um subconjunto de um grupo G. Entdo

a) H é um subgrupo de G se, e somente se, H é ndo vazio e para todos g,h € H temos

gxh~'e H;
b) Se H é um subgrupo de G entdo o par (H,*) é um grupo.

Definicao 4.62 Sejam G um grupo e g € G. Se g* = 1 para algum k > 1, entdo o menor
expoente k tal que isto ocorre é chamado de ordem de g e se ndo existe tal poténcia dizemos

que g possui ordem infinita.

Definicao 4.63 Sejam G um grupo e g € G, escrevemos

(9) ={9":n€eZ}

(g) é chamado subgrupo ciclico de G gerado por g. Um grupo G é chamado de ciclico se,

existe g € G tal que G = (g), neste caso g é dito um gerador de G.

Proposicao 4.64 Sejam G um grupo e g € G. O elemento g possui ordem n se, e somente se, 0

subgrupo ciclico gerado por g possui n elementos.

Proposicao 4.65 Sejam G um grupo e g € G um elemento de ordem n.
i) Para cada inteiro m, g™ = 1 se, e somente se, n divide m;

ii) A ordem do elemento g* onde k € 7. ¢ m.

Definicao 4.66 Se Hé subgrupo de um grupo G e a € G, entdo a classe lateral a x H é o

subconjunto a x H C G, onde
axH :={axH:heH}.

Classes laterais em geral ndo sdo grupos. Por exemplo se a ¢ H entdo 1 ¢ a x H. (do

contrario 1 = a * h para algum h € H e isto nos d4 a contradi¢do a = h~1.)
Lema 4.67 Seja H um subgrupo de um grupo G e sejam a,b € G.

i) ax H="bx H se, e somente se, b xa € H. Em particular, a x H = H se, e somente se,

a€ H;

ii) Seax HNbx H # () entdoax H="0x H;
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iii) |la* H| = |H| para todo a € G.

Teorema 4.68 (Teorema de Lagrange). Se H é um subgrupo de um grupo finito G, entdo |H |

é um divisor de |G|.
Corolario 4.69 Se G é um grupo finito e g € G, entdo a ordem de g é divisor de |G/|.
Corolario 4.70 Se G ¢é um grupo finito, entdo ¢'°! = 1 para todo g € G.

Defini¢ao 4.71 O indice de um subgrupo H em G, denotado por |G : H|, é o niimero de classes

laterais de H em G.

4.8 B - Anéis

Nesta se¢do veremos alguns resultados que podem ser encontrados em [7] e [11]. Um
Anel é uma terna (R, +, %) onde R é um conjunto e +, * sdo opera¢des bindrias tais que, (i)
R é um grupo abeliano com +; (ii) * é associativa, ou seja, a * (b * ¢) = (a * b) * ¢ para
todos a,b,c € R; (iii) As leis distributivas sdo vélidas, isto é, para todos a,b,c € R, temos
ax(b+c)=axb+axce(b+c)xa=bxa+cx*a.

Um anel € dito anel com identidade se possui uma identidade em relacdo a operacao
*, Ol seja, existe um elemente e tal que e * a = a x e = a para todo a € R. Dizemos que o anel
¢ comutativo, se * é uma operagdo comutativa. Se R é comutativo com identidade e # 0 tal
que a *x b = 0 implica a = 0 ou b = 0 (quando isto ocorre diz-se que R ndo possui divisores de
zero) dizemos que R é um dominio de integridade. Um anel tal que os elementos nao nulos
de R formam um grupo com respeito a operagao * ¢ chamado de Anel de divisao.

Seja f : R — S uma funcio entre os anéis R e S. Se f € tal que, para todos a,b € R,

valem
fla+b) = fla)+ f(b) e flaxb) = f(a)* f(D)

dizemos que f é um Homomorfismo entre os anéis R e S. Um homomorfismo de R em R
¢ chamado de Endomorfismo. Se f é um homomorfismo bijetor de R em S, chamamos f de
Isomorfismo de R em S e neste caso R e S sdo ditos isomorfos. Um isomorfismo de R em R é

chamado de Automorfismo.

Proposicao 4.72 O conjunto de automorfismos de um anel forma um grupo com relacdo a

composigdo.
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Definicao 4.73 Um anel ' e comutativo, com unidade recebe o nome de Corpo se todo ele-

mento ndo nulo de F admite simétrico multiplicativo, ou seja:
Va#0€TF, 3b € Ftal que axb=1.

Note que a definicao pode ser simplificada apenas dizendo que “Um Corpo F é um
anel de divisdo comutativo”. Se [F possui um nimero finito de elementos dizemos que [ € um

corpo finito.

Exemplo 4.74 .

a) Seja R qualquer grupo abeliano em relacdo a operacdo +. Definindo a x b = 0 para

todos a,b € R temos que R é um anel;
b) 7 é um dominio de integridade, porém ndao um corpo;
c) Os niimeros inteiros pares formam um anel comutativo sem identidade;

d) O conjunto de todas as matrizes 2x2 com entradas em R com as operacoes de multiplicacdo

e adicdo de matrizes formam um anel ndo comutativo com identidade.
Teorema 4.75 Todo corpo I é um dominio de integridade.
Teorema 4.76 Todo dominio de integridade finito é um corpo.

Definicao 4.77 Um subconjunto S de um anel R ¢ dito um Subanel de R. se S ¢é fechado em

relacdo as operagoes de R e S é um anel com estas operacaoes.

Definicao 4.78 Um subconjunto J de um anel R é dito um Ideal se a xr € Jer xa € J para

todosae Jer € R.

Seja R um anel comutativo. Um ideal J de R € dito ser Principal se existe um a € R
tal que J = (a). Neste caso dizemos que J € o ideal gerado por a. Um ideal M # R é chamado
de Ideal Maximal de R se para qualquer ideal J de R tal que M C J implica que J = M ou
J=R.

Definicao 4.79 Sejam R um anel e um ideal J C R. Definimos o anel quociente R/J como

sendo o conjunto das classes de equivaléncia modulo J com as operacos definidas por

i) (a+J)+ (b+J) = (a+0b)+J paratodos a,b € R;
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ii) (a+J)* (b+J) = (axb)+ J para todos a,b € R.

Teorema 4.80 Sejam R um anel e 1 um ideal de R. O Anel R/1 é um corpo se, e somente se,

I ¢é um ideal maximal.

Exemplo 4.81 (Anel dos Inteiros Modulo “n”). Denotamos a classe de equivaléncia de um

inteira “a”médulo “n”por |al], ou seja, a + (n) onde (n) é o ideal principal gerado por n. Os

elementos de 7./ (n) (escrevemos L, para este quociente) sao
0] =0+ (n),[A] =14 (n),...,[n—1] = (n = 1) +(n).
Proposicao 4.82 O anel Z,, é um corpo se, e somente se, n é um niimero primo.

Lembre-se que num anel R qualquer um polindmio sobre R é uma expressdo da se-

guinte forma
n

f(x) = Z a;x’.

i=0
Onde n € um inteiro ndo negativo e os coeficientes a; 0 < 1 < n, sdo elementos de R. Escreve-

mos R[z| para o conjunto dos polindmios sobre R. O conjunto R[z] com as operagdes usuais

de multiplicacdo e soma de polindmio possui a estrutura de anel.

Definicao 4.83 Seja F um corpo. Um polinomio f(x) € F[x] é dito irredutivel sobre F (ou
irredutivel em F[z], ou primo em F[z]) se f possui grau maior que um e se f(x) = g(x)h(x),

com g(x), h(zx) € Flz], implica que g(x) ou h(x) é um polindmio constante.

Proposicio 4.84 Um ideal (f(x)) de F[x| é maximal se, e somente se, f(x) é um polindmio

irredutivel em IF|x].

Um elemento a € F é chamado de raiz do polindémio f € F[z] se f(a) = 0.

Teorema 4.85 Seja f € F|x] um polindmio ndo constante. Um elemento a € F é uma raiz de

f € Flz] se, e somente se, x — a divide f(x).

Definicao 4.86 Se f(x) = ap + a1z + agz? + - - - + a,2" € Flz], entdo a derivada f' de f é
definida como f'(x) = a1 + 2asx + - - + na,a™ ' € Flx].

Assim definida, temos que as mesmas propriedades usuais de derivadas sdo vdlidas

para f’ de um polindmio f. A saber,

a) (f +g) = f'+ ¢ paratodos f(z),g(z) € Flzl;
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b) (cf) =c(f) ondec € F;

©) (f9) = f'g+ [ paratodos f (), g(x) € Fla];
d) (g)/ = % para f(z), g(z) € F[z] com ¢g(z) ndo nulo.

Proposicao 4.87 Seja [ € Flx|. Se mde(f, f') = 1 entdo f s6 possui raizes simples.

4.9 C - Teorema Chinés dos Restos

Enunciaremos aqui uma versido “fraca”do Teorema Chinés dos Restos e também o

proprio teorema em si. Sua demontragao pode ser encontrada em [12].

Teorema 4.88 Dados dois inteiros my,my > 2 primos entre si (isto é, mdc(my, my) = 1), e
dados outros dois inteiros quaisquer a, e as, 0 sistema

r = a; mod(m)

r = as mod(ms)
possui uma solu¢do x = xy. Além disso, um inteiro x serd solug¢do do sistema se, e somente se,
xr = xo mod(myms).
Teorema 4.89 (Teorema Chinés do Restos). Sejam my, . .., my, inteiros maiores ou iguais a 2,
dois a dois primos entre si (isto é, mdc(m;, mj) = 1 sempre que i # j). Sejam ay, ..., ay

inteiros quaisquer. Entdo o sistema

xr = a3 mod(my)
T = aymod(msy)
r = ag mod(my)

\

possui uma solucdo x = xy. Além disso, um inteiro x é solugcdo do sistema se, e somente se,
x = xgmod(my ... my).

Teorema 4.90 Sejam F um corpo e fi(z), fo(z), ... fu(x) € F[x] polinémios dois a dois co-

primos. Entdo dados a,(x),as(x), ..., a,(x) € Flz|, existe uma solugcdo g(x) do sistema
g9(x) = a(x) mod(fi(z))
as(z) m

Na)
.~
8
~
|

od(f2(x))

g(x) = an(x) mod(f(x))
que € tinica modulo (f1(x) fo(x) ... fu(2)).
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