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RESUMO 

 

A grande demanda por equipamentos rotativos como turbinas, compressores, 

motores elétricos, geradores de energia, obriga os fabricantes a buscar soluções 

otimizadas em carcaças reduzidas. Para se conseguir grandes potências, 

geralmente essas soluções vem acompanhadas de elevadas rotações e com elas, 

podem ocorrer problemas de vibrações e instabilidades. A introdução de 

amortecimento nos mancais permite eliminar essas instabilidades ou aumentar a 

região de comportamento estável das máquinas rotativas. Pelas suas características 

dinâmicas, materiais viscoelásticos (MVEs) possuem uma grande capacidade de 

dissipação de energia vibratória. Logo, podem ser empregados como uma forma de 

introduzir amortecimento nas partes não rotativas de equipamentos dinâmicos. Este 

trabalho tem como objetivo o desenvolvimento de um modelo numérico capaz de 

predizer o comportamento dinâmico de rotores com MVE aplicados aos mancais. O 

modelo implementado é capaz de predizer comportamentos dinâmicos através do 

diagrama de Campbell, resposta ao desbalanceamento e resposta à excitação 

externa, dentre outros. O método dos elementos finitos é empregado na modelagem 

rotodinâmica, associado ao modelo de derivadas fracionárias para descrever o 

comportamento dinâmico do MVE quando aplicado nos mancais do rotor. As 

propriedades dos MVEs variam com a frequência de excitação e com a temperatura, 

o que exige uma técnica especial para o cálculo do diagrama de Campbell, assim 

como para o cálculo das respostas. Medições sobre um protótipo em laboratório são 

realizadas para verificar a precisão das respostas do modelo proposto. 

 

Palavras-chave: Rotodinâmica. Materiais Viscoelásticos. Amortecimento. 

  



 
 

 

ABSTRACT 

 

The great rotating machines demand in the world, like turbines, compressors, 

electrical motors, energy generators, compels the OEM to find optimized solutions 

with very short casings. Normally high rotating speeds are adopted in machines 

already mentioned to reach great power. However vibration and instability problems 

can appear. The introduction of additional damping on bearings allows eliminate the 

instabilities or increase the stable regions of these rotating machines. Viscoelastic 

materials (VEM) have a great capacity for damping vibration energy due to their 

dynamics features. So VEM can be used to add elevated damping on no rotating 

parts of machines. The objective of this work is develop a numerical model able to 

predict dynamic behaviors like instability, Campbell diagram, unbalance response, 

external force response, among other. A finite element method is used to 

rotordynamic modeling associated with fractional derivative model to predict the 

dynamic behavior of rotor composed with VEM. The dynamic properties of these 

materials are function of frequency and temperature. Thus, a special technique to 

perform the Campbell diagram and the response calculations are needed. Measures 

on a laboratory prototype are made to verify the results obtained by the proposed 

model. 

 

Keywords: Rotordynamic. Viscoelastic Materials. Damping. 
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1 INTRODUÇÃO 

 

A demanda crescente por equipamentos rotativos como turbinas, 

compressores, motores elétricos, geradores de energia, obriga os fabricantes a 

buscar soluções otimizadas em carcaças reduzidas. Geralmente essas soluções 

vem acompanhadas de elevadas rotações e com elas, podem ocorrer problemas de 

vibrações e instabilidades. 

Sistemas dinâmicos que operam em elevadas rotações, na sua grande 

maioria, possuem rotores considerados flexíveis. Isto ocorre para máquinas cujas 

rotações de trabalho estão acima da primeira rotação crítica, rotações supercríticas. 

Portanto, nas partidas e paradas, a máquina passa necessariamente pela região de 

influência “críticas”, implicando no aumento da vibração radial. As grandes máquinas 

rotativas, como por exemplo, compressores e turbinas, possuem diversos estágios 

de compressão ou expansão. Entre cada estágio há elementos de selagem que 

garantem a performance termodinâmica das máquinas. A folga radial entre os 

elementos de selagem e o rotor é reduzida, da ordem de décimos de milímetro, 

sendo o deslocamento do rotor limitado pelas folgas internas. Cabe ao 

amortecimento dos mancais a tarefa de limitar o deslocamento do rotor para evitar 

roçamentos durante a operação dos sistemas dinâmicos. A rigidez dos mancais 

também tem papel importante pois é preciso ter deslocamento adequado do rotor na 

região dos mancais para se ter amortecimento. A introdução de amortecimento nos 

mancais permite ainda ampliar a região de comportamento estável das máquinas 

rotativas. 

A maioria das máquinas que operam em rotações supercríticas utilizam 

mancais hidrodinâmicos. Estes mancais, desde que bem selecionados, conferem 

excelente rigidez e amortecimento aos sistemas dinâmicos. Contudo, os mancais 

hidrodinâmicos possuem componentes de amortecimento e rigidez cruzados que 

podem trazer instabilidades para alguns sistemas. 

Há ainda a possibilidade de introduzir amortecimento adicional através de 

sistemas de amortecimento com filme de óleo pressurizado (squeeze film damping). 

Estes têm sido empregados para atenuação da resposta ao desbalanceamento e de 

esforços nos mancais de equipamentos rotativos. Especialmente em turbinas a gás 
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de alta rotação. Há aplicações tanto em mancais de rolamento como em mancais 

hidrodinâmicos, incluindo os tilting pad que são amplamente utilizados em grandes 

máquinas (CHEN, 2005) (DUTT, 2003) (SHABANEH, 2000). 

As grandes máquinas que utilizam mancais hidrodinâmicos, com ou sem 

squeeze film damping, necessitam de sistemas auxiliares de óleo de lubrificação. 

Estes sistemas devem possuir alta confiabilidade e são compostos de tanque, 

bombas, permutadores, válvulas e filtros. Todos estes componentes tornam o 

sistema mais complexo e oneroso. 

Devido às suas características dinâmicas, os materiais viscoelásticos 

(MVEs) possuem uma grande capacidade de dissipação de energia vibratória. Logo, 

podem ser empregados como uma forma de introduzir amortecimento nas partes 

não rotativas de sistemas dinâmicos.  

Este trabalho apresenta um modelo numérico, validado por bancada 

experimental, capaz de predizer o comportamento rotodinâmico de máquinas 

rotativas com MVE associado aos mancais. O modelo numérico emprega o método 

de elementos finitos (MEF) implementado em MATLAB. O aplicativo possui interface 

gráfica para facilitar a alimentação dos dados e auxiliar na apresentação dos 

cálculos através de gráficos. O aplicativo em MATLAB está em desenvolvimento 

desde 2004 através de um projeto firmado entre a Empresa WEG Equipamentos 

Elétricos e a Universidade Tecnológica Federal do Paraná, UTFPR, Projeto FINEP 

4931-06, o qual é denomidado ROTORDIN. Recentemente revisado neste trabalho, 

recebe os novos módulos para simulação combinada de rotores e MVEs. 

O desenvolvimento deste trabalho pode simplificar os projetos de rotores 

ampliando a faixa de estabilidade e consequentemente a faixa de rotação de 

trabalho. Aplicações que demandam o uso obrigatório de mancais hidrodinâmicos 

poderiam, em certas condições, serem substituídas por mancais de rolamento 

compostos com material viscoelástico. O uso de mancais de rolamento composto 

com material viscoelástico pode promover um ganho de vida útil aos mancais de 

rolamentos devido à redução das cargas dinâmicas sobre estes. Aplicações que 

demandam o uso de squeeze film damping também podem ser, em tese, 

substituídas pelos MVEs (VARNEY E GREEN, 2014). 
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2 ESTADO DA ARTE 

 

A utilização de elevado amortecimento nos mancais prolonga a vida das 

máquinas, em especial aquelas projetadas para trabalhar com velocidades 

supercríticas, e aumenta a região de estabilidade desse tipo de sistema rotativo 

(LALANNE E FERRARIS, 1990). No entanto, o amortecimento por filme de óleo 

demanda um sistema auxiliar adicional de alta confiabilidade o que torna esse tipo 

de solução onerosa (SALDARRIAGA, 2006). Mesmo trabalhando com mancais 

hidrodinâmicos, o sistema pode se tornar instável, principalmente quando se 

trabalha a elevadas rotações, necessitando um acréscimo adicional de 

amortecimento (GENTA, 2005). 

Materiais viscoelásticos (MVEs) são empregados com frequência no 

controle de vibração e ruído irradiado devido à sua elevada capacidade de 

dissipação de energia vibratória e armazenamento de energia potencial elástica 

(FERRY, 1980; ESPÍNDOLA et al., 2010; LOWRY, 2009; FAN et al., 2009; entre 

outros). Assim, o MVE pode ter grande aplicabilidade nos mancais de rotores. 

Especialmente na redução da vibração por desbalanceamento, ou excitação 

externa, e na ampliação da faixa de trabalho pelo aumento da região de estabilidade 

(DUTT 1992, 1996 e 2003). Os MVEs podem estar sob os mancais ou entre a caixa 

de mancais e o pedestal (FERREIRA, 2004; DUTT e TOI, 2003; TILLEMA, 2003). 

Dispensando qualquer tipo de sistema auxiliar, tornam-se alternativas mais simples e 

confiáveis. A minimização dos efeitos de vibração nos equipamentos rotativos e o 

isolamento de vibração para os equipamentos vizinhos, resulta no aumento da 

confiabilidade, diminuição de custos com manutenção e garantia de disponibilidade. 

Diversos modelos são propostos para avaliar o comportamento dinâmico 

dos materiais viscoelásticos de forma geral. Dentre os mais conhecidos podem ser 

mencionados os modelos de Maxwell, Kelvin-Voigt, Zenner, combinações destes, 

modelo por derivadas de ordem inteira e de derivadas fracionárias. Os três modelos 

citados inicialmente podem ser obtidos por particularizações do modelo de 

Derivadas de Ordem Inteira (BAVASTRI, 2008; CRUZ, 2004, entre outros). Segundo 

Pritz (1996 e 1998) e Bagley et al. (1996 e 1998), o modelo de derivadas fracionárias 

com um número reduzido de parâmetros reproduz, com precisão, as características 

dinâmicas dos materiais viscoelásticos mais utilizados na engenharia, em uma 
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ampla faixa de frequência e de temperatura. Segundo Bagley (1996), esses modelos 

respeitam as leis da termodinâmica para materiais com comportamento 

reologicamente simples. Vários autores estudaram modelos para MVEs, utilizados 

em diversas aplicações, podendo citar, por exemplo, aplicação em estruturas 

(PARK, 2001 e NAKRA,1998).  

Já, o estudo de aplicação de MVE em rotores inicia-se com modelos de 

rotores mais simples. Dutt e Nakra (1992) avalia a estabilidade de um rotor de 

Jeffcott, com um disco no centro de um eixo considerado sem massa e mancais 

elásticos apoiados sob suportes viscoelásticos. Três modelos para os suportes são 

adotados: modelo simplesmente elástico, representado por uma mola, modelo de 

Voigt, representado por uma mola e um amortecedor em série, e modelo com quatro 

elementos, modelo de Voigt mais uma mola e um amortecedor viscoso, ambos em 

paralelo. Esse último modelo, embora simples, é considerado adequado segundo os 

autores para representar o material viscoelástico. A conclusão desse trabalho é que 

a introdução de materiais viscoelásticos no suporte aumenta consideravelmente a 

estabilidade dos rotores. Dutt e Nakra (1996) também avalia o ganho de estabilidade 

com a aplicação de materiais viscoelásticos em mancais hidrodinâmicos. O estudo 

também demonstra que é possível ampliar a faixa de trabalho estável. Seguindo a 

mesma linha de pesquisa, Panda e Dutt (1999) estuda a otimização de parâmetros 

dos suportes compostos com materiais viscoelásticos para minimizar a resposta ao 

desbalanceamento e aumentar a região de estabilidade. Nesse trabalho são 

abordados tanto mancais de rolamento como mancais hidrodinâmicos do tipo 

cilíndricos. Os trabalhos citados até aqui fazem uma série de hipóteses 

simplificadoras no modelo rotodinâmico dos rotores.  

Shabaneh e Zu (2000) modela um rotor e disco pela teoria de viga de 

Timoshenko considerando sua massa e momento de inércia. Os mancais do rotor 

são apoiados sobre materiais viscoelásticos caracterizados pelo modelo de Kelvin-

Voigt. São analisados os estados de vibração livre e forçada. Os autores enfatizam a 

natureza complexa do módulo de rigidez do material e seu fator de perda. Esses 

autores concluem que o aumento da rigidez do material viscoelástico aumenta a 

frequência fundamental até alcançar valores correspondentes de um mancal rígido. 

Contudo, o decremento logarítmico do sistema girante pode aumentar ou diminuir 
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em função da região de trabalho no domínio da frequência e/ou da temperatura do 

material viscoelástico. 

Partindo para o emprego dos materiais viscoelásticos nos rotores, Dutt e 

Toi (2003) propõe o emprego de setores de materiais poliméricos alojados entre o 

pedestal do rolamento e sua capa externa. Para predizer o comportamento do MVE 

é utilizado um modelo de derivada de ordem inteira com 4 parâmetros para 

representar a rigidez dependente da frequência e da temperatura. No modelo em 

questão surgem as componentes cruzadas de rigidez pela inserção do polímero em 

setores. Avaliando a resposta ao desbalanceamento, a utilização do material 

viscoelástico apresenta bons resultados numéricos no controle da vibração.  

Outra aplicação de materiais viscoelástico em rotores é a proposta por 

Lee et al. (2004). A mesma consiste em agregar uma manta de MVE em mancais do 

tipo Foil, mancais empregados em turbomáquinas com rotações muito elevadas. Os 

resultados dos testes em bancada mostram uma redução drástica da amplitude da 

resposta ao desbalanceamento próximo à primeira rotação crítica. O mancal além de 

apresentar um amortecimento mais elevado, possui maior rigidez em função da 

configuração adotada.  

Tillema (2003) desenvolve um estudo amplo da aplicação de materiais 

viscoelásticos em rolamentos de motores elétricos. Com objetivo de reduzir o ruído e 

a transmissão de vibração, diversas configurações geométricas de anéis integrais 

em borracha etileno-acrílica e borracha de poliuretano bi-componente são testadas. 

O modelo de Maxwell generalizado é adotado para caracterizar os MVEs testados 

em laboratório. Uma bancada é projetada para teste dos mancais em um eixo 

flexível com tampas intercambiáveis, simulando a configuração de um motor elétrico 

típico. Além da bancada, novas tampas são usinadas para um motor elétrico de 

pequeno porte para receber mancais de rolamento com anéis de materiais 

viscoelásticos. Em virtude dos aspectos construtivos dos mancais são observados 

ganhos com redução de vibração em especial para frequências mais elevadas. 

Segundo o autor, o amortecimento se torna efetivo quando o material viscoelástico 

trabalha em cisalhamento. Já o isolamento de vibração se torna mais eficiente 

evitando alta rigidez nos mancais. Tillema (2003) comenta também a possibilidade 

de aplicação das borrachas em setores, como estudado por Dutt (2003), para 

redução da rigidez. As conclusões finais da aplicação do MVE em motores elétricos 
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são: bom isolamento de vibração e redução do ruído pelo aumento do 

amortecimento do sistema como um todo.  

Em Bavastri et al. (2008), um estudo de rotores compostos com material 

viscoelástico na base da caixa do rolamento é realizado. Esse primeiro trabalho, 

usando modelo de derivada fracionária com quatro parâmetros, prevê o cálculo da 

resposta a uma excitação de desbalanceamento e a montagem do diagrama de 

Campbell. Devido às características da matriz de rigidez complexa, função da 

frequência de excitação e da temperatura, para montar o diagrama de Campbell, 

dois problemas de autovalores devem ser realizados simultaneamente. Um fixando a 

rotação e outro interno, onde as frequências naturais são calculadas para diferentes 

frequências de excitação. Assim, para calcular as frequências características do 

rotor para cada rotação, um cálculo auxiliar de frequências naturais em função das 

frequências de excitação deve ser realizado. A interpolação de uma reta a 45 graus, 

em um gráfico frequência natural versus frequência de excitação, permite calcular as 

frequências características do rotor para diferentes rotações. 

Em Doubrawa et al. (2010), uma aplicação de neutralizadores dinâmicos 

viscoelásticos para o controle de vibrações flexionais em um sistema girante mostra 

a potencialidade deste material e a precisão do modelo de derivada fracionária com 

quatro parâmetros para representar esses materiais. 
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3 MATERIAIS VISCOELÁSTICOS 

 

A viscoelasticidade é a capacidade que um material tem de apresentar, 

simultaneamente, características elásticas e viscosas ao se deformar. Segundo 

FERRY (1980), quando a deformação e a taxa de deformação são infinitesimais o 

material pode combinar propriedades de sólido e fluído ao longo do tempo. Isto 

ocorre quando, por exemplo, um corpo não mantém uma deformação constante ao 

longo do tempo sob efeito de uma tensão constante, também conhecido como 

fluência. Ou mesmo quando este corpo é restringido para manter uma deformação 

constante e a tensão necessária para manter o corpo neste estado diminui com o 

tempo, também conhecida como relaxação de tensões. E ainda se o corpo estiver 

sujeito a uma excitação harmônica e a deformação não estiver em fase com a 

tensão, como ocorre nos materiais elásticos, nem a 90° em relação a tensão, como 

ocorre em líquidos perfeitamente viscosos. Assim em cada ciclo o material dissipa 

parte da energia e recupera a outra. Todos esses efeitos combinados caracterizam 

um material viscoelástico (FERRY, 1980). 

Por apresentar o referido comportamento, os primeiros modelos de MVEs 

são idealizados por uma combinação de mola e amortecedor viscoso. Os modelos 

mais elementares são conhecidos como modelo de Maxwell e Kelvin-Voigt 

(BAVASTRI, 2008-2 e CRUZ, 2004). Nesses modelos, por simplicidade, adota-se um 

campo de tensão unidimensional em um corpo de material viscoelástico. Outras 

configurações são propostas, mas nenhuma delas descreve bem o comportamento 

dos materiais em amplas faixas de frequência. Nem mesmo com um número maior 

de parâmetros na equação constitutiva com derivadas de ordem inteira (CATANIA e 

SORRENTINO, 2007). Por outro lado, com um número elevado de coeficientes na 

equação constitutiva com derivada de ordem inteira, é possível modelar de forma 

precisa o comportamento dinâmico destes materiais em uma ampla faixa de 

frequência e temperatura. 

Trabalhos mais recentes modelam o comportamento viscoelástico linear 

utilizando derivadas de ordem fracionária. Nesses casos, a equação constitutiva 

generalizada resulta ao substituir as derivadas de ordem inteira por derivadas 

fracionárias (CRUZ, 2004) (PRITZ, 1996 e 1998) (BAVASTRI et. al. 2014). Na 

equação 3.1, 
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ordem fracionária. Se 10  n , a derivada fracionária é obtida pela equação 3.2 

(PEREIRA, 2008). 
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A solução de sistemas sujeitos a excitação harmônica se torna mais 

simples de ser obtida, a partir da equação 3.1, no domínio da frequência. A equação 

3.3 apresenta a aplicação da transformada de Fourier, TF , à derivada fracionária, 

 

       )()()(  FitfTFitfDTF 
. (3.3) 

 

Aplicando a transforma de Fourier à equação constitutiva 3.1, tem-se: 
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Agrupando os termos comuns dos dois lados da igualdade na equação 

3.4, 
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torna-se evidente a obtenção do módulo de elasticidade complexo. O módulo é 

função da frequência,  , e nesse momento depende de MN   parâmetros, 
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Comparações entre experimentos e modelos considerando somente um 

termo da série de derivada fracionária de cada somatório revelam boas correlações. 

Na equação 3.6, adotando 1 MN , o resultado é um modelo de cinco 

parâmetros.  
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Na prática, um modelo de quatro parâmetros, onde k , reproduz muito 

bem um MVE sem violar restrições termodinâmicas (CRUZ, 2004; PEREIRA, 2008; 

CATANIA e SORRENTINO, 2007). A equação 3.8 apresenta o modelo de 4 

parâmetros. 
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Fazendo uma analogia com modelos elementares, o módulo complexo 

obtido nas equações 3.7 ou 3.8 seria um caso fracionário do Modelo Linear Padrão 

ou de Zener (CRUZ, 2004; CATANIA e SORRENTINO, 2007). 

O módulo complexo de elasticidade pode ainda ser reapresentado pela 

equação 3.9, 

 

)()()( '  EiEEc  (3.9) 

 

onde )(E  é a parte real e )(' E  sua parte imaginária. Que, por sua vez, permite 

reescrever o módulo complexo como 
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Na equação 3.10, )(  é a razão entre a parte imaginária e a parte real 

do módulo complexo e é conhecido como fator de perda do material. 

De maneira análoga, o módulo complexo de cisalhamento pode ser 

escrito através das equações, 
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 )(1)()(  iGGc . (3.12) 

 

Os módulos complexos são também funções da temperatura. Assim, as 

equações 3.8 e 3.11 podem ser reescritas para apresentar parâmetros dependentes 

da temperatura. Nas equações 3.13 e 3.14,  
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
1

1bb   , 11 bEE   e 11 bGG  . Deste modo, os novos parâmetros são 

,,,0 bEE   ou ,,,0 bGG  . O parâmetro b  tem dimensão de tempo e é conhecido 

como tempo de relaxação do material. Seu valor é corrigido pela temperatura de 

acordo com a equação  

 

)(0 Tsbb  , (3.15) 

 

na qual 0b  é o parâmetro b  na temperatura de referência absoluta 0T . A função )(Ts  

recebe o nome de função deslocamento e é definida pela equação 3.16 (Lopes, 

1998) (FERRY, 1980). Observa-se que )(Ts  é também definida como a relação 

entre a frequência reduzida, )( R , e a frequência de excitação, )(  (PEREIRA, 

2008), 
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A equação 3.13 pode ainda ser reescrita da seguinte forma, 

 



27 
 

 

 
 







)(1

)(

)(

)(
)(

1

10









 

ib

ibEE
Ec . 

(3.17) 

 

Substituindo as equações 3.15 e 3.16 na equação 3.13, surge a equação 
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(3.18) 

 

que é função da frequência reduzida. Fazendo uma substituição de variáveis, 

simplifica-se a equação 3.18 e tem-se, 

 

  
  







R

R

Rc
i

iEE
E




 

0

00

1
)( . 

(3.19) 

 

Em 3.19, o módulo complexo do MVE é função da frequência reduzida e 

consequentemente da temperatura.  

Os módulos de armazenamento bem como o fator de perda normalmente 

são fornecidos em gráficos conhecidos como Nomogramas. A FIGURA 3.1 ilustra o 

referido gráfico. A leitura de um nomograma é feita a partir da frequência. Traça-se 

uma linha horizontal a partir da frequência até interceptar a isoterma desejada. A 

partir da isoterma uma linha vertical é traçada até encontrar as curvas do módulo 

dinâmico de elasticidade e do fator de perda. Os valores para o módulo e o fator de 

perda são obtidos da escala a esquerda estendendo linhas horizontais. A frequência 

na qual o fator de perda é máximo é chamada de frequência de transição. 
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FIGURA 3.1 - NOMOGRAMA C-1002 (ISODAMP® C-1000 SERIES ISOLATION MATERIALS, 
TECHNICAL DATA SHEET 19, AEARO E.A.R SPECIALTY COMPOSITES) 

 
 

Repetindo as operações de leitura para cada temperatura do nomograma 

da FIGURA 3.1 foram obtidos os gráficos da FIGURA 3.2. Esta figura exemplifica o 

comportamento dos MVEs com a variação da frequência ou da temperatura. Para 

qualquer temperatura o aumento da frequência provoca o aumento do módulo. Já 

para uma frequência constante, o aumento da temperatura gera uma redução do 

módulo. Comportamento de materiais termoreologicamente simples. Já o fator de 

perda muda de comportamento em função da temperatura de transição. Tanto na 

FIGURA 3.1 quanto na FIGURA 3.2, fica evidente a transição aproximadamente em 

10°C e 100Hz. É importante ressaltar que grandes deformações alteram 

significativamente o comportamento dos MVEs (LOWRY, 2009 e PRITZ, 1996 e 

1998). 
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FIGURA 3.2 - COMPORTAMENTO DOS MVES COM A FREQUÊNCIA E TEMPERATURA. 
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4 DINÂMICA DE ROTORES 

 

O comportamento dinâmico dos rotores é normalmente traduzido pelo 

diagrama de Campbell, modos de vibrar, resposta no domínio do tempo ou no 

domínio da frequência quando o sistema está exposto a distintas excitações e órbita. 

A metodologia empregada para obtenção destes elementos é abordada nesta 

seção. Ewins (2000) e GENTA (2005), entre outros, demonstram que nos sistemas 

com amortecimento viscoso, deve-se empregar o “espaço de estado”.  

Neste trabalho considera-se apenas o comportamento lateral dos rotores. 

Pela natureza do problema, não é considerada adição de rigidez por efeito 

centrífugo ou qualquer modelo de amortecimento associado ao eixo ou efeitos de 

circulação. Assim, um rotor com amortecimento viscoso pode ser modelado por um 

sistema de equações escrito na forma matricial como 

 

             fqKqGCqM rpm  
1 . (4.1) 

 

O Apêndice A apresenta a base para obtenção das matrizes de massa, 

rigidez, amortecimento e giroscópica para um rotor. Neste mesmo apêndice há um 

procedimento detalhado de modelagem dos elementos de rotores e do emprego do 

método de elementos finitos para representar de problemas desta natureza. 

 

4.1 SISTEMA COM AMORTECIMENTO VISCOSO E RESPOSTA NO DOMÍNIO 

DA FREQUÊNCIA 

 

Num sistema com amortecimento viscoso e em vibração livre, a equação 

de movimento 4.1 é 

 

             01  qKqGCqM rpm
 . (4.1) 
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A matriz  1G  é obtida a partir da matriz giroscópica  G , colocando rpm  

em evidência. Adotando a solução harmônica,     stetq )( , é possível reescrever 

4.1.1 a partir dos passos ilustrados pelas equações 4.1.2 à 4.1.4: 

 

             01

2  stst

rpm

st eKeGCseMs  ; (4.2) 

 

              01

2  st

rpm eKGCsMs  ; (4.3) 

 

            01

2  KGCsMs rpm . (4.4) 

 

Para obter soluções não triviais de   , a matriz que precede esse vetor 

deve ser singular. Assim, o seu determinante deve ser nulo. Isto leva a um polinômio 

de ordem 2n em s  com 2n raízes. Para determinar as características dinâmicas do 

sistema utiliza-se a representação em “espaço de estado”. Essa representação 

permite reescrever um conjunto de n equações diferenciais de ordem 2 num 

conjunto de 2n equações diferencias de primeira ordem. O vetor “espaço de estado” 

 )(ty  é um vetor com dimensão 2n e função das coordenadas generalizadas  )(tq  

e a derivadas no tempo (GENTA, 2005) (FERREIRA, 2004). As equações 4.1.5 e 

4.1.6 ilustram como obter os vetores no “espaço de estado” das coordenadas 

generalizadas, 

 

 
 

 
12

)(

)(
)(

xn
tq

tq
ty












, 
(4.5) 
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(4.6) 

 

Assim, é possível reescrever o sistema em 4.1 da seguinte forma: 
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 . (4.7) 

 

Nomeando as matrizes do lado esquerdo da igualdade na equação 4.1.4 

de  A  e  B , e atribuindo ao vetor do lado direto da igualdade o nome  )(tF , 

simplifica-se a equação 4.1.7, 

 

       )()()( tFtyBtyA  . (4.8) 

 

Torna-se evidente, portanto, que a matriz  A é função da rotação. A 

matriz  B somente será função da rotação se as propriedades dos mancais 

também forem, por exemplo, para o caso de mancais hidrodinâmicos. Eliminando a 

excitação na equação 4.1.8, o sistema sob vibração livre é representado por 

 

       0)()(  tyBtyA  . (4.9) 
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Adotando uma solução harmônica,     stety )(  em 4.1.9, é possível 

chegar ao problema clássico de autovalores e autovetores. Os passos para tal estão 

detalhados nas equações 4.1.10 à 4.1.14. 

 

       0 stst eBeAs  , 
(4.10) 

 

        0 steBAs  , (4.11) 

 

       0 BAs , (4.12) 

 

      AsB  . (4.13) 

 

Substituindo s  por   na equação, 4.1.13, obtém-se o problema 

generalizado de autovalores e autovetores, 

 

      AB   (4.14) 

 

Pelo fato da  A  ser dependente da rotação, o problema também o será. 

É importante ainda observar que 

 

 
 

 
  st

xn

e
tq

tq
ty 


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
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
12

)(

)(
)(


, 

(4.15) 

 

por conseguinte, 
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 
 

 
stst e

s
e



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







 . 

(4.16) 

 

Pelo fato de  A  ser uma matriz não simétrica, o problema de autovalores 

é não adjunto. Adicionando o problema adjunto, 

 

       
TT

AB  , (4.17) 

 

é possível obter a matriz de autovetores a direita    e a esquerda    (FERREIRA, 

2004). 

O objetivo de se determinar os autovetores a esquerda e a direita é 

realizar uma transformação de coordenadas, do “espaço de estado’ para o espaço 

modal do “espaço de estado”. No espaço modal, o sistema de equações está 

desacoplado. Para isso, admite-se a seguinte transformação conhecida como 

teorema da expansão, 

 

    )()( tpty  . (4.18) 

 

Em seguida, substituindo 4.1.18 em 4.1.8, 

 

         )()()( tFtpBtpA    , (4.19) 

 

e pré-multiplicando 4.1.19 pelo autovalor a esquerda transposto  T , 
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               )()()( tFtpBtpA
TTT

  , (4.20) 

 

tem-se a equação 4.1.20 que representa a dinâmica do sistema no espaço modal do 

“espaço de estado”. Em 4.1.20, o sistema de equações está desacoplado. 

(FERREIRA, 2004).  

Pela propriedade de ortogonalidade (EWINS, 1984), 
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(4.21) 

e 
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(4.22) 

 

As equações 4.1.21 e 4.1.22 apresentam o aspecto das matrizes 

resultantes das multiplicações pelos autovetores. Tratam-se de matrizes diagonais. 

É possível ainda ortonormalizar os autovetores. A ortonormalização se dá pela 

divisão de cada autovetor pelo seu respectivo elemento da matriz diagonalizada  a , 

tal como 
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e 
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   
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













ii

ii
a

1'  . 
(4.24) 

Retomando as operações de pré e pós multiplicação das matrizes  A  e 

 B pela matriz de autovetores ortonormalizados a esquerda transposta e pela matriz 

de autovetores ortonormalizados a direita como visto na equação 4.1.21 e 4.1.22, 

tem-se: 

 

      IA
T

''   (4.25) 
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(4.26) 

 

As propriedades de ortogonalidade que permitem chegar as equações 

4.1.21 e 4.1.22, por consequência também em 4.1.25 e 4.1.26, são apresentadas no 

apêndice B. Vale ressaltar que os autovalores ordenados surgem aos pares, 

complexo e complexo conjugado, como pode ser observado na equação 4.1.27. 

 

iIR

iIR

kkk

kkk





*


 

(4.27) 

 

Partindo da equação 4.1.19 e considerando as matrizes de autovetores 

ortonormalizadas, 

 

               )()()( ''''' tFtpBtpA
TTT

  , (4.28) 
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chega-se ao sistema de equações desacoplado no espaço modal 

         )()()( ' tFtptpI
T

  . (4.29) 

 

Para que se possa obter a resposta do sistema no domínio da frequência 

para uma excitação conhecida, aplica-se a transformada de Fourier à equação 

4.1.29, 

 

             FPIi
T' . (4.30) 

 

Pré-multiplicando a equação 4.1.30 pela inversa      1
 Ii , obtém-

se, 

 

            


FIiP
T'1

 . (4.31) 

 

A aplicação da transformada de Fourier à equação 4.1.18,  

 

            PtpTFtyTF '' )()(  , (4.32) 

 

em conjunto com a equação 4.1.31, o vetor de resposta no domínio da frequência 

pode ser escrito por  

 

              


FIiY
T'1'  . (4.33) 
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Nomeando,         1' 
  Ii  e         T'''   , a equação 

4.1.33 é simplificada tomando a forma: 

 

         FY  . (4.34) 

 

Em 4.1.34,     é a matriz de receptâncias, complexa e função da 

frequência  . A equação 4.1.34 também pode ser escrita em notação indicial, 

 

kkjijlil FY )()( '''   . (4.35) 

 

Pelo fato da matriz   '  ser uma matriz diagonal, observe que antes da 

inversão a matriz que a deu origem também o é, a notação indicial traz benefícios 

imediatos à programação numérica. Pois, 0' ij  somente quando i = j. 

A resposta do sistema no domínio da frequência, )(Y , é complexa. 

Normalmente os dados de resposta, em especial os de resposta ao 

desbalanceamento no domínio da frequência, são apresentados em gráficos do 

módulo de )(Y  versus a rotação, para os primeiros n valores, também nomeado de 

)(Q . A FIGURA 4.1 mostra um exemplo de resposta típica ao desbalanceamento 

no domínio da frequência. 
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FIGURA 4.1 - EXEMPLO DE RESPOSTA AO DESBALANCEAMENTO NO DOMÍNIO DA 
FREQUÊNCIA. 

 

 

 

4.2    DIAGRAMAS DE CAMPBELL E CAMPBELL SIMPLIFICADO 

 

Na seção anterior foi mostrado como obter os autovalores de um sistema 

com amortecimento viscoso. Viu-se também que a matriz de autovalores, uma matriz 

diagonal, possui 2n autovalores. Em função das características das matrizes  A  e 

 B , os autovalores ii  são complexos e vem aos pares, complexo e complexo 

conjugado. As frequências naturais, bem como as rotações críticas, de um rotor são 

ordenadas no diagrama de Campbell. Pelo fato do efeito giroscópico ser função da 

rotação da máquina e eventualmente da rigidez e do amortecimento, no caso de 

mancais hidrodinâmicos, os autovalores são calculados para cada rotação rpm .  

O QUADRO 4.1 a seguir e a ilustração da FIGURA 4.2 - REPRESENTAÇÃO 

DOS PASSOS CONSTRUTIVOS DO DIAGRAMA DE CAMPBELL.resumem os principais 

passos realizados na obtenção do diagrama de Campbell. 
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QUADRO 4.1 - RESUMO DOS PASSOS PARA DETERMINAÇÃO DAS FREQUÊNCIAS NATURAIS. 

Loop      =       ...       , onde M é o número de passos de rotação 

 Calcular propriedades dos mancais e montar matrizes    ,           ,            e 
           

 Montar matrizes            e            

 Calcular autovalores  . Obtêm-se 2N autovalores, aos pares complexo e complexo 
conjugado. 

 Calcular as N frequências naturais,  , ver equação B.19 no apêndice B. N também é o 
número de graus de liberdade do modelo. 

 Ordenar e armazenar as frequências naturais   nas colunas de uma matriz para cada 
passo de rotação. 

Fim do loop      =       ...       . 

Matriz de frequências naturais, N linhas (N° de graus de liberdade) versus M colunas (N° de passos 
de rotação). 
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As frequências naturais são obtidas a partir da equação B.19, do 

apêndice B. As mesmas são ordenadas e armazenadas nas colunas da matriz de 

frequências naturais. Cada linha da matriz representa um conjunto de ordenadas, 

pontos circulares na FIGURA 4.2 - REPRESENTAÇÃO DOS PASSOS CONSTRUTIVOS DO 

DIAGRAMA DE CAMPBELL., para as abscissas do vetor de rotações. A união destes 

pontos, para uma mesma linha da matriz, define um modo de vibrar no diagrama de 

Campbell, linha contínua da figura. O sistema possui N modos de vibrar, uma vez 

que N também é o número de graus de liberdade do modelo. 

O desbalanceamento é uma excitação síncrona à rotação de uma 

máquina. Traçando uma linha a 45° do eixo das abscissas, é possível obter as N 

rotações críticas do rotor. Os pontos de cruzamento entre a linha a 45°, linha 

tracejada na FIGURA 4.2 - REPRESENTAÇÃO DOS PASSOS CONSTRUTIVOS DO DIAGRAMA 
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DE CAMPBELL., e as linhas continuas são as rotações críticas, pontos estrelados da 

figura. 

A FIGURA 4.2 apresenta um exemplo de diagrama de Campbell calculado 

através do ROTORDIN. A linha azul que corta o diagrama a 45° é conhecido como 

Diagrama de Campbell simplificado.  

 

FIGURA 4.2 - REPRESENTAÇÃO DOS PASSOS CONSTRUTIVOS DO DIAGRAMA DE 
CAMPBELL. 
 

 
 

 

 

 

 

 

 

FIGURA 4.3 - EXEMPLO DE UM DIAGRAMA DE CAMPBELL CALCULADO PELO ROTORDIN. 
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4.3    RESPOSTA NO DOMÍNIO DO TEMPO E ÓRBITA 

 

Sistemas lineares excitados por funções harmônicas possuem respostas 

também harmônicas. Isto permite escrever a resposta harmônica do i-ésimo 

elemento do vetor de coordenadas generalizadas como uma função de seno e 

cosseno, 

 

    )()cos()( 21 tsenCtCtqi   (4.3.1) 

 

As funções trigonométricas na equação 4.3.1 podem ser substituídas por 

exponenciais complexas, 

 

   
i

ee
C

ee
Ctq

titititi

i










22
)( 21

. 
(4.3.2) 
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Reagrupando os termos comuns em 4.3.2, a resposta no domínio do 

tempo se torna, 

 

        titi

i e
iCC

e
iCC

tq  






 











 





2222
)( 2121 . 

(4.3.3) 

 

A equação 4.3.3 permite escrever um vetor deslocamento, no domínio do 

tempo, de um rotor. Neste caso, as funções complexas em  1C  e  2C  são a 

resposta complexa e complexa conjugada. O vetor de coordenadas generalizadas 

escrito de forma análoga a equação 4.3.3 é 

 

        titi eQeQtq   *)( , (4.3.4) 

 

onde   *Q  é o vetor complexo conjugado de   Q . Portanto, calculada a 

resposta no domínio da frequência por 4.1.35, obtém-se a resposta no domínio do 

tempo a partir da equação 4.3.4. 

A resposta )(tqi
 da equação 4.3.1 também pode ser representada por 

uma função trigonométrica e um ângulo de fase, 

 

     tRtqi cos)( . (4.3.5) 

 

Desenvolvendo o termo em cosseno, 

 

               tsensenRtRtqi   coscos)(  (4.3.6) 

e comparando a equação 4.3.6 à equação 4.3.1, é imediata a observação: 
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       cos1 RC  

       senRC2 . 

(4.3.7) 

 

Para obter a relação entre  1C ,  2C e  basta realizar as 

operações, 

 

               222222

2

2

1 cos  RsenRRCC   (4.3.8) 

 

e 

     2

2

2

1  CCR . (4.3.9) 

 

Por fim, a relação entre      e      é facilmente obtida extraindo o 

módulo de     : 

 

 
   








 





22

21 iCC
Q , 

(4.3.10) 

 

 
   

     





 RCC
CC

Q
2

1

2

1

44

2

2

2

1

2

2

2

1 . 
(4.3.11) 

 

Ou seja, o módulo da resposta complexa no domínio da frequência 

equivale à metade do valor de pico da correspondente função temporal. 

Quando as respostas no domínio do tempo são colocadas num gráfico, 

para duas direções ortogonais na seção transversal do eixo, obtém-se uma figura 

conhecida como órbita. A órbita normalmente reflete bem o comportamento 

anisotrópico do conjunto rotativo. Um comportamento anisotrópico provoca órbitas 

 R
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elípticas ou achatadas. Um conjunto rotativo totalmente isotrópico revela órbitas 

circulares. As órbitas descrevem um caminho de precessão do eixo girante. Estas 

também são ferramentas de diagnóstico de máquinas rotativas que permitem inferir 

qualitativamente o preload em mancais hidrodinâmicos. A FIGURA 4.4 apresenta um 

gráfico com diversas órbitas de resposta ao desbalanceamento em diversas 

rotações. Outra característica importante também obtida das órbitas é o sentido de 

precessão. Se a precessão ocorre no mesmo sentido de rotação do eixo diz-se 

movimento em Forward Whirl (FW). Caso contrário, diz-se Backward Whirl. O vetor 

da órbita é formado pelos deslocamentos em X e em Y. No instante nt  o vetor é: 

 

      YtuXtutO nynx


  (4.3.12) 

 

Para o instante ligeiramente anterior a nt , 1nt , o vetor pode ser escrito por 

 

      YtuXtutO nynxn


  111  (4.3.13) 

 

Logo, o produto vetorial de dois vetores sucessivos da órbita, equações 

4.3.12 e 4.3.13, resulta num terceiro vetor simultaneamente ortogonal a  ntO


 e 

 1ntO


. Este vetor terá a mesma direção da rotação da máquina, mas não 

necessariamente o mesmo sentido. A equação 4.3.14 ilustra o produto vetorial entre 

 tO


 e  1tO


. 

 

       
   

        Ztutututu

tutu

tutu

ZYX

tOtOS yxyx

yx

yx






11

0

0111   

(4.3.14) 
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Se S

 for positivo indica FW, caso seja negativo indica BW. Aqui deve-se 

ter atenção ao definir o sentido positivo de giro do rotor. Este deve coincidir com a 

sentido do eixo que corta longitudinalmente o rotor aplicada a “regra da mão direita”. 

Na figura 4-4, as orbitas em precessão BW são visualizadas em vermelho.  

 

FIGURA 4.4 - ÓRBITAS DE RESPOSTAS AO DESBALANCEAMENTO PARA DIFERENTES 
ROTAÇÕES DE UM ROTOR ASSIMÉTRICO 

 

. 
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4.4    MODOS DE VIBRAR 

 

No sistema com amortecimento viscoso é empregada a configuração no 

“espaço de estado”. Fica evidente, que a resposta à excitação tem contribuição de 

2n modos de vibrar. A resposta é, portanto, um somatório da contribuição de cada 

modo. 

Mas para um sistema com n graus de liberdade, excitado pela i-ésima 

frequência natural resultante de 
i e 

*

i , a resposta aproximada pode ser escrita da 

seguinte forma: 

 

      t

i

t

i
ii eetq
*

*)(
  

  
(4.4.1) 

 

Em 4.4.1,  i  é o i-ésimo autovetor do autovalor 
i . Assim, a 

contribuição exclusiva da i-ésima frequência natural revela na resposta o modo de 

vibrar do rotor associado a esta frequência. 

 A FIGURA 4.5 apresenta os dois primeiros modos laterais de vibrar de 

um rotor assimétrico. 
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FIGURA 4.5 - MODOS DE VIBRAR DE UM ROTOR ASSIMÉTRICO. (A) E (B) PRIMEIRO MODO EM 
BACKWARD E FORWARD RESPECTIVAMENTE. (C) E (D) SEGUNDO MODO EM BACKWARD E 
FORWARD RESPECTIVAMENTE. 
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5 OS MANCAIS E OS MATERIAIS VISCOELÁSTICOS 

 

Os MVE podem ser adicionados aos mancais de rotores basicamente de 

duas formas. Na primeira delas, aplica-se uma manta de MVE em parte ou em toda 

a pista externa do mancal, ver FIGURA 5.1 (a). Essa manta pode ter configurações 

geométricas distintas, por exemplo uma manta do tipo corrugada. Outra forma é a 

aplicação da manta na base da caixa de mancais, entre a caixa e o pedestal, ver 

figura FIGURA 5.1 (b). A FIGURA 5.1 (c) apresenta um modelo simples aplicável à 

ambos os casos. Trata-se de uma associação em série do mancal com a manta de 

MVE. O parâmetro Km representa a rigidez do mancal, Cm seu amortecimento, Mm 

a massa do mancal e KMVE a rigidez complexa da manta. O valor de KMVE é 

complexo porque é função do módulo de elasticidade complexo do MVE, como visto 

anteriormente no modelo de derivadas fracionárias abordado no capítulo 3. Na 

FIGURA 5.1 (a), Mm equivale à massa da capa externa do mancal e dos elementos 

girantes, para o caso de um mancal de rolamento. Já na FIGURA 5.1 (b), Mm equivale 

à soma da massa da pista externa do mancal com os elementos girante e a massa 

da caixa de mancais. Neste caso, a rigidez complexa da manta apresenta valores 

diferentes para cada direção no plano transversal do mancal. 

 

FIGURA 5.1 - REPRESENTAÇÃO ESQUEMÁTICA DA APLICAÇÃO DE MVE NOS MANCAIS DE 
ROTORES. (A) MVE NA PISTA EXTERNA DO MANCAL DE ROLAMENTO, (B) MVE SOBRE A 
CAIXA DE MANCAIS, (C) REPRESENTAÇÃO MASSA-MOLA-AMORTECEDOR. 

  
 

(a) (b) (c) 

 

Os trabalhos que modelam rotores com seus mancais associados à MVE 

consideram os MVEs como molas e amortecedores independentes para cada 

direção considerada (FERREIRA, 2004; TILLEMA, 2003; SHABANEH e ZU, 2000; 
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SALDARRIAGA e STEFFEN, 2006; PANDA e DUTT, 1999; LEE et al., 2004; DUTT 

e NAKRA, 1992 e 96 e DUTT e TOI, 2003). Esta consideração se aplica bem no 

emprego de MVE em mancais de rolamento. Sabe-se que os mancais de rolamento 

não apresentam rigidez linear para condições de carregamento distintas. No entanto, 

para uma condição de carregamento fixa, é possível obter o coeficiente de rigidez e 

tratá-lo como linear em relação a rotação (ZEILINGER et al, 1996). As componentes 

de rigidez cruzada também são muito pequenas e podem ser negligenciadas, 

possibilitando que o rolamento seja modelado por uma mola de rigidez Km e um 

amortecedor com amortecimento Cm. Ambos com valores atribuídos para o par 

cartesiano do plano do rolamento transversal ao eixo. Pelo fato de se associar em 

série o rolamento com o MVE, a massa Mm deve ser considerada. Isto insere quatro 

graus de liberdade a mais por mancal no modelo. Na posição dos nós adicionais, 

correspondente as massas dos mancais, os graus de liberdade são deslocamentos e 

giros para as duas direções ortogonais do plano transversal ao eixo. Outra forma de 

considerar o efeito da inércia dos mancais e as propriedades dos MVEs é através da 

técnica de parâmetros equivalentes generalizados (BAVASTRI et. al. 2014). Esta 

técnica permite, através de uma rigidez equivalente, agrupar as propriedades do 

mancal e do MVE no nó correspondente. Neste trabalho foi abordada somente a 

configuração da opção (a) da FIGURA 5.1. Por simplificação, foram desprezados os 

efeitos inerciais relativo aos graus de liberdade de giro no par cartesiano transversal 

ao eixo. 

Assim, são levados em consideração somente os deslocamentos 

transversais do nó que representa a massa Mm. A FIGURA 5.2 (a) traz uma 

representação do modelo adotado nesta dissertação para o mancal associado ao 

MVE. Já a FIGURA 5.2 (b) mostra a correlação entre os componentes do mancal e 

seus elementos no modelo. Este modelo é a base para extrair a rigidez equivalente 

do método de parâmetros equivalentes generalizados. 
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FIGURA 5.2 - REPRESENTAÇÃO ESQUEMÁTICA DA MODELAGEM DA ASSOCIAÇÃO DE UM 
MANCAL DE ROLAMENTO COM O MVE. (A) MODELO MASSA-MOLA-AMORTECEDOR, (B) 
RELAÇÃO ENTRE ELEMENTOS DO MANCAL E O MODELO PROPOSTO. 

 
 

(a) (b) 

 

Tomando apenas o nó 2 na FIGURA 5.2 (a), nó comum ao eixo e ao 

mancal, tem-se o equilíbrio de forças ilustrado na FIGURA 5.3. 

 

FIGURA 5.3 - EQUILÍBRIO DE FORÇAS NO NÓ 2. 

 

 

 

A equação do equilíbrio de forças no nó 2 é 

 

            01212 











tXtXCtXtXKtf mm . 
(5.1) 

 

 



52 
 

 

Desenvolvendo a equação 5.1 e isolando o termo da força, tem-se 

         tftXCtXKtXCtXK mmmm 


1122 . 
(5.2) 

 

Aplicando a transformada de Fourier na equação 5.2 chega-se na 

equação 5.3 que relaciona os deslocamentos com a força no domínio da frequência.  

 

          FXCiKXCiK mmmm 12  (5.3) 

 

A segunda equação necessária para solução deste sistema com duas 

incógnitas é obtida do diagrama de corpo livre da massa Mm. A FIGURA 5.4 ilustra os 

vetores de força atuantes na massa. 

 

FIGURA 5.4 - DIAGRAMA DE CORPO LIVRE PARA MASSA MM SITUADO NO NÓ 1. 

 

 

 

Do equilíbrio de forças do diagrama de corpo livre da FIGURA 5.4 chega-se 

na equação 5.4, 

 

            tXMtXKtXtXCtXtXK mMVEmm












 111212 . 
(5.4) 
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Desenvolvendo os termos da equação 5.4 e separando os termos 

relativos ao nó 1 dos termos relativos ao nó 2, obtém-se: 

 

           tXMtXCtXKtXKtXCtXK mmMVEmmm



 111122 . 
(5.5) 

 

Aplicando a transformada de Fourier à equação 5.5, tem-se a equação no 

domínio da frequência que relaciona as duas incógnitas. A relação é apresentada 

pela equação 5.6, 

 

        1

2

2 XMCiKKXCiK mmMVEmmm . (5.6) 

 

O objetivo deste desenvolvimento é escrever uma equação de rigidez 

dinâmica aplicada ao nó 2 para ser comparada à um sistema equivalente. Portanto, 

deve-se isolar o deslocamento do nó 1 na equação 5.6 resultando em 

 

 
   

 mMVEmm

mm

CiKKM

CiKX
X






2

2

1 . 
(5.7) 

 

Substituindo a equação 5.7 na equação 5.6 e separando a parte 

complexa da parte imaginária, é possível obter a equação para a rigidez dinâmica no 

nó 2. Essa função é expressa pela equação 5.8, 

 

 
 

      
   222

22222222

2 mmMVEm

mMVEmmMVEmmmmMVE

CMKK

MKCiMKKCKMK

X

F









. 

(5.8) 
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O sistema equivalente substitui a associação em série do mancal de 

rolamento com a manta de MVE por uma mola equivalente. Ver FIGURA 5.5.  

 

FIGURA 5.5 - SISTEMA EQUIVALENTE. 

 

 

 

Do equilíbrio de forças da FIGURA 5.5, 

 

   tXKtf eq 2 . (5.9) 

 

Aplicando a transformada de Fourier à equação 5.9 obtém-se a rigidez 

dinâmica para o sistema equivalente, 

 

 
 





eqK

X

F

2

. 
(5.10) 

 

Finalmente, comparando a equação 5.10 à equação 5.8, tem-se a rigidez 

equivalente para a associação do mancal de rolamento com a manta de MVE, 
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      
   222

22222222

mmMVEm

mMVEmmMVEmmmmMVE

eq

CMKK

MKCiMKKCKMK
K




 . 

(5.11) 

 

A rigidez equivalente obtida pela equação 5.11 é adicionada a matriz de 

rigidez do sistema que compõem o modelo rotodinâmico, da mesma forma que se 

adicionam as propriedades de um mancal simples. A vantagem desta abordagem 

está em não acrescentar mais graus de liberdade ao novo modelo, o número de 

graus de liberdade permanece igual ao do modelo sem MVE. Vale ressaltar que para 

modelos mais complexos, como por exemplo, a associação de MVE com mancal de 

deslizamento, a equação 5.11 deve ser atualizada. Neste trabalho é desconsiderado 

o efeito das componentes cruzadas que são muito importantes no estudo de 

estabilidade em sistemas com mancais de deslizamento. 

Ainda resta definir na equação 5.11 a rigidez da manta de MVE, 
MVEK . A 

premissa para o emprego da associação em série do mancal com a manta, é a não 

existência de componentes cruzadas de rigidez. Isto é conseguido com aplicação de 

mantas com configuração simétrica, ver ilustração da FIGURA 5.2 (b) (DUTT e TOI, 

2003). Na ilustração foram empregados setores de MVE simetricamente dispostos. 

Dutt e Toi (2003) apresenta a modelagem para setores de materiais poliméricos. No 

presente trabalho, a associação entre o mancal e o MVE tem uma abordagem 

semelhante, porém, a rigidez do MVE é função do módulo de elasticidade complexo 

e um fator geométrico. Assim, para um elemento de barra, a rigidez a tração, ou 

compressão, é definida pela equação 5.12, 

 

L

AE
K


 . 

(5.12) 

 

Na equação 5.12 o material está definido pelo módulo de elasticidade E . 

A razão entre a área A  e o comprimento L  sob um determinado carregamento, 

definem um fator de forma, FG. Este mesmo modelo é empregado para definir a 

rigidez da manta de MVE pela equação 5.13. 
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    FGEK cMVE   (5.13) 

 

Para não se ater à uma única configuração geométrica para mantas de 

MVE, opta-se obter o FG no software de análise estrutural por elementos finitos 

ANSYS, FIGURA 5.6.  

 

FIGURA 5.6 - EMPREGO DE SOFTWARE DE ELEMENTOS FINITOS PARA DETERMINAÇÃO DO 
FATOR DE FORMA. 

 

 

O módulo de elasticidade alimentado no software é o módulo para 

frequência nula. O coeficiente de Poisson adotado é 0,499. O material é considerado 

isotrópico linear. Aplica-se um deslocamento prescrito numa única direção e obtém-

se a reação a este deslocamento. A força necessária para deformar a manta é 

contrária a reação. A razão entre a força e o deslocamento prescrito fornece a 

rigidez. Por fim, dividindo a rigidez pelo módulo de elasticidade da manta tem-se o 

fator de forma. Pelo fato dos setores de MVE serem alocados de forma simétrica ao 

longo da capa externa do mancal, não há componente de rigidez cruzada 

significativa. Além disso, a rigidez transversal é considerada a mesma para as duas 

direções ortogonais
zzxx KK  . Portanto, o fator de forma é um só para as duas 

direções. 
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A rigidez da equação 5.13 torna-se complexa ao multiplicar o módulo 

complexo, para frequências não nulas, pelo fator geométrico que é constante para 

toda faixa de frequência.  

Pelo fato dos MVEs apresentarem forte dependência com a frequência de 

excitação e temperatura, a matriz  B  do “espaço de estado” se torna ligeiramente 

diferente. 

 

 
   
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nxn
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




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
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

  

(5.14) 

 

Observe agora que a matriz de rigidez é função da frequência e da 

temperatura, uma vez que as características dos MVEs são definidas por estes dois 

parâmetros. A matriz de rigidez também é complexa, indicada pela barra horizontal.  

O problema de autovalores é função da frequência e segundo Ferreira 

(2004) é resolvido pelo diagrama de Campbell Auxiliar. O processo se dá da 

seguinte forma. Para uma dada rotação rpm , inicia-se o loop de frequência  . Para 

cada frequência   desse loop, calculam-se os autovalores e seus respectivos 

autovetores. Percebe-se que o número de autovalores e autovetores obtidos é 

função do número de graus de liberdade. Assim, para cada rotação rpm  é possível 

construir um diagrama de Campbell Auxiliar, função da frequência  , ver FIGURA 

5.7 (b). Partindo do Campbell Auxiliar e fazendo j , onde j  é obtido pelo 

cruzamento da reta a 45° que corta as curvas das frequências naturais, têm-se as 

frequências para uma dada rpm . Repetindo o procedimento para todos os passos 

de rotação obtém-se o diagrama de Campbell final, FIGURA 5.7 (a). 

 

 

 



58 
 

 

FIGURA 5.7 - ILUSTRAÇÕES DO DIAGRAMA DE CAMPBELL FINAL (A) E CAMPBELL AUXILIAR 
(B) (FERREIRA, 2004). 

 

 

Computacionalmente a FIGURA 5.7 se resume a dois loops, um de 

rotação e outro de frequência, conforme ilustrado no QUADRO 5.1 a seguir. 

  



59 
 

 

 

QUADRO 5.1 - RESUMO DAS OPERAÇÕES PARA OBTENÇÃO DAS FREQUÊNCIAS NATURAIS 
EM SISTEMAS COM EMPREGO DE MVE. 

Loop      =       ...       , onde M é o número de passos de rotação 

 Loop  =   ...     , onde M1 é o número de passos de frequência de excitação 

  
Calcular propriedades dos mancais e montar matrizes    ,        ,     e 
           

  Montar matrizes            e          

  
Calcular autovalores  . Obtêm-se 2N autovalores, aos pares complexo e negativo 
complexo. 

  
Calcular as N frequências naturais,   , ver equação 5.19. N também é o número de 

graus de liberdade do modelo. 

  

Ordenar e armazenar as frequências naturais    nas colunas de uma matriz para 

cada passo de frequência   . 
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Plotar o Campbell Auxiliar e extrair as frequências naturais    da linha que corta o 

gráfico a 45° 

  Armazenar o novo vetor coluna    para cada passo de rotação. 

 Fim do Loop  =   ...      

Fim do loop      =       ...       . 

Matriz de frequências naturais, N linhas (N° de graus de liberdade) versus M colunas (N° de passos 
de rotação). 
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Em função da matriz rigidez de um sistema com MVE ser complexa, a 

matriz   B  também se torna complexa. O problema continua sendo resolvido no 

“espaço de estado”. Assim como no modelo com amortecimento viscoso, os 
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autovalores aparecem aos pares. Contudo, diferentemente dos modelos com 

amortecimento viscoso geral, onde todos os coeficientes das matrizes são reais, os 

autovalores que surgem aos pares são complexo e seu negativo. Isto porque se tem 

redundância de informação no espaço de estado. Portanto, os autovalores que 

surgem aos pares devem estar relacionados de alguma forma. Contudo não podem 

ser complexos e seu conjugado, uma vez que os coeficientes do polinômio 

característico não são todos reais. 

Este fato muda o resultado das condições de ortogonalidade 

referenciadas no capítulo 4.1 e desenvolvidas no Apêndice B (Espindola, 1995). 

Observe que das condições de ortogonalidade das equações B.7 e B.15, somente 

B.15 nos traz uma informação relevante. Pelo fato de jk   , a equação B.15 pode 

ser reescrita da seguinte forma: 

 

            0)(
11

2

11


xnknxnxnjjxnknxnxnj MK   (5.15) 

 

Portanto, a relação que se tira da propriedade de ortogonalidade é: 
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(5.16) 

 

Em 5.16, 
2

j  não é um número real e sim complexo. Tem parte real e 

parte imaginária. As barras horizontais sobre as variáveis indicam ser de natureza 

complexa. Portanto jj i ., supondo 

 

 jjjj i  1222 , (5.17) 

 

tem-se, 



61 
 

 

 22 Re jj   (5.18) 

 

e, 

 
 2

2

Re

Im

j

j

j








 . 

(5.19) 

 

Aplicando a metodologia descrita neste capítulo para obtenção dos 

autovalores e autovetores, toda a teoria discutida no capítulo 4 também é aplicável. 

As respostas às excitações, modos de vibrar e órbitas são obtidas da mesma 

maneira. 

No entanto, pelo fato dos autovalores surgirem aos pares, complexo e 

negativo complexo, a discussão sobre instabilidade baseada no sinal da parte real 

do autovalor não é aplicável. Outras considerações devem ser adotadas para obter 

informações a respeito da instabilidade e não é o escopo deste trabalho.  
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6 VALIDAÇÃO EXPERIMENTAL 

 

A validação de um modelo numérico é comumente realizada com base 

em dados experimentais. Contudo, validar um modelo não significa somente 

comparar os dados numéricos aos dados experimentais. Faz-se necessário 

estabelecer um critério para concluir se o modelo descreve bem o comportamento 

dinâmico de um rotor ou não. Preocupados com este fato, a indústria e os 

consumidores de máquinas rotativas adotam normas com critérios de aceitação para 

modelos rotodinâmicos destas máquinas. As normas mais conhecidas aplicadas a 

compressores, turbinas e motores elétricos são as normas API (American Petroleum 

Institute). A partir do aprimoramento de práticas, conhecimentos da indústria e de 

consumidores, as normas são atualizadas. Quando máquinas especiais (Special 

Purpose), assim definidas pelas normas API, têm seus pedidos de compra 

efetuados, o consumidor pode solicitar que o fabricante demonstre que o modelo 

rotodinâmico adotado no projeto reflete bem o comportamento da máquina. Sob o 

ponto de vista dinâmico, há algumas formas de demonstrar a “aderência” de um 

modelo rotodinâmico a determinadas condições de operação de uma máquina. 

Técnicas mais recentes se utilizam de mancais magnéticos estrategicamente 

posicionados para excitar o conjunto rotativo de uma máquina durante operação em 

bancada. Desta forma é possível obter experimentalmente o diagrama de Campbell, 

por exemplo. Essa técnica é a mais precisa, porém, ainda é muito cara. Portanto, as 

normas API utilizam como padrão a validação de modelos rotodinâmicos através de 

respostas ao desbalanceamento em “corridas” de aceleração ou desaceleração da 

máquina. A API RP 684, 2ª.ed., estabelece parágrafos padrão adotados nas normas 

específicas de cada tipo de máquina como critério de aceitação para o modelo 

baseado nas respostas ao desbalanceamento. Neste trabalho são adotados os 

mesmos critérios da API RP 684, 2ª.ed., para validação do modelo. Os critérios são 

comentados durante a apresentação dos resultados neste capítulo. 

Os testes de validação do modelo proposto são realizados num kit 

comercial de simulação de comportamento rotodinâmico (ROTORKIT da Bently 

Nevada). O kit recebe caixas de mancais especialmente fabricadas neste trabalho 

para alojar mancais de rolamento, com ou sem MVE. A FIGURA 6.1 apresenta 

fotografias da bancada de testes modificada.  
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FIGURA 6.1 - BANCADA DE SIMULAÇÃO ROTORKIT ADAPTADA: (A) VISTA GERAL DO ROTOR, 
(B) ROLAMENTOS AUTOCOMPENSADORES E ANÉIS RÍGIDOS PARA MONTAGEM, (C) 
MONTAGEM DOS SENSORES DE DESLOCAMENTO RADIAL (PROXIMETERS), (D) MONTAGEM 
DOS ROLAMENTOS COM ANEL RÍGIDO NA CAIXA DE MANCAIS, (E) MONTAGEM DOS 
ROLAMENTOS COM SETORES DE MVES. 

 

 

  

(b) (c) 

  
(d) (e) 

 

O rotor é composto de um eixo de aço carbono com diâmetro de 10mm, 

comprimento de 400mm, e densidade de 7742.67 kg/m3. A densidade é determinada 

a partir de uma amostra do eixo com auxílio de uma balança de precisão. Os 

mancais utilizados são de rolamento autocompensadores com duas carreiras de 

esfera 1200 G15, fabricante NTN-SNR. Isto porque a caixa de mancais possui uma 

folga extremamente reduzida entre o alojamento e a capa externa do mancal. E 

também pelo fato do rolamento de esferas comum ter sido testado e sua folga ser 
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insuficiente para compensar pequenos desalinhamento entre as caixas de mancal 

somadas as deformações do eixo ao desbalanceamento. Os resultados dos testes 

obtidos com os rolamentos de uma carreira rígida de esferas são diferentes dos 

resultados obtidos com os mancais autocompensadores. Há também um disco 

móvel com alojamentos para massas de teste. Os momentos de inércia do disco são 

calculados num software de CAD a partir da geometria e da massa conhecida 

(800g). A FIGURA 6.2 apresenta uma fotografia do disco bem como o desenho com as 

propriedades obtidas no software de CAD. Assim, ao modelo são atribuídas 

diretamente as propriedades inerciais. 

A possibilidade de alterar a posição do disco e dos mancais no eixo 

permite a escolha da configuração mais adequada para os testes. O acionador é um 

motor elétrico de rotação variável podendo atingir até 10000rpm. Este gira o rotor 

através de um acoplamento elástico e a introdução de rigidez adicional ao rotor pelo 

acoplamento é desprezível. Proximeters são utilizados para medir o deslocamento 

do eixo e são posicionados a 300mm da origem. Os proximeters têm suas curvas de 

calibração levantadas para alimentação da constante de 

proporcionalidade/sensibilidade no software de pós-processamento. As medições de 

deslocamento são referenciadas por um keyphasor e uma roda dentada instalada no 

eixo do motor. Assim, pode-se obter a resposta síncrona gerada pelo 

desbalanceamento que é utilizada para validar o modelo. Leituras de temperatura 

são tomadas nos MVE através de termopar para determinação das propriedades 

dinâmicas. A coleta de dados é realizada através do módulo 3160-B-042 com 4 

canais de entrada e dois de saída da Bruel & Kjaer. Os dados são pós-processados 

no software Pulse. 
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FIGURA 6.2 - PROPRIEDADES DO DISCO. 

 

 

 

 

A disposição dos elementos do rotor em relação ao eixo é ilustrada na 

FIGURA 6.3. No Apêndice A há dois sistemas de referência distintos, o utilizado por 

Lalanne e Ferraris (1990) e o utilizado por Genta (2005). O programa desenvolvido 

para os cálculos deste trabalho utiliza a mesma referência cartesiana adotada por 

Lalanne e Ferraris (1990). Isto porque o desenvolvimento do código numérico 

disponível utilizado como base no desenvolvimento deste trabalho é baseado nessa 

literatura. 
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FIGURA 6.3 - POSIÇÃO DOS ELEMENTOS DO ROTOR EM RELAÇÃO AO EIXO. 

 
 

 

Este trabalho tem como objetivo compreender o efeito do MVE aplicado 

aos mancais de um rotor qualquer e propor um modelo capaz de predizer seu 

comportamento dinâmico. O rotor sem aplicação de MVE é utilizado como base para 

definição da rigidez dos mancais de rolamento autocompensadores e para estudar o 

comportamento do rotor nestas condições. 

 

6.1    DETERMINAÇÃO DOS PÂMETROS DOS MANCAIS SEM MVE. 

 

O cálculo da rigidez de mancais de rolamento é por vezes impreciso. 

Assim, os valores de rigidez dos mancais de rolamento são obtidos pela comparação 

das curvas de inertância experimentais com as calculadas para o rotor em repouso. 

Trata-se de um problema de otimização não linear com restrição. A rotina “fmincon” 

da biblioteca de soluções para problemas de otimização não linear restritos do 

MATLAB é empregada. É definida uma função objetivo, o erro médio entre a 

amplitude medida e a calculada para a inertância. As variáveis de projeto escolhidas, 

atendendo as orientações cartesianas de Lalanne e Ferraris (1990), são rigidez,     

e    , e os amortecimentos,     e    , dos mancais. Não são consideradas 

componentes cruzadas em rigidez ou amortecimento por se tratar de primeira 
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aproximação em mancal de rolamento. O QUADRO 6.1 apresenta um resumo do 

problema de otimização não linear. 

QUADRO 6.1 - RESUMO DO PROBLEMA DE OTIMIZAÇÃO NÃO LINEAR PARA DETERMINAÇÃO 
DE PARÂMETROS DOS MANCAIS DE ROLAMENTO. 

Formulação do problema de otimização não linear: 

 Dados especificados: Dados geométricos e dos materiais do eixo e disco. 

 Variáveis de projeto:     ,    ,     e    . 

 

Função objetivo: 

Minimizar 
   

 )(

)()(





medida

medidacalculada

InertânciadeelementosdeN

InertânciaInertância
 

 

Restrições 
105 101,101 xKKx ZZXX   N/m 

1000,100  ZZXX CC N.s/m 

 

Acelerômetro e martelo são utilizados para realização de Teste de Impacto. A FIGURA 6.4 apresenta 
um registro fotográfico de um teste e a  
 
 
 
 

FIGURA 6.5 apresenta um registro fotográfico do momento da aquisição 

das curvas de inertância. 

 

FIGURA 6.4 - TESTE DE IMPACTO DE UM ROTOR. 
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FIGURA 6.5 - DADOS COLETADOS DE TESTE DE IMPACTO DE UM ROTOR. 

 
 

Para o rotor mostrado na FIGURA 6.3, são coletadas as curvas de 

inertância nas direções X e Z. As respostas são coletadas com o acelerômetro 

posicionado a 150mm da origem e o impacto foi dado a 100mm da origem. A FIGURA 

6.6 apresenta as curvas de inertância coletadas para as duas direções ortogonais. 
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FIGURA 6.6 - RESULTADO DO TESTE DE IMPACTO PARA AS DIREÇÕES X E Z 

 

. 

 

Observa-se uma pequena diferença no pico da primeira frequência natural 

indicando uma leve assimetria entre os eixos X e Z. Vale ressaltar que a inertância 

medida é do sistema como um todo. 

O rotor foi modelado pelo MEF atendendo o critério L/D, razão do 

comprimento pelo diâmetro do elemento, menor ou igual a um. A FIGURA 6.7 

apresenta uma representação esquemática do modelo do rotor. 

 

FIGURA 6.7 - REPRESENTAÇÃO ESQUEMÁTICA DO MEF PARA O ROTOR. 

 

 

 

O rotor modelado apresenta um total de 42 elementos. Na FIGURA 6.8 há 

uma imagem da tela de entrada de dados para escalonamento do eixo do rotor. Esta 
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interface gráfica em MATLAB, denominada Rotordin, baseia-se em trabalhos 

anteriores do grupo de pesquisa GVIBS e foi adaptada e reescrita para os propósitos 

do presente trabalho. O rotor não apresenta variações de diâmetro ao longo do seu 

comprimento. Portanto, as seções são definidas em função dos demais elementos 

do rotor (mancais, disco, pontos de medição de resposta e ponto de impacto). Os 

mancais de rolamento autocompensadores possuem comprimento de 9mm. Estes 

são contemplados nas seções 1 e 5, com os nós 2 e 40. A FIGURA 6.9 apresenta a 

imagem da tela de entrada dos dados para os mancais. O disco com alojamentos 

para massas de teste, apresentado na FIGURA 6.2, tem seus dados de inércia 

inseridos no nó 7. Na FIGURA 6.10 há a imagem da tela de entrada de dados de 

inércia. 

 

FIGURA 6.8 - TELA DE ENTRADA DE DADOS PARA O EIXO. 

 

 

 

FIGURA 6.9 - TELA DE ENTRADA DE DADOS DOS MANCAIS 

 

. 
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FIGURA 6.10 - TELA DE ENTRADA DE DADOS DE ELEMENTOS DE INÉRCIA. 

 

 

Para cada conjunto de variáveis de projeto há um valor para a norma 

euclidiana entre os pontos de inertância obtidos experimentalmente e os pontos 

calculados pelo modelo proposto da FIGURA 6.7. As normas euclidianas para as 

direções X e Z são somadas. Portanto, o somatório das normas passou a ser a 

função objetivo. Como deseja-se determinar as propriedades dos mancais 

minimizando a função objetivo por um problema de otimização não linear restrito, 

gráficos da função objetivo são gerados. Os gráficos permitem identificar o 

subespaço de busca da solução definindo, portanto, as restrições do problema de 

otimização não linear. Inicialmente faz-se          e         . A variação na 

rigidez é de 1x105 a 9x108 N/m e a variação no amortecimento é de 100 a 500 

N.s/m. A FIGURA 6.11 apresenta o gráfico da função objetivo para a faixa proposta 

das variáveis de projeto. Nota-se claramente que há uma grande região onde a 

função objetivo permanece com valor praticamente inalterado, para valores maiores 

de rigidez. Isso se dá porque quem passa a dominar a rigidez do sistema é o eixo e 

não mais os mancais. Há um vale bem abrupto onde estão concentrados os mínimos 

da função objetivo. A FIGURA 6.12 mostra outro ângulo da FIGURA 6.11. Tomando 

uma aproximação do vale, tem-se uma ideia melhor do aspecto da função objetivo 

nas proximidades, FIGURA 6.13. Compreende-se melhor também que o fundo do vale 

não é tão abrupto quanto a percepção passada na FIGURA 6.11. 
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FIGURA 6.11 - GRÁFICO DA FUNÇÃO OBJETIVO. 

 

 

 

 

 

FIGURA 6.12 - FUNÇÃO OBJETIVO VISTA DE OUTRO ÂNGULO. 
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FIGURA 6.13 - APROXIMAÇÃO DA REGIÃO DO VALE. 
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                  e varia-se     e    . A variação na rigidez é de 1x106 a 

9x106 N/m tanto para     quanto para    . O resultado desta busca está na FIGURA 

6.14.  

FIGURA 6.14 - FUNÇÃO OBJETIVO PELA VARIAÇÃO DA RIGIDEZ. 
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Através dos gráficos da FIGURA 6.11, FIGURA 6.12, FIGURA 6.13 e FIGURA 

6.14 são estabelecidas as restrições. Para     e     a restrição escolhida é de 

          à          . Já para     e     a restrição escolhida é de 100 à 1000 

N.s/m. Aplicada a técnica de otimização não linear apresentada no QUADRO 6.1, 

chega-se nos seguintes valores de rigidez e amortecimento para mancal 

autocompensador,                ,                ,               e 

             . A FIGURA 6.15 resume os novos dados alimentados na tela de 

entrada de dados para os mancais. 

 

FIGURA 6.15 - DADOS OTIMIZADOS PARA OS MANCAIS. 

 

 

 

As curvas de inertância para os dados otimizados estão na FIGURA 6.16 

e na FIGURA 6.17. 
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FIGURA 6.16 - INERTÂNCIA PARA DIREÇÃO X. 

 
 

 

 

FIGURA 6.17 - INERTÂNCIA PARA DIREÇÃO Z. 
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6.2    O ROTOR SEM MVE. 

 

A FIGURA 6.18 apresenta o mapa de rotações críticas não amortecidas 

para o rotor em função da rigidez dos mancais (conhecido como mapa de rigidez). 

Por este mapa, observa-se que a rigidez do sistema na configuração atual é 

dominada pela rigidez do eixo pois, para rigidez dos mancais acima de          , 

não há mais influência dos mesmos nas primeiras rotações críticas. 

 

FIGURA 6.18 - MAPA DE ROTAÇÕES CRÍTICAS NÃO AMORTECIDAS. 

  
 

 

As rotações críticas também são preditas pelo diagrama de Campbell 

calculado, FIGURA 6.19. As frequências naturais obtidas das curvas de inertância para 

o rotor parado equivalem as rotações críticas no diagrama de Campbell para rotação 
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análise dos resultados é baseada na 1ª rotação crítica. Assim, escolhe-se a posição 

do disco o mais distante possível do centro para que se tenha uma boa distinção 

entre os primeiros modos backward e forward, caso seja possível excitar o primeiro. 

 

FIGURA 6.19 - DIAGRAMA DE CAMPBELL PARA O ROTOR SEM MVE. 
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resistividade ou permeabilidade do material (API RP 684, 2ª. ed, 2010). De acordo 

com a API RP 684 2ª. ed, SP 6.8.8.11, para o caso do rotor tendo como máxima 

rotação contínua 10000 rpm, o runout máximo permitido calculado é cerca de 6.8m. 

Essa pequena discussão sobre runout e desbalanceamento residual é importante 

porque quando se fazem os cálculos nos modelos, consideramos somente a 

influência da massa de teste na resposta. 

Na prática, o runout é contabilizado medindo o valor da amplitude filtrada 

e a respectiva fase numa rotação baixa comparada a faixa de operação. De posse 

do runout, subtraindo-o vetorialmente ponto a ponto na resposta ao 

desbalanceamento, tem-se a resposta livre da influência do runout. Seja esta 

resultante somente do desbalanceamento residual ou da combinação com a massa 

de teste. Assim, subtraindo vetorialmente a resposta combinada, massa de teste 

com desbalanceamento residual, da resposta somente do desbalanceamento 

residual tem-se a resposta resultante da massa de teste. O mesmo obtém-se 

subtraindo as respostas combinadas de massa de teste mais desbalanceamento 

residual mais runout, do desbalanceamento residual mais runout.  

A TABELA 6.1 resume as corridas para coleta de resposta ao 

desbalanceamento realizadas. O campo Massa, indica a massa de teste empregada. 

O campo Raio indica o raio de excentricidade da aplicação da massa de teste, ver 

FIGURA 6.2. Já o campo Ângulo, o ângulo em que a massa de teste é posicionada no 

disco, utilizando como referência o sistema cartesiano da FIGURA 6.3. Os campos 

Posição e Medição, indicam a referência do ponto de alocação da massa de teste e 

medição, em relação ao eixo, respectivamente. Por fim o campo Direção indica a 

posição de montagem dos proximetes. 

  



79 
 

 

 

TABELA 6.1 - RESUMO DAS CORRIDAS DE RESPOSTAS AO DESBALANCEAMENTO 

Corrida Condição 
Massa 

[g] 
Raio 
[mm] 

Ângulo 
[°] 

Posição 
[mm] 

Medição 
[mm] 

Direção 

1 Runup - 30 - 50 300 X 

2 Rundown - 30 - 50 300 X 

3 Runup - 30 - 50 300 Z 

4 Rundown - 30 - 50 300 Z 

5 Runup 0.4 30 -135 50 300 X 

6 Rundown 0.4 30 -135 50 300 X 

7 Runup 0.4 30 -135 50 300 Z 

8 Rundown 0.4 30 -135 50 300 Z 

9 Runup 0.4 30 -90 50 300 X 

10 Rundown 0.4 30 -90 50 300 X 

11 Runup 0.4 30 -90 50 300 Z 

12 Rundown 0.4 30 -90 50 300 Z 

 

Inicialmente são apresentados todos os gráficos de resposta ao 

desbalanceamento juntos para uma mesma condição, FIGURA 6.20 e FIGURA 6-21. 

Pode parecer um pouco confuso, mas é importante para observar os detalhes que 

são comuns a todas as corridas. O primeiro detalhe trata-se do runout nos dois 

gráficos. O valor é próximo a 25m. Este valor é elevado, mais de 3 vezes o valor 

recomendado (API RP 684, 2ª. ed, 2010). Contudo, na impossibilidade de realizar 

um burnishing, os dados coletados foram considerados nas análises. Burnishing é 

um processo de deformação plástica gerada por ferramenta diamantada para 

regularização da superfície do eixo. Outro detalhe, com aspecto positivo, foram as 

respostas à massa de teste. Vê-se pelos gráficos que a excitação da primeira crítica 

forward se deu a contento. Observa-se também nos “picos” que há uma pequena 

diferença entre a corrida em runup e rundown, cerca de 100 RPM. Quando se testa 

uma máquina em bancada, aconselha-se a utilização dos dados em rundown pelo 

fato de normalmente a descida ser mais lenta. No entanto, o ROTORKIT faz 

descidas e subidas “controladas”. Como há pouco amortecimento na configuração 

de rotor sem MVE as acelerações e desacelerações foram relativamente rápidas. 
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FIGURA 6.20 - CORRIDAS EM RUNDOWN. 

 

 

 

FIGURA 6-21 CORRIDAS EM RUNUP. 
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Mais um aspecto sobre a FIGURA 6.20 e FIGURA 6-21 é o fato de haver um 

pequeno truncamento no “pico” da primeira crítica forward. Isto pode ter ocorrido por 

duas razões, ou a velocidade da corrida foi relativamente elevada ou o rotor tocou 

nos batentes mecânicos de proteção dos sensores e do rotor. Com relação as fases, 

nota-se uma variação não esperada nas curvas a partir de 3000 RPM. Contudo, pelo 

fato do runout ser elevado, é a partir desta rotação que a amplitude por 

desbalanceamento começa a superar o valor do runout. Por esta razão a mudança 

acentuada da fase. Outra consideração de como o runout afeta a fase é o fato das 

curvas com massas de teste iniciarem sempre no mesmo valor para uma mesma 

direção. Ou seja, a influência da posição da massa ainda é pequena em baixas 

rotações frente ao runout. Por fim, outra característica é o aparecimento da suposta 

primeira rotação crítica em backward. O valor da frequência está muito próximo ao 

valor calculado no diagrama de Campbell da FIGURA 6.19. Pelo fato de haver uma 

pequena assimetria nos mancais, isso pode vir a ocorrer. Lembrando que há 

também o efeito giroscópico.  

A subtração vetorial do runout e do desbalanceamento residual é 

imprescindível para comparação das corridas de teste com as respostas calculadas 

pelo modelo. As respostas subtraídas a seguir, portanto resultante somente do efeito 

da massa de teste, apresentam as direções X e Z no mesmo gráfico. As FIGURA 6.22 

e FIGURA 6.23 são as respostas subtraídas em rundown. Já as FIGURA 6.24 e FIGURA 

6.25 são as respostas subtraídas em runup. Observa-se que as respostas iniciam 

com a amplitude praticamente nula, indicando a subtração do runout. A ligeira 

diferença no pico da primeira rotação crítica em forward entre as curvas em rundown 

e runup permanece. A suposta primeira rotação crítica em backward também foi 

evidenciada. 
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FIGURA 6.22 - RESPOSTA EM RUNDOWN PARA MASSA DE TESTE DE 0.4G EM -135°. 

 

 

 

FIGURA 6.23 - RESPOSTA EM RUNDOWN PARA MASSA DE TESTE DE 0.4G EM -90°. 
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FIGURA 6.24 - RESPOSTA EM RUNUP PARA MASSA DE TESTE DE 0.4G EM -135°. 

 

 

 

FIGURA 6.25 - RESPOSTA EM RUNUP PARA MASSA DE TESTE DE 0.4G EM -90° 
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As repostas ao desbalanceamento obtidas nos ensaios foram 

comparadas às calculadas. As FIGURA 6.26 e FIGURA 6.27 apresentam comparações 

das respostas calculadas com as respostas em runup e rundown respectivamente, 

para direção X e massa de teste a -135°. Já as FIGURA 6.28 eFIGURA 6.29 apresentam 

as mesmas comparações mas para a direção Z. As FIGURA 6.30 FIGURA 6.31 

apresentam comparações das respostas calculadas com as respostas em runup e 

rundown respectivamente, para direção X e massa de teste a -90°. Já as FIGURA 6.32 

e FIGURA 6.33 apresentam as mesmas comparações das imediatamente anteriores 

mas para a direção Z. 

Em todas as figuras mencionadas no parágrafo anterior, nota-se que as 

respostas calculadas apresentam amplitudes superiores na região das rotações 

críticas quando comparadas às obtidas experimentalmente. Notou-se também que 

há um “truncamento” no pico de todas as respostas obtidas nos ensaios, ver FIGURA 

6.34. Isso pode ter sido ocasionado pelos limitadores que protegem os sensores de 

deslocamento e o eixo. Há também um “amortecimento” maior nas curvas de teste 

pelo fato dos picos estarem também mais estreitos e as mudanças de fases estarem 

ligeiramente mais inclinadas quando comparadas às calculadas. Observou-se 

também uma grande perturbação na fase para rotações menores em função da 

subtração do runout. 

Já pela FIGURA 6.35, constata-se que as rotações críticas estão realmente 

muito próximas. O erro da rotação crítica calculada em relação à rotação crítica 

experimental é de cerca de 1,25% em rundown e 2,5% em runup. Este desvio se 

enquadra nos 5% tolerável pela API RP 684, 2ª. ed.  
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FIGURA 6.26 - COMPARAÇÃO DE RESPOSTAS EM RUNDOWN, DIREÇÃO X E MASSA A -
135°. 

 

 

 

FIGURA 6.27 - COMPARAÇÃO DE RESPOSTAS EM RUNUP, DIREÇÃO X E MASSA A -135°. 
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FIGURA 6.28 - COMPARAÇÃO DE RESPOSTAS EM RUNDOWN, DIREÇÃO Z E MASSA A -135°. 

 

 

 

FIGURA 6.29 - COMPARAÇÃO DE RESPOSTAS EM RUNUP, DIREÇÃO Z E MASSA A -135°. 
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FIGURA 6.30 - COMPARAÇÃO DE RESPOSTAS EM RUNDOWN, DIREÇÃO X E MASSA A -90°. 

 

 

 

FIGURA 6.31 - COMPARAÇÃO DE RESPOSTAS EM RUNUP, DIREÇÃO X E MASSA A -90°. 
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FIGURA 6.32 - COMPARAÇÃO DE RESPOSTAS EM RUNDOWN, DIREÇÃO Z E MASSA A -90°. 

 

 

 

FIGURA 6.33 - COMPARAÇÃO DE RESPOSTAS EM RUNUP, DIREÇÃO Z E MASSA A -90°. 
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FIGURA 6.34 - "TRUNCAMENTO" NO PICO DA ROTAÇÃO CRÍTICA. 

 

 

 

FIGURA 6.35 - DIFERENÇA ENTRE AS AMPLITUDES CALCULADA X EXPERIMENTAL. 
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O mesmo modelo é simulado em outro software de modelagem rotodinâmica, 

ROMAC, e os valores de amplitude são cerca de 60% superior ao simulado com o 

aplicativo próprio, FIGURA 6.36. 

 

FIGURA 6.36 - RESPOSTA AO DESBALANCEAMENTO CALCULADA PELO ROMAC. 

 

 

 

Pelo fato da rigidez ser dominada pelo eixo, aumentar o “amortecimento 

viscoso” nos mancais não altera substancialmente as curvas de desbalanceamento. 

Entende-se do “amortecimento viscoso” o modelo adotado para considerar 

amortecimento dos mancais. Não se deseja aqui afirmar que o amortecimento de um 

mancal de rolamento ocorra exatamente como um mancal de deslizamento. Outra 

questão diz respeito à rigidez dos mancais. Para que o amortecimento nos mancais 

seja efetivo, “amortecimento viscoso”, os mancais devem ser suficientemente 

“macios”. Ou seja, com rigidez não muito elevada para permitir o movimento 

associado à velocidade e consequentemente dissipação da energia. A suspeita sob 

esse amortecimento adicional recai sobre um amortecimento angular gerado 

diretamente na pista de auto compensação. Quando o rotor é montado em mancais 

de rolamento rígido de uma carreira de esferas e sem MVE, só se consegue passar 
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pela rotação crítica com batentes mecânicos próximos ao rotor para não danificar 

eixo e proximeters. O ruído gerado pelo toque do rotor nos batentes é muito elevado. 

Após a montagem dos autocompensadores, a passagem pelas rotações críticas é 

possível sem que o rotor “aparentemente” tocasse os batentes mecânicos. Não se 

ouve mais o ruído de toque provocado pelo eixo nos batentes.  

Suspeita-se que há um amortecimento nos graus de liberdade de rotação 

para as direções X e Z junto aos mancais. Este amortecimento pode explicar a 

diferença observada entre as curvas calculadas e obtidas nos testes. O modelo de 

mancal adotado lineariza os mancais de rolamento e adota somente as 

componentes principais da matriz de rigidez. Há também com frequência uma 

estimativa grosseira dos coeficientes de amortecimento viscoso equivalente 

(ZEILINGER, R. & KÖTTRITSCH, H. 1996). 

 

6.3    ROTOR COM APLICAÇÃO DE MVE NOS MANCAIS. 

 

Tomando o modelo da FIGURA 6.7 como base, é possível agregar os 

elementos viscoelásticos aos mancais e proceder novamente os ensaios de resposta 

ao desbalanceamento. O MVE empregado foi o C-1002. Este material foi fornecido 

pela empresa E-A-R Specialty Composites. Uma unidade da companhia Aearo 

Technologies pertencente ao grupo 3M. A FIGURA 6.37 traz uma fotografia da manta 

utilizada. 

Os dados dinâmicos do C-1002 foram obtidos a partir de ajustes das 

curvas do nomograma do material, ver FIGURA 6.38. O módulo dinâmico da FIGURA 

6.38 é o módulo de Young. 
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FIGURA 6.37 - MANTA DE C-1002 UTILIZADA NOS SETORES DE MVE. 

 

 

 

FIGURA 6.38 - NOMOGRAMA PARA O C-1002 (ISODAMP® C-1000 SERIES ISOLATION 
MATERIALS, TECHNICAL DATA SHEET 19). 
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No capítulo 3 é apresentado o modelo de 4 parâmetros, o qual é utilizado 

neste trabalho para descrever o MVE através da equação 3.19. A partir do 

nomograma da FIGURA 6.38, é possível extrair dados para determinar os parâmetros 

para cálculo do módulo complexo. Os parâmetros ,,0 EE 0  e   são obtidos por 

técnica de otimização não linear (TONL). A rotina “fmincon” da biblioteca de 

soluções para problemas de otimização não linear restritos do MATLAB foi 

empregada. O QUADRO 6.2 apresenta um resumo do problema de otimização não 

linear. 

 

QUADRO 6.2 - RESUMO DO PROBLEMA DE OTIMIZAÇÃO NÃO LINEAR PARA PARÂMETROS 
DE MVE. 

Formulação do problema de otimização não linear: 

 Dados especificados:  R , )( RE   e  )( R , todos dados extraídos do 

nomograma. 

 Variáveis de projeto: ,,0 EE 0  e   

 

Função objetivo: 

Minimizar 
   

)(

)()(

R

RRcalculado

EdeelementosdeN

EE




 

 

Onde )( RcalculadoE  corresponde a parte real do módulo complexo. 

 

 

Restrições 

1.00 0   

10   
6

0

6 102.2108.1 xEx   

99 108.2102.2 xEx    

 

Os valores ótimos obtidos através TONL são: 

   6.460E-04 

  5.450E-01 

               

               

(6.1) 
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A partir dos parâmetros determinados é possível comparar as curvas 

calculadas pelo modelo de quatro parâmetros com as curvas obtidas nos 

nomogramas. As FIGURA 6.39 e FIGURA 6.40 apresentam gráficos comparativos do 

módulo dinâmico e do fator de perda respectivamente. As curvas com linhas 

contínuas são extraídas do nomograma. Já as curvas com linhas tracejadas são as 

linhas calculadas pelo modelo de quatro parâmetros. 

 

FIGURA 6.39 - GRÁFICO COMPARATIVO DO MODULO DINÂMICO. 

 

 

 

FIGURA 6.40 - GRÁFICO COMPARATIVO PARA O FATOR DE PERDA. 
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A temperatura média medida nos setores de MVE durante os ensaios é 

de 20°C. Para esta temperatura, as curvas calculadas nas FIGURA 6.39 e FIGURA 6.40 

apresentam boa correlação com as curvas do nomograma. Logo, com todos os 

parâmetros determinados alimenta-se a tabela de entrada de dados do MVE para 

simulação, ver FIGURA 6.41. 

 

FIGURA 6.41 - PROPRIEDADES DO MVE C-1002. 

 

 

 

Na FIGURA 6.41 há um campo definido como P.Geom. Trata-se do 

parâmetro de entrada do fator de forma. O método para determinação do fator de 

forma é definido no capítulo 5. Na FIGURA 6.1 (e) vê-se a disposição dos quatro 

setores de MVE simetricamente posicionados em relação ao plano cartesiano XZ. 

Cada setor de MVE possui comprimento de 9mm ao longo de toda a largura do 

rolamento, altura e espessura de 3mm. Os setores são colados na pista externa do 

rolamento e na caixa do mancal com uma cola a base Éster de Cianoacrilato. A 

partir da configuração adotada, fez-se a simulação ilustrada na FIGURA 5.6 para 

obtenção do fator de forma. A TABELA 6.2 sumariza os passos bem como o 

resultado obtido. 

 

TABELA 6.2 - DADOS PARA CÁLCULO DO FATOR DE FORMA. 

 MVE 3mm x 3mm x 9mm 

Deslocamento prescrito (X) [m] 1.000e-4 

Força de reação (F) [N] 6.185 

Rigidez (K) [N/m] 6.185e-4 

Módulo de elasticidade (E) [Pa] 1.968e6 

Fator de forma (FG) [m] 0.0314 
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A mesmas configurações de ensaios resumidas na TABELA 6.1 são 

utilizadas para os testes empregando MVE na capa externa dos mancais. A 

exposição dos gráficos a seguir é a mesma adotada para os resultados sem MVE.  

As FIGURA 6.42 FIGURA 6.43 apresentam as respostas ao 

desbalanceamento obtidas em rundown e runup, respectivamente. Novamente, a 

intensão de se representar todas as curvas juntas é a de observar os detalhes que 

são comuns a todas as corridas. O runout nos dois gráficos é cerca de 30m, mais 

de 4 vezes o valor recomendado (API RP 684, 2ª. ed, 2010). Diferente das respostas 

sem MVE, vê-se que as respostas com aplicação das massas de teste já não 

apresentam uma grande diferença na amplitude na região da rotação crítica. Isto em 

função do amortecimento introduzido pelas mantas de MVE. Contudo, a identificação 

da primeira rotação crítica forward se dá a contento. Também não se observa mais 

nos “picos” que há uma pequena diferença na rotação crítica entre as corridas em 

runup e rundown. Mas há uma diferença aparente no fator de amplificação. Este 

último aspecto sugere uma redução considerável da assimetria para as direções X e 

Z do mancal. Obviamente motivada pela inserção de MVE simetricamente distribuído 

e também menos rígido. Uma vez que a rotação crítica passou a estar próxima de 

5400 RPM. Ou seja, uma redução de cerca de 600 RPM em relação ao sistema sem 

MVE. Nos gráficos de fases observa-se claramente uma mudança antes da 

passagem pela rotação crítica. Os valores das fases mudam, começam a “subir”, 

antes da “descida” indicando a passagem. Esta é novamente uma contribuição do 

runout elevado. Todos os gráficos de amplitude, para ambas as corridas, 

apresentam um decréscimo até cerca de 2400 RPM. Algumas curvas “reagem”, têm 

aumento de amplitude a partir desse ponto, em especial as obtidas para a direção X. 

Já as curvas para a direção Z só “reagem” próximo dos 3600 RPM. Há também 

cruzamentos de fase em rotações com pouca diferença de amplitude, comparando 

uma corrida com e sem massa de teste. Este último aspecto é muito importante para 

o entendimento do que ocorreu com as curvas pós subtração de runout e 

desbalanceamento residual para o rotor com MVE. Outro fator que influencia na 

medição, e consequentemente na determinação da fase, é o fato do eixo ser 

extremamente delgado quando comparado ao diâmetro da ponta dos proximeters. 
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FIGURA 6.42 - RESPOSTAS EM RUNDOWN COM MVE APLICADO AOS MANCAIS. 
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FIGURA 6.43 - RESPOSTAS EM RUNUP COM MVE APLICADO AOS MANCAIS. 

 

 

 

A FIGURA 6.44 apresenta o resultado obtido para a curva de resposta ao 

desbalanceamento, em rundown na direção X e massa de teste a -135°, pós 

subtração de runout e desbalanceamento residual. Para ilustrar o que ocorre em 
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do desbalanceamento residual começa a aparecer e o descolamento da fase é 

evidente. Consequentemente, a fase resultante da subtração é praticamente 

constante, como se espera para regiões onde não há forte influência de rotações 

críticas. Observa-se também que a amplitude cresce sob ação do 

desbalanceamento. 

 

FIGURA 6.44 - EFEITO DE POSSÍVEIS ERROS NA MEDIÇÃO DE FASE NAS RESPOSTAS AO 
DESBALANCEAMENTO EM RUNDOWN, NA DIREÇÃO X E MASSA DE TESTE A -135°. 
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Acima de 3400 RPM as fases das curvas de origem voltam a se 

aproximar. Isso faz com que a amplitude subtraída praticamente não suba, mesmo 

com o aumento da rotação. Na seta S1, há um cruzamento das fases das curvas de 

origem. A fase resultante da subtração mudou drasticamente. A partir de S1 as fases 

se afastam novamente o que permite a amplitude se elevar em função do 

desbalanceamento e proximidade da rotação crítica. Em 5600 RPM as fases das 

curvas de origem voltam a se aproximar. Isto resulta na “destruição” da amplitude na 

região de influência da rotação crítica bem como uma perturbação na fase resultante 

da subtração. Para todas as corridas foram observados os mesmos 

comportamentos. As demais operações de subtração das respostas ao 

desbalanceamento são apresentadas graficamente a partir da FIGURA 6.45 até a 

FIGURA 6.51. 
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FIGURA 6.45 - RESPOSTAS AO DESBALANCEAMENTO EM RUNDOWN, NA DIREÇÃO Z E 
MASSA DE TESTE A -135°. 
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FIGURA 6.46 - RESPOSTAS AO DESBALANCEAMENTO EM RUNUP, NA DIREÇÃO X E MASSA 
DE TESTE A -135°. 
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FIGURA 6.47 - RESPOSTAS AO DESBALANCEAMENTO EM RUNUP, NA DIREÇÃO Z E MASSA 
DE TESTE A -135°. 
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FIGURA 6.48 - RESPOSTAS AO DESBALANCEAMENTO EM RUNDOWN, NA DIREÇÃO X E 
MASSA DE TESTE A -90°. 

 

 

 

1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1
x 10

-4

Rotação [RPM]

A
m

p
lit

u
d
e
 [

m
]

Resposta ao desbalanceamento

 

 

rundown dir x s/ massa c/ MVE

rundown dir x 0.4g a -90° c/ MVE

rundown dir x 0.4g a -90° c/ MVE subtract

1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000
-200

-100

0

100

200

Rotação [RPM]

F
a
s
e
 [

°]



105 
 

 

FIGURA 6.49 - RESPOSTAS AO DESBALANCEAMENTO EM RUNDOWN, NA DIREÇÃO Z E 
MASSA DE TESTE A -90°. 
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FIGURA 6.50 - RESPOSTAS AO DESBALANCEAMENTO EM RUNUP, NA DIREÇÃO X E MASSA 
DE TESTE A -90°. 
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FIGURA 6.51 - RESPOSTAS AO DESBALANCEAMENTO EM RUNUP, NA DIREÇÃO Z E MASSA 
DE TESTE A -90°. 

 

 

 

Dentre os gráficos de resposta ao desbalanceamento apresentados nas 

FIGURA 6.44 à FIGURA 6.51, as curvas que apresentam a menor influência da 

subtração do runout bem como de possíveis erros na determinação da fase são as 

FIGURA 6.50 e FIGURA 6.51. Estas últimas são as curvas consideradas nas 

comparações entre os ensaios e os resultados das simulações, FIGURA 6.52 e FIGURA 

6.53. Observa-se nos dois gráficos que há uma ligeira diferença nas rotações críticas. 

As curvas obtidas nos ensaios apresentam rotação crítica em torno de 5400 RPM. 

Já as curvas obtidas nas simulações apresentam rotação crítica em 5200 RPM. 

1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1
x 10

-4

Rotação [RPM]

A
m

p
lit

u
d
e
 [

m
]

Resposta ao desbalanceamento

 

 

runup dir z s/ massa c/ MVE

runup dir z 0.4g a -90° c/ MVE

runup dir z 0.4g a -90° c/ MVE subtract

1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000
-200

-100

0

100

200

Rotação [RPM]

F
a
s
e
 [

°]



108 
 

 

Portanto, o erro fica em torno de 3,7%, o qual é aceitável em acordo com os critérios 

da API RP 684 2ª. ed. 

FIGURA 6.52 - COMPARAÇÃO ENTRE RESPOSTAS OBTIDAS NOS ENSAIOS E CALCULADA 
NA DIREÇÃO X. 
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FIGURA 6.53 - COMPARAÇÃO ENTRE RESPOSTAS OBTIDAS NOS ENSAIOS E CALCULADAS 
NA DIREÇÃO Z. 
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obtidas nos ensaios. Fato que pode explicar a razão pela qual a amplitude das 

curvas simuladas é ligeiramente inferior a amplitude das curvas subtraídas. 

 

FIGURA 6.54 - COMPARAÇÃO ENTRE A RESPOSTA SUBTRAÍDA E A SIMULADA PARA 
DIREÇÃO X. 
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FIGURA 6.55 - COMPARAÇÃO ENTRE A RESPOSTA SUBTRAÍDA E A SIMULADA PARA 
DIREÇÃO Z. 

 

 

 

A TABELA 6.3 apresenta os valores aproximados dos fatores de 

amplificação das rotações críticas. Os dados são calculados para as curvas em 

runup, com MVE nos mancais. Os valores são obtidos conforme orientação da 

FIGURA 6.56, extraída da API RP 684, 2ª. ed. 
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FIGURA 6.56 - DETERMINAÇÃO DO FATOR DE AMPLIFICAÇÃO (AF) PARA ROTAÇÕES 
CRÍTICAS. (API RP 684, 2ª. ED, PG 2-105). 

 

 

 

TABELA 6.3 - FATORES DE AMPLIFICAÇÃO (AF) DAS CURVAS EM RUNUP, FIGURA 6.54 E 
FIGURA 6.55, PARA ROTOR COM MVE. 

 N1 NC1 N2 AF 

Ensaio dir. Z 4820 5400 6130 4.1 

Ensaio dir. X 4240 5400 5890 3.3 

Simulado X e Z 4633 5202 6152 3.4 

 

Observa-se pela TABELA 6.3 que o valor do AF do ensaio na direção X é 

muito próximo do valor simulado para as duas direções. Isto ocorre em função da 

“distorção” no formato da curva na entrada da região de influência da primeira crítica. 

No entanto, observando o valor do AF para curva do ensaio na direção Z, percebe-

se que o amortecimento real é ligeiramente inferior ao calculado. Os AF para o rotor 

sem MVE também são calculados para as mesmas condições e são resumidos na 
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TABELA 6.4. Obviamente, os AF são muito maiores em função do baixo 

amortecimento no sistema sem MVE. 

 

TABELA 6.4  - FATORES DE AMPLIFICAÇÃO (AF) DAS CURVAS EM RUNUP PARA O ROTOR 
SEM MVE. 

 N1 NC1 N2 AF 

Ensaio Z 6000 6120 6300 20.4 

Ensaio X 5920 6120 6280 17 

Simulado X e Z 5975 6004 6033 103.5 

 

A comparação entre os AF é importante para se ter noção do ganho do 

emprego do MVE nos mancais do rotor. Para fins ilustrativos a FIGURA 6.57 apresenta 

as curvas em runup subtraídas, para as direções X e Z, com as massas de teste à -

90°, com e sem emprego de MVE. A contribuição do MVE na resposta ao 

desbalanceamento é evidente. A amplitude na rotação crítica é cerca de 4 vezes 

menor. O ganho de amortecimento também é notório nas mudanças de fase da 

primeira rotação crítica. 
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FIGURA 6.57 - COMPARAÇÃO ENTRE AS CURVAS EM RUNUP SUBTRAÍDAS, SEM E COM 
APLICAÇÃO DE MVE NOS MANCAIS E MASSA À -90°. 
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7 CONCLUSÕES E RECOMENDAÇÕES 

 

Uma revisão minuciosa dos códigos numéricos desenvolvidos pelo grupo 

de pesquisa GVIBS de rotordinâmica, nomeados ROTORDIN, foi realizada no 

presente trabalho. São acrescentados e revisados modelos que permitem considerar 

a composição de MVE aos mancais de rotores. A interfase gráfica também é refeita 

para considerar e estudar os rotores compostos com MVE. Os cálculos que 

consideram o MVE levam um tempo relativamente grande para fornecer resultados. 

Isto porque para cada iteração de frequência, dentro de cada iteração de rotação, 

resolve-se o problema de autovalores e autovetores. Este fato dificulta 

consideravelmente as verificações e testes das rotinas programadas. Contudo, para 

um trabalho inicial é primordial considerar cálculos gerais. Uma recomendação 

importante, a ser estudada em trabalhos futuros, é considerar a possibilidade de 

aplicar conceitos de modificação estrutural para redução do tempo de cálculo. 

Calculando a base de autovalores somente no início de cada iteração de frequência 

e aplicando-a diretamente nas modificações de rigidez subsequentes para cálculo da 

resposta (BRANDON, 1990). 

Para validar os códigos propostos neste trabalho, os resultados numéricos 

são comparados com seus equivalentes experimentais. Suportes especiais para o 

ROTORKIT foram desenvolvidos para montagem de rolamentos comerciais, com ou 

sem MVE aplicado na pista externa. A bancada de teste mostra-se como outro 

grande desafio. Adaptar um kit didático para trabalhar com mancais de rolamento 

revela algumas surpresas. Na expectativa pela eliminação de influências de folgas 

nas caixas de mancais, opta-se pelo ajuste com leve interferência na capa externa 

do rolamento. A folga interna do mancal de rolamento se mostra insuficiente para 

permitir o giro livre do eixo nas direções X e Z. Havia diferença significativa entre a 

rotação crítica calculada e a observada. Após investigação, decidiu-se optar pela 

configuração com mancais de rolamentos autocompensadores. A diferença entre a 

rotação crítica calculada e a observada passa a ser realmente pequena. Conforme 

observado nos resultados dos testes, o runout também interfere nas medições. Além 

disso, o eixo é muito delgado e possui diâmetro muito próximo do diâmetro dos 

proximeters. Pelo fato dos mancais adaptados serem relativamente pequenos, os 

setores de MVE empregados também são miniaturizados. Isto dificulta a eliminação 
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de erros geométricos. Logo, é imprescindível a construção de uma bancada de teste 

adequada para prosseguimento dos estudos em rotodinâmica com MVE. 

Os resultados obtidos experimentalmente são pós processados para 

eliminar o runout e desbalanceamento residual do conjunto rotativo. Mesmo com 

todas as dificuldades encontradas na parte experimental, a comparação entre os 

resultados simulados e experimentais mostra que o erro entre as rotações críticas 

para o rotor composto com MVE foi de 3,7%. Erro aceitável e em acordo com os 

critérios da API RP 684 2ª. ed. A forma das curvas calculadas e as consideradas nos 

testes também são semelhantes. As amplitudes das repostas ao desbalanceamento, 

na rotação crítica, obtidas experimentalmente superam as calculadas em somente 

10%. Isto permite concluir que o modelo de 4 parâmetros adotado para o MVE bem 

como o modelo simples para determinação do fator geométrico (FG) são 

perfeitamente aplicáveis. 

Este estudo mostra também que os MVEs possuem elevada capacidade 

de dissipação de energia vibratória em sistemas rotativos. O efeito do amortecimento 

pela inserção de MVE nos mancais, refletido na amplitude dos gráficos de resposta 

ao desbalanceamento, é notório. O fator de amplificação (AF) na rotação crítica 

reduz de aproximadamente 20 para aproximadamente 4. É comprovado também o 

aumento do amortecimento pela alteração da inclinação nas regiões de mudança de 

fase das rotações críticas. A redução da rigidez, comprovada pela alteração da 

rotação crítica, é fundamental para que o eixo se movimente nas proximidades com 

os mancais. Isto permite dissipar energia pelo amortecimento efetivo conferido ao 

sistema através dos MVEs. 

Não há dúvidas quanto aos benefícios que o emprego do MVE pode 

ofertar para uma máquina rotativa. Estes benefícios são semelhantes aos ofertados 

pelos mancais hidrodinâmicos. Uma investigação mais detalhada, tomando diversos 

pontos de medição ao longo do rotor, é necessária para conhecer seu 

comportamento ao longo de todo o eixo. Pelo fato da amplitude na região de 

influência da rotação crítica ter reduzido consideravelmente, com um bom estudo é 

possível reduzir folgas internas nas máquinas para ganho de eficiência. Há também 

a possibilidade do emprego do MVE em substituição ao squeeze film damper, 

empregado principalmente em mancais hidrodinâmicos para conferir amortecimento 

adicional. 
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Para que os MVEs possam ser aplicados comercialmente em grandes 

máquinas rotativas, é preciso conhecer bem seus comportamentos diante de outras 

substâncias. Óleo lubrificante ou mesmo um gás contaminante, no caso de 

compressores, são exemplos típicos.  

Foi visto como o MVE é fortemente dependente da temperatura de 

trabalho. Recomenda-se avaliar experimentalmente o efeito da temperatura nos 

mancais de rotores. É preciso ainda conhecer como o MVE é afetado pela 

temperatura a longo prazo e como se dá seu “envelhecimento”. A aplicação em 

grandes máquinas rotativas exige longos períodos de operação ininterruptos. 

Recomenda-se também incluir em análises futuras a rigidez rotacional e o 

amortecimento rotacional dos mancais sem MVE pois poderia explicar as 

divergências de comportamento observadas entre as respostas ao 

desbalanceamento calculada versus experimental. Além disso, nos mancais com 

MVE, é possível estudar o efeito rotacional e avaliar sua contribuição. 
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APÊNDICE A – MODELAGEM DE ELEMENTOS DE ROTORES 

 

O objetivo deste apêndice é ilustrar passo a passo como Genta (2005), 

Lalanne e Ferraris (1990) apresentam a obtenção das matrizes de massa, rigidez e 

amortecimento para modelagem de rotores. Especialmente em Genta (2005), há um 

desenvolvimento mais extenso. Contudo, não no mesmo grau de detalhamento 

deste apêndice. Lalanne e Ferraris (1990) são mais sucintos. Assim, este apêndice 

também traça um comparativo entre o material exposto por Lalanne e Ferraris (1990) 

e Genta (2005). Os símbolos utilizados nesta seção são os mesmos empregados 

pelos autores das referências. Assim, podem apresentar algum conflito com a lista 

de símbolos propostas neste trabalho. 

Os conjuntos rotativos de máquinas são compostos normalmente por um 

eixo, discos e mancais. Os discos são impelidores ou tambor de balanceamento no 

caso de bombas ou compressores. Podem ser também rodas de palhetas no caso 

de turbinas. Ou até mesmo discos de mancais de escora das máquinas 

mencionadas. Os mancais, rígidos ou hidrodinâmicos, são parte do sistema e 

sustentam o rotor, eixo mais discos, além de conferir rigidez e amortecimento 

adequados. Os discos são tratados usualmente como corpos rígidos. Já o eixo é um 

elemento flexível assim como os mancais. 

Tanto Lalanne e Ferraris (1990) quanto Genta (2005) iniciam a 

modelagem de sistemas discretos de múltiplos graus de liberdade, para rotores, 

abordando os discos.  

 

DISCOS 

Por se tratarem de corpos rígidos e poderem assumir qualquer posição no 

espaço, é necessário definir coordenadas generalizadas e equações para o 

movimento dos discos. A seguir é apresentada a teoria descrita por Genta (2005). 

Quando for pertinente serão apresentadas as considerações feitas por Lalanne e 

Ferraris (1990). 
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 Sistema de coordenadas OXYZ: Sistema de coordenadas inercial, com 

origem em O, e eixo Z coincidente com o eixo de rotação do rotor. 

 Sistema de coordenadas O: Sistema de coordenadas com origem em O 

e eixo Z coincidente com o eixo de rotação do rotor. Eixos e rotacionam 

no plano XY com velocidade angular , para o caso de velocidade de 

rotação constante. Este é um sistema de coordenadas rotativo. 

 Sistema de coordenadas CX’Y’Z’: Sistema de coordenadas com origem em 

C. Seus eixos permanecem paralelos aos do sistema OXYZ. O plano X’Y’ 

permanece paralelo ao plano XY. 

 Sistema de coordenadas Cxyz: Sistema de coordenadas com origem em C. 

Seu eixo z coincide com o eixo de rotação de corpo rígido na posição em 

que está deformado. Os eixos x e y são definidos pelas seguintes rotações: 

 

Rotacionando os eixos do sistema de coordenadas CX’Y’Z’ em torno do 

eixo X’ de um ângulo 'x , até que o eixo Y’ entre no plano de rotação de corpo rígido 

na configuração deformada. Os novos eixos obtidos serão y e z*. A matriz de 

rotação permite expressar componentes de um vetor no sistema de coordenadas 

CX’yz* a partir do sistema de coordenadas CX’Y’Z’(ou a partir do sistema inercial, 

pois as direções dos eixos são coincidentes). 
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FIGURA A.1 - REPRESENTAÇÃO ESQUEMÁTICA DO PRIMEIRO PASSO DE ROTAÇÃO. 

 

 

 

FIGURA A.2 - DETALHE DA ROTAÇÃO NO PLANO. 

 

 

 

O vetor OQ  pode ser expresso no sistema de coordenadas ''ZY  pela 

equação A.1, 

    ''cos '' ZsenOQYOQOQ xx   . 
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O mesmo vetor OQ , pode ser expresso também no sistema de 

coordenadas *zy  pela equação A.2, 

 

.     *cos zsenOQyOQOQ   
(

A.2) 

 

Desenvolvendo os senos e cossenos na equação A.1, 

 

        

         'coscos

'coscos

''

''

ZsensenOQ

YsensenOQOQ

xx

xx








, 

(

A.3) 

 

e rearranjando a equação A.3, tem-se: 

 

       

        'cos'cos

''coscos

''

''

ZsenOQZsenOQ

YsensenOQYOQOQ

xx

xx








. 

(

A.4) 

 

Colocando em evidência  cos  e  sen  na equação A.4, 

 

      
      'cos'

''coscos

''

''

ZYsensenOQ

ZsenYOQOQ

xx

xx









, 

(

A.5) 

 

e rearranjando a equação A.5 de forma matricial, tem-se: 
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



; 

(A.6) 

 

        
    























'

'

cos

cos
cos

''

''

Z

Y

sen

sen
senOQOQOQ

xx

xx




. 

(A.7) 

 

Retomando à equação A.2 e rearranjando-a de forma matricial, 

 

    













*
cos

z

y
senOQOQOQ . 

(

A.8) 

 

Assim, comparando A.7 e A.8 é possível obter a matriz de rotação do 

sistema ''ZY  para o sistema *zy , 

 

   
    



































'

'

cos

cos

''

''

* Z

Y

sen

sen

z

y

xx

xx




. 

(

A.9) 

 

A primeira matriz de rotação espacial é dada pela equação A.10, 

 

 




















)cos()(0

)()cos(0

001

''

''1

xx

xx

sen

senR



  

(

A.10) 

 

Rotacionando os eixos do sistema de coordenadas CX’yz* em torno do 

eixo y de um ângulo y , até que o eixo X’ também entre no plano de rotação de 
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corpo rígido na configuração deformada. Após as duas primeiras rotações, o eixo z 

coincide com o eixo de simetria do corpo rígido na configuração deformada, a menos 

de um erro angular  . O sistema de coordenadas Cxyz está posicionado no centro 

do eixo do corpo rígido e o segue no movimento circular de precessão. Entretanto, 

ele não gira com velocidade angular Ω. Este sistema de coordenadas será 

denominado sistema de movimento circular de precessão. 

 

FIGURA A.3 - REPRESENTAÇÃO ESQUEMÁTICA DO SEGUNDO PASSO DE ROTAÇÃO. 

 

 

 

FIGURA A.4 - DETALHE DA ROTAÇÃO NO PLANO. 
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O vetor OQ  pode ser expresso no sistema de coordenadas zX ' pela 

equação A.11, 

 

    *'cos zsenOQXOQOQ yy   . 
(

A.11) 

 

O mesmo vetor OQ  pode ser expresso também no sistema de 

coordenadas zx  pela equação A.12, 

 

   zsenOQxOQOQ  cos . 
(

A.12) 

 

Desenvolvendo os senos e cossenos na equação A.11, 

 

        

         *coscos

'coscos

zsensenOQ

XsensenOQOQ

yy

yy








, 

(

A.13) 

 

e rearranjando a equação A.13, tem-se: 

 

       

        *cos*cos

''coscos

zsenOQzsenOQ

XsensenOQXOQOQ

yy

yY








. 

(

A.14) 

 

Colocando em evidência  cos  e  sen  na equação A.14, 
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      
      *cos'

'coscos *

zXsensenOQ

zsenXOQOQ

yy

yy








, 

(

A.15) 

 

e rearranjando a equação A.15 de forma matricial, tem-se: 

 

      

      



























*

'
cos

*

'
coscos

z

X
sensenOQ

z

X
senOQOQ

yy

yy





; 

(

A.16) 

 

        
    














 


*

'

cos

cos
cos

z

X

sen

sen
senOQOQOQ

yy

yy




. 

(A.17) 

 

Retomando a equação A.12 e rearrajando-a de forma matricial: 

 

    









z

x
senOQOQOQ cos . 

(

A.18) 

 

Assim, comparando A.17 e A.18 é possível obter a matriz de rotação do 

sistema zX '  para o sistema zx , 

 

   
    


















 














*

'

cos

cos

z

X

sen

sen

z

x

yy

yy




. 

(

A.19) 

 

A segunda matriz de rotação espacial é dada pela equação A.20, 
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 














 



)cos(0)(

010

)(0)cos(

2

yy

yy

sen

sen

R





. 

(

A.20) 

 

O sistema de coordenadas Cz é obtido a partir do sistema Cxyz 

rotacionando o plano xy de um ângulo   correspondente a rotação do rotor. Se a 

rotação ocorre com velocidade angular constante Ω,   é igual a t , onde t é o 

tempo de rotação. O sistema Cz é fixo no corpo rígido, embora não centrado no 

centro de gravidade do corpo com excentricidade   e não sendo também o sistema 

principal de inércia pertencente ao erro angular  . Este será referenciado como 

sendo o sistema de rotação e precessão. A matriz que permite escrever um vetor de 

Cz em componentes de Cxyz é obtida nos passos a seguir. 

 

FIGURA A.5 - REPRESENTAÇÃO ESQUEMÁTICA DO TERCEIRO PASSO DE ROTAÇÃO. 
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FIGURA A.6 - DETALHE DA ROTAÇÃO NO PLANO. 

 

 

 

O vetor OQ  pode ser expresso no sistema de coordenadas yx  pela 

equação A.21, 

 

   ysenOQxOQOQ  cos
. 

(

A.21) 

 

O mesmo vetor OQ  pode ser expresso também no sistema de 

coordenadas   pela equação A.22, 

 

     senOQOQOQ cos
. 

(

A.22) 

 

Desenvolvendo os senos e cossenos na equação A.21, 
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        

        ysensenOQ

xsensenOQOQ





coscos

coscos




, 

(

A.23) 

 

e rearranjando a equação A.23, tem-se: 

 

       

       ysenOQysenOQ

xsensenOQxOQOQ





coscos

coscos




. 

(

A.24) 

 

Colocando em evidência  cos  e  sen  na equação A.24, 

 

      
      yxsensenOQ

ysenxOQOQ

xx '' cos

coscos








, 

(

A.25) 

 

e rearranjando a equação A.25 de forma matricial, tem-se: 

 

      

      



























y

x
sensenOQ

y

x
senOQOQ





cos

coscos

.; 

(

A.26) 

 

    
   
    























y

x

sen

sen
senOQOQOQ





cos

cos
cos . 

(A.27) 

 

Retomando a equação A.22 e rearranjando-a de forma matricial, 
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    















senOQOQOQ cos . 

(

A.28) 

 

Assim, comparando A.27 e A.28 é possível obter a matriz de rotação do 

sistema yx  para o sistema  , 

 

   
    


























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
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

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x

sen
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







cos

cos
. 

(

A.29) 

 

Chega-se a terceira matriz de rotação espacial dada pela equação A.30, 

 

 


















100

0)cos()(

0)()cos(

3 



sen

sen

R . 

(

A.30) 

 

No sistema de coordenadas P123, eixos principais de inércia do corpo 

rígido, assume-se que o rotor está levemente desbalanceado. A posição angular do 

rotor em Cz não depende do material, portanto o eixo principal de inércia 

correspondente ao momento de inércia Jp estará no plano z. Como não se pode 

assumir que o desbalanceamento estático está no mesmo plano, a excentricidade  

não estará no eixo . 
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FIGURA A.7 - REPRESENTAÇÃO ESQUEMÁTICA DO QUARTO PASSO DE ROTAÇÃO. 

 

 

 

FIGURA A.8 - DETALHE DA ROTAÇÃO NO PLANO. 

 

 

 

O vetor OQ  pode ser expresso no sistema de coordenadas z////  pela 

equação A.31, 
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O mesmo vetor OQ  pode ser expresso também no sistema de 

coordenadas 31 pela equação A.32, 

 

   31cos  senOCOCOQ . 
(

A.32) 

 

Desenvolvendo os senos e cossenos na equação A.31, 

 

        

         zsensenOQ

sensenOQOQ

//coscos

//coscos








, 

(

A.33) 

 

e rearranjando a equação A.33, tem-se: 

 

       

        zsenOQzsenOQ

sensenOQOQOQ

//cos//cos

////coscos








. 

(

A.34) 

 

Colocando em evidência  cos  e  sen  na equação A.34, 

 

      
      zsensenOQ

zsenOQOQ

//cos//

////coscos








, 

(

A.35) 

 

e rearranjando a equação A.35 de forma matricial, tem-se: 
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      

      



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
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


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
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

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z
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z
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
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
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; 

(

A.36) 
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

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zsen
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senOQOQOQ
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




. 

(A.37) 

 

Retomando a equação A.32 e rearranjando-a de forma matricial chega-se 

à  

 

    













3

1
cos senOQOQOQ . 

(

A.38) 

 

Assim, comparando A.37 e A.38, é possível obter a matriz de rotação do 

sistema z////  para o sistema 31 , 

 

   
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
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zsen
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cos

3

1 
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
. 

(

A.39) 

 

Por fim, a última matriz de rotação espacial é dada pela equação A.40, 

 

 














 


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)(0)cos(

4
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sen
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(

A.40) 

 

Um resumo das operações de rotação é apresentado na TABELA A. 1. 
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TABELA A. 1 - RESUMO DAS ROTAÇÕES DO CORPO RÍGIDO. 

De Para Translação Rotação 

OXYZ CX’Y’Z’ [Xc Yc 0]T ---- 

CX’Y’Z’ CX’yz* --- [R1] 

CX’yz* Cxyz --- [R2] 

Cxyz Cz --- [R3] 

Cz P123 [0]T [R4] 

 

Com os passos de rotações conhecidos é possível escrever as equações 

cinemáticas do disco adotando as coordenadas X, Y e Z do ponto C e os ângulos 'x

, y  e   como coordenadas generalizadas. A suposição de pequeno deslocamento 

axial das coordenadas X, Y, Z, 'x  e y  permitem grandes simplificações do 

problema. A coordenada   não pode ser considerada pequena, pois se trata da 

rotação do corpo rígido. 

A velocidade do centro de gravidade (ponto P) e a velocidade angular 

expressa no sistema de coordenadas inerciais principais devem ser consideradas no 

cálculo da energia cinética do corpo rígido. A posição do ponto P é dada pela 

equação A.41, 
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


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(

A.41) 
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Substituindo as matrizes de rotação na equação A.41, tem-se: 
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(A.42) 

 

Transpondo as matrizes de rotação na equação A.42, resulta em: 
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(A.43) 

 

Multiplicando as matrizes de rotação R2 e R3 transpostas em A.43, tem-se: 
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(A.44) 

 



138 
 

 

Concluindo a multiplicação das matrizes de rotação transpostas, chega-se à: 
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(A.45) 

 

Expressando as componentes de excentricidade do desbalanceamento em função do ângulo  , ver FIGURA A.7 - 

REPRESENTAÇÃO ESQUEMÁTICA DO QUARTO PASSO DE ROTAÇÃO., obtém-se:  
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(A.46) 

 

Multiplicando a matriz de rotações resultante pelo vetor de excentricidade, tem-se: 
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(A.47) 
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Simplificando A.47, obtém–se o vetor, 
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(A.48) 

 

A consideração de pequeno deslocamento permite a linearização das 

funções trigonométricas dos ângulos 'x , y  e a simplificação de alguns termos que 

são da mesma magnitude na equação A.48. Sendo 'x  e y  muito pequenos, o 

cosseno do ângulo se torna aproximadamente 1(um). Contudo, o seno deste mesmo 

ângulo é aproximadamente o valor do ângulo em radianos. A multiplicação de dois 

senos será um número realmente muito pequeno, estes termos serão então 

negligenciados. Assim, a equação A.48 reduz-se à, 
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(

A.49) 

 

Este desenvolvimento inicial se faz necessário porque as equações de 

movimento do rotor são obtidas a partir da aproximação de Lagrange das 

expressões de energias cinética e potencial. As coordenadas generalizadas do 

sistema são cinco: X, Y, Z, 'x  e y . θ não é considerada uma coordenada 

Lagrangeana porque a velocidade angular é assumida constante.  

A energia cinética do corpo rígido é facilmente determinada pela soma 

das energias cinéticas de translação do centro de massa e da energia cinética de 

rotação, 
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  '
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'
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2

2

1

2

1
 JmV T

prt  . 
(

A.50) 

 

onde pV  é a velocidade do centro de massa, 
'

123  é o vetor velocidade angular, 

expresso no sistema de coordenadas 123, e [J], 
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(

A.51) 

 

é o tensor de inércia para o corpo rígido expresso no mesmo sistema de 

coordenadas. 

A velocidade do centro de gravidade do rotor é facilmente calculada 

derivando  OP   em relação ao tempo. Sendo 


  e   constante, tem-se: 
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(A.52) 

 

Agrupando os termos multiplicados por senos e cosseno em A.52, 
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(A.53) 

 

Na terceira linha da equação A.53, há dois termos. O primeiro é a 

velocidade axial causada pelo deslocamento do ponto C na mesma direção. O 

segundo a velocidade na direção axial causada pela excentricidade e rotação da 

seção transversal do disco. Logo, o último termo é o acoplamento entre os 

comportamentos axial e a flexão do rotor. Entretanto, se a excentricidade é pequena, 

o termo que a contem é negligenciado quando comparada ao primeiro termo do 

vetor. Nos desenvolvimentos seguintes, todos os termos contendo o produto da 

excentricidade ou do erro angular por uma quantidade pequena serão 

negligenciados e não haverá acoplamento do comportamento axial ao de flexão. A 

energia cinética de translação é, 
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Simplificando A.54, 
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e substituindo   por t ,  
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A velocidade angular 
'

123  pode ser obtida com a soma de três vetores de 

velocidade angular agindo em diferentes direções: 'X



  ao longo do eixo X’, y



  ao 

longo do eixo y e 


  ao longo do eixo z. Empregando as matrizes de rotação, as 

componentes de velocidade angular ao longo dos eixos principais de inércia do rotor 

'

123  são: 
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(A.57) 

 

Substituindo a matriz de rotação [R2] em A.57 e procedendo a primeira 

multiplicação, 
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(A.58) 

 

Substituindo a matriz de rotação [R3] em A.58 e procedendo a 

multiplicação pelo vetor, 
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Por fim, substituindo a matriz de rotação [R4] em A.59 e procedendo a 

multiplicação pelo vetor, tem-se a matriz de rotação no sistema de coordenadas 123, 
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(A.60) 

 

Aplicando as considerações para pequenos deslocamentos, conforme 

mencionado anteriormente, 
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Agrupando os termos semelhante de A.61, tem-se a matriz de rotações no 

sistema de coordenadas 123, 
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(A.62) 

 

Neste momento é oportuno fazer uma comparação com o exposto por 

Lalanne e Ferraris (1990). Assim como Genta (2005), Lalanne e Ferraris(1990) 

também expõe os passos de rotações em função dos ângulos de Euler. Contudo, os 

eixos são nomeados diferentemente e a obtenção da matriz de velocidade angular 

não foi demonstrada. De modo que a matriz foi somente apresentada. A rigor, 

nenhuma das literaturas apresenta todos os passos deste desenvolvimento 
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conforme consta neste anexo. O sistema de coordenadas adotado por Lalanne e 

Ferraris (1990) é apresentado na figura A.9 e sua matriz de velocidade angular pela 

equação A.63. 

 

FIGURA A.9 - SISTEMA DE COORDENADAS ADOTADO POR LALANNE E FERRARIS (1990). 

 

 

 























































)()cos()cos(

)(

)cos()()cos(















sen

sen

sen

z

y

x

 

(A.63) 

 

Outros dois pontos importantes a serem levados em consideração, dizem 

respeito ao desbalanceamento do disco expresso pela excentricidade (  ) e ao erro 

angular de posicionamento do disco em relação a linha do centro geométrico do eixo 

(  ). Quanto ao desbalanceamento, este é apresentado por Lalanne e Ferraris 

(1990) no final do desenvolvimento e é somado as forças generalizadas. Já o erro 

de posicionamento do disco é desprezado. Esta é a razão da ligeira diferença entre 

as equações A.62 e A.63. A seguir é apresentada a TABELA A.2 que resume a 

equivalência entre as variáveis empregadas pelos dois autores. 
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TABELA A.2 - QUADRO COMPARATIVO ENTRE VARIÁVEIS ADOTAS POR GENTA (2005) E 
LALANNE E FERRARIS (1990). 

 Genta Lalanne e Ferraris 

Eixos 

Translação Rotação Translação Rotação 

X 'X  Z (w)   

Y y  
X (u)   

Z 


  
Y 



  

Orientação 
Conjunto 
Rotativo 

Z Y 

 

Seguindo o desenvolvimento proposto por Genta (2005), como as 

componentes do vetor 
'

123  são referentes ao eixo principal de inércia, a energia 

cinética de rotação será, 

 

  '

123

'

123
2

1
 JT

r . (A.64) 

 

Substituindo o vetor A.62 em A.64, tem-se: 
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(A.65) 

 

A Multiplicação do tensor de inércia pelo vetor 
'

123 , resulta na expressão A.66, 

 

            

   

   

    





















































































senJ

senJ

senJ

sensensen

yyXp

yXt

yXt

yyXyXyXr

cos

cos

cos

coscoscos
2

1

'

'

'

'''

. 

(A.66) 

 

Finalizando a multiplicação dos vetores em A.66 em dois passes, obtêm-se A.67 e A.68: 
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(A.68) 

 

Agrupando os termos semelhantes da equação A.68, 
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(A.69) 

 

e negligenciando os termos resultantes de multiplicação de pequenos deslocamentos no grupamento de termos da equação A.69, 

tem-se: 
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(A.70) 

 

Substituindo as equações A.56 e A.70 em A.50, obtêm-se a expressão da energia cinética para um disco em função das 

coordenadas generalizadas, 
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(A.71) 

 

A expressão final de energia cinética obtida nos passos anteriores aplica-

se a elementos rotativos de rotores. Impelidores, discos de balanceamento ou 

escora, dentre outros. Aqui cabe uma segunda comparação. Lalanne e Ferraris 

(1990) apresenta a equação para energia cinética do disco como 
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(A.72) 

 

Observe, novamente, que se for removida a contribuição da energia da 

vibração axial, o efeito do desbalanceamento e o erro relativo do disco ao centro 

geométrico do eixo, a equação A.71 se torna A.72. Obviamente, com as devidas 

substituições de variáveis, de acordo com a TABELA A.2. 

Na equação de Lagrange, equação A.73, é aplicada a equações de 

energia do conjunto rotativo para obter as características dinâmicas do sistema, 
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(A.73) 

 

Onde qi representa a i-ésima coordenada generalizada do sistema e Qi a 

i-ésima força generalizada. 
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A seguir, são apresentadas equações com as derivadas parcias da 

energia cinética para aplicar na equação de Lagrange. A derivada parcial da energia 

cinética do disco em relação à velocidade da coordenada generalizada X é dada por 

A.74, 
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(A.74) 

 

e a derivada no tempo de A.74 por 
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Assim como em A.74, a derivada parcial da energia cinética do disco em 

relação à velocidade da coordenada generalizada Y é 
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A derivada no tempo de A.76 é 
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A derivada parcial da energia cinética do disco em relação à velocidade 

da coordenada generalizada Z é dada por A.78, 
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A derivada no tempo de A.78 é 
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Já a derivada parcial da energia cinética do disco em relação à derivada 

no tempo da coordenada generalizada 'X  é 
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A derivada no tempo de A.80 resulta em: 
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A derivada parcial da energia cinética do disco em relação à derivada no 

tempo da coordenada generalizada y  é dada por A.82, 
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Derivando no tempo, 
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A derivada parcial da energia cinética do disco em relação à coordenada 

generalizada y  é dada por A.84. 
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Substituindo as equações A.75, A.77, A.79, A.81, A.83 e A.84 em A.73 

tem-se: 
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(A.86) 

 

Na equação de Lagrange, A.86, não há nenhuma contribuição de energia 

potencial, U, por se tratar de um disco rígido. 

Reorganizando de forma matricial as coordenadas generalizadas, e 

separando somente o comportamento lateral a equação A.86, 
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Aparecem as matrizes de massa e giroscópica para corpo rígido 

respectivamente, 
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Conforme será apresentado no próximo item que discorre sobre o 

elemento eixo, se for empregado 'X  como coordenada generalizada ao invés de 

'X , tem-se: 
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Observe que o terceiro vetor resultante da aplicação das equações de 

Lagrange à equação de energia cinética do disco trata-se da força de 

desbalanceamento generalizada. Isto para desbalanceamento estático e de 

acoplamento. O vetor de desbalanceamento apresentado por Lalanne e Ferraris 

(1990) não leva em consideração o desbalanceamento de acoplamento ( 0 ). Há 

também uma pequena diferença entre senos e cossenos. Isto porque o ângulo de 

referência de rotação é tomado a partir de outro eixo do par cartesiano, respeitando 

o sentido de giro. 

 

EIXO 

 

Os eixos das máquinas normalmente são modelados como vigas de 

seção transversal circular e caracterizados pelas energias de deformação e cinética. 

As equações de Lagrange, equação A.73, são aplicadas às equações de energia do 

conjunto rotativo para obter as características dinâmicas dos sistemas. As equações 

de energia cinética e potencial são equações em derivada parcial. O método 

escolhido para discretização e solução das equações é o método de elementos 

finitos (MEF). Os elementos comumente empregados para modelagem de rotores 

elementares são: elementos de viga, massa e mola e amortecedor. Algumas 

formulações para vigas foram desenvolvidas e se difere uma das outras, no número 

de nós, número de graus de liberdade por nó e formulação teórica. Há, por exemplo, 

os elementos de Euler-Bernoulli, que não levam em consideração a deformação por 

cisalhamento, ou com a deformação por cisalhamento seguindo a aproximação 

simplificada introduzida por Timoshenko. O elemento que será abordado aqui é o 

elemento de viga simples de Timoshenko. Ele possui dois nós nas extremidades do 

elemento com seis graus de liberdade por nó, e consiste de uma viga prismática 

homogênea com os comportamentos axial, torsional e lateral 

independentes/desacoplados. Ver FIGURA A.10. 
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FIGURA A.10 - REPRESENTAÇÃO DO ELEMENTO SIMPLES DE TIMOSHENKO. 

 

 

 

Cada seção transversal possui seis graus de liberdade, três 

deslocamentos e três rotações. O número total de graus de liberdade por elemento é 

12. O vetor de deslocamentos nodais ou de coordenadas generalizadas do elemento 

é 

 

 Tzyxzyxzyxzyx uuuuuuq 222222111111 
. 

(A.91) 

 

É possível dividir o vetor em função do comportamento, axial 

 

 TzzA uuq 21 , 
(A.92) 

 

comportamento torcional, 

 

 TzzTq 21   
(A.93) 

 

e comportamento lateral, 
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(A.94) 
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(A.95) 

 

O deslocamento dentro de cada elemento é obtido pela interpolação dos 

deslocamentos nodais. Assim, são definidas funções de forma, ou de interpolação, 

para este fim. As equações A.96 e A.97 mostram como os deslocamentos para o 

comportamento lateral são obtidos a partir das coordenadas generalizadas, 
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(A.97) 

 

Uma forma de incluir a deformação por cisalhamento na análise sem 

incorrer no problema conhecido como “loking”, uma superestimativa da rigidez do 

elemento, é utilizar as seguintes funções de forma, 
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Onde Lz /  é uma coordenada adimensional e   é o fator de 

cisalhamento. Quando a esbeltez da viga aumenta, o valor de   diminui, tendendo 

a zero para uma viga Euler-Bernoulli. Sendo a viga axialmente simétrica, 
yx II  , e 

  e   relativos aos planos xz e yz são iguais. 

Nota-se que para usar a mesma matriz de funções de interpolação, x  é 

pré multiplicado por menos um, x . Este fato será esclarecido mais adiante com o 

desdobramento da equação de energia potencial para o eixo. 
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O comprimento dz da viga pode ser considerado como um corpo rígido, e 

sua energia cinética pode ser obtida utilizando a equação A.71 com as devidas 

simplificações. Contudo, neste momento, faz-se necessário a definição formal dos 

momentos de inércia e momentos de área. No caso de um corpo contínuo, o disco, 

por exemplo, o momento de inércia (massa) é definido em sua forma mais geral 

como (TIPLER, 1995): 

  

 dmrIcorpo

2

. 
(A.107) 

 

O momento de área de uma figura plana, em relação a um eixo 

perpendicular ao plano da área é chamado de momento de inércia (área) polar 

(TIMOSHENKO e GERE, 1994): 

 

 dArJ 2

. 
(A.108) 

 

Para uma seção transversal circular plana de espessura L e de um 

mesmo material, a equação A.107 pode ser reescrita por 

 

 dArLIcorpo

2
. 

(A.109) 

 

Aplicando a equação A.108 na equação A.109, 

 

JLIcorpo  
., 

(A.110) 

 

Também conhecidos como momentos de inércia (área) de uma figura 

plana em relação a um determinado eixo são definidos (TIMOSHENKO e GERE, 

1994): 
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(A.111) 

 

e 

 

 dAxI y
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(A.112) 

 

É possível observar que a soma dos momentos de inércia (área) das 

equações A.111 e A.112 resultam no momento polar, 
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Em se tratando novamente de uma seção transversal circular plana, com 

o centro dos eixos ortogonais xy passando pelo centróide da figura, escreve-se 
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É possível estender a equação da energia cinética do disco para um 

elemento de eixo dz, 
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No caso de uma seção transversal axissimétrica, yp IJ 2 , assim: 
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Já a energia potencial pode ser obtida pela soma das contribuições 

causadas pela flexão e pelo cisalhamento, 
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Integrando a equação A.117 ao longo do elemento tem-se: 
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A deformação por cisalhamento,  , se relaciona com o deslocamento 

angular através das equações, 
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(A.119) 

 

dz

du y

xyz  
. 

(A.120) 

 

Observe na equação A.120 que x  está sendo pré-multiplicado por -1. 

Isto porque, na resolução das equações diferenciais pelo métodos de Elementos 

Finitos, as matrizes referentes a flexão no plano xz possam ser as mesmas do plano 

yz (se o sistema for isotrópico). Este fato se deve ao sistema de coordenadas 
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inerciais adotado. Observe na FIGURA A.11 que os giros podem ser referenciados 

através da “regra da mão direita”. Com o polegar orientado para o sentido positivo 

do eixo, as pontas dos demais dedos da mão indicam o sentido positivo de giro.  

FIGURA A.11 - DESENHO ESQUEMÁTICO DE ORIENTAÇÃO AOS DESLOCAMENTOS E 
GIROS. 

 

 

 

É possível observar que numa aproximação linear, desprezando o 

cisalhamento apenas para título de ilustração, tem-se (Ver FIGURA A.12): 
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(A.121) 
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FIGURA A.12 - DETALHES DOS DESLOCAMENTOS E GIROS NA DIREÇÃO X. 

 

 

 

Contudo, no caso de x , a orientação das coordenadas inércias e a 

referência de giro adotada resultam em (Ver FIGURA A.13): 
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(A.122) 

 

FIGURA A.13 - DETALHES DOS DESLOCAMENTOS E GIROS NA DIREÇÃO Y. 

 

 

 

Substituindo as equações A.119 e A.120 em A.118, 
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Desenvolvendo os termos ao quadrado da deformação por cisalhamento 

na equação A.123, 
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(A.124) 

 

Expandindo os termos ao quadrado na equação A.124, 
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(A.125) 

 

Aplicando o MEF na equação A.125 tem-se, 
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Considerando    
 

Ld

Nd
NN


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
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23  e substituindo em A.126, 
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Os termos    
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negligenciados, mantendo a matriz de rigidez, obtida a partir da equação de energia 

potencial, simétrica. A energia potencial se torna 
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Para facilitar a integração é empregada a notação indicial de Einstein. A 

equação A.129 expressa o primeiro termo da equação de energia potencial A.128 

escrito em notação indicial, 
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Integrando A.129 no domínio de interesse, tem-se 
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As coordenadas generalizadas kxq  ou jxq  não dependem de  . Assim a 

equação A.130 pode ser reescrita: 
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(A.131) 

 

No somatório da equação acima, são integrados somente os termos da 

matriz resultante da multiplicação das derivadas dos elementos das funções de 

forma. Portanto, o somatório em notação indicial da equação A.131 pode ser 

reescrito facilmente em notação matricial, 
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Aplicando o mesmo raciocínio para todos os termos da equação de 

energia potencial A.128 é possível aplicar a equação de Lagrange, A.73. Nesta 

equação a energia potencial aparece no primeiro e segundo termo. Contudo, 

observa-se que U  independe de iq . Assim, aplica-se em A.128 somente a derivada 

parcial 
 

iq

U




. Utilizando mais uma vez a notação indicial apresentada na equação 

A.129 e derivando parcialmente o primeiro termo da energia potencial a título de 

ilustração, tem-se: 
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(A.133) 

 

Uma vez que a energia potencial está relacionada à flexão e ao 

cisalhamento, são 4 as coordenadas generalizadas relativas ao comportamento 

lateral, 
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Nomeia-se as coordenadas generalizadas em A.134 como: 
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Desenvolvendo o primeiro termo da equação A.135, 
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Aplicando a derivada parcial na equação A.136, 
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Pelo fato da matriz A ser uma matriz simétrica, 212212 AqqA xx  , assim: 
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Matricialmente a equação A.138 pode ser expressa pela equação 
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(A.139) 

 

Ao derivarmos os demais termos da equação de energia potencial, de 

maneira idêntica à apresentada para o primeiro termo, e somarmos as matrizes, 

teremos então a matriz conhecida como matriz de rigidez, 
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Assim, 
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(A.141) 

 

ou ainda, 
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(A.142) 

 

Vale ressaltar neste momento que a matriz de rigidez da equação A.140 é 

idêntica a matriz mostrada por Lalanne e Ferraris (1990), salvo disposição em 

função da definição dos vetores de coordenadas generalizadas de um ou de outro 

autor. 

Como visto, a aplicação da equação de Lagrange à equação de energia 

potencial do sistema resultou na obtenção da matriz de rigidez. Fazendo o mesmo à 

equação de energia cinética têm-se as matrizes de massa do sistema. 

A energia cinética de um comprimento infinitesimal de eixo dz é 
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Integrando a equação A.143 ao longo do elemento de comprimento L 

tem-se: 
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(A.144) 
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Desenvolvendo os termos ao quadrado e as integrais em A.144: 
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(A.145) 

 

Aplicando o MEF à A.145, tem-se: 
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(A.146) 

 

Observa-se na equação A.146 que o sinal do último termo já está 

corrigido pela troca de x  por x . Substituindo a variável de integração e os 

respectivos limites, 
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(A.147) 

 

O mesmo procedimento empregado na equação de energia potencial é 

utilizado na equação de energia cinética. Para facilitar a integração é empregada a 
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notação indicial de Einstein. Para o primeiro termo da equação de energia cinética 

tem-se: 

 

       
jxjkkxx
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Integrando A.148, 
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(A.149) 

 

As coordenadas generalizadas kxq  ou jxq  não dependem de  . Assim 

a equação A.149 pode ser reescrita 
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(A.150) 

 

Logo, integra-se somente os termos da matriz resultante da multiplicação 

dos elementos das funções de forma. Assim, o somatório em notação indicial da 

equação A.150 pode ser reescrito em notação matricial 
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(A.151) 

 

Aplicando o mesmo raciocínio para todos os termos da equação de 

energia cinética, A.147, é possível aplicar a equação de Lagrange. Os resultados 

são as matrizes de inércia de translação, 
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(A.152) 

 

e rotação, 
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(A.153) 

 

Onde: 
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(A.154) 

 

Por fim, a matriz de massa e a matriz giroscópica do elemento são, 

respectivamente, 

 

     RT MMM   e (A.155) 

 

   RMG  2  (A.156) 

 

As matrizes de massa apresentadas por Genta (2005) se diferem das 

matrizes apresentadas por Lalanne e Ferraris (1990). Lalanne e Ferraris (1990), 

apesar de considerar o efeito do cisalhamento na matriz de rigidez, viga de 

Timoshenko, não contabilizou as correções nas funções de interpolação. Assim, as 

matrizes de massa sugeridas por Lalanne e Ferraris (1990) são exatamente as 

matrizes da teoria de Euler-Bernoulli. Muitos nomeiam essa teoria como a teoria de 

Euler-Bernoulli modificada. 

 

ELEMENTO DE MASSA. 

Qualquer corpo rígido simétrico ao plano da seção transversal do rotor, 

localizado no i-ésimo nó, possui as matrizes de massa e giroscópica idênticas às 

A.88 e A.89. Pois se trata da adição de energia cinética ao sistema no i-ésimo nó. 
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ELEMENTO DE MOLA. 

O referido elemento de mola desta seção é representado por uma mola 

linear que gera restrições de deformação num nó específico. Logo, a energia 

potencial desta mola linear é adicionada à energia potencial total do sistema. A 

energia potencial da mola é representada por 

 

2

2

1
iimola qkU  . 

(A.157) 

 

Para contabilizar o efeito da mola linear à matriz de rigidez global, basta 

somar 
ik  ao elemento na i-ésima linha e i-ésima coluna. De maneira geral, a energia 

potencial é escrita da seguinte forma, 
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Realizando a multiplicação a direita, 
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(A.159) 

 

finalizando a multiplicação a esquerda, a energia potencial é 

 

)(
2

1 22

yyyyxyxxyxyxxxmola uKuuKuuKuKU  . 
(A.160) 

 

A aplicação da equação de Lagrange à A.160, resulta em: 
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(A.161) 

 

Sendo 
yxxy KK   agrupa-se de forma matricial A.161, 
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Assim para acrescentar ao sistema a rigidez de mancais ou mesmos 

selos, basta adicionar a matriz de rigidez de A.162 diretamente nas posições 

relativas ao nó específico das coordenadas generalizadas. 

 

ELEMENTO DE AMORTECIMENTO 

 

Semelhante ao elemento de mola, o elemento de amortecimento pode ser 

contabilizado adicionando a matriz de amortecimento A.163 na matriz de 

amortecimento global do sistema. Adiciona-se a matriz de amortecimento, 
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(A.163) 

 

diretamente nas posições corretas em relação ao nó específico e suas respectivas 

coordenadas generalizadas. 
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MATRIZES GLOBAIS 

Pelo fato das equações de movimento terem sido escritas para o 

elemento individualmente, as coordenadas são locais. Quando se compõe a 

estrutura deve-se levar em consideração as coordenadas globais do sistema. 

Contudo, em especial para elementos de viga, o eixo z coincide com o eixo da viga. 

Ocorre também que os eixos x e y se tornam também os eixos principais de inércia 

no caso de uma seção transversal simétrica. Assim, o sistema de referência local se 

confunde com o sistema de referência global. Na prática, os elementos são 

adicionados as suas respectivas posições nas matrizes globais. Este trabalho estuda 

apenas o comportamento lateral dos rotores. Pela natureza do problema também 

não há adição de rigidez por efeito centrífugo ou amortecimento associado ao eixo. 

Assim o sistema pode ser composto por um sistema de equações escrito na forma 

matricial, 

 

             fqKqGCqM rpm  
1

. (A.164) 
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APÊNDICE B – PROPRIEDADES DE ORTOGONALIDADE 

 

Neste apêndice são demostradas as propriedades de ortogonalidade para 

obtenção das equações 3.1.25 e 3.1.26. Inicia-se com a Matriz  A ,  
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São necessários também os autovetores, autovalor a direita 
k ,  
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e o autovalor a esquerda 
j , 
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Pré-multiplicando  A  pelo j-ésimo autovetor transposto a esquerda e pós-

multiplicando pelo k-ésimo autovetor a direita, tem-se: 
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Na equação B.4, faz-se a multiplicação da matriz [A] pelo k-ésimo 

autovetor a direita, 

 

            

   
121

111

2111

xnxnknxn

xnknxnkxnknxn

nxxnjjxnj M

MGC







 





 . 

(B.5) 

 

Dando sequência a multiplicação vetorial de B.5, 

 

                 
1111111 xnknxnxnjjxnknxnxnjkxnknxnxnj MMGC   . (B.6) 

 

A equação B.6 pode ser simplificada agrupando os termos associados a 

matriz de massa, 

 

             jkjxnknxnxnjjkxnknxnxnj aMGC  
11111

. (B.7) 

 

A multiplicação matricial em B.7 resulta num único elemento 
ja . No 

subcapítulo 3.2 viu-se que a pré e pós-multiplicação da matriz [A], não mais por um 

único autovetor, mas sim pela matriz de autovetores resultava na equação B.8, 

 

      





















nn

T

a

a

aA

22

11

00

0

0

00









 . 

(B.8) 

 

Observe que o elemento 
ja  corresponde a um dos elementos da diagonal 

principal resultante da operação efetuada na equação B.8.  
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Os auto-valores obtidos a partir das matrizes [A] e [B] vem ao pares, 

complexo e complexo conjugado, 

 

iIR

iIR

kkk

kkk





*


. 

(B.9) 

 

Onde   e   representam a parte real e a parte imaginária do autovalor 

complexo. Assim, tomando    , mas correspondentes aos autovalores complexo e 

complexo conjugado, 
*

kj   , tem-se em B.7, 

 

             0
11

*

111


xnknxnxnjkkxnknxnxnj MGC  . (B.10) 

 

Assim, B.10 pode ser reescrita revelando características modais 

importantes de um sistema viscoso, 

 

 
     

      j

j

xnknxnxnj

xnknxnxnj

kk
m

c

M

GC
R 




11

111* 2



 . 

(B.11) 

 

Analogamente, as operações realizadas das equações B.1 a B.11 podem 

ser aplicadas também a matriz [B], 

 

 
   
   

nxn
M

K
B

22
0

0










 . 

(B.12) 

 

Pré-multiplicando [B] pelo j-ésimo autovetor transposto a esquerda e pós-

multiplicando pelo k-ésimo autovetor a direita, 
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             
   

 
 

121

1

22
2111 0

0

xnxnkk

xnk

nxn
nxxnjjxnjk

T

j
M

K
B
























 . 

(B.13) 

 

Na equação B.13, fazendo a multiplicação da matriz [B] pelo k-ésimo 

autovetor a direita, 

 

        

   
121

1

2111

xnxnknxnk

xnknxn

nxxnjjxnj M

K













 , 

(B.14) 

 

 e dando sequência a multiplicação vetorial, tem-se: 

 

           
1111 xnknxnxnjkjxnknxnxnj MK   . (B.15) 

 

A equação B.15 pode ser reescrita, 

 

            jkjxnknxnxnjjjxnknxnxnj bMK  
11

*

11
, (B.16) 

 

resultando num único elemento 
jb . No subcapítulo 3.2 viu-se que a pré e 

pós-multiplicação da matriz [B], não mais por um único autovetor, mas sim pela 

matriz de autovetores resultava em: 

 

      





















nn

T

b

b

bB

22

11

00

0

0

00









 . 

(B.17) 
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Observe que o elemento 
jb  corresponde a um dos elementos da diagonal 

principal resultante da operação efetuada na equação B.16. 

Os auto-valores obtidos a partir das matrizes [A] e [B] vem ao pares, 

complexo e complexo conjugado como visto na equação B.9. Tomando novamente 

   , mas correspondentes aos autovalores complexo e complexo conjugado, 

*

kj   , tem-se: 

 

            0
11

*

11


xnknxnxnjjjxnknxnxnj MK  . (B.18) 

 

Assim, B.18 pode ser reescrita revelando novas características modais 

importantes de um sistema viscoso, 

 

     

     
2

11

1122** j

j

j

xnknxnxnj

xnknxnxnj

jj
m

k

M

K
IR 




 . 

(B.19) 

 


