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RESUMO

Neste trabalho, foram estudadas aproximacdes numéricas para o Método dos Volumes Finitos.
Empregam-se nas simulacdes arranjo co-localizado de varidveis, solug¢do segregada e técnicas de
verificagdo numérica. O primeiro caso estudado envolveu a equacdo de Burgers unidimensional,
na qual cinco tipos diferentes de aproximagdes foram utilizadas: upwind differencing scheme
(UDS), central differencing scheme (CDS), total variation diminishing (TVD) e essentially
non-oscillatory scheme (ENO), de primeira e segunda ordens. Neste estudo, todas as cinco
aproximacgodes forneceram resultados coerentes. Na sequéncia foram analisados escoamentos
compressiveis, ndo reativos, de gases com propriedades constantes, modelados através das
equacoes de Euler; nos estudos unidimensionais, ar e vapor de dgua foram escolhidos como
fluidos de trabalho, enquanto que para o escoamento bidimensional, considerou-se apenas ar.
Para esses casos, foi utilizada uma metodologia adequada para qualquer regime de velocidades,
além do acoplamento pressao-velocidade, dado pelo método SIMPLEC (Semi IMPlicit Linked
Equations Consistent). No caso do escoamento compressivel unidimensional, foram feitos
estudos para capturar uma onda de choque normal para duas geometrias diferentes de bocal:
cossenoidal e cOnica; nesse caso, apenas as aproximacgdes UDS e TVD foram empregadas. Uma
vez que estudos inicias com UDS apresentaram resultados incoerentes no processo de verificacao,
uma corre¢do na equagao de conservagao da energia térmica foi proposta em relacdo ao c6digo
original. Para a obten¢do da onda de choque, estudos envolvendo interpolagdo por diferencas
divididas de Newton e aproximacao por série de Fourier foram feitos, para obter resultados
mais acurados. Andlises com Multiextrapolagdes de Richardson também foram empregadas
para algumas varidveis de interesse dos escoamentos. Foi observado que: (1) a aproximacao
UDS apresentou vantagens sobre o TVD na captura da onda de choque; (2) a obtencdao da
posicdo da onda de choque por diferencgas divididas de Newton € mais adequada que os outros
métodos; e (3) comparando dois esquemas TVD, MIN-MOD e SUPERBEE, observou-se que o
primeiro € mais estavel para escoamentos compressiveis com choques normais. Para escoamentos
bidimensionais compressiveis, somente a geometria conica foi empregada, na qual uma onda
de choque obliqua foi observada. Neste caso, as aproximag¢des UDS e TVD também foram
utilizadas e esta dltima apresentou oscilagdes numéricas, conforme as apresentadas no caso
unidimensional. Uma possivel causa dessas oscilacdes pode estar associada ao uso de um valor

da func¢do limitadora referente ao CDS nas proximidades da onda de choque.

Palavras-chaves: Onda de choque. Equagdes de Euler. Equacdo de Burgers. Aproximacgdes

numéricas. Multiextrapolacdes de Richardson.



ABSTRACT

In this work, numerical approximation schemes for the Finite Volume Method were studied. Also,
co-located grids, segregated solutions and numerical verification techniques were employed in the
simulations. The first studied problem involved one-dimensional Burgers equation, in which five
different approximation schemes were employed: upstream differencing scheme (UDS), central
differencing scheme (CDS), total variation diminishing (TVD) and essentially non-oscillatory
scheme (ENO), of first and second orders of accuracy. In this study, all five schemes provided
coherent results. The next class of studied problems were non-reactive compressible flows with
constant properties, for the one-dimensional model, air and water vapour were taken as fluids,
while for the two-dimensional Euler equations, only air was considered. In such problems, a
methodology for any speed flow regime was employed, as well as SIMPLEC (Semi IMPlicit
Linked Equations Consistent) pressure-velocity coupling. For one-dimensional compressible
flow, studies were done in order to capture a normal shock wave for two nozzle geometries: a
cossinoidal and a conical ones; in such studies, only UDS and TVD schemes were employed.
Since initial UDS results presented incoherent results in the verification process, a correction in
the thermical energy conservation equation was proposed in relation to the original code. For
shock capturing, studies involving Newton divided difference interpolation and Fourier series
approximation were done, in order to obtain more accurate results. Analysis with Repeated
Richardson Extrapolations were also employed for some variables of interest of the flows. It was
observed that: (1) UDS presented advantages over TVD scheme in shock wave capturing; (2) the
location of the shock position by Newton divided differences is more suitable than other methods;
and (3) comparing two TVD schemes, MIN-MOD and SUPERBEE, it was observed that the
former scheme is more stable for compressible flows with normal shocks. For two-dimensional
compressible flow, only a conical geometry was employed, in which an oblique shock wave was
observed. In this case, UDS and TVD schemes were also used and the latter scheme presented
numerical oscillations, as well as for the one-dimensional flow. One possible cause of such
oscillations could be associated to the use of a limiter function value on TVD scheme that refers

to CDS in the vicinity of the shock wave.

Key-words: Shock-wave. Euler equations. Burgers equation. Numerical approximations. Re-

peated Richardson extrapolations.



LISTA DE ILUSTRACOES

Figural — Contornos de alguns tiposde bocais. . . . . ... ... ... ... .....
Figura 2 — Solucdes isentropicas e onda de choque interna. . . . . . . ... ... ...
Figura3 — Possiveis tipos de ocorrénciadeondas. . . . . . .. .. ... ... .....
Figura4 — Métodos de observagdo de um fendbmenoreal. . . . . . . . ... ... ...
Figura5 — Tipos de separagdo de escoamento. . . . . . . . . . .. .. .. ... ....
Figura 6 — Fluxograma dos objetivos especificos. . . . . . . ... ... ... .....
Figura7 — Volume de controle para escoamento quase-unidimensional. . . . . . . . . .
Figura 8 — Corpo axisSImétriCo. . . . . . . . . . . . . v v it v e
Figura9 — Movimento de um pistdio num tubode gds. . . . . . . . .. ... ... ...
Figura 10 — Escoamento em torno de um corpo sélido. . . . . . .. .. ... ... ...
Figura 11 — Sistema de coordenadas posicionadonaonda. . . . .. ... ... .....
Figura 12 — Ondas de choque obliquas e de expansdo. . . . . . . .. .. ... ... ...
Figura 13 — Representacdo da onda quadrada e o fendmeno de Gibbs. . . . . . . . . ..
Figura 14 — Exemplo de aproximag¢do de geometria. . . . . . . .. .. .. .. ... ..
Figura 15 — Tiposde arranjos. . . . . . . . . . . . . . . . L e
Figura 16 — Simbologia utilizada para o volume de referéncia (P), seus vizinhos e faces.
Figura 17 — Comportamento qualitativo de uma varidvel ao longo das iteracdes. . . . . .
Figura 18 — Intervalo convergente. . . . . . . . . . . . . ... ...
Figura 19 — Bocal 1 e condi¢des de contorno para o caso bidimensional. . . . . . . . . .
Figura 20 — Bocal 2 e condi¢des de contorno para o caso unidimensional. . . . . . . ..
Figura 21 — Dominios e condi¢cdes de contorno para Burgers. . . . . . . . . ... .. ..
Figura 22 — Comportamentos esperados do médulo dos erros numéricos para aproxima-
coes de primeira e segundaordem. . . . . .. .. ... ...
Figura 23 — Comportamento do residuo da velocidade média versus iteracdo. . . . . . .
Figura 24 — Campo de velocidades resultante para Burgers na malha mais fina. . . . . .
Figura 25 — Comportamento do médulo dos erros numéricos da velocidade média numé-
ricacom e sem MER paraBurgers. . . . . .. ... ... 0oL
Figura 26 — Comportamento das ordens efetiva e aparente para a velocidade média numé-
ricade Burgers. . . . . . .. ...
Figura 27 — Campo do nimero de Mach para a forma original da equagdo de conservacao
da energia térmica, Euler 1D e configuragdo 1. . . . . . . . ... ... ...
Figura 28 — Campo de temperatura para a forma original da equagdo de conservacao da
energia térmica, Euler 1D e configuracdo 1. . . . . .. ... ... .. ...
Figura 29 — Variagdo adimensionalizada das varidveis monitoradas a cada iteracao para
Euler 1D, configuragdo 1 e aproximacao UDS. . . . . . .. ... ... ...

Figura 30 — Campo do niimero de Mach para Euler 1D e configuracao 1.. . . . . . . ..

25

71



Figura 31 — Campo de temperatura para Euler 1D e configuracao 1. . . .. ... .. .. 76

Figura 32 — Campo do numero de Mach com uma aproximacao da regido a jusante do

choque para Euler 1D e configuracdao 1.. . . . .. .. ... ... ...... 77
Figura 33 — Campo do niimero de Mach para Euler 1D e configuracdao 2.. . . . . . . . . 77
Figura 34 — Campo do nimero de Mach para Euler 1D e configuragdao 3.. . . . . . . .. 78
Figura 35 — Campo do ntimero de Mach para Euler 1D e configuracdo4.. . . . . . . .. 78
Figura 36 — Mddulo dos erros numéricos para Euler 1D, configuracdo 1 e aproximacao

UDS. . . e 79
Figura 37 — Mddulo dos erros numéricos para Euler 1D, configuracio 2 e aproximacado

UDS. .« e 79
Figura 38 — Mddulo dos erros numéricos para Euler 1D, configuracio 3 e aproximacado

UDS. . . e 79
Figura 39 — Mddulo dos erros numéricos para Euler 1D, configuracao 4 e aproximacao

UDS. . . e 80
Figura 40 — Mddulo dos erros numéricos para Euler 1D, configuracdo 1 e aproximacao

TVD. . . e 80
Figura 41 — Mddulo dos erros numéricos para Euler 1D, configuracio 2 e aproximacao

TVD. . e 80
Figura 42 — Mddulo dos erros numéricos para Euler 1D, configuracio 3 e aproximacado

TVD. . . e 81
Figura 43 — Mddulo dos erros numéricos para Euler 1D, configuracio 4 e aproximacao

TVD. . . e 81
Figura 44 — Ordens efetiva e aparente para Euler 1D e configuragdo 1. . . . . . . . . .. 82
Figura 45 — Ordens efetiva e aparente para Euler 1D e configuracdo 2. . . . . . .. . .. 82
Figura 46 — Ordens efetiva e aparente para Euler 1D e configuracao 3. . . . . . . . . .. 83
Figura 47 — Ordens efetiva e aparente para Euler 1D e configuracao4. . . . . . .. . .. 83

Figura 48 — Variacdo adimensionalizada do fluxo de massa na entrada do bocal a cada
iteracdo para Euler 2D na malha mais fina e aproximagdo UDS. . . . . . .. 85
Figura 49 — Comparacdo da pressdo na parede da camara para a solucdo analitica uni-

dimensional, aproximag¢des numéricas e dados experimentais de Back et al.

(1965)paraEuler2D. . . . . . . . .. . 87
Figura 50 — Campo do nimero de Mach bidimensional para Euler 2D e aproximacado

UDSnamalhamaisfina. . . ... ... ... .. ...... . ....... 87
Figura 51 — Campo do ndimero de Mach bidimensional para Euler 2D e aproximacado

TVDnamalhamais fina. . . ... ... ... ... ... .......... 88
Figura 52 — Isolinhas para Euler 2D e aproximacao UDS na malha mais fina. . . . . . . 88
Figura 53 — Isolinhas para Euler 2D e aproximacdo TVD na malha mais fina. . . . . . . 89
Figura 54 — Mdédulo dos erros numéricos parao Cy e Euler2D. . . . . . . . .. ... .. 89

Figura 55 — Ordens aparentes e efetivas parao C;e Euler2D. . . . . . . ... ... .. 90



Figura B.1 —Resultado do uso de DDV no campo do nimero de Mach para malha mais
fina, Euler 1D, configuracdo 1 e aproximacao UDS. . . . .. ... ... ..
Figura B.2 —Resultado do uso de Fourier no campo do nimero de Mach para a malha
mais fina, Euler 1D, configuracdo 1 e aproximagao UDS. . . ... ... ..
Figura B.3 —Posi¢des obtidas utilizando a abordagem numérica para Euler 1D, configura-
cdo 1l eaproximagado UDS. . . . . .. .. ... ..o
Figura B.4 —Posicdes obtidas utilizando a abordagem DDV para Euler 1D, configuracgio 1
eaproximagcado UDS. . . . . . . .. ...
Figura B.5 —Posicdes obtidas utilizando a abordagem Fourier para Euler 1D, configuracdo
leaproximacado UDS. . . . . . . . . . . .. ... . ...

Figura C.1 —Volumes de controle. . . . . . . .. ... .. ... ... ... ......



LISTA DE TABELAS

Tabela 1 — Constantes ¢, ; para malhas uniformes do método ENO de primeira e segunda

Tabela2 — Exemplo de aplicacidode MER. . . . . . . . ... ... ... ... .....
Tabela 3 — Coeficientes e termos fontes para os volumes ficticios de Burgers. . . . . . .
Tabela 4 — Dados de software e hardware do computador utilizado. . . . . . . . .. ..
Tabela 5 — Solucdes analiticas das varidveis analisadas para Euler 1ID. . . . . ... ..
Tabela 6 — Solucdes analiticas do coeficiente de descarga para Euler 2D. . . . . . . . .

Tabela 7 — Dados de simulacdo para a Equacdo de Burgers e aproximacdes de primeira

Tabela 8 — Dados de simulagdo para a Equacdo de Burgers e aproximacoes de segunda

Tabela9 — Dados de entrada para Euler 1ID. . . . . . . .. ... ... ... .. ....
Tabela 10 — Dados de simulagdo para Euler 1D e configuragées 1e2. . . .. ... ...
Tabela 11 — Dados de simulacdo para Euler 1D e configuragoes 3e4. . . ... ... ..
Tabela 12 — Valores das fun¢des limitadoras usadas pelo TVD para a temperatura Euler
1D e configuracdo 1 na malha mais grossa. . . . . . .. ... ... .....
Tabela 13 — Dados de entrada para Euler2D. . . . . . . ... ... ... ... .....
Tabela 14 — Dados de simulagdo para Euler 2D e aproximagao UDS. . . . . . . . .. ..
Tabela 15 — Dados de simulag@o para Euler 2D e aproximagao TVD.. . . . . . . .. ..
Tabela 16 — Estimativa dos erros de modelagem com base nos dados experimentais do
campo de pressdo na parede do bocal para Euler2D. . . . . . ... ... ..
Tabela D.1 —Moddulo dos erros numéricos e ordens aparentes e efetivas para Euler 2D. . .
Tabela D.2 —Modulo dos erros numéricos sem MER para Burgers. . . . ... ... ...
Tabela D.3—Modulo dos erros numéricos com MER para Burgers. . . . . . ... .. ..
Tabela D.4—Ordens efetivas e aparentes para Burgers. . . . . . . .. ... ... ... ..
Tabela D.5—Maodulo dos erros numéricos sem MER para Euler 1D, configuracdo 1. . . .
Tabela D.6—Modulo dos erros numéricos com MER para Euler 1D, configuragao 1. . . .
Tabela D.7—Maodulo dos erros numéricos sem MER para Euler 1D, configuragcdo 2. . . .
Tabela D.8 —Modulo dos erros numéricos com MER para Euler 1D, configuragdo 2. . . .
Tabela D.9—Maodulo dos erros numéricos sem MER para Euler 1D, configuragcdo 3. . . .
Tabela D.10-Modulo dos erros numéricos com MER para Euler 1D, configuracdo 3. . . .
Tabela D.11-Médulo dos erros numéricos sem MER para Euler 1D, configuracao 4. . . .
Tabela D.12-Modulo dos erros numéricos com MER para Euler 1D, configuragao 4. . . .
Tabela D.13-Ordens aparentes e efetivas para Euler 1D e configuracdes 1e2. . . . . ..

Tabela D.14-Ordens aparentes e efetivas para Euler 1D e configuragdes 3e4. . . . . ..



LISTA DE ABREVIATURAS E SIGLAS

CDS Central Differencing Scheme

CFD Dinamica dos fluidos computacional
DDV Diferencas divididas

ENO Essentially Non-Oscillatory

FVM Método dos Volumes Finitos

MER MultiExtrapola¢des de Richardson
MSI Modified Strongly Implicit

SIMPLEC Semi IMPlicit Linked Equations Consistent

TDMA TriDiagonal Matrix Algorithm
TVD Total Variation Diminishing
UDS Upwind Differencing Scheme

WENO Weighted-ENO



Letras romanas

Simbolo Capitulo

A 2,3,C
a 3
a 2
ay, a, 2,B
B
b
by, b, 2
b, 2,B
c 3
Cy 3,4
Ccp 3,C
Crj 2,A
D(x), E(x), 5
P(x)
dA C
dH
dp 2
du 2,C
dv
dw
dp 2,C
E 2,3,4
E C
e 3,4
e C
f 2,3
fu 2
Jfe C
fa 2
fx 2
G(x) 2,3

LISTA DE SIMBOLOS

Descricao
Area
Coeficientes do sistema linear
Velocidade do som

Coeficientes da série de Fourier

Ponto genérico da aproximacao por série de Taylor

Termo fonte do sistema linear

Coeficiente das diferencas divididas de Newton

Coeficiente da série de Fourier ou das diferencas

divididas de Newton

Constante para aproximacdo de uma propriedade

através do ENO
Coeficiente de descarga
Calor especifico a pressao constante
Constantes do método ENO

Polindmios

Infinitesimal de 4rea
Infinitesimal de entalpia de estagnacao
Infinitesimal de pressao
Infinitesimal de velocidade
Infinitesimal de volume
Coeficiente do método SIMPLEC
Infinitesimal de massa especifica
Erro numérico
Energia interna total
Erro de poluicao
Energia interna

Funcdo genérica

Funcdo resultante de aproximacao por séries

Vetor de forcas externas
Funcdo resultante da interpolagcao
Forca na dire¢do x

Primitiva da funcio g

Unidade

m2

m/s

J/(kgK)

J/kg
Pa

m/s

kg/m?

J/kg

J/kg



lF
M
m,l, q
My Man

N

n
nr
nr
Nr
p
Pa
Pa
Ps
De
PE
pPL
Pu

q
Pv

qH
r,s

2,3

NS (SRR SR SR SIS AR VL

v[\J O
=

2,4

2,B

\®)

1,2,3,C

—_— N = N

2,4

2,4

2,3

3,4

2,3
2,3,4

Conjunto de dados numéricos
Média dos volumes de g(x)
Entalpia de estagnacao
Entalpia
Tamanho do volume
Polindmio resultante da aproximacao de g(x)
Inicio do intervalo convergente
Volume genérico
Numeros inteiros
Intervalos de integracdo da Regra do Trapézio
Resultado da integral pela Regra do Trapézio
Iteracdo
Ordem de acurécia
Condutividade térmica
Periodo da série de Fourier
Nimero de Mach
Numeros inteiros
Fluxos de massa numérico e analitico
Numero de volumes reais
Vetor normal
Numero de pontos da série de Fourier
Pontos a serem integrados pela Regra do Trapézio
Quantidade de volumes total, ficticios mais reais
Pressao
Pressdo de um gas em um tubo
Pressao ambiente
Pressdo resultante de uma compressao
Pressdo na camara
Ordem efetiva
Ordem assintética
Ordem aparente
Razao de refino
Ordem verdadeira
Termo fonte de calor
Quantidade de volumes a esquerda e a direita
Raio
Razdo de gradientes

Constante especifica do gas

J/kg
J/kg

W/(mK)

kg/s

Pa
Pa
Pa
Pa
Pa

J/(kgK)



Re 3
S (@) 2,3
S 2
S$1,82,83
Sr
Srp 3
T 2,3,C
t C
u 2,3,C
u(x) 3
Up 3
U, V.
| 4 2,3,C
% 2,C
v 2,3
Vesp 2

Letras gregas

Simbolo Capitulo
a 3
B 2
0% 2,4
At 3,4
Ax 2,3
A¢ 2
€ 3
0 3
A 2,3
A 2,3,4
& 2
Jo, 2,3,C
T 2
T 2
Tr 2
T 2
1) 2,3
¢1, 2, 3 2

Numero de Reynolds

Esténcil

Esténcil em funcao dos pontos que o compdem

Esténceis relativos ao valor de r
Termo fonte da equacdo de Burgers
Termo fonte avaliado no volume P
Temperatura
Tempo
Velocidade na direc@o x ou z
Velocidade analitica de Burgers
Velocidade média analitica de Burgers
Velocidades contravariantes
Vetor velocidade
Volume
Velocidade na direcd@o y ou radial

Volume especifico

Descricao

Varidvel auxiliar para indicar o sentido do escoamento

Constante da correcio adiada

Razdo entre calores especificos

Intervalo de tempo ou pardmetro de relaxacdo

Distancia entre dois pontos
Variacao de uma propriedade genérica
Erro de truncamento
Auxiliar
Solugdo analitica exata
Aproximacao
Variavel auxiliar
Massa especifica
Tensor tensao
Compressibilidade
Compressibilidade isotérmica
Compressibilidade isentropica

Propriedade genérica

Solu¢des numéricas nas malhas fina, intermedidria e

grossa

Unidade

Pa!
Pa!
Pa!



Pa
bn

Subscritos

Simbolo
0
1,2

32,21

Sobrescritos

Simbolo

0
CA
crit

I, 11, 1, 1v

2,3,4

Capitulo
1,2,3
2

2

Capitulo
2

2,3

W W W N W W

Solugdo analitica
Solu¢dao numérica

Fungdo limitadora

Descricao
Propriedade de estagnacao
Pontos distintos
Referente a razdo de refino entre malha grossa e
intermedidria e fina e intermedidria
Solucao extrapolada
Relativo a pressao atmosférica
Propriedade na saida
Nivel de malha
Volume genérico
Iteracao

Nivel de extrapolacao

Centro dos volumes de controle

Face dos volumes de controle

Descricao
Referente ao campo de pressdes que satisfaz a
equacao da massa
Iteracdo anterior
Indica que o escoamento pode ocorrer no sentido
positivo ou negativo
Passo de tempo anterior
Correcao adiada
Relativo ao termo critica
Ordens das derivadas

Relativo a equacdo de conservagdo da massa

Relativo a equacdo de conservacdo da energia Térmica

Referem-se as aproximacdes para as faces oeste e

leste

Unidade

Unidade



1.1
1.2
1.3
1.4
1.5
1.6
1.7

2.1

2.1.1
2.1.2
2.1.3
2.1.4
2.1.5
2.2

2.2.1
2.2.2
2.2.3
2.2.4
2.2.5
2.2.6

3.1
3.2
3.3
3.4
3.5
3.6

4.1
4.2
4.3

SUMARIO

INTRODUGAOD . . . . . ittt it et e e et e e et e et 18
Caracterizacaodoestudo . . ... ... ... ... ... ... ..... 18
Definicaodoproblema . . . . ... ... ... ... ... ....... 21
Revisao bibliografica . . . . . ... ... ... ... ..., ..... 22
Motivacao e justificativa . . . ... ... ... ... ... ....... 26
Termos convenientemente definidos . . . . . .. ... ... ... ... 26
Objetivos . . . . . . . . .. 27
Delineamento . . . . . . . . . . .. ... 27
FUNDAMENTAGAOTEORICA . . . . . . . ittt e i e e nn 29
Caracterizacaodosfenébmenos . . . . . . . ... . ... ... ..... 29
Escoamentos quase unidimensionais . . . . . . ... ... 29
Escoamentos bidimensionais axissimétricos . . . . .. .. ... ... .. 29
Fluidos compressiveis . . . . . . . . . . . .. . ... 30
Propagacdodeondas . ... ... .. ... ... ... ... 32
Ondasde choqueeexpansdo . . . . .. ... ... .. ... ....... 35
Enfoque numérico . . . . . . ... .. 38
Tépicos de andlise numérica . . . . . . . . . . . ... 38
Malhas numéricas . . . . . . . . . . . . . .. 40
Aproximagbes NUMEricas . . . . . . . . . . oo 41
Acoplamentos e métodosde solugédo . . . . ... ... ... L. 46
Verificagdoevalidagdo . . . . . . . . . .. ... ... . 47
Ferramenta de pés-processamento . . . . . . .. .. ... ... ... .. 49
METODOLOGIA . . . . . . . .t e e e e e e e e e e e e 51
Perspectivageral . . ... ... ... ... .. ... ... ... ... 51
Aplicacao das aproximagcées humeéricas . . . . . . . . ... ... ... 55
Variaveis secundarias . . . . . . ... ... ... ... . 63
Verificagcaoevalidacao . . . . . ... ... .. ... ... ... ..... 64
Pos-processamento . . . . . . . ... ... 66
Fechamento . .. ... ... .. . ... .. ... ... .. 66
RESULTADOSEDISCUSSOES . . .. .. ...t iinnenn. 68
EquacaodeBurgers. . . . . . . .. ... 69
Euler unidimensional . . . . . ... ... ... ... ... ... ... .. 72

Euler bidimensional . . . . . . . . . . ... ... . 84



44

DiSCUSSO0ES . . . . . . . . e 89
CONCLUSAOD . . . . o e e e e e e e e e e e e e e e e 92
REFERENCIAS . . . . . i i it e e e e e e e e e e e e e e e s e 94
APENDICES 98

APENDICE A - CODIGO PARA OBTENGAO DAS CONSTANTES ¢, ;
EMMAPLE® . . . . . . . o i i s i e e e e 99

APENDICE B - OBTENCAO DA POSICAO DA ONDA DE CHOQUE
NORMAL . . . ..ottt ettt e et eee 100

APENDICE C - OBTENGAO DA FORMA ALTERNATIVA DA EQUA-
CAO DE CONSERVACAO DA ENERGIA TERMICA . . 104

APENDICE D - DADOS NUMERICOS DOS ERROS E ORDENS ... 106



18

1 INTRODUCAO

Este capitulo introdutdrio tem por objetivo inserir o leitor dentro do tema através de uma
caracterizacao do estudo, definir o problema que se deseja estudar, apresentar uma revisdao do que
tem sido feito em outros trabalhos, definir alguns termos que serdo usados ao longo da dissertacao,
apresentar sucintamente os objetivos do trabalho e, por fim, apresentar o delineamento deste

texto.

1.1 Caracterizacao do estudo

Nesta dissertac@o o interesse recai sobre o estudo numérico de fendmenos fisicos, como
a propulsdo. Esta € o resultado de se utilizar um mecanismo, seja ele bioldgico, mecanico,
quimico ou elétrico, por exemplo, para gerar forca e alterar o estado de inércia de um corpo
ou sistema. Dentre os meios disponiveis para a geracdo desta for¢a, conhecida também como
forca de empuxo, existem aqueles que se destacam pela ejecao de matéria, conforme definido
por Sutton e Biblarz (2000).

A propulsdo de foguetes € uma classe de propulsdes a jato que produz empuxo através
da ejecao de matéria gerada por propelentes, na qual diferentes fontes de energia podem ser utili-
zadas para promover tal ejecdo. A fonte de energia utilizada na propulsdo se deve principalmente
a trés tipos: solar; nuclear; quimica, sendo esta tltima a mais utilizada (SUTTON; BIBLARZ,
2000).

Na propulsao quimica de foguetes, a combustdo resultante de um combustivel e um
oxidante produz gases a pressdes e temperaturas elevadas, que posteriormente sdo expandidos e
acelerados em um bocal convergente-divergente. Ainda dentro da propulsao quimica existem
diferentes tipos de dispositivos de propulsiao, também chamados de motores, como: motores
foguete a propelente liquido, sélido, hibrido e gasoso (SUTTON; BIBLARZ, 2000).

Apesar de ndo utilizar reagdes quimicas diretamente na geracdo de gases, os motores
foguetes a géas frio utilizam ar, nitrogénio ou hélio, por exemplo; armazenado em um reservatorio
a alta pressao. Também € possivel aumentar a temperatura destes gases a fim de melhorar o
rendimento. Este tipo de motor tem sido usado em veiculos espaciais como sistemas de controle
e estudos experimentais em bocais (SUTTON; BIBLARZ, 2000; BACK et al., 1965).

Conforme Sutton e Biblarz (2000), bocais geralmente possuem secdo transversal circular,
uma regido convergente, uma garganta na parte mais estreita € uma regiao divergente. O bocal
conico € o mais antigo, de configuracao e fabricacdo simples, e o tipo sino € o mais utilizado,
pelo menos até o ano de 2000. Este tltimo possui maior eficiéncia de expansao do que um bocal
conico com mesma razdo de dreas (SUTTON; BIBLARZ, 2000). Araki (2007) comenta que os

bocais derivados do tipo sino tem preferéncia, e isto se deve ao ganho relacionado com a redugdo
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do tamanho total do motor-foguete, que por sua vez estd relacionado a redugdo do bocal. Dos
perfis modificados o perfil parabdlico é o mais empregado, este possui 80% do comprimento
total do sino tradicional (ARAKI, 2007). A titulo de exemplo, a Fig. 1 apresenta alguns dos
contornos dos bocais comentados.

Raio da
garganta

Garganta,

Figura 1 — Contornos de alguns tipos de bocais.

Fonte: Adaptado de Sutton e Biblarz (2000).

Escoamentos internos em bocais de motores-foguete, como os citados, necessitam que
o fluido seja modelado como compressivel e, devido ao fato das tensdes viscosas serem mais
significativas na regido da camada limite, pode-se desconsiderar os efeitos viscosos fora desta
(ANDERSON, 2003).

Para escoamentos unidimensionais no interior de bocais Anderson (2003) afirma que
existem diversas solugdes isentrépicas para quando o escoamento € subsodnico em todo o bocal
e, também, que quando o escoamento se torna bloqueado na regido da garganta e supersdnico
na regido divergente existe apenas uma solucao isentrépica para o escoamento, como pode ser
observado na Fig. 2, onde p representa a pressao, os subscritos O propriedade de estagnacao
ou total e ex saida. Ainda, para o caso supersonico Anderson (2003) apresenta trés tipos de
possibilidades envolvendo ondas, ondas de choques internas (Fig. 2) e externas (Fig. 3a) ao bocal

e ondas de expansio (Fig. 3b), sendo estas ultimas figuras relativas a um bocal genérico.

Como pode ser observado na Fig. 2, uma onda de choque normal esta presente no interior
do bocal e essa, por sua vez, ocorre devido as condi¢des de pressdo no reservatdrio e ambiente e
sdo exclusivamente unidimensionais. Em escoamentos bidimensionais, onde ocorrem ondas de
choque obliquas no interior dos bocais, € possivel observar ndo somente a geracao de ondas de

choque ou expansao devido as condi¢gdes de pressdo, mas também devido a geometria do bocal.

Um fendmeno real, como por exemplo a onda de choque, pode ser observado através
de duas maneiras diferentes: experimental e teérica. Cada qual com suas caracteristicas, por
exemplo, o método experimental permite uma andlise mais realista, fornecendo detalhes que
sdo aferidos através de equipamentos. No entanto, tais métodos estdo sujeitos aos chamados

erros experimentais, relacionados aos equipamentos utilizados e construcao de protétipos, o que
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gera, normalmente, custos elevados. Em se tratando de motores-foguete é possivel notar, no
caso de motores liquidos, grandes desafios na construcao do protétipo a ser testado e, também,
grande exigéncia da parte de seguranca, pois se faz necessario trabalhar com combustiveis e
oxidantes em pressdes de moderadas a elevadas. Outro fator, ndo menos significativo, € o tempo.
Um projeto deve ser concebido e executado antes mesmo de os testes comecarem. Em contraste,
os métodos tedricos possibilitam reducao de tempo, pois ndo necessitam da construcao de um
protétipo fisico, a exigéncia de segurancga e desafios construtivos sdo eliminados e o custo €
reduzido. Essas vantagens tornam os métodos tedricos bastante atrativos, porém, para realiza-los
sdo necessarios modelos matemadticos e fisicos e estes podem ser restritivos. Para assegurar a
confiabilidade e credibilidade destes modelos se faz necessario sua validacdo que, por sua vez,
precisa de dados experimentais. E importante notar que estes métodos nio devem ser exclusivos

entre si, mas devem ser desenvolvidos em conjunto.
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Figura 2 — Solugdes isentrdpicas e onda de choque interna.

Fonte: Adaptado de Anderson (2003).
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(a) Onda de choque obiqua anexa a saida do bocal

W
Escoamento

/
%\

(b) Ondas de expansao no exterior do bocal

Figura 3 — Possiveis tipos de ocorréncia de ondas.

Fonte: Adaptado de Anderson (2003).
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O método tedrico € dividido em duas vertentes: a analitica e a numérica. Apesar de
apresentar vantagens interessantes sobre o experimental estas vertentes possuem a desvanta-
gem dos erros de modelagem e estes podem ser bastante significativos. Os métodos analiticos
possuem grande limitacdo em relacdo a esses erros, pois, segundo Marchi (2001), se aplicam
a problemas simples, ou seja, os modelos utilizados na descricdo do fendmeno sdo bastante
restritivos. Os métodos numéricos permitem a utilizacio de modelos mais elaborados, mas
com a desvantagem de apresentar erros numéricos. Apesar da existéncia de tais destes erros,
nota-se que eles nao geram grande influéncia quando o intuito é avaliar o resultado numérico
em relacdo a dados experimentais (ARAKI, 2007). Ainda, existem ferramentas para avaliar e
reduzir significativamente tais erros (MARCHI, 2001; MARTINS, 2013). A Figura 4 resume as

Fenomeno real

caracteristicas apresentadas.

H

Métodos
experimentais

Métodos
tedricos

l Erros de modelagem \I/

Erros Métodos Métodos
experimentais analiticos numeéricos

wv

[o]

L

&5

£

3

c

%]

o

fim}
Dados Solucdes Solucdes
experimentais analiticas numeéricas

Figura 4 — Métodos de observagdo de um fendmeno real.

Fonte: Adaptado de Marchi (2001).

Em resumo, a propulsdo em motores-foguete é dependente do tipo de geracdo de energia,
bem como da geometria do bocal convergente-divergente. Fendmenos que proporcionam grande
variagdo nas propriedades do escoamento no interior de bocais podem ocorrer devido a relagdao
entre pressdes ou a geometria utilizada. Estes fendmenos e o escoamento podem ser estudados
de maneira tedrica ou experimental. No meio tedrico, a vertente numérica possibilita modelos

mais elaborados com o custo de erros numéricos, mas esses podem ser avaliados e reduzidos.

1.2 Definicao do problema

No estudo de escoamentos compressiveis em bocais convergentes-divergentes, o fluido é
acelerado ao longo do bocal. A relacao unidimensional que determina a velocidade em funcao da

area do bocal, para um escoamento supersonico, considera que a velocidade cresce conforme a
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area da secdo transversal aumenta. Entretanto, existe um limite para o crescimento da velocidade,
imposto pela vazdo mdssica na regido da garganta em conjunto com as condi¢des do ambiente em
que este bocal estd inserido. Pelo fato de a velocidade do fluido ser maior do que a velocidade de
propagacdo da informagdo das condi¢des ambiente em algumas regides do bocal, o escoamento
nao possui tempo hdbil para se ajustar a tais condi¢des de modo continuo e suave, gerando
mudangas bruscas nas propriedades do escoamento. Tais mudangas sdo mais severas no caso

unidimensional e sdo tratadas como descontinuidades.

Acontece que algumas aproximagdes numéricas, como 0s esquemas a montante (em
inglés: Upwind Differencing Scheme ou UDS) ou centrais (em inglés: Central Differencing
Scheme ou CDS), possuem desvantagens na representacdo destes escoamentos, dentre elas:
oscilacdes e falsa difusdo. As oscilagdes sdo inerentes ao CDS e ndo ocorrem com o UDS. Este,
por sua vez, apresenta falsa difusao que é reduzida com o refino da malha. Porém, possui baixa

ordem de acurdcia (ordem um).

Entdo, o problema se limita a solu¢do numérica de escoamentos que contenham ondas de
choque e, para isso, serdo testadas metodologias de aplicagdo de cinco aproximacdes numéricas:
UDS, CDS, variagdo total decrescente (em inglés: Total Variation Diminishing ou TVD) e
essencialmente ndo oscilatorias (em inglés: Essentially Non-Oscillatory ou ENO), de primeira
e segunda ordens. Estas serdo utilizadas na solu¢do da equagdo de Burgers e posteriormente
testadas em escoamento com choque, equacdes de Euler. Adicionalmente, serdo estudados
métodos para a obtencdo da onda de choque unidimensional e avaliacdo de ferramenta de

pOs-processamento para reducao de erros de discretizagao.

1.3 Revisao bibliografica

Os métodos experimentais e tedricos ndo tiveram inicio no mesmo momento, nem
pelos mesmos cientistas. Cada um destes métodos contribuiu para o desenvolvimento cientifico
dos estudos de escoamentos, por exemplo. Esta secdo apresenta algumas contribuicdes que

confirmam esta dltima afirmacdo, comec¢ando pelos métodos experimentais.

Em uma exposicao, no ano de 1893, o engenheiro sueco Carl Gustaf Patrick de Laval
apresentava uma turbina a vapor de unico estigio com uma série de bocais convergentes-
divergentes que seria um dos inicios para o desenvolvimento de tineis supersdnicos e motores-
foguetes. Um aspecto interessante sobre sua turbina € que ela permitiu grandes velocidades
rotacionais pela adi¢@o de bocais divergentes. Este foi um grande avango, pois os engenheiros da

época nao conheciam o fendmeno de bloqueio do escoamento (ANDERSON, 2003).

Apesar de Laval ter construido a turbina a vapor, foi devido ao professor hingaro Aurel
Boleslav Stodola que os aspectos técnicos e cientificos da turbina foram desenvolvidos. Stodola
também atuou no dmbito experimental. Ele construiu um bocal convergente-divergente para

realizar o primeiro experimento que confirmou as caracteristicas de um escoamento supersonico
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em bocais, pois esta situa¢do ainda ndo tinha sido experimentalmente verificada. Em seu experi-
mento ele conseguia variar a pressdo por meio de um vélvula posicionada a jusante da saida do
bocal e, entdo, obter escoamentos subsonicos, supersonicos e até ondas de choque (ANDERSON,
2003).

Outros estudos sobre escoamentos supersonicos foram conduzidos por Back et al. (1965).
Nesse trabalho, foram aferidas as pressdes estdticas nas paredes dos bocais para escoamento de ar
a temperaturas de 294,44 K e 833,33 K e pressoes estdticas variando de 310,26 kPa a 1723, 69
kPa. Foram utilizados mandmetros de mercurio e, para pressoes mais elevadas, mandmetros
Heise. O erro estimado na tomada de pressao estdtica para a garganta, divergente e a maior parte
do convergente foi menor que 1 %, enquanto que na regido de entrada do bocal o erro estimado
foide 5 %.

No campo dos métodos tedricos analiticos muitos conceitos foram desenvolvidos com o
escoamento linearizado, como a identificagdao do nimero de Mach critico, por exemplo. Tal ferra-
menta analitica surgiu por volta de 1940 da necessidade de se resolver as equacdes governantes
para escoamentos compressiveis, que sdo ndo lineares. Apesar de se utilizar de hipéteses fisicas
para linearizar o escoamento esta ferramenta ainda € utilizada em conjunto com a computagdo
numérica (ANDERSON, 2003). O matemadtico francés Pierre Simon Marquis de Laplace assumiu
que a onda sonora era, de fato, adiabdtica, derivou a expressao da compressibilidade isentropica e
calculou com sucesso a velocidade do som. Seguindo a ideia de Laplace o matematico alemao G.
F. Bernhard Riemann foi o primeiro a calcular as propriedades de choque assumindo condi¢des
isentrépicas. Porém, infelizmente essa condi¢do ndo se aplica. Algum tempo depois, o primeiro
grande avanco na teoria de ondas de choque foi feito pelo engenheiro escocés Willian John
Macquorn Rankine, que apresentou adequadamente as equacdes de choque normal. Ele assumiu
que a estrutura interna da onda de choque nao era isentrépica e sim uma regiao de dissipac¢ao
(ANDERSON, 2003).

No campo numérico, Harten (1983) apresentou uma nova classe de esquemas explicitos
de segunda ordem de acuricia de alta resolugdo para equacdes de conservacao hiperbdlicas,
conhecido como TVD. Este esquema usava um outro, ndo oscilatdrio de primeira ordem, com
uma func¢ao de fluxo apropriada para atingir alta resolugdo e foi inicialmente desenvolvido para

0 Método das Diferencas Finitas.

A preocupacao em avaliar o desempenho dos métodos numéricos na captura de choques
¢ fundamental para identificar caracteristicas desejaveis e indesejdveis dos mesmos. Woodward e
Colella (1984) fizeram comparagdes entre trés métodos numéricos na simulagdo de escoamentos
de fluidos com choques. Eles afirmaram que o tratamento das descontinuidades € fundamental

para se conseguir solu¢des numéricas acuradas.

Depois da ideia do TVD, Harten et al. (1987) construiram e analisaram um método de

captura de ondas de choque para a aproximagao das leis de conservacao hiperbdlicas, conhecido
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como ENO. Este método utiliza-se de reconstru¢des de aproximagdes derivadas de técnicas de

interpolacdo e esténceis adaptativos, que o tornam altamente ndo linear.

Shu e Osher (1988) apresentaram melhoramentos a fim de simplificar os esquemas ENO,
principalmente para problemas multidimensionais. Posteriormente, Shu (1997) apresentou um
documento explicando detalhadamente a aplicagdo dos esquemas ENO e essencialmente nao
oscilatorios ponderados (do inglés: Weighted ENO ou WENO) para diferencas finitas e volumes

finitos.

Mesmo apds a apresentacio dos esquemas ENO, a metodologia TVD de Harten ainda era
usada, por exemplo, no trabalho de Wang e Widhopf (1989) que desenvolveram um algoritmo

numérico de volumes finitos para resolver as equacdes de Euler na forma conservativa.

Trabalhos como os de Abgrall (1994), Liu et al. (1994) e Jiang e Shu (1996) apresentam
extensOes e melhorias para os esquemas ENO. Ja em Serna e Marquina (2004) e Borges et al.
(2008), observa-se o desenvolvimento dos métodos WENO para obtenc¢ado de ordens de acuricia

elevadas.

Ostlund (2002) desenvolveu um trabalho abrangente sobre separacio de escoamento e
cargas laterais. Outros trabalhos que contemplam este tema sdo devidos a Hagemann e Frey
(2008), Hadjadj e Onofri (2009) e Martelli et al. (2010). Segundo Martelli ef al. (2010) a razdo
entre a pressao de alimentagdo e a pressao ambiente influencia no tipo de separacao, seja livre
(SL) ou restrita (SR), conforme Fig. 5, sendo p. a pressdo na camara e p, a pressdo ambiente que
o bocal estd inserido. Ainda, nesta figura sdo observados choques internos (a), refletidos (b) e de
separacao (c¢). Uma separagcdo do escoamento € acompanhada necessariamente de um choque
obliquo para permitir que o escoamento supersonico ajuste sua pressao em relacao a pressao
ambiente. A estrutura do campo de escoamento do bocal de um motor foguete a propelente
liquido resultante de uma separacao de escoamento tem atraido muitos estudos, pois a evolucio da
separa¢do durante a inicializacdo e desligamento parece ser a principal responsavel pela geracao
de forgas laterais, que provocam grandes instabilidades e podem danificar a estrutura do bocal,
e também, do motor (DELERY; DUSSAUGE, 2009; HAGEMANN; FREY, 2008; NASUTT;
ONOFRI, 2009). Além disso, Stark e Wagner (2009) comentam que veiculos lancadores como o
Ariane 5, Delta IV ou H2 (Veiculos langadores das agéncias espaciais europeia, norte americana
e japonesa, respectivamente) apresentam uma configuracdo na qual os motores principais t€ém
que realizar uma grande faixa de operagcdo que comeca ao nivel do mar e vai até condi¢des de
vacuo. Para um maior desempenho projeta-se o bocal supersonico com grande razdo entre dreas,
0 que resulta grandes impulsos em altitudes elevadas, porém, ao nivel do mar o bocal estard em
uma condi¢do sobre-expandida, que provoca perda de empuxo e um escoamento que tende a se

Separar.

Com relagdo aos erros numéricos, Marchi (2001) apresentou e desenvolveu ferramentas
para andlise de erros numéricos que auxiliam na verificagcdo e validagcao de c6digos numéricos,

sendo algumas delas: estimativas a posteriori e a priori, estimadores de erro, intervalos de
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convergéncia e erros de polui¢ao. Araki (2007) verificou solu¢des numéricas reativas (ou nao)
para escoamentos uni e bidimensionais no interior de bocais convergentes divergentes, forne-
cendo comparagdes precisas na avaliagao de diferentes modelos fisicos e matematicos. Germer
(2009) apresentou um estudo detalhado e abrangente sobre diversas funcdes de interpolacdo em
problemas de advecgao-difusdo. Ao fim do estudo ele pode confirmar igualdade entre as ordens
a posteriori com aquelas obtidas a priori para algumas varidveis de interesse, confirmando as
caracteristicas das func¢des. Por fim, Martins (2013) utilizou técnicas de verificacdo e apresentou
avancos em poés-processamento das solugdes numéricas. Ele delimitou cinco tipos de vardveis
diferentes e aplicou técnicas para o efetivo uso de Multiextrapolacdes de Richardson (MER),

bem como critérios para identificacdo do desempenho de MER.

N THl | [

Mach: 0,2 08 14 2 26 36 38 44 5

Figura 5 — Tipos de separacao de escoamento.

Fonte: Adaptado de Martelli et al. (2010).

Ran (2008) investigou quebras de simetria e oscilagdes espaciais em diferencas finitas
para alguns esquemas, dentre eles o TVD. Ele comenta que a quebra de simetria € uma candidata a
causa das oscilacdes ndo fisicas nas proximidades do choque e que solu¢des numéricas calculadas

por diferencas finitas sempre estdo associadas com dissipacdo e dispersao numéricas.

Nos trabalhos de Manzini (2009), Oliveira (2010) e Qian e Lee (2012) a propriedade
TVD ¢ usada em problemas transientes na discretizagdo temporal. Apesar da propriedade
TVD ser considerada para cada passo de tempo, inerente aos problemas transientes, Versteeg e
Malalasekera (2007) mostram como esta propriedade esta ligada a comportamentos desejaveis
na discretizac¢do de esquemas em regime permanente. Com estas ultimas referéncias conclui-se

que o TVD ainda € usado e estudado.
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1.4 Motivacao e justificativa

Para melhor entender o funcionamento de motores-foguete usam-se, basicamente, os trés
métodos de se analisar um fendmeno real citados anteriormente. Nota-se um grande esforco no
desenvolvimento e avaliagdo dos métodos tedricos, em especial 0 numérico que permite o uso de
modelos fisicos e matemdticos mais elaborados. Um conceito bastante interessante, fornecido
pelo escoamento unidimensional, € a existéncia de apenas uma solugdo isentrépica, sem choque,
para escoamentos supersonicos. Tal conceito indica que a ocorréncia de choques no escoamentos
em bocais, seja interna ou externamente, € bastante frequente. Por isso, é importante resolver
escoamentos que contenham ondas de choque com boa acuricia e com o minimo possivel de

efeitos nao fisicos, como oscilagdes e falsa difusao.

1.5 Termos convenientemente definidos

O intuito desta breve secdo € definir alguns termos que serao utilizados com frequéncia

no texto, sendo eles:

Configuragdo 1: quinta geometria de bocal apresentada no trabalho de Back er al. (1965)

com escoamento de ar,

e Configuracdo 2: quinta geometria de bocal apresentada no trabalho de Back et al. (1965)

com escoamento de vapor de dgua;
e Configuracao 3: bocal cossenoidal com escoamento de ar;
e Configuracao 4: bocal cossenoidal com escoamento de vapor de dgua;

e Configuracdo 5: quinta geometria de bocal apresentada no trabalho de Back et al. (1965)

com escoamento de ar, especifica para o caso bidimensional;

e DDV e Fourier: obtencdo da posi¢do de choque através de interpolacao polinomial por

diferencas divididas de Newton e aproximacao por série de Fourier, respectivamente;

e ENOI e ENO2: aproximacdes ENO de primeira e segunda ordens usadas diretamente na

face do volume de controle;
e MER: Multiextrapolacdes de Richardson;

e TVD: aproximag¢do segundo a metodologia apresentada por Versteeg e Malalasekera
(2007);
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1.6 Obijetivos

Como objetivo geral cita-se o estudo e avaliacdo das aproximacdes UDS e TVD na
captura de descontinuidades em escoamentos compressiveis uni e bidimensionais internos em
bocais convergentes-divergentes com o intuito de obter melhor acuricia nas solu¢des numéricas
utilizando-se do Método dos Volumes Finitos (Em inglés: Finite Volume Method ou FVM).
Citam-se como objetivos secunddrios o teste de cinco aproximagdes (UDS, CDS, TVD, ENO1
e ENO2) em um problema incompressivel, mais simples, para verificar a metodologia de uso
destas e o desenvolvimento de métodos para obtencdo da posi¢do da onda de choque normal

avaliando seu uso em conjunto com MER. Os objetivos especificos sdo os seguintes:

e discretizar os modelos matematicos incluindo as aproximagdes UDS, CDS, TVD, ENOI e
ENO2 para Burgers e TVD para Euler 1D e 2D;

e avaliar as ordens assintéticas a priori das aproximacoes;

e obter a posteriori as ordens efetiva e aparente das aproximagdes;
e quantificar os erros numéricos associados;

e avaliar o desempenho das aproximacgoes;

e obter a posi¢do do choque para o campo de nimero de Mach através dos métodos desen-

volvidos;
e observar o fendmeno de onda de choque;

e avaliar o desempenho das aproximacdes e varidveis com MER;

Estes objetivos especificos foram organizados em um fluxograma, apresentado na Fig. 6.

1.7 Delineamento

Este texto estd dividido em 5 capitulos. No primeiro capitulo define-se o problema a
ser estudado, algumas contribui¢des relacionadas ao estudo, uma breve se¢do que resume a
motivagdo e justificativa deste trabalho e os objetivos do mesmo. O segundo capitulo trata de
apresentar o embasamento tedrico necessario para o desenvolvimento deste estudo. No terceiro
capitulo pode-se observar a aplicacdo dos conceitos € métodos aos problemas propostos. Os
resultados e discussdes relacionadas sao apresentadas no capitulo quatro. Por fim, o capitulo

cinco apresenta as consideracdes finais deste trabalho.
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Figura 6 — Fluxograma dos objetivos especificos.
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2 FUNDAMENTACAO TEORICA

Neste capitulo serd apresentado o embasamento necessario para desenvolver os estudos
apresentados neste trabalho. O capitulo estd dividido em duas se¢des, a primeira trata dos
fendmenos que ocorrem e fornece conceitos tedricos da dindmica dos fluidos necessérios para o
entendimento do escoamento estudado, bem como meios analiticos para se obter uma andlise
unidimensional do escoamento. Apds esta se¢do inicia-se a descricdo dos conceitos e ferramentas
numéricas utilizados neste trabalho para se conseguir as solu¢des numéricas e, também, para

verificar e aumentar o desempenho das mesmas.

2.1 Caracterizacao dos fenémenos

As primeiras subsecdes descrevem os escoamentos unidimensional e bidimensional
abordados, em seguida sdo apresentadas caracteristicas de um fluido compressivel. A quarta
subsecdo trata de propagacdo de ondas em meios compressiveis. Por fim, sdo apresentadas
caracteristicas das ondas de choque e expansdo e o procedimento adequado para se obter uma
solu¢do analitica unidimensional para o caso onde uma onda de choque estd presente no interior

de um bocal.

2.1.1  Escoamentos quase unidimensionais

Por defini¢c@o, escoamentos unidimensionais sdo aqueles nos quais as propriedades do
campo de escoamento variam apenas com uma dire¢do coordenada. Porém, se a variacdo da drea
de sec¢do transversal € gradual com o eixo coordenado x (A = A(x)) € possivel negligenciar as
variacdes em y e z, isto € equivalente aos escoamentos puramente unidimensionais, nos quais as
propriedades do escoamento sdo fun¢do de x apenas. Tal escoamento, onde sdo negligenciadas
as variacoes nas outras direcdes coordenadas, € chamado de quase unidimensional e € uma
aproximacao. A Fig. 7 ilustra um escoamento quase unidimensional (ANDERSON, 2003), onde
u e T sdo a velocidade na direcdo x, e temperatura, respectivamente, e os subscritos 1 e 2

representam a entrada e saida da geometria.

2.1.2 Escoamentos bidimensionais axissimétricos

Um caso especial do escoamento tridimensional € o escoamento bidimensional axissi-
métrico, que também € uma aproximagdo semelhante ao quase unidimensional. Para definir um
escoamento bidimensional axissimétrico considera-se um corpo criado por revolucao, como
mostra a Fig. 8, junto com um sistema de coordenadas cilindricas (r, ¢, z), sendo z o eixo de
simetria e V o vetor velocidade. O campo de escoamento deve ser simétrico ao eixo de z, ou

seja, as propriedades sdao independentes de ¢ (representado na figura como eixo com a dire¢ao
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saindo da folha de papel), ou seja, dependem apenas de r e z. Tal escoamento também pode ser
chamado de quase bidimensional (ANDERSON, 2003).

Superficie de controle

Uy, Py Ty Ay Uz P Ty Ay
—> >

®

Figura 7 — Volume de controle para escoamento quase-unidimensional.

Fonte: Adaptado de Anderson (2003).

Figura 8 — Corpo axissimétrico.

Fonte: Adaptado de Anderson (2003).

2.1.3 Fluidos compressiveis

Fluidos podem ser classificados como compressiveis, para os quais as variacdes na
pressao podem provocar variacdes significativas na massa especifica, e incompressiveis, para os
quais tais variacdes na massa especifica ndo sdo significativas. Esta separagdo resulta em uma
grande divisdo de conceitos e aplicacdoes. Em relagdo aos fluidos incompressiveis pode-se citar
a aerodindmica em carros, em que o nimero de Mach nao ultrapassa 0,3. Quando nimeros de
Mach maiores do que 0,3 ocorrem, em aeronaves comerciais por exemplo, o fluido ja ndo pode
mais ser modelado como incompressivel. O nimero de Mach € uma relacao entre a velocidade

do escoamento e a do som a ser definido com mais detalhes na Subsecao 2.1.4

A Fig. 9a mostra um pistdo sendo deslocado para direita dentro de um tubo que contém
um gés a pressdo p,. Quando o pistdo € empurrado subitamente para a direita com forga f,, uma
camada de gés se acumula préximo ao pistao e é comprimida criando uma onda de compressao e
uma regido de gas comprimido a pressao pg, Fig. 9b. Imediatamente apds o deslocamento inicial
o restante do gés ndo € afetado e a onda criada comeca a se mover através do gas na direcdo x

com velocidade u, fazendo com que o mesmo, por onde ela passa, sinta 0 movimento do pistao,
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conforme a Fig. 9c. Se o impulso dado ao gés for infinitesimalmente pequeno, tem-se uma onda
sonora e a onda de compressao resultante se move através do gas na velocidade do som. No caso
de um meio totalmente incompressivel mudancas na massa especifica ndo ocorrem, fazendo com
que todo o gds se movimente a0 mesmo tempo e isso, por sua vez, significa que a velocidade de
propagacdo da onda em meios incompressiveis € infinita. Entretanto, nenhum meio € totalmente
incompressivel e, por isso, a velocidade do som tem valores finitos em solidos, liquidos e gases.
Quanto menor for a compressibilidade da substancia maior serd a velocidade do som na mesma,
ou seja, a velocidade do som nos sélidos € maior que nos liquidos, que € maior em relacdo aos
gases (JOHN; KEITH, 2006).

] Pa
-
£, _
X
(a)
u
—
— :% Pa
—
(b)
Paif
§ L u
—

(c)
Figura 9 — Movimento de um pistdo num tubo de gas.

Fonte: Adaptado de John e Keith (2006).

Fluido compressivel é definido como sendo de massa especifica varidvel, que é um
contraste com o fluido incompressivel, no qual a massa especifica é definida como constante.
Obviamente, em aplicacdes préaticas todos os fluidos sdo compressiveis; entretanto, na maioria
dos liquidos e para alguns gases em condicdes especificas, as variacdes na massa especifica
sdo tdo pequenas que a hipétese de massa especifica constante pode ser assumida com acuricia
razoéavel. A defini¢do simples de escoamento compressivel como sendo de massa especifica
varidvel deve ser mais elaborada. Considerando um pequeno elemento fluido de volume V e a
pressdo p exercida em volta dele pelo fluido em que ele estd inserido, assume-se que a pressao

foi aumentada em dp, um valor infinitesimal, e com isso, o volume do elemento serd comprimido
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em dv,,,. Uma vez que o volume € reduzido tem-se —dv,,,, € a compressibilidade (7) do fluido
pode ser escrita conforme Eq. 2.1 (ANDERSON, 2003).

1 dves,
T=——
Vesp dp

(2.1)

Fisicamente, compressibilidade € a fragdao do volume de um elemento fluido por unidade
de pressao. Entretanto, essa definicdo ndo € suficientemente precisa. Sabe-se que quando um
gds € comprimido, sua temperatura tende a aumentar. Portanto, se a temperatura do fluido é
mantida constante (devido a algum mecanismo de transferéncia de calor) a compressibilidade é
dita isotérmica e sua formulacdo é apresentada na Eq. 2.2 (ANDERSON, 2003).

1 0 es
= ——( . ”) (2.2)
Vesp op T

Por outro lado, se o calor ndo € removido ou acrescido ao elemento fluido (compressao
adiabdtica) e nenhum mecanismo de transporte dissipativo, como viscosidade e difusio, sdo sig-
nificativos (compressao reversivel), entdo, a compressao do elemento fluido se torna isentrépica
e € expressada pela Eq. 2.3 (ANDERSON, 2003).

a es
S (ﬂ) 2.3)
Vesp \ 0D/

A compressibilidade é uma propriedade do fluido. Os liquidos possuem valores muito
baixos de compressibilidade, ao passo que os gases possuem compressibilidades elevadas. Como
a massa especifica € o inverso do volume especifico (o = 1/v,,,), a Eq. 2.1 pode ser escrita na
forma da Eq. 2.4, onde dp representa uma variacao infinitesimal da massa especifica. Para uma
dada variagdo de pressdo, devido ao escoamento, a variagdo na massa especifica serd pequena
para liquidos, uma vez que eles tem uma compressibilidade muito baixa, podendo dizer que a
massa especifica se mantém constante (meio incompressivel). Porém, quando se tratam de gases,
gradientes de pressdo podem criar variagdes significativas na velocidade e massa especifica
(meio compressivel) (ANDERSON, 2003).

dp = ptdp (2.4)

2.1.4 Propagacao de ondas

Quando se tem um corpo sélido, ou um distirbio, inserido em um escoamento sua
presenca provoca variacdo nas propriedades e dire¢do do escoamento. O efeito da magnitude e
direcdo destas variagdes sdo propagadas no escoamento através de ondas. Quando a velocidade
da onda € maior do que a do escoamento, as variagdes permitem que o escoamento se ajuste a

presenca do corpo suavemente, conforme Fig. 10a. Caso o escoamento tenha velocidade superior
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a onda, estd ultima ndo terd velocidade suficiente para se propagar a montante, fazendo com que

variacOes abruptas nas propriedades e direcao do fluido ocorram, conforme Fig. 10b.

BN
——t

(a) Subsonico (b) Supersdnico

Figura 10 — Escoamento em torno de um corpo sdlido.

Fonte: Adaptado de Anderson (2003).

Se o pistdo da Fig. 9 criar uma perturbacdo infinitesimal, a onda resultante se propagara
na velocidade do som através do fluido. Caso o pistdo tenha uma velocidade constante para a
direita, de magnitude du, e a onda sonora resultante se mova a uma velocidade a, a pressao e
massa especifica proximas ao pistdo sdo infinitesimalmente maiores que no gas em repouso, a
frente da onda. O gds entre o pistdo e a onda deve se mover em uma velocidade du, fazendo com
que a onda, de velocidade a, divida o campo de escoamento em duas partes, sendo uma parte em
repouso e a outra com velocidade du. O fato de a onda sonora se propagar no gds em repouso
torna o escoamento transiente, mas € possivel redefinir o sistema de coordenadas para atingir o
regime permanente. Isto € feito posicionando o sistema de coordenadas na onda em movimento,
ou seja, a onda ndo se movimenta em relacdo ao sistema de coordenadas, mas sim o escoamento.
De um lado o escoamento se aproxima com velocidade a e do outro se afasta com velocidade
a — du, conforme € observado na Fig. 11 (JOHN; KEITH, 2006).

Onda estacionaria
X
Volume de controle

a-du

E——

A

&
€

ptdp p

Figura 11 — Sistema de coordenadas posicionado na onda.

Fonte: Adaptado de John e Keith (2006).
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Define-se um volume de controle que contenha a onda. Com a Eq. 2.5, equagdo da
continuidade, e Eq. 2.6, equacdo da conservacdo da quantidade de movimento linear, tem-se um

modelo matematico para a propagacao de uma onda sonora.

ff pV-dA =0 (2.5)

Sup.Controle
Z fo= f f u(pV - dA) (2.6)
Sup.Controle

Aplicando o modelo matemético ao volume de controle da Fig. 11, por exemplo, resultam

as Eq. 2.7 e 2.8. Isolando du e substituindo resulta a Eq. 2.9.

adp — pdu =0 (2.7)
dp = padu (2.8)
dp
2
= — 2.
<=0 (2.9)

A onda sonora € uma onda de compressao fraca, pois através dela ocorrem mudangas
infinitesimais nas propriedades do fluido. Além disso, a onda € extremamente fina e as mudancas
nas propriedades ocorrem muito rapidamente sugerindo a nao ocorréncia de transferéncia de
calor com a vizinhanga. Portanto, classifica-se a onda sonora como um processo adiabético
reversivel, ou seja, isentrépico. Reescrevendo, entdo, a Eq. 2.9 resulta a Eq. 2.10 JOHN; KEITH,
20006).

_ |(¢r
a= ((9/))3 (2.10)

Outro caso a se considerar € o subito deslocamento do pistdo para a esquerda, ocasionando
uma redugao na massa especifica do gas imediatamente proxima ao pistao, resultando em uma
onda de expansao fraca. Esta onda de expansao também se propaga no fluido com velocidade do
som (JOHN; KEITH, 2006).

E necessdrio avaliar a Eq. 2.10 para se obter a velocidade do som no gas desejado. Para
um g4s perfeito, as trés equacdes seguintes sao vdlidas. Nelas, y representa a razio entre calores

especificos, R a constante do gas e os subscritos 1 e 2 relativos a duas posi¢oes distintas.

Y
P2 _ (’2) @.11)
P1 P1
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P _ constante (2.12)
pV

p = pRT (2.13)

Substituindo essas relagdes na Eq. 2.10, resulta a Eq. 2.14.

a = \YyRT (2.14)

Com essa ultima equacdo € possivel afirmar que a velocidade do som € dependente

apenas da razdo entre calores especificos, constante do gis e temperatura.

Uma vez que a velocidade do som foi determinada, € possivel definir uma importante
relagdo utilizada nos estudos de escoamentos compressiveis, o nimero de Mach (M), apresentada
na Eq. 2.15.

_ W
a

M (2.15)

Com o numero de Mach apresentado, definem-se regimes de escoamento com base nesse
nimero. Anderson (2003) delimita quatro tipos de escoamentos: subsonico (até Mach 0, 8),
transonico (0,8 < M > 1,2), supersonico (até Mach 5) e hipersdnico (M > 5). Seguindo tal
classificagdo, tem-se que o primeiro regime apresenta baixa velocidade e energia, enquanto
o ultimo possui velocidade e energia elevadas. Os fendmenos de onda de choque e expansao

comecam a surgir a partir do escoamento transéonico (ANDERSON, 2003).

2.1.5 Ondas de choque e expansao

Em escoamentos, as ondas, seja sonora, de choque ou expansao, propagam o efeito da
variacdo de propriedades e direcdo causada pela presenca de um corpo ou distirbio. O que
difere entre os tipos de ondas € o modo como interagem com o escoamento. Por exemplo, ondas
sonoras proporcionam pequenas variacdes nas propriedades do escoamento. Dentro das ondas de

choque € possivel separar em ondas normais e obliquas.

Ondas de choques possuem regido muito delgada (da ordem de 10~>cm, para o ar
em condicdes padrdo). Através do choque a pressao estitica, temperatura e massa especifica
aumentam, ja a velocidade diminui. Quando o escoamento € subsoOnico, a onda resultante
da presenca de um distirbio consegue se propagar a montante, como dito anteriormente na
Subsecdo 2.1.4. Por outro lado, quando o escoamento se torna supersdnico, as ondas sonoras nao
conseguem se propagar a montante. Ao invés disso, elas comecam a se unir em uma pequena
distancia a frente do distdrbio. Ao fazé-lo, sua unido forma uma onda de choque delgada, sendo

que a montante do choque a onda ndo se propaga. A ocorréncia de choques normais € frequente



36

em escoamentos supersonicos. Por defini¢do, um choque normal € perpendicular ao escoamento
e ¢é tratado como unidimensional (ANDERSON, 2003).

A onda de choque normal é um caso especial de uma familia mais geral de ondas
obliquas. Os choques obliquos ocorrem quando um distirbio faz com que o escoamento seja
direcionado para dentro dele mesmo, conforme a Fig. 12a. No caso de o distdrbio fazer com que o
escoamento seja direcionado para fora dele mesmo ondas de expansao irdo ocorrer, conforme Fig.
12b. Essas, por sua vez diminuem a pressdo estitica, temperatura e massa especifica e aumentam
a velocidade. Ondas de choque obliquas e de expansdo sdo predominantes em escoamentos bi e

tridimensionais. De fato, sdo intrinsecamente bidimensionais por natureza (ANDERSON, 2003).

(a) Onda de choque (b) Ondas de expansio
obliqua

Figura 12 — Ondas de choque obliquas e de expansao.

Fonte: Adaptado de Anderson (2003).

Neste trabalho o foco sdao ondas de choque internas, portanto, ondas normais no caso
unidimensional. A soluc@o ndo € isentropica em todo o bocal, no entanto, ela € a jusante e a
montante do choque, ou seja, apenas no choque ela deixa de ser isentropica. O procedimento
analitico para obter as propriedades do escoamento no interior de um bocal com uma onda de
choque normal comeca com a determinacdo da posi¢do da onda. Anderson (2003) apresenta dois
métodos para determinar a posi¢ao: tentativa e erro e direto. Aqui serd apresentado apenas o
método direto conforme observa-se a seguir. Primeiro utiliza-se a Eq. 2.16 e em seguida, para
encontrar o nimero de Mach na saida, usa-se a Eq. 2.17 (ANDERSON, 2003).

peerx _ peerx
PoexALY! p01A€”t

1 1 2 2 (%) exAcrit 2
M= —— & + Poexllex 2.17)
“ Y — 1 (7 - 1)2 Y — 1 Y+ 1 peerx

(2.16)

Nas ultimas duas equacdes, os subscritos 1 representam regiao a montante do choque

e 2 a justante e o sobrescrito crit refere-se ao termo critica. Por exemplo, A" € a drea critica
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a montante do choque, que também € a drea da garganta. A 4rea da garganta é a menor se¢ao

transversal existente em um bocal convergente-divergente.

Com o nimero de Mach na saida determinado € possivel obter a pressdo de estagnacdo a

jusante do choque com as Eq. 2.18 € 2.19 e a pressdo de estagna¢do a montante.

ex - 1 y%
Per _ (1 . V_ng) (2.18)
Poex 2
& — Poe Pex (219)
Pot  Pex Pol

Agora, com a pressdo de estagnac¢do a jusante do choque € possivel calcular o nimero de
Mach imediatamente a montante do choque através da Eq. 2.20, que € uma composicdo das Eq.
221 a2.23.

N C=AVV-R 2y(M? -1
P2 () | oo 2D (2.20)
poi | 1 4 x=t (Ho=D/2M] v+ 1
2\ yMi-(r-D)/2
2
2oy X ar- (2.21)
D1 y+1
L1
Po _ (1 + 7—M2) (2.22)
p 2
1+ [(y = 1)/2]M?
M2 = [(y — 1)/2]1M; (2.23)

yM; - (y-1D)/2

Calcula-se a razdo de drea correspondente ao Numero de Mach imediatamente a montante
da onda de choque com a Eq. 2.24.

ANV
(A"”) T M

O Niimero de Mach imediatamente a jusante do choque € calculado através da Eq. 2.23.

y+1

2 1\
1+ 22 (2.24)
v+1 2

Com a drea relativa ao choque e o nimero de Mach imediatamente a jusante, calcula-se a area
critica para a regido a jusante da onda de choque através da Eq. 2.24. Com as duas dreas criticas
definidas € possivel obter o Nimero de Mach para todo o bocal através da Eq. 2.24 e area do

mesmo. As outras propriedades sdo obtidas através das Eq. 2.25 a 2.27 e 2.22.
LA
Lo _ (1 + LM2) (2.25)
P

Y=Ly (2.26)
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u=Ma (2.27)

2.2 Enfoque numérico

Inicia-se esta se¢cdo com a descricdo de algumas ferramentas uteis de anélise numérica no
desenvolvimento deste trabalho. Apds isso sdo descritos alguns aspectos relativos as malhas. A
terceira subsecdo descreve as aproximagdes numéricas utilizadas. Tépicos relativos a resolucao
dos sistemas lineares sdo apresentados na quarta subsecao. Conceitos e ferramentas de verificagdo
e validacdo numérica sdo apresentados na subsecdo 5. Finalmente, a subsecdo 6 descreve como

melhorar a acuricia de solugdes numéricas através de pds-processamento.

2.2.1 Tépicos de analise numérica

Para as metodologias de obten¢ao da posicao da onda de choque sao necessarios alguns
conceitos: funcao de interpolacdo, aproximacao por séries, integracao numérica e identificacao
de raizes. Na solu¢do analitica unidimensional apresentada anteriormente, na Secao 2.1.5, a
identificacao de raizes proporciona rapida solucdo de equacdes dificeis de se resolver algebrica-
mente. Séries sao utilizadas neste trabalho para representar aproximacdes numéricas e métodos
de interpolagdo sdo utilizados em conjunto com a aproximacdo ENO. Estes conceitos serao

vistos nesta secao.

Das diferentes formas de se expressar um polindmio interpolador, 0 método das dife-
rencgas divididas de Newton (DDV) € um dos mais populares e tuteis. Para este método nao
€ necessdrio que os dados a serem interpolados sejam igualmente espacados ou que o valor
das abscissas estejam necessariamente em ordem crescente. A forma mais geral do polindmio
interpolador por diferencgas dividida de Newton para n + 1 pontos e grau n é dada pela Eq. 2.28,
os coeficientes by, b; e b, pelas Eq. 2.29 a 2.31, respectivamente, e as diferencgas divididas de
ordem 1 e n pelas Eq. 2.32 e 2.33, respectivamente (CHAPRA; CANALE, 2008).

Fa(X) = bo + by(x = x0) + -+ + by(x = x0)(x = X1) - - (X = X,1) (2.28)
by = f(xo) (2.29)

by = flx1, x0] (2.30)

by = fLXns Xnots - > X1 X0] (2.31)

flxinx;] = fo) = 7)) (2.32)

Xl'—.x]'
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Xns Xn—1s+++5X1] — Xn—1>Xn=25++.5,X
f[xn’ Xn—1s-- ,X],X()] = f[ ! 1] f[ ! 2 0] (233)

Xn — X0

Nestas ultimas equagdes Xo, X1, Xu—1, Xa—2, Xn, Xi, X; € X SA0 as posig¢Oes relativas aos
dados que serdo interpolados, f, a fun¢do resultante da interpolagdo, f é uma funcdo genérica e

i, j € n sdo numeros inteiros.

O DDV ¢ utilizado neste trabalho para avaliar esténceis na metodologia ENO e representar
a regido do choque normal para identificar sua posi¢cdo. Segundo Chapra e Canale (2008) o
polindmio interpolador de Lagrange é uma reformulagao do método de diferencas divididas de
Newton e serd utilizado para realizar a reconstrug¢do da aproximacao na metodologia ENO. A Eq.

2.34 apresenta o polindmio interpolador.

fulx) = Z ]—[ ji);’j (2.34)

A série utilizada para aproximar as aproximac¢des numéricas UDS, CDS e TVD serd a
série de Taylor. Ela € obtida quando se aproxima uma fun¢ao através um ponto (B) em conjunto
com derivadas. A fun¢do aproximada (f,) por tal série é apresentada na Eq. 2.35 (CHAPRA;
CANALE, 2008).

f”( )

(1)
Ja(x) = f(B) + f'(B)(x — B) + (x=B)+---+ / n(,B) (x—B)" (2.35)

A obtencao da posicdo da onda de choque normal também ser4 feita através de séries. A
série de Fourier € bastante util na representacao de descontinuidades. Apesar do fendmeno de
Gibbs, esta série representa bem fungdes cldssicas que contém saltos ou descontinuidades, como
a onda quadrada. O fendmeno e a onda sdo apresentados na Fig. 13. A Equacdo 2.36 apresenta a
série de Fourier e as Eq. 2.37 a 2.39 os coeficientes, onde ny representa o nimero de pontos da
série e [ o periodo (GREENBERG, 2007).

- X NETX
(X)) = " b, 2.36
Sa(x) cz()nIZ:1 [a cos( I, )+ sen( P’ )] (2.36)
1
ap = i f(x)dx (2.37)
[ oss( )
a, = — f(x) cos dx (2.38)
Ip lp
1 [ ( ﬂx)
b, = — f(x) dx (2.39)
lp lp

Como os dados disponiveis para realizar a aproximagao por série de Fourier sio numéri-

cos, ou seja, discretos, € necessdria uma técnica de integracao numérica para avaliar as integrais
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que compdem a série. Dentre as op¢des de se integrar um conjunto de dados numéricos optou-se
pela Regra do Trapézio que apresenta grande simplicidade. Uma vez que a maior ordem possivel
das aproximacdes € dois, ndo € necessaria uma técnica de integracdo com ordem maior que
dois. Para uma aplica¢do mais acurada da Regra do Trapézio utiliza-se uma aplicagdo multipla,
apresentada na Eq. 2.40 onde /7 € o resultado da integral pela Regra do Trapézio, I, e I; os
intervalos de integracdo e ny a quantidade de pontos a serem integrados. (CHAPRA; CANALE,
2008).

| s | ' | ' | ' 1 ' |
|/ Onda quadrada
————— Aproximagéao por série de Fourier

R Mt
4 N K : T
! | Fenémeno de Gibbs |
' :
! L
I
A |

.
n N

Figura 13 — Representacdo da onda quadrada e o fendmeno de Gibbs.

fO) + 2307 F(x) + f(x)

2nT

Ir =y - 1)) (2.40)

Por fim, uma ferramenta bastante ttil na identificacdo de raizes € o método de Newton-
Raphson modificado. Sua férmula é apresentada na Eq. 2.41, onde o subscrito it refere-se a
iteracdo e Ax representa a distancia. Neste trabalho, a estimativa inicial da posi¢do da onda
de choque, obtida através do maior gradiente numérico, € precisa e evita a necessidade de se
considerar a obten¢do de mais de uma raiz (CHAPRA; CANALE, 2008).

S (i + Ax) = f(xi — Ax)
2Ax

Xiee1 = Xir — f(xir) (2.41)

2.2.2 Malhas numéricas

Muitos problemas de engenharia ndo se ajustam completamente em coordenadas carte-
sianas, ou até mesmo em outros sistemas ortogonais. Quando a fronteira do escoamento nao
coincide com as linhas coordenadas de uma malha estruturada aproxima-se sua geometria.

Essa aproximacdo é demorada e ndo vantajosa. Um refinamento na malha pode melhorar a
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representacio da geometria, mas existem regides em que o interesse € menor e ndo justifica o
refinamento. Um exemplo de aproximagdo da geometria € mostrado na Fig. 14 (VERSTEEG;
MALALASEKERA, 2007).

Figura 14 — Exemplo de aproximacgao de geometria.

Fonte: Adaptado de Versteeg e Malalasekera (2007).

Geometrias complexas sdo abordadas de duas maneiras: a partir de malha curvilinea
estruturada e malhas ndo estruturadas. A malha curvilinea consegue lidar com o escoamento apre-
sentado na Fig. 14, porém, quando se trata de geometrias mais complexas, esta técnica apresenta
grandes dificuldades. Ao se utilizar sistemas curvilineos sao feitas transformagdes de coorde-
nadas e das equagdes de conservagdo para resolver um escoamento, por exemplo (MALISKA,
2004). Malhas nao estruturadas possibilitam flexibilidade ilimitada em se tratando de geometrias
e eficiéncia computacional para escoamentos complexos (VERSTEEG; MALALASEKERA,
2007).

Sdo possiveis varios arranjos das varidveis em malhas, essa € uma forma de organizagao.
Em se tratando de malhas estruturadas, dois arranjos se destacam: arranjo co-localizado e desen-
contrado. Quando todas as varidveis utilizam o mesmo volume para armazenar suas informagdes,
denomina-se arranjo co-localizado. Ele possibilita maior facilidade de implementac¢ao e constru-
¢do do cddigo. Tal arranjo € apresentado na Fig. 15a. No caso do arranjo desencontrado pode
existir até uma malha para cada varidvel de interesse. Neste a complexidade de implementacdo é
maior e aumenta com o aumento da quantidade de coordenadas. Tal arranjo € apresentado na Fig.
15b onde pressao, velocidades u e v exigem malhas diferentes para que estas propriedades sejam
avaliadas nos centros dos volumes (MALISKA, 2004).

2.2.3 Aproximagdes numeéricas

Duas aproximacdes numéricas classicas sdo: UDS e CDS. As Eq. 2.42 e 2.43 apresentam
uma propriedade genérica (¢) sendo avaliada na face oeste para os esquemas UDS (sentido
positivo) e CDS, respectivamente. Subscritos com letra mintdscula sdo relativos aos centros da

faces e com letra maitscula ao centro dos volumes, conforme apresenta Fig. 16.

b = dw (2.42)
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Figura 15 — Tipos de arranjos.

Fonte: Adaptado de Maliska (2004).

ow + dp
g, = v or (2.43)
2
h
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Figura 16 — Simbologia utilizada para o volume de referéncia (P), seus vizinhos e faces.

Infelizmente o uso de tais aproximagdes causam, em problemas convectivos que conte-
nham descontinuidades, falsa difusdao (UDS), oscila¢des ou até mesmo a divergéncia da solucdo
numérica (CDS). Na verdade o uso da aproximacdo CDS, mesmo em casos onde ndo estejam
presentes ondas de choque, pode causar divergéncia. O que se faz para tentar evitar tal problema e
aplicar o CDS ¢ utilizar um esquema de corre¢c@o adiada. Este resolve implicitamente o problema
utilizando UDS. Nota-se que o uso de correcdo adiada ndo garante, para o caso de ondas de
choque, a auséncia de oscilagdes ou convergéncia. Tal esquema € apresentado na Eq. 2.44, onde
o subscrito * se refere a iteracdo anterior e 8 € uma constante da correcdo adiada que defini a
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aproximacdo. Por exemplo, quando S = 0 a correcdo adiada resulta no UDS e quando 8 = 1
resulta em CDS.

b= 0w+ (0~ 93 (2.44)

Versteeg e Malalasekera (2007) apresentam uma metodologia de implementagdo de
aproximacdes chamadas TVD que se baseia no UDS, similar a correc¢do adiada. O TVD, por usa
vez, baseia-se na razio de gradientes para escolher a aproximacao mais adequada através de uma

funcdo limitadora previamente definida.

A Equacdo 2.45 apresenta a aproximacdo TVD para a face oeste. Segundo Versteeg e
Malalasekera (2007) ndo existe argumento convincente em favor de nenhuma fungdo limitadora
() TVD. Por isso, neste trabalho a primeira funcdo limitadora utilizada foi a SUPERBEE de Roe
(1985), apresentada na Eq. 2.46. No entanto, no caso de Euler com a forma alternativa da equacao
de conservagao da energia térmica o uso da SUPERBEE gerou instabilidade ocasionando a
divergéncia da solucdo. Esta instabilidade foi resolvida com o uso da fun¢do limitadora MIN-
MOD, também de Roe (1985), apresentada na Eq. 2.47. A razdo de gradientes (r,) da face oeste,

necessaria para o cdlculo da fungdo limitadora, é apresentada na Eq. 2.48.

1
v = Pw + Elﬂ(rgw)(ﬁo — o) (2.45)
Y(rew) = max[0, min(2rg,, 1), min(ry,,, 2)] (2.46)
) min(rg, 1) se rg, >0
Y(rey) = { 05 oy <0 (2.47)
Fow = % (2.48)

E necesséaria uma extrapolagdo linear para o célculo da razdo de gradientes no primeiro
volume real da face oeste, pois para este volume nao existe o vizinho WW. Tal extrapolagao

resulta em um valor unitdrio para a razao de gradientes.

Outro esquema que vem ganhando bastante aten¢do € o ENO. A metodologia para aplica-
¢ao de tal esquema pode ser dividida em dois processos distintos: reconstru¢ao da aproximacao

e analise através de DDV.

Segundo Shu (1997) a média dos volumes (g) de uma fungdo g(x) pode ser escrita através
de uma integral, avaliada entre dois pontos e sua distancia (Ax), conforme apresenta a Eq. 2.49,

onde o subscrito i representa um volume genérico e & € uma varidvel auxiliar.

1 [
8 = e f g(&)dé¢ (2.49)
Xi Xy

V
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Neste trabalho a fun¢do g(x) representa um conjunto de dados numéricos e para aproxima-
la usa-se um polindmio (4;(x)) de grau até k — 1, conforme Eq. 2.50. Destaca-se que a ordem de

acurdcia resultante da aproxima¢do ENO ndo € k e sim k — 1, mais detalhes podem ser vistos em
Shu (1997).

hi(x) = g(x) + O(AxY) (2.50)

Dada uma localiza¢do do volume /; e uma ordem de acuricia &, escolhe-se um esténcil
com base em r volumes a esquerda, s volumes a direita e o préprio volume /;. Se r, s > 0, com
r+ s+ 1= ktem-se (SHU, 1997):

S@) = dicrs ooy L (2.51)

Existe um unico polindmio, Eq. 2.50 de grau até k — 1 = r + s, denotado por A(x) cuja
média do volume coincide com a do g(x). S@o necessdrias aproximacoes para os valores de g(x)
nas faces dos volumes, uma vez que os mapeamentos para uma dada média de volume g; no
esténcil S (i) para g, e g,, sdo lineares, existem constantes c, ; que dependem da parte esquerda
r do esténcil, da ordem de acurécia k e do tamanho dos volumes Ax;. Sendo assim, € possivel

escrever aproximacgodes para as faces leste e oeste, conforme Eq. 2.52 e 2.53 (SHU, 1997).

k-1

8= D CriBiry (2.52)
=0
k—1

8w = €1 Bir (2.53)
=0

Até o momento foram apresentadas caracteristicas para uma reconstru¢do unidimensional
da aproximacdo, que resultam em duas equacdes (2.52 e 2.53). Para empregar efetivamente
a reconstruc@o € necessdrio obter as constantes ¢, ;. Tal procedimento envolve o conceito de
primitiva das funcdes g(x) e h(x) e manipulacdes algébricas para representar a funcdo g(x)
através de polindmios interpoladores de Lagrange; maiores detalhes podem ser encontrados em
Shu (1997). Neste trabalho apenas € apresentada a equacdo que determina as constantes, Eq.
2.54, onde g, m e [ sdo inteiros. O Apéndice A apresenta um c6digo, desenvolvido em Maple,
para o cdlculo destas constantes. E interessante notar que malhas uniformes possuem valores

preestabelecidos para as constantes € podem ser encontrados na Tab. 1.

= Zzn(r—q+l)l_[ — (2.54)

m=j+1 l#m q;tml l;tm

O esquema ENO parte de um conceito adaptativo que tenta evitar a inclusdao de descontinuidades

no esténcil, se possivel. Para isso usam-se diferencas divididas de Newton. Nota-se que as
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diferencas divididas de primeira ordem da fun¢do G(x), primitiva de g(x), sdo iguais as diferengas
divididas de ordem zero das médias dos volumes g;, conforme Eq. 2.55 (SHU, 1997). Ainda, a

ordem dos pontos nao influencia o resultado da diferenca dividida, como mostrado na Eq. 2.56.

Tabela 1 — Constantes ¢, ; para malhas uniformes do método
ENO de primeira e segunda ordens.

k r j=0 j=1 j=2
1 32 12
2 0 12 12
1 12 32
1 11/6 -7/6 1/3
3 0 1/3 5/6 -1/6
1 -1/6 5/6 1/3
2 1/3 -7/6 11/6

Fonte: Shu (1997).

_ G(xo) = G(xy)

Glxe, x,] = = gi (255)

Xe — Xy

G[Xe, Xws xww] = G[-xww’ Xy xe] = G[xwwa Xes xw] = (256)

O processo de escolha do esténcil € feito por partes. Primeiro inicia-se com um esténcil
base, Eq. 2.57, onde S representa o esténcil escrito em funco dos pontos que o compdem. Entio,
adicionam-se pontos a direita ou a esquerda. Cada ponto representa uma aproximacao diferente,
o ponto referente a aproximacao mais suave € escolhido. Em uma mesma ordem de diferenca
dividida, a de menor valor representa a func¢ao mais suave (SHU, 1997). Por exemplo, tem-se
a Eq. 2.58, refente ao esténcil base da Eq. 2.57, adiciona-se um ponto a esquerda, resultando
em um polindmio de grau dois, Eq. 2.59, ou um ponto a direita, resultando na Eq. 2.60. Entao,
avaliam-se as duas diferencas divididas, em moddulo, e o menor valor € escolhido. O ponto

referente ao menor médulo da diferenca dividida é adicionado ao esténcil, Eq. 2.61 ou 2.62.

SZ(Z) = {xw, X} (2.57)
P'(x) = G[x,] + G[x,, x.](x — x,,) (2.58)
E(x) = P'(x) + G[ Xy, Xy X I(X — X,)(X — X,) (2.59)

D(x) = P'(x) + G[X, Xe, Xeel(x — X,)(x = X,) (2.60)
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53(1) = {-xww’ Xws xe} (261)

53(1) = {xw’ Xes xee} (262)

Com o esténcil definido usam-se as Eq. 2.52 e 2.53 para obter uma reconstrucao para a
propriedade na face. Para malha uniforme, por exemplo, resultam aproximacdes para o esténcil
da Eq. 2.61, conforme Eq. 2.63 e 2.64 e aproximagdes para o esténcil da 2.62, conforme Eq. 2.65
e 2.66.

1 1
by = §¢W + §¢P (2.63)
-1 3
¢e = 7¢W + §¢P (2.64)
3 -1
bw = §¢P + 7¢>E (2.65)
= ! ! 2.66
¢e—§¢P+§¢E (2.66)

2.2.4 Acoplamentos e métodos de solucao

O método empregado neste trabalho é o FVM, que consiste na integracdo da equa-
¢do governante em um volume de controle e avaliacdo das propriedades nas faces do mesmo
(VERSTEEG; MALALASEKERA, 2007; PATANKAR, 1980).

Como velocidades subsOnicas e supersonicas podem ocorrer dentro de um bocal de
motor-foguete serd utilizada uma metodologia que trata de escoamentos a qualquer velocidade.
Tal metodologia consiste em linearizar o produto da velocidade pela massa especifica na equacao
de conservagdo da massa e utilizar a equagdo dos gases ideais para um acoplamento da pressao
com a massa especifica. Este procedimento € apresentado nas Eq. 2.67 e 2.68 (MARCHI,
MALISKA, 1994).

(pu)y = pwity, + P, Uy — PU;, (2.67)
x Pw

=py + 2.68

Pw = Pw RuTw ( )

Das maneiras possiveis para tratar equagdes que sdo acopladas entre si, utilizou-se o
algoritmo SIMPLEC (Semi IMPlicit Linked Equations Consistent) que € um acoplamento entre
a velocidade e pressao (van DOORMAAL; RAITHBY, 1984). Ele calcula as velocidades na

equacdo de conservacdo da massa por meio da pressio, conforme apresenta a Eq. 2.69, e corrige
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o campo de pressdes para um novo ciclo iterativo, Eq. 2.70 (MALISKA, 2004; VERSTEEG;
MALALASEKERA, 2007). O termo d,, representa o coeficiente do método SIMPLEC e o
sobrescrito * € referente ao campo de pressdes que satisfaz a equagao de conservacao da massa;

mais informacdes podem ser obtidas em Versteeg e Malalasekera (2007) e Maliska (2004).

*

uy = U, — dy(pp — Py) (2.69)

p=p+p (2.70)

Agora, em relacdo aos métodos de solugdo dos sistemas de equacgdes resultantes da
discretizacdo pelo FVM destacam-se trés: TDMA (TriDiagonal Matrix Algorithm) (THOMAS,
1949); Gauss-Seidel; MSI (Modified Strongly Implicit) (SCHNEIDER; ZEDAN, 1981). Quando
o problema avaliado é unidimensional muito provavelmente o sistema de equacdes resultante
seré tridiagonal, sendo assim o TDMA pode ser utilizado. Porém, em alguns casos o sistema
de equacdes resultante nao € tridiagonal impossibilitando o uso do TDMA, nestes casos usa-se
o método de Gauss-Seidel. Adicionalmente, em simula¢des bidimensionais € possivel utilizar
o MSI, que se mostrou mais rapido em testes realizados pelo Grupo de pesquisa em CFD,

aerodinamica e propulsdo de foguetes da Universidade Federal do Parana.

2.2.5 Verificacao e validagao

Na representacdo de um fendmeno fisico através de métodos numéricos € necessirio
realizar, além da validagdo, a verificagdo numérica. Enquanto que a validagdo € necessdria para
certificar o modelo utilizado, a verificagdo é necessdria para certificar a solugdo numérica e o
cddigo computacional. Neste trabalho serdo abordadas estratégias para verificacao, e validagao.
Esta tltima apenas no caso bidimensional. Segundo Marchi (2001) o erro numérico é causado
por quatro fontes principais: truncamento, iteragdo, arredondamento e programacgao. Além disso,
ele afirma que quando o erro de truncamento € dominante sobre as outras fontes este pode ser

chamado de erro de discretizagdo.

Os erros de programacao sao reduzidos ou eliminados utilizando-se de algumas estraté-
gias como: construcdo do cédigo em moddulos, auxilio de softwares com manipulagdes algébricas,
mensagens de erros e avisos do compilador, testes com solugdes fabricadas e testes de coeréncia
do programa (MARCHI, 2001). Para a reducao dos erros de arredondamento sdo utilizadas
precisdes mais elevadas nos célculos; nota-se, contudo, que o aumento da precisdo proporciona

um aumento no tempo de cdlculo e memdria computacional utilizados.

Para garantir que os erros de iteracdo sejam suficientemente menores que o erro de
truncamento, sdo acompanhadas varidveis ao longo do processo iterativo. Em um dado momento

a variacdo adimensionalizada (A¢) dessas varidveis tende a ficar com baixa oscilagdo. E reco-
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mendado que o nimero de iteracdes total (2it) seja o dobro do nimero de iteragdes (if) de quando

inicia-se o processo de estabilizagcdo do erro, como mostra a Fig. 17 (MARCHI, 2010).

log|A¢d|

it 2it
lteracbes

Figura 17 — Comportamento qualitativo de uma varidvel ao longo das iteracdes.

Fonte: Adaptado de Marchi (2010).

O erro de discretizac@o pode ser avaliado através de incertezas (estimativas do erro) ou
do proprio erro numérico (E). Este dltimo € obtido da subtracdo entre a solucdo analitica (¢,)

pela solu¢do numérica (¢y), conforme apresenta a Eq. 2.71.

E(9) = ¢a — dn (2.71)

As ordens podem ser obtidas a priori ou a posteriori. Esta tltima necessita de solugdes
numéricas, enquanto que a primeira € obtida com série de Taylor, onde os expoentes que
acompanham os valores de tamanho de volume (%) sdo as ordens verdadeiras (p,) e o primeiro
valor deles € a ordem assintética (p,). Mais detalhes serdo apresentados no capitulo Metodologia
(MARCHI, 2001).

As ordens a posteriori representam o comportamento do erro em um grafico de erros
numéricos versus tamanho de volume, destas destacam-se duas: efetiva (pg) e aparente (py). A
ordem efetiva necessita de solu¢des analiticas e pode ser calculada através da Eq. 2.72. Ja no
caso da ordem aparente ndo sdo necessdrias solucdes analiticas, entretanto, sao necessarios trés
solugdes numéricas para obté-la, conforme Eq. 2.73 para razdes de refino (g) constantes e Eq.

2.74 para razdes de refino varidveis (MARCHI, 2001), onde ¢, ¢,, € ¢5 representam as malhas
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fina, intermedidria e grossa, respectivamente, e os subscritos 32 e 21 referem-se ao calculo das

razdes de refino entre malha grossa e intermedidria e fina e intermedidria.

ul 22
1)
= — 2.72
PE log () (&72)
log(¢2—¢3)
d1—¢2
= v/ 2.73
Pu log (9) ( )
6203\ (%1 !
_ oz () -
bu log (g21) .

Marchi (2001) define um intervalo convergente para a ordem aparente, onde a mesma
pode apresentar dois comportamentos distintos. A partir de um tamanho de malha (%.) o compor-

tamento da ordem pode ser superconvergente, Fig. 18a, ou subconvergente, Fig. 18b.

P intervalo P,
superc 011\’e1‘gente
-—
intervalo
subconvergente
’__.‘-___‘
Pu
L \
Py
Pr /
0 he h 0 he It
(a) Superconvergente (b) Subconvergente

Figura 18 — Intervalo convergente.

Fonte: Marchi (2001).

Em solu¢des numéricas sdo utilizados valores nodais da prépria solucdo para calcular as
aproximagoes numéricas. Tal procedimento resulta na inser¢do de uma classe de erro chamada
de Erro de Poluicdo. Sendo assim, a Eq. 2.75 € escrita e relaciona a solu¢do analitica exata (A)
da varidvel, sua aproximacao (A1) e o erro de discretizacdo. Ao inserir esta na equagdo da solugdo
analitica exata de uma aproximacao, por exemplo, surgem os termos referentes aos erros de
poluicio (MARCHI, 2001).

A=A+EQ) (2.75)

2.2.6 Ferramenta de p6s-processamento

E possivel reduzir o erro de discretizacdo de solugdes numéricas empregando a extrapo-

lacdo de Richardson, Eq. 2.76, no caso de duas solu¢des em duas malhas distintas. Quando se
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dispde de mais de duas malhas pode-se utilizar as extrapolagdes de Richardson recursivamente;
tal procedimento € conhecido como MER e € apresentado na Eq. 2.77 para razdes de refino
constantes (MARTINS, 2013), onde os subscritos co, g € m representam a solu¢do extrapolada,

niveis de malha e de extrapolagdo.

boo = &1 + ‘;’;L__q? (2.76)
¢ m—1 = ¢ +1,m—1
¢g>m = ¢g,m—1 + : qpv(m—l) g— 1 (2.77)

A ultima equacao utiliza duas solu¢des do mesmo nivel de extrapolagdo para gerar uma
outra com nivel superior. A Tabela 2 apresenta o procedimento de MER sendo aplicado a cinco

solu¢des com razdo de refino constante.

Tabela 2 — Exemplo de aplicagdo de MER.

Nivel de extrapolacdo

Solugdo 0 | ) 3 4
1 b0 - - - -
2 $20 P21 - - -
3 #30 P31 P32 - -
4 Gap  Pay  Paz  Paz -
5 ds0 P51 Psp P53 Psa

Martins (2013) ainda define cinco tipos distintos de varidveis e diferentes procedimentos
para se aplicar MER efetivamente. Destaca-se uma varidvel, onde os valores das abscissas e
ordenadas sao modificados conforme a malha € refinada. Para essa varidvel o precedimento
descrito por Martins (2013) indica que é necessdrio o emprego de interpolacdo polinomial. Este
procedimento serd utilizado nesta dissertac@o para tratar da posi¢do da onda de choque, que se

encaixa na descri¢ao apresentada.
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3 METODOLOGIA

Este capitulo apresenta os modelos matemaéticos utilizados, condi¢des de contorno e
geometrias utilizadas, uma perspectiva geral de como foram feitos os estudos, diretrizes sobre a
aplicacdo das aproximacdes numéricas, obtengdo de varidveis secunddrias, conceitos e aplicacdes

de verificagdo numérica, procedimento de uso da ferramenta de pds-processamento € um resumo.

3.1 Perspectiva geral

Os modelos matematicos e fisicos utilizados neste trabalho sdo apresentados na sequén-

cia:

e cquacdo de Burgers (Eq. 3.1) e seu termo fonte (Eq. 3.2) (PINTO et al., 2005);

escoamento unidimensional;

fluido incompressivel;

regime permanente;

propriedades constantes;

Re— = — +Sp 3.1

SF — ReZexRe (3.2)

(eRe — 1)2

sendo Re o nimero de Reynolds.

e cquacgdes de Euler unidimensionais (Eq. 3.3 a 3.5 (MARCHI; ARAKI, 2007a) e 3.6) e
bidimensionais (Eq. 3.7 a 3.10 (MARCHI; ARAKI, 2007b));
— fluidos compressiveis;
— escoamentos inviscidos;
— monoespécie;
— escoamentos ndo reativos;
— propriedades constantes;
— regime permanente;
— paredes adiabdticas

— sem radiacdo térmica;
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— sem atrito;

Modelo Unidimensional

d
—(puA) =0 (3.3)
dx
d dp
E(‘DMAM) = - a (34)
d dp
CPEC(pMAT) = MAE (35)
d d (Apuuu\
p7= (OuAT) + E( . ) -0 (3.6)
Modelo bidimensional 5 L8
el - =0 3.7
aZ(Pu) o ar(r;OV) (3.7)
0 10 dp
a—z(puu) + o (rpvu) = “Z (3.8)
0 10 dp
0—Z(puv) + ;E(rpvv) = (3.9)
0 10 1
—(ouT) + ——@pvT) = —[V(pV) — pVV] (3.10)
0z ror cp

Nestas equagdes cp representa o calor especifico a pressao constante, v a velocidade na
direcdo radial e r o raio. Ainda, para a solu¢do das equacdes de Euler utiliza-se a equacao de

estado, apresentada na Eq. 3.11.

p = pRT (3.11)

As equagdes que regem os escoamentos estao na forma diferencial. Serdo apresentadas
apenas as discretizagdes das equagdes cujo processo nao estd presente em outros trabalhos, estas
discretizagdes podem ser observadas nos trabalhos de Marchi e Araki (2007a, 2007b).

Os bocais utilizados neste trabalho sdo apresentados nas Fig. 19 e 20. O primeiro é
o quinto bocal apresentado no trabalho de Back ef al. (1965) e o segundo € uma geometria
cossenoidal com contorno mais suave do que o primeiro. No caso das equagdes unidimensionais
de Euler foram utilizadas ambas geometrias, com escoamento de ar e vapor de dgua, e para o
caso bidimensional apenas a primeira geometria, com escoamento de ar. A Fig. 19 apresenta o
primeiro bocal em conjunto com as condi¢des de contorno para o caso bidimensional e a Fig.
20 o segundo em conjunto com as condicdes de contorno para o caso unidimensional, onde
0 subscrito atm € relativo a pressdo atmosférica e n representa um vetor normal. A Fig. 21
apresenta um exemplo de dominio para Burgers e as condi¢gdes de contorno utilizadas, onde Ny

representa a quantidade total de volumes: ficticios mais reais.
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Figura 19 — Bocal 1 e condicdes de contorno para o caso bidimensional.
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Este trabalho consiste em avaliar o desempenho das aproximagdes UDS e TVD na
solu¢do de escoamentos com fluidos compressiveis e ondas de choque (Euler 1D e 2D), verificar
a aplicacao das aproximacdes UDS, CDS, TVD, ENOI1 e ENO2 em um escoamento com
fluido incompressivel sem choque (Burgers) para garantir que as metodologias sejam aplicadas
corretamente, avaliar o desempenho de MER quando aplicado a varidveis do escoamento e obter,
exclusivamente para o caso unidimensional, a posi¢do da onda de choque utilizando o campo do
nimero de Mach. As solu¢des numéricas foram obtidas utilizando o FVM para as aproximacdes
citadas, foram avaliadas através de solucdes analiticas e experimentais (Euler 2D apenas) a partir
de ordens efetivas e aparentes e erros numéricos. MER foi aplicado em algumas varidveis de

interesse para Burgers e Euler 1D, conforme Secao 3.5.

Na equacao de Burgers discretizada foram inseridas as aproximacoes e condi¢des de
contorno usando-se o método dos volumes ficticios. Os resultados destas foram dispostos na
forma de sistemas lineares tridiagonais (UDS, CDS, TVD e ENO1) e pentadiagonais (ENO?2).
As solugOes destes se deram através dos solvers TDMA e Gauss-Seidel, respectivamente. In-
formacoes sobre as aproximacgdes utilizadas e o processo de discretizagcdo sao apresentados na
Secdo 3.2. A obtencdo das varidveis secunddrias e o procedimento de aplicacdo de MER estao

descritos nas Secdes 3.3 € 3.5.

A solucdo das equacdes de Euler 1D e 2D sdo bastante semelhantes, as principais
diferencas sdo devido as transformagdes de coordenadas e equacdes necessdrias para 0 uso
de sistemas curvilineos. O processo de transformacgdo de coordenadas e de equagdes ndo sera
apresentado aqui; informacdes sobre este procedimento e, inclusive, o resultado final de tais
transformacdes podem ser encontrados nos relatérios de Marchi e Araki (2007a, 2007b) e
detalhes especificos sobre o procedimento em Maliska (2004). Novamente, discretizagdes para as
equacoes de Euler ndo sdo apresentadas para todas as equacdes, somente para as que ndo foram
abordadas nos relatdrios, ou seja, apenas para a forma alternativa da equagdo de conservagao
da energia térmica (Eq. 3.6, detalhes de sua obtenc¢ado sdo apresentados no Apéndice C), este
procedimento e detalhes sobre as aproximagdes sdo apresentados na Sec¢ao 3.2. A aproximagao
TVD foi inserida nas equacdes discretizadas, usando a fun¢do limitadora SUPERBEE para Euler
2D e 1D com a forma original da equagdo de conservacdo energia térmica. Entretanto, para Euler
1D com a forma alternativa da equacao de conservacao da energia térmica foi utilizada a
funcao limitadora MIN-MOD. CondicGes de contorno foram inseridas utilizando o método dos
volumes ficticios. A equagdo de conservac¢dao da massa foi transformada em uma equacio para a
pressdo devido a metodologia de escoamentos a qualquer velocidade e acoplamento SIMPLEC,
pressdo e velocidade foram acopladas por este tltimo e os resultados da discretizagdo, uso dos
métodos citados e inser¢ao de condi¢des de contorno foram dispostos na forma de sistemas
lineares tridiagonais e pentadiagonais para Euler 1D e 2D, respectivamente. Tais sistemas foram
resolvidos usando os solvers TDMA (Euler 1D), MSI (equacdo de conservacdo da massa Euler

2D) e Gauss-Seidel (demais equagdes Euler 2D). Erros numéricos e ordens foram avaliados
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conforme descrito pela Secdo 3.4, MER foi aplicado a Euler 1D conforme 3.5 e a metodologia

de obtencdo das posicdes do choque para Euler 1D € apresentada no Apéndice B.

3.2 Aplicacao das aproximacoes numéricas

Como o TVD ¢ utilizado com corre¢do adiada para o UDS, serd apresentada uma
aproximacdo para as faces leste e oeste geral, utilizando a funcdo limitadora. Ainda, devido a
esse fato, os coeficientes resultantes do uso de TVD para Euler 1D e 2D serdo os mesmos que
resultam do uso de UDS, com excecdo do termo fonte que terd o acréscimo de termos relativos
a correcdo adiada do TVD. Serdo apresentadas as discretizacdes das equagdes de Burgers e
da forma alternativa da equacdo de conservagdo da energia térmica, pois tais discretizagdes
ndo sdo contempladas nas referéncias citadas anteriormente. A simbologia mostrada na Fig. 16

exemplifica a disposicdo dos volumes de controle e faces.

Integrando a equacdo de Burgers, Eq. 3.1, no espago resulta a Eq. 3.12, onde S rp

representa o termo fonte avaliado no centro do volume.

du du

R.(u? —u?) = (5) - (E) + S ppAx (3.12)

Agora, integrando no tempo implicitamente (MALISKA, 2004; VERSTEEG; MALALA-
SEKERA, 2007) e no espago a forma alternativa da equacdo de conservagao da energia térmica,
Eq. 3.6, resulta a Eq. 3.13, onde At representa o intervalo de tempo e o sobrescrito 0 representa
o passo de tempo anterior. O intervalo de tempo nao possui significado fisico, pois € utilizado

apenas como parametro de relaxacao.

AxApc ApAx 2
A: “(Tppp = Tppp) + ZPAt (opUtp — Pplp )+ .
1 ApAx ’
(AperTu). = (AperTu), + 5 [(Api). = (Apu'),] = === (pe = )

Tomando como base a Eq. 2.45, repetida a seguir, estende-se esta aproximagao para a
face leste, Eq. 3.14, e o caso bidimensional, Eq. 3.15 a 3.18. Como no caso bidimensional o
escoamento pode ocorrer nao apenas no sentido positivo da dire¢ao coordenada é necessario
avaliar o sentido do escoamento. Isto é feito com uma varidvel (@) que recebe o sinal da
velocidade em cada ponto do escoamento, apresentada na Eq. 3.19. As razdes de gradiente para
escoamento com sentido negativo ou positivo sao apresentadas nas Eq. 3.20 a 3.23, onde os
sobrescritos +— indicam que o escoamento pode ocorrer tanto no sentido positivo como no

negativo.

1
¢w = ¢W + Ew(rgw)(‘ﬁ; - ¢>€/V) (245)



1
¢e = ¢P + E'vl’(rge)((p*E - ¢*P)

1 1
v = dw 5 taw]t op 5 @]t (1o, )(Pp = diy)
1 1 +-— * *
¢e = ¢P (5 +a, |+ ¢E 5 — Q|+ @elﬂ(l’ge )(¢E - ¢P)
1 1 +— % *
¢s = ¢s (5 +as |+ dp 5 ag |+ a(ry ) @p — ¢5)
1 1 +— * *
¢n = ¢P (5 + a'n) + ¢N 5 — |+ a’nw(rgn )(¢N - ¢P)

1
a = > sinal(u)

- (3 + @) (@w — dww) + (3 — @) (PE — dp)

" ¢p — dw

- (3 + @) (@p — dw) + (5 — ) (PeE — F)
s g — dp

- (3 + @) (s — dss) + 3 — )Py — dp)
& ép — bs

. (3 + @) @p — ¢s) + (3 — @)y — Py)
o N — dp
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(3.14)

(3.15)

(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)

(3.22)

(3.23)

Nota-se que, em virtude do sentido da velocidade, sdo necessdrias extrapolagdes para

calcular as razdes de gradiente nos primeiros e tltimos volumes reais, conforme citado anterior-

mente na Secao 2.2.3. Estas extrapolacdes sdo andlogas aquelas e também resultam em razdes

de gradiente de valor unitario.

No caso do ENO (SHU, 1997) é necessério definir o valor de k para obter as aproximacdes,

aqui r representa a quantidade de volumes a esquerda. Definindo k = 2 e k = 3 para primeira e

segunda ordens, respectivamente, em conjunto com as Eq. 2.52 e 2.53 resulta:

r=0-» 8w = C—l,Ogi + C—1,1§i+1 | 8e = C0,0?,‘ + C0,1§i+1

r=1->g,=0co08i1+¢0.18 | 8 = C108i-1 + 118

r=0-> g,=0c108 *C-118+1 T C-128i12 | 8 = C008; + 018111 + C028is2
r=1-> g,=0008i-1 + €018 * 0281 | & = 1081 + €118 + C128:11

r=2->  g,=0C1080+C118_1+Ci128 | & = 2085+ 2181 +228;

(3.24)

(3.25)
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Utilizando o conceito de esténcil, define-se para r = 1, no caso de ordem 1, ou r = 2,
para ordem 2, o esténcil 1 (§;), pois nestes casos o ponto mais a esquerda € escolhido. De
maneira andloga para outros valores de r sao definidos os esténceis S, e S3. Sendo assim, é
possivel reorganizar e determinar algumas constantes, apresentadas a seguir nas Eq. 3.26 a 3.31,
para primeira ordem, e nas Eq. 3.32 a 3.41, para segunda ordem. O sobrescrito w refere-se a
aproximagdo para a face oeste e e para a face leste e ¢ € a constante utilizada na aproximagao
de uma propriedade através de ENO. Destaca-se que S, S, e S 3 dependem do valor de r; caso

r =1, 8 recebe o valor unitdrio e os outros zero, por exemplo.

clw = Sicop (3.26)
cip=Sico1 +Sac_1p (3.27)
clp =820y (3.28)

ciw =Sicip (3.29)
cip=Sic11 +Sa2c00 (3.30)
cip = S2001 3.31)
Coww = S1€10 (3.32)
Chy =Sicip +Sacop (3.33)
chp=S1c12+ S2c01 +S3¢-10 (3.34)
Chp = Saconp+ S3c1) (3.35)
Chpp = S3C-12 (3.36)
Cww = S1€20 (3.37)

CSW = 51C2,1 + SQCLO (338)
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CSP = S]C2’2 + SQC]’] + S3C0’0 (339)
C;E = S2C1,2 + S3C()’1 (340)
ep = S3¢02 (3.41)

As constantes que acompanham o esténceis sdo obtidas através da Tab. 1. Com as novas
constantes, definidas nas equacdes anteriores, € possivel escrever aproximagdes para as faces

leste e oeste de primeira, Eq. 3.42 e 3.43, e segunda ordens, Eq. 3.44 e 3.45.

bw = ClyPw + Cipdp + CpdE (3.42)
Pe = Clwdw + Cipdp + ClpPE (3.43)
bw = CywPww + Coydw + Chpdp + 5P + CoppPEE (3.44)
Pe = SywPww + CyPw + Spbp + Spdr + Sppdee (3.45)

Nota-se que para a aproximag¢do ENO2 no primeiro e tltimo volume real nio existem
dww € drE, respectivamente. Nestes casos, os esténceis que resultam na inclusio destes volume
devem ser evitados. Por exemplo, evita-se S ; para o primeiro volume real e S5 para o dltimo

real.

Agora, para utilizar o processo adaptativo do ENO apresentam-se os possiveis esténceis
para a ordem um, Eq. 3.46 e 3.47, e dois, Eq. 3.48 a 3.50.

S5 = D Xips Xe) (3.46)
S35 = {Xs Xo» Xee} (3.47)
S 4 = {Xows Xiwws Xows Xe} (3.48)
S 4 = (Xyws Xoos Xes Xeo) (3.49)

§4 = {xw, Xes Xees xeee} (350)
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Utilizando as diferencas divididas referentes a estes esténceis em conjunto com a Eq.

2.55 resultam:

Glxw» Xs Xe] = M 3.51)
Xe = Xww

Glx,, xe, Xee] = M (3.52)
Xee = Xy

op—dw _ dw—dww

Xe—Xyw X=Xy
G Xwws Xyws Xy Xe] = —— — (3.53)
Xe = Xwww

PE—pp _ dp—dw
Xee=Xy Xe—Xyw
G[xww, Xy Xes xee] = (354)
Xee = Xyww
SeE—¢r _ Pe—¢p
Xeee=X Xee=Xyp
Glxy, Xey Xees Xeee] = ————— (3.55)
Xeee = Xw

Com as diferencas divididas obtidas basta determinar qual a mais suave, ou a de menor

valor absoluto, e utilizar o respectivo esténcil.

Tendo em vista as aproximagdes UDS e CDS com correcdo adiada e comparando-as com
as equagdes do TVD nota-se que para a aproximacao UDS basta utilizar a fun¢@o limitadora
com valor zero e para o CDS com corre¢ao adiada utilizar a funcao limitadora com valor um.

Assim, as aproximagdes estdo definidas.

Entio, linearizando (#*> = uu*) com base na iteragfio anterior, os termos com velocidade
ao quadrado, utilizando as equagdes do TVD na forma unidimensional para os termos advectivos
e CDS para os difusivos e explicitos (iterag@o anterior) na equacao de Burgers em conjunto com
a Eq. 3.56, resultam os coeficientes e termos fontes apresentados nas Eq. 3.57 a 3.63, que sdo

vdlidos apenas para os volumes reais, onde o sobrescrito CA significa correcao adiada.

Aplly = Qyyllyyy + Qylly, + Aelle + Qoellee + b, (3.56)
Ay =0 (3.57)

ay = AxR, (uy, + up) + 2 (3.58)

a, = AxR,(up + up) + 4 (3.59)

a, =2 (3.60)
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e = 0 (3.61)

u, + uy, Uy + u;
R ) ) R ] ]| IR
by = 28 ppAx® + bS* (3.63)

Utilizando a mesma linearizagdo, CDS para os termos difusivos e explicitos, mas com
as equagdes do ENO1 e ENO?2 para os termos advectivos na equagao de Burgers em conjunto
com a Eq. 3.56, resultam coeficientes e termos fontes para ENO de primeira, Eq. 3.64 a 3.69, e
segunda ordens, Eq. 3.70 a 3.75, que sdo vélidos apenas para os volumes reais. Os coeficientes e

termos fontes para os volumes ficticios de Burgers sdo apresentados na Tab. 3.

Ay =0 (3.64)

a,, = AxR (cy, (up + uy,) — ¢y Uy + up)) +2 (3.65)
a, = AxR.(c\p(up + uy) — i p(up + up)) +4 (3.66)
a, = AxXR(c\p(up + uy) — ¢ p(up + up)) +2 (3.67)
dee =0 (3.68)

b, = 28 ppAx* (3.69)

Ay = AXR (S (Up + Uyy) — Sy (U + Up)) (3.70)
a,, = AxR (5, (up + uy,) — Sy Uy + up)) + 2 (3.71)
a, = AxR,(chp(up + uy) — c5p(uy + up)) + 4 (3.72)
a, = AxR (chp(up + uy) — S p(uy + up)) + 2 (3.73)

Aee = AXR(Chpp(Up + uy) — 5 pp(Uuy + up)) (3.74)
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Tabela 3 — Coeficientes e termos fontes para os volumes
ficticios de Burgers.

Esquerdo Direito
Ayw - O
a, 0 -1
ap 1 1
a, -1 0
Qe 0 -
bp 0 2

Nota: - Nao aplicavel.
2
bp = SPFA)C (375)

Com as Eq. de 3.57 a 3.75, tém-se as aproximacdes UDS, CDS com corre¢do adiada,
TVD, ENO1 e ENO2 aplicadas a equacao de Burgers. Para o caso da forma alternativa da equagao
de conservagdo da energia térmica, utiliza-se linearizagc@o (agora para o passo de tempo anterior)
para os termos de velocidade ao quadrado (u3 = upu) e ao cubo (1’ = u®’) e as equagdes
do TVD para a forma alternativa da equacdo de conservacdo da energia térmica. Ressalta-se
que para Euler 1D em conjunto com a forma original da equacao de conservacao da energia
térmica e Euler 2D foi utilizada a fun¢ado limitadora SUPERBEE e para Euler 1D em conjunto
com a forma alternativa da equagdo de conservacao da energia térmica a fungdo usada foi a
MIN-MOD. Escrevendo o resultado na forma da Eq. 3.76 sdo obtidos os coeficientes e termos
fontes apresentados nas Eq. de 3.77 a 3.80, que s@o validos apenas para os volumes reais, onde o
sobrescrito 7" € relativo a equagdo de conservagdo da energia térmica. Os coeficientes da forma
original da equagdo de conservacao da energia térmica e das outras equacoes de conservacao

para os casos uni e bidimensionais sao os mesmos apresentados nos trabalhos de Marchi e Araki
(2007a, 2007b).

a,u, + ay,, + au, = b, (3.76)
aVTV = —A,p,Cpl, (3.77)

al =0 (3.78)

ol = A5G (3.79)
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AxApc T0 1
bITJ # + EAwaMW(M?VZ - ”82)"'
1 A Ao — o) (3.80)
x —
= SA ppitp = piu) + = Z’; Prl i

Deve-se atentar a um artificio utilizado para escrever o coeficiente a, e o termo fonte b,

que resulta da equacdo de conservacdo da massa, onde A, p,u,, = A0 Ue.

Assim como no caso de Burgers, o uso do TVD vai resultar um termo de correcao
adiada; estd € a Unica diferenga nos termos fontes, apresentados nos trabalhos de Marchi e Araki
(2007a, 2007b). Para fazer o uso do TVD basta alterar o termo de correcdo adiada nos termos
fontes dos trabalhos citados pelos que sdao aqui apresentados. Para a equacao de conservacao
da massa uni e bidimensionais os termos de correcdo adiada sdo apresentados nas Eq. 3.81 e
3.82, respectivamente. No caso das equagdes de conservacdo da energia térmica e quantidade
de movimento € possivel fazer uma generalizacdo. Por exemplo, para obter a correcdo adiada
para a energia térmica basta substituir ¢ por 7. O termos de corre¢do adiada generalizados sao
apresentados nas Eq. 3.83 e 3.84 para os casos uni e bidimensionais, respectivamente, onde o
termo 6 na Eq. 3.83 € um auxilar e tem valor unitdrio para quantidade de movimento € € o cp
para a energia térmica. U, e V. sdo as velocidades contravariantes e o sobrescrito p é relativo a

equacgdo de conservagdo da massa.

CAp _[uw ww(rgw)(pP ptv) U ew(rge)(pE pP) (381)

b =y(ri) Ul (0p — Piy) = (i) aer Ul (o — pp)+

| | (3.82)

+ lﬁ( )a'srs >‘s(pP ,05) lﬁ( )anrn *n(va - P;)
b = —[pwuw ) (B = B — Pt AT )b — ¢3)] (3.83)
b =y(ri )t U, (@5 — &) = Wi )eper Ul (67 — $3)+ G84)

+ '7[/( )a/spsrs >x-<s(¢P ¢S) lﬁ( )a'npnrn xn((ﬁv - ¢*P)

Agora, para os volumes ficticios das equacdes de Euler, a tinica diferenca em relagcdo
aos trabalhos de Marchi e Araki (2007a, 2007b) reside nos coeficientes e termos fontes para o
volume ficticio a direita na equagdo de conservacdo da massa. Neste momento deve ser lembrado
que a equacdo de conservagdo da massa € transformada em uma equacdo de conservagdo para a
pressao, por causa das metodologias utilizadas. Tais coeficientes e termos fontes sdo apresentados
nas Eq. 3.85 a 3.88.

al = -1 (3.85)
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a =1 (3.86)
a’ =0 (3.87)
b} = 2[(2pex — pw) — Pp] (3.88)

3.3 Variaveis secundarias

No caso de Burgers, a velocidade média analitica foi calculada através da Eq. 3.89, que é
o resultado da integral da solucdo analitica (Eq. 3.90) dividido pelo comprimento do dominio

(unitdrio), e a numérica a partir da Eq. 3.91, sendo N a quantidade de volumes reais da malha.

_ e —R, -1
Uup = m (389)
xRe __ 1
u(x) = P (3.90)
N
iy =Ax ) up (3.91)
P=1

O coeficiente de descarga (C,), segundo Araki (2007), é a razdo entre o fluxo de massa

numeérico (7i,,,,) € o analitico (71,,) unidimensional, Eq. 3.92.

C, = T (3.92)
mlﬂ’l
No caso de Euler 1D o fluxo de massa numérico € calculado com base nas propriedades
da entrada do bocal e para Euler 2D na saida, conforme as Eq. 3.93 e 3.94, respectivamente,

onde r, neste caso, representa o raio do bocal.

MWy = pwuwAw (3.93)

N
o = 270 ) (repeUsce) (3.94)
1

Para Euler 1D, o coeficiente de descarga analitico deve ser unitério. No caso de Euler 2D

serd calculado com base na metodologia proposta por Kliegel e Levine (1969).

O niimero de Mach na saida do bocal e a posi¢do da onda de choque analiticos foram

calculados através do procedimento descrito na Secdo 2.1.5. Numericamente, o nimero de Mach
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na saida € calculado através das propriedades na face do dltimo volume real e a obtencao da

posicdo da onda de choque € apresentada no Apéndice B.

A variacdo adimensionalizada das varidveis ao longo do processo iterativo € a razao entre
a diferenca do valor da propriedade na iteragdo atual e a anterior e o valor da propriedade na
primeira iteragdo (tomado como valor de referéncia), conforme Eq. 3.95, onde 1, neste caso,

refere-se a primeira iteragdo.

Ay, = % it=2,3,... (3.95)
1

3.4 \Verificacao e validacao

Na Fig. 17 a quantidade de iteragOes necessdrias para que o erro de iteracdo seja minimi-
zado, ap6s o inicio do periodo oscilatério ou quando o erro de maquina € atingido, é determinado
e ndo calculado. Com base nisso, o critério de convergéncia utilizado neste trabalho nédo é

exatamente dois € sim um valor proximo ou em alguns casos muito superior.

Na resolugdo das equagdes de Burgers notou-se, através de testes preliminares, que para
UDS, CDS, TVD e ENOI o periodo oscilatorio tinha inicio quando o residuo atingia um valor
préximo de 1 - 1071 e para ENO2 préximo de 1 - 107!, Para tornar o processo de obtengdo
das solugdes numéricas automatizado para Burgers utilizou-se estes dois valores de residuo
para identificar o inicio das oscilagdes. De antemao, afirma-se que este critério adicional €
bastante conservador. No caso de Euler 1D e 2D o critério de convergéncia foi avaliado através

do comportamento das varidveis nos dados de saida.

Os erros numéricos foram calculados através da Eq. 2.71. Os comportamentos qualitativos
esperados do médulo dos erros numéricos para aproximacgdes de primeira e segunda ordem sao
apresentados na Fig. 22 com e sem a aplicacdo de MER, como sdo comportamentos qualitativos

e algumas curvas se sobrepdem os simbolos destas foram mantidos iguais.

As ordens efetivas foram calculadas a partir da Eq. 2.72 para todas as varidveis, com
excec¢ao das posicoes da onda de choque, devido ao comportamento oscilatério apresentado
por algumas delas. Para estas tltimas foi utilizado o médulo dos erros numéricos. As ordens
aparentes foram calculadas a partir da Eq. 2.73, com exceg¢ao das posi¢cdes da onda de choque,
onde foi utilizado o médulo da diferenga entre as solu¢cdes numéricas, e dos casos onde a razao de
refino ndo era constante. Para este ultimo, utilizou-se a Eq. 2.74. Os comportamentos esperados
para as ordens efetiva e aparente sdo apresentados na Fig. 18, onde se espera que ambas tenham
um comportamento assintético tendendo ao valor da ordem assintética (primeiro valor da ordem
verdadeira). Esta ultima ordem € obtida através da série de Taylor para UDS, CDS e TVD e para
ENO usa-se a Eq. 2.50. As ordens verdadeiras sdo os expoente dos termos /4 nas Eq. 3.96 a 3.98
para a face leste das aproximacdes UDS, CDS e TVD, respectivamente, sendo os sobrescritos i,

i1, iii, iv referentes as ordens das derivadas.
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Figura 22 — Comportamentos esperados do médulo dos erros numéricos para aproximagdes de
primeira e segunda ordem.

L., I . | R
A=A ZA¢ __AttZ _Am3 .
¢ P+2 Jh g Jh +48 Lh+ (3.96)
Ap+he 1 a0n 1
Ne=——F——=Ah" = =—A'h" +--- 3.97
2 8 ¢ 384 ¢ 97

_ (2 - w(rge))AP + (y[’(rge)AE

A,
2

1 . 1 . 1
+ 5(1 —U(rge))ALh— gA’;h2 + E(l — (1)) AT +- -+ (3.98)

Ou seja, a ordem assintética para UDS e ENO1 tem valor um e para CDS e ENO2 valor
dois. No caso do TVD a ordem assintética € definida com base na fun¢do limitadora, sendo no
minimo um e maximo dois. Ainda, caso a fun¢ao limitadora seja zero a equagao se torna idéntica
ao do UDS e caso seja um a equagdo equivale a do CDS. Destaca-se que nas equagdes anteriores

os termos A sdo os valores exatos da solucdo analitica para uma expansdo por série de Taylor.

Para avaliar qualitativamente os erros de polui¢cdo gerados pelo uso da aproximacao TVD

em um problema numérico a Eq. 2.75 foi inserida na 3.98, resultando em:

_ (2 - Qb(rge))/lP + lp(rge)/lE n (2 - lp(rge))EP + Qb(rge)EE +

| ST 2 (3.99)
5(1 — Y(ree))ALh — gA’;h2 + &(1 — YT ))AH + - -

A,
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Os termos desta equag@o geram outras trés, apresentadas na sequéncia.

(2 - w(rge))/lP + w(rge)/lE

(Arvp)e = 5 (3.100)

1 i 1o 1 iii ] 3
&(drvp)e = 5(1 = Y(rge))Ah — gl\eh + E(l —Y(rge) )N + - - (3.101)
e(Aryp)e = @- %l/("ge))ip e Ee (3.102)

As Eq. 3.100, 3.101 e 3.102 representam a aproximacdo feita pelo TVD, o erro de
truncamento e o erro de poluicdo devido aos volumes vizinhos, respectivamente. Este ultimo é

obtido de forma andloga para a face oeste e € apresentado na Eq. 3.103.

e(/lTVD)W — (2 B lr[/(re))EZW + w(re)EP (3103)

Os erros de poluicdo para o UDS e CDS sdo obtidos substituindo as fun¢des limitadoras

por zero e um nas Eq. 3.102 e 3.103.

3.5 Pos-processamento

A ferramenta de pos-processamento MER foi empregada em quatro tipos de varidveis
distintas, para trés delas (velocidade média, coeficiente de descarga e nlimero de Mach na saida)
a aplicacdo de MER ¢ direta e para a outra (posi¢do da onda de choque) espera-se o uso de
algum tipo de tratamento, conforme apresentado na Secao 2.2.6. Mesmo assim, MER também
foi aplicado a esta varidvel com e sem nenhum tipo de tratamento. Este tratamento foi feito de

duas maneiras diferentes: utilizando interpola¢do por DDV e aproximacao por série de Fourier.

Tanto para as varidveis com tratamento quanto para as sem a Eq. 2.77 foi utilizada para

gerar solucdes multiextrapoladas.

3.6 Fechamento

Neste trabalho sdo feitos estudos numéricos para trés tipos diferentes de modelos mate-
maticos: equacdes de Burgers, Euler uni e bidimensionais. Para o primeiro foram utilizadas cinco
aproximacdes diferentes (UDS, CDS, TVD, ENO1 e ENO2) e para os tltimos duas aproximacdes
(UDS e TVD).

O modelo referente a Burgers é mais simples e ndo exige métodos adicionais, 0 que ndo
ocorre para Euler. Devido a existéncia de mais de uma equag@o no modelo, utilizou-se o método
de acoplamento SIMPLEC. Por ocorrerem velocidades sub ou supersonicas utilizou-se uma

metodologia para escoamento a qualquer velocidade. Neste capitulo também foram abordados
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meios para se aplicar as aproximagdes numéricas, clculo de varidveis secunddrias, procedimento

de verificagdo numérica e aplicagdo de pds-processamento.

Por fim, ressalta-se que foram usadas duas equacdes de conservagdo da energia térmica:
a forma original (presente no c6digo computacional utilizado) e a forma alternativa (apresentada
no Apéndice C). A fung¢do limitadora utilizada nas simulagdes numéricas para o TVD foi a MIN-

MOD para aquelas que envolveram a forma alternativa e SUPERBEE para as outras (Burgers,
forma original e Euler 2D).
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4 RESULTADOS E DISCUSSOES

O presente capitulo tem por objetivo apresentar os resultados e as discussdes pertinentes,
sendo organizado em quatro subsecdes: equacdo de Burgers, equacdes de Euler unidimensionais,
bidimensionais e discussdes. A Tab. 4 apresenta informacdes gerais de software e hardware
utilizados. Para as equagdes de Euler uni e bidimensionais as pressoes e temperaturas de entrada

foram as mesmas utilizadas no trabalho de Back et al. (1965).

Destaca-se que nao foi possivel obter solucdes numéricas para as equagcdes de Euler
utilizando CDS, ENO1 e ENO2. Ainda, nos problemas unidimensionais que utilizam a forma
alternativa da equacdo de conservacao da energia térmica, Eq. 3.6, a fun¢do limitadora TVD
utilizada foi a MIN-MOD, Eq. 2.47, devido a instabilidades resultantes do uso da SUPERBEE.

Tabela 4 — Dados de software e hardware do
computador utilizado.

Sistema Operacional Windows 7 64 bits
Compilador Microsoft Visual Studio 2008
Linguagem Fortran 90
Processador Intel Core i7 3,4/3,4 GHz

Memoria 8 GB

As solugdes analiticas das varidveis analisadas neste capitulo sdo apresentadas nas Tab. 5
e 6. Com excecdo do coeficiente de descarga para o caso unidimensional, pois tem valor unitério,
e a velocidade média para Burgers que € de 0,09995459800899030 m/s.

Tabela 5 — Solugdes analiticas das varidveis analisadas para

Euler 1D.
Euler 1D
Numero de Mach na saida  Posicdo do choque normal [m]
o 1 0,2659931357322306 0,1426117178585837
€ 2 0,2704979407161573 0, 1456788801285062
S 3 0, 1965716870717948 0,4023046875000000
4 0,1997110693902071 0,4048437500000000

Deve-se notar que a solucdo analitica do coeficiente de descarga para o caso bidimensio-
nal varia conforme a malha, pois a posi¢cao geométrica da garganta em relacdo a malha varia,
mesmo que minimamente. Dados numéricos dos erros e ordens serdo apresentados no Apéndice
D.
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Tabela 6 — Solucdes analiticas do coeficiente
de descarga para Euler 2D.

Malha Coeficiente de descarga

1 0,9813430358723307
2

i 0,9816522198173580
5

g 0,9816527363565218
8 0,9816538640790201
9 0,9816537961691003
10 0,9816538640790201

4.1 Equacao de Burgers

Os dados de entrada foram: comprimento do dominio de 1 m e nimero de Reynolds 10.

Os dados das simula¢Ges encontram-se nas Tab. 7 e 8.

Tabela 7 — Dados de simulacao para a Equagdo de Burgers e aproximacoes
de primeira ordem.

Malha  Volumes Tamanho do UDS ENO1
volume [m] Iteracdes Tempo [s] Iteracdes Tempo [s]
1 10 1,00- 107! 32 - 34 -
2 20 5,00-1072 38 - 38 -
3 40 2,50- 1072 40 - 40 -
4 80 1,25-1072 40 - 46 -
5 160 6,25-1073 48 - 42 -
6 320 3,13-1073 54 - 58 -
7 640 1,56-1073 108 - 202 -
8 1280 7,81-107* 58 - 586 -
9 2560 3,91-107* 182 0,02 82 -
10 5120 1,95- 107 1890 0,11 3248 0,15

Nota: - Valores ndo computados e inferiores a 0,01 [s].

O comportamento da variacdo adimensionalizada da velocidade média pode ser obser-
vado na Fig. 23 para as malhas mais finas, 5120 volumes, das cinco aproximagdes utilizadas.
Observa-se que o critério de convergéncia foi satisfeito em todas as situagdes. Para UDS, CDS,

TVD e ENOL o critério foi atingido muito antes do fim das iteragdes.

O campo de velocidades resultante das cinco aproximagdes na malha mais fina e a

solugdo analitica pode ser observados na Fig. 24.

A respeito dos campos de velocidades obtidos nota-se grande concordancia entre as

aproximacoes utilizadas e a solu¢@o analitica.

A Fig. 25 apresenta o comportamento dos erros numéricos das solu¢cdes com e sem MER.
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Tabela 8 — Dados de simulagdo para a Equacdo de Burgers e aproximagdes de segunda

ordem.
Malha  Volumes Tamanho do CDS TVD ENO2

volume [m] CDS Tempo[s] TVD Tempol[s] ENO2 Tempo

1 10 1,00- 107! 60 - 60 - 34 -

2 20 5,00 1072 38 - 38 - 42 -

3 40 2,50-1072 36 - 36 - 86 -

4 80 1,25-1072 38 - 38 - 322 0,03 [s]

5 160 6,25-1073 62 - 42 - 1222 0,22 [s]

6 320 3,13-1073 58 - 44 - 4692 1,67 [s]

7 640 1,56-1073 72 - 64 - 17892 12,73 [s]

8 1280 7,81-107* 44 - 102 - 68050 1,61 [min]

9 2560 3,91-107* 810 - 56 0,03 255696 12,17 [min]

10 5120 1,95-107* 2432 0,13 2938 0,40 965326 1,52 [h]

Nota: - Valores ndo computados e inferiores a 0,01 [s].
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Figura 23 — Comportamento do residuo da velocidade média versus iteracao.

O comportamento do erro numérico para as multiextrapolacdes deveria ser semelhante
aquele apresentado na Fig. 22. UDS, CDS e TVD ficaram préximas ao comportamento esperado.
Enquanto, ENO1 e ENO?2, apesar de grande diferenca em alguns pontos, tiveram reducao de
erro significativa. Agora, na Fig. 25 nota-se que o comportamento dos erros do CDS e TVD
sao similares. Porém, ao se aplicar MER o erro cai mais rapidamente para o CDS, conforme ja
foi observado anteriormente por Germer (2009). As aproximagdes ENO1 e ENO2 tiveram um
comportamento intermediério entre UDS e CDS com MER. Além disso, ENO2 teve um erro
de discretizacdo menor que o CDS e TVD, mas ao se utilizar MER o CDS apresentou melhor

comportamento.
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Figura 24 — Campo de velocidades resultante para Burgers na malha mais fina.
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Figura 25 — Comportamento do médulo dos erros numéricos da velocidade média numérica
com e sem MER para Burgers.

Os gréfico das ordens aparente e efetiva, em relacdo a velocidade média, em funcao dos

tamanhos de volume pode ser observados na Fig. 26.

No grafico das ordens € importante notar que duas fun¢des de aproximacao atingiram

primeira ordem e trés segunda ordem, conforme esperado.
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Figura 26 — Comportamento das ordens efetiva e aparente para a velocidade média numérica de
Burgers.
4.2 Euler unidimensional

Dados de entrada das simulacdes para Euler 1D sao apresentados na Tab. 9 e dados

especificos de cada simula¢do sdo apresentados nas Tab. 10 e 11.

Tabela 9 — Dados de entrada para Euler 1D.

Configuragdo
1 2 3 4
Comprimento [m] 0,185039 0,500000

vy 1,4000 11,2697 1,4000 1,2697

R [J/kgK] 286,90 461,52 286,90 461,52
Pressdo na entrada [kPa] 310,954
Temperatura na entrada [K] 833,333
Pressdo na saida [kPa] 101,325

Os campos de nimero de Mach e temperatura para a forma original da equacdo de conser-
vacdo da energia térmica, Eq. 3.5, sdo apresentados nas Fig. 27 e 28 utilizando as aproximagdes
UDS e TVD nas malhas mais finas, 14336 volumes.



Tabela 10 — Dados de simulagdo para Euler 1D e configuracdes 1 e 2.

Tamanho Configuracdo 1 UDS Configuracdo 1 TVD Configuracdo 2 UDS Configuracdo 2 TVD

Malha  Volumes do ‘E(’;l;lme At [s] Tempo Iteragdes At [s] Tempo Iteragdes At [s] Tempo Iteragdes At [s] Tempo Iteragdes
1 56 3,30-1073  1-107° 0,03 [s] 2000 5-107¢ 0,03 [s] 4000 1-1073 0,02 [s] 1000 5-107¢ 0,05 [s] 3000
2 112 1,65-102 5-107° 0,09 [s] 5000 21076 0,22 [s] 15000 5-1076 0,05 [s] 3000 21076 0,20 [s] 8000
3 224 8,26-107* 2.10° 0,53 [s] 12000 1-107° 0,86 [s] 30000 21076 0,36 [s] 10000 1-107° 0,90 [s] 20000
4 448 4,13-10% 1-107 2,70 [s] 30000 51077 3,49 [s] 60000 1-107° 1,22 [s] 20000 5-1077 3,59 [s] 40000
5 896 2,07-10*  5-1077 10,2 [s] 60000 21077 11,7 [s] 100000 5-1077 6,51 [s] 50000 21077 14,1 [s] 80000
6 1792 1,03-107*  2.1077 33,6 [s] 100000 11077 46,9 [s] 200000 21077 25,1 [s] 100000  1-1077 1,14 [min] 200000
7 3584 5,16-10°  1-1077 3,64 [min] 300000 2-10®% 7,90 [min] 1000000 1-1077 1,72 [min] 200000 5-107% 4,60 [min] 400000
8 7168 2,58-10° 5-10% 184 [min] 600000 1-10® 37,5[min] 2000000 5-10"% 7,15[min] 400000 1-10"% 28,6 [min] 1000000
9 14336 1,29-10°  1-107% 2,05 [A] 2000000 2-107° 6,46 [h] 10000000 2-1078 46,9 [min] 800000 5-107° 2,49 [h] 2000000
9% 14336 1,290-10° 1107 16,0 [min] 300000 2-107% 52,9 [min] 800000

Nota: * Dados de simulagdo referentes a forma original da equacdo da energia térmica.
Tabela 11 — Dados de simula¢do para Euler 1D e configuracdes 3 e 4.
Tamanho Configuracdo 3 UDS Configuragido 3 TVD Configuracdo 4 UDS Configuragio 4 TVD

Malha  Volumes do ‘E(’;Hlme At [s] Tempo Iteracdes  Ar [s] Tempo Iteracdes At [s] Tempo Iteracdes  Afr[s] Tempo Iteracdes
1 50 1,00-1072  5.107° 0,02 [s] 2000 2107 0,05 [s] 6000 5-107 - 1000 1-1073 0,14 [s] 10000
2 100 5,00-103  1-107° 0,23 [s] 15000 1-1073 0,28 [s] 20000 2107 0,06 [s] 4000 5-107¢ 0,50 [s] 20000
3 200 2,50-103 5-107° 1,25 [s] 30000 5-107¢ 1,01 [s] 40000 1-1073 0,39 [s] 10000 21076 2,31 [s] 50000
4 400 1,25-10° 2-107 6,29 [s] 80000 21076 4,07 [s] 80000 21076 3,62 [s] 50000 1-107° 8,38 [s] 100000
5 800 6,25-10% 8-1077 38,9 [s] 250000 8-1077 20,4 [s] 200000 1-107° 13,3 [s] 100000  5-1077 33,3 [s] 200000
6 1600 3,13-10*  4-107 2,63 [min] 500000 1-1077 6,89 [min] 2000000 5-1077 53,8 [s] 200000 2-1077 2,83 [min] 500000
7 3200 1,56-10* 2-107 10,9 [min] 1000000 2-1078 1,34 [A] 10000000 2-1077 4,06 [min] 500000 1-1077 10,9 [min] 1000000
8 6400 7,81-10°  1-1077 54,9 [min] 2000000 1-1078 2,39 [A] 10000000 1-1077 17,1 [min] 1000000 5-107% 34,6 [min] 1500000
9 12800 3,91-105  4-107% 2,56 [h] 5000000 2-107° 19,8 [A] 40000000 5-1078 1,51 [A] 2000000 2-1078 2,49 [h] 3000000

€L
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Figura 27 — Campo do nimero de Mach para a forma original da equacao de conservacao da

energia térmica, Euler 1D e configuracao 1.
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Figura 28 — Campo de temperatura para a forma original da equacdo de conservacdo da energia

térmica, Euler 1D e configuracao 1.

Para estes dois casos o TVD apresentou maior acurdcia do que o UDS. Este dltimo além

de ndo apresentar a posicao correta da onda de choque normal apresentou um erro de ordem zero

para as propriedades a jusante do choque, onde o erro ndo € reduzido com o refino da malha.
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Foram realizados processos de obtenc¢do e discretizacdo da forma alternativa da equacio
de conservagdo da energia térmica a partir da equagdo de conservacdo da energia na forma
integral e testada sua soluc@o no lugar da forma original da equacao de conservacao da energia
térmica. Nesses testes a acurdcia da aproximag¢do UDS melhorou e a do TVD se manteve.

Andlises mais detalhadas dessa forma alternativa sdo apresentadas na sequéncia.

O comportamento da variacdo adimensionalizada de varidveis monitoradas ao longo do
processo iterativo para a malha mais fina, configuracao 1 e aproximac¢do UDS € observado na
Fig. 29. Nesta figura observa-se que o critério de convergéncia, estabelecido na Se¢ado 3.4, foi
atingido. Por apresentarem comportamentos semelhantes os graficos de variacdo para os outros
casos nao serdo apresentados. Ainda, nos outros casos o critério de convergéncia também foi

atingido.
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Figura 29 — Variagdo adimensionalizada das varidveis monitoradas a cada iteragdo para Euler
1D, configuracdo 1 e aproximagao UDS.

Os campos do numero de Mach e temperatura sido apresentados nas Fig. 30 e 31 e uma
aproximacao da regido a jusante do choque do campo de nimero de Mach € apresentada na Fig.

32, para as aproximacdes UDS e TVD.

Conforme citado anteriormente o UDS teve sua acurdcia melhorada e representou coe-
rentemente a posi¢ao da onda de choque normal. J4 para o TVD nenhuma mudanca significativa
foi observada. O problema de acuracia do UDS € mais facilmente observado nos campos de
temperatura e como este foi resolvido os proximos casos nao apresentardo este campo. Na Fig.

32 nota-se que o TVD apresentou oscilacao tanto em malhas grossas como em malhas finas.

Os campos do nimero de Mach para as configuracdes 2, 3 e 4 sdo apresentados nas Fig.
33 a35.
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Figura 30 — Campo do niimero de Mach para Euler 1D e configuracao 1.
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Figura 31 — Campo de temperatura para Euler 1D e configuracdo 1.

Nota-se que o TVD produziu oscilagdes a jusante da onda de choque para todos os casos.
Entretanto, as solu¢cdes numéricas nas malhas mais finas tiveram boa concordancia com a solucio

analitica em todos 0s casos.

Os graficos do médulo dos erros numéricos das solu¢des com e sem MER para a
aproximagdo UDS sdo apresentados nas Fig. 36 a 39 e TVD nas Fig. 40 a 43. Ressalta-se que

posi¢cdo numérica, DDV e Fourier s@o termos relativos as obtengdes da posi¢ao do choque.
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Figura 32 — Campo do numero de Mach com uma aproximacao da regido a jusante do choque
para Euler 1D e configuracio 1.
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Figura 33 — Campo do niimero de Mach para Euler 1D e configuracao 2.
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Figura 34 — Campo do nimero de Mach para Euler 1D e configuracao 3.
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Figura 35 — Campo do niimero de Mach para Euler 1D e configuracao 4.
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Figura 36 — Moddulo dos erros numéricos para Euler 1D, configuracdo 1 e aproximacao UDS.
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Figura 37 — Mddulo dos erros numéricos para Euler 1D, configuracdo 2 e aproximacao UDS.
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Figura 38 — Mddulo dos erros numéricos para Euler 1D, configuracdo 3 e aproximacao UDS.
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Figura 40 — Mddulo dos erros numéricos para Euler 1D, configuracio 1 e aproximacdo TVD.
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Figura 41 — Mddulo dos erros numéricos para Euler 1D, configuragao 2 e aproximacao TVD.



—
10°
Tamanho do volume [m]

(a) sem MER

—
10°

Figura 42 — Mdédulo dos erros numéricos para

81

l

101 il 1l n n
2 v—vE
10 v v _
] 10° 4 A ° SgE @ b
R M o y F S
£ o . <4 L F© E
S 107 g = P « FE E
c ja— o / E 3 L
8 e < e T E o
£ 10°4 M e E
) E E = 3
@ /l/ E O L
o ~ [ @ E
° 10" 4 LS ;
o E —m— NU i E . . E
=] E < /.// Nurr_1e~ro de M'aph na saida E2 —=— Numero de Mach na saida|
§ 1074 ~ e g%s\llgao numerica [3 —e— Posigéo numérica 3
R A = —A—DDV E
] r// v Fourier F v Fourier ;
10° 4 < Coeficiente de descarga || —<— Coeficiente de descarga |F

T
10°
Tamanho do volume [m]

(b) com MER

Euler 1D, configuracdo 3 e aproximacao TVD.

100 3 P il il E L 1
10" 4 100 F
3 E @ i

-§ 10° v v o 5 I8 > i
2 ] st ES5 1 e 1
5 10* E X < 2| ® E £ o =¥ L
c E P ¢ < E2 E ;
8 100 % < S [ o
9 3 - E O 3 3
@ 3 S EE 10°4 2
@ 10° < - o E £
o _— E | 3
= « a ! - ]
2 10744 - —=— Numero de Mach na saida| f 9 10" ¢ —=— NUmero de Mach na saida| F
B ocde —e— Posig&o numérica 3 U ;/ e Posicao numérica 4
= E —A— DDV E= 40 ] — A DDV C

10° —v— Fourier E —v— Fourier

“ < Coeficiente de descarga | E L1 < Coeficiente de descarga | £
10° — —— ————ry 1072 LMy — — —
10* 10° 10° 10* 10°
Tamanho do volume [m] Tamanho do volume [m]
(a) sem MER (b) com MER

Figura 43 — Mddulo dos erros numéricos para Euler 1D, configuragdo 4 e aproximacao TVD.

Nota-se que, em todos os casos da aproximagao UDS, as varidveis nimero de Mach na
saida e C; apresentaram comportamento do médulo dos erros numéricos da solu¢do numérica
sem MER esperado para este tipo de aproximacgao, conforme Fig. 22. Enquanto, as varidveis
referentes a obtengdo da posicdo da onda de choque normal apresentaram um comportamento
ligeiramente semelhante ao esperado, com excecdo da posicdo obtida numericamente que
apresentou muitas oscilacdes; tal comportamento ja era esperado (MARTINS, 2013). No caso
de MER as varidveis nimero de Mach na saida e C,; apresentaram um comportamento bastante
proximo do esperado, novamente, e uma reducgdo efetiva de erros para as configuracdes 3 e 4.
Nos outros casos MER para as varidveis analisadas apresentou um comportamento oscilatorio e,

em alguns casos, aumento do erro.

Para a aproximacgdo TVD a tnica varidvel que apresentou comportamento mais proximo
do esperado para as solucdes numéricas sem MER foi o Cy, nimero de Mach na saida em alguns

casos (configuracdes 3 e 4). Novamente, a obtencdo da posi¢dao da onda de choque normal por
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DDV e Fourier apresentaram um comportamento mais proximo do esperado que a obtengao
numérica. Nota-se que o uso de MER em solucdes numéricas de TVD provocou um aumento de
erros, possivelmente porque a solugdo numéria nao apresentou comportamento assintético, com

excecdo das varidveis C, e nimero de Mach na saida para as configuragdes 3 e 4.

Com base nos graficos do médulo dos erros numéricos serao apresentados graficos das
ordens aparente e efetiva, Fig. 44 a 47, para as varidveis que se aproximaram do comportamento

esperado dos erros, a saber: C,; em todos os casos, niimero de Mach na saida para a aproximacao

TVD nas configuracdes 3 e 4 e em todas para UDS.
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Figura 45 — Ordens efetiva e aparente para Euler 1D e configuragdo 2.

Observando-se, por exemplo, o C,; para o TVD, este apresenta ordens de convergéncia

diferentes, um para as configuracdes 1 e 2 e dois para 3 e 4. Acredita-se que como o cdlculo

do C, € feito a partir dos dados de entrada, para o caso unidimensional (Sec¢ao 3.3), a ordem
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de acurécia local pode ter sido superior a do campo, pois ela deveria degenerar para ordem
um na presenca de choques. Em geral, o C,; foi quem mais se aproximou do comportamento
esperado, para todos os casos, € o nimero de Mach na saida para os casos com aproximagao
UDS e TVD apenas nas configuracdes 3 e 4. Ainda, nota-se que para o UDS as ordens se
aproximaram mais do comportamento esperado para as configuragdes 3 € 4 do que paraas 1 e
2, isto, provavelmente, porque a geometria do bocal cossenoidal € mais suave. A diferenca de
comportamento entre as ordens de UDS e TVD pode estar relacionada ao fato de que este tltimo

apresenta comportamento de erros numéricos com mais oscilacdes do que o UDS.
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Figura 47 — Ordens efetiva e aparente para Euler 1D e configuracio 4.

Com as Eq. 3.102 e 3.103, repetidas aqui por conveniéncia, € possivel identificar qua-
litativamente a inser¢do de erro para um dado volume, uma vez que a propriedade é calculada

com base nas aproximagdes das faces leste e oeste. Por exemplo, na Eq. 3.103 independente do
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valor da funcdo limitadora (MIN-MOD) o erro de poluicdo sugere que o erro de discretizacdo
do volume vizinho a oeste (W) sera inserido naquele que estd sendo avaliado. Na Eq. 3.102 o
mesmo ocorre, porém com o volume que estd sendo avaliado (P). Entdo, serdo inseridos os erros
de discretizagdo a partir dos volumes W e P, sempre, e dependendo do valor da fun¢do limitadora

usada na face leste o erro de discretizagdo do volume a leste (E) serd inserido (para ¢ # 0).

e(/lTVD)e — (2 - l//(rge))EzP + ¢(rge)EE (3102)

(2 - lﬁ(rge))EW + w(rge)EP

> (3.103)

e(Aryp)y =

A seguir, na Tab. 12, sdo apresentados os valores das fun¢des limitadoras usadas pelo

TVD para a varidvel temperatura e configuragdo 1 na malha mais grossa, de 56 volumes.

Tabela 12 — Valores das func¢des limitadoras usadas
pelo TVD para a temperatura Euler 1D
e configuracdo 1 na malha mais grossa.

Volume 40 43 44 45 46 47

Face oeste 0,96 0,37 0,95 1,00 1,00 0,00
Faceleste 0,00 0,95 1,00 1,00 0,00 0,00

A partir da tabela nota-se que o erro de discretiza¢do dos volumes vizinhos foi inserido
tanto a montante quanto a jusante nos volumes 43, 44 e 45. O volume 43 representa a posi¢ao
do choque, obtida numericamente. Observa-se que o valor da fun¢do limitadora € unitario
nos volumes 44, apenas face leste, e 45, em ambas faces, e este valor € equivalente ao uso
da aproximacao CDS. Ainda, nota-se que os erros gerados nestes volumes sdo propagados a
montante até a posi¢do do choque. Como o CDS apresenta oscilacdes na presenca do choque,
uma das possiveis causas para as oscilagdes do TVD pode ser o uso de CDS nas proximidades
do choque. Tais oscilagdes ndo sdo observadas a montante do choque, pois no volume 40 o erro
de discretizac¢do ndo € inserido através do volume a leste, ou seja, os erros que contém oscilacdes

sao impedidos de se propagarem a montante para todo o escoamento.

4.3 Euler bidimensional

Os dados de entrada das simulag¢des para Euler 2D sdo apresentados na Tab. 13.

A varidvel monitorada a cada iteracdo, fluxo de massa numérico na entrada do bocal,
¢ apresentada na Fig. 48 para a malha mais fina, de 983040 volumes, para a aproximagao
UDS. Observa-se que o critério de convergéncia, definido na Secdo 3.4, foi atingido. As outras
simulacdes, com exce¢do das malhas 9 e 10 da aproximagdo TVD, apresentaram 0 mesmo
comportamento e ndo serdo apresentadas. No caso das malhas 9 e 10 da aproximagdo TVD,

o critério nao foi atingido, pois o tempo de simulac@o necessdrio para tal seria muito elevado
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(dobro de iteragdes). Destaca-se que este fator em especifico ndo prejudica as anélises, uma
vez que o erro de truncamento ainda é dominante sobre os demais. Dados especificos sobre as

simulagdes estdo dispostos nas Tab. 14 e 15.

Tabela 13 — Dados de entrada para Euler 2D.

Configuragdo 5

Comprimento [m] 0,185039

y 1,400

R [J/kgK] 286,90
Pressao na entrada [kPa] 1725,07
Temperatura na entrada [K] 833,333

soed 3 vd 1o

Variagdo adimensionalizada
<)

sooued vood voonnd vooued vood vooued vood sooned vovud vnd s vl

10™° ———r .
10° 10°

Iteracbes

Figura 48 — Variag¢do adimensionalizada do fluxo de massa na entrada do bocal a cada iteracao
para Euler 2D na malha mais fina e aproximagao UDS.

A Fig. 49 apresenta o campo de pressdes na parede da cAmara para a solucao analitica
unidimensional, aproximag¢oes numéricas (UDS e TVD), para a malha mais fina, e dados

experimentais de Back et al. (1965).

Nota-se boa concordancia entre as solugdes numéricas e os dados experimentais apresen-
tados por Back et al. (1965) resultando modelos matemadticos e fisicos vdlidos para este tipo de
escoamento. As estimativas de erros de modelagem médias e maximas do campo de pressdes
para UDS e TVD sdo apresentadas na Tab. 16. Estas foram calculadas através de interpolagao

das solu¢des numéricas e os dados experimentais.

As estimativas dos erros de modelagem sdo interessantes, pois sugerem grande proximi-
dade entre a solu¢cdo numérica e os dados experimentais. Em um estudo onde o maximo erro

experimental € de 5 %, a estimativa de erro de modelagem maxima (9,20 %) € razodvel.



Tabela 14 — Dados de simulacdo para Euler 2D e aproximacao UDS.

Malha Volumes Tamanho do  Razdo de Tempo (}e Tteragdes At [s]
r Total volume [m] refino simulagdo
1 24 10 240 7,71-1073 - 0,06 [s] 600 5,00-107°
2 48 20 960 3,85-1073 2 0,19 [s] 700 5,00-107°
3 96 40 3840 1,93-1073 2 0,98 [s] 900 1,30-107°
4 192 80 15360  9,64-107* 2 20,245 [s] 4000 5,80-107°
5 288 120 34560  6,42-107* 1,5 1,51 [min] 6000 3,70 - 107°
6 384 160 61440  4,82-107* 1,3 6,82 [min] 9550 2,80-107°
7 576 240 138240 3,21-107* 1,5 29,3 [min] 14000 1,80-107°
8 768 320 245760 2,41-107* 1,3 1,11 [A] 22000 1,30-107°
9 1152 480 552960 1,61-107* 1,5 6,22 [h] 40000  9,20-1077
10 1536 640 983040 1,20-107* 1,3 16,6 [A] 60000  6,90-1077
Nota: - Ndo Aplicavel.
Tabela 15 — Dados de simulagdo para Euler 2D e aproximagao TVD.
Volumes Tamanho do Razdode Tempo de -
Malha r Total volume [m] refino simulagdo Tteragdes At [s]
1 24 10 240 7,71-1073 - 0,41 [s] 3300 5,00-107°
2 48 20 960 3,85-1073 2 1,52 [s] 3500 1,00-107°
3 96 40 3840 1,93-1073 2 13,0 [s] 8975 6,00-107°
4 192 80 15360 9,64 -10~* 2 5,14 [min] 24000 1,90-107°
5 288 120 34560 6,42-107% 1,5 15,5 [min] 23000 1,10-1076
6 384 160 61440  4,82-107% 1,3 43,9 [min] 35000 7,70-1077
7 576 240 138240 3,21-107* 1,5 4,81 [h] 96000  4,80-1077
8 768 320 245760 2,41-107% 1,3 15,4 [h] 160000  3,30- 1077
9 1152 480 552960 1,61-107* 1,5 9,68 [dias] 521500 1,00-1077
10 1536 640 983040 1,20-107* 1,3 12,6 [dias] 570650 1,10-1077

Nota: - Ndo Aplicavel.

Tabela 16 — Estimativa dos erros de modelagem com base nos
dados experimentais do campo de pressao na pa-

rede do bocal para Euler 2D.

média (%) maxima (%)
UDS 2,38 9,12
TVD 2,53 9,20
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Campos bidimensionais das malhas mais finas do niimero de Mach sio apresentados nas

Fig. 50 e 51 para UDS e TVD, respectivamente.

Nos campos do nimero de Mach € possivel observar a captagdo de uma onda de choque

obliqua para UDS, conforme observado anteriormente em Back et al. (1966). Entretanto, para o

caso do TVD notam-se linhas adicionais sugerindo a existéncia de outras ondas de choque.

As Fig. 52 e 53 apresentam isolinhas nas malhas mais finas do campo do nimero de

Mach para UDS e TVD, respectivamente.
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Figura 49 — Comparagao da pressao na parede da cAmara para a solu¢ao analitica unidimensional,
aproximacodes numéricas e dados experimentais de Back et al. (1965) para Euler 2D.
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Figura 50 — Campo do numero de Mach bidimensional para Euler 2D e aproximacao UDS na
malha mais fina.

Analisando as isolinhas tem-se uma nocdo mais abrangente em relacio a onda de choque
obliqua presente no escoamento. No caso do UDS nota-se a posi¢dao da onda de choque e que as
linhas de nimero de Mach constante tem um comportamento estavel. J4 para o TVD observam-se

oscilagdes ap6s a onda de choque e sua reflexao, tal como ocorreu no caso unidimensional. Ou
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seja, as linhas adicionais ndo sdao fendmenos fisicos reais e sim oscila¢des causadas pelo uso do
TVD; este fendmeno ndo € necessariamente inédito, pois Leveque (2002) afirma que até mesmo

em métodos de primeira ordem de acuracia podem haver pequenas oscilagdes.

0.07

0.06 35

0.05

25

0.03

0.02

0.01

0 002 0.04 0.08 0.08 0.1 0.12 014 016 018 02
X (m)

Figura 51 — Campo do nimero de Mach bidimensional para Euler 2D e aproximagao TVD na
malha mais fina.
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Figura 52 — Isolinhas para Euler 2D e aproximac¢do UDS na malha mais fina.

O comportamento do modulo dos erros numéricos para o C, € apresentado na Fig. 54
para UDS e TVD.

Assim como nos casos unidimensionais o UDS apresentou um comportamento mais
estavel do que o TVD, como observa-se no grafico anterior. No entanto, na medida em que a
malha € refinada, o erro decresce sugerindo que ambas aproximagdes estdo sendo aplicadas

corretamente.
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As ordens aparentes e efetivas para o C, sdo apresentadas na Fig. 55 para UDS e TVD.

Para o caso do UDS nota-se que o mesmo estd tendendo para o valor um em ambas

ordens, que € o esperado para este tipo de aproximacdo. O TVD, por sua vez, apresentou um

comportamento oscilatério em ambas ordens, sendo na ordem aparente de maior amplitude.

4.4 Discussoes

Os critérios de convergéncia impostos foram satisfeitos (com exce¢ao das malhas 9 e 10

da aproximacao TVD para o caso bidimensional, ressalta-se que o erro de truncamento nessas

duas malhas continuou dominante), os campos de propriedades tiveram boa concordancia com



90

—=—UDS p]

6 % —e—TVDp_|-
V— \V \»\ . —A—UDS pu ]

4- -‘\ N/ v VD,

p:oup,

2 , i

44 4

10* 10° 102
Tamanho do volume [m]

Figura 55 — Ordens aparentes e efetivas para o C, e Euler 2D.

solugdes analiticas ou dados experimentais, com excecdo do caso da forma original da equacdo

de conservagdo da energia térmica e Euler 1D.

O comportamento do médulo dos erros numéricos para Burgers foi o esperado, com
excecdo das malhas mais grossas. Ainda em relacdo ao Burgers, suas ordens efetivas e aparentes
tiveram o comportamento esperado, enquanto que para o erro numérico de MER isso nao

aconteceu para todos os casos, mas os erros foram reduzidos significativamente.

No caso de Euler 1D, C,; e numero de Mach na saida para UDS, todas as configuracdes,
e TVD, nas configuragcdes 3 e 4, apresentaram comportamento estivel do médulo dos erros
numéricos. Com a aplicacdo de MER nessas duas varidveis bons resultados foram obtidos para as
configuracdes 3 e 4. Os outros casos e varidveis apresentaram aumento de erro ou comportamento

oscilatorio.

As varidveis de obten¢do da posicao do choque apresentaram um comportamento muito
proximo do esperado, com exce¢do da posicdo numérica, que oscilou em alguns casos. A
aplicacdo de MER para estas varidveis nao resultou reducao de erros significativa em nenhum

Caso.

As andlises de ordens para o caso unidimensional sao favoraveis apenas parao C, € 0
nimero de Mach na saida, com excecdo das configuragdes 1 e 2 para a aproximacdo TVD. Em

relagdo as outras varidveis alguns conceitos devem ser revistos.

Ao analisar o valor das funcdes limitadoras que foram utilizadas pelo TVD e as equagdes
de erro de polui¢do demonstrou-se a insercao de erros em alguns volumes. Nessa anélise ficou
claro que em volumes especificos os erros resultantes do uso de CDS, quando a fun¢ado limitadora

assume valores unitdrios (Tabela 12), se propagam a montante podendo ser uma das causas da
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oscilacdo do TVD. Porém, essas oscilacdes sdo impedidas de se propagarem a montante para
todo o campo de solugdes, pois existe um volume que usa funcdo limitadora de valor zero para

face leste, onde os erros sdo inseridos apenas por volumes a montante.

E clara a exigéncia de um niimero maior de iteracdes e menores valores de parametro de

relaxagdo por parte do TVD em relagdo ao UDS nos casos uni e bidimensionais.

Os campos bidimensionais de nimero de Mach sugerem a existéncia de uma onda de
choque obliqua para UDS e mais de uma para TVD. Porém, foi constatado que existe apenas

uma onda de choque, sendo as outras resultados ndo fisicos de oscilagdes numéricas.

Assim como no caso unidimensional, o uso de TVD provocou oscilagdes. O UDS, por

sua vez, apresentou um comportamento mais estavel.
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5 CONCLUSAO

Foram empregadas todas as fung¢des propostas para Burgers e elas apresentaram o
comportamento desejado. MER pode ser aplicado e reduziu significativamente o erro, apesar do

comportamento do erro ficar um pouco distante do esperado em alguns casos.

Nao foi possivel utilizar CDS, ENO1, e ENO2 para as equagdes de Euler. Verificou-se,
no caso de ENOI, que a escolha de esténceis com volumes a jusante provocava o aparecimento
de oscilagdes e estas contribuiam para a divergéncia da solucio. Por ndo ter funcionado o ENOI,
o ENO2 nao chegou a ser implementado. Ainda relativo as aproximag¢des ENO, Shu (1997)
sugere o uso de um fluxo mondétono, dentre eles o de Lax-Friedrichs. Porém, nas metodologias
de Patankar (1980) e Versteeg e Malalasekera (2007), que sdo as bases deste estudo, nao se
observa tal fluxo. Em razdo disto, sugere-se que faltem alguns conceitos para aplicar ENO a este

tipo de problema.

Com essas ultimas consideracdes e os resultados apresentados destacam-se as principais

contribui¢des do trabalho:

e foram apresentadas as metodologias de reconstruc¢do e sele¢do de esténceis do ENO e estas

foram empregadas com sucesso para o caso de Burgers;

e foi demonstrado que o UDS possui vantagens sobre o TVD na presenca de ondas de

choque;

e foram apresentadas trés formas de se obter a posicdao da onda de choque e uma delas
(DDV) apresentou comportamento mais adequado. Porém, mais andlises sdo necessdrias

para melhorar seu desempenho com MER;

e demonstrou-se que uma das causas da oscilacdo do TVD provém do uso de CDS, pela
prépria aproximacao, em um determinado volume e estas oscilagdes nao sdo propagadas a

montante, para todo o campo, devido a um bloqueio feito em um volume especifico;

e 0s codigos utilizados para resolver os escoamentos (Mach 1D e Mach 2D, para as equagdes
de Euler) e as solugdes apresentadas foram devidamente verificados para UDS. No caso

do TVD, os comportamentos oscilatérios das ordens ndo permitem tal afirmagao;

e notou-se que a fungdo limitadora SUPERBEE para Euler 1D provocou instabilidades e

estas puderam ser evitadas com o uso de MIN-MOD;

e foi mostrado que existe apenas uma onda de choque obliqua no escoamento bidimensional,

sendo as outras oscilacdes nao fisicas provocadas pelo TVD;
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foi validado o modelo utilizado nas solu¢des numéricas de Euler 2D para o bocal estudado

com escoamento de ar;

Para trabalhos futuros sao propostas as seguintes sugestoes:

estudar métodos que apliquem com sucesso ENO para as equacdes de Euler para identificar

conceitos que serdo uteis para aplicacdo do mesmo na metodologia utilizada neste trabalho;
melhorar o desempenho da obtencao da posi¢do do choque com MER;

testar outras funcdes limitadoras TVD e verificar se o padrdo de comportamento oscilatério

se repete;

aplicar esta metodologia na captura de ondas de choque para casos mais elaborados como

escoamentos transientes e ViSCOSOS;

utilizar técnicas, como Multigrid, para reduzir o tempo de simulagdo.
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APENDICE A - CODIGO PARA OBTENCAO DAS CONSTANTES c,; EM MAPLE®

restart;
# Entrada
J:=0;
k:=2;
r:=-1;
a:=i+1/2:
b:=i-r+q-1/2:
c:=i-r+m-1/2:
d:=i-r+l1-1/2:
# Calculo
som1:=0:
for m from j+1 to k do

# Primeiro somatorio

som?2:=0:

for 1 from O to k do

# Segundo somatorio
if 1<>m then
prodl:=1:
for q from O to k do
# Primeiro produtdrio
if (q<> m and q<>1) then
prod1:=prod1*(x[a]-x[b])

fi;
# Fim primeiro produtdrio
od;
som2:=som2+prodl:
fi;
# Fim segundo somatorio
od;
prod2:=1:
for 1 from O to k do
# Segundo produtério
if I<>m then
prod2:=prod2/(x[c]-x[d]):
fi;
# Fim segundo produtério
od;

soml:=som1+som2*prod2:
# Fim primeiro somatdrio
od;
c[r,j]:=som1*Deltax[i-r+j];
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APENDICE B — OBTENGCAO DA POSICAO DA ONDA DE CHOQUE NORMAL

Tendo em mente que o choque € tratado como descontinuidade, uma estratégia interes-
sante para identifica-lo € localizar a posicdo de maior gradiente. Neste trabalho serd tratado
apenas o caso unidimensional na identificagdao da posi¢dao do choque do escoamento, ou seja,
para identificar o local de maior gradiente basta derivar a fun¢do que descreve uma propriedade
do escoamento e achar seu maximo. Primeiro obtém-se a posicdo numérica do choque. Como os
dados a serem analisados sdo numéricos, um algoritmo para identificacdo do maior gradiente
numérico foi utilizado, descrito na sequéncia. Dos campos disponiveis optou-se pelo nimero de
Mach.

1 Calcular para todos os volumes reais a derivada numérica

2 Identificar qual ponto possui o0 maior valor absoluto da derivada

Como o local de maior gradiente numérico se trata de uma varidvel que tem sua posi¢ao
e valor alterados conforme a malha € refinada, torna-se necessario um tratamento dos dados
numéricos, conforme Martins (2013). Neste trabalho serdo utilizadas interpolacdo através de

DDV e aproximagdo por séries de Fourier.

Com a posicao da onda de choque definida numericamente através do maior gradi-
ente numérico, resta utilizar as duas ferramentas citadas anteriormente para obter funcdes que
representem a regido do choque. Outro meio de encontrar o maior gradiente em um caso uni-
dimensional € derivar duas vezes em relacdo a direcdo coordenada e achar a raiz da equagao
resultante. Martins (2013) sugere o uso de um polindmio de grau 10. Por isso, tal procedi-
mento foi adotado. No caso de Fourier determinou-se a quantidade maxima de pontos a jusante

disponivel e usou-se esta a montante, incluindo o ponto de maior gradiente numérico.

O procedimento de obten¢do do polindmio interpolador foi aquele presente em Chapra
e Canale (2008) através das diferencas divididas e equacdes apresentadas na Se¢do 2.2.1. De
acordo com as Eq. 2.36 a 2.39 € necessdrio avaliar as constantes ay, a, € b, através de integrais
para utilizar a aproximagdo por série de Fourier. Como se tratam de dados numéricos, um meio
para avalia-los € utilizar integragdo numérica através da Regra do Trapézio, por exemplo. Outro
aspecto importante € a quantidade de pontos de integracao necessdria para avaliar a série de
Fourier. Testes realizados indicam que a quantidade de pontos de integracdo 6tima para este

caso ¢ metade do maximo de pontos numéricos disponiveis. Deve-se notar que as constantes
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sdo funcdes da quantidade de pontos de integracdo. O algoritmo utilizado para obtencao das
constantes € apresentado a seguir.

1 Calcular a constante ay com a Regra do Trapézio
2 Para jde 1 até np

a Multiplicar os valores numéricos por cos(jnx/lr) e sin(jnx/lr) e armazenar em
vetores diferentes

b Calcular as constates a, e b,, através dos vetores, para cada j com a Regra do
Trapézio

Com o polindmio e a série definidos basta derivéd-los duas vezes e encontrar a raiz com
o método de Newton-Raphson para obter o ponto de maior gradiente. Os resultados gerados
pela interpolacdo e aproximacao sdo apresentados nas Fig. B.1 e B.2 para as malhas mais finas,

14336 volumes, da configuracao 1 e aproximagao UDS.

3 T T T

T T T T
Solugdo numérica ——

Solugéo polinomial —+—
Posi¢do numérica u

Numero de Mach

0 002 0.04 0.06 008 01 012 014 0.18 0.18 02

Figura B.1 — Resultado do uso de DDV no campo do niimero de Mach para malha mais fina,
Euler 1D, configuragdo 1 e aproximacao UDS.

Apesar de ser considerada uma descontinuidade, a solu¢do numérica na regido do choque
¢é suavizada, sendo possivel representd-la através de um polindmio. Nota-se que a precisiao
utilizada na obten¢do do polindmio € elevada para evitar erros de arredondamento. A seguir,
nas Fig. B.3 a B.5, s@o apresentadas as posicdes obtidas para cada malha do caso Euler 1D,

configuracdo 1 e aproximacdo UDS nos trés tipos de abordagem: Numérica, DDV e Fourier.
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T T,
Solugéo numérica —+—
Posicdo numérica [ ]
Aproximacgo por Fourier —+—

25 -

Numero de Mach
o
T

05

~———

0 I 1 I I I I 1 I I
0 0.02 0.04 0.06 0.08 01 012 0.14 0.16 0.18 02

X

Figura B.2 — Resultado do uso de Fourier no campo do nimero de Mach para a malha mais fina,
Euler 1D, configuragdo 1 e aproximacao UDS.

18— e e e —— ' o
? 5 Malha 1

Malha 2
Malha 3 |L
Malha 4
Malha 5
Malha 6
Malha 7
Malha 8
Malha 9 |f
Analitica

>
1
* 5 OX AL D>DONR

Numero de Mach

I I I
0,1434 0,1440 0,1446
Distancia [m]
Figura B.3 — Posi¢des obtidas utilizando a abordagem numérica para Euler 1D, configuragao 1

e aproximagao UDS.

Destaca-se que as posi¢Oes obtidas através da abordagem numérica oscilam a jusante
e a montante da solucdo analitica, enquanto que isto ocorre de modo reduzido para Fourier
e € ausente no caso de DDV. Essas oscilagdes irdo impactar de forma negativa nas andlises
envolvendo estas varidveis (MARTINS, 2013).
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Malha 1 | | g
Malha 2 | ‘ %
Malha 3 | j
Malha 4 | ‘ v
Malha5 | : i
Malha 6 | A
Malha 7
Malha 8
Malha 9 |o

Analitica | 3 3
1,5 - e

1,6 -

* S5 OXAIL D>PONR

Numero de Mach

T T T T T
0,1434 0,1436 0,1438
Distancia [m]

Figura B.4 — Posi¢des obtidas utilizando a abordagem DDV para Euler 1D, configuracdo 1 e
aproximacgdo UDS.

L . . : L

' Malha 1
Malha 2
Malha 3
Malha 4
Malha 5
Malha 6 ||
Malha 7
Malha 8 |[
Malha 9
Analitica

> O m

2,4 | OO OTRP RO ............................

5 O X A& J

Numero de Mach

| ! I ! I
0,144 0,148 0,152
Distancia [m]

Figura B.5 — Posicdes obtidas utilizando a abordagem Fourier para Euler 1D, configuracdo 1 e
aproximac¢ao UDS.
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APENDICE C — OBTENCAO DA FORMA ALTERNATIVA DA EQUACAO DE
CONSERVACAO DA ENERGIA TERMICA

Primeiramente € necessdrio partir de uma equacao de conservacao para a energia ade-
quada para o uso de métodos numéricos, ou seja, conservativa. Destaca-se que o termo con-
servativa neste contexto esta relacionado aos aspectos numéricos sem implicar com os fisicos.
Entdo, foi selecionada a forma integral da conservacao da energia apresentada na Eq. C.1 e
componentes nas Eq. C.2 e C.3 (HIRSCH, 1988).

ﬁprd(V+56(pVH—kVT—T-V)dA:f(pﬂ-V+qH)d(v (C.1)
ot Jy A P
2
E = - 2
e+ > (C.2)
2
H:h+"7 (C.3)

Nas equacgdes anteriores, ¢t € o tempo, E € a energia interna total, H € a entalpia de
estagnacdo, k € a condutividade térmica, T € o tensor tensdo, f, é o vetor de forgas externas, gy €
o termo fonte de calor, e € a energia interna especifica e & a entalpia especifica. Negligenciando
as tensoes de cisalhamento (7 - V), conducdo (kVT) e adigdo calor (gy), forcas externas (of, - V)
e os termos temporais (regime permanente) chega-se a equacdo de Euler para a energia sem
termos fontes e em regime permanente (a partir daqui forma alternativa da equacado da energia,

apenas), expressa na Eq. C.4.

56 pVHAA =0 (C.4)
A

Com a forma alternativa da equagao da energia definida necessita-se avalid-la para o tipo
de escoamento que se pretende resolver, neste caso: quase unidimensional. Entdao usa-se a Fig.
C.la para avaliar a forma alternativa da equa¢@o da energia e obter uma representacdo genérica
para o caso quase unidimensional, Eq. C.5. Apés isso, avalia-se este resultado para um volume

de controle infinitesimal, através da Fig. C.1b, o resultado € apresentado na Eq. C.6.

SEPVHCZA = pousHrAy — pru  H\Ay (C.5)
A

P2 HyAy — prui HiAy = (p + dp)(u + du)(H + dH)(A + dA) — puHA (C.6)
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AT
Uy \// U, i s
I i !
Al iA(x) Az u : : u+du
H, i H, A 1 A+dA
P, ; 0, Ho! : H+dH
P 1 p+dp
1 1
: i
i e
SR
1 2 X
(a) Genérico (b) Infinitesimal

Figura C.1 — Volumes de controle.

Expandindo a Eq. C.6 e negligenciando os termos que contenham produto de diferenciais

resulta a Eq. C.7, nota-se que é possivel utilizar a regra da cadeia para verificar a igualdade.

AHudp + AHpdu + ApudH + HpudA = d(puHA) (C.7)

Agora, dividindo o resultado por dx resulta a forma alternativa da equacio da energia na

forma diferencial para um escoamento quase unidimensional, apresentada na Eq. C.8.
d
—(puHA) =0 (C.8)
dx

Para obter a forma alternativa da equacdo de conservacio da energia térmica utiliza-se a

Eq. C.3 e a hip6tese de um gés caloricamente perfeito (Eq. C.9), que resulta a Eq. C.10.
h=cpT (C.9)

d d u?
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APENDICE D - DADOS NUMERICOS DOS ERROS E ORDENS

Neste sdo apresentados os dados numéricos dos erros e ordens para as equagdes de Euler
2D, Tab. D.1, Burgers, Tab. D.2 a D.4 e Euler 1D, Tab. D.5 a D.14

Tabela D.1 — Mddulo dos erros numéricos e ordens aparentes e efetivas

para Euler 2D.
Tamanho  Moddulo dos erros numéricos  Ordens aparentes  Ordens efetivas
do Coeficiente de descarga
volume [m] UDS TVD UDS TVD UDS TVD

7,71-107%  9,38.1072 5,01-1072 - - - -
3,85-107%  6,07-1072 1,68 - 1072 - - 0,63 1,57
1,93-10%  3,25-1072 7,94 - 107 0,22 1,07 0,90 4,40
9,64-10* 1,76-1072 6,24 - 107 0,91 6,56 0,89 0,35
6,42-10*  1,19-1072 4,63-1074 0,76 -0,90 0,97 0,74
4,82-107*  8,90-107° 4,27-107* 0,92 3,21 0,99 0,28
3,21-10*  5,95-1073 3,08-107* 0,99 -2,39 0,99 0,80
2,41-107*  4,41-1073 2,93-1074 0,88 4,80 1,04 0,17
1,61-107*  2,85-1073 2,90- 10 0,96 5,35 1,08 0,03
1,20-10*  2,08-1073 2,77 -107* 1,03 -4,94 1,10 0,16

Nota: - Nao aplicavel.

Tabela D.2 — Mdédulo dos erros numéricos sem MER para Burgers.

Tamanho do Velocidade média [m/s]
volume [m] UDS CDS TVD ENOL1 ENO2

1,00-107"  1,98-1072 5,25-1072 2,68-102 2,52-103 1,16-1072
5,00-102  1,54-102 1,09-102 1,09-102 5,69-103 2,96-1073
2,50-1072  9,41-107 2,61-103 2,61-1073 4,20-103 7,06-107*
1,25-1072  5,23-1073  6,44-107* 6,44-10™* 2,49-1073 1,67 -107*
6,25-102 2,76-107 1,60-10™* 1,60-10™* 1,35-107% 4,03-107°
3,13-107%  1,42-1073 4,01-10° 4,01-107° 7,02-10™* 9,86-107°
1,56-102 7,20-107* 1,00-1075 1,00-107> 3,58-10~* 2,44-10°°
7,81-10%  3,63-107* 2,51-10° 2,51-10° 1,81-10* 6,05-1077
3,91-107%  1,82-10* 6,26-107 6,26-107 9,09-107° 1,51-1077
1,95-10% 9,12-10° 1,57-107 1,57-107 4,56-107 3,77-10°%




Tabela D.3 — Médulo dos erros numéricos com MER para Burgers.

Tamanho do

Velocidade média [m/s]

volume [1m] UDS CDS TVD ENOI ENO2
1,00- 107! - - - - -

500-102  1,10-102 2,92-103 5,62-103 8,87-103 9,19-107
2,50-102  8,72-10*% 1,79-1075 5,51-10% 6,39-10* 6,48-107
1,25-102  1,66-10% 4,80-10% 8,99-10° 6,77-10°  3,67-10°°
6,25-103  7,56-10° 2,20-1071° 3,56-10%  1,99-10° 5,65-107°
3,13-10  1,52-107  3,23-107"% 3,49-10""" 6,79-1071© 3,09-107°
1,56-107  2,22-10° 2,19-107% 6,46-10"'5 3,62-107'0 5,41-107"
7,81-10%  1,76-10"""  5,40-10"5 6,19-10715 3,63-10712 1,14-107'2
3,91-10% 2,08-1073 1,13-107® 1,61-107 1,89-10712 3,54.107'2
1,95-10* 5,06-1074 1,18-10"1® 8,00-107® 57710712 1,48.107!1

Nota: - Nao aplicéavel.

Tabela D.4 — Ordens efetivas e aparentes para Burgers.

Tamanho do Ordens efetivas Ordens aparentes

volume [n] UDS CDS TVD ENOl1 ENO2 UDS CDS TVD ENOlI ENO2
1,00-107! - - - - - - - - - -
5,00-1072 036 226 130 -1,18 1,97 - - - - -
2,50-1072 0,71 2,07 2,07 044 2,07 -045 232 094 * 1,93
1,25-1072 085 2,02 202 075 2,08 052 2,08 208 -0,19 2,06
6,25-107% 092 2,00 200 088 205 0,76 2,02 2,02 059 2,08
3,13-10° 096 2,00 200 094 2,03 088 2,01 201 0,81 2,06
1,56-102% 098 2,00 200 097 2,02 094 2,00 200 091 2,04
7,81-10% 0,99 2,00 2,00 099 2,01 0,97 2,00 2,00 096 2,02
3,91-10% 099 2,00 2,00 099 2,00 098 2,00 2,00 098 2,01
1,95-107* 1,00 2,00 2,00 1,00 2,00 099 2,00 200 099 2,01

Nota: - Nao aplicavel.
Nota: * Valor invalido.
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Tabela D.5 — Mddulo dos erros numéricos sem MER para Euler 1D, configuracio 1.

Tamanho UDS TVD

do Mac}h na POSI}Q?}O DDV Fourier Coeficiente Mac}h na Pos1,ga.10 DDV Fourier Coeficiente
volume [m] saida numérica de descarga saida numérica de descarga
3,30-1073  2,43-1072 1,41-107° 6,46-10* 1,72-102 9,10-1072 2,80-10"* 1,41-107 2,40-107° 2,82-107% 1,05-1073
1,65-107° 1,32-1072 5,95-10* 5,10-107* 4,04-107* 4,93-1072 1,87-10* 5,95-10* 1,19-1073 8,89-103 6,96-107*
8,26-107* 7,18-107 1,89-107* 2,24-10™* 2,12-10* 2,70-1072 5,68-107 1,89-107* 5,47-10* 2,14-103 2,34-107*
4,13-10*% 3,79-10% 1,38-10 9,35-10° 9,58-10 1,43-10% 3,85-107 1,38-10° 2,14-10* 3,18-10% 1,65-107*
2,07-107* 1,93-107° 8,77-10 4,49-10° 4,74-107° 7,29-1073 1,72-10 8,77-10> ,45-10™* 2,91-107 8,34-107
1,03-10% 9,69-10™* 3,70-107> 2,49-107 2,56-107 3,66-107 5,44-10° 3,70-10> 7,15-10° 3,52-107* 3,85-107
5,16-10°  4,83-10* 1,16-10 1,39-107 1,42-107° 1,84-10% 2,56-1077 1,16-10 3,48-10° 1,35-10* 1,68-107°
2,58-10 2,39-10* 1,10-10® 7,66-10° 7,95-10°° 9,19-107* 2,81-107% 2,43.10 1,45-10> 1,70-10> 7,09-107¢
1,29-10°  1,17-107* 5,25-10° 4,69-10°% 4,77-10% 4,60-107* 3,91-10° 5,25-10° 1,01-107 3,14-107 2,93-10°°

Tabela D.6 — Mddulo dos erros numéricos com MER para Euler 1D, configuracao

Tamanho UDS TVD

do Mac}h na P0$1/<;a‘10 DDV Fourier Coeficiente Mac/h na P051/ge'10 DDV Fourier Coeficiente
volume [m] saida numérica de descarga saida numérica de descarga
3,30-1073 - - - - - -
1,65-10° 1,96-107° 2,17-10* 3,73-107* 9,13-10™* 7,63-107 9,46-10 2,17-10* 3,00-107 4,60-1072 3,43-107*
8,26-107* 9,53-107* 2,17-107* 2,07-10* 3,29-10* 3,65-107 4,32-10* 2,17-10* 1,15-10* 2,15-102 1,67-1073
4,13-10*  6,55-10° 2,17-10* 3,20-10°% 8,46-10° 4,25-10° 1,46-10™* 2,17-10* 1,27-10* 8,13-1073 5,37-107*
2,07-107* 5,29-10° 4,43-10%* 1,35-10° 1,73-107° 1,84-107* 6,06-107% 4,43-10* 1,98-10"* 1,20-107 4,09-107
1,03-107* 1,42-10 1,95-10* 7,21-10°% 4,69-10% 3,62-10° 6,99-10° 1,95-10* 7,51-107 7,20-1073 8,84-107°
5,16-10 2,73-10° 1,40-10> 9,78-1077 1,51-10°% 7,41-10°% 5,53-107° 1,40-107 8,92-10° 3,40-103 3,26-10°
2,58-10° 4,29-10°° 1,57-10° 5,05-107 1,18-10°° 1,48-10°% 5,02-10% 7,15-10° 9,37-10° 2,95-10* 1,31-10°°
1,29-10°  4,63-10° 3,00-10> 2,17-10° 1,62-10°° 1,61-107 4,80-10° 5,71-10° 1,45-107 2,35-107* 4,85-1077

Nota: - Nao aplicavel.
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Tabela D.7 — Mdédulo dos erros numéricos sem MER para Euler 1D, configuragdo 2.

Tamanho UDS TVD

do Mac/h na P051/gz.10 DDV Fourier Coeficiente Mac)h na P051/92.10 DDV Fourier Coeficiente
volume [m] saida numérica de descarga saida numérica de descarga
3,30-1073 -1072 1,23-10% 1,33-10* 8,53-107° 9,24-102 1,64-10* 1,23-102% 1,70-107* 2,32-103 6,31-107*
1,65-107° 1072 4,15-10%  2,68-107° 2,24-107° 4,96-1072 5,32-107° 4,15-107* 8,45-10* 6,86-10° 1,81-107*
8,26 107 21073 9,35-107% 3,59-10 4,31-10° 2,69-1072 8,89-107 9,35-10°% 2,15-107* 2,93-10* 3,50-107*
4,13-107* 21073 1,94-107%  4,93-107° 4,14-10° 1,41-102 4,58-107 2,12-107* 1,38-10™* 2,16-10* 1,89-107*
2,07 107 21073 9,21-10° 2,50-107° 2,06-10° 7,17-107* 1,87-107 1,11-107* 5,90-10° 6,87-10* 8,74-107°
1,03-107* -107* 41410 1,05-107 8,49-10° 3,60-10% 5,61-107% 4,14-107 3,29-10° 4,32-10° 3,87-107°
5,16-107° -10* 1,60-10> 3,78-10° 2,94-10°% 1,80-10 3,35-1077 1,60-10> 1,03-10° 1,50-107 1,66-1073
2,58-107° -107* 3,33-107° 6,94-1077 4,15-1077 9,01-10* 2,93-10°° 3,33-107% 1,32-10° 6,93-1077 6,90-107°
1,29-1073 -107* 3,01-107% 4,68-1077 5,90-1077 4,51-107* 4,02-10°% 3,01-107% 6,49-107° 8,03-10° 2,83-107°

Tabela D.8 — Mddulo dos erros numéricos com MER para Euler 1D, configuracao 2.

Tamanho UDS TVD

do Mac,h na P031,<;2.10 DDV Fourier Coeficiente Mac}h na P031/§a.10 DDV Fourier Coeficiente
volume [m] saida numérica de descarga saida numérica de descarga
3,30 1073 - - - - - - -
1,65-1073 <1073 3,97-10* 1,86-10* 4,06-10° 6,91-107* 2,71-107* 3,97-107* 1,07-10 1,14-107%> 9,93-10~*
8,26 10~ -107* 3,97-10* 1,94-10* 9,87-10° 3,21-10% 3,98-10"* 3,97-107* 5,48-107* 1,22-102 1,50-1073
4,13-107* <107 3,97-107* 3,04-107 2,21-107 6,41-10° 1,41-10* 8,40-10~* 3,28-10* 3,02-1073 5,08-107*
2,07 - 107 2107 2,63-107*  3,41-10 2,28-10° 1,75-10* 5,63-10°% 3,14-107* 1,11-107* 2,51-107° 3,88.107°
1,03-107* 1075 3,47-10° 7,16-1077 1,80-107° 2,64-10° 6,92-10° 2,82-10* 1,85-10* 2,59-10° 8,00-10°°
5,16-1073 -10°%  1,25-10° 2,10-10° 1,77-10° 7,26-10° 5,63-10°% 1,74-107* 1,21-107* 8,71-10* 3,21-107°
2,58-1073 2107 9,24.10% 2,15-10° 1,91-10° 1,04-10° 5,11-10°% 1,82-10° 5,06-10° 1,03-10* 1,24-107°
1,29-107° <107 9,35-10°% 1,14-10° 1,27-10° 1,38-1077 4,90-10°% 1,13-10° 1,20-107 2,24-10 4,65-1077

Nota: - Nao aplicavel.
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Tabela D.9 — Mdédulo dos erros numéricos sem MER para Euler 1D, configuragdo 3.

Tamanho UDS TVD
do Mac/h na P051/92.10 DDV Fourier Coeficiente Mac/h na P051/92.10 DDV Fourier Coeficiente
volume [m] saida numérica de descarga saida numérica de descarga

1,00-1072 1,83-102 2,70-1073 2,77-10% 5,11-1072 9,41-102 7,38-10~* 2,70-103 6,07-10* 1,95-1073 3,73-1073
5,00-103 9,34-103 4,80-10% 3,65-10% 3,69-103 4,80-102 2,61-10> 1,95-10* 2,31-103 1,40-10° 1,17-107*
2,50-103 4,75-1073 3,55-103 2,48-1073 2,55-103 2,44-1072 5,21-107° 1,05-103% 1,76-107 1,07-10%2 1,90-10~*
1,25-1073 2,40-103 1,68-103 1,47-1073 1,49-103 1,23-102 1,31-10° 4,30-10* 8,91-10* 3,17-103 6,63-107°
6,25-10* 1,21-103 7,42-10* 8,05-10* 8,09 -10* 6,18-103 3,72-10° 1,17-10* 4,27-10* 2,33-1073 1,88-107°
3,13-10%  6,04-107% 2,73-107% 4,21-10™* 4,27-10* 3,10-1073 9,86-1077 2,73-10™* 2,04-10~* 2,21-10* 4,99.10°°
1,56-10% 3,03-10% 1,95-10* 2,26-10* 2,27-107* 1,55-103 2,53-1077 3,91-10° 1,19-10* 6,91-10* 1,28-107°
7,81-105 1,51-10* 1,56-107* 1,22-107* 1,24-10* 7,76-10* 6,39-10% 7,81-105 6,88-10° 7,33-107° 3,24-1077
3,91-10° 7,57-10° 5,8-10> 7,16-107° 7,20-10> 3,88-10"* 1,61-10% 1,95-107° 4,16-10° 4,49-10* 8,14-1078

Tabela D.10 — M6dulo dos erros numéricos com MER para Euler 1D, configuragdo 3.

Tamanho UDS TVD
do Mac’h na Pos1/ge.10 DDV Fourier Coeficiente Mac}h na Pos1/ga.10 DDV Fourier Coeficiente
volume [m] saida numérica de descarga saida numérica de descarga
1,00-1072 - - - - - - - - -

5,00-107°  4,00-10* 1,23-1072 4,53-107 4,37-1072 1,81-103 7,90-10* 2,30-103 4,01-1073 2,80-10° 3,96-1073
2,50-103  6,91-1075 1,03-103 2,33-10* 1,65-102 3,96-10* 1,59-10* 2,30-103 2,90-10* 2,83-10° 9,70-107*
1,25-103  3,71-10% 1,03-1073 1,74-107* 2,24-1073 1,36-10° 4,65-1075 1,50-103 4,80-10* 9,70-10"! 4,97-.107°
6,25-10* 1,13-107 1,28-107° 2,23-10% 1,76-10* 2,57-107 1,36-10° 1,90-10 2,31-10> 1,45-10"' 5,34.10°°
3,13-107%  2,78-10° 2,09-10* 1,60-107 6,00-10° 3,94-10° 1,83-10° 8,38-10* 8,38-10° 5,13-103 1,46-1077
1,56-10* 6,85-10""" 3.38.10* 3,64-10° 2,50-107° 1,83-107° 1,16-1077 7,11-10* 7,00-10 4,79-1073 2,34-1078
7,81-107° 3,14-10°% 7,73.107° 8,20-10°° 1,64-10° 4,56-10°° 2,71-10° 4,27-10* 2,82-107 3,18-102 5,99.107°
3,91-1075 1,87-107"% 1,49-10* 2,53-1075 2,09-107° 4,64-1073 5,98-10""" 1,99.10* 1,42-10°5 4,52-10™* 1,27-107!!

Nota: - Nao aplicavel.
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Tabela D.11 — Mdédulo dos erros numéricos sem MER para Euler 1D, configuracio 4.

Tamanho UDS TVD
do Mac/h na P051/92.10 DDV Fourier Coeficiente Mac/h na P051/92.10 DDV Fourier Coeficiente
volume [m] saida numérica de descarga saida numérica de descarga

1,00-1072 1,86-102 1,56-10* 1,65-10° 3,63-10 9,37-1072 8,81-107* 1,56-10* 1,16-103 3,26-1073 4,43.1073
5,00-103  9,40-1073 2,34-103 2,60-1073 2,95-103 4,74-1072 2,60-10° 2,34-103 1,79-1073 1,45-10% 1,43-10™*
2,50-1073 4,75-107% 1,09-103% 1,76-103 1,77-103 2,39-102 2,15-1075 1,09-103 1,14-10% 1,80-102 1,05-10*
1,25-1073 2,39-10°3 4,69-10* 1,01-1073 1,04-10° 1,21-1072 8,75-10° 4,69-10%* 6,00-10* 3,13-1073 4,33-107°
6,25-107% 1,20-1073 7,81-10™* 5,48-10~* 5,57-10* 6,05-103 2,57-10° 1,56-10~* 3,21-10* 2,30-1073 1,28-107°
3,13-100*  6,02-107% 3,13-10% 2,83-10* 2,86-10* 3,03-1073 6,87-1077 0 8,37-1075 1,15-10™% 3,42.107°
1,56-10* 3,01-10* 7,81-10> 1,33-10* 1,37-10* 1,52-103 1,77-1077 7,81-105 3,63-105 6,97-105 8,81-1077
7,81-10° 1,51-10* 3,91-10> 6,15-10° 6,30-10° 7,58-10% 4,50-10"% 3,91-105 3,06-107° 3,81-107° 2,24-1077
3,91-107° 7,53-107° 1,95-107° 2,53-10> 2,58-10° 3,79-10* 1,13-10® 1,95-10> 1,23-10° 1,36-107° 5,63-10°%

Tabela D.12 — Médulo dos erros numéricos com MER para Euler 1D, configuragdo 4.

Tamanho UDS TVD
do Mac’h na Pos1/ge.10 DDV Fourier Coeficiente Mac}h na Pos1/ga.10 DDV Fourier Coeficiente
volume [m] saida numérica de descarga saida numérica de descarga
1,00-1072 - - - - - - - - - -

5,00-107%  2,48-107* 4,84-107% 3,54-107 2,27-107 1,02-107 8,29-10* 4,84-107 2,41-10° 2,58-10% 4,15-107°
2,50-10% 5,54-10° 1,82-107 4,86-10° 2,03-10° 3,28-107* 1,84-10* 1,82-10 1,53-10* 2,00-10%2 9,12-107*
1,25-1073  3,01-10° 8,18-107° 2,70-10 2,47-10"* 8,81-10° 6,00-10° 8,18-107° 7,21-10° 4,80-1072 3,26-107°
6,25-107* 1,01-1077 1,86-1073 3,76-107 5,12-10° 1,16-1077 4,65-1077 1,72-10%* 6,24-10° 1,67-1072 2,51-107°
3,13-10*  3,04-10° 1,14-1073 1,63-10 2,50-10° 2,70-10° 3,45-10% 1,56-10* 2,88-10"* 2,48-1073 1,68-107’
1,56-107* 5,36-107'""  4,99.107° 3,46-10° 2,69-10° 6,36-107'"" 1,97-107° 3,76-10* 1,13-107* 2,03-1073 9,01-1071°
7,81-10° 3,55-107" 1,01-107* 1,02-107% 5,95-10® 9,58-107'* 1,46-107'" 4,20-10* 1,80-10* 8,06-10> 7,35-1071°
3,91-10° 1,08-107'* 2,01-107 1,27-10° 1,24-10° 1,80-107" 1,09-1072 1,57-10* 9,36-10° 1,22-10* 3,69-107"2

Nota: - Nao aplicavel.
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Tabela D.13 — Ordens aparentes e efetivas para Euler 1D e configuracdes 1 e 2.

Ordem aparente Ordem efetiva
Tamanho Coeficiente de descarga Mach na saida Coeficiente de descarga Mach na saida
do Configuragdo 1  Configuracio 2 Config. I Config. 2 Configuracio 1 Configuragdo 2 Config. 1 Config. 2

volume [n] UDS TVD UDS TVD UDS UDS ubsS TVvD UDS TVD UDS UDS
3,30-1073 - - - - - - - - - - - -
1,65-1073 - - - - - - 0,88 0,59 0,90 * 0,89 0,90
8,26-107* 090 -1,40 0091 * 0,91 0,91 0,87 * 0,88 * 0,87 0,89
4,13-107* 0,81 * 0,83 * 0,82 0,83 0,92 0,51 0,93 0,89 0,92 0,93
2,07-10* 0,87 022 0,89 0,67 0,87 0,89 0,97 0,98 0,98 1,11 0,97 0,98
1,03-107* 0,94 0,85 0,95 1,06 0,94 0,96 0,99 1,11 0,99 1,17 1,00 1,00
5,16-107 0,99 1,05 0,99 1,13 0,99 0,99 1,00 1,19 1,00 1,23 1,00 1,01
2,58-107 1,00 1,16 1,00 1,20 1,00 1,00 1,00 1,25 1,00 1,26 1,01 1,01
1,29-107° 1,00 1,23 1,00 1,25 1,00 1,00 1,00 1,28 1,00 1,29 1,03 1,03

Nota: - Nao aplicavel.
Nota: * Valor invélido.

Tabela D.14 — Ordens aparentes e efetivas para Euler 1D e configuracdes 3 e 4.

Ordem aparente Ordem efetiva
Tamanho Coeficiente de descarga Mach na saida Coeficiente de descarga Mach na saida
do Configuragdo 3 Configuracio 4 Configuragdo 3 Configuracio 4 Configuragdo 3  Configuracio 4 Configuragdo 3  Configuracio 4
volume [m] UDS TVD UDS TvD UDS TvD UDS TvD UDS TvD UDS TvD UDS TVD UDS TVD
1.00- 1072 - - - - - - - - - - - - - - - -
5.00- 1072 0.97 * 0,98 4,9 0,97 * 0,98 5,08

2,50-107% 0,97 5,72 0,98 4,11 0,96 4,88 0,98 4,17 098 -0,70 098 * 098 -1,00 098 *

1,25-107% 0,97 * 0,98 * 0,97 * 0,98 * 0,99 1,52 0,99 1,28 0,99 1,99 0,99 1,30
6,25-10* 0,98 1,39 0,99 1,02 0,98 2,05 0,99 1,04 0,99 1,82 0,99 1,76 0,99 1,82 0,99 1,77
3,13-10* 0,99 1,78 0,99 1,71 0,99 1,78 0,99 1,71 1,00 1,92 1,00 1,90 1,00 1,92 1,00 1,90
1,56-107* 0,99 1,90 1,00 1,88 0,99 1,90 1,00 1,88 1,00 1,96 1,00 1,95 1,00 1,96 1,00 1,96
7,81-107 1,00 1,96 1,00 1,95 1,00 1,96 1,00 1,95 1,00 1,98 1,00 1,98 1,00 1,98 1,00 1,98
3,91-10 1,00 1,98 1,00 1,97 1,00 1,98 1,00 1,97 1,00 1,99 1,00 1,99 1,00 1,99 1,00 1,99

Nota: - Nao aplicavel.
Nota: * Valor invalido.
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