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RESUMO

A Complexidade Parametrizada é uma maneira de analisar a complexidade computa-
cional de um problema computacional. Nesta dissertacao damos uma Introducao a Com-
plexidade Computacional Parametrizada com atencao aos problemas computacionais em

grafos, concluindo com uma aplicacao ao Problema da Clique Méxima.

Palavras-chave: Complexidade Parametrizada, Complexidade Computacional, Pro-

blema da Clique Maxima.
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ABSTRACT

The Parameterized Complexity is a form of analizing the computational complexity of
a computacional problem. In this dissertation we give a Introduction to Computational
Parameterized Complexity with atention to computational problems in graphs, concluding

with an aplication to Maximum Clique Problem.

Key-words: Parameterized Complexity, Computational Complexity, Maximum Clique

Problem.



CAPITULO 1

INTRODUCAO

O objetivo deste texto é apresentar uma introducao a Complexidade Computacio-
nal Parametrizada em portugués contendo uma aplicacao ao problema computacional da
Clique Maxima. Para a leitura do texto assumimos alguma familiaridade em Complexi-
dade Computacional como descrita em [Garey and Johnson(1979)] e assumimos também

alguma familiaridade nos conceitos de Teoria de Grafos.

A Complexidade Parametrizada é uma maneira de analisar um problema computacio-
nal com relacao a entrada e com relagao a um pedago destacado da entrada. Este pedaco

destacado é chamado de parametro do problema computacional.

Um dos objetivos ao destacar um parametro na analise de um problema computacional
¢ identificar quanto o parametro é responsavel pela dificuldade em resolver o problema

computacional.

Quando um problema computacional é resolvido por um algoritmo, sua resolucao pode
ser usada em outro problema computacional ligeiramente diferente. Dai é bastante tutil
conhecer quais problemas computacionais sao ligeiramente diferentes de quais outros pro-
blemas computacionais. De modo informal o termo redutivel pode ser empregado quando
um problema computacional é ligeiramente diferente de um outro problema computacio-

nal, dizendo-se que um problema é redutivel ao outro problema.

E de grande importancia conhecer a complexidade computacional dos problemas com-
putacionais e também ¢é de grande importancia conhecer quais problemas computacionais

sdo redutiveis uns aos outros.

Ao tomar dois problemas computacionais redutiveis entre si nao hé garantia de que
os parametros de ambos sejam ligeiramente diferentes entre si. Por isso adicionar nas

reducoes entre problemas computacionais a exigéncia dos parametros de ambos serem
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ligeiramente diferentes é um refinamento com relacao a sequer considerar os parametros

envolvidos.

As reducgoes entre problemas computacionais que consideram os parametros envolvidos
também geram colegoes de problemas computacionais, onde os problemas computacionais
de uma colecao sao redutiveis entre si. Informalmente, essas colecoes sao chamadas de

classes de complexidade computacional.

As reducoes de maior interesse neste texto sao aquelas que preservam os parametros dos
respectivos problemas computacionais. Tudo isto serd formalmente definido e claramente

exemplificado nos demais capitulos.
A principal referéncia é o livro [Downey and Fellows(1999)].

Os teoremas deste texto contendo uma prova completa sao aqueles cuja demonstracao
seja esclarecedora para uma introducao a Complexidade Computacional Parametrizada.
Por esse mesmo motivo alguns teoremas contem apenas a estrutura da prova. Ainda,
alguns teoremas tem apenas seu enunciado pois sua demonstracao ou estrutura estao

além de uma introducao a Complexidade Computacional Parametrizada.
O texto esta estruturado da seguinte maneira.

No Capitulo [2] damos as defini¢oes necessérias para grafos, circuitos, problemas com-
putacionais, linguagens, parametros e problemas parametrizados. As definigoes sao ilus-

tradas com exemplos e figuras para facilitar seu entendimento.

No Capitulo [3| definimos as reducoes entre problemas computacionais e definimos as
reducoes que levam os parametros em consideragao, fazendo comparacoes com algumas

reducoes hé muito conhecidas.

No Capitulo |4| definimos os problemas computacionais relacionados as férmulas da
Teoria da Logica Proposicional, estudando as reducoes entre eles e para outros problemas
computacionais. Também aqui fazemos comparacoes com algumas redugoes ha muito

conhecidas.

No Capitulo 5| definimos circuitos e alguns problemas computacionais envolvendo cir-

cuitos, estudando algumas reducoes entre eles e para outros problemas ja definidos.
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No Capitulo [6] definimos a classe dos problemas tratéveis por parametro fixo. Apre-
sentamos analises de problemas computacionais levando em consideragao seus parametros

e também mostramos alguns métodos para classificar problemas computacionais.

No Capitulo 7] definimos quasi-ordem, quasi-boa-ordem e o Teorema de Robertson e
Seymour. Também vemos algumas relagoes do Projeto “Graph Minors” de Robertson e

Seymour com a classe dos problemas trataveis por parametro fixo.

No Capitulo 8 definimos as classes de complexidade W{t] e vemos em detalhes a classe
W (1], que é tida como andloga a classe de problemas N'P-Completos. Ainda neste capitulo

apresentamos algumas relagoes entre as classes W[t].

No Capitulo [0 fazemos uma aplicagdo de Complexidade Parametriza ao problema
da clique méaxima, mostrando a andlise de alguns algoritmos recentes com relacao aos

parametros envolvidos.



CAPITULO 2

DEFINICOES

Apresentamos neste capitulo as defini¢oes necessarias em relagao aos problemas com-
putacionais, as linguagens e aos parametros. Em relagao a Teoria de Grafos acompanha-

mos o livro [Bondy and Murty(2008)], copiando aqui algumas definigoes essenciais.

2.1 Grafos

Um grafo G é um par ordenado (V(G), E(G)), onde V(G) é um conjunto finito de
vértices ¢ F(G) é um conjunto finito de arestas. Um grafo G = (V(G), E(G)) é um grafo

simples se nao contém arestas paralelas nem lacos.

Uma cobertura por vértices em um grafo simples G é um conjunto de vértices V' C
V(G) que intercepta todas as arestas. Um conjunto independente em G é um conjunto
de vértices V' C V(G) que ndo contém arestas, isto é, onde para todo u,v € V' tem-se
{u,v} & E(G).

Uma clique em um grafo simples G é um conjunto de vértices V' C V(G) tal que G[V’]

é um grafo completo.

Um conjunto dominante em um grafo simples G é um conjunto de vértices V' C V(G)

onde cada vértice v de V(G) ou v pertence a V' ou v é vizinho de algum vértice V.

1 > 1 ) 1 ) 1 )
Qvél 2§4 2§4 254
3 3 3 3

Figura 2.1: Cobertura por vértices, clique, conjunto independente e conjunto dominante
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Na Figura [2.1] o grafo da esquerda tem os vértices 2 e 4 destacados onde o conjunto
V' = {2,4} é uma cobertura por vértices. No segundo grafo da Figura o conjunto
V' ={2,3,4} é a clique mdxima. O conjunto V' = {1, 3,5} do terceiro grafo da Figura [2.1]
é um conjunto independente e o conjunto V' = {2,5} no grafo da direita é um conjunto

dominante.
No interesse de simplificar a leitura escrevemos G = (V, E) para significar o grafo

G = (V(G), E(G)). Também simplificaremos para V' e E para respectivamente significar

V(G) e E(G) sempre que ficar claro no contexto.

2.2 Problemas Computacionais

Um problema computacional IT é uma tripla I = (D, R,%¢) onde D é o conjunto
chamado de conjunto de instancias de II, R é o conjunto chamado de conjunto de respostas
de Il e v C D x R é uma relacao que associa cada instancia I € D a um conjunto R; C R

de repostas da instancia 1.

Um problema de decisao é um problema computacional onde cada uma de suas
instancias admite exatamente uma dentre duas possiveis respostas. Nos problemas de

decis@o II = (D, R, 1) deste texto o conjunto R de respostas é R = {1,0}.

COB é o problema de decisao COB = (D, R, ) da cobertura por vértices, onde D, R

e ¢ seguem conforme a descri¢ao abaixo.

e As instancias em D sao pares (G, k) onde G é um grafo simples e k£ um inteiro,
e O conjunto R de respostas é R = {1,0} e

e (G, k) =1 se e somente se G tem uma cobertura por vértices de tamanho k.

IND é o problema de decisao IND = (D, R,v) do conjunto independente, onde as
instancias em D sao pares (G, k), G sendo um grafo simples e £ um inteiro, o conjunto
R de respostas é R = {1,0} e ¥(G,k) = 1 se e somente se o grafo G tem um conjunto

independente de tamanho k.
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CLIQUE é o problema de decisao da clique semelhantemente a COB e IND, com

(G, k) =1 se e somente se o grafo simples G tem uma clique de tamanho k.

Consideremos o problema de decisao II = (D, R,%). O conjunto Yj é o subconjunto

Y1 C D das instancias de II tal que ¢(I) = 1 se e somente se I € Y.

As instancias positivas (do inglés yes-instances) de um problema de decisao II =

(D, R, 1) sao os elementos do conjunto Y.
Assim o conjunto Y1 é o conjunto das instancias positivas do problema II.

Para exemplo de instancias positivas consideremos o grafo G = (V(G), E(G)) da
Figura 2.1] onde com V' = {1,2,3,4,5} e E = {{1,2},{2,3},{2,4},{3,4},{4,5}}. O
grafo G tem cobertura por vértices de tamanho 2 e tem conjunto independente de tamanho
3. Assim, (G, 2) é uma instancia positiva de COB e (G, 3) é uma instancia positiva de
IND. Entretanto (G,4) nao é uma instancia positiva de IND, pois nenhum conjunto de 4

vértices é conjunto independente em G.

Daqui em diante consideraremos os problemas sempre sendo problemas computacio-

nais de decisao, exceto quando explicito de outra forma.

2.3 Linguagem

As definigoes de esquema de representacao, codificacao, modelo de computacao, P e

NP-Completo sao as mesmas do texto de |Garey and Johnson(1979)].

Um alfabeto ¥ é um conjunto finito nao vazio. Uma palavra sobre o alfabeto > é uma
sequéncia finita de elementos desse alfabeto. O conjunto de todas as palavras sobre X é

>*. Uma linguagem L é um subconjunto de »*.

Existe uma correspondéncia natural entre problemas de decisao e linguagens sobre um
alfabeto X, a saber, ao problema de decisao II corresponde a linguagem L formada pelas

codificacoes das instancias positivas Y.



2.4 Parametro e problema parametrizado

Um parametro para um problema computacional II = (D, R,v) é qualquer coisa
calculada a partir das instancias I € D em tempo polinomial. Este limite para calcular
o parametro sera relaxado no Capitulo [6] entretanto um dos objetivos ao destacar um
parametro é identificar quanto o parametro é responsavel pela dificuldade em resolver o
problema computacional, dai calcular o parametro precisa ser inferior em dificuldade do

que resolver o problema a ele associado.

Como um parametro é qualquer coisa calculada a partir I € D, entao dado um pro-
blema computacional podemos adotar um parametro em meio a uma variedade de possi-

bilidades.

Consideremos o problema de decisao COB da cobertura por vértices anteriormente
definido. Cada instancia I € D estd na forma (G, k). Um parametro para COB com

instancia (G, k) pode ser k, chamado de “parametro natural” do problema.

Outro parametro para COB pode ser o niimero de arestas do grafo (G, pois podemos
calcular o nimero de arestas de G em tempo polinomial. Do mesmo modo parametros
para COB podem ser o ntimero de vértices de GG, o grau maximo de G, o grau minimo de

(G ou outra coisa calculada a partir da instancia em tempo polinomial.
O parametro para COB também poderia ser um subgrafo ou uma estrutura algébrica.

Neste texto os parametros estarao restritos aos numeros inteiros nao negativos, ou
seja, daqui em diante o parametro adotado sempre serda um numero inteiro nao negativo,

exceto quando explicito de outra forma.

Definicao 2.1. Um problema parametrizado é o par composto de problema Il e parametro.

Para cada instancia x € D do problema II, seja y o parametro calculado a partir
de z. Seja P = {U,ep (z,y)}. Dai P é um subconjunto de II x N. Pela Definigao
temos que P é um problema parametrizado. O par ordenado (z,y) € P é chamado de
instancia do problema parametrizado P, a instancia € D (instancia de IT) é chamada

de parte principal do problema parametrizado P e o inteiro y é chamado de parametro.



Representamos P do seguinte modo.

PROBLEMA PARAMETRIZADO P A PARTIR DE II

Instancia:  Um elemento z de D e um inteiro positivo .
Parametro: O valor y calculado a partir de x em tempo polinomial.

Pergunta: A instancia x é uma instancia positiva de I1?7

A Complexidade Parametrizada é uma maneira de analisar e classificar os problemas
parametrizados. Para cada possivel parametro de um problema computacional temos um
problema parametrizado e para cada problema parametrizado temos uma anélise de sua

complexidade computacional.

Abaixo damos alguns exemplos de problemas parametrizados relacionados ao problema
de cobertura por vértices.

COBERTURA POR VERTICES

Instdncia:  Um grafo G e um inteiro positivo k.
Parametro: O inteiro positivo k.

Pergunta: G tem uma cobertura por vértices de tamanho k7

COBERTURA POR VERTICES [

Instancia:  Um grafo G, um inteiro positivo k e o niimero n de vértices.
Pardmetro: O nimero n de vértices de G.

Pergunta: G tem uma cobertura por vértices de tamanho k7

COBERTURA POR VERTICES II

Instancia:  Um grafo G, um inteiro positivo k e o grau minimo 9.
Pardmetro: O grau minimo § de G.

Pergunta: G tem uma cobertura por vértices de tamanho k7

Na introducao deste texto colocamos como um dos objetivos ao usar parametros na
analise o de identificar e expressar quanto o parametro é responsavel pela complexidade
computacional do problema. Este objetivo é perdido nos casos onde o parametro torna-se

tao grande quanto a parte principal. Com isso em mente consideremos o problema abaixo.



CONJUNTO INDEPENDENTE PLANAR

Instancia:  Um grafo planar GG e um inteiro positivo k.
Parametro: O inteiro positivo k.

Pergunta: G tem um conjunto independente de tamanho k?

Uma andlise em palavras simplistas seria: neste caso k é tao grande que mais atrapalha

na analise do que ajuda.
Vejamos informalmente uma analise deste problema parametrizado.

Seja G um grafo planar e k£ um inteiro positivo para uma instancia de CONJUNTO
INDEPENDENTE PLANAR. Como G é um grafo planar, entao podemos usar o famoso
teorema das quatro cores, que garante que um grafo planar pode ter os vértices coloridos
com quatro cores de maneira que vértices de mesma cor formam um conjunto independente
no grafo. Se k < [n/4] basta colorir o grafo em quatro cores e verificar o tamanho do
conjunto de vértices de cada cor. Se k > [n/4] entdo n < 4k. Neste caso expressar uma

analise em relacao a n e a k ao invés de em relacao a n nao apresenta vantagens pois

n < 4k.

Este modo de escolher o parametro também ocorre com o seguinte problema.

COBERTURA POR VERTICES II1

Instdncia:  Um grafo G e um inteiro positivo k.
Parametro: A quantidade m de arestas de G.

Pergunta: G tem uma cobertura por vértices de tamanho k7

Encontrar a cobertura por vértices é encontrar o conjunto onde “vértices cobrem
arestas”, ou seja, ja estd relacionado com as arestas. Dai tomar o parametro como a
quantidade m de arestas nao ajuda a identificar quanto o parametro é responsavel pela

complexidade computacional do problema.
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2.5 Instancia positiva em um problema parametrizado

A instancia (x,y) € P é uma instancia positiva do problema parametrizado P C 11 x N
se e somente se a parte principal x é uma instancia positiva para o problema de decisao

IT e 0 parametro y tem o mesmo valor do que o calculado a partir da parte principal x.
Denotamos por Yp o conjunto das instancias positivas do problema parametrizado P.
Se P CII x N, entao Yp C Y7 x N.

Vejamos alguns exemplos nos quais temos algumas instancias positivas para os pro-
blemas parametrizados COBERTURA POR VERTICES, COBERTURA POR VERTICES I e
COBERTURA POR VERTICES II definidos anteriormente. Seja G o grafo representado na
Figura G tem 6 vértices, grau minimo 2 e com coberturas por vértices de tamanhos

4,5 ¢ 0.

V2 V4

U1 Ve

U3 Us

Figura 2.2: Um grafo simples

e ((G,4),4) é uma instancia positiva para a COBERTURA POR VERTICES.

e ((G,4),6) é uma instancia positiva para a COBERTURA POR VERTICES .

((G,4),2) é uma instancia positiva para a COBERTURA POR VERTICES II.

((G,5),5) e ((G,6),6) sdo instancias positivas para a COBERTURA POR VERTICES.

((G,4),6) nao é uma instancia positiva para a COBERTURA POR VERTICES, pois
embora (G, 4) seja instancia positiva para COB o valor 6 em ((G,4),6) nao é o valor

do parametro para COBERTURA POR VERTICES.

e ((G,4),2) nao é uma instancia positiva para a COBERTURA POR VERTICES I porque
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o parametro na COBERTURA POR VERTICES I é o nimero de vértices do grafo

enquanto G tem 6 vértices e nao 2.

e ((G,4),4) nao é uma instancia positiva para a COBERTURA POR VERTICES I pois

o parametro na COBERTURA POR VERTICES II é o grau minimo, mas G tem ¢ = 2.

Para simplificar a leitura e sem perda de generalidade denotaremos por (G, k) uma

instancia ((G, k), k) sempre que ficar claro no contexto.

2.6 Linguagem parametrizada

Uma linguagem parametrizada L é um subconjunto de ¥* x N.

Do mesmo modo que na correspondéncia natural entre problemas de decisao II e lin-
guagens L temos a correspondéncia natural entre problemas parametrizados e linguagens
parametrizadas, a saber, ao problema parametrizado P C Il x N corresponde a lingua-
gem parametrizada L formada pelas codificacoes das instancias positivas Yp do problema

parametrizado P.
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CAPITULO 3

REDUCOES ENTRE PROBLEMAS COMPUTACIONAIS

Neste capitulo descrevemos as redugoes parametrizadas entre problemas parametriza-
dos. Continuamos usando letras com fontes em maitusculas para representar problemas
computacionais de decisao, como COB visto anteriormente, e usando letras com fonte
diferenciada como COBERTURA POR VERTICES para representar problemas parametriza-

dos.

A nocao de reducao entre problemas computacionais é uma ideia comum detras dos
resultados de completude. Para um modelo apropriado de computagao, uma redugao
de um problema P para um problema P’ é um método que computa P a partir de P’
neste modelo. Assim, as redugoes permitem que os problemas possam ser parcialmente

ordenados em termos de sua complexidade computacional.

Uma funcao f é limitada polinomialmente se e somente se f é uma transformagao

polinomial como em |Garey and Johnson(1979)].

Uma redugao de P para P’ é uma fungao f: X* — X* limitada polinomialmente tal
que z € P se e somente se f(z) € P', para todo z € ¥*. Estas redugdes tem grande
importancia principalmente pelo fato a seguir relacionado a classe de problemas P, classe

definida em |Garey and Johnson(1979)].

Teorema 3.1. Sejam P, e P, dois problemas tal que existe uma reducao de Py para Ps.

Se Py € P entao P, € P, ou seja, se P, ¢ P entao Py ¢ P.

Dois problemas, P e P’, sao tidos de mesma complexidade computacional do ponto de

vista de uma dada reducao se e somente se existe uma redugao de P para P’ e vice-versa.

Sejam IIy = (Dy, Ry,v¢n) e Iy = (Da, Ry, 1) problemas de decisdo. Uma redugao
de II; para Il; é uma funcao f: D; — D, limitada polinomialmente tal que para todo

I € Dy, I €Y, seesomente se f(I) € Yr,.
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Se existe uma fungao f nessas condigoes para a redugao de II; para Il entao dizemos

que II; é redutivel a Il; e escrevemos

H1 X HQ.

Consideremos os problemas de decisao COB e IND definidos anteriormente, os quais

sao relacionados respectivamente a cobertura por vértices e ao conjunto independente.

Teorema 3.2. COB ¢ redutivel a IND, ou seja, COB o IND.

Demonstragao. Seja (G, k) uma instancia de COB.

E necessdrio e suficiente uma funcao f com f(G,k) = (G, k') tal que G tem uma
cobertura por vértices de tamanho k se e somente se G’ tem um conjunto independente

de tamanho k', com a funcao f sendo limitada polinomialmente.

Vale lembrar da teoria de grafos onde um grafo G com n vértices tem uma cobertura
por vértices de tamanho k se e somente se o grafo G tem um conjunto independente de

tamanho n — k.

Dai precisamos saber o valor n de vértices em G, o que calculamos em tempo polino-

mial. Fazemos G’ = G e k' = n — k também em tempo polinomial.

Portanto construimos (G', k'), tal que (G, k) € Yoop se e somente se (G', k') € Yinp.

]

Como o raciocinio da reducao dada na demonstracao é reversivel, temos

Corolario 3.3. IND ¢ redutivel a COB, ou seja, IND x COB.

Assim COB e IND tem a mesma complexidade computacional, ja que IND é redutivel

a COB e COB é redutivel a IND.
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3.1 Reducoes entre problemas parametrizados

A diferenga da reducao entre problemas computacionais para a redugao entre pro-
blemas parametrizados é a adicional exigéncia de que o parametro do segundo problema
parametrizado ser limitado por uma transformacao do parametro do primeiro. Mais for-

malmente temos,

Definicao 3.4. Sejam P e P’ problemas parametrizados. P € redutivel a P por uma
reducdao parametrizada se existe uma funcdo g limitada polinomialmente e se existe uma
fungao f: P — P' com f(x,k) = (g(z, k), h(k)) = (2, k') tal que para todo (x,k) € P,

(x,k) € Yp se e somente se f(z,k) € Ypr.

Vale comentar algumas das caracteristicas da Definigao [3.4] acima quando existe f e

A funcdo f mapeia instancias positivas de P em instancias positivas de P'. E se

f(z, k) é uma instancia positiva em P’ entdo (z, k) é instancia positiva em P.

e A funcao g, que leva (z,k) em 2’ com g(x, k) = 2/, é limitada polinomialmente. Pela

defini¢ao usual para a notagao O temos que g é O(|z|), para ¢ > 0.

e Para computar 2’ a fun¢do g pode usar a instancia (z, k), pois o dominio da fungao

g ¢ o mesmo que o da funcao f.

e Para computar k' a funcdo h nao pode usar o termo x da instancia (x, k), pois na
defini¢ao consta f(z, k) = (g(x, k), h(k)). Dai a fungao h depende apenas de k e é

independente de x, ou seja, o dominio de h é o conjunto dos parametros de P.
e A funcao h nao é necessariamente limitada polinomialmente.

e A complexidade da reducao de P a P’ por uma reducao parametrizada é de tempo
O(g(z, k)h(k)), com g sendo limitada polinomialmente. Ou seja, a complexidade da

redugao de P a P’ é de tempo O(|x|°h(k)) para ¢ > 0.
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Se o problema parametrizado P é redutivel ao problema parametrizado P’ por uma

redugao parametrizada, entao escrevemos

P<,,P.

Se P <,, P'e P' <,,, P dizemos que P e P’ tem a mesma complexidade parametrizada

e entao escrevemos

3.2 Exemplos de reducoes entre problemas parametrizados

Vejamos uma reducao parametrizada entre os seguintes problemas parametrizados.

CLIQUE

Instdncia:  Um grafo G = (V, E) e um inteiro positivo k.
Parametro: O inteiro positivo k.

Pergunta: G tem uma clique de tamanho k7

CONJUNTO INDEPENDENTE

Instancia:  Um grafo G = (V, E) e um inteiro positivo k.
Parametro: O inteiro positivo k.

Pergunta: G tem um conjunto independente de tamanho k7

Teorema 3.5. CLIQUE <,, CONJUNTO INDEPENDENTE ¢ CONJUNTO INDEPENDENTE

<,p CLIQUE, ou seja, CLIQUE = CONJUNTO INDEPENDENTE.

Prova-se o Teorema observando que uma instancia (x, k) de um dos problemas
parametrizados é redutivel a uma instancia (2/,%’) do outro problema pelos seguintes

fatos.

e Um grafo G tem clique de tamanho k se e somente se o grafo complementar de GG
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tem conjunto independente de tamanho k. O parametro k' depende apenas de k

(neste caso é idéntico a k).

e Computamos 2’ em tempo O(|z|?) pois 2/ é o grafo complementar computado a
partir de (z,k). Portanto obtemos (2/,k") em tempo h(k).O(|z|?) e h depende

apenas de k.

A reducao acima é bastante conhecida tanto quanto a reducao do problema da cober-
tura por vértices para o problema do conjunto independente exibida na demonstracao do
Teorema 3.2 Na reducao COB o< IND do Teorema foi tomada uma instancia (G, k)

para COB e transformada na instancia (G, k" = n — k) de IND.

A conhecida reducao CLIQUE o< IND foi usada na redugao CLIQUE <,,, CONJUNTO
INDEPENDENTE do Teorema Mas isto nao ocorre com a reducao COB oc IND do
Teorema |3.2 pois neste caso k' depende do nimero de vértices sendo k' = n — k e

portanto k' nao depende apenas de k.

Vejamos isto de modo mais claro. A reducao parametrizada da Definigao apresenta
uma instancia (x, k) sendo transformada na instancia (z/, k') tal que é necessério o valor
k' ser computado apenas a partir de k. J& no Teorema [3.2] o valor £’ nio foi computado
apenas a partir de k, pois foi necessario saber o numero de vértices n calculado a partir
do grafo GG para computar £/ = n — k e dai £’ ficou dependente também de x da instancia
(x, k).

Portanto a redugao do Teorema nao é uma redugao parametrizada.

Sao relativamente poucas as reducgoes bastante conhecidas e que também sao reducgoes

parametrizadas.

Para outro exemplo de redugao parametrizada consideremos o seguinte problema.

CLIQUE POR ARESTAS

Instdncia:  Um grafo G = (V, E) e um inteiro positivo k.
Parametro: O inteiro positivo k.

Pergunta:  Existe M C FE, tal que |M| =k e G[M] é um grafo completo?
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Teorema 3.6. CLIQUE <,,, CLIQUE POR ARESTAS e CLIQUE POR ARESTAS <,,, CLIQUE,

ou seja, CLIQUE = CLIQUE POR ARESTAS.

Demonstracao. Se G = (V, E) é um grafo e k é um inteiro positivo de modo que (G, k)
¢ uma instancia positiva de CLIQUE, entao (G, k(k — 1)/2) é uma instancia positiva de
CLIQUE POR ARESTAS.

Reciprocamente, consideremos uma instancia (G, k) de CLIQUE POR ARESTAS. Se
(G, k) é uma instancia positiva de CLIQUE POR ARESTAS entdo existe M C FE, com

|M| =k, tal que G[M] é um grafo completo. Existem também k" e k" inteiros tais que

(K —1)(K —2)/2<k<KF-1)/2=Fk"

Como G[M] é um grafo completo entao k = k”. Dai o conjunto S de vértices de G[M]
tem tamanho k' e G[S] é um grafo completo. Portanto (G, k') é uma instancia positiva

de CLIQUE.

]

Nos demais capitulos apresentamos outras reducoes parametrizadas e faremos com-

paracoes entre elas e redugoes bastante conhecidas.

3.3 Outras formas de reducoes entre problemas parametrizados

A reducao parametrizada da Definicao ¢ uma das formas de reducao dada em
[Downey and Fellows(1999)], onde sao apresentadas outras trés formas de redugoes bus-
cando andlises e reducoes ainda mais refinadas. As outras formas de redugao demandam

defini¢oes que nao cabem neste texto introdutorio.

A reducao parametrizada da Definicao [3.4] é também chamada de reducao parametri-

zada padrao.
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CAPITULO 4

FORMULAS

Neste capitulo definimos férmulas da Teoria da Légica Proposicional e alguns pro-
blemas computacionais relacionados a elas. Iniciamos com as defini¢bes necessarias para
férmulas e valoragoes de formulas. Em seguida definimos alguns problemas computacio-

nais relacionados a féormulas e examinamos algumas reducoes entre eles.

Dado um conjunto finito V' de varidveis, o conjunto dos literais de V' é o conjunto
L(V) = Upev{v,—w}. Aos literais v € V chamados de literais positivos e aos literais
{-wv: v €V} chamamos de literais negativos. As férmulas sobre V' sao definidas como

segue.

e (Cada literal é uma férmula,

e Se I, Fy, ..., F, sao formulas, entao Fi Ay A. .. A F, é uma férmula que chamamos

de conjuncao e Fy V Fy V...V F,, é uma férmula que chamamos de disjungao.

Seja V um conjunto de varidaveis. Uma valoracao de V' é uma fungao 7: V" — {0, 1}.
O peso de uma valoracao 7 é a quantidade de 1’s atribuidos as varidveis, ou seja, é a

quantidade de elementos v € V tais que 7(v) = 1.

Sejam V' um conjunto de varidveis, F' uma férmula e 7 uma valoracao de V. Definimos

a satisfatibilidade de F' a partir da valoragao 7 e estendendo 7 do seguinte modo.
o 7(F)=min(T(F1),7(Fy),...,7(Fy)) se F=Fi NFy A... N\ Fj,
o 7(F)=max(r(Fy),7(F2),...,7(Fy))se F=FVF,V...VFye
o 7(—F)=1—-171(F).

Uma valoragao 7 satisfaz uma férmula F' se e somente se 7(F') = 1. Neste caso dizemos

que F é satisfeita por 7 ou dizemos que F' é satisfativel.
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Uma férmula é mondtona se ela nao contém negagoes. Uma férmula é antimondtona
se ela nao contém negacoes exceto para os literais que sao todos negativos.

Consideremos a conjungao F' = Fi AFy A...AF, e adisjungao F' = F1V Fy, V...V Fy,
onde cada F; é uma férmula ou um literal. Usaremos os simbolos A e \/ respectivamente
para escrever F' na forma F'= A,_, _F;e F'naforma F"' =\,_, F.

Para exemplificar o uso da notacao /\ consideremos as féormulas F’ = (z1 V x2) A
(kg Vx3) A (3 V1) e F" = (21 V) A (22 V a3) A (23 V x4) A (24 V 21). Fazemos
Fi =2 Vag, Fy = x9Vas, F3 =13V eassim F' = Fy A Fy A F3, 0 que escrevemos como
sendo I' = A,_, ,4Fi. Fazendo de modo similar para F” e a escrevemos como sendo
P = /\i:l,...,4 .

Informalmente, uma férmula é t-normalizada se ela estd na forma de conjuncao-de-
disjungoes-de-conjuncoes- . .. de-literais com t alternancias.

Seja n um inteiro positivo e seja F' uma férmula. F' estd em nCNF se F' estd em
forma normal conjuntiva F' = Fy A Fo A... A Fs e cada F; é uma disjungao de no maximo
n literais, para ¢ = 1,...,s. F estd em nDNF se F' estd em forma normal disjuntiva

F=FVFV.. VF;ecada F; ¢ uma conjungao de no maximo n literais, parat =1,...,s.
Uma féormula F' é 1-normalizada se F' estd em nCNF ou em nDNF.

Uma férmula F' é t-normalizada se F' é uma conjungao de férmulas (t—1)-normalizadas

ou se F' é uma disjuncao de férmulas (¢t — 1)-normalizadas.

Um exemplo de féormula 2-normalizada é uma férmula em CNF e um exemplo de

3-normalizada é uma conjuncao de disjuncoes de conjuncoes de literais.

4.1 Os problemas SAT e 3SAT

Consideremos os problemas computacionais SAT e 3SAT como definidos abaixo.

SAT
Instancia: Uma férmula F' em CNF.
Resposta: Ha uma valoracao que satisfaz F'7
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3SAT
Instancia: Uma férmula F' em 3CNF.
Resposta: Ha uma valoracao que satisfaz F'7

O teorema abaixo consta em [Garey and Johnson(1979)] e é bastante conhecido.

Teorema 4.1. SAT ¢ redutivel a 3SAT, ou seja, SAT x 3SAT.

A demonstragdo completa consta em |Garey and Johnson(1979)]. Uma parte impor-
tante para provar o Teorema [4.1] acima é tomar uma féormula C' como instancia de SAT
e construir uma férmula C” para instancia de 3SAT, tal que C é satisfativel se e somente

se C'" é satisfativel.

Nessa construcao de C” a partir de C, para cada clausula ¢c; = 2,V 2 V...V 2, de C
com m > 3 literais faz-se uma colecao de m — 2 clausulas com 3 literais cada para compor
C’, introduzindo-se UJ/- = {y;'»: 1<i<m-— 3} com m — 3 variaveis novas.

Consideremos os seguintes problemas parametrizados SAT e 3SAT, os quais tomamos
parametros nos problemas computacionais SAT e 3SAT do seguinte modo.

SAT

Instancia:  Uma férmula F' em CNF e um inteiro positivo k.

Parametro: O inteiro positivo k.

Pergunta:  H& valoragao de peso k que satisfaz 7
3SAT
Instancia:  Uma férmula F' em 3CNF e um inteiro positivo k.

Pardmetro: O inteiro positivo k.

Pergunta:  H& valoragao de peso k que satisfaz F'?

Usando a reducao do Teorema para tentar provar se SAT <,, 3SAT, percebe-se
que os parametros nao sao redutiveis entre si. Suponha que a formula C' da demonstracao
do Teorema tenha uma valoracao de peso k que a satisfaz, tal que exatamente uma
variavel u, na clausula C; seja verdadeira. Dai, para C' ser satisfativel é necessario fazer

) . . ~ .
com que yjl, e ,yf sejam todas verdadeiras. Portanto, o peso da valoragao que satisfaz
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C’ nao depende apenas do parametro k da valoragao de C, mas depende de p e dai depende
do tamanho das cldusulas de C.
Como vimos na Defini¢ao[3.4] o parametro de 3SAT deve depender apenas do parametro
de SAT para que SAT <,, 3SAT. Disto e dos argumentos acima nao podemos usar a
reducao do Teorema para fazer com que SAT <,, 3SAT.
Nao ¢ conhecido se SAT <,,, 3SAT por alguma reducao parametrizada e conjectura-se

em [Downey and Fellows(1999)] que nao existe uma tal reducao parametrizada.

4.2 Reducoes parametrizadas

Vejamos alguns exemplos de reducgoes parametrizadas com relagao a alguns problemas

computacionais envolvendo férmulas.

Para n > 2 inteiro consideremos o problema parametrizado nSAT como a restrigao do
problema SAT com férmulas em nCNF. Para n = 2 temos o problema 2SAT.

2SAT

Instancia:  Uma férmula F' em 2CNF e um inteiro positivo k.
Parametro: O inteiro positivo k.

Pergunta:  H& valoragao de peso k que satisfaz F'?

Sejam os problemas parametrizados SAT-M e SAT-ANTIM as restrigoes do problema
SAT ao considerar, respectivamente, apenas férmulas em CNF mondtonas e antimondtonas.
Sejam 2SAT-M e 2SAT-ANTIM as restri¢oes respectivamente de SAT-M e SAT-ANTIM

ao considerar apenas formulas em 2CNF.

No teorema abaixo nao apresentamos a reciproca pois o raciocinio da reducao ¢é re-
versivel, o que também ocorre em outros teoremas nos quais é necessario a reciproca e ela

nao for apresentada.

Teorema 4.2. COBERTURA POR VERTICES = 2SAT-M, via reducdo parametrizada.

Demonstracao. Para demonstrar o teorema precisamos apresentar uma redugao para-

metrizada de COBERTURA POR VERTICES para o problema 2SAT-M e também uma
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reducao parametrizada do problema 2SAT-M para a COBERTURA POR VERTICES, ou
seja, é necessério provar que COBERTURA POR VERTICES <,, 2SAT-M e também que

25AT-M <,, COBERTURA POR VERTICES.

Seja (G, k) uma instancia de COBERTURA POR VERTICES. Vamos construir uma
instancia (F, k") de 2SAT-M tal que o grafo G tem cobertura por vértices de tamanho k

se e somente se a férmula F' tem uma valoracao de peso k'.

Para cada vértice do grafo G criamos uma variavel para a férmula F. Para cada
aresta {u,v} do grafo criamos uma cldusula (u V v). Dal, das cldusulas criadas a partir
das arestas do grafo temos F' = (uVv) A... A (v Vo). Para uma aresta {u,v} o vértice
u ou o vértice v devem fazer parte de uma cobertura por vértices, equivalentemente na
clausula (u V v) a variavel u ou a varidvel v precisa ser verdadeira para a clausula ser
satisfeita. Temos assim k' = k e construimos F' em tempo polinomial, portanto é uma
redugao parametrizada. Como o raciocinio na redugao acima é reversivel entao temos o

teorema.

]

Consideremos o problema parametrizado de programacao inteira binaria PIB do se-

guinte modo.

PIB

Instancia:  Uma matriz bindria A, um vetor bindrio b e um inteiro positivo k.
Parametro: O inteiro positivo k.
Pergunta:  H4 solugdo bindria x de peso k para A.x > b7 (sendo o peso de z

a quantidade de 1’s em z.)

No caso do exemplo abaixo a reducao é uma reducao parametrizada e vem de uma

observagao que consta na redugao em [Karp(1972)].

Teorema 4.3. SAT-M = PIB, via redu¢ao parametrizada.

Demonstracao. Sejam I' = Cy A ... A Cp, uma férmula mondétona em CNF, x4, ..., z,, as

variaveis de F' e k um inteiro positivo. Seja A a matriz {a;;:i=1,...,p,j=1,...,m}
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com a;; = 1 se x; estd presente na cldusula Cj, e a;; = 0 caso contrario. Seja b o vetor
com 1 na j-ésima posicao para j =1,...,p.

Afirmamos que A.x > b tem uma solucdo de peso k se e somente se F tem uma

valoracao de peso k que a satisfaca.

Seja x = (ay, ..., a,) uma solugdo de A.x > b com peso k. Seja S = {i: a; é o i-ésimo
indice de x e a; = 1}. Dali, |S| = k j4 que = tem peso k. Como x é uma solugao, entao
qualquer linha da matriz A ao multiplicar por x tem resultado maior ou igual a 1. Seja
ls = (as1,Gs2,...,0sm,m) a linha s da matriz A. Assim, existe p € S tal que o p-ésimo
indice de ¢ 1 e ay), também ¢ 1. Dali, pela reducao, tem-se que a varidvel x, estd na
clausula Cy. Portanto, atribuindo-se verdadeiro a x, satisfaz a clausula Cs. Como toda
linha s de A tem um indice p com valor 1 tal que o p-ésimo indice de = é 1, entao tem-se

uma valoracao de peso k que satisfaz F.

De outro modo, tendo-se uma valoracao de peso k que satisfaz F', temos que exata-
mente k varidveis de xi,...,x,, sdo satisfeitas. Fazendo-se um vetor z = (ai,...,ay)
tendo valor 1 em a; se a variavel z; foi satisfeita e valor 0 caso contrario, tem-se que
o peso de x é k. Dal, pela reducao, a linha p de A multiplicada por x tem resultado
maior ou igual a 1, uma vez que na linha p ha valores 1 que representam a pertinéncia de
varidveis na cldusula C), e como F' foi teve uma valoracao de peso k que a satisfez entao a
clausula C), também teve. Dai, hd j na linha p de A com valor 1 que refere-se a varidvel
x; satisfeita de C, e no vetor x o indice j tem valor 1 pela construcao de z. O que vale

para toda linha de A. Portanto ha solucao de peso k para A.x > b

Vale notar que k' = k e que a transformacao da férmula para a matriz é feita em
tempo polinomial, portanto a reducao é uma reducao parametrizada. Como o raciocinio

na reducgao acima é reversivel entao temos o teorema. O
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CAPITULO 5

CIRCUITOS

Neste capitulo definimos os circuitos progredindo para os problemas parametrizados
a partir de circuitos. Usaremos circuitos para definir varios problemas parametrizados
como também para reducoes entre problemas parametrizados envolvendo circuitos, grafos

e férmulas.

Seja G um grafo direcionado G' = (V, E). Sejam u, v vértices de G e seja (u,v) uma

aresta de G.

Dizemos que a aresta (u,v) sai do vértice u chega no vértice v. O grau de entrada
(de saida) do vértice v de V(G) é a quantidade de vértices que chegam em (que saem de)
v. Denotamos por d,(v) e dg(v), respectivamente o grau de entrada e grau de saida do

vértice v.

Chamamos de vértices fonte aos vértices com grau de entrada nulo e chamamos de
vértices sorvedouro aos vértices com grau de saida nulo. Um vértice v é ndo-fonte (nao-

sorvedouro) se v nao é um vértice fonte (sorvedouro).

Na Figura representamos o grafo direcionado G = (V, E) com vértices fonte
x1,%a,r3 € o sorvedouro sendo vértice xg. Os rotulos atribuidos aos vértices fontes
x1, T9, w3 foram respectivamente 1, 1 e 0. O rétulo nas arestas (u,v) tem o mesmo valor

do rétulo do vértice u, exceto na aresta (x3,x5) onde o rétulo é 1.

Figura 5.1: Um grafo direcionado com rétulos nas arestas e vértices
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5.1 Circuitos

Um circuito é um grafo direcionado aciclico sem lacos e sem arestas paralelas, com
rotulos nos vértices e nas arestas, com um tnico vértice sorvedouro seguindo a nomencla-

tura abaixo.

Os vértices fonte sao chamados de entradas do circuito e o vértice sorvedouro é cha-
mado de saida do circuito. Os vértices nao-fonte e nao-sorvedouro sao chamados de portas

do circuito.

O rétulo nas entradas do circuito é o valor 1 ou 0 atribuido a elas. O rétulo na aresta
(u,v) é o valor do rétulo do vértice u (aresta positiva) ou é o valor 1 —r (aresta negativa),

onde r é o rétulo do vértice wu.

As portas do circuito sao portas e ou portas ou, para as quais usamos respectivamente

os simbolos A e V.

O rétulo de uma porta e é o menor valor dos rétulos das arestas que chegam nesta
porta. O rétulo de uma porta ou é o maior valor dos rétulos das arestas que chegam

nesta porta. O rétulo na saida do circuito é o mesmo do rétulo da aresta que chega ali.

Na Figura [5.2) representamos um circuito com rétulo 1 na saida xqs.

1® Z12

Figura 5.2: Um circuito com rétulo 1 na saida

Seja C' um circuito e seja F o conjunto das entradas de C'. Uma valoracao de C' é uma
funcao v: E — {0, 1} atribuindo rétulos aos vértices fonte. O peso de uma valoragao v é
a quantidade de 1’s atribuidos as entradas, ou seja, ¢ a quantidade de elementos v € E

tais que v(v) = 1. Uma valoragao v satisfaz um circuito C' quando o rétulo da saida do
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circuito é 1, neste caso dizemos que v(C') = 1.

Se v(C') = 1 dizemos que v é uma valoragao que satisfaz C' ou que C' é satisfeito por
v ou dizemos que C' é satisfativel.

O circuito representado na Figura ¢ satisfativel pois com a valoracao v(x;) = 1,
v(xze) =0, v(xzs) =1, v(xy) =0, v(zs) = 1 temos 1 no rétulo da saida do circuito.

Na Figura [5.3| representamos o circuito de entradas x, 9, T3, x4, x5 com a valoracao
v(zy) =1, v(za) =0, v(zs) = 1, v(xy) = 0 e v(zs) = 1. Assim, o peso da valoracdo v é
3. Como o rotulo na saida do circuito é 1 entao o circuito da Figura |5.3| é satisfeito pela

valoragao v.

Representagoes:

Aresta positiva

— > Aresta negativa

Figura 5.3: Um circuito satisfeito por uma valoracao de peso 3

Consideremos os circuitos representados na figura abaixo.

o«,

Figura 5.4: Circuitos com uma regra aparente na sua construgao

Xy T2 €3 Z

Os circuitos representados na Figura [5.4] seguem uma regra: quaisquer duas entradas
x; e x;y1 de um circuito tem sua saida para uma porta ou e todas as saidas das portas

ou vao para a entrada de uma porta e.
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Seguindo essa regra podemos construir os circuitos para todo nimero n de entradas,
n > 1 inteiro positivo.

Seja C' um circuito com entradas x1, s, ..., 2, € que siga a regra da construcao dos

circuitos representados na Figura . Seja x; uma porta ou uma entrada de C.
Chamamos de fan-in (fan-out) de x; o grau de entrada (grau saida) de x;.

Dessa forma, todas as portas ou em C' tem fan-in 2 e a porta e tem fan-in n — 1.

Portanto o fan-in da porta e depende da quantidade de entradas do circuito.

Seja F o conjunto dos circuitos que sigam a regra representada na Figura [5.4] e seja

C' um circuito qualquer em F com n entradas xi, xs, ..., T,.

Classificamos as portas de C' em duas denominacoes: chamamos de portas pequenas
as portas que tem fan-in 2 e portas amplas as portas que nao tem uma constante como

limite no fan-in. Chamamos o conjunto F de familia de circuitos.

T T2 xT3

Figura 5.5: Circuitos de uma familia, com portas pequenas e portas amplas

Os circuitos representados na Figura 5.5 pertencem a familia de circuitos F onde temos

um circuito C,, para cada n > 1 inteiro positivo, ou seja, F = {Cy,Cs,...,Cy, .. .}.
Usando outras regras temos outras familias F.

Seja F = {C4,...,Cp,...} uma familia qualquer de circuitos tal que C,, tem n entra-
das, para n inteiro positivo. Sejam C; e C; dois circuitos quaisquer de F. Uma porta dos
circuitos C; e C; é uma porta pequena se o fan-in é limitado por alguma constante, por
exemplo 2. Uma porta é ampla nos circuitos C; e C; se o fan-in nao é limitado por uma

constante.

No restante do texto chamamos uma porta de qualquer C; € F de porta pequena

se existe uma constante como limite para seu fan-in e que nao depende do nimero de
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entradas do circuito.

Na Figura |5.6| representamos o circuito C7 de uma familia F com entradas z1, ..., z7,

com uma porta ampla e e com seis portas pequenas ou de fan-in 3.

Representagoes:

@ Porta ampla O Porta pequena o Entrada e Saida - Negacao

Figura 5.6: Um circuito com seis portas pequenas

O fan-out das portas e entradas de um circuito pode ser limitado ou ilimitado.
No que segue um circuito C' é sempre um circuito C; qualquer de uma familia F =
{C1,...,C,, ...} qualquer de circuitos. O fan-in de um circuito C' é o niimero maximo

do fan-in das portas pequenas de C.

A profundidade de um circuito C' é o niimero méaximo de portas no caminho de uma
entrada a saida de C'. A trama (do inglés weft) do circuito C' é a “profundidade de portas

amplas”. Mais precisamente temos a definicao a seguir.

Definicao 5.1. Seja C' um circuito. A trama de C € o nimero mdximo de portas amplas

no caminho de uma entrada a saida de C'.

O circuito representado na Figura tem trama 1, profundidade 2 e com portas
pequenas tendo fan-in limitado em 3. Na Figura[5.7/temos a representacao de um circuito

de trama 2, profundidade 4 e com portas pequenas tendo fan-in limitado em 2.
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Figura 5.7: Um circuito de trama 2 e profundidade 4

Criamos os circuitos representados na Figura [5.4] a partir de uma regra para uma
familia de circuitos F. A seguir mostramos como criar uma familia de circuitos F para

representar o problema de COBERTURA POR VERTICES.

Consideremos o grafo G com 5 vértices representado a esquerda na Figura Vamos
construir um circuito Cy a partir de G tal que Cj é satisfeito por uma valoracao de peso

k se e somente se o grafo G tem uma cobertura por vértices de tamanho k.

Figura 5.8: Um circuito a partir de um grafo para a cobertura por vértices

Para cada vértice ¢ do grafo GG criamos uma entrada x; no circuito C5. Para cada
aresta {7, j} do grafo criamos uma porta pequena ou recebendo a saida das entradas z; e
x; do circuito. As saidas de todas as portas pequenas vao para uma tnica porta e ampla
e esta vai ao sorvedouro. Exemplificamos este circuito C5 a direita da Figura [5.8 onde o

circuito C5 tem trama 1 profundidade 2.



30

Vejamos como C ¢ satisfeito por uma valoracao v de peso k se e somente se o grafo
G = (V,E) tem uma cobertura por vértices de tamanho k. Para uma aresta {i,j} o
vértice ¢ ou o vértice 5 deve fazer parte de uma cobertura por vértices, equivalentemente
a valoragdo em w; e z; precisa ser v(z;) = 1 ou de v(z;) = 1 para a porta pequena V
correspondente ter saida 1. Portanto, C5 é satisfeito por uma valoracao de peso k se e

somente se o grafo G = (V, E) tem uma cobertura por vértices de tamanho k.

5.2 O problema parametrizado Circuit-Sat

O problema computacional de satisfazer circuitos damos na forma parametrizada como
a seguir, com o parametro no peso da valoragao.

CIRCUIT-SAT

Instancia:  Um circuito C' e um inteiro positivo k.
Parametro: O inteiro positivo k.

Pergunta:  Ha& valoragao de peso k que satisfaz C'?

Restringindo os circuitos para o problema CIRCUIT-SAT em relacao a profundidade e
a trama definimos os problemas parametrizados da satisfatibilidade de circuitos de trama
t e profundidade h denominado de WCS(¢, h) (do inglés Weighted weft t depth h Circuit
Satisfatibility).

WCS(t, h)

Instancia:  Um circuito C' de trama ¢ e profundidade h e um inteiro positivo k.
Pardmetro: O inteiro positivo k.

Pergunta:  Ha& valoragao de peso k que satisfaz C'?

Pelo Teoremald.2 mostramos que COBERTURA POR VERTICES 2 2SAT-M, via reducio

parametrizada. Vejamos uma relagdo entre COBERTURA POR VERTICES e WCS(1,2).

Teorema 5.2. COBERTURA POR VERTICES <,, WCS(1,2), via redu¢io parametrizada.

Demonstragao. Usando a reducao exemplificada na Figura tomamos uma instancia

(G, k) de COBERTURA POR VERTICES e criamos um circuito a partir de G tal que o
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circuito é satisfeito por uma valoragao de peso k se e somente se o grafo G tem uma

cobertura por vértices de tamanho k. Com isso k' = k

A redugao é feita em tempo polinomial, &' depende apenas de k e portanto é uma

redugao parametrizada.

De modo bastante direto temos o seguinte fato.

Teorema 5.3. SAT <,, WCS(2,2), via redug¢do parametrizada.

Demonstragao. Seja F uma instancia de SAT. Vamos criar uma instancia C' de WCS(2, 2)
a partir de F'. De cada variavel de F' fazemos uma entrada para C'. Para cada clausula de
F criamos uma porta ampla ou recebendo as saidas (com ou sem negacao) das respectivas
entradas. Todas as saidas dessas portas ou fazemos ser entradas de uma porta ampla
e, que vai a saida de C. Dali, F' tem valoragao de peso k se e somente se o circuito C' é
satisfeito por uma valoracao de peso k. Essa reducao é polinomial, ¥ = k e portanto é

uma redugao parametrizada. O]

Corolario 5.4. 2SAT <,, WCS(1,2), via redug¢do parametrizada.

Consideremos a Figura [5.9] a seguir. Partimos do grafo a esquerda para construir o
circuito a direita, tal que o grafo tem conjunto dominante de tamanho k se e somente se o
circuito ¢ satisfeito por uma valoragao de peso k. Para cada vértice do grafo criamos uma
entrada x; no circuito e criamos uma porta ampla V para xz;. Para cada porta ampla V de
x; existe uma aresta saindo da entrada z; e das entradas cujos vértices correspondentes
sejam vizinhos do vértice i. Todas as portas amplas V tem uma saida para a entrada de

uma Unica porta ampla A que vai ao sorvedouro.

Dai se o grafo tem um conjunto dominante V' de tamanho k significa que qualquer
vértice do grafo tem um vizinho em V' ou estd em V. Entao o circuito tem valoragao de
peso k. Se o circuito tem valoragao de peso k entao todas as portas amplas V tem saida
1, ou seja, em cada porta ampla V ao menos uma das entradas tem valor 1. Portanto o

grafo tem um conjunto dominante de tamanho k.
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Figura 5.9: Um circuito a partir de um grafo para o conjunto dominante

A reducao exemplificada na Figura ¢ feita em tempo polinomial com k' = k e é

reversivel, a generalizacao da construcao prova o seguinte teorema.

Teorema 5.5. CONJUNTO DOMINANTE = WCS(2,2), via redu¢io parametrizada.

Ainda neste texto apresentamos outros problemas parametrizados redutiveis a WCS(¢, h).
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CAPITULO 6

A CLASSE FPT DOS PROBLEMAS COMPUTACIONAIS
TRATAVEIS POR PARAMETRO FIXO

Apresentamos neste capitulo as defini¢oes para a classe F'PT dos problemas computa-
cionais trataveis por parametro fixo. Também apresentamos alguns métodos para que um
problema parametrizado possa ser classificado como F'PT. Ainda, damos varios exemplos
de problemas parametrizados pertencentes a classe F'PT com reducoes parametrizadas

para outros problemas.

Ao analisar um problema parametrizado tentamos descrever o tempo de execucao de
uma solucao para o problema computacional em relagao ao tamanho da instancia e ao
parametro. Usar um parametro para um problema computacional é também localizar
qual ou quais sao os aspectos da instancia do problema computacional que realmente

causam dificuldade para resolver esse problema.

A reducao parametrizada dada na Definicao nao demanda um limite superior
em relacao a redugao do parametro de um problema ao parametro do outro. Podemos
expressar o tempo de execucao de uma solugao para um problema parametrizado sem

impor um limite superior na relagao com o parametro do seguinte modo.

Definicao 6.1. Um problema parametrizado P € tratavel por parametro fixo se pode ser
resolvido em tempo f(k)|z|*, para algum o > 0, onde (z,k) é uma instancia de P e a

fungao f depende apenas do parametro k.

A Definicao ¢ uma das formas de definir um problema tratavel por parametro fixo,
em [Downey and Fellows(1999)] sdo apresentadas outras trés formas buscando andlises
ainda mais refinadas. Essas outras trés formas demandam defini¢oes que nao cabem neste

texto introdutorio.

Denotamos por F'PT (do inglés fized parameter tractable) a classe dos problemas
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trataveis por parametro fixo.

O problema parametrizado mais famoso da classe F'PT é COBERTURA POR VERTICES.

Este problema também é exemplo do quanto podemos apresentar melhores algoritmos.

Como foi observado em [Fellows and Langston(1987)] a COBERTURA POR VERTICES po-

dia ser resolvida com tempo de execucao O(f(k)n®) e atualmente temos o tempo de

execugao O(kn + 1,2738%) por [Chen et al.(2006)Chen, Kanj, and Xia]. Varias melhorias

ocorreram nesse intervalo. Algumas sao as seguintes.

e Em 1987 foi resolvido em tempo O(f(k)n?) por [Fellows and Langston(1987)], com

f(k) ainda nao explicito.

e Em 1987 foi resolvido em tempo O(f(k)n?) por [Johnson(1987)], com f(k) ainda

nao explicito.

e Em 1988 foi resolvido em tempo O(2*n) por [Fellows(1988)].

e Em 1993 foi resolvido em tempo O(kn + 2¥k**2) por [Buss and Goldsmith(1993)].

e Em 1994 foi resolvido em tempo O(kn + 2¥k?) por [Downey and Fellows(1994)].

e Em 1998 foi resolvido em tempo O(kn + (4/3)Fk?).
e Em 2001 foi resolvido em tempo O(kn + 1,286"k).
e Em 2005 foi resolvido em tempo O(kn + 1,2745%k*).

e Em 2006 foi resolvido em tempo O(kn + 1,2738%).

Omitimos algumas referéncias acima para facilitar a leitura. As referéncias dos resulta-

dos do ano 1998 é [Balasubramanian et al.(1998)Balasubramanian, Fellows, and Raman],

do ano de 2001 é [Chen et al.(2001)Chen, Kanj, and Jia], a referéncia para o ano de 2005

¢ |Chandran and Grandoni(2005)] e de 2006 ¢ [Chen et al.(2006)Chen, Kanj, and Xia].

Em muitos casos temos algoritmos com tempo O(f(k) + n®), isto é, a parte expo-

nencial estd em um termo aditivo, ao invés de multiplicativo como na Definicao [6.1] para
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FPT. Vejamos como isto nao define uma classe diferente de F'PT: seja P um problema
parametrizado resolvido por um algoritmo A em f(k)n® passos. Se f(k) < n o algoritmo
demanda no maximo n°*! passos, e se f(k) > n o algoritmo executa em menos do que
(f(k))°+! passos. Em ambos estes os casos, A resolve P em no méximo g(k) + n¢ pas-
sos, onde g(k) = (f(k))*™ e ¢ = ¢+ 1. Portanto o tempo de execucao O(f(k) + n¢) é

compativel com F'PT.

Entretanto, nas aplicacoes é mais bem-vindo um algoritmo com tempo de execucao

O(f(k) +n°) do que um algoritmo com tempo de execucao O(f(k)nc).

A seguir apresentamos alguns métodos para classificar um problema parametrizado
como F'PT e também apresentamos alguns problemas parametrizados fazendo uso dos

métodos.

6.1 As arvores de busca limitadas

Existem varias técnicas para classificar um problema parametrizado como tratavel por
parametro fixo, apresentamos algumas delas iniciando pelo método das arvores de busca

limitadas (do inglés bounded search trees).

Para classificar o problema COBERTURA POR VERTICES como F'PT podemos fazer

da seguinte maneira.

1. Tomamos uma instancia (G, k), onde k > 0 e o grafo G tem n vértices (se k fosse

nulo seria suficiente verificar se existe uma aresta no grafo).
2. Escolhemos uma aresta {v, w} desse grafo.

3. Como todas as arestas precisam ser cobertas entao v ou w deve pertencer a uma

cobertura por vértices.

4. Criamos uma arvore bindria tal que cada filho tem a escolha de v ou w, assim cada

filho tem um conjunto de vértices S para formar uma cobertura com k vértices.
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5. Em cada filho escolhemos uma aresta {v',w’} tal que nem v’ nem w’ pertenca S
criando dois filhos e repetindo o processo até formar uma cobertura por vértices de

tamanho k,

6. Nao é necessario descer mais do que k niveis nesta arvore e podemos fazer isto em

tempo O(2kn).

Em poucas palavras, construimos uma arvore bindria de altura no méaximo k. Em
seguida fazemos um busca nessa arvore, por exemplo em profundidade. Isso prova o

teorema a seguir.

Teorema 6.2. O problema COBERTURA POR VERTICES pode ser resolvido em tempo

O V(G))).

A argumentacao usada acima para demonstrar o Teorema tem sua esséncia no
chamado método das arvores de busca limitadas. Esse método aparece nas solucoes de
muitos problemas computacionais combinatorios com algoritmos em basicamente duas

partes, dadas abaixo.

1. Computamos dentro do algoritmo algum espaco de busca, que comumente é uma

arvore de busca de tamanho exponencial.

2. Em cada ramificacao da arvore executamos algum algoritmo relativamente eficiente,

frequentemente baseado numa forma simples como uma busca em profundidade.

A complexidade exponencial do pior caso desses algoritmos vem das instancias onde
¢é necessario visitar toda a arvore. Em Complexidade Parametrizada foram observados
muitos problemas parametrizados onde o tamanho da arvore depende unicamente do
parametro. Dai, fixado o parametro, o espaco de busca fica constante e o algoritmo é

eficiente.

Consideremos o seguinte problema parametrizado.
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LoG-COBERTURA

Instdncia:  Um grafo G e um inteiro positivo k = log(|G]).
Pardmetro: O inteiro positivo k = log(|G]).

Pergunta: G tem uma cobertura por vértices de tamanho k7

Corolario 6.3. O problema LOG-COBERTURA € P pois pode ser resolvido em tempo

o(lGP).

O problema LOG-COBERTURA tem de antemao a caracteristica do parametro ser
k = log(|G|). Em algumas aplicagoes podemos ter uma ou outra caracteristica prevista
para usar como parametro, por exemplo ter apenas grafos planares nas instancias como

no caso do teorema a seguir, onde usamos o método das arvores de busca limitadas.

Teorema 6.4. O problema CONJUNTO INDEPENDENTE restrito a grafos planares pode

ser resolvido em tempo O(6n?).

Demonstracao. Seja (G, k) uma instancia tal que G é um grafo planar. Como G é planar
entao existe um vértice w de grau no méaximo 5, que pode ser encontrado em tempo O(n?).
Sejam S C V(G) um conjunto independente maximal em G e v um vértice qualquer de
G. Assim N[v] NS # 0, pois de outro modo S U {v} seria conjunto independente em G,
o que contradiz a maximalidade de S. Portanto ao menos um dos no maximo 6 vértices
de N[w] pertence a um conjunto independente maximal de G. Assim construimos uma
drvore de raiz {G,X =0} e com no maximo 6 filhos, um para cada v € N[w|. Em
cada filho {G’, S’} temos S = X + u para formar um conjunto independente maximal
S contendo S’. G’ é o subgrafo G — NJu| que continua sendo planar, entao o raciocinio
usado continua valido em G’ e prosseguimos a busca nos filhos. Nao é necessario descer

nessa arvore além da profundidade k. O

No problema COBERTURA POR VERTICES questionamos o tamanho do conjunto onde
“vértices cobrem arestas.” Um problema relacionado e bem conhecido é o problema CON-

JUNTO DOMINANTE, onde “vértices cobrem vértices.” O problema do conjunto dominante
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pode ser parametrizado tomando o tamanho do conjunto solugao como parametro e dai
temos o seguinte problema parametrizado.

CONJUNTO DOMINANTE

Instancia:  Um grafo G = (V, E) e um inteiro positivo k.
Parametro: O inteiro positivo k.

Pergunta:  Existe em G um conjunto dominante de tamanho k7

Consideremos o problema CONJUNTO DOMINANTE PLANAR como sendo CONJUNTO
DOMINANTE restrito aos grafos planares. Dai, usando o método das arvores de busca

limitadas e o lema a seguir temos CONJUNTO DOMINANTE PLANAR como FPT.

A definigao de face também acompanhamos do livro [Bondy and Murty(2008)].

Lema 6.5. Seja G = (V, E) um grafo simples planar com uma parti¢io de vértices em
dois conjuntos V. = Vi3 UV; satisfazendo (i) o grau minimo dos vértices em Vy € ao menos
3 e (ii) se Vi é um conjunto independente em G. Existe um vértice uw € Vs de grau no

mdximo 10 em G.

Demonstracao. Seja G com o nimero minimo possivel de vértices e o maximo possivel
de arestas nas condig¢oes do enunciado. Seja H o subgrafo de G induzido por V5, dai H
também é planar. Em qualquer face de H pode haver no méximo um vértice de Vi, do
contrario uma aresta poderia ser adicionada entre dois vértices de V5 nas bordas da face
e portanto GG nao teria o maximo de arestas como suposto. Seja u um vértice de grau no

maximo 5 em H. Entdao u tem grau no maximo 10 em G. O]

A prova do teorema a seguir é feita usando o Lema [6.5] para construir uma arvore de

busca onde, para cada nod, temos no maximo 11 filhos.

Teorema 6.6 ([Downey and Fellows(1994)]). CONJUNTO DOMINANTE PLANAR pode ser

resolvido em tempo O(11%|G]).

No inicio deste capitulo apresentamos algumas das varias melhorias do tempo de
execucao para COBERTURA POR VERTICES. Para CONJUNTO DOMINANTE PLANAR pelo

Teorema [6.6| temos o tempo de execucao O(11%|G|), uma melhoria possivel é a seguinte.
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Teorema 6.7. CONJUNTO DOMINANTE PLANAR pode ser resolvido em tempo O(8*|G|)

de [Alber et al.(2003)Alber, Fernau, Niedermeier, Fan, Fellows, Rosamond, and Stege].

Outro problema bastante conhecido é o problema do conjunto de vértices de reali-
mentagao.

CONJUNTO DE VERTICES DE REALIMENTAGAO

Instancia:  Um grafo G = (V, E) e um inteiro positivo k.
Parametro: O inteiro positivo k.
Pergunta:  Existe um conjunto de vértices V' C V de cardinalidade no méximo

k tal que G — V' seja aciclico?

Usando o método das arvores de busca em [Downey and Fellows(1994)] temos o resul-

tado a seguir.

Teorema 6.8. CONJUNTO DE VERTICES DE REALIMENTACAO pode ser resolvido em

tempo O((2k + 1)*.n?).

Como no caso de outros problemas F'PT', também ocorreram muitas melhorias para o
tempo execucao do problema CONJUNTO DE VERTICES DE REALIMENTAGAO chegando
ao tempo O(3,83%kn?) em [Cao et al.(2010)Cao, Chen, and Liu|, onde também consta

uma tabela comparativa entre varias melhorias.

Para provar o teorema a seguir criamos uma arvore bindria como no inicio do capitulo.

Teorema 6.9. 2S5AT-M ¢ FPT.

Demonstragao. Seja (F, k) uma instancia de 2SAT-M. Assim F' é uma férmula mondtona,
isto ¢, com literais todos positivos. Para cada clausula C' = (u V v) de F' criamos dois
filhos, um representando a escolha da varidvel u para ser verdadeira e outro filho para a
variavel v ser verdadeira. Ao escolher uma varidvel pra ser verdadeira podemos eliminar
outras clausulas da férmula. Se ainda houver mais clausulas na formula entao ramificamos
tomando outra clausula e repetindo o processo criando dois filhos. Nao é necessario descer

a profundidade maior que k nessa 4rvore. Fazemos isto em tempo O(2*n). Portanto

2SAT-M ¢é FPT. [l
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6.2 A “Kernelizacao” - reducao ao nucleo do problema

A Kernelizagao é outra técnica para classificar um problema parametrizado como F'PT

e explicar alguns bons resultados de pré-processamento nas aplicagoes.

Nas aplicacoes é bastante comum haver um pré-processamento ou uma “reducao” dos
dados da instancia. Em varios casos o impacto do pré-processamento impressiona, como
é o caso do trabalho em [Weihe(1998)] com trens e estagoes usando um grafo bipartido
em vértices para as estacoes e vértices para os trens tendo uma aresta quando o trem faz
uma parada na estacao. O problema em questao é o de encontrar o minimo de estagoes
tal que todo trem faz uma parada em ao menos uma das estacoes. O problema de decisao
associado é N'P-Completo. Os grafos do trabalho de [Weihe(1998)] sao da ordem de
10.000 vértices. Ao aplicar um pré-processamento foi o suficiente para reduzir os grafos
do trabalho em componentes com no maximo 29 vértices e dai podendo ser resolvido

rapidamente.

Informalmente o método da kernelizacao (do inglés kernelization) ou reducao ao nticleo
consiste em diminuir uma instancia I de um problema parametrizado para uma instancia
“equivalente” I’, onde o tamanho de I’ é limitado em funcao do parametro e a diminuicao
¢ feita em tempo polinomial. Em seguida analisamos a instancia I’, exaustivamente se
necessario. A solugao de I’ é entdo usada na solucao de I. Ao fazer tudo isso o tempo
de execucao é o tempo da diminuicdo mais o tempo da solucao de I’, sendo que este é
limitado em funcao do parametro. Usualmente esta técnica nos leva um fator aditivo a

f(k) ao invés de multiplicativo como na Definigao [6.1]

Vejamos como “encolher” uma instancia de COBERTURA POR VERTICES. Seja (G, k)
uma instancia de COBERTURA POR VERTICES, dai qualquer vértice de grau maior que k
deve pertencer a toda cobertura por vértices de G que tenha tamanho k. Entao removemos
de G todos os vértices de grau maior que k, guardando-os em um conjunto P. O grafo
resultante deve ter no méximo (k — |P|)(k + 1) vértices para que o grafo original tenha
uma cobertura por vértices de tamanho k, neste caso podemos exaustivamente procurar

uma cobertura por vértices de tamanho k — | P| no grafo resultante. O tempo de execugao
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desta busca ficard em fungao do pardmetro k nesse nicleo de no méximo (k — |P|)(k+1)

vértices. Este algoritmo de reduc@o removendo vértices é de [Buss and Goldsmith(1993)].

Removemos do grafo GG todos os p vértices de grau maior do que k. Se o grafo resultante
tiver no méaximo (k—p)(k+1) vértices entao procuraremos nele os demais k—p vértices. A

observacao ¢é que no grafo resultante o nimero maximo de vértices depende do parametro

k.

O limite (k—p)(k+1) citado ocorre pois removemos todos os p vértices de grau maior
do que k. O grafo resultante tem o grau de seus vértices limitado em k. Se este grafo tiver
uma cobertura de vértices com tamanho k — p, cada vértice tendo no maximo k vizinhos,
entdo temos no maximo (k — p).k vértices vizinhos neste grafo resultante. Somando os
(k — p).k vértices vizinhos com os k — p vértices da cobertura temos (k — p).k + (k — p),

que é o mesmo que (k —p)(k + 1).

Teorema 6.10. COBERTURA POR VERTICES pode ser resolvido em tempo O(kn + k*F).

Demonstragao. Seja (G, k) uma instancia de COBERTURA POR VERTICES. Fazemos a
reducado acima no grafo G em tempo O(kn). O grafo resultante tem no maximo k(k + 1)
vértices como vimos e dali uma busca completa poderia requerer (k(klj 1)) passos, o que

pode ser feito em tempo O(k*).

Podemos definir a técnica de kernelizacao da seguinte forma.

Definicao 6.11. Seja P um problema parametrizado. Kernelizacdo € uma transformacao

polinomial de uma instancia (z, k) em uma instancia (x', k') tal que
o (x,k) € Yp se e somente se (z', k') € Yp,
o I'<ke

o |2'| < n(k) para alguma func¢ao n dependendo apenas de k.
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Da Definicao chamamos 2z’ de niicleo do problema (do inglés problem kernel) e
chamamos 7(k) de tamanho do nicleo do problema. Dizemos que o tamanho do ntcleo é

polinomial se a fungao n(k) for limitada polinomialmente.

O problema a seguir é F'PT cuja prova pode ser feita usando kernelizacao.

FOLHAS NA ARVORE GERADORA

Instancia:  Um grafo G e um inteiro positivo k.
Parametro: O inteiro positivo k.

Pergunta:  Existe uma &arvore geradora de G com k folhas?

O problema de decisao associado ao problema FOLHAS NA ARVORE GERADORA &

NP-Completo.

A demonstragao do Teorema abaixo é por kernelizacao ocorrendo um pré-processamento
de (G, k) para chegar ao niucleo do problema. No grafo G pode haver vértices v de grau 2
e seus vizinhos u e w também de grau 2, representado no lado esquerdo da Figura[6.1] O
inicio do algoritmo ocorre a verificacao se o grafo G é conexo, pois apenas grafos conexos

podem ter uma arvore geradora.

Figura 6.1: Remocao de vértices descartaveis

Chamamos os vértices v de vértices descartaveis.

Teorema 6.12 ([Downey and Fellows(1999)]). O problema parametrizado FOLHAS NA

ARVORE GERADORA pode ser resolvido em tempo O(n + (2k)*).

O argumento da prova usa o pré-processamento a seguir e o algoritmo abaixo. No
pré-processamento de G' sao removidos os vértices descartaveis v adicionando uma aresta
entre seus dois vizinhos. O resultado do pré-processamento é o grafo G sem vértices

descartéveis.
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O algoritmo faz o seguinte.
Passo 1. Se G nao é conexo entdo a instancia (G, k) nao é positiva.
Passo 2. Se G tem um vértice de grau ao menos k entao a instancia (G, k) é positiva.

Passo 3. Se G é conexo e o grau maximo é menor do que k entao aplique o pré-
processamento obtendo G'. Se |V(G')| < 4(k+2)(k+1) entdo G’ é o nicleo do problema

de tamanho, sendo a instancia (G, k) é positiva.

Tem-se o Teorema [6.12] acima pois mesmo que seja necessario buscar exaustivamente
por uma arvore geradora em G’ isto pode ser feito em tempo O((2k)**). A prova completa

consta em |[Downey and Fellows(1999)].

O método da kernelizacao pode ser usado em conjunto com o das arvores de busca

limitadas para melhores resultados e analises mais refinadas.

6.3 Um problema é FPT se e somente se ele tem kernelizagcao

O resultado a seguir é bastante importante, com P sendo um problema parametrizado.

Teorema 6.13. P € F'PT se e somente se P tem kernelizacao.

Demonstragao. Seja P um problema parametrizado e seja (x, k) uma instancia de P. Se
P tem kernelizacao entdo por defini¢ao existe (z/,k’) computado em tempo polinomial
a partir de (z,k) e por definigao |2'| < g(k). Assim, resolver (2’,k’) por for¢a bruta é
feito em tempo f(k) para alguma fungao f dependendo apenas de k. Portanto (z, k) foi

resolvido em tempo f(k)|x|* para alguma constante « > 0. Logo P € F'PT.

Se P é um problema parametrizado tratavel por parametro fixo, isto é, se P € FPT,
entdo existem uma constante « e um algoritmo que determinam se (z, k) pertence a Yp em
tempo f(k)|z|*. Se f(k) < |x| entdo a instancia é resolvida em tempo f(k)|z|* < |z|*TL.
Se f(k) > |x| entao f(k) é o nicleo do problema e portanto P tem kernelizacao.

]

O resultado do Teorema pode ser visto como uma forma de caracterizar um
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problema parametrizado, pois a kernelizacdo nao é necessariamente a melhor ferramenta

para o desenvolvimento de algoritmos. Exemplo disto é o tempo de execucao O(kn +

1,2738%) por [Chen et al.(2006)Chen, Kanj, and Xial.

6.4 Reducoes entre problemas parametrizados da classe F'PT

Vimos no Teorema que se P e P, sao problemas tal que existe uma redugao de P,
para P, se P, € P entao P, € P. De modo semelhante temos alguns resultados fazendo

o uso de reducgoes parametrizadas com problemas F PT'.

Teorema 6.14 ([Downey and Fellows(1992)]). Se o problema parametrizado P € redutivel
ao problema parametrizado P' € FPT por uma reducao parametrizada entdo P € FPT,

ou seja,

se P<,, P e P'€ FPT, entio P € FPT.

Demonstracao. Seja g(k)|z|® o tempo de execugao da redugao da instancia (z, k) de P para,
a instancia (2, k') de P’ por uma reducao parametrizada tal que (x,k) € P se e somente
se (', k') € P'. Como P’ € FPT entao P’ pode ser resolvido em tempo f(k')|z'|%, para

algum o € N e com f dependendo apenas do parametro k’. Portanto P € FPT. O

Como COBERTURA POR VERTICES <,, 2SAT-M pelo Teorema entao

2SAT-M ¢é FPT

como consequéncia imediata do Teorema [6.14

Existe casos onde os algoritmos tem tempo de execucao O(f(k) + n¢), onde a parte
exponencial estd em um termo aditivo ao invés de multiplicativo como na defini¢ao de

FPT. Como vimos ap6s a Definigao [6.1], isto nao define uma classe diferente da FPT.
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CAPITULO 7

O TEOREMA DE ROBERTSON E SEYMOUR E A CLASSE

FPT

Neste capitulo apresentamos a relacao do projeto Graph Minors com a classe F'PT e
com o método da reducao ao nucleo do problema. Também neste capitulo vemos como a

classe F'PT pode ser caracterizada por conjuntos de obstrucao.

Os trabalhos e publicagdes de Robertson e Seymour chamamos de “projeto Graph
Minors”.

Alguns dos primeiros problemas parametrizados da classe F'PT vieram das vérias

publicacoes do projeto Graph Minors, o que apresentamos a seguir.
Iniciamos com algumas nomenclaturas necessarias .

Definicao 7.1. Uma quasi-ordem é uma relacdo bindria R sobre um conjunto S, tal que

R seja reflexiva e transitiva.

Seja S um conjunto e seja R uma quasi-ordem sobre S.

Para facilitar a leitura usaremos < para representar a relacao binaria R, dai escrevemos

x = y para representar xRy. Para x,y € S escrevemos y = se z Xy esey A .
Seja S’ CSeS"CS.

Dizemos que S’ é fechado superiormente quando para todo z € S’, se x < y entao

y € S'. Dizemos que S” é fechado inferiormente quando para todo y € S”, se x < y entao

re S

s

Definicao 7.2. S’ é um filtro em S se e somente se S’ é fechado superiormente. S" ¢é

um ideal em S se e somente se S” € fechado inferiormente.

O filtro gerado por S’ é o conjunto F(S") = {y € S: existe x € S e x < y}. O ideal

gerado por S” é o conjunto I(S”) ={z € S: existey € S" e x < y}.
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Dizemos que S’ é finitamente gerado se S’ é um filtro ou S’ é um ideal que pode ser
gerado por um subconjunto finito de S’, ou seja, dizemos que o filtro S’ é finitamente

gerado se F'(S’) é finito e dizemos que o ideal S’ é finitamente gerado se 1(S’) é finito.

Escrevemos (.S, <) para representar uma quasi-ordem =< sobre S, o que simplificamos

dizendo que (5, <) é uma quasi-ordem.

Sejam (S, =) uma quasi-ordem e A = {ag, ay, ...} uma sequéncia de elementos de S.

e A é uma sequéncia boa se existe a; < a; com 7 < j.
e A é uma sequéncia ruim se nao é boa.
e A ¢ uma cadeia se para todo i < 7, a; < a;.

e A ¢ uma anticadeia se para todo ¢ # j nao existe a; < a; nem existe a; < a;.

(S, <) é Noetheriana se S nao contém uma sequéncia infinita decrescente, isto é, se

nao existe sequéncia ag > a; > as > .. ..

(S, <) tem base finita se para todo S" C S, S’ é finitamente gerado.

Com isso podemos apresentar o seguinte resultado.

Teorema 7.3. Seja (S, =) uma quasi-ordem. As sequintes afirmacoes sao equivalentes.
1. (S, =) ndo tem sequéncia ruim.
2. Toda sequéncia infinita de S contém uma cadeta infinita.

3. (S,=) € Noetheriana e S ndo contém anticadeia infinita.

4. (S,2) tem base finita.

O Teorema [7.3| usamos para definir uma quasi-boa-ordem.
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7.1 Quasi-Boa-Ordem - WQO

Agora apresentamos uma quasi-boa-ordem — WQO (do inglés Well-Quasi-Ordering).

Definigao 7.4. Seja (S, X) uma quasi-ordem. Se (S, <X) satisfaz qualquer caracteriza¢ao

do Teorema entdo dizemos que (S, <) é uma quasi-boa-ordem — WQO.

Seja (S, <) uma quasi-boa-ordem (uma WQO).

Consideremos o seguinte problema parametrizado.

ACIMADE(z, y)

Instancia: yeSexels.
ParAametro: z € S.

Pergunta: o <y?

Supondo que o problema parametrizado ACIMADE(x, y) possa ser resolvido em tempo

polinomial para qualquer z, entao temos o seguinte principio.

Principio da Quasi-Boa-Ordem — o problema de decisao “y € F'?” ¢é resolvido em

tempo polinomial para qualquer filtro F' de (S, <).

A prova do Principio da Quasi-Boa-Ordem baseia-se no seguinte: se F' é um filtro
entdo F' tem uma base finita {b1,b,...,b,}, uma vez que (S, =) é uma WQO. Entao,
para decidir se y € F', somente precisamos perguntar “di < n tal que b; < y?” E como,
para cada b; parametro fixo, ndés estamos supondo que ACIMADE(b;, y) estd em P, entao

a questao “di < n tal que b; = y?” também esta em P.

O Principio da Quasi-Boa-Ordem também poder ser usado na forma dual para ideais

se F' é um filtro de (S, <) entdo S — F' é um ideal, e vice-versa.

Definigao 7.5. Seja (S, X) uma quasi-ordem e seja I um ideal de (S, =<). Dizemos que

o conjunto O C S forma um conjunto de obstrucao para I se

x € I se e somente se para todo y € O, nado existe y < x.
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Pela Definigao [7.5] o conjunto O é um conjunto de obstrucao para I se I é o comple-

mento de F(O).

Principio da Obstrugao — Se (5, =) é uma WQO, entao todo ideal I tem um
conjunto de obstrucao finito e ainda, se o problema parametrizado ACIMADE(x,y) esté
em P para todo x € S, entao para todo ideal I temos “y € I?” resolvido em tempo

polinomial.

A prova do Principio da Obstrugao baseia-se no seguinte: como (5, <) é uma WQO
entao / tem (uma base finita) um conjunto de obstrucao finito e supondo que o problema
AciMADE(z,y) estd em P para todo x € S, entdo o problema de decisao “y € I?”

também estd em P.

Disso temos um novo método para demonstrar que um problema esta em P: provamos
que o problema é caracterizado por um filtro ou ideal finitamente gerado com um conjunto

de obstrugao finito em uma quasi-ordem com ACIMADE(z,y) em P.

Um exemplo de um conjunto de obstrucao é daremos na ordenacao topoldgica apds

sua defini¢ao no que segue.

Um homeomorfismo do grafo G; = (V4, E1) no grafo Gy = (Vs, E3) é uma funcao
injetora dos vértices de V; para V; com a propriedade que as arestas de F, sao mapeadas
para caminhos disjuntos de G5, onde estes caminhos disjuntos em G5 representam possiveis

subdivisoes das arestas de (.

Definicao 7.6. O conjunto de grafos homeomorfos gera uma ordem parcial que chamamos

de ordenagao topologica.

Embora a ordenacao topolégica nao seja uma WQO, existe nela um nimero importante
de resultados com base finita. Por exemplo, um resultado famoso com a base finita

O = {K33, K5} é o Teorema de Kuratowski.

Teorema 7.7 (Teorema de Kuratowski). Os grafos K53 e K5 representados na F igum
formam um conjunto de obstrugcao para o ideal dos grafos planares na ordenac¢ao to-

poldgica.
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Figura 7.1: Grafos K33 e Kj

Ainda em relacao a homeomorfismos, consideremos o seguinte problema parametri-
zado.
Escrevemos G <;,, G2 quando o grafo GG; é homeomorfo ao grafo Gs.

HOMEOMORFISMO

Instancia:  Um grafo G e um grafo H.
Parametro: O grafo H.

Pergunta: O grafo H ¢ homeomorfo ao grafo G, isto é, H <;,, G?

O problema parametrizado HOMEOMORFISMO foi conjecturado como sendo F'PT em
1989 por Michael Fellows. Essa conjectura foi provada usando analises provindas do

projeto Graph Minors.

Teorema 7.8. O problema HOMEOMORFISMO ¢ FPT e foi resolvido em tempo O(|G?).

O Teorema 7.8 foi provado por Martin Grohe, Kenichi Kawarabayashi, Daniel Marx e
Paul Wollan em 2011.

Como vimos a ordenagao topoldgica nao é uma WQO, vejamos uma ordenagao que é

WQO no que segue.

7.2 Graph Minor Theorem

Nesta secao vemos o Graph Minor Theorem e suas relacoes com a classe F'PT.

Iniciamos com a nomenclatura necesséaria.
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Uma contragao de uma aresta {u, v} é a operagao da remogao dessa aresta do grafo, os
vértices u e v sao unidos formando um novo vértice w e as arestas anteriormente incidentes

a u e a v tornam-se incidentes a w.

Na Figura representamos essa operacao da contracao de uma aresta.

Figura 7.2: Contragao de arestas

Definigao 7.9. Sejam G e H grafos. Dizemos que G € um menor (do inglés minor) de H
e escrevemos G <,inor H se o grafo G pode ser obtido a partir de H por uma sequéncia

de contragoes de arestas e remocoes de vértices e arestas .

O Teorema de Kuratowski exibido no Teorema [7.7| pode ser apresentado em termos

de menores de grafos do seguinte modo.

Teorema 7.10. Os grafos K33 e K5 da Figura formam um conjunto de obstrucgao

para o ideal dos grafos planares sob < inor-

Formulamos a Conjectura de Wagner do seguinte modo.

Definigao 7.11 (Conjectura de Wagner). Os grafos finitos formam uma quasi-boa-ordem

WQO pela relacao de menores < inor-

Agora que definimos a Conjectura de Wagner, renomeamos o projeto Graph Minors
como sendo os trabalhos e publicagoes de Robertson e Seymour para provar a Conjectura

de Wagner.

O seguinte teorema é considerado um dos triunfos do século 20.

Teorema 7.12 (Graph Minor Theorem). Os grafos finitos formam uma quasi-boa-ordem

WQO pela relacao de menores <pinor-
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A prova do Teorema espalha-se por mais de 23 artigos do projeto Graph Minors.

Para mais resultados de Robertson e Seymour consideremos o seguinte problema pa-

rametrizado.

MINOR TESTING

Instancia:  Um par de grafos G e H.
Parametro: O grafo H.

Pergunta: G é um menor de H, isto é, G <,inor H?

Em [Robertson and Seymour(1995)] foi apresentado um algoritmo para menores em
grafos tal que, para cada grafo H fixo e dado um grafo GG, o algoritmo decide se H é um

menor de G em tempo O(n?).

Teorema 7.13 (|[Robertson and Seymour(1995)]). O problema parametrizado MINOR

TESTING pode ser resolvido em tempo f(k)n3.

Corolario 7.14. MINOR TESTING é FPT.

Vale lembrar que MINOR TESTING é um problema NP-Completo em suas versao

como problema computacional de decisao.
Outro problema F'PT provindo do projeto Graph Minors damos a seguir.

De modo informal consideremos que o genus de um grafo ¢ o menor niimero de “algas”
necessarias a serem colocadas em uma esfera para obtengao de uma superficie onde o grafo
seja imersivel sem que nenhuma aresta se cruze com outra. Consideremos o seguinte
problema.

GRrAPH GENUS

Instdncia:  Um grafo G = (V, E) e um inteiro positivo k.
Parametro: O inteiro positivo k.

Pergunta: O grafo G tem genus k7

Usando o Teorema tem-se que

Corolario 7.15. GRAPH GENUS pode ser resolvido em tempo f(k)n® e portanto GRAPH

GENUS é FPT.
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Vale lembrar que GRAPH GENUS é um problema N P-Completo em suas versao como

problema computacional de decisao.

Pelo Teorema - Minor Graph Theorem e pelo Teorema [7.13] muitos outros pro-

blemas parametrizados foram classificados como F PT.

Entretanto nao ¢ claro como os distintos O(n?) algoritmos para o Teorema podem
ser combinados em um tnico algoritmo, onde cada um dos algoritmos do Teorema [7.13]

refere-se aos diferentes conjuntos de obstrucao finitos.

7.3 A classe F'PT caracterizada por conjuntos de obstrucao

Vejamos uma recente relacao entre a classe F'PT e o Minor Graph Theorem.
Seja (S, <) uma quasi-ordem.

Dizemos que < é uma quasi-ordem de tempo polinomial se existe um algoritmo que

decide se x < y em tempo O((|z| + |y|)°Y), para x,y € S.

No Teorema foi provado que um problema é F'PT se e somente se o problema

tem kernelizacao.
Foi provado recentemente [Fellows and Jansen(2013)] o seguinte resultado.

Teorema 7.16. Para qualquer problema parametrizado @ € ¥*xXN as sequintes afirmacoes

sao equivalentes.

1. O problema Q € FPT e admite um nicleo de tamanho computdvel.

2. Existe uma quasi-ordem = de tempo polinomial em ¥* x N e existe uma funcao
f: N —= N computdvel tal que para todo (z,k) ¢ Q existe uma obstrucao (', k') ¢ Q

de tamanho no mdzimo f(k) com (z', k") < (z,k) e com Q sendo decidivel.

Na prova do Teorema em [Fellows and Jansen(2013)] é mostrado que os problemas
parametrizados com f sendo o tamanho do nicleo sao caracterizados por conjuntos de

obstrucao de tamanho f com uma quasi-ordem de tamanho polinomial.

Assim a classe F'PT é caracterizada por conjuntos de obstrucao.
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Corolario 7.17 ([Fellows and Jansen(2013)]). Se Q € ¥* x N € um problema parame-

trizado e o tamanho do nicleo de Q é O(k°), entdo existe uma quasi-ordem = de tempo

polinomial em X* x N e uma fungdo f conforme o Teorema[7.16 com f(k) € O(k°).

Portanto, os problemas parametrizados com nticleos de tamanho polinomial podem

ser caracterizados por conjuntos de obstrucao de tamanho polinomial.

Esta relacao quantitativa entre o tamanho do nicleo e o tamanho do conjunto de
obstrucao estd direcionando pesquisas para esclarecer a relagao entre a kernelizagao e os

conjuntos de obstrugao de modo mais concreto.
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CAPITULO 8

CLASSES DE COMPLEXIDADE

Neste capitulo apresentamos as defini¢oes e exemplos para as classes de complexidade
da chamada Hierarquia W e suas relagoes com circuitos através do problema parametri-
zado CIRCUIT-SAT, o qual foi visto anteriormente. Também apresentamos defini¢oes e

resultados de completude.

Ainda neste capitulo vemos versoes parametrizadas de problemas N P-Completos e
como estes problemas estao espalhados pelas classes da Hierarquia W. Apresentamos um
refinamento da classe N'P-Completo ao classificar as versoes dos problemas dessa classe

como problemas parametrizados pertencentes as diversas classes da Hierarquia W.

Iniciamos definindo a Hierarquia W e posicionando a classe I'PT nessa Hierarquia.

Em seguida comparamos com a classe N'P-Completo e apresentamos algumas implicacoes.

8.1 A Hierarquia W

Reproduzimos a definicio dada para WCS(t, h), problema parametrizado da satis-
fatibilidade de circuitos de trama t e profundidade h, que é a restricao do problema

CIRCUIT-SAT para os circuitos de trama t e profundidade h.

WCS(t, h)

Instancia:  Um circuito C' de trama t e profundidade h e um inteiro positivo k.
Parametro: O inteiro positivo k.

Pergunta:  H& valoragao de peso k que satisfaz C'?

Definicao 8.1. Seja P um problema parametrizado e t um inteiro positivo. P estd na
classe Wt] se e somente se P ¢ redutivel a WCS(t, h), via reducdo parametrizada e para

algum h > 0.
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Uma conjectura fundamental em Complexidade Parametrizada é que F'PT # W{1], o

que ¢é andloga a conjectura P # NP porém mais “fraca’.

No Teorema vimos que SAT <,, WCS(2,2), via redugdo parametrizada. Portanto

SaT € W2].

No Corolério temos 2SAT <,, WCS(1,2) e daf

25AT € W1].

No Teorematemos CoNJUNTO DOMINANTE <,,, WCS(2, 2), via redugio parame-

trizada. Portanto

CoNJUNTO DOMINANTE € W2].

Pelo Teorema [5.2] temos

COBERTURA POR VERTICES € W11].

Definigao 8.2. A classe WP é a classe onde nao hd limite na profundidade e na trama

dos circuitos.

Pela Defini¢ao [8.2] temos

CIRCUIT-SAT € WIP].

Dessas definicoes temos

FPT C W[ CW[]2]C...C W[P].

Conjectura-se em |[Downey and Fellows(1999)| que essas inclusoes sao proprias.
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Denominamos Hierarquia W para a uniao dessas classes, sendo a letra W provinda

da trama (do inglés Weft) dos circuitos de cada classe.

Definigao 8.3. Um problema parametrizado P é W [t]-Dificil se todo problema parame-

trizado de Wt] é redutivel a P via redu¢ao parametrizada.

Definigao 8.4. Um problema parametrizado P é W t]-Completo se e somente se P estd

na classe Wt] e se todo problema parametrizado de Wt] é redutivel a P.

No que segue apresentamos vdarios problemas parametrizados W[t]-Dificeis e Wt]-
Completos, comegando com a classe W[1] e estudando os problemas W1]-Dificeis e W|[1]-

Completos.

Também apresentamos varios problemas N'P-Completos cujas versoes parametrizadas
sao W[t]-Completos para distintos ¢, ocorrendo assim um refinamento da classe NP-

Completo.

8.2 A Classe W[1]

A classe W]1]| da Hierarquia W ¢ tida como andloga & classe N'P-Completo, o que

vemos em detalhes no que segue.

Foi definido o problema parametrizado WCS(¢, h) da satisfatibilidade de circuitos
com trama t e profundidade h pelo qual Wt] foi construida. Reproduzimos a definigao
de WCS(t, h) para t = 1 no seguinte problema parametrizado.

WCS(1, h)

Instancia:  Um circuito C' de trama 1 e profundidade h e um inteiro k£ > 0.
Parametro: O inteiro positivo k.

Pergunta:  H& valoragao de peso k que satisfaz C?

Reproduzimos a Defini¢ao restringindo ¢ = 1 para a classe W[1].

Definicao 8.5. Seja P um problema parametrizado. P estd na classe W[1] se e somente

se P € redutivel a WCS(1, h) via redugdo parametrizada, para algum h inteiro positivo.



o7

Abaixo repetimos a Figura [5.8| contendo um grafo G com 5 vértices e contendo um
circuito C5 com profundidade h = 2, com trama t = 1 que é a “profundidade de portas

amplas” deste circuito e com fan-in 2 nas portas ou pequenas, tal que
p p peq ) q

G tem cobertura por vértices de tamanho k se e somente se

C5 ¢ satisfeito por valoracao de peso k.

Figura 8.1: Um circuito a partir de um grafo para a cobertura por vértices (repetigao)

Esse ideia de construir uma familia de circuitos a partir de um problema parametrizado
exemplifica como proceder para verificar em qual classe da Hierarquia W um problema

parametrizado pertence.

Pelo Teorema COBERTURA POR VERTICES <,, WCS(1,2) e daf temos

COBERTURA POR VERTICES € W[1].

Consideremos as férmulas F' = (21 Vo) A(x2Vag) A(xsVay) e F" = (21 Vag) A(zaV
x3) A (23 V 24) A (24 V 21). Destas férmulas F’ e F” construimos os circuitos de trama 1
e profundidade 2, respectivamente representados a esquerda e a direita na Figura As
varidveis de I’ e F” sdo representadas como entradas no circuito associado. As portas
pequenas nos circuitos representam as disjuncoes V das férmulas F’ e F”. No Capitulo
reescrevemos [ e F como sendo F' = A\, 3 Fi e F" = A\,_, , F;. O sfmbolo /\ usado

ao reescrever as formulas esté representado nos circuitos como uma porta e ampla. Com
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isso é bastante direto representar circuitos a partir de férmulas, em particular as férmulas

normalizadas.

Figura 8.2: Circuitos representando férmulas com valoragao de mesmo peso

Os circuitos da Figura acima sao representagoes das férmulas F’ e F”. O circuito
¢ satisfeito por uma valoracao de peso k se e somente se a féormula correspondente é
satisfeita por uma valoracao de peso k. Assim, um circuito de trama 1 e profundidade 2

pode ser computado a partir de qualquer férmula de 2SAT de valoragao no mesmo peso k.

Portanto 2SAT é redutivel a WCS(1,2) via reducao parametrizada, ou seja,

28aT <,, WCS(1,2).

Dai

2SAT € W1].

Para o problema CONJUNTO INDEPENDENTE usamos a Figura onde exibimos um
grafo conexo e um circuito de trama 1 e profundidade 2, tal que o grafo tem conjunto
independente de tamanho k se e somente se o circuito é satisfeito por uma valoragao de
peso k. O circuito foi criado a partir do grafo do seguinte modo: criamos uma entrada no
circuito para cada vértice do grafo. Para cada aresta {u,v} do grafo criamos uma porta
ou pequena com negacao na aresta antes da porta. Utilizamos uma tinica porta e ampla

para receber todas as saldas das portas ou descritas. A generalizagao imediata desta
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transformacao prova que CONJUNTO INDEPENDENTE restrito aos grafos conexos pertence
a classe W[1], uma vez que CONJUNTO INDEPENDENTE restrito aos grafos conexos é

redutivel a WCS(1,2), via reducao parametrizada.

Figura 8.3: Um circuito a partir de um grafo para o conjunto independente

Os proximos trés teoremas serao muito 1teis para a classificacao de problemas para-
metrizados com relagao a classe W/[1], mas primeiro vejamos alguns exemplos e definigoes

que sao necessarios.

Pela Definicao um problema parametrizado P pertence a classe W]1| se e somente
se P é redutivel a WCS(1,h), por uma redugao parametrizada, onde h é um inteiro

positivo. Os circuitos de WCS(1, h) tem trama 1 e profundidade limitada por h.

Os circuitos C3, Cy e C; representados na Figura[5.4 partem de uma regra para formar
uma familia de circuitos F. Seja F a familia de circuitos tal que o circuito C,, com entradas
x1,T2,...,T, tem uma porta ampla A para as entradas x; com ¢ impar e tem uma porta
ampla A para as entradas x; com j par. Consideremos o circuito Cyg representado na

Figura [8.4] como representante da familia de circuitos F.

Consideremos a Figura para exemplificar a trama ¢, a profundidade h e o fan-in s

do circuito Cy representante da familia F.

e A profundidade de Cg é h = 3 pois o caminho de qualquer entrada a saida passa

por no maximo 3 portas do circuito.

e A trama de Cg é t = 2 pois o caminho de qualquer entrada a saida passa por no

maximo 2 portas amplas.
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e O fan-in das portas pequenas de Cg é s = 2 pois qualquer porta pequena do circuito

tem grau de entrada sendo 2.

Figura 8.4: Um circuito de uma familia de circuitos de trama 2 e profundidade 3

Considerando o circuito Cg da Figura [8.4] acima como representante da familia F em
relacao a trama, a profundidade e ao fan-in, entao podemos dizer que qualquer circuito
C € F tem trama t = 2, profundidade h = 3 e fan-in das portas pequenas limitado em

s = 2.

Vamos definir o problema parametrizado WCS(1, h, s) como a restrigdo do problema
parametrizado WCS(1, k) aos circuitos com limite s no fan-in das portas pequenas.

WCS(1, h, s)

Instancia:  Um circuito C com trama 1, profundidade h, fan-in s e um inteiro
positivo k.
Parametro: O inteiro positivo k.

Pergunta:  Ha valoragao de peso k que satisfaz C?

Teorema 8.6 (Lema 2.1 de [Downey(1995)]). Seja h um inteiro positivo.
WCS(1,h) <., WCS(1,2,2" + 1), por uma redugdo parametrizada.

Para provar o Teorema 8.6 toma-se um circuito C' de trama ¢ = 1 e profundidade h de
WCS(1, h) e constréi-se um circuito C’ de trama ¢t = 1, profundidade 2 e fan-in s = 2" +1
de WCS(1,2,s), tal que C é satisfeito por uma valoracao de em k se e somente se C” é

satisfeito por uma valoracao de peso k', onde k' = f(k) (k' depende apenas de k).
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O circuito C” resultante da demonstragdo do Teorema [8.6] tem uma forma bastante
simples: com uma tunica porta e ampla antes da saida do circuito recebendo a saida de
todas as portas pequenas ow. Estas portas pequenas ou tem seu fan-in limitado por

s=2h41.

Na Figura[8.5|a seguir representamos um circuito de fan-in s = 6 com uma tnica porta

e ampla antes da saida do circuito recebendo a saida de todas as portas ou pequenas.
AR
O, (V)

,\\1’;4;
¥ @@,/@}

Figura 8.5: Um circuito com uma porta e ampla e portas ou pequenas de fan-in 6

Uma consequéncia do Teoremal8.6|é estratificacdo de W[1] como a uniao de WCS(1, 2, s)

com os circuitos tendo s no limite do fan-in das portas pequenas, ou seja,

W) = Gwcsu,z,s).

s=1

Y

Cometemos o abuso de afirmar “W[1] igual a uniao de WCS(1,2,s)”: é abuso uma
vez que W[1] é uma classe de complexidade e WCS(1, 2, s) é um problema parametrizado.
Cometemos esse abuso pelo fato que a Definicao associa a classe W([1] com a redugao

a um problema especifico, mas deve ser levado em conta a redugao necesséria associada.

Semelhantemente as férmulas antimondétonas temos os circuitos antimonoétonos: um
circuito é antimondtono se todas as arestas que saem das entradas do circuito sao arestas

negativas (arestas com rétulo —) e ndo possui nenhuma outra aresta negativa no circuito.

Na Figura damos uma representacao de um circuito antimonotono.
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Figura 8.6: Um circuito antimondétono

Dos circuitos antimondtonos temos o problema WCS-ANTIM(1, h, s) dado a seguir.

WCS-ANTIM(1, A, s)

Instdncia:  Um circuito C' antimondétono de trama 1, de profundidade h e de
fan-in s e um inteiro positivo k.
Pardmetro: O inteiro positivo k.

Pergunta:  H& valoragao de peso k que satisfaz C'?

O problema WCS-ANTIM(1, h, s) é importante para transformar qualquer circuito de

WCS(1,2,s) em um circuito de WCS-ANTIM(1, 2, s), isto devido ao seguinte Teorema.

Teorema 8.7. Seja s > 2 e s € N. WCS(1,2,s) =2 WCS-ANTIM(1, 2, s), por redugao

parametrizada.

Com o préximo resultado concluimos que a classe W([1] é equivalente a 2SAT, ou seja,

2SAT é W[1]-Completo.

Teorema 8.8. Seja s > 2 e s € N. WCS-ANTIM(1,2,s) =2 WCS(1,2,2), por redugdo

parametrizada.

O resumo dos tultimos resultados é o seguinte.

o W[1] = Upz; WCS(1, k) pela Definigao [8.1]
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WCS(1,h) 2 WCS(1,2,5 = 2" + 1) pelo Teorema para h > 2.

WCS(1,2, s) = WCS-ANTIM(1, 2, s) pelo Teorema 8.7 para s > 2.

e WCS-ANTIM(1,2,5) = WCS(1,2,2) pelo Teorema [8.8 para s > 2.

Portanto WCS(1,2,2) é W[1]-Completo.

Como WCS(1,2,2) = 2SAT entao 2SAT é W/[1]-Completo.

Em outras palavras, qualquer problema parametrizado P pertencente a classe W([1] é

redutivel a 2SAT por uma redugao parametrizada, isto ¢,

P <,, 2SAT, para todo P € W]1].

Com os resultados acima, se P <,,, 2SAT entao P € W[l]. Se 2SAT <,,, P entao P é

W1]-Dificil, o que mostramos em detalhes a seguir.

8.3 As Classes W[1]-Dificil e W[1]-Completo

Reproduzimos as definigoes para W t]-Dificil e W[t]-Completo dadas anteriormente,

restringindo ¢ para t = 1.

Definicao 8.9. Um problema parametrizado P é W1]-Dificil se todo problema parame-
trizado de W 1] € redutivel a P, por uma redugdo parametrizada. Um problema parame-

trizado P é W[1]-Completo se e somente se P € W([1] e P é W|[1]-Dificil.

Pela definicao acima ainda e pelos teoremas anteriores temos

Corolario 8.10. 2SAT ¢ W/[1]-Completo.

A prova do Corolério vem do Coroldrio 5.4 onde provamos que 2SAT € W([1] e
vem pelo resumo de varios resultados feito acima, onde qualquer problema parametrizado

de W1] é redutivel a WCS(1,2,2).

Dai temos os seguintes problemas W[1]-Completos.
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Coroldrio 8.11. nSAT é W(l]-Completo, para n > 2 inteiro.

Assim, para provar quem um problema parametrizado P é W [1]-Completo precisamos
provar que P pertence a W/[l] e que todo problema de W[l| é redutivel a P por uma

reducao parametrizada.

8.4 Clique, Conjunto Independente e a Classe W[1]-Completo

Pelo Teorema temos CLIQUE = CONJUNTO INDEPENDENTE, isto é, CLIQUE <,,

CONJUNTO INDEPENDENTE e CONJUNTO INDEPENDENTE <,,, CLIQUE.

Relacionamos estes problemas com a classe W[1] iniciando pelo seguinte Teorema.

Teorema 8.12. CONJUNTO INDEPENDENTE € W[1].

Seja (G, k) uma instancia de CONJUNTO INDEPENDENTE. Se G é um grafo conexo

entao ja vimos anteriormente a reducao para circuitos e exemplificamos na Figura

Para os grafos nao conexos exemplificamos na Figura [8.7] a seguir, tal que o grafo
tem conjunto independente de tamanho k se e somente se o circuito é satisfeito por uma

valoracao de peso k.

Figura 8.7: Um circuito a partir de um grafo nao-conexo para o conjunto independente

Seja G um grafo nao conexo. Como exemplificado na Figura construimos um

circuito C' com uma entrada no circuito para cada vértice de G. Para cada aresta {u, v}
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do grafo criamos uma porta ou pequena com arestas com negacao saindo de u e de v
para a entrada desta porta ou. Usamos uma tinica porta e ampla para todas essas portas
ou descritas. Todas as entradas associadas a um vértice isolado tem sua saida em uma
Unica porta ou ampla. Por fim uma porta ou de fan-in 2 recebe a saida das duas portas
amplas. Desta forma CONJUNTO INDEPENDENTE restrito a grafos nao conexos é redutivel

a WCS(1, 3).

As redugbes do problema CONJUNTO INDEPENDENTE para os problemas WCS(1, 2)

e WCS(1, 3) s@o redugdes parametrizadas com k' = k.

Portanto CONJUNTO INDEPENDENTE € W1].

Teorema 8.13. CONJUNTO INDEPENDENTE ¢ W[1]-dificil.

Demonstrag¢ao. Pelo Corolario para todo problema P € W[1] temos

P <, 25AT.

Pelo Corolario [5.4] temos

2SAT <,, WCS(1,2,2).

Do Teorema temos

WCS(1,2,2) <,, WCS-ANTIM(1,2,2).

A reducao do Coroldrio [5.4 nos da

WCS-ANTIM(L, 2,2) <,,, 2SAT-ANTIM.

Portanto basta provar que 2SAT-ANTIM <,,, CONJUNTO INDEPENDENTE.

Seja (F, k) uma instancia de 2SAT-ANTIM. Dai a férmula F' é antimonétona, ou seja,

todos os literais de F' sao negativos e ainda, todas as clausulas de F' tem no méaximo dois
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literais.

Criamos um grafo G com um vértice para cada varidvel de F'. Para cada clausula (—uV
—w) de F criamos uma aresta {u,v}. Como a cldusula (—uV —v) tem valoracao verdadeira
se nao valorar ambas as variaveis u e v verdadeiras, entao nao podemos ter ambos os
vértices u e v em um mesmo conjunto independente, o que ocorre pois construimos a
aresta {u, v} incidente a eles. Reciprocamente, como existe a aresta {u,v} entdo ou u ou
v pertence ao conjunto independente e dai ou u ou v é respectivamente valorada como

verdadeira.

Portanto F' tem uma valoragao de peso k se e somente se G tem um conjunto inde-
pendente de tamanho &', com k' = k. E como k' = k e criamos G em tempo O(|F|°M),

entao a reducao é uma reducao parametrizada, o que prova o teorema. O

Corolario 8.14. CONJUNTO INDEPENDENTE ¢ W[1]-Completo.

J& que pelo Teorema temos CONJUNTO INDEPENDENTE 2 CLIQUE, portanto

temos o seguinte resultado.

Corolario 8.15. CLIQUE ¢é W[1]-Completo.

8.5 Aceitagcao Curta em Maquina de Turing

O Teorema Cook-Levin sugere que o problema computacional da satisfatibilidade de
formulas em CNF nao possui um algoritmo polinomial, de forma semelhante temos um
problema na classe W[1] que é completo: uma versao parametrizada de uma maquina de

Turing nao-deterministica. Daf a classe W[1] é tida como anéloga & classe N'P-Completo.

Consideremos o seguinte problema parametrizado.
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ACEITACAO CURTA EM MAQUINA DE TURING

Instancia:  Uma maquina de Turing Nao-Deterministica M, uma palavra x e
um inteiro positivo k.

Parametro: O inteiro positivo k.

Pergunta:  Existe algum caminho na computagao de M tal que x é aceito por

M em no maximo k transicoes?

Provar que ACEITAGAO CURTA NA MAQUINA DE TURING pertence a W/[1] significa
que 2SAT, CLIQUE e CONJUNTO INDEPENDENTE sao “mais dificeis” do que ACEITACAO
CURTA NA MAQUINA DE TURING, pois se 2SAT for F'PT entao pelo Teorema tem-se

ACEITACAO CURTA NA MAQUINA DE TURING também em FPT.

Provar que ACEITAGAO CURTA NA MAQUINA DE TURING é W[1]-Dificil significa que
todo problema parametrizado de W/[1] é redutivel a ACEITAGAO CURTA NA MAQUINA

DE TURING, via redugao parametrizada.

Teorema 8.16. ACEITAGAO CURTA NA MAQUINA DE TURING € W[1]-Completo.

A prova do Teorema [8.16| ndao cabe neste texto introdutério.

Portanto, ACEITAGAO CURTA NA MAQUINA DE TURING € W]JI] e ACEITAGAO

CURTA NA MAQUINA DE TURING é W([1]-Diffcil.

Assim, por exemplo temos a consequéncia de que

ACEITAGAO CURTA NA MAQUINA DE TURING <,,, CLIQUE.

Dai a classe W[1] atrai bastante atenc¢ao, pois pelo Teorema temos W(1] como

andloga a classe N'P-Completo.

8.6 As Classes W|t] e as relagoes entre elas

No Capitulo 4] foi definido que uma férmula é t-normalizada se ela esta na forma de

conjunc¢ao-de-disjuncgoes-de-conjungoes- . .. de-literais com t — 1 alternancias. Considere-
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mos o seguinte problema.

SAT t-NORMALIZADA

Instancia:  Uma férmula F' t-normalizada e um inteiro positivo k.
Parametro: O inteiro positivo k.

Pergunta:  Ha valoragao de peso k que satisfaz F'7

Desse problema temos o Teorema da Normalizacao de [Downey and Fellows(1995)].

Teorema 8.17 (Teorema da Normalizagdo). SAT t-NORMALIZADA ¢é W t]-Completo,

para todo inteiro t > 2.

Por consequéncia do Teorema Normalizacao um circuito C' de trama ¢t e profundi-
dade h pode ser considerado como uma férmula ¢-normalizada. Também do Teorema da

Normalizagao temos

Corolario 8.18. SAT é W[2]-Completo.

Pelo Teorema da Normalizacao podemos classificar um problema parametrizado P na
classe Wt] da Hierarquia W se o problema P for redutivel, via redu¢do parametrizada, a
uma férmula t-normalizada, para algum ¢ > 1. No caso ¢t = 1 vimos na Secao [8.2| que um
problema parametrizado P estd na classe W[1] se e somente se o problema P for redutivel

a 2S5AT, via reducao parametrizada.

Com o Teorema onde CONJUNTO DOMINANTE = WCS(2,2) temos o seguinte

resultado

Corolario 8.19. CONJUNTO DOMINANTE ¢é W|[2]-Completo.

Portanto,

Corolario 8.20. SAT = CONJUNTO DOMINANTE.

Com o Teorema da Normalizacao temos as seguintes relagoes.

FPT = WJ[1]-MoNOTONA C



C W[1] = W[1]-ANTIMONOTONA = W[2]-ANTIMONOTONA C
C W[2] = W[2]-MoNOTONA = W([3]-MoNOTONA C

.C WI[P).

Conjectura-se em |[Downey and Fellows(1999)| que essas inclusoes sao proprias.

69
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CAPITULO 9

APLICACAO AO PROBLEMA DA CLIQUE MAXIMA

Neste capitulo fazemos uma aplicacdo das classes de complexidade Wt] ao problema
parametrizado CLIQUE, apresentando analise de alguns algoritmos bastante usados para

problema computacional da Clique Maxima com vista aos parametros envolvidos.

9.1 Revisando alguns resultados

Reproduzimos o problema da clique com parametro no tamanho do conjunto solucao.

CLIQUE

Instdncia:  Um grafo G = (V, E) e um inteiro positivo k.
Parametro: O inteiro positivo k.

Pergunta: G tem uma clique de tamanho k7

No Teorema [3.5] vimos que CLIQUE = CONJUNTO INDEPENDENTE e nos Teoremas
e vimos que CONJUNTO INDEPENDENTE ¢é W([1]-Completo. Dai a CLIQUE
é W[1]-Completo. Comentamos que a classe W[1] é tida como andloga a classe N P-

Completo.

Reproduzimos abaixo a Definicao dada para a classe F'PT', que é tida como anéloga

a classe P.

Defini¢ao 9.1. Um problema parametrizado P € tratdvel por parametro fixo (é FPT) se
pode ser resolvido em tempo f(k)|z|*, para algum o € N, onde (z,k) é uma instincia de

P e a funcao f depende apenas do parametro k.

Dos Teoremas|6.2] e temos que COBERTURA POR VERTICES € F'PT. O tempo de
execucio O(kn +1,2738%) em [Chen et al.(2006)Chen, Kanj, and Xia] para COBERTURA

POR VERTICES é coerente com a classe F'PT, conforme visto anteriormente. Também
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vimos o quanto os tempos de execucao para COBERTURA POR VERTICES melhoraram ao

longo dos anos.

No Teorema [3.2] vimos que COB o< IND e no Corolério [3.3] vimos que IND oc COB,
onde os problemas de decisao COB e IND foram definidos relacionados respectivamente

a cobertura por vértices e ao conjunto independente.
No Teorema vimos que CONJUNTO INDEPENDENTE <,,, CLIQUE.

Uma reducao parametrizada de COBERTURA POR VERTICES para CLIQUE nao é

conhecida e em |[Downey and Fellows(1999)| conjectura-se nao existir.

Como vimos, o parametro pode ser tomado de outras formas, além do tamanho do
conjunto solugao. Consideremos o seguinte problema parametrizado.

GRANDE CLIQUE

Instdncia:  Um grafo G = (V, E/) com n vértices e um inteiro positivo k.
Pardmetro: O inteiro positivo k.

Pergunta: G tem uma clique de tamanho n — k7

O tempo de execucao O(kn + 1,2738%) para COBERTURA POR VERTICES ¢ ttil para

o problema parametrizado GRANDE CLIQUE pelo seguinte teorema.

Teorema 9.2. GRANDE CLIQUE = COBERTURA POR VERTICES, via redu¢do parame-

trizada.

A prova do Teorema [9.2| usa a reducao bastante conhecida da cobertura por vértices
ao conjunto independente, exibida no Teorema e também usa o Teorema [3.5 onde

CONJUNTO INDEPENDENTE = CLIQUE.

Informalmente o tempo de execucao O(kn+1,2738%) para COBERTURA POR VERTICES
¢é 1util para GRANDE CLIQUE nos casos onde procuramos “grandes” cliques. Ou seja, a
reducao parametrizada de COBERTURA POR VERTICES para GRANDE CLIQUE significa
que procurar uma cobertura por vértices de tamanho £ em um grafo G resolve o problema

de procurar uma clique de tamanho n — k no grafo complementar de G.

Como no Teorema [9.2] GRANDE CLIQUE ¢ redutivel a COBERTURA POR VERTICES
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e como COBERTURA POR VERTICES € F'PT, entao temos a seguinte consequéncia.

Corolario 9.3. GRANDE CLIQUE ¢é FPT.

9.2 Degeneracao de um grafo

A degeneragao é conhecida como uma medida de esparsidade dos grafos e a definimos

do seguinte modo.

Definicao 9.4. A degeneracao de um grafo simples G € o menor numero d, tal que todo

subgrafo de G contém um vértice de grau no mdzimo d.

A degeneragao de um grafo é um limite superior para a clique maxima conforme o

resultado a seguir.

Teorema 9.5. Se um grafo simples G tem degeneracao d, entao a maior clique nesse

grafo tem no mdximo d + 1 vértices, isto €, w(G) < d+ 1.

Demonstracao. Seja G um grafo simples com uma degeneracgao d e seja S a clique maxima
de G. O grafo G[S] é um subgrafo de GG. Pela Definicao , qualquer subgrafo de G tem
um vértice de grau no maximo d. Dai G[S] tem um vértice de grau no méximo d. Portanto

a maior clique S no grafo G' tem no maximo d + 1 vértices. m

A relagdo w(G) < d + 1 entre a Clique Maxima e degeneragao conforme dada pelo
Teorema[9.5/¢é de grande importancia, o que mostraremos nas analises dos algoritmos para

Clique Maxima.

Se lermos a Defini¢ao [9.4] de modo simplista pode parecer dificil para calcular a dege-

neragao de um grafo. Entretanto, apresentamos o algoritmo degeneracao((G) para calcular
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a degeneracao d de um grafo G em tempo polinomial.

degeneragdo(()

d<0
Enquanto G ndo estiver vazio
Se 6(G) > d

d <+ 0(G)

remova do grafo G um vértice de grau minimo (e suas arestas)
Devolva d

Consideremos o grafo da Figura para calcular a degeneracao.

Figura 9.1: Um grafo simples com degeneragao 3

Consideremos usar o algoritmo degeneracao(GG) com G sendo o grafo da Figura
A varidvel d inicia com valor 0. Apés ler todo o grafo é encontrado o grau minimo 6(G)
sendo 1 e dai d <— 1. Depois de remover o vértice de grau 1 (e suas arestas), o grafo G
resultante tem grau minimo sendo 3. A variavel d é entao atualizada para d < 3, valor o
qual permanece e é o valor devolvido pelo algoritmo como sendo a degeneracao do grafo.
Dai, o grafo da Figura tem degeneragao 3. A prova do algoritmo degeneracao(G)

mostraremos mais adiante.

Na Figura[9.2) numeramos em ordem crescente os vértices da Figura[9.1] conforme o al-
goritmo degeneracao(G) foi removendo os vértices do grafo, usando uma escolha qualquer

nos casos onde havia mais de um vértice com grau igual ao grau minimo.
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Figura 9.2: Grafo com vértices numerados ao usar o algoritmo degeneracao(G)

9.3 Grafos direcionados usando a degeneracgao

Vamos construir grafos direcionados aciclicos a partir de um grafo e de sua dege-

neracao.

Seja H = (V, E) um grafo direcionado aciclico. Denota-se por A*(H) o valor

AT (H) = max{d};(v),v € V(H)}

e dizemos que AT (H) é o grau maximo de saida no grafo direcionado H.

Seja G um grafo simples com degeneracao d e seja < uma ordem total sobre V(G).

Define-se o grafo direcionado G~ por

V(G<) = VI(G),

E(G.) = {(u,v) € V(G) x V(G): {u,v} € E(G) e u < v}.

ara criar um grafo a partir do grafo a Figura |9.2] direcionamos as arestas
P fo G tir d fo G da F 9.2/ d t
de G da Figura do vértice de menor nimero para o vértice de maior nimero como

exemplificado na Figura [9.3
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Figura 9.3: Grafo direcionado e vértices numerados pelo algoritmo degenerac¢ao(G)

Outra forma de representar o grafo direcionado da Figura [9.3] damos na Figura [9.4]

Figura 9.4: Grafo direcionado e vértices alinhados pelos seus nimeros

Ou seja, a Figura e a Figura sao representacoes do mesmo grafo direcionado
G .. Na Figura [9.4] os vértices foram representados alinhados seguindo a ordem total do

vértice de menor nimero para o vértice de maior nimero da esquerda para a direita.

9.4 Degeneracao ordenada

A partir daqui vamos restringir a forma de criar um grafo direcionado GG a partir de

G usando a degeneracao ordenada, que é definida a seguir.

Definigao 9.6. Uma degeneracao ordenada em um grafo simples G = (V, E) de dege-

neragao d é uma ordem total < sobre V(G), tal que AT(G.) < d.

Ou seja, em uma degeneracao ordenada cada vértice de G- precisa ter d ou menos
vizinhos de saida. O grafo G. da Figura[9.3|e da Figura[9.4]tem sua ordem total conforme
uma degeneragao ordenada, pois cada vértice tem 3 ou menos vizinhos de saida, ou seja,

AT(G.) < 3 e o grafo G tem degeneragao d = 3.

Daqui em diante o grafo G- é sempre gerado a partir de um grafo G como na definicao

a seguir.
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Defini¢ao 9.7. O grafo G- é um grafo construido a partir do grafo G, tal que AT™(G.) < d,

onde d € degeneracao de GG.

O vértice v é posterior do vértice w se w < v em V(G.).

Para facilitar a leitura, reproduzimos uma cépia da Figura 9.4}

Figura 9.5: Grafo direcionado de acordo com a degeneracao ordenada

Na forma de representagao usada na Figura (copia da Figura|9.4)) qualquer vértice
tem seus vértices de saida sempre & sua direita. Dai, pela Figura[9.5|facilmente percebe-se

o grau maximo de saida AT(G.) do grafo G- como sendo 3.

A relagao entre degeneracao d e degeneracao ordenada temos no seguinte resultado.

Teorema 9.8. Um grafo G tem degeneracao d se e somente se o grafo G tem uma

degeneracao ordenada com AT(G.) <d.

Demonstracao. Seja G um grafo com degeneracao d, o que significa que todo subgrafo
de G contém um vértice v de grau no maximo d. Vamos construir G- a partir de G
e d: inicialmente fazemos G- com V(G.) e E(G.) sendo vazios. Tomamos o vértice v
de grau no maximo d e adicionamos as arestas (v, w) em E(G.), tal que {v,w} € E(G).
Adicionamos v em V(G ) como o maior dos vértices ja existentes em V(G.). Removemos
do grafo G o vértice v e as arestas incidentes em v. Como G tem degeneracao d, entao a
cada remocgao de um vértice v do grafo G existe um vértice no subgrafo resultante com
grau no maximo d. Repetimos este processo removendo um vértice de grau no maximo d
do grafo G até G ficar vazio, concluindo V(G.) com os mesmos vértices de V(G). Assim
temos uma ordem < sobre V(G), tal que AT(G.) < d. Portanto G tem uma degeneragao

ordenada.
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Reciprocamente, seja G' o grafo simples com G sendo o grafo direcionado com uma
degeneragao ordenada tendo A*(G.) < d. Seja H um subgrafo qualquer de G. Seja v o
vértice de H que em V(G.) é o menor de todos vértices de H em V(G.) (v é o vértice
de H que estd mais a esquerda na representagdo de G- que mencionamos acima). Como
AT(G.) < d entao dg;_(v) também é menor ou igual a d, isto ¢, d5_(v) < d. Dai v tem d
ou menos vizinhos em H, onde H foi definido com um subgrafo qualquer de G. Portanto

G tem degeneracao d. O

O Teorema [9.5| garante que a degeneracao é um limite para a clique maxima. Ja o
resultado a seguir garante um limite na quantidade de arestas do grafo, baseado em sua

degeneracao.

dil)

Teorema 9.9. Um grafo com degeneragio d e n vértices tem no mdrimo d(n — =

arestas.

Demonstragdo. Seja G um grafo com degeneragao d e n vértices. Pelo Teorema[0.§ G tem
uma degeneragao ordenada G.. A quantidade de arestas em G é a mesma que em G_,
pois em (G- ha apenas o direcionamento das arestas de G. Dai basta provar o maximo
de arestas de G.. Seja S = {vy, v9,...,v,} a ordenagao do vértices de V(G<). Assim, v;
tem no méaximo d arestas de saida para vértices do conjunto {v;y1,...,v,} dos vértices
posteriores a v; em S, para 1 < ¢ < n. Para que v; possa ter arestas para d vertices o
indice 7 precisa ser menor ou igual n — d, pois para ¢ > n —d nao ha d vertices posteriores.
Dai que, d é o maximo de arestas de saida dos n — d vértices vy,...,v,_4. Os vértices
Up—d+; tem no maximo d — j arestas de saida, 0 < j < d. Assim, o maximo de arestas em

Gé
(d—1)d
2

_g+1

=d(n 5 ).

(n—dyd+Y d—i=(n—d)d+
0

Degeneracao e degeneracao ordenada podem ser computadas pela estratégia gulosa

simples de repetidamente ir removendo um vértice grau minimo do grafo até o grafo ficar
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vazio, como no algoritmo degeneracao(() visto anteriormente e repetido aqui.

degeneragdo(()

d<0
Enquanto G ndo estiver vazio
Se 6(G) > d

d <+ 6(Q)

remova do grafo G um vértice de grau minimo (e suas arestas)
Devolva d

Assim, a degeneracao é o maximo dos graus dos vértices do momento em que eles
sao removidos do grafo e a ordem na qual os vértices vao sendo removidos forma uma

degeneracao ordenada. Essa é a esséncia do algoritmo de [Batagelj and Zaversnik(2003)].

Adicionando no algoritmo degeneracao(G) uma lista D, tal que D[i] contém uma lista
dos vértices de grau ¢, podemos computar a degenera¢ao de um grafo em tempo O(m+n),

onde m é a quantidade de arestas e n a quantidade de vértices do grafo.

9.5 Subgrafos de acordo com a degeneracao ordenada

Nesta secao vamos construir subgrafos de GG a partir de G, onde G é um grafo simples

com degeneracao d e G é o grafo direcionado aciclico visto anteriormente.
Seja v um vértice de V(G.).

N7 (v) é o conjunto dos vizinhos posteriores de v, isto é,

N*(v) ={w, (v,w) € BE(G.)}.

Sejam v; < vy < ... < v, os vértices de V(G.).

Pela Definicao o grafo G~ é construido a partir de G com cada vértice v; € V(G.)

tendo no maximo d vizinhos posteriores, para ¢ =1,2,...,n e temos

INT ()] < d.
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Seja V; o conjunto dos vizinhos posteriores a v; incluindo v;, ou seja,

Vi={v;} UN*(v;), parai=1,2,... n.

Os subgrafos G[Vi],G[V4],...,G[V,] chamamos de subgrafos de G de acordo com a

degeneragao ordenada.

Copiamos a seguir as Figuras e para facilitar a visualizacao dos subgrafos de

acordo com a degeneracao ordenada.

Figura 9.7: Grafo G- conforme a degeneragao ordenada

Na Figura[9.§ representamos os subgrafos de G de acordo com a degeneragao ordenada

em G, onde G e G sdo os grafos representados respectivamente nas Figuras [9.6] ¢ 9.7

G G GVl GV G5l GIVs] GVE] G| GV
g OO N O N O OO ©)
@\ (@) [®) [ @) @) O

© @@‘90 O ©®©® & O

Figura 9.8: Subgrafos de G de acordo com a degeneracao ordenada



30

Usamos os subgrafos de acordo com a degeneracao ordenada para encontrar uma
Clique Maxima S, pois S pertence a um desses subgrafos como vemos no resultado a

seguir.

Teorema 9.10. Se S é uma Clique Mdzxima do grafo G, entao S pertence a um dos

subgrafos G[V1|, G[Va], ..., G[V,] de G, onde n é o numero de vértices de G.

Demonstracao. Seja G um grafo com n vértices e seja S uma Clique Maxima de G. Sejam
v < vy < ...< v, os vértices de V(G) e sejam G[Vi]|, G[V4], ..., G[V,] os subgrafos de G
de acordo com a degeneracao ordenada. Seja v € S o menor dos vértices de S em V(G.).
Seja esse vértice v o z-ésimo vértice de (vy,va,...,v,), ou seja, v = v, com 1 < z < n.
Como v é o menor vértice entre os vértices de S, entao todos os S — v vizinhos de v sao
posteriores de v em G (estao a direita de v). Portanto a Clique Maxima S pertence ao

subgrafo G[V,] e temos o teorema. O

O algoritmo CliqueMaximaPorSugrafos(G) abaixo vem do Teorema [9.10} o algoritmo
tem uma lista de subgrafos de acordo com a degeneracao tal que em um desses subgrafos
estd a Clique Méxima de G. O algoritmo CliqueMaxima(H) é qualquer algoritmo que

encontre a clique maxima em L[i], que é subgrafo de G.

CliqueMaximaPorSugrafos(G)

L (G], GV, ..., G[Va])
S0

para i = 1 até n faca

S’ + Clique M axima(L][i])
Se |S] < 5]

S+ 5
Devolva S

9.6 O algoritmo Bron—Kerbosch e a degeneragao ordenada

Em [Bron and Kerbosch(1973)] é apresentado um algoritmo para a Clique Méxima.

Chamamos de Bron-Kerbosch ou BK o algoritmo de |[Bron and Kerbosch(1973)] para a
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Clique Maxima sem pivoteamento.

Denotamos por N(v) o conjunto dos vizinhos de v, isto é,

N(v) = {w tal que {v,w} € E(G)}.

O algoritmo BK recebe um grafo G como argumento. Apods receber um grafo o algo-
ritmo BK escolhe um vértice v e inicia duas chamadas recursivas: em uma das chamadas
o grafo G — v é passado como argumento para BK e na outra chamada recursiva anota-se
o vértice v como parte da clique maxima passando como argumento o grafo G[N(v)].

Chamamos de pivéo o vértice v escolhido.

BK(G)

v < um vertice de G

SeG =10
| Devolva ()

C + BK(G —v)
C" + {v}U BK(G[N(v)])

Se |C] > |C]
| Devolva C

Devolva C’

Em [Eppstein et al.(2010)Eppstein, LofHler, and Strash| foram relatados experimentos

onde compararam-se os tempos de execucao do algoritmo BK em relagao as escolhas do
pivo.

O principal algoritmo de |[Eppstein et al.(2010)Eppstein, Loffler, and Strash| chama-
mos de BK-Degen.

O algoritmo BK-Degen ¢ uma modificagao do algoritmo BK, onde as escolhas dos

vértices pivos seguem a degeneragao ordenada.

Em resumo, o algoritmo BK-Degen calcula uma degeneracao ordenada do grafo GG da
instancia e coloca os vértices em uma lista £ em ordem crescente. Dai escolhe os pivos
v na sequéncia dada em L e faz chamadas do algoritmo BK passando como parametro o

grafo G — v e o grafo G[N (v)].
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O algoritmo BK-Degen tem tempo de execucdo O(nd3%?), onde n é o niimero de

vértices e d é a degeneracao do grafo.

9.7 Clique é FPT quando é parametrizada pela degeneragao

Consideremos o problema parametrizado CLIQUE-DEGEN com o parametro sendo a
degeneracao do grafo, parametro que é calculado em tempo polinomial conforme visto

anteriormente.

CLIQUE-DEGEN

Instancia:  Um grafo G e dois inteiros positivos k e d.
Pardmetro: A degeneracao d do grafo G.

Pergunta: G tem uma clique de tamanho k7

O algoritmo BK-Degen com o tempo de execucdo O(nd3%3) nos d4 o seguinte.

Teorema 9.11. CLIQUE-DEGEN pode ser resolvido em tempo f(d)n?, onde d € a dege-

neracdo e n a quantidade de vértices do grafo da instancia e f(d) = d3%/3.

Do Teorema temos o seguinte resultado.

Corolario 9.12. CLIQUE-DEGEN ¢ F'PT.

De modo mais preciso o algoritmo BK-Degen escolhe os pivos v na sequéncia da
degeneragao ordenada L até o (n — d)-ésimo vértice, pois os ultimos d vértices formam no
maximo uma clique de tamanho d como exemplificado na Figura Mais precisamente
o tempo de execugao de BK-Degen é (n —d+ 1).f(d), onde n é o numero de vértices e d

a degeneracio do grafo e f(d) = d3%/>.

Figura 9.9: Tempo (n — d + 1) f(d) para encontrar a clique em um grafo
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Os grafos obtidos em muitas aplicagoes apresentam valores baixos para a degeneragao,

como exemplo mostramos na Tabela [9.1| a seguir com base no BioGRID da versao 3.2.96.

Organism (PPI network) n m A | d
Rattus norvegicus 1710 2065 188 | 4
Mus musculus o744 | 10738 | 294 | 9
Caenorhabditis elegans 3667 6927 527 | 10
Arabisopsis thaliana 6021 | 13464 | 438 | 12
Drosophila melanogaster 8168 | 37503 | 175 | 28
Homo Sapiens 16504 | 104832 | 9128 | 44
Schizosaccharomyces pombe | 3659 | 50757 | 515 | 45
Saccharomyces cerevisae 6306 | 206693 | 2583 | 78

Tabela 9.1: Indices de oito grafos da rede PPI pela base de dados BioGRID da versao
3.2.96. Para cada rede listamos o nimero de vértices (n), o nimero de arestas (m), o
grau maximo (A) e a degeneragao (d).

Vemos na Tabela[0.1]que cada rede PPI listada tem o niimero de vértices (n), o nimero

de arestas (m) e o grau maximo (A) significativamente maiores do que a degeneracao (d).

9.8 Analise dos algoritmos mcq, mecr, mcs e mcf

Em [Carmo and Ziige(2012)] encontramos uma exposi¢ao de algoritmos baseados em
“branch and bound” para a solucao exata do problema da clique maxima em uma forma
unificada. Dessa exposicao temos a semelhanca dos algoritmos para a clique maxima
no uso de um pré-processamento na ordem dos vértices, o que acontece nos principais

algoritmos para a clique maxima.

Grande parte dos algoritmos para a clique maxima sao variacoes do algoritmo BK
de [Bron and Kerbosch(1973)] ou podem ser expressos como variagoes, o que é bastante

esclarecido em |Carmo and Ziige(2012)].

O algoritmo BK genérico em [Bron and Kerbosch(1973)] nao especifica uma ordem
na qual o algoritmo escolhe os vértices pivos. Em [Carraghan and Pardalos(1990)] vemos

uma ordem nos vértices pivos privilegiando os vértices tenham menor grau.

Aos algoritmos para a clique maxima que sao melhoramentos do BK e que privilegiam

os vértices de menor grau na escolha dos pivos chamamos de algoritmos em conformidade
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com uma degeneragao ordenada, pois ao escolher os pivos em ordem nao-descrescente dos

graus dos vértices forma-se uma degeneracao ordenada.

O algoritmo mcq em [Tomita and Seki(2003)] é uma modificacdo do BK e a ordem
dos vértices é feita de forma decrescente nos graus dos vértices, porém o algoritmo mcq
opera tomando da direita para a esquerda nessa ordenacao, dai privilegiando os vértices
de menor grau. Portanto o algoritmo mcq é um algoritmo em conformidade com uma

degeneragao ordenada.

Sejam mer e mces algoritmos respectivamente de [Tomita and Kameda(2007)] e de

[Tomita et al.(2010)Tomita, Sutani, Higashi, Takahashi, and Wakatsuki.

A ordenagao dos vértices em ambos os algoritmos mcr e mes ocorre de modo parecido
com o algoritmo mcq privilegiando os vértices de menor grau com a tomada dos pivos
ocorrendo em ordem nao-descrescente nos graus dos vértices. Portanto, os algoritmos mcr

e mcs sao algoritmos em conformidade com uma degeneracao ordenada.

Em [Eblen et al.(2011)Eblen, Phillips, Rogers, and Langston| foi apresentado o algo-
ritmo mecf para o problema da clique méaxima. Dado um grafo G com n vértices como
entrada para o algoritmo mcf, um dos pré-processamentos mcf é um algoritmo guloso

para guardar uma clique méxima como referéncia para posteriores cortes nas buscas.

O algoritmo mcf foi construido em relacoes diretas com os pré-processamentos e as
reducoes ao nicleo do problema como nos algoritmos para COBERTURA POR VERTICES
dados no Capitulo [6] O algoritmo genérico do mef nao estd em conformidade com uma
degeneracao ordenada, pois nao apresenta diferenca em ordenar os vértices do grau menor
para o grau maior ou vice-versa. Entretanto nos experimentos com o algoritmo genérico
do mcf fica transparente como a ordenar do maior grau para o menor para os vértices
pivos causa perda de performance. Dai, consideramos o algoritmo mcf como aquele no

qual a tomada dos pivos esteja em conformidade com uma degeneracao ordenada.

Portanto os algoritmos mcq, mer, mecs e mcf aplicados ao problema parametrizado
CLIQUE-DEGEN com parametro na degeneragao do grafo da instancia também resultam

que CLIQUE-DEGEN é F'PT tanto como o algoritmo BK-Degen com o tempo de execugao
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O(nd3%/3).
Como os algoritmos mcq, mcr, mcs e mef para o problema da clique maxima estao
em conformidade com uma degeneracgao ordenada quando em relacao a degeneracao k dos

grafos da instancia, entao os algoritmos mcq, mcr, mes e mcef tem tempo de execugao

f(k)n®, com a > 0.

Assim, quando a clique maxima é analisada em relacao a degeneracao temos os algo-
ritmos BK-Degen, mcq, mcr, mcs e mcf trazendo a tratabilidade por parametro fixo para

o problema CLIQUE-DEGEN, ou seja,

CLIQUE-DEGEN € FPT.
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