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RESUMO

Esta tese trata de uma analise numeérica capaz de gerar um parametro inicial para
orientar a discretizacdo malha de elementos finitos, de modo que seja possivel controlar
os efeitos dispersivos causados pela aproximacao de fungdes/solucéo de problemas
envolvendo ondas acusticas e eletromagnéticas em duas dimensdes. Para abordar
problemas relacionados com ondas acusticas, onde as condi¢cées de contorno sao
fracamente impostas, é considerado um problema auxiliar, no qual condicdes de con-
torno homogéneas sao definidas. A versao homogénea permite aproximar funcdes
com suporte, e a partir disso, obter uma solugéo para o caso geral no que se diz
respeito a condicées de contorno ndo homogéneas. Um espaco de elementos finitos de
segunda ordem é utilizado para definir fungdes de base hierarquicas para a aproxima-
cao. O resultado dos experimentos apontam para uma dispersdao numérica da solugao
aproximada, sendo assim, se faz necessario um estudo da dispersao discreta. Uma
formulagao explicita é apresentada para expressar a relacao de dispersao discreta
associada a ordens superiores de aproximacao. Tais formulagbées sdo baseadas no
método de aproximacado de Padé para fungdes racionais. No estudo da dispersao é
revelado que a relacao de dispersao discreta pode ser usada para definir a velocidade
de fase discreta, e com isso, um parametro de refinamento para a malha pode ser
obtido de acordo com um erro pré-estabelecido. Esta analise também mostra que a
proposta numérica é robusta e pode ser estendida para a elementos finitos de ordens
superiores. Além disso, tem-se o0 caso de problemas envolvendo ondas eletromagnéti-
cas. Para estes, € verificada a construgdo de um espacgo de elementos finitos vetoriais
para a aproximacao das equacdes diferenciais do sistema de Maxwell. Os chamados
elementos finitos vetoriais de Whitney/Nédélec podem ser usados na aproximacao do
sistema de Maxwell harmdnico no tempo. Inicialmente, sdo apresentados o sistema de
segunda ordem Maxwell harmonico no tempo, bem como, sua formulacao variacional.
Na sequéncia, experimentos numéricos sdo usados para validar a performance dos
elementos de Whitney e de Nédélec de primeira ordem em um dominio bidimensional.
Dois lemas de correlacdo admitem a possibilidade de obter-se, a partir da equacgéo de
Helmholtz, solucbes numéricas para o sistema de Maxwell, e além disso, tal correlagao
mostra que os efeitos dispersivos gerados pela aproximagcao por elementos finitos
vetoriais podem ser controlados pelos mesmos critérios utilizados no tratamento de
ondas acusticas. A relacao de dispersao discreta para elementos vetoriais mostra que
a velocidade de fase numérica pode ser usada como um estimador de erro para a
aproximag¢ao numeérica.

Palavras-chaves: Elementos Finitos, Analise de Dispersao, Parametro de Malha.



ABSTRACT

This thesis is a new numerical analysis technique capable of generating an initial param-
eter to guide the finite element mesh discretization, so that it is possible to control the
dispersive effects caused by the approximation of functions/solution of problems involv-
ing acoustic and electromagnetic waves in two dimensions. To treat problems related to
acoustic waves, where the boundary conditions are weakly imposed it is considered an
auxiliary problem in which homogeneous boundary conditions are defined. The homo-
geneous version allows approximating functions with support, and from this, obtaining
a solution for the general case as regards to non-homogeneous boundary conditions.
A second-order finite elements space is used to define the hierachical basis functions
to the approach. The result of the experiments point to a numerical dispersion of the
approximate solution, becoming necessary a study of discrete dispersion. An explicit for-
mulation is presented to express the discrete dispersion relation associated with higher
orders of approximation. Such formulations are based on Padé approximant method for
rational functions. In the dispersion study it is shown that the discrete dispersion relation
can be used to define the discrete phase velocity, and thus a mesh refinement parameter
can be obtained in accordance with a predetermined error. This analysis also shows that
the numerical proposal is robust and may be extended to higher order finite elements.
Furthermore, there is the case of problems involving electromagnetic waves. For these,
it is verified the construction of a vector finite element space for the approximation of
the Maxwell differential equations system. The so-called Whitney/Nédélec vector finite
element, can be used in the time harmonic Maxwell system approximation. Initially, the
second-order time harmonic Maxwell system is presented, as well as its variational
formulation. Next, numerical experiments are used to evaluate the Whitney elements
and the Nédélec first order elements performance, in a two-dimensional domain. Two
correlation lemmas admit the possibility of obtaining from the Helmholtz equation numer-
ical solutions for the Maxwell’s system. Moreover, this correlation shows that dispersive
effects generated by the vectorial finite elements approximation can be controlled by the
same criteria used in the treatment of acoustic waves. The discrete dispersion relation
for vector finite elements shows that the numerical phase velocity can be used as an
error estimator for the numerical approximation.

Key-words: Finite Elements, Dispersion Analysis, Mesh Parameter.
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Capitulo 1

Introducao

Solugdes numéricas da Equagao de Helmholtz sdo bem conhecidas na literatura, onde
o método dos elementos finitos e o0 método elementos de contorno tém sido propostos para
uma ampla gama de problemas. Uma questao especifica abordada por muitos autores é
a necessidade de uma minima discretizagao para malha relativa a aproximagao para um
numero de onda fixo.

Outro aspecto, além da equacao de Helmholtz, sao as equagdes fundamentais do ele-
tromagnetismo. Dentre as diversas aplicacoes do Método dos Elementos Finitos ao eletro-
magnetismo, pode-se destacar a telefonia celular Smith (2003), biomedicina Haueisen (1997)
e nos métodos eletromagnéticos para geofisica de exploragao Li et al. (2011). Para tais
aplicagdes convém utilizar uma classe diferenciada de elementos finitos, conhecida na litera-
tura como elementos finitos vetoriais.

Quando em alguma formulagao numérica € necessario representar diretamente e de forma
discretizada uma grandeza vetorial, a alternativa encontrada, quando utiliza-se apenas fungoes
de base do tipo nodal, € o tratamento em separado de cada componente do campo conside-
rado, que individualmente reduzem-se a funcdes escalares.

Surge deste fato uma dificuldade, e que diz respeito a continuidade da grandeza veto-
rial discretizada entre elementos adjacentes da malha. Quando possuem uma face em co-
mum, dois elementos adjacentes compartilham também os nds da malha, e pelo fato da
aproximagao ser realizada componente por componente, verifica-se que o uso desta aborda-
gem implica a continuidade de todas as componentes da grandeza vetorial. O resultado final
€ que, se porventura cada um dos elementos pertencer a um meio material de composicao di-

ferente, a imposicao de continuidade produz uma solugao fisicamente incorreta. Tais solugdes



surgem por nao se garantir, com o uso das fungdes de base nodais, a continuidade das deri-
vadas das fung¢oes de interpolacao entre os elementos da malha.

Felizmente, ao longo do tempo, alternativas para contornar estas dificuldades foram con-
cebidas. Entre elas, destacam-se o desenvolvimento e o aprimoramento de técnicas caracte-
rizadas pelo uso de uma outra variedade de elemento finito como alternativa as abordagens
nodais originais. Tais alternativas surgiram nos trabalhos de Whitney (1957) e Nédélec (1980).

Apesar de ter usado um conjunto de vetores de aresta (edge vectors) em um contexto
completamente diferente ao abordado no método dos elementos finitos, Whitney (1957) foi o
primeiro a usar um espaco de polindbmios vetoriais para gerar tais conjuntos, segundo Monk
(2003a). Estes elementos de aresta ou elementos de ordem zero, ja no contexto de elemen-
tos finitos, constituem uma aproximagao por elementos cujas componentes tangenciais sao
constantes nas arestas. Na literatura estes elementos sao conhecidos como elementos de
Whitney, Monk (2003a).

Um pouco mais tarde, Jean-Claude Nédélec apresentou algumas familias de elementos
finitos ndo-conformes em R3. E discutido na sequéncia do texto que uma destas familias de
elementos finitos, constitui elementos conformes no espaco de fungdes vetoriais H (curl, ).
A partir dessas observagdes algumas aplicagdes desses elementos na aproximacao das
equacodes de Maxwell e nas equacgdes de elasticidade foram apresentadas em Nédélec (1980).
Esta inovadora variedade de elemento finito € conhecida por elementos finitos vetoriais, ou
ainda, por elementos de Nédélec.

O espaco de Sobolev H (curl, 2) desempenha um papel central na teoria variacional das
equacoOes de Maxwell pois de acordo com Monk (2003a), este espaco corresponde ao espaco
das solugoes de energia finita e, deste modo, pode-se garantir a existéncia, unicidade e re-
gularidade de solugdes discretas fisicamente significativas, como descrito por Greenleaf et al.
(2007). Assim, é conveniente tomar elementos finitos neste espaco para obter uma classe de
subespacos de elementos finitos adequados para o sistema de Equagdes de Maxwell. Ou-
tra caracteristica deste espaco encontra-se na escolha da discretizagao de elementos finitos,
qgue se faz necessaria para que as componentes tangenciais do campo E sejam continuas
através da interface do elemento. Além disso, ndo ha nenhuma obrigacao imposta para que

as componentes da normal sejam continuas.



Elementos finitos vetoriais podem ser usados em geometrias consideradas complexas e
também na presenca de propriedades eletromagnéticas descontinuas. No caso das equacgoes
de Maxwell, se a permissividade elétrica ¢ € descontinua através da superficie de um dominio
() de R3, é sabido da teoria eletromagnética que a componente tangencial do campo elétrico
FE é continua através dessa superficie, deste modo, é necessario que a componente tan-
gencial do campo de aproximagao F; também seja continua. Escolhendo os elementos de
Nédélec, os quais garantem uma aproximagao H (curl, 2)-conforme, ver-se-a que a compo-
nente tangencial do campo de aproximacgao E, sera continua sobre a superficie, no caso em
gue dois elementos da malha terem propriedades materiais distintas. Além disso, os elemen-
tos finitos de aresta possuem muitas propriedades matematicas interessantes e desafiado-
ras. Tais propriedades sao profundamente exploradas por Ainsworth (2003), Jin (2002), Monk
(2003a) e Monk (2003b). Além desses, destacam-se os trabalhos de Monk (1994), que con-
siderou o comportamento dispersivo de elementos finitos de primeira ordem em elementos
triangulares para as equagoes de Maxwell, quando a aproximagao € feita com o refinamento
da malha. Em outro trabalho, Monk (1998) conduziu uma analise de dispersao em elementos
do tipo vetorial para as equagoes de Maxwell dependentes do tempo usando um mass lum-
ping sobre malhas de duas e trés dimensoes. Nao se pode deixar de mencionar o trabalho
de Ainsworth et al. (2001), que estudou um conjunto de fungdes de base hierarquicas para a
discretizagao de Galerkin do espago H (curl, 2) para ambas malhas nao-uniformes hibridas
contendo triangulos e quadrilateros com uma ordem arbitraria dos polinémios interpoladores.

A proposta é restringir o estudo aos elementos de Whitney e aos elementos de Nédélec
de primeira ordem de uma maneira conveniente e aplicada, visando proporcionar uma com-
preensao inicial para os leitores interessados nos fundamentos desta teoria.

A principal novidade deste trabalho é a apresentar uma contribuigao para a aproximacao
por elementos finitos, em ambas variedades: nodal e vetorial. Tal contribuicao concentra-se
na construcao de expressdes analiticas para gerar um parametro h de refinamento minimo
necessario para controlar os efeitos dispersivos gerados pela aproximagao, pretendendo as-
sim, evitar custos computacionais desnecessarios. Essas expressoes analiticas, envolvendo
o parametro h, sdo baseadas na relagao de dispersao discreta, e definem a velocidade de

fase numérica quando h — 0. Sob este ponto de vista, esta ideia unifica as propostas apre-



sentadas para velocidade de fase numérica e para a relagao de dispersao discreta estudados,
respectivamente, por Christon (1999) e Babuska et al. (1995). Além disso, neste estudo, a
relacao de dispersao discreta aponta a velocidade de fase numérica como um estimador de
erro para a aproximacao, tanto da equacao de Helmholtz (acustica) quanto para as equacoes
de Maxwell (eletromagnetismo). Consolida-se também, como fato, que a mesma analise feita
para a equacao de Helmholtz pode ser usada na discussao das equacdes de Maxwell, de-
vido a correlacao existente entre estas equacoes. Tal correlagcao fica também evidenciada
neste trabalho. As expressdes analiticas para a velocidade de fase numérica podem ser
usadas para estimar o erro de aproximacao na presenca de ondas planas ou cilindricas, pro-
porcionando assim um caminho mais rapido, eficiente e de menor custo computacional para

obtencao de resultados dentro de uma margem de erro pré-estabelecida.

1.1 Revisao Bibliografica

O método dos elementos finitos € um tipo de aproximagdo numérica usado em proble-
mas de valor de contorno envolvendo tanto equacgdes diferenciais ordinarias quanto parci-
ais. A qualidade da aproximagao proposta pode ser influenciada por diversos fatores, dentre
eles pode-se destacar a escolha das fungdes de base. Na literatura encontram-se um vasta
diversidade de autores que propdem diversos tipos de fungdes de base para descrever a
aproximagao pelo método dos elementos finitos. Para fundamentar a construgao de alguns
espacos de elementos finitos pode-se destacar a contribuicdo de Thompson et al. (1994)
e Harari et al. (1996). Suas ideias para a notacao de espacos de funcao envolvendo ba-
ses hierarquicas sao muito Uteis para a versao-p do método. Ainda sobre fungdes de base
hierarquicas, o trabalho proposto por Adjerid (2001), idealizou uma forma de construir as
funcoes de base para elementos retangulares utilizado, posteriormente, por varios autores
em seus estudos.

A construgao do espaco de elementos finitos requer um conhecimento em areas da ma-
tematica ndo muito triviais, tais como analise funcional. Ciarlet (1978) desempenha um papel
fundamental na abordagem sobre estes conceitos. Uma de suas suas inumeras contribuicoes
€ a caracterizagao de um elemento finito em trés componentes: (i) geometria do elemento;

(i) espaco de polindbmios definidos sobre a geometria; e (iii) conjunto de funcionais lineares

4



definidos sobre o espaco de polindémios. Esta forma de organizagao permite compreender os
detalhes individuais presentes na composi¢cao dos elementos finitos vetoriais. Outros dois tra-
balhos, Nédélec (1980) e Nédélec (1986) constituem quica, a base tedrica dos elementos fini-
tos vetoriais. Apesar de ser uma teoria desenvolvida a mais de trinta anos, esta ainda impoe
uma série de propriedades desafiadoras para quem decide direcionar seus estudos nesta
area. Acrescentando a estes Ultimos, outras duas fortes referéncias para a apresentagao
de espagos de polindbmios vetoriais sao: Ainsworth et al. (2001) e Whitney (1957). Outro
autor oferece uma vasta contribuicao no que diz respeito ao tratamento fisico da teoria eletro-
magnética, € Jin (2002).

A equacao de Helmholtz aparece em varios problemas de fisica e engenharia, e cos-
tuma descrever fendmenos fisicos envolvendo a dependéncia do tempo. Pode-se encontrar
uma gama de informacoes interessantes sobre a equacao Helmholtz e suas propriedades
no trabalho de Oliveira et al. (2007), dentre elas os conceitos de vetor de onda em duas
e trés dimensodes, informacoes e caracterizagcoes sobre a dispersdao numérica gerada pela
aproximacao. Outra publicagao importante que tras informagoes importantes sobre a equagao
de Helmholtz é Liu (2009). Nela, além do tratamento de ondas planas, também pode-se ob-
servar um breve estudo de propagacao de ondas cilindricas. Seguindo nesta mesma linha
destaca-se Beylkin (2009), onde € possivel obter solugées analiticas para varios tipos de
ondas, inclusive planas e cilindricas.

que Quando se estuda problemas envolvendo as equacgoes de Maxwell, mais precisa-
mente 0 seu sistema de segunda ordem, muitas dificuldades podem surgir no que diz res-
peito a obtencao de solugdes. Os trabalhos de Monk (2003a) e Monk (1991), fornecem
ingredientes necessarios para que se possa garantir a existéncia e unicidade de solugdes
envolvendo problemas de eletromagnetismo. A deducado do sistema de segunda ordem de
Maxwell harménico no tempo a partir das equagodes classicas do eletromagnetismo € uma
tarefa extensa, os livros de Jackson (1999) e Colton et al. (1983), sao importantes referéncias
para os fundamentos desta deducao.

A implementagdo computacional de elementos finitos em problemas acusticos ou ele-
tromagnéticos exige informagdes precisas sobre todos os detalhes inerentes a teoria. No

entanto, outro métodos de aproximacao podem apresentar ideias que facilitam a modelagem



computacional. Um trabalho que realiza bem este papel € Soares (2008), que apesar de fazer
um tratamento por elementos de contorno em seus problemas, fornece ideias que podem ser
utilizadas de maneira geral em outros tipos de aproximagao, como a de elementos finitos.

Um meio é dispersivo se ondas com frequéncias distintas viajam neste meio com veloci-
dades distintas. Normalmente, ondas planas sao usadas para medir a dispersao de um meio,
uma vez que sao simples e estao fortemente ligadas aos métodos analiticos, tais como a
analise de Fourier. Contribuicdes muito importantes sobre a analise de dispersao podem ser
extraidas de trabalhos como os de Oliveira et al. (2007), Thompson et al. (1994) e Harari et
al. (1996).

As relagOes de dispersao discreta para a equagao de Helmholtz e para os elementos de
Whitney-Nédélec integram um conjunto de desafios a serem superados. Para sua descricao
pode-se destacar algumas referéncias de extrema importancia, tais como Ainsworth (2003),
Babuska et al. (1995, 1997) e Thompson et al. (1994). Nestas, a relagao de dispersao pode
ser vista sobre diferentes aspectos. Na obtencao de expressoes da relacao de dispersao dis-
creta para ordens superiores proposta por Ainsworth (2003), na analise numérica da diferenca
de fase estudada por Babuska et al. (1995) e Babuska et al. (1997), e em técnicas de analise
de dispersao incluindo nimeros de onda complexos utilizadas por Thompson et al. (1994).
Contudo, todos os aspectos sao aplicados na busca de inovagdes tanto na versao-p, na

versao-h, quanto na versao-hp do método dos elementos finitos.

1.2 Obijetivos

1.2.1 Objetivo Geral

e Apresentar uma nova técnica para selecionar o parametro h da malha de elementos
finitos quando se usa 0 método na aproximagao de ondas acusticas planas e cilindricas,

e ondas eletromagnéticas.

1.2.2 Objetivos Especificos

e Apresentar um contelido tedrico para aqueles que tem interesse em desenvolver seus

estudos na area de aproximagao numérica envolvendo a equagao de Helmholtz e o
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sistema de segunda ordem de Maxwell;

e Mostrar a correlagao existente entre a equagao de Helmholtz e o sistema de segunda
ordem de Maxwell harmoénico no tempo, e evidenciar que solugdes aproximadas para a
equacgao de Helmholtz podem gerar solugdes numéricas para as equagoes de Maxwell

e vice-versa.

¢ Relacionar expressoes para a velocidade numérica para diferentes ordens p de aproximagao

com a busca de um parametro para para a malha de elementos finitos.

1.3 Estrutura do Texto

O capitulo 2 trata da apresentacao de espacos de fungoes para aproximagao, através do
método dos elementos finitos, de ondas planas e cilindricas que satisfazem a equacao de
Helmholtz, e também trata da construcao de um espaco de fungdes vetoriais, que podem ser
usadas na aproximacao de ondas eletromagnéticas. A teoria desenvolvida neste capitulo é
de fundamental importancia na compreensao nas etapas mais avangadas deste trabalho.

Ja o capitulo 3, apresenta os resultados dos experimentos numéricos realizados com
problemas extraidos da literatura. Aqui sdo usadas as fungdes de base de segunda ordem
definidas no capitulo 2, tanto para abordagem nodal quando para a vetorial do método dos
elementos finitos. Sao testados varios niveis de refinamento para a malha. As aproximacoes
numéricas se mostram satisfatérias a medida que o refinamento da malha aumenta.

No capitulo 4, € apresentada a importante correlagcao entre a equacao de Helmholtz e
o sistema de segunda ordem de Maxwell. Sao enunciados e demonstrados dois lemas de
correlacdao. Aqui, também se estabelecem as condicoes necessarias para gerar solugoes
numéricas para o sistema de Maxwell, usando aproximagdes numéricas para a equacao de
Helmholtz e vice-versa.

O capitulo 5 indica que a relagao de dispersao discreta relacionada a equacao de Helmholtz
pode ser usada para obter uma expressao para a relagcao de dispersao discreta envolvida
no sistema de Maxwell de segunda ordem, reforgando assim, a correlagao apresentada no
capitulo 4. E mostrado que as expressdes para a relacdo de dispersdo discreta podem

ser definidas para altas ordens p de aproximacao. Para tanto, utilizar-se-a um método de



aproximacao de fungoes racionais chamado de Aproximacao de Padé.

O capitulo 6 é responsavel pela principal contribuicao deste trabalho. Nele sao discutidos
os caminhos de como apresentar expressoes analiticas para a velocidade de fase numérica.
Estas expressdes sao geradas a partir da analise da dispersao discreta e podem ser utilizadas
para controlar o refinamento da malha de elementos finitos de altas ordens nas aproximagoes
das equagoes de Helmholtz e de Maxwell. Além disso, devido a correlacao apresentada no
capitulo 4 entre as equagdes de Helmholtz e Maxwell, mostra-se que as mesmas formas
analiticas para a velocidade de fase numérica, podem ser usadas para controlar o refina-
mento da malha de elementos nas aproximacoes de problemas envolvendo funcdes vetori-
ais, solucoes do problema de eletromagnetismo proposto. Para concluir, € apresentada uma
analise de convergéncia, a qual confirma que a norma do erro da aproximagao atinge um
minimo valor quando a velocidade de fase varia entorno de um erro pré-definido.

As conclusdes do trabalho sdo apresentadas no capitulo 7, juntamente com as perspecti-
vas de estudos futuros.

O trabalho conta também, em seus apéndices, com uma breve mengao dos conhecimen-
tos basicos essenciais para a compreensao do texto. Entre eles se destacam os Espacgos de
Sobolev, a definicao dos Operadores Diferenciais de Superficie, a rotina da Aproximacao de
Padé, a deducao do Sistema de Maxwell de Segunda ordem e uma versao em trés dimensodes
da relacao de dispersao discreta relacionada com a aproximacao que usa elementos finitos

vetoriais.



Capitulo 2

Funcoes de Base

2.1 Funcoes de Base Hierarquicas de Legendre

Uma importante tarefa realizada neste trabalho é o uso das fungdes de base hierarquicas,
Adjerid (2001). As funcdes de base hierarquicas tém a propriedade de formar um conjunto
de funcdes de ordem p + 1 adicionando novas fungdes de base no conjunto formado pelas
funcdes de ordem p, isto €, a base como um todo nao requer uma nova construcao quando
o grau do polindbmio é aumentado. Esta propriedade € muito importante, senao essencial,
guando se usa a versao-p do método dos elementos finitos. As fungdes de base para uma
base hierarquica de uma dimensao para a aproximacao da equagao de Helmholtz sugeridas
neste trabalho, sdo definidas como integrais dos polinbmios de Legendre. Deste modo, as
propriedades de ortogonalidade sao garantidas, conduzindo a uma matriz de rigidez esparsa
e bem condicionada. Enquanto que para duas dimensoes, € necessario tomar o produto
tensorial dos tensores que trazem em suas entradas as funcdes de base em duas variaveis
distintas. Ja para a aproximacgao das equagoes de Maxwell, € necessario definir um espago
de funcoes vetoriais baseado nos polinémios de Legendre. Todos estes procedimentos sao
descritos de forma detalhada neste capitulo.

Seja €2 um dominio aberto e limitado contido no conjunto dos numeros reais R. Considere
o espago de Hilbert complexo H', e seja X, C H*(2) um subespago de elementos finitos

em um espaco de polindmios continuos por partes de grau p, denotado por P, tal que,

th = {¢hp| (bhp € CO(Q) N Tp(Qe)}v (2.1)



onde C" segue de acordo com o Apéndice A e Q. é o elemento de referéncia.
Seja M; o conjunto dos polindbmios de Legendre, os quais sdo dados pela férmula de

Rodrigues, encontrada em Olver et al. (2010). Para 0 < j < p, tem-se

1 dO 4
M;(€) = 271 de7 (€2 —1)], § € (2.2)

Além disso, considere o conjunto N;, de P,, com k € Z*, definido por:

1
5(1—1—&5), se k=12,

Ni(§) = 1 /é My o(t) d P . (2.3)
— () dt,  se =3,...p+
Ml S !
onde & = —1, & = 1e||My_s||* = 3%5. Note que
Np(£1) =0 para k> 3. (2.4)

De fato, isso acontece devido a ortogonalidade de A/; com respeito ao produto interno no
espacgo L, (vide Apéndice A), no caso £ = 1. Para ¢ = —1 a equacgao (2.4) é obvia.

As funcgodes definidas em (2.3) formam o que se conhece como Fungdes de Base Hierarquicas
de Legendre, Harari et al. (1996), Thompson et al. (1994). Em alguns textos, como o de Solin

et al. (2004), as fungdes (2.3) sao conhecidas como funcdes de forma de Lobatto.

2.2 Funcoes de Base Nodais para Elementos Retangulares

. 2 . A . .z . .
Seja ﬂ’é ) o espago de polindbmios de duas variaveis, associado aos elementos de ordem

p, definido como

P = {p(&m); P& n) € span{X,q}} (2.5)

onde X, , é o conjunto dos mondmios de grau menor ou igual a p em £ e menor ou igual a ¢
em 7, isto €,

Xpg={n"s 0<r<p; 0<s<gq} (2.6)

Assim, as funcdes de base com duas variaveis, £ e 7, de ordem p = ¢, sao dadas pelo
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produto tensorial

NP @) NPy - NPy NP | (2.7)

onde cada produto N}”>(§)N§p)(n) e PP parai,j = 1,2, ..k Cada polinémio (& n) =
Ni(p) (£)N§p)(n) que aparece nas entradas do produto tensorial (2.7) esta associado a um
unico né [ do elemento de referéncia 2. = (—1,1) x (=1, 1).

Em particular, para p = 2, pode-se explicitar as fungdes de base como se segue. Consi-

derando o conjunto (2.5), as fungdes de base sao geradas por

Span{X2,2} = Span{lv 57 m, 627 7727 5777 52777 77257 62772}

Deste modo, tem-se que cada fungéo de base p;(¢,n) = Ni(Q)(f)N;z)(n), coml=1,...9e

com i,j = 1,2,3, associada ao no [, veja Figura 2.1(a), aparece nas entradas do produto

tensorial

[ En) psEn) (&)

ﬁ5<€777) ﬁ9(€777> 157(5,77) -

_ﬁ2<5777) p6(€777) ﬁ3(€777)
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Figura 2.1: Elemento de referéncia €2, associado com as funcoes de base (2.8).

espaco de polindmios vetoriais sao Ainsworth et al. (2001) e Whitney (1957).

2.3 Funcoes de Base Vetoriais para Elementos Retangula-

Esta secao trata da construcao de fungdes de base vetoriais para a aproximacao das

equacgdes de Maxwell harmdnicas no tempo. Duas fortes referéncias para a apresentacao do

Seja M uma particdo de Q2 C R? em quadrilateros, tais que a intersec¢do ndo-vazia entre
elementos distintos é, ou uma aresta, ou um vértice. Cada elemento K € M é imagem de um

elemento de referencia K através de uma bijegcao diferenciavel F i : K — K. Um elemento



finito no sentido de Ciarlet (1978), é representado por uma tripla (K, P, ), como se segue

abaixo.
e K é a geometria do elemento, neste caso em particular, um quadrilatero.
e P espaco de funcoes definidas sobre K, geralmente um espaco de polindmios.
e X € um conjunto de funcionais lineares sobre 2.
enquanto que o elemento finito de referéncia é dado pela tripla (K, P, i) descrita por
e Kéa geometria do dominio de F'i, neste caso em particular, um quadrilatero.
e P é um espaco de fungdes definidas sobre K, geralmente um espago de polindmios.
e Jéum conjunto de funcionais lineares sobre P.

Um elemento « do conjunto de funcionais lineares . (ou i) € denominado grau de liber-
dade. Um grau de liberdade geralmente € associado a algum ente geométrico do elemento
K (ou K), como um vértice ou uma aresta.

Uma importante defini¢cao relacionada com os graus de liberdade nas arestas e no interior

do elemento, € encontrada em Nédélec (1980) e reproduzida abaixo:

Definicao 2.3.1 Diz-se que o elemento finito (K,P,Y) é unissolvente seV p € P, «;(p) =

0, Yo, € X implicar que p = 0.

Define-se também alguns espacos de fungdes importantes neste estudo, seguida de uma

propriedade muito importante, Monk (1991).

Definicao 2.3.2 Define-se o espago de fungdes H (curl, (), sobre o dominio N -dimensional

Q, por H(eurl,Q)) = {u € (L*(Q))N; V x u € (L2(2))V}.

Definicao 2.3.3 Define-se o espaco H(curl, ) por Hy(curl, ?) = {u € H(curl,Q);nxu =

0 sobreI'}, onde T é o contono de 2.

Definicao 2.3.4 Um elemento finito é dito ser H(curl, ))-conforme se para qualquer o; € %
definido apenas sobre a aresta vy, a;(p) = 0,V p € P, implicar que n x p = 0 sobre a aresta

~, onde n € o vetor normal a aresta ~y, Nédélec (1980).
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Pode-se também interpretar a Definicao 2.3.4 como: Se py, p2 € P sao, respectivamente,
interpolantes dos elementos K; e K5, que compartiiham a mesma aresta, entao p; e p2 tém

as mesmas componentes tangenciais.

2.4 Descricao do Elemento de Nédélec

Define-se o espaco de polindmios (f’p associado ao elemento de Whitney/Nédélec de or-

dem p sobre elemento de referéncia K = (—1,1) x (—1,1) como sendo

~

Pp = {E (B, Ep); By = span{Qppi1} € By = span{Q, p}}
sendo Q,, = {#")/: 0<i<p; 0<j<gq}.

Observagio 2.4.1 Tem-se que E ¢ fi’p implicaV x E € Q,,. Esta implicagdo se verifica

usando a equagéo (B.8).

Novamente recorre-se aos polinémios de Legendre, equagao (2.2), para construir as
funcoes de base hierarquicas, que sao Uteis para métodos de elementos finitos adaptativos
Adjerid (2001). Além disso, consideram-se as seguintes mudangas devido a nova variagao da

ordem p: (I) L, = M, el, = Ng; (II)

1
(1+§k§ se k=0,1,

k(§) = (2.9)
/ Lo se k=2,...,p+1
|Lk [ Zi—al]

2.4.1 Graus de Liberdade

Os graus de liberdade sobre um elemento de referéncia K c R?, podem ser definido de
acordo com Nédélec (1980). Isto &, inicia-se com uma forma de garantir a continuidade entre
dois elementos com a mesma interface. Para tanto, & necessario selecionar os graus de liber-
dade sobre uma aresta « para serem 0s momentos ponderados da componente tangencial
de um campo E € ﬁ’p. Os graus de liberdade nas arestas do elemento de referéncia sao

definidos pelos funcionais lineares «., € P’

onfw) = [(Ewods Vo By (2.10)
Y
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onde t é o vetor tangente unitario a aresta y e P’ denota o espaco dual de P. Tem-se um
total de 4k graus de liberdade nas arestas.
Os graus de liberdade no interior do elemento de referéncia sao definidos pelos funcionais

lineares o, € P’

aint(u) = / (u-¢)dK V¢ = ” com ¢ € Qpop—1 € 902 € Qo2 (2.11)
K ®2

Tem-se um total de 2k(k — 1) graus de liberdade no interior de K.
Utilizando as fungoes L, e [, definidas anteriormente, apresentam-se as fungoes de base
associadas aos graus de liberdade nas arestas como sendo
Zj,l(i) L,—(:i“)lj(yj)el
Zj,Q(aAg) = lj(i‘)Lz‘@)ez

i=0,.,p; j=0,1 (2.12)

ondee; =[1 0] eey=[0 1]7 denotam a base candnica do R? e 7 e j sdo as coordenadas
de . As fungOes de base associadas aos graus de liberdade no interior complementam as

funcdes em (2.12) ao utilizar [, com k > 2:

&1 (&) = Li(2)1;(§)ex
¢273t2<57) = lj(i)Lz‘(mez

i=0,.p; =2, ..p+1, (2.13)

Apesar da representacao (2.12)-(2.13) ter a conveniéncia de ser compacta e geral, utiliza-se
uma notagao diferente para as funcdes das arestas. Esta notagdo leva em conta as arestas

do elemento de referéncia escolhido:

¢ (&) = Li(2)lo(9)er; ¢%(&) = Li(@)l(9)ex;

(2.14)
Q’b;‘ya(@) = Li(§)lo(7)ez; (7524(53) = Li()l1(2)ez,
Deste modo, as fungoes de base associadas as arestas satisfazem
/ (£ ¢ Luds = 60| Ll com j=1,2,3,4 (2.15)
M
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Analogamente, as fungdes de base associadas ao interior satisfazem

[ B )ity - exdidy = 8,8 1L P

/ L ()l ()i, - €2 = S| Ll P 11512

K

(2.16)

2.4.2 Definicao dos Graus de Liberdade sobre um Elemento

Um elemento Nédélec (P, K, ¥) sobre um dominio fisico K € construido a partir do ele-
mento de referéncia (P, K, %) da seguinte forma:

Seja E um campo vetorial. O m-ésimo grau de liberdade sobre a aresta ¢ € dado pelo
mapeamento linear

E — /va-daz (2.17)
S

onde a fungao peso v,, é escolhida para coincidir com o m-ésimo polindbmio de Legendre
quando a aresta ¢ é parametrizada por t € (—1,1). Em particular, seja ¢ uma aresta ori-
entada de um elemento na malha com pontos extremos x,, € x,,, onde os indices v, e
v, correspondem aos veértices adjacentes no elemento quadrilateral. Apresenta-se agora, a
parametrizagao sobre a aresta como sendo

a:(t):(x(t),y(t)):%(1—t)a:va+%(1+t)wvb com te(—1,1) (2.18)

Logo, usando (2.17), obtém-se

1 1
o= [ L0 (Efl—fwj—i) tt= [ Lo (219

1 1

onde o, = (%, 4) ¢ o vetor tangente sobre a aresta .
Seja Fx um mapeamento bijetivo do elemento de referéncia ao elemento fisico K, Fi :
K — K, definido por

F(#) = Jx@& + b, (2.20)

onde Jx € uma matriz Jacobiana de transformacao dada por dFx = Jx € b € um vetor de

translagao. Tem-se da transformagao covariante (E.1) que os vetores tangentes o e T estao
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relacionados por

o(z) = Jx(Z)7(€)

logo, pode-se representar (2.19) como

/ L (E - (Jer)t

1

e usando o mapeamento F., restrito a aresta de referéncia -, e tomando m = k, obtém-se

/1 Ly()E - (JgT)dt = /1 Li(s)JLE - Tds

1 -1
Observe que o campo elétrico E sobre um elemento de referéncia K esta relacionado
com o campo elétrico E, definido sobre o elemento fisico K, pela transformagao covariante
(E.1)
E(x)|x = JLTE(), x = Fy(z). (2.21)

Analogamente, a funcao de base global qbl(? (d = 1,2) correspondente a fungao de base

local g?)z(i) sobre o elemento de referéncia é definida por
1 2 d) .
oD (@) = JTd (&),  @=F(®). (2.22)

Observagao 2.4.2 Os graus de liberdade nas arestas garantem que (K, P, ) seja H (curl, 2)-
conforme; complementando-os com os graus de liberdade no interior, pode-se garantir também

que (K, P.Y) é unissolvente.

Mais detalhes sobre a observagao 2.4.2, pode ser encontrada especificamente no Teorema 5

de Nédélec (1986).

2.4.3 Funcoes de Base para Elementos de Whitney (p = 0)

Particularizando a definicao de iﬁp para o caso p = 0. Tem-se que Qp; = {1,9} e Q10 =

{1,2}, logo

P = {E’ = (Eh E2); B = span{l, g} e Ey = spcm{l,i}} : (2.23)
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Funcoes de Base

Nos elementos Whitney ha apenas um unico grau de liberdade em cada aresta, deste

modo pode-se definir as fungoes de base como

¢gl(50) = Lo(2)lo(y)ex; ¢32<§3> = Lo(%)l1(9)ex;
(2.24)

¢gs(5‘73) = Lo(9)lo(7)ez; ¢g4(§7) = Lo(9)l1(Z)ez.

As fungdes de ordem zero podem ser caracterizadas pelo fato de terem o divergente livre, isto
é, V- ¢g = 0, e também por terem a componente tangencial constante em cada aresta ~;
Jin (2002). A figura 2.2 mostra , no plano-zy, os graus de liberdade distribuidos nas arestas

do elemento de referéncia.

A
(—1,1) ‘7 (1,1)
@ : L J
2
,,,,,,,,, T S N
[ 3 ﬁyl L ]
(-L-1) - (1,-1)

Figura 2.2: Graus de liberdade para elementos de Whitney. As setas indicam a ordem zero do
momento tangencial do campo E. Note que a direcao das tangentes se mantém no sentido
anti-horario em torno do elemento.

Em particular, se a aresta ~; esta parametrizada por s € (—1,1) e p = 0, entao escolhe-
se vy como sendo o polindmio de Legendre de grau zero L, e obtém-se, de acordo com a

equacao (2.17) e (Kaplan, 1970, equacao 5.34),

~ 1 .~ dI 1 ~ dz ~ dy
FE . dz = L E.— | ds= L Ei— +E,—2]d 2.25
LIUO T /_1 0(5)( ds) s /_1 0(5)< 1 + 2ds> s (2.25)

Para deduzir a fungédo de base ¢¢*, considera-se a parametrizagdo para a aresta ~; sobre
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aretay = —1.

2(s)=i1—=s)z +i1+ 8wy =5 com sec[-1,1],
(8) = 5(1 = s)z1 + 5(1 + 8)z2 [—1,1] (2.26)

gs)=t1—-s)p+ i1+ sy =—1

onde (z1,71) = (—1,—1) e (z2,92) = (1, —1) s@o os pontos extremos da aresta -, de acordo

com a figura 2.2. Ao derivar (2.26) com respeito a s, obtém-se d@—f) =1le dZ—(j) = 0. Agora,

por (2.23), pode-se escolher E, = lo(9). Por fim, pela formula de Rodrigues tem-se que, para

k =0, Lo(z) = 1. Substituindo estes argumentos em (2.25), obtém-se

/_l Lo(2(s)) (%(1 —9(s)).1+ E2.0> ds = /_1 Lo(2(s)) (%(1 — g}(s))LO(;%(s))) ds

- /_Lo(fﬁ(S))lo(ﬁ(s))Lo(g}(s)) (d228)+d%(83))d5

1

= [ L) (i) ol

-~

Y1
%o

Por outro lado, tem-se que y = —1, logo

/_1 Lo(2(s)) (1(1 - @)Lo(:z(s))) ds = /_1 Li(3(s))ds = || Lol|? (2.27)

1 2 1
e assim,

/ Lo(a(s) @7t - d = ||Lo|[%
Y1

ou seja, verifica-se que a condigcao (2.15) é satisfeitacom j =1 =1e i = k = 0. De forma

analoga, pode-se mostrar que esta condigao € satisfeita para as demais arestas.

2.4.4 Funcoes de Base para Elementos de Nédélec (p = 1)

O espacgo de polindmios associado no elemento de Nédélec de ordem p = 1 sobre ele-

mento de referéncia K = (—1,1)2 é definido por
931 = {E = (El, Ez); El = span{Qi 2} e El = Span{@z,l}},

onde
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Observacao 2.4.3 O espaco P, é construido aumentando o espaco P,. Além disso, pode-
se notar que existem quatro novas fungdes de base nas arestas que serao geradas pelos
elementos z,2y € Q12 e 9,92 € Qq,1, as quais serdo adicionadas nas arestas juntamente

com as fungdes de base para os elementos de Whitney.

Diferentemente das funcdes de base para elementos de Whitney, aqui verifica-se funcdes de
base interiores geradas pelos elementos z, 72, 5° € Q12 € 9,22, §2* € Qq;. A Figura 2.3

mostra a distribuicao dos graus de liberdade sobre um elemento quadrilateral.

A
(_17 1) :: (1’ 1)
@ L J
2
E =
fffffffff LT R B I
E N
[ /yl @
(-1,-1) —— (1,-1)

Figura 2.3: As setas indicam os graus de liberdade dos elementos de ordem p = 1 distribuidos
sobre as arestas. Os quadrados em preto, no interior do elemento, representam os graus de
liberdade necessarios para um quadrilatero.

Funcoes de Base

Como pode-se observar, os elementos de ordem p = 1 sao munidos de graus de liberdade
nas arestas e no interior do elemento. Deste modo, as fungoes de base para estes elementos

sao diferenciadas da seguinte forma:

e Funcoes de base para arestas
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Define-se as funcdes de base nas arestas como

(

¢gl(-’%) = Lo(2)lo(9)ex; ¢32(§3) = Lo(2)l1(9)ex;

Do’ (&) = Lo(9)lo(Z)ez;  @g* (&) = Lo(9)l1(Z)ez
(2.28)

¢1' (&) = L1(2)lo(9)er; ¢1*(&) = L1(2)L(F)ex;

| #1°(2) = Li(9)lo(D)ez; ¢1*(2) = L1(§)l(2)ez

Observe que as quatro primeiras fungoes de base de aresta, sdo as mesmas funcoes de
base para os elementos de ordem p = 0. As fungdes de base em (2.28) sao construidas

usando o peso v, = L, de modo que satisfagcam (2.15).
e Funcdes de base para o interior nas direcoes e; € es.

Define-se as fungoes de base no interior 37”3?2, com j = 0,1, como

6721:,11(35) = Lo@)h@)el; i?zt,ml(i) = Ll@)h(@)en
(2.29)

oo (®) = Lo(§)la(2)e;  drat(®) = Li(§)la()es

As fungoes de base em (2.29) sao construidas de modo que satisfagam (2.16).
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Capitulo 3

Aproximacao pelo Método dos Elementos

Finitos

3.1 A Equacao de Helmholtz

Seja 2 € R™ um dominio aberto e limitado com fronteira I". A equagdo homogénea para
ondas acusticas pode ser descrita como
N 1 0?
== (3.1)
- Oxs ¢ 0t

J]=

No regime harmdnico no tempo, as solugbes u € H'(2) para a equagéo da onda (3.1) sdo
dadas por

u = et (3.2)

onde u € interpretado como sendo a pressao acustica no dominio da frequéncia, w é a

frequéncia circular, c a velocidade do som e ;> = —1. Substituindo (3.2) em (3.1), tem-se
n 82~
22 K2 =0, Vo € Q, (3.3)
ox*

onde k = (K1, Ko, .., K, ) € 0 vetor de onda. Além disso, tem-se que ¢, w e k estao associados,

de acordo com Oliveira et al. (2007), pela relagao de dispersao

k][ = w/c (3.4)
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onde || - || € a norma euclideana.

3.2 Aproximacao da Equacao de Helmholtzem Uma Dimensao

Em um dominio unidimensional, como por exemplo 2 = (0,1), a equagao de onda

acustica harmdnica no tempo pode ser escrita, de acordo com Liu (2009), da seguinte forma

" + K9+ Q(x,2g) =0 VaeqQ, (3.5)

onde ¢ : @ — C é a pressao acuUstica complexa, x € o nimero de onda e Qd(z,zg) € uma
fonte sonora constante localizada em z. A equacéo (3.5) & conhecida como Equagéo de
Helmholtz Nao-Homogénea. Considere, agora, que a fonte sonora seja desprezivel, isto é, a
quantidade Qo (z,zq) = 0.

A formulagéo variacional de (3.5), com ¢ € H'(f2), é dada tomando a forma sesquili-
near(vide Apéndice C)

S(¢,w)p, =0 (3.6)

a qual, é definida por
S(p,w)p, = (¢, W), — fi2<(b,w)L2 YVwe H&(Q), (3.7)

onde (-, ), denota o produto interno em L4(£2), definido como no Apéndice A. As condicdes

de contorno para problema (3.7), de acordo com Liu (2009), sao

Pressao : b =¢
quando z=0 e z=1. (3.8)

Velocidade : ¢ = ikpv(x)

onde ¢ é uma funcéo complexa dada, p é a densidade de massa (p = 1,29kg/m? para o ar
com temperatura 0°C' e 1-atm) e v(z) é a velocidade da particula. Ao escolher v(z) = €2,
entdo uma solugao analitica para o problema (3.7)-(3.8) é dada por ¢(z) = pv(z).

A aproximagéo por elementos finitos é obtida quando busca-se ¢, € X;, C H'(Q) é tal
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que

(O, )Ly = K*(dn, W)L, V w € Xy, N HY(Q) (3.9)

onde H}(Q) = {u € H(Q); u(z) = 0 Vz € T'}. As condigbes de contorno sdo aplicadas
requerendo que ¢(x) = pun(x) onde v,(x) é a versao discreta da exponencial complexa
v(z) = e,

Agora apresentar-se-a uma forma alternativa de aproximacao, a qual, visa uma implementacao
computacional mais simplificada para o problema (3.7)-(3.8). A ideia é estabelecer, a partir
de ¢(z), um novo problema com condi¢des de contorno homogéneas. O novo problema é
resolvido com o Método dos Elementos Finitos de segunda ordem, p = 2, usando as fungdes

de base hierarquicas de Legendre

N(©) = 30-9) (310
Nfe) = (1+8) 8.11)
Ny(e) = (/51 312

onde ¢ € Q, = [—1,1]

Uma vez obtida a solugao para o novo problema, o préximo passo € recuperar a solugao
do problema dado pelas equagdes (3.7)-(3.8). Para esta aproximagao alternativa sao consi-
deradas as funges o : Q@ — R, ¢y : @ — C e ¢ : Q — C, definidas respectivamente

por

alr) = 1+ sen(mz®)(z —1) (8.13)
do(z) = a(z)d(x) (8.14)
o(z) = é(x) = do(x) (3.15)

Note que ¢o(z) = ¢(z) quando z =0 e z = 1, e que ¢ € H(Q). Substituindo (3.15) em (3.7)

obtém-se
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5(67 w)Lz = (517 w/)LQ - "{2(57 w)Lz
= ((¢— o), w/)LQ - 52((? — 0, W)L,

= (¢I7 w/)LQ - K2(¢7 w)L%_(¢67 w/)LQ + 'Li2<¢07 w)LQ

.

=0

= (¢f + K’ do, W)L, (3.16)

Considere agora uma fungéo f :  — C, definida por f(z) = ¢}(z) + r*¢o(z). Deste modo,
a partir da equacao (3.16), obtém-se um novo problema de valor de contorno: Encontrar

¢ € H} () que satisfaz
(5/7 wl)LQ - Hz(g_bu w)LQ = (f7 w)Lz Vwe H&(Q) (317)

sujeito as condigoes de contorno

Pressao : o=0
quando z=0 e z=1. (3.18)

Velocidade ¢ =0

Discretizando o dominio 2, a aproximacao alternativa por elementos finitos de segunda

ordem ¢, € X, N H} () é calculada, tal que

(G wh) s — K2( By wi)ry = (f, 0L, Y w € Xpo N Hy () (3.19)

Uma vez que o problema (3.17)-(3.18) é aproximado por ¢, a solugio aproximada do
problema (3.7)-(3.8) é obtida pelo simples célculo ¢, = ¢, + ¢,.

Para verificar a performance da aproximacao, foi usado na implementagao computacional
o software MATLAB versao 2013a. O algoritimo desenvolvido tem como base o mesmo usado
por Reddy (1986) na descricao do método de Galerkin.

As Figuras 4.1-(a), (b), (c), (d), (e) e (f) mostram a aproximagao do problema (3.7)-(3.8)
usando o célculo ¢, = ¢, + ¢, o valor fixado do nimero de onda ~ = 107 e as fungdes de

base (3.10), (3.11) e (3.12). As aproximagoes sao feitas de acordo com os seguintes niveis
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de refinamento: h =1/2, h =1/4, h=1/8, h =1/16, h = 1/32 e h = 1/64. A convergéncia

dos resultados é claramente verificada, a medida que & tende a zero.

--- Solugédo Aproximada ’ --- Solugéo Aproximada
— Solugéo Exata — Solugédo Exata

0.5 0.5 |

-0.5

0.5 \

1.5 - - -1.5 - -
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X X
(@) (b)
1.5 ” " 1.5 = :
--- Solugdo Aproximada --- Solugdo Aproximada
— Solugéo Exata — Solugéo Exata
' i 1 i d
« A A
0.5 \ i i 0.5 } \ / \ /
0 0
0.5k -0.5
-1 -1 Y
150 0.2 0.4 0.6 0.8 1 15 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X X
() (d)
1.5 = - 1.5 i = -
--- Solugéo Aproximada --- Solugéo Aproximada
— Solugdo Exata — Solugéo Exata
1 1
0.5 0.5
0 0

i HRTRRTARIARTARY

Figura 3.1: Aproximacao nos seguintes niveis de refinamento: (a) h = 1/2, (b) h = 1/4, (c)
h=1/8,(d)h=1/16,(e) h=1/32¢e (f) h = 1/64.
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3.3 Aproximacao da Equacao de Helmholtz em Duas Dimensoes

3.3.1 Aproximacao de Ondas Planas

Seja Q2 ¢ R? um dominio aberto e limitado com contorno I" = I'; UT',. A equagao da onda
acustica homogénea pode ser escrita como

?u  Pu 1 0%

— — —— — — -2
0x? * dx3 2 ot? 0 (3:20)

onde u € H'(Q). Para ondas harménicas no tempo, uma solugao para a equagéo (3.20) pode
ser escrita como

u(zx,t) = a(x)e ™" Ve = (x1,22) € Q (8.21)

Substituindo a equacao (3.21) na equacao (3.20), tem-se a equacgao escalar homogénea de

Helmholtz em duas dimensodes, escrita como:

w2

V2i(x) + ga(a:) =0 Va e (3.22)

em que V2 é o operador laplaciano, veja (B.1). Além disso, segue da equacéo (3.4) a relagdo

w = c||K|| = e\/ K2 + K3 (3.23)

Deste modo, pode-se considerar o seguinte problema variacional: Encontrar @ € H' () tal

de dispersao

que
2

(Vi, Vo), = (i, w)r, Y we HY(Q) (3.24)

02
O problema (3.24), de acordo com Liu (2009), fica sujeito a condigcdes de contorno

;

Pressao : U = Ug Vel

. o (3.25)
Velocidade : Freie irk;pu(x) Vaely,
J

\

onde v(x) é a velocidade da particula e a quantidade u € uma fungéo complexa dada.
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Escolhendo v(x) = ¢***, entdo uma solugdo para o problema (3.24) com condigdes de
contorno (3.25) é dado por u(x) = pe*®. A aproximagao por elementos finitos com u; €
X, N HY(Q) é tal que

2

(Vuy, Vwy,) = %(Umwh) (3.26)
para todo w, € X, N H}(2). As condigdes de contorno sdo aplicadas requerendo que
up(x) = pop(x), VY x €T, onde v,(x) é a versao discreta da exponencial complexa v(x) =
em-m_

Assim, como no caso em uma dimensao, considera-se agora, uma solucao alternativa
para o problema (3.24)-(3.25). Nesta abordagem, define-se a(x) = 1+z3z3(1 —x1)*(1—129)?,
bem como up(x) = a(x)u(xz) e u(x) = u(x) — up(x) paratodo = € @ = (0,1) x (0,1).
Logo, as novas condi¢des de contorno sdo: u(x) = %ﬂj@ =0, YV € I',comj = 1,2
Seguindo por este caminho o problema definido por (3.24)-(3.25) transforma-se no problema
nao-homogéneo

2

Va(x) + u(z) = f(x) VaeQ (3.27)

C
onde f(x) = VZuy(x) + ‘g—juo(m). Portanto, u € H; () satisfaz o seguinte problema variacio-
nal:

2

(VT V) = 55 (@ w) = (fw)  Vwe H(Q), (3.28)

sujeito as condigdes de contorno

Pressao : u(x) = 0 Vaely
(3.29)
.
Velocidade : 20%) _ Vael,
Omj

Discretizando o dominio €2, a aproximagao por elementos finitos de segunda ordem wu,; €

Xno N HG () é calculada, tal que

2
(Vay, Vuy) — %(ﬂh,’wh) = (f, wn) (3.30)

para todo w, € X N HE(Q). Uma vez que o problema (3.28)-(3.29) é resolvido para uy,, a

solugao aproximada de (3.24)-(3.25) é obtida realizando o calculo: u;, = w, + uo.
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A Figura 3.2(a) mostra a solugao analitica do problema (3.24)-(3.25), enquanto que a
Figura 3.2(b) mostra o resultado da aproximagao por elementos finitos de segunda ordem,
usando o calculo u;, = wy, + uy, 0 vetor de onda k = (107, 107), h = 1/16 e as fungdes de
base de Legendre para elementos retangulares, equacoes (2.8).

As Figuras 3.3(a), 3.3(b) e 3.3(c) descrevem um corte diagonal partindo da origem na
diregdo (1, 1) da onda plana da Figura 3.2(a), e da superficie discreta encontrada pela abor-
dagem alternativa da Figura 3.2(b), nos diferentes niveis de refinamento: h = 1/16, h = 1/32,

h=1/64.

Figura 3.2: (a) Solucao analitica do problema (3.24)-(3.25); (b) Abordagem alternativa do
método dos elementos finitos com p = 2, k = 107 e refinamento h = 1/16.
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) 0.3 0.6 0.9 12 14 ] 03 06 09 12 14 ] 03 06 09 12 14
diagonal principal (><1 = Xz) diagonal principal (>(1 = x2) diagonal principal (x1 = Xz)

(@) (b) ()

Figura 3.3: As Figuras (a), (b) and (c) descrevem um corte diagonal na diregéo (1, 1) da onda
plana, em diferentes niveis de refinamento, h = 1/16, h = 1/32, h = 1/64, respectivamente.

3.3.2 Aproximacao de Ondas Cilindricas

Considere a fungdo f € LP(Q2), com 1 < p < oo, a qual tem suporte compacto no
dominio 2 C R%, com d = 1,2,...,n. Um aspecto relevante que aparece é quando se tem
como solucao da equagao de Helmholtz nao-homogénea, a convolugao entre a fungao f e o

espaco livre da fungao de Helmholtz-Green g € LP(£2) Beylkin (2009),
(@) = (g ) (@) = /Rd 9@ =y ) f(y'D)dy @ (3.31)
Nas condi¢des da equacao (3.31), tem-se que g satisfaz
V2g + (%)29 — 5, Ve e (3.32)

onde ¢, é a funcdo Delta-Dirac concentrada em z(¥, Monk (2003a). Em trés dimensoes,
com ) = (21, 29, 23) € y® = (y1, 12, 3), a expressdo da solugdo fundamental da equagéo
(3.32) é dada por

1 ei%\mw)_y(sn

- - - = 3) 3)
=0 2 @]’ " Fy (3.33)

O principal interesse deste trabalho € o caso d = 2. Assim, a solugao fundamental em duas

dimensdes pode ser obtida tomando =? = (21,25) e y¥ = (y1, 1), 11 = |2 — ¢y,

ry = |2 — yP)|, 25 = 0, y3 = rosinh(t), comt € R, e a identidade cosh(f) — sinh(f) = 1
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para qualquer angulo . Desta forma, tomando

o0

g(x®, y®) = / 9(@?, y)|z4=0 dys

—00

1 R
_ z;rgcosh(t) dt
A J_o ‘

= (%) (3.34)

onder = ry € h((]l) € a funcao de Hankel de primeiro tipo, Olver et al. (2010). Note que a

solugao em (3.34) satisfaz a condigao de radiagao de Sommerfeld, isto &,
lim 3 (@ —ﬂg) —0 (3.35)

Suponha que as ondas cilindricas se expandem a partir de uma fonte puntual localizada na
origem, ou seja, no ponto (0,0), veja a Figura 3.4(a). A aproximagao por elementos finitos
sera considerada em um dominio quadrado 2 C R? extraido da Figura 3.4(a)(veja a Figura

3.4(b)).

(@) (b)

Figura 3.4: (a) Onda cilindrica; (b) Dominio (2.

As Figuras 3.5(a) e 3.5(b) mostram a solugao exata (3.34) e a abordagem de elementos fi-
nitos, respectivamente, referentes as ondas cilindricas. Esta aproximacgao é calculada usando
0 mesmo vetor de onda e 0 mesmo parametro h para a aproximacao de ondas planas.

As Figuras 3.6(a), 3.6(b) e 3.6(c) descrevem um corte diagonal da regiao de propagagao
Q= (1,1) x (2,2) da onda cilindrica, Figura 3.5(a), e da superficie discreta encontrada pela
aproximacgao alternativa, Figura 3.5(b), nos diferentes niveis de refinamento: h = 1/16, h =

1/32, h = 1/64.
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Figura 3.5: (a) Solugao analitica para ondas cilindricas; (b) Abordagem alternativa por ele-
mentos finitos para onda cilindricas com refinamento h = 1/16.

3.4 O Sistema de Segunda Ordem de Maxwell

O campo eletromagnético se caracteriza por quatro fungoes vetoriais de posicao e tempo:

o campo elétrico €, o vetor deslocamento D, o campo magnético H e a indugao magnética
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2.4 2.4 2.4

1.5 2 1.5 2 1.5 2
diagonal principal (><1 = Xz) diagonal principal (><1 = Xz) diagonal principal ()(1 = xz)

(a) (b) (c)

Figura 3.6: As Figuras (a), (b) and (c) descrevem um corte diagonal na diregao (1, 1) da regiao
de propagagao €2 = (1,1) x (2,2) da onda cilindrica, nos diferentes niveis de refinamento,
h =1/16, h = 1/32, h = 1/64, respectivamente.

B. As leis basicas do campo eletromagnético sao regidas pelas equagdes de Maxwell, So-

ares (2008) e Jackson (1999), que envolvem as quatro fungdes vetoriais. As equagoes que

constituem o sistema de equacdes de Maxwell sdo a lei Faraday da Inducao Eletromagnética

0B
—+VxE=0 3.36
5 TV X (3.36)
a Lei de Gauss do magnetismo
V-B=0 (3.37)
a pela Lei de Maxwell-Ampeére
0D
— —VxH+J=0 (3.38)
ot
e a Lei de Gauss da eletricidade
V-D=p (3.39)

com p assumindo ser a densidade de carga elétrica e J a densidade de corrente elétrica.
Propo6e-se fazer uma analise de propagacao eletromagnética em uma frequéncia Unica.
Por exemplo, em muitos sistemas envolvendo ondas eletromagnéticas as variagdes no tempo
séo da forma cosenoidal e podem ser expressas por e~“°! assim, o problema do tempo-
dependente, equagoes acima, pode ser reduzido para o sistema de Maxwell harménico no

tempo, como € mostrado a seguir.
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Deducao das Equacoes de Maxwell Harmoénicas no Tempo

Se a radiacao tem frequéncia temporal wy, onde wy > 0, 0s campos, elétrico e magnético,

harmonicos no tempo ficam relacionados com os campos, elétrico e magnético dependentes

do tempo por

pode-se ainda estender esta rela¢ao para

D(z,y,z,t) = Re(e’”ot[)(x, Y, 2))

B(z,y,z,t) = Re(e’iwoté(m, Y, 2))

p(x,y,2,t) = Re(e

(3.40)

(3.41)

(3.42)

(3.43)

(3.44)

(3.45)

onde Re(z) representa a parte real do nimero z € C. O simbolo Re(-) possui as seguintes

propriedades para fungoes complexas A; e As.

(P1) RG(Al) -+ R@(AQ) = Re(A1 + Ag)

(P2) Re(aA;) = aRe(A;) coma€eR

0 B 04,
(P3) oz, Re(Ay) = Re (8@ )

Lema 3.4.1 : Se Re(Aje ™0!) = Re(Aqye™0") para todo t, entdo A, = As.

Demonstracao: Assuma A; # A,. Considere que A; = a + bi e que Ay = ¢ + di, onde

a,b,c,d € R. Como a igualdade Re(A;e~*°!) = Re(Aye™0t) é valida para todo ¢, logo para

t = 0, tem-se que Re(A;) = Re(As). Tomando ¢ = 7/2w, tem-se que Im(A;) = Im(Ay), o

que contradiz a escolha A; # A,. Portanto, A; = A;. B
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Tomando agora a equacao (3.40) e aplicando o operador V x juntamente com a proprie-

dade (P3), obtém-se:
V X &=V x Re(e ™'E) = Re(V x e “'E)

Por outro lado, ao considerar a equacao (3.36) e substituir B usando a igualdade na equacgao

(3.43) seguida da propriedade (P3), encontra-se:

0B

ot
8 —iwot
= —aRe(e B)

de~iwot B
= —he (T>

= Re(iwoe ™“'B)

VxE& =

Logo, Re(V x e~ ) = Re(iwge ™' B) para todo t € R, U {0}. Segue do Lema 3.4.1 que

V x E = iwyB (3.46)

Procedendo desta maneira, pode-se escrever (3.38) e as Leis de Gauss para a eletricidade e

0 magnetismo na forma

Vx H=—iwD+J (3.47)
V-D=j) (3.48)
V-B=0 (3.49)

Assim, (3.46), (3.47), (3.48) e (3.49) formam o sistema de Equacdes de Maxwell Harménico
no Tempo.
Considerando dois meios, como na figura 3.4, segue abaixo as condi¢oes na interface S

para os campos harménicos no tempo:

nx (Hy— H)) =Jg (3.51)
n- (D, — D)) = ps (3.52)



Figura 3.7: Dois meios separados por uma interface S.

n-(By—B;) =0 (3.53)

Equacoes Constitutivas para Meios Lineares

As equacoes (3.46), (3.47), (3.48) e (3.49) serao estendidas por duas leis constitutivas
que relacionam EeHaDeB, respectivamente. Estas leis dependem das propriedades
do material no dominio ocupado pelo campo eletromagnético. No vacuo ou no ar os campos

sao relacionados pelas equagoes

onde ¢, e 1o sao chamadas de permissividade elétrica e permeabilidade magnética, respecti-
vamente. Os valores de ¢, e 1, dependem do sistema de unidades usado. No sistema padrao,

Sl, de unidades tem-se que

fo = 4710~ Hm ™!

€0 ~ 8,854.107 12 Fm 1

Além disso, a velocidade da luz no vacuo, denotada por ¢, é dada por ¢ = /o *. Em
materiais heterogéneo e isotropicos, os quais sdo mais comuns na pratica, onde o dominio

do campo eletromagnético é constituido de diferentes materiais, as leis constitutivas ficam

| =

E=-D e H=-B, (3.54)

==

€

onde € = €(x,y, z) e u = p(z,y, 2) séo fungdes escalares de posigao.
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Materiais Condutores

As duas equacgoes constitutivas (3.54) sao semelhantes entre si, pois relacionam dois a
dois os vetores do campo, E e D, os “vetores elétricos”, e H e B, os “vetores magnéticos”.
Existe ainda uma terceira equagao constitutiva, esta relaciona um vetor do campo com a
densidade de corrente. Na literatura esta equacao € conhecida como Lei de Ohm e sua
expressao se define por

J=cE+J,, (3.55)

onde 0 = o(z,y, z) € uma fungao de posi¢cao nao-negativa denotada como sendo a condu-
tividade do material e J, descreve a densidade de corrente elétrica aplicada. Tomando as
trés equacgoes constitutivas pode-se reescrever as equacgodes (3.46), (3.47), (3.48) e (3.49) da
seguinte forma:

(i) Usando (3.46) e H = 1 5 obtém-se: v x E = iwou H

Ju!
(if) Aplicando V- em (3.47), tem-se pela identidade (B.3), que: iwyV - D =V - J.

_ 1. - 1 _
Agora, E = —D e aLeide Ohm, tem-se: V - (¢E) = EV (cE+J,)
€ 0
- 1= - - -
(iii) Usando E = —D e aleide Ohm em (3.47), tem-se: Vx H — (cE+ J,) +iwgeE = 0
€
- 1= -
(iiif) Usando H = —B em (3.49), tem-se: V- uH =0
7

Sistema de Primeira Ordem de Maxwell

De acordo com Colton et al. (1983), pode-se definir ainda os campos elétrico e magnético

harmdnicos no tempo, respectivamente, por
E=c¢’E e H=u"H

Além disso, ao definir a permeabilidade e a permissividade relativas por

X .
er:—(e—i-E) e =" (3.56)
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podem-se escrever a equacao (i) como

VxE = iwo,ue(l)mH

Assim,

_ oo H
= WoUE l_/2
Ho

: 12 H

= Wolr o€ 12

Ho

. 1/2 1/2
= Zwo,urﬂo/ 60/ H

= ik H

V x E =iru.H,

onde k = wy+/€ofto, € a equacgao (iii) multiplicada por -1 como

-J, =

Agora multiplicando ué/ ’ tem-se

_*Iau(l]/2

Logo,

—iwoueE Al V x H
Wo

—iw0<e+E)E‘—VxI~{

Wo
1 ' ~ ~
—1Wo€o [— (6+ E)] E-VXxXH
€0 Wo
—iwoeoerE' ~VxH
E -
—iwoeéﬂereéﬂm - VxH
€

0

= —iwoe(l]/Qerué/QE -V x ,u(l)/QlfI

= —iekB -V xH

—ie, skl —V x H = —Ja,u(l)/z,

(3.57)

(3.58)

onde Kk = wp./€oftp- Assim, o sistema de primeira ordem de Maxwell é formado pelas

equacgoes (3.57) e (3.58)

VXE—ikuH=0

—ie,kE =V x H = —Jp1/”

38

(3.59)



Sistema de Segunda Ordem de Maxwell

Aplicando o operador divergente em (3.57) e (3.58), tem-se o0 que se define como condicao
de divergéncia

1

V-¢E=——V-F (3.60)
K

V. H =0, (3.61)

onde F = iruy/*J,. Agora, isolando H em (3.57) e em seguida substituindo em (3.58),

obtém-se:

1
—ike, B —V x (
TR Ly

V x E) = —Jaué/2

Multiplicando por —ix tem-se o Sistema de Maxwell de Segunda Ordem
—k¢E+VXxu 'VxE=F (3.62)

A partir desse momento sera tratado o caso de ondas eletromagnéticas plana que se
propagam em um dominio com duas dimensoes, deste modo, para evitar abusos de notacao
sera usado simplesmente o operador V para simbolizar os operadores de superficie Vs e Vs,
no entanto, as propriedades operatérias devem ser aquelas apresentadas no Apéndice A. No
caso do rotacional, a diferenca devera ficar clara quando sera aplicado V x sobre uma fungao

escalar ou sobre uma funcao vetorial conforme as equagoes (B.8) e (B.9), respectivamente.

3.4.1 Aproximacao de Ondas Eletromagnéticas

Com o objetivo de ilustrar a performance dos elementos finitos vetoriais de Whitney-
Nédélec, tomar-se-a um problema de propagagao de uma onda plana através de um dominio
quadrado 2 = (0,1)2 com contorno I". Suponha €2 no vacuo, assim ¢ = ¢, e u = j. Consi-

dere o campo elétrico E € H(curl, Q) e o seguinte problema de valor de contorno

—w2(1+w“”0)E+vXV><E:F V= (21,25) € Q (3.63)

w2

nx E=f sobre T’ (3.64)
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onde w € uma frequéncia fixada, n = (ny,ny) € ovetornormalal’e f : Q@ — C é uma
funcao continua e suave.

O Método dos Elementos Finitos, como se sabe, é baseado na formulagao variacional
de problemas de valor de contorno. Antes de iniciar a discretizacao do sistema de segunda
ordem (8.63), uma formulacao variacional apropriada deve ser definida, Monk (2003a), Reddy
(1986), Kreyszig (1978). Primeiro € importante notar que, como as equagdes de Maxwell
envolvem fungdes complexas no regime harmonico o campo deve ser adaptado para espagos

complexas. Por exemplo, o produto interno em (Ly(£2))* é agora definido por

(uw,v)r, = / u -0 dS) (3.65)
Q

Para a formulagdo variacional, o procedimento é feito da seguinte forma: (a) multiplica-se
(3.63) por ¢ € Hy(curl, Q2); (b) integra-se sobre (2 o resultado dessa multiplicagao; (c) aplica-
se 0 Teorema de Stokes no plano, equacao B.4.1, escolhendo w = V x E e v = ¢. Assim,

tem-se a formulagao variacional desejada

_u? ((1 i wj;"“) E, ¢) L (VX BV x ), = (F. )1, (3.66)
Lo

para todo ¢ € Hy(curl,2). Outro aspeto importante que deve ser observado é a condu-
tividade 0. Se ¢ > 0 em (2, entdo pode-se escrever (3.66) como uma forma sesquilinear
coerciva — veja Apéndice C — em Hy(curl, ), Monk (1991). Isso assegura — veja o Teorema
C.0.2 no Apéndice C — que (3.66) tera uma Unica solugao para qualquer frequéncia w e para
qualquer F' € (Ly(£2))?. Contudo, se o = 0 em (2, entdo (3.66) nao tera solugao para um con-
junto discreto infinito de valores de w, 0os quais sdo chamados de ressonancias. Neste caso,
a forma sesquilinear definida pelo lado esquerdo de (3.66) nao sera coerciva, Monk (1991).
Para contornar este problema, o uso da teoria de Fredholm fornece as condi¢coes necessarias
que garantem a existéncia e unicidade de uma solugao, Monk (2003a). Consequentemente,
para qualquer valor imposto a o, uma solugao para (3.66) pode ser encontrada.

Assumindo F' = 0 e 0 = 0, a formulagao variacional (3.66) torna-se o seguinte problema:
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Encontrar E € H(curl, Q) tal que
(Vx E, VX)), =uw*E ¢), Ye¢c Hcurl Q) (3.67)

nx E=f sobre T, (3.68)

Escolhendo f(x) = nyF) () — ny Fo(x) em (3.68), onde (Ey, E,) = (—10me™®, 10me™®) é
uma onda plana se propagando na diregio do vetor de onda x = 107(1,1), e w = 10/2m,
tem-se que E = (Ey, E,) é uma solugdo analitica de (3.67)-(3.68).

Considere que o dominio €2 € discretizado por uma malha uniforme de elementos quadra-
dos com arestas de tamanho h, veja a Figura 3.8. Além disso, suponha que elementos de

ordem p sao usados para definir o espago de elementos finitos vetoriais V'5,,.

>

Figura 3.8: Malha usada nos experimentos numeéricos, onde cada elemento quadrado da
malha tem lado 7 = 1/n, em que n* é o nimero de elementos na malha.

A aproximagao por elementos finitos busca uma solugao discreta E;, € V5, tal que
(V X Ehp, V x Uhp)Lg = wQ(Ehp, 'vhp)Lg (369)

para todo v, € Vi, N Hy(curl, Q). As condigbes de contorno essenciais sao impostas

requerendo que em todas as arestas v C I', tenha-se

/(n x Ep, — fluds =0 (3.70)

~
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para todo v € P,(v), onde P, denota o espaco unidimensional de polinébmios de grau no

maximo igual a p no comprimento do arco. Note que, se t = (ny, —n;) é 0 vetor tangente

a v, a equacao (3.70) coincide com a equagao (2.10). A aproximagao para E é realizada

com elementos de Whitney e elementos de Nédélec de primeira ordem. Alguns experimentos

numeéricos relativos a solugao do problema podem ser vistos nesta se¢ao. As Figuras 3.9(a),

3.9(b), 3.9(c) e 3.9(d) apresentam a aproximacgao da parte real da segunda componente da

solucao analitica E do problema (3.67)-(3.68). usando elementos de Whitney, enquanto que

as Figuras 3.10(a), 3.10(b), 3.10(c) e 3.10(d) representam a aproximagao por elementos de

Nédélec de primeira ordem.

150

100

\
Vo Lo
A0 .
! i 1 B

180 0.3 0.6 0.9 1.2 1.5

diagonal principal (x, = x,,)
(@)

60

6% 0.3 0.6 0.9 1.2 15

diagonal principal (x1 = x2)

(©

60

40

20

-20

-60
0

40

30

20

10

20} 1
-301 Y

-40
0

-400

0.3 06 09
diagonal principal x,=x

(b)

1.2 1.5
2)

10t

0.3 0.6 0.9
diagonal principal (x, = x

(d)

1.2 1.5
5)

Figura 3.9: Variacao da solucao analitica ao longo da diagonal principal (linha continua),
assim como da solugao numérica (linha pontilhada) usando elementos de Whitney e os se-
guintes niveis de refinamento da malha: (a) » = 1/15; (b) h = 1/20; (c) h = 1/40; (d)

h =1/60.
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Figura 3.10: Variagdao da solucao analitica ao longo da diagonal principal (linha continua),
assim como da solugao numérica (linha pontilhada) usando elementos de Nédélec de primeira
ordem e os seguintes niveis de refinamento da malha:: (a) h = 1/5; (b) h = 1/10; (c) h =

1/30; (d) h = 1/60
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Capitulo 4

Relacao de Dispersao Discreta

4.1 Dispersao Numérica

Um meio é dito dispersivo se ondas com frequéncias distintas viajam neste meio com
velocidades distintas, Oliveira et al. (2007). Normalmente, ondas planas sao usadas para
medir a dispersao em um meio, uma vez que sao simples e estao fortemente relacionadas
com os métodos numéricos mais comuns, tais como o método dos elementos finitos.

Uma ferramenta importante para avaliar a qualidade da aproximagao dos métodos numéricos
€ a analise de dispersao. A analise de dispersao fornece uma estimativa do nimero minimo
de pontos da malha por comprimento de onda necessarios para uma simulagao precisa da
propagacao da onda. Um método é dispersivo se a velocidade de propagacao da onda apro-
ximada depende do seu comprimento de onda. Se se considera um meio homogéneo, em
que nao ocorre dispersao na solucao exata, entao qualquer variacao na velocidade da onda
aproximada com o comprimento de onda, é devida a perda de precisao.

A dispersao numérica é um fator que afeta todos os métodos de modelagem matematica.
Em particular, a principal causa da dispersao numérica na aproximagao de campos eletro-
magnéticos € que mesmo diminuindo o0 espagamento entre os pontos de malha, o erro de
interpolacao nao € nulo, Warren et al. (1994). Por exemplo, no método dos elementos fini-
tos as funcbes de base ou de interpolacado sao utilizadas para aproximar o campo, e uma
vez que estas funcoes (geralmente polindmios) ndo consegue captar exatamente a variagao
do campo. Desta forma o erro de interpolacao resultante leva a dispersdao. Em outras pala-

vras, a medida que se varia a direcao de propagacao do campo, ou comprimento de onda ou
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frequéncia da onda, ou ainda a malha, a precisao da solugao numérica varia.

4.2 Relacao de Dispersao Discreta para a equacao de Helmholtz

Suponha que uma malha uniforme com espagamentos de tamanho h = % comn € Z,
sendo Z o conjunto dos numeros inteiros, esta situada sobre a reta real com nos localizados
em hZ, isto €, se por exemplo ao tomar n = 2, tem-se entao, h = % e consequentemente %Z,

veja a Figura 4.2. O conjunto das fungdes lineares continuas por partes sobre esta malha é

-3 -2 -1 0 1 2 3

7 | | | | | L,
1

5 -1 -3 0 3 1 5

17 o | | | | | L,

3L >

Figura 4.1: Conjuntos Z e hZ,com h = 1/2.

denotado, de acordo com a se¢ao (2.1), por X;;. Em analogia ao problema continuo definido

pela equacao (3.20), tomar-se-ao solugdes da forma

up(x,t) = G (x)e (4.1)

Assim, u;, € X, deve satisfazer a forma sesquilinear

S (i, v) = (U, v")p, — K*(Tn,v) L, Yoe Hi(Q), (4.2)

Seja l,, € X1 uma fungéo definida como /,(s) = 7 +1 —nsenh —h < s < nh, el,(s) =

—#+ 1+ nsenh < s <nh+ h,como na Figura 5.2. Note que /,, cumpre a propriedade

lo(x +mh) = l,_n(x) ref) and m e Z (4.3)

Se 1wy, é definida como



n—1)h (n+ 1)k

(@)

Figura 4.2: Esbogco do grafico da fungao chapéu I.

entao a propriedade (4.3) mostra que
ip(z 4+ nh) = ™M, (r)  VeeQeVneZ (4.5)

Assim, a analise pode transcorrer uniformemente em qualquer ponto da malha de elementos.

Tomando ¢ = 1 em (3.23), tem-se que (3.22) torna-se
" +w(k)*a=0 (4.6)

e usando a equacao (3.6), o seguinte problema variacional pode ser enunciado: Encontrar
up € Xp tal que

(alfw w;l)L2 = wh(ﬁ)Q(ﬁh’ wh)LZ (4.7)

ou de forma mais explicita
/ﬁ%(s)@ﬁl(s) ds = wp(k)? / iy (s)wp(s) ds Y w, € Xy N Hy(Q), (4.8)
R R

onde wy,(x)?* pode ser calculado tomando wy, = I,,,. De fato, substituindo a equagao (4.4) na

equacao (4.8) e notando que o produto ,,(s)l,,(s) # 0 para s € (mh — h; mh + h), ocorrendo
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de maneira similar para I/, (s){! . (s), tem-se que

(m+1)p (MEDR (mA1)p (MEDh

/ Z el ()1 (s) ds = wh(ﬁ)z/ Z el (8)m(s) ds  (4.9)
(m=1)h n=(m—1)h (m=1)h n=(m—1)h

Observe que a exponencial ndo depende de s. Agora, tomando a integral em cada uma das

trés parcelas(n = (m — 1)h, n = (m)h e n = (m + 1)h) dadas pela somatéria e considerando

a exponencial como constante em cada uma destas parcelas, tem-se

(m+1)h (m+1)h

Z eih”"/ I (s)l (s)ds=

n=(m—1)h (m=1)h

(4.10)

(m+1)h

A (m+1)h
wr(K)? Z e’h’m/( Lo(8)lm(s) ds

n=(m—1)h m—1)h

Nos trés termos da soma no primeiro membro aparecerao, respectivamente, as derivadas
das fungbes I;, ,,l;,.l!, .., enquanto que, no segundo membro, respectivamente, apontam-

s€ ly_1, lm, lms1- Explicitamente, tais fungdes se definem como:

1
2—m+% se s (mh—2h,mh— h] = se s € (mh—2hmh—H
lm-1(s) = m— % se s¢& (mh—h,mh) ln—1(8) = % se s & (mh—h,mh)
0 caso contrario 0 caso contrario
S 1
1- (m—ﬁ) se s € (mh— h,mh] 5 se s € (mh — h,mh]
S , —1
Im(s) =< 1+ (m - E) se sé& (mh,mh+h) I (s) = o Se s€ (mh, mh + h)
0 caso contrario 0 caso contrario
s 1
—m+ ; Se s€ (mh, mh + h] ; Se s€ (mh, mh + h]
I ( . S ! . -1
m+1(8) =4 2+m — 7 Se s€ (mh 4 h,mh + 2h) l41(s) = o Se s€ (mh + h,mh + 2h)
0 caso contrario 0 caso contrario

Depois de explicitar as somas em (4.9), basta substituir o valor de cada uma das

fungbes acima na integral correspondente, respeitando os limites de integragao. Com isso,
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obtém-se

. . /mh (_1) ( 1) Y [ mh 1 mh+h 1
errm e Tk — — | ds+ "™ / (—) ds +/ (—) ds] +
(m—h \ P h (m—1)n \? mh h?
e e R | : e [ s E
e’h“melh“/ (—) (—) ds = wp(k 2e“mme_”m/ (m - —) (1 —m+ —> ds+
mh h h (®) (m—1)h h h
‘ mh S\ 2 mh+h S\ 2
e’h“m(/ (1—m+—) ds—l—/ (1—|—m——> ds)—l—
(m—1)h h h h

m— m

" . mh+h s s
thkm ,thk _ - 1 __> d
e e /h ( m + h> ( +m 3 S

m

(4.11)

resolvendo as integrais, € encontrado

. o1 ) 2 . o1
_ezhnme—zhng + ezhnmﬁ . ezhnmezhnﬁ —
R T R (4.12)
Wh</€)2 (ezhmnezfm6 + ezhnm 2 + ezhnmezhng)

Usando a identidade 2cos(£h) = e + e~ e eliminando "™, pode-se simplificar (4.12) e

obter

6 (1—cos(hk)

Se 0 < hk < 1, a equacgao (4.13) pode ser expandida como uma série de Maclaurin,

assim, encontra-se

h 2
wn(k)? = K21+ & 1’;) +.) (4.14)
Deste modo, no limite, quando h — 0, tem-se
wh(k) =Kk = w?=wi(K) (4.15)

A expressao (4.15) € a relacao de dispersao discreta correspondente ao espacgo de ele-

mentos de primeira ordem X, encontrada a partir do problema de autovalor (4.8).
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4.3 Relacao de Dispersao para Ordens p Arbitrarias

Propde-se encontrar uma expressao para a relagao de dispersao para o espaco de ele-
mentos X,,. Para tanto, precisa-se primeiramente considerar a propriedade de translagao
invariante na malha de elementos. Assim, como esta propriedade foi assegurada para ele-
mentos de ordem p = 1 - veja equagéo (4.5) - toma-se de maneira semelhante u, € X, na
forma

tnp(z 4+ nh) = ey, (1), VeeQVnelZ (4.16)

Define-se também como em (4.4) a equagao

() =Y ™MW (x), (4.17)
nez
onde I € Xy € um interpolante de ordem p que tem valores nodais dados por lﬁf’)(mh) =
dnm, Ainsworth (2003). Em analogia a (4.7) tem-se o seguinte problema variacional: Encontrar
Upp € Xpyp tal que

(a/h}ﬁ w%p) - wh(K)Q(ahpa whp) v Whyp € :X:hp (41 8)
Note que (4.15) foi obtida independentemente da ordem p. Logo, a relagao de dispersao

para o espago de elementos X;, € dada, no limite com h — 0, por

w? = w,%p(/i) (4.19)

4.4 Expressoes Analiticas para a Relacao de Dispersao Dis-

creta em Ordens Arbitrarias

Expressoes para a relacao de dispersao discreta para ordens p = 2, 3,4, ...,n podem ser
encontradas, ao menos teoricamente, pelo mesmo caminho utilizado para obter (4.13). No en-
tanto, para valores de p > 2, os calculos necessarios tornam-se estafantes e sendo inviaveis
para ordens relativamente altas. O teorema seguinte apresenta um método de aproximacao
racional que pode ser usado para definir expressoes para a relagao de dispersao discreta de

ordens arbitrarias de aproximacao para a equagao de Helmholtz, Ainsworth (2003).
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cos(hk) =~ Ry,(hwpyp)

6 — 2(hwh1)2
6 + (hwh1)2

S(hwh2)4 — 104(hwh2)2 + 240
(hwh2)4 + 16(hwh2)2 + 240

5 1 1 9 21
g(hwh3)2 — %(hwh3)4 - ﬁ(hwh3)4 — g(hwh3>2 + 5
1 5 1 21
aher)” — 3 )" — 5
3
5 1 i 9 21
—(hwh3)2 — —(hwh3)4 —(hwh3)4 — —(hwh3)2 + —
8 : 26 - L | 160 : 82 - P
) =g ) =5
1 9 21 1 7 63
—(h —Z(h il — (hwna)® — —= (hewna)t + == (hewps)?
[ ggg\Pens)” — glUwna)™+ ) [ gag (hen)” = g Uiwna)” + (o)
i 21 1
) Z<hwh4)2 -5 1—6(hwh4)4 — T(hwps)* + 63
i 9 21 1 7 63
—(h — Z(hwp)? + = — (hwna)® — —= (hwps)t + == (hawpy)?
B 160( Wha) 8( Wha)” + 5 . 960( Wha) 16< wha)® + 4( Wha)
1 21 i
Z(hwh4)2 — 7 E(hwh4)4 — 7(hwh4)2 + 63

Tabela 4.1: Expressoes analiticas para o cos(hkx), com p = 1,2, 3, 4.

Teorema 4.4.1 Seja [2N. + 2/2Ncutan(x) € S€ja [2N,/2N, — 2),cor(x) @S notagoes para a

aproximagdo de Padé de rtan(k) e kcot(k), respectivamente, onde N, = |p/2| and N, =

|(p+1)/2]. Assim, wy, cumpre cos(hk) ~ R,(hws,), onde R, é a fungao racional

[2No/2No - 2]&0015(5) - [2Ne + 2/2Ne]ntan(n)

R,(2k) =

As Figuras 4.4-(a), (b), (c) e (d) mostram o resultado da implementacao computacional da
aproximagao cos(hk) ~ R,(hwp,) parap = 1,2, 3 e 4, respectivamente, sugerida no Teorema

4.4.1. As expressao geradas a partir da equacao (4.20), podem ser observadas na Tabela

[2N0/2No - 2]/40015(/4) + [2Ne + 2/2Ne]ﬁmn(n)

4.1, na qual se destacam as aproximacgoes parap = 1,2, 3, 4.

Assim, como em Ainsworth (2003), a expressao

6 — 2(hwp(k))?

cos(hk) = com h—0

6 + (hwp(k))?
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Ordemp =1 Ordemp =2

—cos(hx) /,/ —cos(hx)
- R (2x) y . Rp(ZK)

1.5 -1.5
% 5 10 15 20 % 5 10 15 20
hx hx
(a) (b)
Ordemp=3 Ordemp =4
2 2
—cos(hk) —cos(hk)
___R_(2x) ___.R _(2x)
1.5 P 1.5 3

1.5 -1.5
-2 AN -2
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
hk hk
() (d)
Ordemp =10 Ordemp =12
2 " 2 ! .
—cos(hk) —cos(hk)
R (2x) R _(2x)
15 P 15 p
1 1
0.5 0.5
0 0
-0.5 -0.5
- -1
1.5 1.5
2 2
0 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25
hk hk
() (f)

Figura 4.3: Aproximagao R,(2x) (linha pontilhada) sugerida pelo Teorema 4.4.1. Note que
a medida em que a ordem p cresce, a aproximagao tende a coincidir com cos(hx) (linha
continua).

para p = 1, veja Tabela 5.1, também foi encontrada em Babuska et al. (1995) e Thompson
et al. (1994). Note que (4.21) é a mesma equagao (4.13), escrita em termos de wy(k). Isso
sugere que as demais expressoes para o cos(hkx) para diferentes ordens p de aproximagao,
podem ao menos, teoricamente, serem escritas em fungao de wy(x). A partir dessa ideia

pode-se propor uma unificacdo entre a proposta feita em Christon (1999), com respeito a
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velocidade de fase, e a proposta de analise de dispersao para a equacgao escalar de Helmholtz
considerada por Babuska et al. (1995). A jungao entre as duas teorias, sob este ponto de

vista, sera tratada mais adiante no capitulo 6.

4.5 Relacao de Dispersao para o Sistema de Segunda Or-

dem de Maxwell

De acordo com a equacgao (3.62), se ao tomar J, = 0 e valores apropriados para a
permissividade e permeabilidade relativas, o campo elétrico E satisfaz a equacao de Maxwell

harmodnica de segunda ordem:

—w?E+VxVxE=0 (4.22)

A relacao de dispersao para esta equagao pode ser descrita ao procurar uma onda plana,

como solucao nao-trivial, da forma
E(z) =" "a, (4.23)

onde x € uma variavel de posicao e k aponta para a direcao de propagacao da onda plana.
Considerando o campo E definido num dominio Q C R? tem-se que a = (g, a3) €
K = (K1, K2).
Substituindo (4.23) em (4.22) e usando a equacgao (B.8) junto com a equacao (B.9), obtém-

se a forma matricial

N e K3~k || ar |
—w 61K'w _'_ eln'w — 0
Qo —K1Ky K3 Qo

Dividindo ambos os lados por —e*®, tem-se

K2 —K1Ko

wa+ Ma=0, com M,= (4.24)
—KR1R2 /{%

De (4.24), tem-se que
(W I+ M, ) =0, (4.25)
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onde [ € a matriz identidade. Considerando agora uma solugao nao-trivial para (4.25), tem-se

que det(w?I + M,) = 0, ou seja

—w? + /ig —K1k9
—kK1Ky  —w? 4 K2

Expandindo o determinante e fazendo as devidas simplificagoes, obtém-se
wWwHw? — K —kK3) =0 (4.26)
Deste modo, se w é diferente de zero, segue o que se define como a relagao de dispersao

w = |K| (4.27)

4.6 Relacao de Dispersao Discreta

Dos Lemas G.2.1 e G.1.1, fica evidente a correlagcado entre as solu¢des da equacgao de
Helmholtz e do sistema de segunda ordem de Maxwell harmdnico no tempo. Assim, a ex-
pressao para a relacao de dispersao discreta, relacionada com a aproximagao da equacao
escalar de Helmholtz em uma dimensao, pode ser usada para determinar uma expressao
para a relacao de dispersao discreta para os elementos de Whitney e Nédélec de primeira or-
dem. De fato, como exemplo, considere V1, como o espago de polindmios vetoriais, Whitney
(1957), ou espaco de elementos de Whitney — ja no sentido de elementos finitos — cons-
truido sobre uma malha uniforme, veja a Figura 3.8. As componentes da fungao vetorial

E, = (B\", E) € V, sera expandida na forma

E}(Zd) _ Z ag)qbgf), d=1,2 n = (ny,no) (4.28)
nez?
onde
P — X (71)0ns (2) : PP — ’ (4.29)
0 9711 (zl)X'ﬂQ ([Eg)

Aqui, x,, € a fungao caracteristica sobre o intervalo (nh,nh + h), definida por x,(s) = 1 se

s € (nh,nh + h) e zero caso contrario, enquanto que 6¢,, = [,,, € uma funcéo de interpolagao
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linear continua por partes, veja a equacao (4.3). E importante observar que as fungdes de
base usadas aqui sao diferentes daquelas usadas na Se¢ao 2.3. A razao para esta mudancga é
que as fungoes 0,, sao interpolantes, simplificando assim, a analise de dispersao. No entanto,
0 espaco gerado pelas duas bases € o mesmo.

A integral de linha de uma fungao de base gbﬁj” € V0, tomada ao longo das arestas dos

elementos, tem a forma

0) h se m=ned=a
/ ()qs; - dx = , (4.30)
Tm

0 caso contrario

onde 7,(7? denota a aresta alinhada com a «'"* coordenada do eixo, iniciando no vértice inde-

xado m. Da equacgao (4.30), pode-se calcular os coeficientes de E; em (4.28) como segue:

Multiplique (4.30) por o!?) e considere n = me a = d, entao

o 1
NG :_/ o) . g
e

Usando a equacao (4.28) na componente espacial d" a seguinte expresséo é obtida:
(a) _ 1
) = — E, - dx (4.31)
h J o
Além disso, considere que uma solugao discreta nao-trivial E; satisfaz a condigao
E,(z +hn) =" "E, (), (4.32)

onde k;, = Kk, com h — 0, € o vetor de onda relacionado com uma frequéncia temporal
prescrita w através da relagao de dispersao discreta. Aplicando uma mudancga de variavel em

(4.31) e considerando a translacao invariante da malha, equacao (4.32), tem-se

1 1 1 ,
d) — = . _ = L ihieg,-n '
T L Ey(x)- de =4 @ Ey(y +mnh)- - A W€ En(y) - dy  (4.33)
consequentemente,
aff) = ¢Mrag)  vn e 27 (4.34)
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Substituindo a equacao (4.34) em (4.28), encontra-se

B =af) Y ehmrmgld (4.35)

nez?

e assim, desacoplando a soma para cada componente de n, segue que

B = ag) > ety (@) Y @0, (o)

2 2 nez | nez | (4.36)
Ei(z ) — Oé(() ) Z €thnxn(l’2) Z elhlilnen(xl)
nez nez
Segue de (4.32) que
Z etng (s + nh) = ehrn Z e (s) VYneZ (4.37)
nez neZ

Seja u € H'() uma solugao analitica da equagao de Helmholtz escalar homogénea em
uma dimensao, definida por u(s) = ¢**. Considere V}, um espaco de elementos finitos. Note

qgue a equacao (4.37) pode ser vista como a versao discreta de u, isto €,

up(k, s) = Zeih’mﬁn(s) (4.38)

neL

Deste modo, o seguinte problema variacional pode ser considerado: Buscar u;, € V), tal que

duy, d
ﬂ,ﬂ = wp(k)*(un,vp), Yon € Vi (4.39)
ds = ds Ly
ou
/%% ds:wh(li)2/uhvh ds Yuv, €V, (4.40)
r ds ds R

Note que a equacao (4.40) é a mesma equagao (4.7). Além disso, note que a derivada de

(4.38) em relagado a s é dada por

du et — 1 ,
dsh = ( - ) Zelh’mxn(s) (4.41)

neL

A equacao (4.41) indica que a funcao E}, definida em (4.36) por suas componentes, pode
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ser expressada numa forma alternativa dada por

d
E;(Ll) = 061—%(;17 ml)uh(@, ),
71 (4.42)
n duh(ﬂz,@)
E) = a2—d up(K1, 1)
4op)

onde o; = oz(()l)/ml ey = a§,2)/m2 com h — 0.
Uma solugdo nao-trivial discreta da forma (4.42) é solicitada, de modo a satisfazer a
formulacdo variacional presente em (3.69). Logo, para todo n € Z2, v, € V, é escolhida

como

o, — Ory (21)0n, (22) (4.43)

0

Usando a equagao (4.42) combinada com (4.40), tem-se

2
(En, o)1, = wa(k1)a H/ up (ks 1) O (71) day (4.44)
=17k
e
2
(VX Ep, V X 0p)1, = (o1 — ag)wj (k1)wj (K2) H/ up (ke 1) Ot (1) dy (4.45)
=1 /R

Assim, a equacao (3.69) € simplificada na forma da equacao algébrica

a1 (wp(k2)? — w?) — anwp(k2)® =0 (4.46)

Note que (4.46) permanece a mesma, independentemente do multi-indice n € Z2. O mesmo

argumento pode ser aplicado para a segunda componente, isto &, selecionando

0
vy, = (4.47)

On, (%1)0),, (22)

tem-se

ag (wi(k1)? = w?) — arwp(k1)? = 0 (4.48)

Portanto, a equacao (3.69) fica reduzida a um sistema homogéneo de duas equacgoes, (4.46)

e (4.48), e duas variaveis, a1 e ay. Consequentemente, a seguinte condigao de equivaléncia
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para a existéncia de uma solucao nao-trivial E; € obtida considerando

—w? + wp(ko)? —wp(K2)? 0
—wp (k)3 —w? + wp(k1)?
resolvendo o determinante, tem-se:
w? = cuh(/<;1)2 + wh(/ig)z (4.49)

usando a equacao (4.13), obtém-se:
6 (1—cos(hki)\]” 6 (1—cos(hks)\]>
2
=|=|(——F—% = —= 4,
“ {hQ <2 + cos(hm))] 1z \2 + cos(hkz) (4.50)
A expressao (4.50) é a relacao de dispersao discreta para elementos de Whitney.

Observacao 4.6.1 Pelo Teorema 4.4.1 pode-se gerar expressdes para a relagao de dis-
persao discreta para aproximagées de n-éssima ordem, no entanto, é preciso observar que a

ordem dos elementos Whitney-Nédélec é dada porq=p—1,ondep=1,2,....n+ 1.
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Capitulo 5

Refinamento da Malha

5.1 Velocidade de Fase Numérica

A teoria desenvolvida nos capitulos anteriores € usada para estabelecer um critério para
a selecao do parametro h de refinamento da malha de elementos de primeira ordem (p = 1)
e de segunda ordem (p = 2).

A equacao (4.15) descreve a relacao de dispersao discreta, e portanto, uma versao numérica

para a velocidade de fase, dada pela equacao (3.23), pode ser definida como

(5.1)

Considerando as aproximagoes de cos(hx) com p = 1 e p = 2 mostradas na Tabela 1, a

velocidade de fase numérica C' pode ser escrita em funcao de h«x, obtendo respectivamente,

1 [6(1— cos(hk))

he '\l 2+ cos(hk) para p (5-2)

1 1/2
C= (}m = 2(008(}“{))) 16cos(hr) +104+ /3|~ para p=2,  (53)

onde 3 = (16cos(hk) + 104)%* — 960(cos(hr) — 3)(cos(hk) — 1).
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5.2 Selecao do Parametro h

Da relacao de dispersao (3.23) do problema continuo, toma-se a velocidade de fase exata
por c = 1. Logo, parap = 1 e p = 2, a Figura 6.1-(a) mostra a velocidade de fase exata
comparada com a velocidade de fase numérica dadas pelas equacodes (5.2) e (5.3). Note que
esta analise esta sendo feita com base na aproximacgao racional fornecida pelo Teorema 4.4.1,
onde a Figura 4.3(a) mostrou uma aproximagao (p = 1) com dispersao desprezivel quando
se considera 0 < hk = 1, enquanto que a Figura 4.3(b) mostrou uma aproximagao (p = 2)
com dispersao desprezivel quando se tem 0 < hx ~ 3. A Figura 5.1-(b) apresenta uma
ampliagao da Figura 5.1-(a), com 0 < hx < 1, na qual, é possivel determinar, por exemplo,
o valor minimo do parametro i de tal modo que o erro na velocidade de fase estimado seja
menor que 0.01%. Isso é feito observando o ponto em que a curva de velocidade alcanga o
valor 1.0001 (ou hkx =~ 0.62 para p = 2).

Note que o vetor de onda no exemplo numérico apresentado, equagao (3.30), foi k =
107 (1, 1), entdo tomando x = 107, tem-se h ~ % ~ 0.01973 ~ 5% Assim, pode-se observar
que para n > 51, o erro entre a velocidade de fase exata e aproximada é menor que 0.01%.
A possibilidade de uso desta aproximacao para o refinamento da malha é avaliada, agora,

através da analise de convergéncia.

> : 1.0001— ;

--- Velocidade de Fase Numérica para p =1 !
--- Velocidade de Fase Numérica parap = 2 ! ]
— Velocidade de Fase (c = 1) ! /

-

o

(33}
d

0.8 W

o
3
.

Velocidade de Fase Numérica C
Velocidade de Fase Numérica C

. --- Velocidade de Fase Numérica parap = 1
0.3+ \\’ --- Velocidade de Fase Numérica parap = 2
3 — Velocidade de Fase (c = 1)

0 ‘I 2 3 4 5 0'99990 0.2 0.4 0.6 0.8 1

hk hx
(a) (b)

Figura 5.1: (a) Representacao da Velocidade de Fase Numérica, equacgodes (5.2) e (5.3); (b)
Ampliacao da Figura 5.1(a).
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5.3 Analise de Convergéncia

Seja d = |1 — C| o erro relativo a velocidade de fase. A equagao (5.2) é empregada
para mostrar a aproximagao da velocidade fase para « fixado enquanto que o numero de
elementos n cresce. Isso € mostrado na Figura 5.2-(a) para trés diferentes nimeros de onda,
e como era de se esperar, esta claro que a melhora na aproximacgao de c requer valores de h

pequenos para altos valores de frequéncia.

Erro na Velocidade de Fase parap =1
10

i — k=10m
! -—- k=5mn
\ — ken
107
\\\\ \
e R e
-4 Tl —
10 s
10° T

0 100 200 300 400 500 600 700
namero de elementos

(@)

Figura 5.2: Erro na velocidade de fase. Equacao (5.2).

Por conveniéncia, seria interessante validar o caso em duas dimensdes. Para tanto,
assume-se k = k(cos(0),sin(f)). Seja u, € H'(Q) definida por u,(x) = pe'elcos@)ar+sin(@)z2]
uma solugdo analitica do problema (3.24)-(3.25). Para efeito de calculo, seja || - || a norma

para uma funcao de valor real ¢, definida por

(Z |¢<xj>|2) %

lo|| = = - Vee (5.4)

Considere u;, € X2 a solugao numérica por elementos finitos do problema (3.24)-(3.25),
com 51 elementos na discretizagdo da malha. Ao tomar a mesma diregao de propagacao da

onda plana proposta no experimento numérico, isto é, § = %, pode-se definir u,;, € H' Q)
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por

P29 (g
o) = pe Tt 177, 55)

como uma solucao analitica de ajuste para cada velocidade c,j,, € (0.9;1.1). Além do mais,
considera-se que as solugdes analiticas usam os pontos da diagonal do dominio €2, isto &,
x1 = x9 (corte diagonal como proposto no exemplo numérico (3.30), veja Figuras 3.3(a),
3.3(b) e 3.3(c)).

A norma do erro ||u,;, — uy|| € mostrada na Figura 5.3-(a). Fica claro, que o resul-
tado numérico € melhor ajustado quando u,;, € avaliado com c,j, muito proximo a 1. Uma
ampliacao disso é mostrada na Figura 5.3-(b), onde o erro na velocidade de fase numérica
estd numa vizinhanca d < 0.01%, conforme foi estimado na Figura 5.1-(b).

A analise de elementos finitos também foi realizada para n = 15 e n = 91 elementos,
com trés diferentes nimeros de onda. Os erros na velocidade de fase obtidos sdo mostrados
na Figura 5.4-(a)(marcas quadradas) juntamente com as aproximacoes dadas pela equacao
(5.3). A conformidade foi muito boa para todos os numeros de onda.

Na Figura 5.5-(a) € mostrada a comparagao entre o erro na velocidade de fase e a norma
do erro da aproximacgao por elementos finitos com x = 107. A correlagao € evidente e mostra
que as equacoes da velocidade de fase obtidas da relagao de dispersao discreta podem ser
usadas como estimadores de erro na solugao pelo método de elementos finitos em proble-
mas envolvendo a equacao de Helmholtz. A partir destas equacgdes é possivel definir um
parametro h para a malha, o qual, torna desprezivel o erro apresentado pela velocidade de
fase numérica da aproximagao diante de uma tolerancia pré-estabelecida. Além disso, pe-
los Lemas G.1.1 e G.2.1, esta anadlise é estendida naturalmente para o sistema de segunda
ordem de Maxwell harmonico no tempo.

A mesma analise pode ser feita para os experimentos envolvendo ondas cilindricas. Nesta

versao, u,;, € definida como

Uaju <C°" 7’) - ihél) (\/50” r> (5.6)
aju aju

onde r € a distancia entre qualquer ponto sobre a diagonal do dominio Q2 = [1,1] x [2,2] e

o ponto (0,0). As Figuras 5.6(a) e 5.6(b) mostram a norma do erro atingindo um valor mais
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baixo, ~ 1077, com ¢, =~ 1.
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0.9 0.95 1 1.05
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Figura 5.4: Erro na velocidade de fase, equacao (5.3) e analise por elementos finitos, pro-

blema (3.24)-(3.25).

1.1

Norma do Erro

10° YRR — k=10n
-—-Kxk=5mn
— K=T
. = Andlise em Elementos Finitos
N ~
10* \\ ;
. \\\
. —
\ \\"l\ R
T 10’ \\
10° \\
—
—|
107 : :
0 20 40 60 80 100
nimero de elementos

(@)

62

1.0001



Figura 5.5: Normas dos erros na velocidade de fase, equacgao (5.3) e analise por elementos

finitos, problema (3.24)-(3.25).

p=2exk=10n

——- Norma do Erro na Aproximag&o por Elementos Finitos
— Erro d da Velocidade de Fase
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Figura 5.6: (a) Norma do erro com 51 elementos na malha indicando o melhor adjuste da
expressdo analitica, com c,,, muito préximo a 1; (b) Ampliacdo da Figura 5.6(a).
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Capitulo 6

Conclusoes

Foi verificado que o uso das fungdes de base hierarquicas no método dos elementos
finitos, para resolver problemas envolvendo ondas acusticas e eletromagnéticas, € extrema-
mente Util, visto que é sempre possivel aproveitar as fungdes usadas na aproximagao de
ordem p em experimentos numéricos de ordem p + 1.

A partir da formulacao variacional da equacao de Helmholtz apresentou-se um caminho
para encontrar uma expressao para a relacao de dispersao discreta para um espago de
elementos finitos de ordem p = 1. Mostrou-se também os procedimentos para buscar ex-
pressoes para a relagao de dispersao discreta para elementos finitos de ordem superior.

Demonstrou-se uma correlagao entre a equagao de Helmholtz e o sistema de segunda
ordem de Maxwell harmdnico no tempo, evidenciando a possibilidade de obter solucoes
numéricas para as equacgoes de Maxwell a partir de solugées aproximadas para a equagao
de Helmholtz e vice-versa.

Destacou-se que o estudo da analise de dispersao para a equacao de Helmholtz, pode
ser utilizado para gerar expressoes para a relagao de dispersao discreta para os sistema de
Maxwell.

Foram definidas distintas expressdes para a velocidade de fase numérica para diferen-
tes ordens p de aproximacgao, a partir das quais foram gerados parametros para as malhas
de elementos finitos, fornecendo informacdes quantitativas sobre o nivel de refinamento ne-
cessario para controlar os efeitos dispersivos providos da aproximagao. Por simplicidade,
esta analise foi restrita a ondas planas e cilindricas se propagando com angulo de 45 graus

com a horizontal (assim como nos experimentos numéricos apresentados). A andlise com
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ondas planas e cilindricas que se propagam em outras diregdes entretanto nao apresenta
dificuldades adicionais.

A teoria e os resultados preliminares apresentados servem como ponto de partida para:
estudos sobre elementos de Whitney e Nédélec de alta ordem em duas e trés dimensoes;
métodos inovadores para geragao de malhas; trabalhos relacionados a técnicas de elementos
finitos para as equacoes de Maxwell e ondas elasticas, entre outros.

Varios temas podem ser abordados para dar continuidade a teoria desenvolvida neste
trabalho, entre eles pode-se destacar: a busca por expressoes para a relagao de dispersao
discreta usando o Método dos Elementos de Contorno; investigar o Método de Elementos
Finitos vetoriais para as equagdes de Maxwell em meios ndo homogéneos; o estudo em trés

dimensoes para as ideias desenvolvidas neste trabalho.
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Apéndice A

Introducao aos Espacos de Sobolev

A.1 Alguns Espacos de Funcoes

Inicia-se esta se¢ao definindo alguns espacos de fungoes Adams (1995), Kreyszig (1978),
Lima (2006), Reddy (1986). Para qualquer conjunto Q C R™, com N = 1,2, 3, define-se
LP(Q2), para 1l < p < oo, como o conjunto das fungdes u aplicadas em (2, para as quais, |u|?

¢ integravel, isto é, sao as funcgoes tais que

/ 9 < oo
Q

O mais importante caso é quando p = 2, cujo conjunto L?(©2) é denominado conjunto das
fungdes quadrado integraveis em 2. Além deste, define-se também C*(2) como o conjunto
das fungbes que sdo k-vezes continuamente diferenciaveis em Q e o conjunto C*(Q) das
fungdes u € C*(), cujas derivadas sdo uniformemente continuas e limitadas até ordem k.
Suponha que uma funcao ¢ definida em () € diferente de zero apenas em pontos perten-

centes a K C €. Logo, chama-se K, o fecho de K, de suporte de ¢.

Definicao A.1.1 Dize-se que uma fungao ¢ definida sobre €2 tem suporte compacto, se o seu

suporte K é um conjunto limitado em ).

Definigdo A.1.2 Define-se C¥(£2) como sendo o espago de todas as fungées k-vezes con-
tinuamente diferenciaveis, as quais juntamente com suas derivadas, tem suporte compacto

em Q, onde Q) é um conjunto aberto limitado de R .
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Definicao A.1.3 Define-se C§° () como sendo o espacgo de todas as fungdes infinitamente
diferenciaveis, as quais juntamente com suas derivadas, tem suporte compacto em (), onde

Q) é um conjunto aberto limitado de R" .

A.2 Dominios Lipschitz

Seja 2 ¢ RY um dominio com contorno I'. Seja =, um ponto arbitrario de I', o qual
pode-se tomar, para algum ¢ > 0, uma bola B(xg;¢). Na sequéncia, é estabelecido um
sistema de coordenadas (wy, wy, ...wy ) tal que I'N B(x; €) possa ser expressada como w; =
f(wy,ws, .. wy), onde f € uma fungao definida sobre €. Dize-se que I € Lipschitz continuo se
f € Lipschitz continua, isto é, se existe uma constante C' > 0 tal que | f(w)— f(n)| < Clw—n|,
onde w = (wy, w3, ...wy) € N = (2,73, ...nn). Ou ainda, se I' N B(xo; €) for o grafico de uma
funcao Lipschitz continua, entdo I' é dito ser um contorno Lipschitz continuo. Além disso,

deve-se denominar €2 de Dominio Lipschitz sempre que seu contorno for Lipschitz Continuo.

A.3 Notacao Multi-indice

Seja Zf o conjunto de todas as n-uplas de inteiros ndo negativos. Um elemento de Zf é
denotado por a = (a1, g, ..., an), onde cada «o; € Z,,comi = 1,2, ..., N.
Denota-se || como a soma das componentes de o e a derivada de uma fungéo ¢ € C1*(9),
com Q C RY, por D¢, tal que
3|a\¢

Deg =
¢ 011 0x5?...0xY

Por exemplo, se N =2e a = (2,1), entdo

D¢

ax%(?xg

Dy =

Assim, se |a| = m, entdo D¢ sera chamada de m-ésima derivada parcial de ¢.

A.4 Distribuicoes

Define-se uma distribuicdo num dominio 2 c R" como um funcional linear limitado apli-

cado em C§°(f?), isto é, uma distribuicdo € um mapeamento continuo de C§°(£2) para R.
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Denota-se o espago das distribui¢cdes por C§°(£2)’.

Definicao A.4.1 : Uma fungéo f : {2 — R é dita ser localmente integravel se para todo

conjunto limitado K C ) tem-se

[ 15(@)ide < o

Para essa fungao pode-se definir uma distribuicao ' € C5°(Q2) por F' : C§°(€2) — R tal que
F(¢) = /quﬁdQ onde, ¢ € C§°(Q2)
Considerando que o suporte de ¢ € K C €2, logo
£ =| [ soaa|=| [ soa0 <swp o] [ If@)an

isto mostra que F' é limitado e diz-se que F' € uma distribuicao gerada por f. Uma distribuicao
que € gerada por uma funcao localmente integravel € dita distribuicao regular.

A partir de agora, sera tomada a mesma notagao para uma funcao e uma distribuicao. No
entanto, a diferenca devera ficar clara no contexto, por exemplo, na expressao /qub as), f é

interpretada como uma fungao, ja na expressao f(¢), f € uma distribuicao.

A.5 Derivada Fraca

Suponha que a fungao u é localmente integravel e que a distribuicao gerada por u possui

derivadas de todas as ordens, em particular a derivada da distribuicao D*u € definida por
Dou(¢) = (=1)"u(D*¢) com ¢ € Cg°(2)

Se D>u é uma distribuicao regular, entao naturalmente, é caracterizada desta forma porque

foi gerada por uma fungao D*u localmente integravel tal que
D%u(¢) = /(Dau)gbdﬁ com ¢ € C5°(Q) (A1)
Q

As fungbes u e D*u estao relacionadas por
/ Du(x)p(x)d2 = (—1)m/ u(x)(D*p(x))dQY  com |a|=m (A.2)
Q Q
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Definicao A.5.1 Diz-se que a fungao D>u obtida neste processo é a m-ésima derivada fraca

da fungao u.

Pode-se ver que, se u € suficientemente suave tal que u € C"™({2), entdo a sua derivada

fraca D>u coincide com a sua derivada no sentido usual para |a| < m.

A.6 Espacos de Sobolev
Sejam > 0 um inteiro e sejap talque 1 < p < 0.

Definigdo A.6.1 O espaco de Sobolev W™?(Q), com Q C RY, é definido como sendo a
colegao de todas as fungdes em LP?(()) tais que todas as derivadas fracas até ordem m estao

também em LP(X2), ou seja,
WmP(Q) = {u € LP(Q)| D € LP(QY), onde |a| < m}
Para o caso p = 2, tem-se a seguinte notagao
Wm2(Q) = H™(Q) = {u € L*(Q)|D*u € L*(Q), onde |a| < m}
Pode-se definir o seguinte produto interno para H™(f2)

(u, v)gm) = / Z D*uD%vdY  para u,v € H™(1)
Q

lor|<m

Este produto interno induz a norma de Sobolev || - || ym ) definida por

[tllZmy = (ty0) gy = / S (DPwpd

laj<m

observe que se m = 0, entdo

1l oy = (1 )10 = / (u)2dS) (A3)

e assim, H°(Q) = L?(Q). Além disso, pode-se escrever

(U, V) pm(q) = Z (D%u, D*v) 2

la|<m
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e portanto,

iy = Y |ID%ulf3 (A.4)

|| <m

[[ul

A correspondente semi-norma, usada na analise de interpolacdo do método dos elementos

finitos é dada por

iy = [ 3 (D

la]=m

Outro espaco de funcdes que nao se pode deixar de mencionar € o espago:
H"Q) ={ue H™(Q); u(x) =0 Vo € I'},

onde I" é a fronteira de (.

A.7 Derivada da Distribuicao

Pode-se definir a derivada de uma distribuicao de tal forma que a distribuicao deva ser
gerada por uma fungao continuamente diferenciavel, deste modo, a derivada da distribuicao
coincide com a derivada usual. Para isso, utilizar-se-a a férmula de Green Ciarlet (1978), a

qual expressa que

. ou
o Oz

ov
U

ds? com 1=1,2,...N (A.5)
o Oz

dQ) — /uvnidf =
r

é valida para duas fungbes u,v € H'(Q2), onde n; é a i-ésima componente do vetor normal
n externo a I' e QO c RY. Este teorema pode ser generalizado para resultados envolvendo
derivadas parciais de ordem m de fungdes u,v € H™(2), com |a| = m. Desta forma (A.5)
fica

/Q (Du)v d) = (—1)™ /Q (D) + /F H(u, v)dT, (A6)

onde H (u,v) € uma expressao envolvendo uma soma dos produtos de u e v de ordem menor
que m.
Agora, suponha u € C™(Q2) N H™(2) e ¢ € C3°(Q2). Desde de que ¢ seja identicamente

nula fora de seu suporte K C €, obtém-se pela integracéo por partes

/Q (D) pd = (—1)™ / w(D°$)d A7)

Q

74



Sabendo que toda fungao continua é localmente integravel, logo para u € C™(Q2) N H™(£?)

define-se a distribuigao v gerada por u por
u(gp) = /ngbdQ com ¢ € C§(Q) (A.8)
considerando que D%p € C{°(12), tem-se
u(D%p) = /ﬂuDangdQ com ¢ € CF(Q) (A.9)

Além disso, D“u, || = m € continua, logo esta também é capaz de gerar uma distribuigao
satisfazendo

Du(¢) = /Q (Duw)dQY  com ¢ € C°(Q) (A.10)

substituindo (A.9) e (A.10) em (A.7), tem-se
D%u(¢) = (=1)"u(D%p) com ¢ € C;°(Q) (A.11)

Logo, a derivada da distribuicdo u é definida como sendo a distribuicdo denotada por D*u

que satisfaz (A.11).
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Apéndice B

Operadores Diferenciais

B.1 Campo Gradiente

Seja um campo escalar f = f(z,y, z) diferencidavel no dominio Q C R3. As derivadas
parciais de primeira ordem de f existem neste dominio e estas formam as componentes do

vetor gradiente do campo escalar f, ou seja

ou ainda,

_(9of of of
Vf— (%78_3/7%)7

onde %, j e k sao vetores unitarios candnicos. Por conveniéncia representa-se o operador V

na forma de um vetor V = (a%? a%, %). Um fato importante é que V f aponta na direcao do

maximo crescimento de f.
Propriedades do Gradiente
Se f e g sdo campos escalares, entao
e V(f+9)=Vf+Vy
o V(f9)=gV[f+[Vyg
Se f é um campo escalar e ¢ € uma constante, entao
o V(cf)=cVf
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B.2 Rotacional do Campo Vetorial

Dado um campo vetorial v = (v,,v,,v,) em um dominio 2 de R? representa-se o
o 0 0

e a—y, &) e v, oU seja

rotacional deste campo vetorial pelo produto vetorial entre V = <

ov ov ov ov ov ov
=92 9 94 |= 2 _ Y4 rT_ %), -y =
Vxuv oz dy Oz (83/ 8z)z+<8z 8x)3+(8x 8y>k

Propriedades do Rotacional
Se u e v sdo campos vetoriais, entao
e VX (u+v)=Vxu+Vxwo
Se u € um campo vetorial e f € uma fungao escalar, entao
o VX (fu)=fVxu+Vfxu

Teorema B.2.1 (Teorema de StokesKaplan (1970)) Seja 0 C R® um dominio Lipschitz Ii-
mitado com vetor tangente unitdrio t 4 T, contorno de Q. Se v € (C'(Q))? ew € CY(Q),

entao

/Q(VXU)WCZQZ/Q'U-(Vxw)dQ+/(t-v)wdF

r

B.3 Divergente do Campo Vetorial

Seja v = (v, v,,v,) um campo vetorial em um dominio €2 de R?, e Uy, Uy € U, S0

funcdes escalares diferenciaveis em (). Representa-se o divergente deste campo vetorial

. o 0 0 .
pelo produto internoentre V= —, —, — | e v, ou seja
Ox’ 0y’ 0z
g 0 0 ov,  Ov,  Ov,
Vies (a_a_ya_> (et ve) = B Gy T B

onde v,, v, € v, sdo fungdes escalares diferenciaveis em (.
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Propriedades do Divergente
Se u e v sao campos vetoriais, entao
e V-(u+v)=V-u+V-v

Se u é um campo vetorial e f € uma fungao escalar, entao
o V- (fu)=f(V-u)+(Vf u)

Teorema B.3.1 (Teorema da Divergéncia) : SejaQ2 Cc R, N = 2, 3, com contorno Lipschitz

I e vetor unitério externon. Seja F € (C*(Q))¢ um campo vetorial. Tem-se que

/V-FdQ:/F-ndF
Q r

Laplaciano

Ao expandir o produto interno

2 2 2
|

V-Vi= oxr?  0y? 022

(B.1)

tem-se o0 que se chama de divergente do gradiente. O lado direito de (B.1) é conhecido como
laplaciano de f e é também denotado por V2f.
Identidades Diferenciais

Sejam u,v e f fungbes suaves, vetoriais e escalar, respectivamente. Sao validas as

seguintes identidades:

V x (Vf)=0 (B.2)

V- (Vxu)=0 (B.3)
Vx(uxv)=uV-v)—(u V)v+ (v V)u—ov(V-u) (B.4)
Vx(Vxu)=V(V-u)-Vu (B.5)
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Vi(uxv)=v-(Vxu)—u-(VXv) (B.6)
Viu-v)=(u-V)v+ (v-Vut+ux (Vxov)+vx(VxXu) (B.7)

B.4 Operadores Diferenciais sobre uma Superficie

B.4.1 Gradiente de Superficie

Seja S uma superficie com contorno suave e vetor normal unitario n. Para uma fungao

escalar f € H'(S) define-se o gradiente de superficie Vsf € L?(S) por
Vsf=(mnxVf)xn

onde LZ(S) = {u = (u1(x1, z2), us(w1,22)) € (L*(S))? m-u = 0 sobre S}, com n sendo o

vetor normal unitario.

B.4.2 O Escalar Rotacional de Superficie

Pode-se denotar o escalar rotacional de superficie por Vgx : L?(S) — H'(S)’, onde
H'(S)" é o dual de H'(S), ou seja, se g € H'(S)', tem-se que g : H'(S) — R. Assim, se

u € L%(S), define-se o rotacional escalar de superficie por

8uz 8u1 2
== _ - = L B.
Vs X u 9z Oy Vue L(S) (B.8)

B.4.3 O Vetor Rotacional de Superficie

Se S denota um dominio Lipschitz no plano (x,y), entdo para dada fungao escalar ¢ =
o(z,y) definida sobre S, pode-se denotar e definir o vetor rotacional de superficie, respecti-
vamente, por Vgx : H'(S) —s L2(S) e

o 9¢

Vs X ¢ =Vghxn= <a_y’_a_x) VY f e HY(S). (B.9)
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Note que a equacao (B.9) nada mais é do que o produto entre a matriz de rotagao e o gradi-

ente de ¢, Vo = (%, g—i).

Corolario B.4.1 (Teorema de Stokes no Plano) Seja S C R? um dominio Lipschitz limitado

com vetor tangente unitariot al'. Sev € (C*(S))? ew € C'(9), entdo
/(Vgxv)wdQ:/v-ﬁgxwdeL/t-vwdF
S S r

Demonstracdo: Dados v € (C'(5))?, w = w(x1,25) € C(S) e n = (ny,ny), 0 vetor normal

unitario externo. Seja u € (C*(S))? um campo vetorial tal que
u = (ug,us) = (wuy, —wuy)

Tem-se pelo Teorema da Divergéncia que

/V~udQ:/u-ndF (B.10)
S r

Por outro lado, note que vw = (—usg, u;). Assim, se t = (—ng,n;) € 0 vetor tangente unitario

correspondente a n = (ny,ny), entao

logo, pode-se escrever (B.10) como

/V-udQ:/vw'tdF
s r

Agora, usando equacoes (B.8) e (B.9), encontra-se que

B vy Ovy - B ow  Ow
VSX’U—a—xl—a—xQ e VSXU)—<8:E27 81}1>
logo,
8112 81)1
— = a2 B.11
(Vg x v)w w@xl w(%c2 ( )
além disso, observe que
> ow  Ow ow ow
’U'VS XU}:<’01,1}2)' <8_{1327_6_1‘1> _Ula_{EQ_UZG_{L'l (B12)
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Como V- u = % + % usa-se a definicao dada a u para obter-se
8m1 8@
~ O(wvy)  O(wwy)
Veu = 8I1 8952
Ovz) | O(w)  I(vr)  O(w)
- v 8361 T2 (91’1 v 8.772 Y1 8%2

De (B.11) e (B.12), tem-se que
V-u=(Vgxv)w—v-Vgxw
e portanto,

/(VSxv)wdQ:/v-ﬁsxwdQ#—/vw-tdF
S S r

B.4.4 Divergente de Superficie

Tendo definido o gradiente de superficie, pode-se definir o divergente de superficie como

o operador V- : LZ(S) — H'(S)' como
Vs-v=Vgx (nxv) VwveclL}9) (B.13)

Deve-se entender (n x v) como uma rotagao 90° do vetor v = (vy, vy) sobre a superficie, isto

é, (n x v) = (—wq, vy). Além disso, de acordo com o Teorema B.3.1, o operador V- satisfaz

/vs.vfdgz—/v-vsfdg VfeH(S) e Vue LX(S)
S S

B.4.5 Produto Vetorial no Plano (z, )

Sejam u = (u1(z,y), us(z,y)) e v = (vi(x,y),v2(x,y)) vetores no plano R?. Estendendo

a definicao do produto vetorial para estes vetores da seguinte forma

u X v =ui(x,y)ve(x,y) — us(z, y)v1(z,9) (B.14)
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Esta definicao é consistente com (B.8) e € motivada pelo fato de que, dados os vetores

u = (u1,us,0) e v = (vq,v9,0), tem-se que

U X v = (Uﬂ]g — UQUl)k, (B15)

onde k € o vetor unitario na diregao do eixo z.

B.4.6 Identidades Diferenciais sobre uma Superficie

Seja S uma superficie com contorno suave e vetor normal unitario n e sejam v e f fungdes
suaves, vetorial e escalar, respectivamente, definidas numa vizinhanga de S. Seguem as

seguintes identidades:

Vsf=mxVfls)xn (B.16)
Vs x f=-nxVsf (B.17)

Vs xv=-Vg-(nxv) (B.18)
Vs-v=Vsx (nxuv) (B.19)
Vs-(nxv)=-n-(Vxov)|s (B.20)

B.4.7 Identidades Integrais

Agora, sera apropriado fazer uma breve revisao de algumas identidades integrais basicas
para o estudo. Comeca-se, entdao, com o Teorema da Divergéncia de Gauss para um dominio

Lipschitz.

Teorema B.4.1 (Teorema da Divergéncia) : SejaQ) C RY, N = 2,3, com contorno Lipschitz

I e vetor unitdrio externon. Seja F € (C*(Q))¢ um campo vetorial. Tem-se que

/V~FdQ:/F~ndF
Q r

A demonstracdo deste teorema pode ser encontrada em Schwartz et al. (1960).

Corolario B.4.2 (Identidades de Green) : Seja Q) C R® um dominio Lipschitz limitado com

contorno T e vetor normal unitario externo n.
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(1) Sew € C1(Q) eu € (C1(Q))3, entdo

/V-uw dQ:—/u-Vw dQ+/n-uw dl’
Q Q r

(2) Sew € CY(Q) ep € C*(Q), entdo
2 dp
Vipw dQ2=— [ Vp-Vw dQ+ | —w dI'

Q Q ron
(3) Sew € C*(Q) ep € C*(Q), entéo

/Vzpw pViw dQ) = /—w— —p dI’
(4) Suponha u, ¢ € (C*(Q))3, entdo

/qu-q’) dQ:/u-Vqu dQ+/nxu-¢ ar
Q Q r

Demonstracao: A ideia € utilizar o Teorema da Divergéncia e algumas identidades diferenci-

ais.

(1) Do Teorema da Divergéncia, para um campo vetorial F € (C''(Q))? pode-se escrever

/V~F dQ:/n-F ar
Q r

Tomando F' = uw e usando a identidade V - (uw) = Vw - u + wV - u, tem-se que

/QV~(uw) dQ:/Fn-(uw) dl’

e assim,
/Vw-u+wV-u dQ:/n-(uw) dl’
Q r

integrando a soma Vw - u + wV - u separadamente, tem-se

/V-uw dQ:—/Vw-u+/n-(uw) dr
Q Q r

(2) Na identidade (1) escolha u = Vp.

(3) Tome a seguinte identidade, garantida por (2)

/V2wp Q) = — /Vw Vp dQ+/—p dr’



agora, basta subtrair esta identidade de (2).

(4) No Teorema da Divergéncia escolha F' = u x ¢ e use as identidades (B.6) e a - (b x ¢) =

c-(axb)=>b-(cx a)paraocontorno. B
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Apéndice C
Forma Sesquilinear

Em Monk (2003a) podemos obter as seguintes definicoes:

Defini¢cao C.0.1 (Forma Sesquilinear) Seja X um espago de Hilbert. Um mapeamento S(-,-) =

X x X — C é chamado uma forma sesquilinear se

S(a1u + agv, ) = a1S(u, @) + axS(v,¢), onde YV aj,as € C com u,veX e ¢ € X.
S(u, Brop + Bax) = BiS(u, ) + F2S(u,x), onde V fi,5€C com ucX e ¢, x € X.

Defini¢cao C.0.2 (Forma Sesquilinear Coerciva) Uma forma sesquilinear S(-,-) = XxX —
C, onde X é um espacgo de Hilbert, € sesquilinear coerciva se existe uma constante a > 0

independente de u € X tal que
1S(u,u)| > alul|} VueX.

Defini¢cao C.0.3 (Forma Sesquilinear Limitada) Uma forma sesquilinear S(-,-) definida so-
bre X, um espacgo de Hilbert, € dita limitada se existe uma constante C' > 0 independente de
u € X tal que

1S(u, )| < Cllullxllllx  Vu, ¢ €X. (C.1)

Teorema C.0.2 (Lema de Lax-Milgram) Seja X um espago de Hilbert e seja S(-,-) uma forma

sesquilinear limitada e coerciva sobre X x X. Se g € X', entdo existe um tnico u € X tal que
S(u,¢) =g(¢) VoeX (C.2)
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onde X' é o conjunto dos funcionais lineares sobre X. Além disso, existe uma constante C' > 0

independente de u € X tal que

ullx < Cllgl|x

Este teorema é demonstrado em Reddy (1986).

86



Apéndice D

Método de Aproximacao Racional -

Aproximacao de Padé

Agora, sera tratado um método de aproximacao racional para fungdes. A ideia central é
explicitar uma fungao racional R que sera a aproximagao de uma fungao f numa pequena
parte de um dominio €2 C R, onde ambas estao definidas. Por exemplo, a aproximacao
racional para f sobre {2 = [a, b] é 0 quociente de dois polinémios, Py;(x) e Qn(x), de graus

M e N, respectivamente. Usa-se a notagao R, n(x) para denotar tal quociente.

P]u (.T)
Qn(z)

O objetivo é fazer com que o0 erro maximo na aproximagao seja tdo pequeno quanto
possivel. A aproximacao, aqui desenvolvida, € conhecida como aproximacao de Padé.

O método de Padé requer que f seja continua no dominio, e que sua derivada, por con-
veniéncia, seja continua no ponto = = 0.

Os polinémios usados em (D.1) sdo os seguintes:

Py () = po + prx + pox? + ... +pM:cM (D.2)

Qn(z) =14 qa + ga* + ... + qna? (D.3)

No caso em que N = 0, a aproximacao fica sendo apenas o polinbmio de Maclaurin

para f(x). Para um valor fixado de M + N, usualmente, o erro fica menor quando M e N
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sao iguais, ou quando M > N, ou seja, quando o grau de (D.2) é maior do que o de (D.3),

Mathews (2004). No entanto, alguns casos podem ter melhor desempenho quando M < N,

veja em Vajta (2000).

Note que ¢y = 1, isso fara com que a fungao racional (D.1) tenha M + N + 1 coeficientes

a serem determinados.

Assume-se que a fungao f seja continua e suave em torno do ponto x = 0. Pode-se

escrever a expansao de f, em torno do ponto zero, como
f(x) = ag + a1z + agx® + ... + apa® + ...

em seguida forma-se a seguinte expressao de diferenca
f(@)Qn(z) — Py(x) = Z(x) com Z(x)= Y = zal
j=M+N+1
Substituindo as expressoes (D.2),(D.3) e (D.4), obtém-se

j=M+N+1

(D.4)

(D.6)

usando a propriedade distributiva, pode-se organizar a expressao acima como um sistema

de M + N + 1 de equagoes lineares com k = 0,1,...., M + N. Emk = M + N, sera feito o

truncamento de (D.4), assim, conclui-se que quanto maior for o valor de M + N, melhor sera

a aproximacgao. Ao separar o sistema linear em dois conjuntos de equacgoes, tem-se as M + 1

primeiras sao

ao — Po =0

Gi1ao + a1 — p1 = 0

G200 + q1G1 + a2 — P2 =0

q3a0 + q2a1 + q1a2 + az — p3 =0
qnay—-nN-1 +qn-10py-N + ... +ay—1 —py—1 = 0
qNaM-N + qN-1GM-N+1 + ... F ayp — Py =0
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enquanto que as N equacgoes seguintes sao

qNay—N+1 g1y —N+2 + . Fqay a1y = 0
qNAN N2 + qN_1ap-N+3 + -+ qraysr Fapge = 0 D.8)
gnanr + qn_1ap41 + o+ QaneN—1 + apoN = 0

Note que em cada equagao a soma dos subscritos nos fatores de cada produto sao os mes-
mos, e esta soma cresce consecutivamente de 0 a M +N. As N equacoes em (D.8) envolvem
apenas as incognitas ¢, ¢2, ...qn, que devem ser resolvidas primeiro, sé assim, as equagoes
(D.7) sao usadas sucessivamente para encontrar pg, p1, -.-pas-

Na literatura pode-se encontrar a seguinte notagao para identificar a Aproximacao de Padé
[M/N] ),

onde M € o grau do polindbmio do numerador da fungao racional, N é o grau do seu denomi-

nador e f(x) representa a imagem da fungdo f a ser aproximada.
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Apéndice E
Transformacao Covariante

Considere um vetor tangente E € RY e sejam Ej;, com i = 1, ..., N, suas componentes.
Seja e; uma base para RY. Agora sobre uma outra base ¢, para R, considere as componen-

tes E! de algum vetor em RY, de modo que

E=) Ee =) Ef
suponha ainda que

/
_dx; , dz;

o T

E;

onde A é um parametro. Se as novas componentes E! forem expressadas em termos das

componentes anteriores F;, entao, de acordo com Kaplan (1970), tem-se

Esta é a forma explicita da transformag¢ao chamada transformacao covariante.
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Apeéndice F

Relacao de Dispersao Discreta para

Elementos em 3D

Aqui € apresentada uma versao em trés dimensdes para a relagcao dispersao para ele-
mentos de Nédélec de ordem zero (elementos de Whitney). Considerando J, = 0, o campo

elétrico E satisfaz a equacao de Maxwell harménica de segunda ordem:
—w?E+VxVxE=0 (F.1)

A relacao de dispersao para esta equacao pode ser descrita ao procurar uma onda plana,
como solugao nao-trivial, da forma

E(x) = ¢ (F.2)

onde x € uma variavel espacial e £ aponta para a direcao de propagagao da onda plana.

Considerando o campo E definido num dominio 2 C R?, tem-se que o = (v, ag, a3) €

5 = (517 527 53)
Substituindo (F.2) em (F.1), obtém-se

Vxeta = i(ibe®ay —i&e " as) + j (i€ %y — i€ ay)

+ k (Zfleig.m()ég - Z-fgeig.w()q)

Aplica-se novamente o operador V x, assim

91



G -8 L&

V xV x eé®q = &6

&8 §3&o

~& -8

5153
€382
—& =&

aq

(8%

a3

()

Assim, considerando (F.2), pode-se escrever —w?e¢*a + V x V x e %o = 0 como

an —522 - f§ §1&o §1&3 aq
—wet® Qg | T §1&2 - -& 382 (D) et =0
Qg3 381 382 —ff - 522 Qas
Multiplicando ambos os lados por —e¥®, tem-se
w’a+ Mqow = 0 (F.3)
—5 -8 L& §183
onde M, = &6 —£2 — ¢2 &6 . Seguindo o mesmo procedimento realizado
361 £6, =& -6
para escrever V x V x e¢*a na forma matricial, pode-se ver que
(=& — &) + &b + &850
Ex(Exa)=| &&ar+ (€ — )y + Eas
E&ian + 3o + (—&F — &3) a3
ou seja, Meax = § x (€ x o). Assim, (4.23) da a condigao
Va+Ex (Exa)=0 (F.4)
De (4.24), tem-se que
(W?I + M¢)ae =0 (F.5)

onde [ é a matriz identidade. Considerando agora uma solugao nao-trivial para (4.25), tem-se

que det(w?I + M) = 0, ou seja

w— & - &
§1&2
€361

St
A-g-8

€362
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Expandindo o determinante e fazendo as devidas simplificacoes, obtém-se

W - & - & - &) =0 (F.6)

Deste modo, se w € diferente de zero, segue o que se defini como a relagao de dispersao

w = [|€]| (F.7)

onde || - || & a norma euclideana.
Suponha que o dominio esta particionado numa malha uniforme infinita consistindo de
cubos de lado h, com eixos de coordenadas cartesianas escolhidas de forma a coincidir com

as direcdes das arestas dos cubos, como na figura F.1 abaixo.

(l+1,m+1,n+1)h

(I+1,mn+1)

(3)
’y(l—s-l,m,n)

* O ® (I,m,n+1)h
A Py(l,m+17n) i )

(I+1,m,n)h

(I,m,n)h

Figura F.1: Notagdo usada para descrever as arestas relativas aos vértices de um tipico elemento cubico, de lado h, retirado de uma

malha uniforme infinita.

Denota-se V', como o espaco dos elementos de Nédélec de ordem zero construido sobre
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esta malha. Os campos E;, = (E\", E? E®)) € V, serdo expandidos forma

B =" adeld (F8)

nez3

onde
Xn1 ($1)9n2 (372)9n3(373)
¢n = 0 (F9)

0

com expressoes analogas para as demais componentes, ou seja

0 0
DL = | 0,1 (21) X2 (22)0ns(w5) | B = 0
0 Orn1 (1) 0n2(72) Xn3(23)

Aqui, x,, € a fungdo caracteristica (descontinua) para o intervalo (nh,nh + h) dada por

1 se s € (nh,nh+ h)
Xn(s) = (F.10)
0 caso contrario

enquanto que 0,, € a funcao de interpolacao linear e continua por partes dada por

1—(n—%> se s € (nh — h,nh]
S
Ou(s) =<4 1+ (n—ﬁ> se s € (nh,nh+ h) (F.11)
0 caso contrario

A integral de linha de uma funcao de base, qbif” € V,, tomada ao longo das arestas do

cubo, tem a seguinte forma

h se m=mned=e
¢£§z)_ de — (F.12)

) 0 caso contrario

onde 7,(,‘1) denota a aresta alinhada com o a-ésimo eixo coordenado iniciando no vértice inde-

xado por m, veja figura F.1. A partir de (F.12), pode-se calcular os coeficientes do campo E;,
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em (F.11) procedendo da seguinte forma:
Multiplicando (F.12) por o!") e considerando n = m juntamente com a = e, tem-se

1
ozgf) = —/ ozgf)gbgf)- dx
h 4O

e usando (F.8) para a d-ésima componente espacial, obtém-se

(e) — . d F.1
Oy h yﬁf) Eh T ( 3)

Além disso, considera-se que uma solugao discreta nao-trivial E, satisfaz a condigao
E(z + hn) = " " E) () (F.14)

onde &, € o vetor de onda discreto relacionado a uma prescrita frequéncia temporal w pela
relagao de dispersao discreta.

Aplicando uma mudanca de variavel em (F.13) e considerando a invariancia de translacao
da malha, deduz-se que

al® = ihnma( yn c 73 (F.15)

n

Substituindo (F.15) em (F.8), tem-se

B =ag) Y eherngld (F.16)
nez3
e entao, considerando o fato de que a somatoria se desacopla em contribuicoes separadas

de cada componente de n, segue que

E;(Ll) = Cvél)Th(fl;%)@h(ﬁz; 22)On (&35 3),
E;(f) = 0682)@h(§1; 21) Y (€25 22)On (&3 x3), (F17)
E;(LS) = Oé(()B)@h(fl;ﬂfl)@h(&; xz)Th(f3; 963),

onde
Th(&s) =D e xuls) (F18)
nel
On(&;s) =Y e, (s) (F19)
neL
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A equacao (F.17) € uma versao discreta analoga a equagao (F.2) e reflete o fato que ambos
0S campos, discreto e continuo, tem apenas trés graus de liberdade, agl), oz((f), oz(()g) correspon-
dentes as escalas aplicadas individualmente as componentes da solugao discreta.

As funcdes O, e T, no caso de trés dimensdes, apresentam as mesmas propriedades
que as suas equivalentes em duas dimensoes vistas no capitulo 5, veja a equagao (4.36).

Portanto, a partir de ©,, também encontra-se a relacao de dispersao discreta para a equagao

escalar de Helmholtz em uma dimenséao

6 1—cos(h§)
€)= h? 2 + cos(h€) (F-20)
e
05,(& ) = A& h)Ta(S; ) (F21)
onde
eth€ _
A& h) = — 1€ com h—0 (F.22)

Esta propriedade indica que a funcao E), definida em (F.17) pode ser expressa de uma forma
alternativa, ou seja
E}(zl) = 10}, (&1;21)On(82; 22)On (&3 x3),
E;(f) = 201,615 71)03, (825 72) On (€35 3), (F.23)
B = a305,(61;21)On(Ea; 22) O} (E3; 3),

1 2 3
onde a; = g g o

A 92T Rean © M T A
Com o objetivo de determinar a relagao de dispersao discreta, uma solugao discreta nao-
trivial da forma (F.23) € buscada de modo a satisfazer a forma variacional apresentada em
(F.1):

(V X Eh, V x ’Uh) — wQ(Eh,vh) =0 VYov,eV, (F24)

Primeiramente, para qualquer n € Z3, escolhe-se v, € V', da forma

011 (21)Ona(72)0n3(3)
v, = 0 (F.25)

0
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Um calculo usando a propriedade (4.40) revela que

(Ep,v) = /R /R /R EDoY day daydas

3
= wi(&) o ][] / On (& 20) 0 (1) day (F.26)
=1 7R

e explicitando V x E;, = w; e V X v;, = wa, onde

T
305, (15 21)07 (&2 22) 0, (€35 73) — 2O (€13 71)O), (§25 22) 07, (&3; x3)
w1 = | 10},(&1521)On(&2;22)07, (&35 23) — 30),(&1521) O (€23 22)O7, (€35 3)

@20}, (£1521)07 (§2; 22)OR (€35 23) — 10}, (€13 71)O), (§25 22)On(€3; 23)

0
W2 = | 01 (21)0n2(x2)0;3(3)

=001 (21)0,5(22)0n3(73)

(V x By, V xvy) = (wq”, ws")
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_ / / / 01O, (€1; 21)On (E2; 22)O0 (€53 23)0s1 (1) (102 (03) —
RJR JR
307 (£1;21)On (E2; 22) O, (€35 23) 00,1 (21)On2(x2)8),5(x3)—
20, (€13 21)O) (E9: 22)O (€3 23)0), (1)0s (2203 (3) +

@107, (813 71)07,(§2; 12) On (&35 3)0;,1 (21)0,,9(22)On3(23) daydrodes

= aqwp(&1)?wn(€3)? (/R On(&1;21)0n1 (1) d$1) (/R On(&2; w2)0n2(x2) dwz) (/R On(&3; 3)0n3(x3) dwg)
—aswn(€1)wn (Es)? /R On(€1; 21)0 (1) dty /R O (€2; 220 (12) dit /R On(E5:2)0ns (w3) darg
—aowp (§1)wn (&2)? /R@h(fl;ﬂh)@m(m)dm /R@h(fz;xzwnz(xz) dxg Aeh(§3;$3)9n3($3) dx3

+agwp (&1)2wh (£2)? /R@h(gﬁxl)enl(xl)dxl /R@h(&;xz)@m(l‘z) dxo A@h(fs;x?))‘gns(x?,) dxs

3
= (H/R@h(&;ivz)enz(xl) d~’61> (wn(€1)? [on (wn(&2)? +wn(é3)?) — aswn(§2)? — aswn(&3)?])
-1

Deste modo, com esta escolha para v, a equagao (F.24) simplifica-se para a condigao
algébrica

a1 (wh(&)? + wi(&3)” — w?) — aows(&2)? — aswi(&)* =0 (F.27)

Observe que a mesma condicao algébrica aparece independente da com a escolha do multi-

indice n € Z3. O mesmo argumento aplica-se as demais componentes, ou seja, escolhendo

0
Vh = | Op1(21)05(22)0n3(23) (F.28)
0

obtém-se a condicao algébrica

g (Wi (61)” +wa(€3)? — w?) — anwn(&1)? — azwa(€3)? = 0
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e escolhendo
0

oy — 0 (F29)
On1(71)0n2(22)0;,5(3)

obtém-se a condigao algébrica

ag (W (61)? + wa(&2)® — w?) — aqwn(61)? — agwi(€2)* =0

Por isso, como descrito acima, a equacao (F.24) se reduz a apenas trés condigdes inde-
pendentes. Consequentemente, chega-se a seguinte condi¢cao equivalente para a existéncia

de uma solugao nao-trivial E},.

w? — wy(&2)? — wi(&s)? wi(&2)? wi(&3)?
wp(&1)? w? — wp(&1)* — wi(&)? wr(&3)? =0
wr(&1)? wr(&2)? w? = wp(61)? — wr(&)?

Expandindo o determinante acima obtém-se

w(w? — wy(61)? — wr(&)? —wn(&3)?)? =0

e, deste modo, para w nao-zero, tem-se que

w? = wh(&1)? + wn(&2)” + wa(&s)? (F.30)

Agora, inserindo a expressao (F.20) para cada componente &;, com ¢ = 1,2, 3, chega-
sSe a uma expressao para a relagao de dispersao discreta correspondente aos elementos de

Nédélec de ordem zero, que é

o 6 [1—cos(h&y) | 1—cos(h&) | 1— cos(h&s)
Y TR 2y cos(h&y) + 2 + cos(h&s) * 2 4 cos(h&3) (F31)

se h|€,| < 1, pela expansao da série de Maclaurin de (F.31), obtém-se
1
W= 6+ GGG+ G+ (F32)

o qual exibe a precisao de segunda ordem da relacao de dispersao discreta para o espaco de

elementos de Nédélec de ordem zero.
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Apéndice G

Lemas de Correlacao

G.1 Lema de Correlacao Parte 1

Antes de iniciar o estudo das propriedades dispersivas da aproximagao por elementos
finitos nodais, enunciam-se dois lemas, os quais, permitirdo, se conveniente, usar solugoes da
equacao escalar homogénea de Helmholtz, observada no capitulo 3, para construir solugoes

para o sistema de Maxwell de segunda ordem e vice-versa.

Lema G.1.1 Seja Q C R? um dominio Lipschitz limitado com vetor normal externo n. Se
E.HeH (curl, ) sao solugdes para o sistema de primeira ordem de Maxwell harménico no

tempo

VxFE—ickH=0
, (G.1)
VxH+ikE=0

entdo as componentes escalares dos campos E e H sdo solugbes para a equacdo escalar

homogénea de Helmholtz.

Demosntracao: Multiplicando a segunda equagao do sistema (G.1) por ix, € em seguida
aplicando o operador rotacional na primeira equacao do sistema, pode-se eliminar H da
primeira equacao para obter V x V x E — x2E = 0. Note que pela identidade (B.3), tem-se
da segunda equacgao do sistema (G.1) que V - E =0. Logo, pela identidade (B.5), tem-se
V xV x E—kr2E = V2E +x?E, como se qgueria demonstrar. De maneira analoga mostra-se

0 mesmo para o campo H. B
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G.2 Lema de Correlacao Parte 2

Lema G.2.1 Seja ) C R? um dominio Lipschitz limitado. Sempre que ¢ = ¢(x1,15) € H'(Q)
se apresentar como uma solugdo para a equacao escalar homogénea de Helmholtz, o campo

definido por E = V x ¢ sera uma solugdo para o sistema de segunda ordem de Maxwell
VxVxE-wE-=0. (G.2)

Demonstracao: Considerando as equacoes (B.8) e (B.9), aplica-se o rotacional de superficie

duas vezes sobre o campo E = V x ¢ para obter

3 3 3 3
VXVXE:< 0o, _0g 09 +27?§>

- 8x28w% 8_$§’ 81’1830%

Logo, tem-se que V x V x E — w?’E = (_a% (V24 + w?q) 8%1 [V2¢+w2¢]). Como se
queria demonstrar. &

Tendo em vista os Lemas G.1.1-G.2.1, se ¢ € H'(f)) é uma solugéo analitica para o
problema (3.24)-(3.25), entao E = (;—;’;, —§—£> € uma solugao analitica para o problema
(3.67)-(3.68). Além disso, surge a possibilidade de construir um modelo de aproximagao por
elementos finitos para o sistema de segunda ordem de Maxwell tomando solugbes aproxi-
madas para a equacao escalar homogénea de Helmholtz apresentadas na seg¢ao anterior.
Para tanto, se a aproximacao for de ordem p = 2, considera-se ¢, € X, como uma solucao

aproximada para o problema (3.24)-(3.25). Logo, a aproximagao por elementos finitos para o

problema (3.67)-(3.68) é encontrar E;, € X, tal que
(V x Ey,V x wp) — w*(Ep,wp) =0 (G.3)

para todo wy, € Xp1 N Hy(curl, §2). Note que o espago de elementos finitos X;, pode ser
usado para definir o espago Xp;.

Para resolver este problema pode-se definir a aproximagao por elementos finitos como
E, =V x ¢, onde as componentes deste campo estao definidas por
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Ion

p@ _ 9%
h al’l

(G.5)

A seguir, sera visto que correlagao entre as duas equagodes, escalar e vetorial, abre a pos-
sibilidade de descrever uma expressao para a relagao de dispersao discreta para elementos

Whitney e Nédélec a partir da Equagao de Helmholtz.
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