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Resumo

Neste trabalho abordamos o problema geral de descrigao da estrutura magnética de
um plasma que tem sua simetria destruida por uma pequena perturbacao magnetostatica.
Aplicamos um método de médias desenvolvido em 1992 por Kucinski et al. estudando a
agao de limitadores magnéticos ergédicos sobre um plasma confinado em um Tokamak. O
referido método possibilita a inclusao dos efeitos toroidais na aproximacgao de ordem zero,
mediante uma escolha adequada de coordenadas. Por analogia com o espaco de fases de
um péndulo ndo-linear, é obtida a largura de ilhas magnéticas primdrias em funcao da

corrente nos limitadores.
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Abstract

In this work, we deal with the general problem of descripting the magnetic struc-
ture of a plasma which symmetry is broken by a small magnetostatic perturbation. An
averaging method developed in 1992 by Kucinski et al is applied to study the action of
ergodic magnetic limiters on a plasma confined in a Tokamak. This method allows the
inclusion of toroidal effects in zeroth-order approximation, by means of an adequate choice
of coordinates. Primary magnetic islands widths, as a function of the limiter current, are

obtained by analogy to the phase space exhibited by a nonlinear pendulum.
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INTRODUCAO

No estudo de plasmas em dispositivos toroidais, enfrenta-se o problema da instabili-
dade do confinamento magnético. A duracao da corrente de plasma é comprometida, entre
outros fatores, pela interacdo entre as particulas carregadas e a parede interna do toro,
responsavel pelo desprendimento de impurezas que contaminam o plasma. A intensidade
desses efeitos sera significativamente reduzida se for produzida uma pequena regido de
campo magnético estocastico na periferia da coluna de plasma, que auxilie no controle do
transporte de energia. Isso pode ser obtido pela aplicacdo de correntes externas ao toro,
mediante o uso dos chamados limitadores ergédicos na forma de anéis de corrente [Martin
e Taylor 1984]. A perturbacio ressonante gera entdo cadeias de ilhas magnéticas, que in-
teragem entre si ampliando a camada estocdstica que circunda as separatrizes, permitindo
assim a difusdo das linhas de campo magnético através da regido desejada. Pretende-se
que um reforgo nessa difuséo uniformize o transporte de calor, bem como o de particulas,
na parede interna, reduzindo portanto a contaminacio do plasma pelo desprendimento
dessas impurezas [Feneberg e Wolf 1981].

Nesse sentido, para o estudo analitico da estrutura magnética de um plasma pertur-
bado, é de importéncia fundamental o equacionamento das superficies magnéticas, sobre
as quais repousam as linhas de campo e que, caracterizando-se por um valor constante
da pressdao do plasma, sdo indispensdveis ao confinamento. A condigdo bésica para a
existéncia dessas superficies estd associada a presenca de algum tipo de simetria espacial
no campo magnético de confinamento, que possibilite a caracterizacio de um invariante
do problema.

Para plasmas nao-perturbados, a condigéo de confinamento imposta pelo equilibrio en-
tre as forgas de natureza cinética e eletromagnética assegura a disposi¢io dessas superficies

na forma de toros aninhados. As equagdes bésicas que regem esta estrutura sio fornecidas



pela Teoria MHD (Magnetohidrodinamica), que combina as Equacoes de Maxwell com as
equagoes da Mecanica dos Fluidos. Na auséncia de perturbagdo, a simetria possibilita a
obtencdo de um sistema de equagdes diferenciais, cuja solugdo de equilibrio, na forma de
um fluxo magnético constante em termos das coordenadas, é o invariante que descreve
essas superficies magnéticas .

Se for imposta ao equilibrio uma pequena perturbagio, por exemplo, o campo gerado

.

pelos anéis de corrente, perde-se a simetria e, consequentemente, o invariante exato, mas
a topologia ndo chega a ser totalmente danificada. Alguns toros podem ser destruidos
no caso de ressonancia, com a criacdo de ilhas em sua vizinhanca, sendo os outros toros
ligeiramente deformados. Isso permite o uso de métodos perturbativos para a obtengao
de uma funcao de fluxo aproximada, que serd o novo invariante, para descrever satisfa-
toriamente as superficies magnéticas do plasma perturbado. Para tanto, o sistema (dito
quase-integravel) deve sofrer certas modificagdes algébricas que o tornem integrével. E nos
critérios seguidos para essa transformacéo no sistema que residem as principais diferencas
entre os métodos.

O Método das Médias [Bogolyubov e Mitropolskii 1961] é um método perturbativo
aplicavel a sistemas dinamicos quase-integraveis onde o movimento exiba periodicidade
segundo duas escalas diferentes, uma dita ”varidvel ripida” e a outra ”variavel lenta”.
Efetuando uma média do campo perturbativo sobre a escala rapida e tomando a evolugao
desse valor médio ao longo da escala lenta, forja-se um invariante aproximado, integrabi-
lizando assim o sistema. Na aplicacdo deste método realizada por [Kucinski et al. 1992]
a um plasma confinado em Tokamak com perturbagio nao-simétrica, a periodicidade é
estudada na acepgao espacial; redefine-se convenientemente as coordenadas para obter o
invariante médio, de forma andloga & exposta por [Morozov e Solov’ev 1966] . O critério
fundamental a ser seguido é a exigéncia da inclusdo dos efeitos de ressondncia na solugéo

de primeira ordem. A fungdo de fluxo obtida faz o papel de um invariante aproximado
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que, equacionando as ”superficies magnéticas médias”, substitui com boa aproximagao a
descri¢cao hamiltoniana das linhas de campo do plasma perturbado, cuja obtencgao seria de
mais dificil acesso [Lichtenberg e Lieberman 1983].

As principais abordagens de que se dispoe como referéncia iniciam com o modelo
tedrico proposto em 1984 por Martin e Taylor para o limitador ergédico [Martin e Tay-
lor 1984]. Considerando negligencidveis os efeitos toroidais para o Tokamak estudado,
este é suposto como um tubo cilindrico com um limitador magnético composto por um
unico anel, proporcionando um efeito espacialmente periédico. Como a acdo do limitador
é efetiva unicamente na regido interna préxima a parede do tubo, foi utilizada a chamada
"aproximagao de borda”, na qual adota-se um sistema de coordenadas retangulares valido
apenas na referida regiso. E apresentada entdo uma solugio para as componentes do campo
magnético gerado pela configuragao de corrente. Em 1989, Camargo abordou analitica-
mente o problema de um plasma toroidal perturbado por hélices ressonantes, empregando
para a descricdo das ilhas um invariante médio, obtido pelo Método de Cary [Camargo
1989]. Em 1991, partindo do modelo de Martin e Taylor, Viana e Caldas reobtiveram o
campo magnético gerado por uma grelha infinita de condutores de corrente, solucionando
o problema de valores de contorno em coordenadas retangulares, por abordagem da na-
tureza hamiltoniana das equagdes das linhas de campo magnético [Viana e Caldas 1991].
No ano seguinte, Kucinski et al. desenvolveram um método de médias para o modelo
toroidal, aplicando-o na perturbagao criada por hélices ressonantes [Kucinski et al. 1992].
O mesmo método foi empregado por Monteiro na anélise da estrutura magnética da um
plasma cilindrico em pinch de campo reverso (RFP), perturbado por dois modos helicoidais
ressonantes [Monteiro 1995]. Em 1994 Pereira obteve a expressio analitica para largura
de ilhas magnéticas primarias, criadas pelo anel de corrente num modelo cilindrico, por
aplicacdo do método de Matsuda e Yoshikawa, verificando os resultados com os obtidos

numericamente por mapag de Poincaré [Pereira 1994]. Em 1995 Vasconcelos utilizou a
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formulag¢do hamiltoniana para linhas de campo e obteve, simulando a a¢do do limitador
por meio de uma perturbagdo impulsiva, um outro tratamento analitico para o problema,
também num modelo cilindrico; foram focalizados, em especial, critérios para indicar a
formacao de estocasticidade na regido periférica da coluna de plasma, bem como a ex-
pressdo para a largura das ilhas magnéticas [Vasconcelos 1995].

Reconhecendo, no campo perturbativo gerado pelos anéis de corrente, conforme
apresentado por Pereira [Pereira 1994] para o modelo do cilindro periédico, os requisi-
tos para a aplicagao do Método das Médias, este trabalho mostra a obtencdo analitica da
func¢do de fluxo e a sua interpretacdo em termos de posicionamento e dimensoes das ilhas
magnéticas primarias (ilhas satélites também podem ser estudadas pela aplicagdo deste
métoao ce forma totamente ana oga, partindo de uma recefini¢do aaequaaa cas coorce-
nadas; neste trabalho, como primeira etapa, sao analisadas apenas ilhas primdérias, em
aproximacao de primeira ordem). O objetivo para um trabalho futuro é o confronto dos
resultados obtidos nesta etapa com uma simulagdo numérica mediante o tracado de mapas
de Poincaré; na sequéncia, pode-se estudar a formacdo de estocasticidade por inclusao
da anélise das ilhas satélites e, se necessario, estender a aproximagao até segunda ordem,
ainda com a possibilidade de aprimorar o modelo para o limitador.

O primeiro capitulo aborda nog¢des preliminares sobre confinamento magnético de
plasmas em Tokamaks; o capitulo dois consiste num resumo teérico do Método das Médias;
o capitulo trés e o capitulo quatro descrevem, respectivamente, o modelo de equilibrio
utilizado e o campo perturbativo provocado pelo limitador ergédico; o capitulo cinco expoe
o objeto principal deste trabalho, que é a aplicagdo do método (cap. 2) ao modelo (caps.
3 e 4). Os resultados obtidos sdo apresentados no capitulo seis; para os valores numéricos,
foram tomados alguns parametros do Tokamak TBR-1, em operagdo no Instituto de Fisica
da USP. Ao final, é apresentada uma conclusdo, seguida de trés apéndices, que focalizam

esclarecimentos sobre os calculos desenvolvidos.
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CAPITULO UM

CONFINAMENTO DE PLASMAS EM TOKAMAKS

Neste capitulo, sdo expostas algumas nogdes preliminares: descri¢do de um Tokamak,
equagoes MHD, superficies magnéticas, fator de seguranca, equagdo de Grad-Shafranov e,

finalmente, descrigdo do limitador ergédico na forma de um anel de corrente.

1.1. Parametros descritivos de um Tokamak

O dispositivo para confinamento de plasmas conhecido como Tokamak consiste num
recipiente metalico em forma de toréide que, mediante a aplicagdo de campos magnéticos
apropriados, mantém o plasma afastado das suas paredes internas, restringindo-o a uma
"coluna de plasma”. A estabilidade desse confinamento é um pouco maior nesse sistema,
quando comparada aquela obtida em dispositivos alternativos [Furth 1975] ; dai o atual
interesse no estudo do Tokamak com o propésito de construir reatores a fusio nuclear.
Para descrever com objetividade a geometria de um Tokamak, sdo empregados geralmente
os termos toroidal, poloidal e radial, que se referem s diregdes indicadas na figura (1.1,
pag.15).

Um parametro importante para caracterizacio de um Tokamak é a chamada

razao de aspecto A, definida por

A

Ro
by [1.1]

onde R € o raio maior e b o raio menor, conforme indicado na figura (1.2, pag.16).

A coluna de plasma tem se¢do reta suposta aproximadamente circular e com raio
médio a, conforme indicado na figura (1.3, pag.17).

O campo magnético de confinamento é produzido pela superposicio de suas com-

ponentes toroidal e poloidal, geradas independentemente uma da outra: sio instaladas
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espiras de corrente que envolvem externamente o Tokamak na dire¢dao poloidal, e que sao

responsaveis pelo chamado campo toroidal B, onde o indice ¢ é a variavel angular as-
sociada a direcao toroidal; um transformador elétrico, que induz uma variacdo no fluxo

magnético, cria, segundo a diregao toroidal, a chamada corrente de plasma I,, que por sua

vez gera um campo poloidal By, onde o indice 6 é a variavel angular associadd a dire¢do

poloidal; a intensidade desse campo poloidal é tipicamente menor que a do campo toroidal.

A soma vetorial desses dois campos resulta no chamado campo de equilibrio B = Bg+ B,

, com linhas de campo magnético helicoidais, conforme indicado na figura (1.4, pag.18),

e que ¢é o principal responsavel pelo confinamento do plasma. Esse campo de equilibrio,

. = ’ . / M \

portanto, via de regra tem nula sua componente B,, onde o indice p estd associado a

dire¢ao radial; é de uso, quando existe uma pequena componente radial, incorpora-la ao
) Y )

campo poloidal; nessas condigbes, o campo total de equilibrio é representado na forma

E = Ep +§¢, sendo Ep = ﬁo + ﬁp.

1.2. Equacoes da Magnetohidrodinamica

A descricdo quantitativa de um plasma magneticamente confinado é fundamentada,

para o caso de equilibrio, no grupo de equagdes chamado de equacées MHD (magne-

tohidrodinamicas), onde sdo combinadas as equacdes de Maxwell com as equagoes da
Mecanica dos Fluidos. O plasma é considerado um fluido condutor, sem cargas elétricas
isoladas. Nessa abordagem tem-se, constituindo o grupo de equagées MHD ( é utilizado

aqui como sistema de unidades o SI, ou MKSA) [Wesson 1987] :

a) Conservacao da massa

Op o
5 TV ()=0, [1.2]

onde 7 é a velocidade macroscdpica do plasma e p a sua densidade de massa;
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b) Equagao do movimento

dU - =
ke ' x B 1.3
P Vp+j3xB, [1.3]

onde j é a densidade de corrente, B a indugao magnética e p a pressdo cinética exercida
pelo plasma, e ainda %’f = %t’- + (- V)7,

c) Lei de Ohm generalizada
E+ivxB=nj, [1.4]

onde E é o campo elétrico e n a resistividade do plasma, suposta nula na teoria MHD
ideal;

d) Lei de Gauss para o magnetismo

V-B=0 ; [1.5]
e) Lei de Faraday
)
V = —_——— 1.
x E 5 [1.6]

f) Lei de Gauss para o campo elétrico
V.-E=0, [1.7]

onde a distribuigdo macroscépica de carga elétrica é considerada nula devido & quase-
neutralidade loca! do plasma;
g) Lei de Ampere

— -

V x B = poj, [1.8]

na qual foi negligenciado o termo referente & corrente de deslocamento, visto que na teoria
MHD séo estudados fenomenos a baixas frequéncias, se comparadas & girofrequéncia ou &
frequéncia de plasma.

Nesse contexto, tomando o plasma em equilibrio, ou seja, tendo anuladas todas as
derivadas temporais, e supondo a velocidade do fluido como igual a zero, obtém-se o

chamado equilibrio MHD «stético, descrito por:



V-B=0, [1.9]

-

V x B =puoj, [1.10]
Vp=jxB. [1.11]

Estas trés ultimas equacdes servirdo de base para o estudo das chamadas superficies

magnéticas , essenciais para a descrigao analitica do comportamento do plasma.
1.3. Superficies magnéticas

Partindo da [1.11], pode-se extrair uma importante propriedade das linhas de campo

magnético ; multiplicando-a escalarmente por B tem-se
B-Vp=0, [1.12]

ou seja, as linhas de campo magnético repousam sobre superficies de pressio constante,
conforme a figura (1.5,pag. 19). O mesmo pode ser afirmado sobre as linhas de corrente,

p—y

multiplicando escalarmente a mesma expressao por j :
7-Vp=0. [1.13]

Tais superficies de pressdo constante podem ser caracterizadas adequadamente por
. . . . .

uma variavel que seja funcdo da pressdo, por exemplo o fluxo magnético ¥. Na con-
figuracdo de equilibrio, essas superficies ¥ = constante estao topologicamente dispostas
na forma de tordides aninhados em torno de um eixo magnético , e sao conhecidas como
superficies magnéticas . O significado preciso de ¥ depende do tipo de segao transversal
tomada como referéncia; em grande parte dos casos , é adotada a superficie caracterizada
por um valor constante da variavel poloidal, conforme indicado na figura (1.6, pag.20); a

grandeza ¥ assim definida é chamada ”fluxo magnético de fita poloidal” [D’haeseleer et. al.
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1991]. Neste trabalho, a escolha do sistema de coordenadas, associada & simetria helicoidal
considerada, orienta para uma redefinigiao dessa superficie, tomada como ”fita helicoidal”
e caracterizada por um valor constante da varidvel helicoidal u = mf — nyp (com m e n
inteiros, conforme esclarecido no apéndice B), como ilustra a figura (1.7, pag.21).

Uma caracteristica fundamental, que distingue essas superficies em duas categorias,
se refere ao conjunto de linhas de campo magnético helicoidais que existem sobre cada

uma delas; esses dois grupos séo as ditas superficies magnéticas racionais e irracionais.

Uma superficie magnética € racional se uma linha de campo que parte de um dado
ponto P retorna a este ponto ap6s percorrer um niimero finito de revolugdes nas direcdes
poloidal e toroidal, fechando-se sobre si mesma numa trajetéria periédica, e portanto
interceptando o plano poloidal que contém o ponto P em um nimero finito de pontos,
conforme esclarecido na figura (1.8.a, pag.22).

A superficie é irracional se a linha de campo parte de um ponto P e sé retorna a
ele depois de percorrer infinitas revolugdes poloidais e toroidais, ou seja, depois de ter
preenchido densamente toda a superficie magnética, conforme esclarecido na figura (1.8.b,
pag.22).

Outro parametro importante para caracterizacdo de um plasma magneticamente
confinado ¢ a razdo § entre a pressao cinética e a pressio magnética [Caldas e Vannucci
1985] :

8= % , [1.14]

Analogamente, tomando a pressdo magnética provocada pelo campo poloidal, pode

ser definido o "beta poloidal”:

Bp = 2, [1.15]
—_B

2p0

o qual tem especial interesse neste trabalho, por seu valor estar incluido no célculo do

coeficiente de assimetria do campo poloidal A (conforme exposto no capitulo trés).



1.4. Fator de seguranga e transformada rotacional

Conforme exposto anteriormente, as linhas de campo que repousam sobre uma dada
superficie magnética tém geometria helicoidal. O passo dessas hélices pode ser quantificado

por um parametro conhecido como fator de seguranca e definido por

ap.6) = 2 116
ou seja, representa a varia¢do no angulo toroidal, em relagdo ao angulo poloidal, ao longo
da linha de campo; quanto maior for o fator de seguranga , menos pronunciado serd o
K énrolamento” das linhas de campo magnético .

Numa segao poloidal ¢ = constante , o perfil radial do fator de seguranga costuma ser
crescente do centro até a borda. Para valores pequenos de q (¢ < 1) , o plasma fica sujeito
a uma instabilidade, dita de disruptura interna, critério este conhecido como limite de
Kruskal-Shafranov de instabilidade [Manheimer e Lashmore-Davies 1989] , o que justifica
o nome "fator de seguranga ”.

A variagdo de ¢ com 6 se deve & geometria toroidal; préximo ao equador externo do
Tokamak, o deslocamento toroidal é maximo, conduzindo portanto a um valor maximo de
q (verifica-se o oposto junto ao equador interno).

E possivel definir um fator de seguranga médio g efetuando a média do valor de q ao
longo de uma revolugdo poloidal completa. A diferenca g(p,0) — g(p) recebe o nome de
parte oscilante do fator de seguranca , tendo seu valor maximo denotado aqui por g.

Para salientar a distingdo entre g(p) e q(p, ) , denomina-se este ultimo de fator de
seguranca local. O fator de seguranca médio q , para as superficies magnéticas racionais,
é identificado com a razdo = , sendo m o nimero de revolugdes toroidais correspondente
as n revolugdes poloidais.

Outra forma de quantificar o passo das linhas de campo magnético é acompanhar o

angulo poloidal descrito ao longo de uma revolugio toroidal completa; essa razao, levada
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ao limite Ay — 0, fornece a grandeza chamada transformada rotacional ¢ [Caldas e

Vannucci 1985]

dé
t(p,0) = 271'3; . [1.17]

Por comparagéo da [1.17] com a [1.16] , observa-se que a transformada rotacional se

relaciona com o fator de seguranca por
L= —. [1.18]

Como o valor de ¢ costuma ser diferente para cada superficie magnética , pode ser

definido um cisalhamento magnético , que corresponde a primeira derivada radial da trans-

formada rotacional [D’haeseleer et al. 1991] .
1.5. A equagao de Grad-Shafranov

Tomando como referéncia um sistema de coordenadas genérico (x?, x2, x3), um plasma
que exiba alguma forma de simetria (axial, translacional ou helicoidal) tem seu campo
magrético de equilibrio descrito por uma furcao de Suxo ¥ = ¥/x!, x2,x3}, a qua! deve
satisfazer a equacgao diferencial chamada "equagao de Grad-Shafranov”, aqui exposta, con-
forme o apéndice C, em coordenadas generalizadas:

] CT IR T RV P R |

V9 10X g33 ox! 0x? 0x? g33 ox1 0x?

dp 2 dI 933[ 0 g23 0 g13 }
- — =yl — 4+ pol —= | —(F=) — —(F) ], 1.19
H0g33 d‘I’ #‘0 d\I, Ho \/g axl (933) 6X2 (933) [ ]

onde gij, g' e g sdo, respectivamente, as componentes covariantes, contravariantes e o
determinante do tensor métrico do sistema de coordenadas curvilineas (x!, x2, x?); uma
explanagao pormenorizada desse formalismo encontra-se no apéndice A; I 'é o fluxo de
densidade de corrente, cuja expressdo I = I(¥) deve ser previamente conhecida, assim

como a da pressao cinética p = p(V¥), para que se possa proceder a integragio da equagao
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[1.19], obtendo a funcao ¥ = ¥(x!, x2, x?), a partir da qual se pode extrair as componentes
do campo magnético de equilibrio, assim como outras grandezas de interesse como o fator
de seguranga, em fun¢do das coordenadas utilizadas.

A [1.19] pode ser aplicada a qualquer sistema de coordenadas; por exemplo, em co-
ordenadas cilindricas (p, 6, z’) (segunda modalidade, conforme o apéndice B), ao tomar-se
a métrica e as componentes covariantes e contravariantes do tensor métrico (obtidas por

[B.11], [B.10] e [B.14]), a [1.19] assume a forma

pdp L op’ T 7 062

= —pop’p'(¥) — poI(¥) I'(T) [1.20]
onde a linha nas fungdes I e p indica a primeira derivada em relagdo a V.

Pode-se integrar a [1.20] desde que se disponha de uma distribui¢io radial da densidade
de corrente toroidal conhecida. A solugdo ¥ = ¥(p, ) descreve as superficies magnéticas
do plasma, suposto retificado como um cilindro de comprimento 27Ry. No caso de se
considerar a se¢ao reta ca co.una de p.asma COmMO sendo aproximadamente circular, o
fluxo perde a dependéncia em 6 e fica-se com ¥ = ¥(p).

Em 1960, Shafranov obteve uma solugdo com uso de coordenadas toroidais conven-
cionais ({,w,¢) (este sistema é apresentado no apéndice B), admitindo perfis constantes
para a primeira derivada da pressao cinética e para a segunda derivada do fluxo de cor-
rente, e impondo como condigdes de contorno a anulagdo do campo e do fluxo magnético
na superficie do plasma [Shafranov 1960]. Conforme serd exposto no capitulo trés, esta
solucdo nao se mostrard adequada para aplicagao aos parametros do TBR-1, o que pode ser
constatado por uma acentuada discrepancia no perfil ¢(p) do fator de seguranga fornecido,
que mostra pouca variagao radial em relagao aos resultados experimentais conhecidos. Sera
portanto adotada, neste trabalho, outra solucio, proposta por Kucinski et al. [Kucinski
et al. 1990], que se adapta melhor ao Tokamak aqui estudado. Serdo empregadas coor-

denadas toroidais polares (p¢,0t,¢) (conforme o apéndice B); uma expansdo do fluxo ¥
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mostra que sua aproximagao de ordem zero ¥, pode ser identificada com a solugdo da
equagao de Grad-Shafranov para um plasma suposto cilindrico (desde que respeitadas as
diferengas entre as coordenadas). O desenvolvimento pormenorizado do equacionamento

da estrutura de equilibrio estd exposto nos capitulos trés e cinco.

1.6. O limitador ergddico na forma de anel de corrente

A duracao da corrente de plasma é comprometida por diversos fatores, sendo um dos
mais nocivos a contaminacdo do plasma por impurezas liberadas pela parede interna do
toro, que deterioram a qualidade do confinamento. A instalagiao dos limitadores ergédicos
visa, conforme foi comentado na introdugdo desse trabalho, uniformizar o transporte de
energia, minimizando o processo e consequentemente aumentando a duracao da corrente
de plasma.

As figuras (1.9 e 1.10, pags.23 e 24), esquematizam, respectivamente, a geometria sim-
plificada dos anéis de corrente e a sua distribuigio ao longo do percurso toroidal adotada
neste trabalho; cada anel é constituido por L segmentos condutores simetricamente ori-
entados na direcdo toroidal, ao longo de um comprimento g, de forma que fios adjacentes
conduzam correntes elétricas em sentidos contrarios, com intensidade I. (Sdo negligencia-
dos os efeitos de borda provocados pelos segmentos orientados na diregio poloidal).

O efeito da corrente I na estrutura magnética do plasma é o de uma pequena per-
turbagdo, que destréi a superficie racional dita ressonante, criando em seu lugar cadeias
de ilhas magnéticas, conforme esquematizado na figura (1.11, pag.25); o aumento dessa
corrente implica numa configuragéo estocéstica das linhas de campo em torno dessa regiso.

Conforme sera exposto nos capitulos trés e quatro, as grandezas fisicas aqui estudadas
sdo, em sua maioria, definidas em termos do perfil radial; ou seja, para o cdlculo dos
valores de interesse, é necessario localizar radialmente a superficie racional ressonante.

Conforme serd exposto no capitulo seis, a escolha dos modos de perturbacéo é feita tendo
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em vista a produgédo de estocasticidade na periferia do plasma; para tanto, escolhe-se um
numero L de fios para o anel, que fixa o numerador m = % do fator de seguranga ¢ = 2 das
superficies racionais a serem perturbadas; cada valor obtido para §, levado na expressao do
perfil radial do fator de seguranga, fornece a coordenada radial ("raio da ressonancia” ) por
resolugdo de uma equagéo por tentativas. O capitulo seis inclui também um esclarecimento
sobre a distin¢do entre os pardmetros utilizados neste trabalho e aqueles correspondentes

ao limitador ergddico construido para o Tokamak TBR-1, conforme [Aratjo 1993].
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Figura 1.1

Direcoes de Referéncia em um Toro
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etxo malor

Figura 1.2

Parametros Geométricos Bésicos de um Toro

Ry = rato mator

b = rato menor
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Figura 1.3

Geometria da Coluna de Plasma

a = raiodoplasma

b = raiomenor dotoro
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Figura 1.4
Linha de Campo Magnético

A configuragao helicoidal de B se deve & soma dos campos poloidal By e toroidal B‘,,.
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Figura 1.5

Superficies Magnéticas na
Estrutura de Equilibrio

(dispostas como toros aninhados)
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. Figura 1.6

Superficie de "Fita Poloidal”
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U=mh-n¥=const

. Figura 1.7

Superficie de "Fita Helicoidal”
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Figura 1.8

Superficie Magnética Racional (a)
e Irracional (b)

(a) Uma tnica linha de campo se fecha sobre si mesma apds descrever m transitos
toroidais (e n poloidais), interceptando uma segdo ¢ = const em um numero finito m de
pontos.

(b) Uma dnica linha de campo descreve infinitos transitos toroidais, de forma que
intercepta a secao ¢ = const preenchendo-a densamente.
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Figura 1.9

Esquema Geométrico do
Anel de Corrente

23




N e ~ \
! N \\/ ‘
| e e )
\ ~ - i
\ -— - !
. L T T /
\ /
\ /‘
AN
/
N
N e
\\ //
\\\ //r
’ S~ _o-- - t ,
2'=0=2wR, 2= 7R,
Figura 1.10

Distribuicao dos Limitadores no
Percurso Toroidal

24




Figura 1.11
IThas Magnéticas
Estrutura magnética do plasma com a agdo do limitador ergédico: sdo representadas

duas cadeias de ilhas, formadas nas vizinhancas das superficies racionais destruidas pela
pequena perturbagdo. Os toros ndo destruidos sdo apenas ligeiramente deformados.
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CAPITULO DOIS
RESUMO TEORICO DO METODO DAS MEDIAS

Neste capitulo, é exposto, inicialmente em termos gerais, o equacionamento do método
que sera utilizado [Kucinski et al. 1992]; em seguida, é particularizado para a aplicacdo no

sistema de coordenadas toroidais polares helicoidais.
2.1. Sistema de equagdes na forma original

Para um campo magnético total B constituido pelo campo de equilibrio Bo pertur-
bado por um campo mais fraco b (no caso deste trabalho, criado pelos anéis de corrente
que constituem o limitador magnético ergdédico), ignora-se a resposta dindmica do plasma

(supondo baixo ) e pode-se escrever
B =DBy+b. [2.1]

Utilizando um sistema genérico de coordenadas curvilineas (x!, x?,x?) , as equacdes

das linhas de campo magnético, vindas de

— oy

Bxdt=0, [2.2]

podem ser expressas como um sistema bidimensional de equagdes, na forma

dx! B!

—_— — 2-

dx? B3 (23]

dx? B?

— T — 2.4
onde B = B - Vx' sdo as componentes contravariantes do campo total B dado pela

[2.1] (uma explanacdo geral sobre o formalismo envolvido no tratamento de coordenadas

curvilineas encontra-se no Apéndice A).
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O sistema [2.3]/[2.4] se refere a um problema dindmico geral; para sua aplicagdo no
estudo da estrutura magnética de plasmas toroidais, supondo os campos como sendo mag-
netostaticos, a varidvel temporal ndo é envolvida no equacionamento; em seu lugar, toma-se
uma das variaveis espaciais segundo a qual o sistema exiba uma certa simetria (no caso,
x?). Assim, as grandezas fisicas tratadas no problema tém sua dinamica parametrizada
em termos dessa coordenada (dita "ignordvel”). Se nesse tratamento sio empregados
termos como "movimento” e "periodicidade rdpida” ou "lenta” é por uma extenséio de lin-
guagem, sem envolvimento da grandeza ”"tempo” em sua acepgdo usual. (Tal tratamento é
também indicado ao se aplicar o formalismo hamiltoniano as linhas de campo magnético:
a adaptacao de (x!, x2, x?) ao modelo de coordenadas canénicas (g, p,t) que respeitam as
equagoes de Hamilton leva a um comportamento ”dinadmico” no qual x® desempenha o pa-
pel de parametro "temporal”; a dependéncia da hamiltoniana nessa coordenada caracteriza
um sistema nao-auténomo).

Cada componente B* é, a principio, fungio das trés coordenadas x' adotadas; por-
tanto o sistema nao pode ser categorizado como auténomo (s6 o poderia se fosse indepen-
dente da coordenada ignorével); em consequéncia disso, para plasmas perturbados, nas
regides da estrutura de equilibrio onde o campo perturbativo provoca ressonancias, as lin-
has de campo néo estardo dispostas exatamente sobre superficies magnéticas; espera-se,

para b < By, uma distribuigéo dessas linhas de campo ao redor de superficies ” virtuais”,

chamadas superficies magnéticas médias, criando as configuracées conhecidas como "ilhas
magnéticas”; um acréscimo na intensidade do campo perturbativo torna mais pronunciada
a estocasticidade espacial nessas regides.

Para pequenas perturbagdes, o Método das Médias apresentado por Kucinski et al.
[Kucinski et al. 1992] propde uma expressio analitica para as superficies magnéticas
médias, sem a necessidade de envolver integragio numérica das linhas de campo, e também

evitando a complexidade de um tratamento hamiltoniano. Os resultados, testados para a
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configuracdo de ilhas magnéticas primdrias e satélites em plasmas confinados em Tokamak
[Kucinski et al. 1992] e Pinch de Campo Reverso (RFP) [Monteiro 1995 ] e perturbados
por pares de hélices ressonantes, mostraram-se bastante satisfatérios .

O método exige que a simplificacdo exposta na [2.1] possa ser adotada; além disso,
os campos em estudo devem exibir periodicidade (no caso, espacial) segundo duas escalas,
uma rapida e uma lenta. A escolha adequada das coordenadas levard, por ocasido da
aplicagdo da média segundo a escala rdpida, ao desaparecimento de certos detalhes da
estrutura magnética, e é o que se deseja para que o sistema possa se tornar integravel.
Porém, para que os aspectos de interesse ndo sejam também perdidos nesse processo, é
fundamental o cuidado quanto ao critério para esta escolha de coordenadas.

De inicio, é conveniente tomar x! como uma coordenada radial ou, mais precisamente,
uma quantidade de superficie; assim, [2.3] fica em parte simplificada quando se supde nulo

o campo radial de equilibrio

Bt =B, -Vx'=0. [2.5]

Escolhida a varidvel radial x!, pode-se tomar x? como a coordenada ignoravel, ou
seja, aquela segundo a qual o sistema em equilibrio exibe simetria (no caso deste trabalho,
toma-se a varidvel helicoidal); assim, a perda de simetria é caracterizada pela dependéncia
em x? do campo perturbativo b. Para x® toma-se outra coordenada relevante do sistema
(no caso, optou-se pela varidvel poloidal).

Para exprimir o sistema dado por [2.3] e [2.4] numa notagdo apropriada a aplicagdo

do método, deve-se considerar [2.1] e em seguida [2.5], obtendo, para b < Bo:

dxl pl bl B3 N\ -1
_ Y.y 2.6
o Bi+B® B (1+ Bg) [2.6]

~
~

dx* B}+b* BZ+0b? b3\ -1
3T B33 3 (1 + _3)
d® B3+b B} B?
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B2+b2 b3 b3 2 B2 b2 B2b3
~ Bo (1_( ) _...)~ 0 0 [2.7]
0

~ 7oy Ui BB RE

onde Bj e b’ representam os conjuntos de componentes contravariantes do campo magnético
de equilibrio e do campo perturbativo, respectivamente.

Em resumo, a forma final do sistema, antes da aplicagdo do método, pode ser apre-

sentada, a partir de [2.6] e [2.7], na forma

d 1
ﬁ; =e f (x", x%x%) [2.8]

dx? 2/ 1 .2 2/.1 .2 _3
o = G +e A x ), [2.9]

/ ~ . . Vd 3 . . . .
onde € é um parametro adimensional, comparavel a ‘bB—g e introduzido para indicar o grau
(o]

da aproximacéo (ao final dos célculos pode ser feito € = 1); f, F? e f? sdo fun¢des dadas

por
b b7
rl . \ fry + 01
EJ = =3 \-T =% y _2._0_
5 75
2
F? = g% : [2.11]
0
¥ B2 b

2~_______
SEETRE

[2.12]
O préximo passo é tornar integravel o sistema dado por [2.8] e [2.9] (pois até o momento

s6 foram feitas pequenas modificagées algébricas, a menos das suposigdes B} = 0 e b< go);

para tanto, proceder-se-4 uma modificagéo no sistema, conforme o equacionamento previsto

no Método das Médias.
2.2. Sistema de equagdes modificado

O sistema dado por [2.8] e [2.9] ndo é integréavel, visto a inexisténcia de um invariante
ou integral do "movimento”; o método utilizado impé&e ao referido sistema determinadas

transformagdes, de forma que se torne integravel e admita portanto uma solucgéo analitica
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na forma de uma fungdo de fluxo magnético, a qual fornecerd a descricao das superficies
magnéticas médias. Para isso, sdo envolvidas coordenadas modificadas (x* (x?), ¥?(x3), x3)

que se ajustam ao modelo do novo sistema. Este deve assumir a forma

dx!

G = (PR + X)) + O) 213
X = (P ) +00) 214

onde a notacio
(fHx'x*) /f Xt dé [2.15]

indica o procedimento de média na fungdo arbitriria f sobre um periodo L da varidvel
"r4pida” (no caso, x3); a integracao é conduzida com valores fixos de ¥'e x?; a parcela ¥2
na [2.13] aparece em fun¢io de uma exigéncia que sera apresentada mais adiante e que diz
respeito as corregdes de segunda oraem.

Desta forma, a complexidade do comportamento das linhas de campo magnético fica
incorporada as novas coordenadas, proporcionando assim a integrabilidade do sistema.
E importante ressaltar a interpretagdo dessas novas coordenadas: elas ndo representam
posicdes aproximadas, sendo mais correto dizer que apenas se ajustam ao sistema aproxi-
mado; a notacdo X' foi escolhida porque essas variveis decorrem de um método envolvendo
médias.

As corregoes referentes a diferenga entre as coordenadas originais e as modificadas sao

expressas como
XL =x =%t [2.16]

SR =X =% - (LX) [2.17]

A parcela x? é envolvida porque se exige que dx! e dx? sejam da mesma ordem; assim,

a solugdo de primeira ordem pode ser conseguida fazendo §x! = dx% = 0 na fungio de

fluxo obtida, o que serd explicado mais detalhadamente na sec¢éo seguinte.
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2.3 Solugao aproximada

A familia de superficies magnéticas médias é extraida como solugio do sistema

modificado [2.13], [2.14] na forma da func¢io de fluxo
¥ (x', x?) = constante ; [2.18]
ou, empregando [2.16] e [2.17],
¥ (x' = ox', x? — %% — 6x?) = constante . [2.19]

Os critérios apresentados por Kucinski et al. tém em vista, principalmente, a inclusao
dos fenémenos de ressonancia na solugdo de primeira ordem, ou seja, mesmo fazendo
ox' ~ 8x® ~ 0 na [2.19], a funcio de fluxo ¥ descreverd, com boa aproximagao, a con-
figuragao das ilhas magnéticas. Portanto, a escolha adequada das coordenadas modificadas
que constam no sistema [2.13]/[2.14] deve ser coerente com esses critérios.

Para apresentacéo das funges envolvidas nessa escolha, serd utilizada uma notagéo

semelhante a de Morozov [Morozov e Solov’ev 1966], que inclui a convencio indicada na

[2.15] e ainda:

{FYxL3x3 = - (f), 9,20

A

A 7% 5) ={/0x (Fydx® } =

- [ trae - ([ e 221

onde f é uma fungao arbitraria e {f} é chamada parte oscilante de f, a qual descreve o
comportamento da fungdo f a menos da parte fixa, dada pela média < f > conforme a [2.15].
A notacdo f da [2.21] é definida devido ao aparecimento da referida operacio em algumas
etapas intermedidrias do desenvolvimento.

Dispondo da notagido dada em [2.15], [2.20] e [2.21], pode-se apresentar a formulacdo

optada por Kucinski et al. para a escolha de !, ¥?, x* e V. E preciso esclarecer que
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certos detalhes da formulag@o que se segue foram arbitrados tendo em vista resultados co-
erentes com o modelo estudado; o éxito conquistado por esse método pode ser comprovado
numericamente mediante o tracado de mapas de Poincaré para a perturbacao com hélices
ressonantes [Kucinski et al. 1992]. No presente trabalho, serd seguido o mesmo equaciona-
mento, porém orientado para o estudo da perturbagio criada pelo limitador ergédico na
forma de anéis de corrente.

De inicio, mostra-se adequado identificar a "parte oscilante” §? envolvida na [2.19]
com uma funcdo relacionada a %g—; tomando [2.11] e realizando a operagao indicada em
[2.21] tem-se

=) [2.22]

De [2.13] e [2.10] decorre diretamente

()0 ()

A funcdo de fluxo deve ser expressa pela superposi¢ao de duas parcelas, a primeira
(¥°) devida ao campo de equilibrio e a segunda (¥!) devida ao campo perturbativo, na

forma

T(x',x") =) + ¢ (x' X" - [2:24]
De acordo com a definigdo de funcdo de fluxo apresentada no apéndice C, o fluxo para
o equilibrio, que corresponde a solugdo do sistema nado-perturbado, pode ser escrito na
forma:
il
V() = [ (VIBR X)) [2.25
0
Para a parcela do fluxo referente ao campo perturbativo b, o método recomenda a
expressao

22+F2

¥, 72) = —< VAR ) dx2> , [2.26]

c
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sendo ¢ uma constante que pode ser arbitrada convenientemente de forma a anular a
média <\/§b2 (x!,c, x3)>, ou seja, segundo este método, a contribui¢do da componente do
campo perturbativo na dire¢do correspondente a coordenada ignorével perde a relevancia
na estrutura magnética descrita pela parcela do invariante aproximado ¥!; conforme a
[2.26], apenas o campo perturbativo radial interfere na formacao das ilhas magnéticas.
Esta foi a escolha adotada por Kucinski et al. para o problema de um plasma toroidal
perturbado por hélices ressonantes. Neste trabalho serdo seguidos os mesmos critérios,
adotando a formulagdo acima para a descri¢do das ilhas magnéticas criadas pelos anéis de
corrente. O objetivo é desenvolver os cdlculos tomando a solugao de primeira ordem, com
éx' = 6x? = 0 na [2.19]. Para um estudo mais acurado, o emprego da solugdo de segunda
ordem requer a integracdo das equagdes diferenciais que levam & obtencdo das expressées

para 6x'(x', X%, x*) e 6x*(x', X%, x?), e que constam em [Kucinski et al. 1992].
2.4. Aplicacao em coordenadas toroidais polares helicoidais

Foi adotado o mesmo sistema de coordenadas utilizado por Kucinski et al. [Kucinski et
al. 1990] com a introdugéo de uma variével helicoidal, para descrever a estrutura magnética
do plasma perturbado (a explicagéo sobre essas coordenadas est4 incuida no apéndice B).
No referido sistema, dito ”toroidal polar” (pt, 6, ), as superficies coordenadas p; = const
sao deslocadas no sentido do equador externo do Tokamak (uma se¢éo ¢ = const , na figura
(B.5.b), ilustra esse comportamento), acompanhando melhor a topologia das superficies
magnéticas (fig. B.7)) em comparagdo com o sistema de coordenadas pseudo-toroidais
(p,6,¢) (fig. B.2.d)) ou com o de coordenadas toroidais convencionais (¢,w, ¢) (fig. B.4)).
Contudo, ao longo de uma superficie magnética, p; nao é exatamente constante. Para que
uma das trés varidveis funcione como quantidade de superficie, sera adotada a varidvel po,
constante ao longo da superficie magnética, e que difere de p; por uma pequena parcela

dependente do coeficiente de assimetria do campo poloidal A [Kucinski et al. 1992] (o
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parametro A(p;) serd exposto com mais pormenores no capitulo trés). Uma opgéo possivel
€ tomar po igual ao valor de p; na posicio 6, = 7 da superficie magnética. Além disso,
para caracterizar a dupla periodicidade, é introduzida a varidvel helicoidal como escala

lenta; a variavel poloidal, portanto, caracteriza a escala rapida. Tem-se assim:

X' = po
x? =u=mb, —ny [2.27]
X3 = et )

onde m e n sao numeros inteiros positivos.

Nesse contexto, a fungdo F? que serd necessiria para o equacionamento &, conforme

a [2.8],
B} Bo-Vx* By-Vu 1 3

= — = = = = = Bo(mb; — n =
B Bove Bove  B.ve o)

§0°v0t -—-TLEO‘V(P

m-= =
B, - V6, By - V6,

onde g(po, ;) é o fator de seguranca local, descrito com pormenores no capitulo trés e

F2

=m —ngq, [2.28]

fornecido, no modelo de equilibrio aqui empregado, por

q(po,6:) = @(po) — d(po) cos b, , [2.29]

onde g e § representam respectivamente o valor médio ("parte fixa”) e a ”parte oscilante”
do fator de seguranca, conforme explicado no capitulo um.

Tem-se, portanto, levando [2.29] em [2.28],
F? =m —ng+ ngcoséb, . [2.30]

Também sera necessério antecipar o cilculo de (F?) e de F? ; aplicando [2.21], [2.20],
e [2.15] em [2.30],

1 2w
(F?) = —2;-/0 (m —ng+ngcosb;)db; = m —ng;. [2.31]

34



assim

{F?} = F? — (F?) = ngcos¥, , (2.32]
e, finalmente,
~ 8‘
F? = {/ (ngcosb;)db,} = {ng sen 6;} = ng sen 6; — (ng sen 6) , [2.33]
0
ou
F? =ngsen 6, , [2.34]

onde o fator §(po) depende do modelo de equilibrio, conforme serd exposto no capitulo
tres.

Esse dltimo resultado, levado na [2.26] juntamente com o campo perturbativo gerado
pelos anéis de corrente (fornecido pelo capitulo quatro) e em seguida na [2.24], com o fluxo
de equilibrio (dado no capitulo trés), permitird a obtencdo da fungio de fluxo que descreve

as superficies magnéticas médias (capitulo cinco).
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CAPITULO TRES

MODELO DE EQUILIBRIO

Neste capitulo, sdo obtidas as expressdes para as quantidades referentes ao equilibrio.
Escolhido o modelo, particulariza-se para a situagio de interesse, que envolve o perfil
de corrente dado pelo ”"peaked model” em um plasma com secio reta aproximadamente
circular, aplicando-se para os casos de superficies magnéticas internas ou externas 3 coluna

de plasma.

3.1. Justificativa para escolha do modelo

A solucdo da equagdo de Grad-Shafranov para o equilibrio toroidal obtida analitica-
mente por Shafranov [Shafranov 1960], quando aplicada aos parametros do TBR-1, leva
a um fator de seguranca médio cujo perfil radial §(p) é praticamente uniforme dentro
do plasma, mostrando uma variagdo aproximada de §(0) ~ 3.8 até g(a) = 4.2, do eixo
magnético até a superficie do plasma [Okano 1990]. Observagdesexperimentais dos modos
MHD no TBR-1 indicaram uma variagao que vai de §(0) ~ 1 até g(a) ~ 3 [Vannucci e
Gill 1989); constata-se portanto que o modelo de Shafranov nio se mostra adequado para
descrever os diferentes modos magnetohidrodinamicos observaveis no TBR-1.

Uma solugdo que se adapta ao perfil (p) que se tem em vista é aquela obtida por
Kucinski et al. [Kucinski et al. 1990]. A equagio de Grad-Shafranov é resolvida de
forma aproximada, com distribuicio de densidade de corrente arbitréria, considerando um
plasma com segdo reta circular. E adotado um novo sistema de coordenadas, dito toroidal
polar (p¢, 0t ). A solugéo toroidal ¥ é escrita em termos da solucio ¥¢ de um plasma
cilindrico, e em aproximagéo de ordem zero j4 inclui o efeito toroidal. Este novo sistema,

cuja descrigdo pormenorizada pode ser encontrada no apéndice B, se reduz, no limite de
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grande razao de aspecto %Q > 1, ao sistema pseudo-toroidal (p, 8, ¢ = 7’{;) Este serd o

modelo adotado neste trabalho para descrever o equilibrio.
3.2. Solucao para segao reta e perfil de corrente arbitrarios

Tomando a equagdo de Grad-Shafranov em coordenadas generalizadas [C.16]e apli-
cando a métrica e os componentes covariantes e contravariantes do tensor métrico para o

sistema toroidal polar (p¢, 6, ¢) (obtidos por [B.37], [B.36] e [B.39]), esta assume a forma
1 0 ( 0\11) 10°%

pe0pi \"'3p:) T o7 067 ~
. dP p? picosb, (_O*T 1 9¥
- U) + poR)’ 6 X 2 S Opn
Ho jso(¥) + HoRo d\p( RL " ’+R0 sin t) Ry ( 0p; +pt 3pt)+
pesinb, (1 0¥ 2 529 )
ppesinde (1 0V 2 00 3.1
Ry, (p% 00:  p: 06:0p, 31
onde
] dP d piI?
p0]30(\1/) M0R02d‘p d\I/ 5 [32]

e R{ é o raio maior do sistema, conforme explicado no apéndice B e definido por
1
2\3 . e .
Ry = Ro(1— %5) . O campo magnético de equilibrio tem suas componentes contravari-
0

antes radial e poloidal dadas por

1 0¥

B! = B, - = 3.3.
=~ 1 oY
B:=By Vb = ——, 3.3.b
0 =B Y R O B34
e o campo toroidal dado por:
Bo3 = RB¢ = _#OI . [336]

A solucédo proposta por Kucinski et al. envolve uma expansao da fungao ¥ cujo termo

Yo (pt, 0t), calculado na aproximagao de ordem zero de -, satisfaz
0

10 (00, 10%
pi°Op: Pt Ops pi 067

= poj3o(¥o) - (3.4]
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E exigido que a ultima funcdo de fluxo magnético ¥y coincida com a fronteira do
plasma, mediante aplicagdo de condigio de contorno de Dirichlet.

Pode ser observado que a equagdo [3.4] se mostra idéntica em forma & equagao de
Grad-Shafranov no modelo cilindrico [1.20], a menos das diferencas entre as coordenadas.
Como as condigéesde contorno sao as mesmas, a solugéo de um plasma cilindrico Ue(p,6)
pode ser tomada como a aproximagao de ordem zero ¥o(p;,6;) da solugio % (pt,6¢) do
plasma toroidal, com a vantagem de que boa parte dos efeitos da toroidalidade estario
incluidos nessa aproximagao, através das coordenadas utilizadas. Cabe aqui ressaltar que
a diferenca de significados entre ¥o(p¢,6;) e ¥ (p, ) reside na nio-coincidéncia das su-
perficies coordenadas correspondentes.

Considera-se ainda as seguintes expansdes para jzo(¥) e %, nas quais ¥ = ¥ — ¥y

. . rd . 1 .
J30(¥) = j30(¥o) + —=—730(¥o) &7 ; 3.5
-d¥y .

dp(¥) , dp(To) [dzp(‘l’o)

db " d¥, d?

22 [3.6]

A corregio de primeira ordem mostra-se muito pequena; quando aplicada aos
parametros do TBR-1, desloca as superficies magnéticas por menos de 2% do seu raio
médio [Kucinski et al. 1990].

Resumindo a notagdo adotada para as diferentes func¢des de fluxo: trataﬁdo do
equilibrio, ¥c é a solu¢do de um plasma cilindrico, equivalente a ¥y, que é a
aproximacdo de ordem zero da solugdo ¥% de um plasma toroidal (o sub-indice em ¥ se
refere a ordem de aproximagcéo, ao passo que o super-indice em ¥Y, indica a auséncia de
perturbacao e o sub-indice H a simetria helicoidal considerada). Para o fluxo devido ao

campo perturbativo, e para o fluxo total do sistema perturbado (no capitulo cinco), serio

usadas respectivamente as notagdes U}, e ¥y.
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3.3. Aplicagcao a um plasma com segao aproximadamente circular

Para o caso de se¢do reta aproximadamente circular, considera-se ¥ independente de

6:, e obtém-se a partir de [3.4]:

1 0 A ) , .
—a—\ptz3— | = Uo) = poRoJe » 3.7
e Opn (P: 3pt) toJso(¥Yo) = poRyj, (3.7]
onde foi tomado para o perfil de pressdo em aproximacio cilindrica:
2 d :
- 02d£0 (\Ilo) = /BP]:."O(\IJO) ) [3.8]

onde fp é dado pela [1.15].

Escolhido o perfil de densidade de corrente, a solugio desta equacio fornece o termo de
ordem zero ¥o da fungao de fluxo (neste trabalho, conforme ser4 exposto na segio seguinte,
o perfil de corrente adotado é o chamado ”peaked model”). A corregio de primeira ordem

é obtida por [Kucinski et al. 1990]:

§U = U (p,) cos b, / %—A(p) dp, [3.9]
Pt 0
onde A(p;) é o coeficiente de assimetria do campo poloidal, obtido de
1
A(pe) = Eei(/’t) +B8p -1, [3.10]
com
1 1 Pt 2
5¢i(pt) = ——/ p¥o"(p)dp , [3.11]
R A

sendo ¢; a indutancia interna normalizada por unidade de comprimento [Mukhovatov 1971];

a linha na fung¢éo de fluxo indica sua primeira derivada radial.

3.4. Particularizagao para um perfil conhecido da densidade de corrente

toroidal

Neste item serao obtidas todas as quantidades referentes ao campo magnético de
equilibrio, tanto para a regido da coluna de plasma como para a regido compreendida

entre a fronteira do plasma e a parede interna do Tokamak.

39



34.a. Caso0< p;<a

Parte-se do perfil da densidade de corrente conhecido por "peaked model” sugerido

por Egorov et al. para o caso 0 < p; < a [Egorov et al. 1987]:

Jolpd = (v +1) 255 (1= E)7 312

onde I, é a corrente de plasma e ¥ um ndmero positivo (pode-se observar na figura (3.1,
pag.46) que, com o aumento de v, a [3.12] descreve o perfil radial de Je com um decaimento
mais pronunciado); o fator (y + 1) 7 representa o valor maximo da densidade de corrente,
verificado préximo ao eixo magnético (p, = 0), e geralmente denotado por jo. Em resumo,
¢ um modelo de distribui¢do caracterizado por um pico de corrente bem definido no centro
do plasma.

Considerando + inteiro, a solugio da equacio de Grad-Shafranov encontrada por

Okano foi [Okano, 1990]
7 pivy L 1 PE 2
Fo(p) = L2 [[1 (1~ By 4 i 2y

1 Py \r+1
4 +m[1—( -5) +]}, [3.13]

lembrando que Wo(p;) representa a aproximagio de ordem zero da solucdo do plasma
toroidal, equivalente em forma & solugdo de um plasma cilindrico, conforme argumentado
na segao precedente, e R é o raio maior do sistema, conforme esclarecido no apéndice B.
Derivando a [3.13] e levando na [3.11] e em seguida na [3.10], é obtida a expressdo para o
coeficiente de assimetria do campo poloidal A( pt) (necessério nesta etapa por estar incluido

na expressao do perfil radial da chamada ”parte oscilante” §(p;) do fator de seguranca):

A(pt)=%[1—(1 —1£§)7+‘]2{[[ -(1- ]+ +‘— 1-(1- i)w]}_

1 2 1 2
[7+2[1—(1 ”2):’+2]+...+27+2[1—(1—Z—; 2“’“]]}+ﬂp—1. [3.14]
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A coordenada p; nao é constante ao longo das superficies magnéticas ¥y = constante;
entdo serad mais conveniente adotar uma coordenada que funcione como rétulo dessas su-
perficies. Uma alternativa é a varidvel po, que difere de p; por uma pequena parcela que
depende de A [Kucinski et al. 1992], conforme explicado na segéo (2.4). Adotando po como
coordenada radial, pode-se tomar os resultados, em aproximagdo de ordem zero, supondo

para todas as quantidades envolvidas que

f(pe) = f(po + Dpe(6:)) = f(po) , [3.15)

onde f(p;) é uma fungéo arbitraria de p;.

Nesse modelo, o fator de seguranca local, definido por

_do _ BV

= = : 3.16
1 dat Bo . VGt [ ]

pode ser aproximado considerando sua dependéncia periédica em 6, como tendo a forma

q = q(po) — G(po) cos b; , [3.17

onde ¢ € o fator de seguranca médio, dado por

7= %’?"r;;—) , [3.18]

sendo a média em 6; do campo poloidal fornecida em termos de ¥y por

Yo

(Bo,) = po(Bo - Vb ~ [3.19]

= .
0
g é o chamado valor maximo da parte oscilante do fator de seguranca, obtido a partir de

A(po) por [Kucinski et al. 1991]

§= q% [’;—0(2 + A(po)) — plo / SA(p) dp] : 3-20]



Para a determinagio da expressio para o fator de seguranga médio, parte-se da

derivada radial da fungéo de fluxo; reescrevendo [3.13] na forma

uo LR, [ T+
Tolpo) = 228523 20 - By 3.21)
n+l
e derivando em relagao a pg, tem-se:
_polpRy Pa ¢
¥o(po) = ;;;2 po Y (1- —=2) [3-22]
£=0

Levando-se [3.22] na [3.19] e em seguida na [3.18], vem

__ 2md’By e - _ 2ma’By po -1
1-—= 1 1- = . 23
0= 222 [z:< ] =Ehere-%] b
Para po = a a somatdria da tltima expressao torna-se zero; assim pode-se escrever
Y p2 ¢ -1
i@ 0-4)] . 324

Também serd necesséria a derivada radial do fator de seguranca médio:

[Z(m+1 )(1 - ‘z’)"‘} [i( —Z—‘E)‘]_z. [3.25]

m=0 =0

(p)—

A determinacéo de §(po) pela [3.20], com uso da [3.14] e da [3.24], envolve uma inte-
gral que nao admite resolugéo analitica; para esse célculo, sera efetuada uma integragéo
numérica, aplicada aos valores de interesse; os resultados estdo no capitulo seis.

Conforme foi exposto no capitulo 1, a coordenada py, correspondente ao rétulo da
superficie magnética de interesse, pode ser determinada a partir do fator de seguranca
médio por meio de uma equagdo a ser resolvida por tentativas. Tal equagio é obtida

igualando, na (3.24], g(po) a G(pmn) = 2.

n

34b. Casoa < ps <b

Na solugao encontrada por Okano, sio considerados apenas pontos dentro da coluna

de plasma; para a regido compreendida entre a fronteira do plasma e a parede interna do
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Tokamak, serd necessario aqui desenvolver os calculos desde o principio. Introduzindo a

densidade de corrente toroidal j, = 0 na [3.7], tem-se a equagao diferencial homogénea

19 9%
po 9po po Op¢

)=0; [3.26]

de onde vem

poﬁ = constante = K . [3.27]

Como ¥y é considerado como fungio apenas de pg, as diferenciais sio totais. Inte-

grando nos limites apropriados,

Uo(po) = To(a) + x In 22 . [3.28]

a
A constante ¥o(a) pode ser obtida supondo a continuidade de ¥q na fronteira do

plasma, ou seja,

Yo(a — ép) = ¥o(a + dp) , [3.29]

onde §p é um valor pequeno e positivo; assim, pela [3.13]:

+1
/.LoI R; < 1
n=1

Para a determinagio da constante k, observada a continuidade do campo poloidal em

Po = a, sera suposto

Uo(a — dp) = Yo(a +p) ; [3.31]
assim, pela [3.28],
i (po) = — ; [3.32]
Po
ou, aplicando em py = a,
pol, Ry
k=a¥qy(a) = ——02;_—0 . [3.33]
Portanto fica-se com
+1
polp Ry - 1 Po
v = — —1. 3.34
o(po) 4n :L;ln +2hn a [3-34)
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A derivada radial é

IR, 1
o = Holplto 2 )
o(PO) 27 o [3 35]

O fator de seguranca médio, levando [3.35] na [3.19] e na [3.18], fica

_ _ poBo2mpy  _ Ef)_
q(po) = Ry jol, q(a)—3 [3.36]
sendo portanto
12
7 =% [3.37)

sua derivada radial.
O valor de py correspondente & superficie magnética de interesse pode ser obtido
diretamente da [3.36], igualando ¢(po) a G(pmn) = =,

Para este caso, a expressdo de d(po) pode ser obtida por analogia, desde que sejam

feitas as devidas adaptagdes. Por exemplo, aplicando a [3.20], pode-se considerar:

i=agr| 2+ Ap) - L [ 2agr) i 3.38

a
onae g(po) aeve ser tomaco ca [3.36, para a < p; < b; quando ap.icaco a ressonancia,
resulta §(pmn) = 2. Serd ainda necessirio obter a expressao de A(pg) para este caso.
De inicio leva-se a [3.35] na [3.11] para obter a indutancia interna 2i(po). Em primeira
aproximagio, toma-se f(pt) ~ f(po). A integral deve ser separada em duas parcelas,

referentes ao campo poloidal dentro (0 < p’ < a) e fora (a < p’' < po) da coluna de plasma:

1 1 ¢ 2 1 po It 2, 1 1]
5ti(po) = 5 —5— / P (p)dp" + ——5— / Py (o) dp’ ; [3.39]
2 p¥4%(po) Jo p3U4%(po) Ja

a primeira integral redunda em 3/;(a); levando na segunda integral a [3.35], fica-se com
1 1 Po
—£; = —¥; —3 4
2€ (po) 2£ (@) +1n , [3.40]

para obter o coeficiente de assimetria do campo poloidal A(po), leva-se a (3.40] na [3.10],
obtendo

. A(po) = A(a) +In ’;—" . [3.41]
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Esse resultado, levado na [3.38], fornece, depois de efetuadas as devidas integragaes,

[3.42)

d(po) = Ri_(’) [%Po In pa_o + (M> po — (1 -2A(a)a® 1

4 4 Po

Portanto, para ambos os casos de interesse, foram obtidas todas as quantidades de

equilibrio necessarias para o cédlculo da largura das ilhas magnéticas, o que serd feito no
/7 . ’ . ~ . ’ . .

capitulo cinco. Os resultados numeéricos estdo resumidos no capitulo seis, assim como os

perfis radiais das quantidades de interesse.
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3x10°

2x10%t

1x10°}

jr (Arm72)

0.02 0.04 0.06 P (m)

Figura 3.1

Perfil Radial da Densidade de Corrente

(para diferentes valores de «)

Para uma visualizagio mais clara dos decaimentos radiais, variou-se a corrente de
plasma de modo que todos os valores de jo coincidissem com o da curva v = 4.

46



CAPITULO QUATRO

CAMPO PERTURBATIVO
CRIADO PELOS ANEIS DE CORRENTE

Neste capitulo, sdo apresentados os passos do calculo necessario a obtencao do campo
magnético gerado pelos anéis de corrente em coordenadas cilindricas. Apds uma explanagao
sobre o modelo que relaciona este campo com a largura das ilhas, é apresentada a expansao
da componente radial em série de Fourier dupla; para melhor encaminhamento do calculo
dos coeficientes de Fourier, estes sdo relacionados a uma forma alternativa da expansao,
na qual fica evidenciada a nulidade de grande parte dos coeficientes. Por associagdo com
a solucdo da equacdo de Laplace para o potencial magnético criado por um conjunto de
fios dispostos de acordo com a geometria do anel, é obtida a expressdo desejada, para ser
levada ao capitulo cinco para o célculo da largura das ilhas, mediante o uso da formulagao

do capitulo dois, que envolve o Método das Médias.
4.1. Influéncia do campo perturbativo na largura das ilhas magnéticas

Para o célculo da semi-largura das ilhas magnéticas criadas pelos anéis de corrente,
segundo a sequéncia apresentada no capitulo cinco, é necessaria a expressao da componente
radial do campo perturbativo b! = \/F b,, envolvida na aplicagdo do Método das Médias,
conforme exposto no capitulo dois (equagéo [2.19]). Esse campo perturbativo é criado pelo
limitador ergédico, na forma de p anéis de corrente, cada um formado por L fios de com-
primento g na direcdo toroidal com corrente I, de forma que fios adjacentes conduzam
correntes em sentidos opostos, conforme esquematizado na figura (1.8). A expressao para
b, foi obtida, em coordenadas cilindricas (p, 6,2’ = Rop) (segunda modalidade, conforme
o apéndice B), por Pereira [Pereira 1994], na aplicagdo do Método de Matsuda-Yoshikawa

para célculo da largura das ilhas magnéticas criadas pela perturbagéo gerada pelos anéis
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de corrente. A largura é obtida por uma analogia do modelo com o diagrama de fases do
péndulo néo-linear (assim como no Método das Médias, aplicado neste trabalho). Porém,
no Método de Matsuda- Yoshikawa, parte-se de uma expansao em série de Taylor da trans-
formada rotacional nas proximidades da ressonancia, que, levada nas equacdes das linhas

de campo magnético, conduz, mediante uma série de operagoes, ao modelo desejado.
4.2. Expansao em série de Fourier do campo radial

Uma das operagdes intermedidrias é a expansdo da componente racial co campo per-

turbativo em série de Fourier dupla, o que é justificivel tendo em vista a periodicidade

Z'

segundo as variaveis poloidal 6 e toroidal ¢ = o

bp(pmn, b, ) = Z [amnsen (M8 — ny) + @’ mpsen (MO + nep)+

m,n
+Cmn c0s(mb — np) + ' mn cos(mf + nyp)] , [4.1]
pois como a analise se restringe a uma pequena regido préxima a ressonéncia, a variagio
radial de b, é negligenciada e toma-se b,(p,8,9) = b,(pmn,6,¢), onde ppmn é o valor

(constante) da coordenada radial correspondente & superficie racional caracterizada por

g =72

ney sendo mo e no valores particulares dos indices m e n. Verifica-se que a fase

(mé — nyp) é constante na ressonancia, oscilando lentamente nas suas proximidades. Os
termos em (m6+n¢p) oscilam rapidamente, e suas contribui¢des, em média, se anulam. Com .
isto, € vidvel tomar isoladamente a influéncia do modo (mg, ng), abstraindo as contribuigoes
dos modos restantes da série, que sdo mais fortemente direcionadas para valores de p -

diferentes de pmn. Portanto, retendo da série da [4.1] apenas o modo (m,n) de interesse,
bo(pmn,0,¥) = amnsen (mb — np) + cmn cos(mb — nyp) . [4.2]
Esta expressao equivale a

bo(pPmn,0,9) = Va%mn + % sen (mb — nyp + arctan 2) , [4.3]
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e definindo:

dmn = V@ mn + Zmn [44]
a = m#b — ny + arctan 2 , [4.5]

a [4.3] fica
bo(Pmn,0,¢) = dmnsena . [4.6]

No Método de Matsuda-Yoshikawa [Pereira 1994], o coeficiente d,,, é envolvido di-
retamente na expressao da largura das ilhas magnéticas. Neste trabalho, tendo em vista
o interesse no valor de dn, para introduzir a equagdo [4.6] na [2.19], para aplicagdo do

Método das Médias, serd desenvolvido o procedimento para obten¢do desse coeficiente.
4.3. Coeficientes na forma alternativa da série de Fourier

Os coeficientes amn € cmp sdo obtidos partindo-se de uma representagdo alternativa
da série de Fourier dupla, com novos indices m’ e n’ e novos coeficientes Ainry Bmins,
Dy € Epyryr, de forma a facilitar a visualizagao dos coeficientes nulos. Ao final, as duas

representagoes sdo relacionadas pelas expressoes:

o (27rm’0) (4.7

Ty
n= (2”T':"°> [4.8]
amn = 3 (Bntws ~ Do) [4.9]
W = %(Em,,,, + Do) [4.10]
Cram = %(Am,,,, + Bom) [4.11]
. = %(Am,,,, — Boims) s [4.12]
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onde T} e T3 sao os periodos caracteristicos de variacao de 6 e de ¢, respectivamente, e m’
e n’ inteiros positivos que caracterizam os modos da expansdo. A representacao alternativa

/
e

~ — 2mm'0 2mn/p
b pmn, Z— 2=: m'n’ COS T1 0S T2 +
19 ! 2 10 !
+ B nrsen <27r7r1r1z )sen (27;: 4,0) + Dpprpe cos( 7;3: )sen (27;: S0)+

10 2 !/
+FE i prsen (27:;: )cos( 7;:"0)] , [4.13]

cujos coeficientes sao calculados a partir das expressoes:

4 2mrm/
Apip = TITZ//dcpdabp(pmn,a,cp)cos( T ) (

By = T1T2 [/dcpdab (pmn, 0, ©)sen (27rml6\sen (2 ) [4.15]

[4.14]

T T,

2rm'0 27n'p
Dy = 6 mny
Tsz//dtpd bo(pmn, 0, )cos( T ) (

4 27rm'6 2rn'yp
Epip = ﬁ//dcpdabp(pmn,&(p)sen( T )cos( T ) . [4.17]

A equivaléncia entre as representagdes [4.13] e [4.1] é demonstrével por substituigao

[4.16]

de [4.14], [4.15], [4.46] e [4.17] na [4.13], seguida da aplicagdo de propriedades inerentes as
integrais das fungGes periédicas envolvidas [Arfken 1987] e de identidades trigonométricas;
os pormenores podem ser encontrados em [Pereira 1994].

Considerando que os p anéis de corrente estdo uniformemente espagados ao longo do

percurso toroidal, o periodo caracteristico de variagdo em ¢ é

T,=2T, [4.18]
p

eem 6 é
Ty =2r. [4.19]
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4.4. Campo perturbativo obtido pela equagao de Laplace

Para obtengao da expressdao que descreve a componente radial b,(p,6) do campo,
ignora-se o efeito da parede metdlica do vaso toroidal, o que se justifica pelo curto tempo
de penetragdo do campo magnético (= 100us), se comparado & duragdo da corrente de
plasma (~ 10ms); por outro lado, tendo em vista que a pressao do plasma foi suposta muito
pequena (baixo beta), a resposta dindmica do mesmo a campos magnéticos externos pode
ser negligenciada; assim, trabalhando-se praticamente com campos de vicuo, a componente

radial é obtida a partir do potencial escalar magnético por
b=Vd, [4.20]

onde & = ®(p, 6, 2') satisfaz a equacao de Laplace V2@ = 0, que em coordenadas cilindricas

¢ escrita na forma
2 2
onde, de inicio, toma-se ® referente a um conjunto de m = % pares de fios de extensdo in-
finita, orientados na diregdo 2z’ com corrente I; fios adjacentes conduzem correntes opostas.
O campo gerado pelos fios tem componentes radial b, e azimutal bg; este campo

perturbativo deve ser superposto ao campo uniforme de equilibrio By = By2’. Para tanto,

o potencial total ® deve ser composto na forma

®(p,0,2") = o(2') + ¥(p,9) , [4.22]
onde
0%
(V@) = == = Boj; [4.23]
portanto
@0 = Bo Z, . [424]



A parcela 9(p,0) é dada pela solhicio da equacio

10 31/)) 1 0%y
2 (p )+ LY 4.25
p Op (p op p? 06° [4.25]
procedendo a separagao de varidveis na forma
¥(p,8) = R(p) ©(6) [4.26]
e levando na [4.25], fica-se com
2 1 2
prd"R  pdR  1d°0 _
'de2+’R,dp+6d62 =0. [4.27]

Para a resolucéo, parte-se do termo em 6 igualando-o & constante de separagéo A

1d%0
= = 2
o = 14.28]
que fornece a solugao
O(8) = aeV™ 4 e~V . [4.29]

sendo que as imposigdes da periodicidade das solugdes em 6, bem como da sua unicidade,

levam a

A= —N? [4.30]

©(0) = Asen N0 + Bcos N6 , [4.31]
na qua! pode-se fazer B = 0, retendo aperas a solugdo senoidal.
Reescrevendo agora a [4.27]:

>R dR
P +p—— —Np? =0,

a solucdo assume a forma [Jackson 1983):
R(p) = ap™ +bp7V .
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A solugao geral, considerando [4.33] e [4.31], é uma superposi¢do de harménicos em

oo

¥(p,0) = Z(apN +bp~N)Asen N6 ; [4.34]
N=1

fazendo aA = Ay e bA = By, e em seguida levando, juntamente com a [4.24], na [4.22],

®(p,6,2') =Bo2'+ > _(Anp" + Bnp~V)sen N6 . [4.35]
N=1

Para a regiao interna do Tokamak (0 < p < b), deve ser feito By = 0 para nao haver

divergéncia na origem:

®int(p,0,2) = By 2' + Z AnpNsen NG . (4.36]
N=1

Para a regiao externa (p > b), o termo B, z’ é excluido, pois se refere a um campo
existente apenas dentro do Tokamak. E exigido que Ay = 0 pois o potencial deve se anular

assintoticamente no infinito:

®csi(p,0,2') = Z Bnp Nsen N9 . [4.37]
N+1

Os coeficientes Ay e By sdo inicialmente calculados para um tnico fio retilineo de
extensao infinita, posicionado na direcdo 2/, em p = b e § = 0. Para obter esses coefi-
cientes, sao impostas duas condigdes de contorno; a primeira diz respeito a continuidade

da componente radia’ do campo magnético através da interface p = b:
(Eezt - Eint) : é<p> |p=b =0 ) [4'38]

de onde decorre
By = —-b2M gy - [4.39]
a segunda condigdo de contorno se refere & descontinuidade da componente tangencial do
campo magnético B na interface p=b:
* é<0> X (Eezt - Eint)lp:b = /-10.7; [440]
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os coeficientes Ay e By, em virtude dessas imposi¢des, resultam

pol
N = "5 NBN [4.41]

IbN
By = “;WN , [4.42]

que, levados na [4.36] e na [4.37], fornecem
oo N
@ine(p,0,2') = By 2' — % Z %(%) sen N6 [4.43]
®..(p,0,2") pol i ! (p)_NsenNG [4.44]
ext\FyY, = VAN . .
2 = N \b

Tomando-se, em seguida, o caso de 2m fios retilineos de forma que fios adjacentes
conduzam correntes opostas, a superposicio das contribui¢des individuais corresponde a
uma somatéria em N = (2k + 1)m, onde k = 0,1,2... [Pereira 1994]; levando em conta
o decréscimo dos termos com o aumento de N, é vidvel tomar apenas o termo de ordem

mais baixa (k = 0). Desta forma,
Qint = pol (B) senmf ; [4.45]
m \ b

e portanto, para o caso de interesse (0 < p < b),

_ 0. poIm P\t
b,,(p,a)-ap@mt—— — (b) senmé . [4.46]

O resultado obtido é vélido nos limites onde pode ser desprezada a contribuicio dos
trechos de fios orientados segundo a diregdo poloidal (que é muito menor que o campo

toroidal de equilibrio By), bem como o efeito de borda causado pela extensio finita dos

fios.
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4.5. Associagao do campo calculado com os coeficientes da expansao alternativa

E a simetria do campo b,(pmn,0,¢) em relagdo ao plano ¢ = 0 que simplifica o
célculo dos coeficientes de Fourier, pois s subsistem os cossenos em ¢, sendo assim nulos
os coeficientes Bpn' € Dy Portanto, existe um tinico termo nao-nulo da expansao, em
Epin.

A [4.46] fornece o campo radial gerado por 2m fios de extensao infinita; para obter o
campo gerado pelo anel com extensdo g, deve-se introduzir adequadamente a dependéncia
em 2z’ de acordo com o posicionamento dos anéis de corrente, conforme a figura (1.10).
Tratando a acdo do limitador como uma perturbagéo sobre o equilibrio, dada pela [4.46],

é viavel adotar uma modulagéo na forma de pulso quadrado (figura 4.1, pag.57), seguindo

o modelo
bo(p,8,0) = b,(p,0), para — g <z < g etc, [4.474]
bo(p,6,0) =0, para ‘g <z< -7% - % etc, [4.470]

onde foi suposto que a corrente em todos os anéis apresenta a mesma polaridade.
Conduzindo a [4.46] na [4.17] para determinacdao de Ep,,/, com os periodos carac-

teristicos dados por [4.18] e [4.19] e aplicando os limites de integragio apropriados, tem-se

4p wpolL (p (5-1) ror Lo 2.1
Epip = )’ ey (Z) dfsen (?)sen (m'G)/ dpcos(pn'yp), [4.48]
0

que, passando pelas devidas transformagdes, fica

!/
Enpin = 4p2 'uOILﬂ' dr m,isen my) . [4.49]
(27'() 27b 2? !

A imposigao das exigéncias

[4.50]

[4.51]



leva a

2p poIL ( po\ "7V ng
Emlnl = — — —_— . .
ot < ; sen R, [4.52]

Os demais coeficientes sdo nulos [Pereira 1994]:

Amint = Bt = Dy = 0. [4.53]

4.6. Coeficientes de Fourier para a expressao do campo perturbativo radial a

ser aplicado no Método das Médias

Levando [4.52] e [4.53] nas expressdes [4.9], [4.10], [4.11] e [4.12], tem-se

(qn-1)
_ 1 _ P polL (pmn ng
Amn = @' mn = p—— ( 3 ) sen (QRO) [4.54]
Cmn =Cmn=0 ’ [455]
e, finalmente, pela [4.4]:
(gn-1)
_ P polL (pmn ng
dmn = p—— <_b ) sen (_QRO) . [4.56]

E ainda necessario, para introduzir adequadamente na [2.19], a expressdo completa da
componente radial do campo perturbativo, que é fornecida levando [4.56] em [4.6]. Tendo

em vista a [4.55], a [4.5] se reduz a

a=mb—np, [4.57]
e fica-se portanto com
(qn-1)
_ P #oIL (pmn ng o) -

bo(pmn,8,¢) = p—— ( 3 ) sen (2Ro)sen (mf —nyp) ; [4.58]

ou, mais adequadamente, na forma

p polL ng \(p\"" nz'
by(pmn,b,p) = ——— — )| = 06— —). 4.

o(p ®) e (2R0) (b) sen (m Ro) [4.59]

Esta é a expressao a ser introduzida na [2.19], para cdlculo da largura das ilhas
magnéticas criadas pelos anéis de corrente. O procedimento estd exposto no capitulo

cinco.
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Sequéncia de Pulsos Quadrados

Para a dependéncia em z’ do campo perturbativo radial b,(p,6,z'), optou-se pelo
modelo da expressio [4.47], que consiste numa sequéncia de p pulsos quadrados (no caso,
p = 4), de amplitude b,(p,6) e "duragéo” g, com periodo -2;’5 e centrados nas posigoes

previstas para a instalagéo dos anéis de corrente.
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CAPITULO CINCO

APLICACAO DO METODO DAS MEDIAS PARA
CALCULO DA LARGURA DE ILHAS MAGNETICAS

Neste capitulo, sdo agrupados os resultados dos capitulos anteriores tende em vista
a obtencdo da expressao da largura das ilhas magnéticas; a fun¢do de fluxo que descreve
as superficies magnéticas médias s;ré expandida em série de Taylor na vizinhanca da su-
perficie racional destruida correspondente & ressonancia estudada. O objetivo é dispor
algebricamente o resultado de forma que se torne comparavel ao modelo dinamico do
péndulo nao-linear, associando o fluxo ao invariante e as superficies magnéticas as tra-
jetérias de fase. Numa secdo poloidal (¢ = constante), o afastamento entre a separatriz e
a superficie racional destruida é funcéo periédica do dngulo poloidal 6;, conforme esquema-
tizado na figura (5.1, pag.69); o valor maximo dessa fungdo corresponde a semi-largura da

ilha magnética, conforme a figura (5.2, pag.70). A expansdo em Taylor é realizada justa-

mente para que conste no equacionamento o termo correspondente a esse afastamento.
5.1. Expansao em série de Taylor do fluxo magnético médio

Considerando o fluxo magnético ¥y do sistema perturbado como a superposi¢ao do

fluxo U9, referente ao equilibrio toroidal com ¥}; devido ao campo perturbativo, na forma

Tu(x',x%) = ¥H(x") + Yh(x' &%) ; [5.1]

fazendo x! = po e ¥> = 1 , e expandindo em termos de (Apy) = po — pPmn (onde pmn
é a coordenada radial correspondente ao modo (m,n) estudado, obtida do perfil do fator
de seguranca médio fazendo G(pmn) = 2= na [3.23] para 0 < pp < a ou na [3.36] para
a < po < b), fica-se com

_ 1
\I’H(PO, U,) = I:\I’?flpmn +‘I’(}1,IPmn (APO)+'2— ‘I,(I):Iulpmn (Ap0)2+. - .] + [\P}lemn +. : .] 9 [5'2]

©
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onde s6 foi retido o termo de ordem zero para ¥l; e os termos até segunda ordem para
0
vy .
Conforme serd demonstrado no item seguinte, o termo de primeira ordem em Apg é

nulo se aplicado & ressonéncia; fica-se com a expresséao

2

2 __
(APO) - _\Il%lllpm,.

- (‘I’H(ﬁo’ﬁ) - q’?q(ﬁo)lpm) + U0, Wlpmn | 3 53]

¥y € o invariante, igualado a uma constante k2 para descrever a superficie magnética;

¥%lp,.. é outra constante k; ; fazendo C = k, — k; tem-se

2 _
(Apo)? = BT [—C + P (Pos @)l pmn ] - (5.4]
H 1pmn

. , , . n . . ~
Para prosseguir o célculo, é necessério obter ¥%," e U1, ; isso ser4 feito nas duas segdes

subsequentes.

5.2. Expressao para a derivada segunda do fluxo de equilibrio toroidal

Partindo da [2.25] :
0 (o1 x 201 3 1
() = [ (VaBR ) dx 5.5

que, no caso, Sse€ escreve como

W) = [ (VGB (7, 60)) dpo. 5]

a derivada primeira é imediata:

49,
dpo

= (VB3 (#o,0,)) - 5.7

Nesta expressdo, ¥% é o fluxo correspondente ao equilibrio toroidal; é interessante

manipular este resultado de forma que fique expresso em termos de F? (definido pela
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[2.11]) e de ¥ (aproximacdo de ordem zero do equilibrio toroidal, equivalente ao fluxo do
equilibrio cilindrico, conforme exposto no capitulo trés). Para este fim, mostra-se 1til a

seguinte expressdo do campo de equilibrio [Edenstraesser 1980]:
V9B5 = ¥o(po) , [5.8]
onde a linha indica a primeira derivada radial; levando [5.8] em [2.11] tem-se
VoF? = \/gB; ; [5.9]
tomando a média em 6; nos dois membros e comparando com [5.7], vem
¥ (po) = (F?) ¥y, [5.10]

pois o fluxo cilindrico independe de 6; .

Usando o valor de (F?) obtido pela [2.33] na [5.10], obtém-se
Uy (o) = (m —n) ¥5 . [5-11]

Para estudar uma cadeia de ilhas magnéticas, fixa-se o par de niimeros inteiros
m,n , que correspondem ao enrolamento da superficie racional destruida, caracterizando
o que é chamado de "ressonancia”. A [5.11], quando aplicada & ressonancia, resulta nula,
pois

T = = (5.12
onde pmn representa o valor de po para a superficie racional destruida correspondente ao
modo (m,n). Desta forma, é anulado o termo de primeira ordem da expansio em Taylor
da [5.2].

A derivada segunda do fluxo de equilibrio toroidal é

%" (50) = ¥h(0 — ng') + (m — ng) ¥ ; [5.13]
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como o segundo termo é anulado na ressonancia, fica-se com:

o _ 11,/
‘I’H - —nq \I}Olpmn 9

Pmn

onde, conforme [3.22], [3.25], [3.35] e [3.37], tem-se, para 0 < po < a,

I
‘p(l)(p—o — Ho PRO Z

“oma?

_ ¥ g £772 y-1
7' (po) = 231(2(1) Po [Z(l - 2—2) ] Z(m + 1)(

m=0

e, para a < pg < b,

I, R!
1= 0ipLlg
¥o(po) 7 7o
e
2q(a) _
g =—3"po

)

m

[5.14]

[5.15]

[5.16]

[5.17]

[5.18]

Assim, para um dado modo (m,n), fica completamente determinado o valor do

denominador ¥%"|,.. na [5.4]. Na segdo seguinte, sers mostrada a obtengio da parcela

L pma do numerador da [5.4].
5.3. Expressao para o fluxo perturbativo

Lembrando a [2.26]:

X*+F?

vy = —( VAt () dx)

c

que, aplicada ao caso, escreve-se como

22+F2

Vhipo ) ==( [ V(w00 dx?),

[5.19

[5.20]

sendo o limite inferior ¢ uma constante, arbitrada de forma que a componente segundo u

do campo perturbativo aplicada na superficie u = ¢ tenha anulada sua média em 6;.
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Tomando entdo a componente contravariante radial do campo perturbativo gerado

pelo anel de corrente, de acordo com [A.23]:

Y(po,u,0:) = v/ g b5, (o, u, 6:) - [5.21]

A componente fisica b;, é dada pela [4.59] em termos de coordenadas’cilindricas

(segunda modalidade, conforme o apéndice B):

P poll (19 ) (LN _n
p—— sen(2R0) (b) sen(mﬂ Ro) . [5.22]

p =
No limite %‘1 > 1 pode-se identificar pp = p e §; = 8 , portanto

IL m-—1
b, =bs, = :;nu207rb sen(;go) (pTO) senu . [5.23]

O célculo das componentes do tensor métrico g/ para o sistema toroidal polar heli-
coidal (pt , u = m# — nyp , 6;) consta no apéndice B, bem como o célculo da métrica /g;

usando, portanto, [B.36] e [B.37],

V'l = “EL cos 6, [5.24]

1 — Rop

i [5.25]

N

Entao, aproximando pg = p;:

R! IL m—1 3
bl = VIV glibs, = 0o P Ho sen(zr;i)(po) senu (1 - 2RL,OCOSG,¢) ~

n wn 2wb

R} polL m
~ I:mg ”gﬂ' Sen<2r;§0) (Ebg) senu (1 — IZT cosb; + ) ; [5.26]

retendo, de inicio, os termos até primeira ordem de £%, tem-se
(]

Vbl = Y(/%O)msenu - ___(p_o) m+lsenucos 0: , [5.27]



onde foi feito

p Ry polL ng
= 7rn2 2—ﬂ_sen m . [528]

Levando entdo [5.27] na [5.20]

Uy = —<Y(p?o)m /622+F2 senu dy? — ;—Z(%)mﬂ /22+F2 sen u cos 6, dx2> =

[+

= —Y('(;)—0)m</)zz+p2 senu dx2> + ;—?(T> ! /22+F2<senucos 9t>dx2 =
= —Y( ) (— cos(x® + F) + cos c)+0= Y(pTo)m(cos(X2 —ngsen6;) —cosc) , [5.29]

onde se usou [2.34] para a fungio F2; o termo de primeira ordem de £9-, por ser periédico
(0]
na variavel réapida 6;, é anulado ao se extrair a média. Efetuando agora a média em 6, da

parcela restante,

\I/}I _ —</>22+F‘2 \/g—bl dX2> —

Y Po 27 L 5 27
27r( 3 ) [/0 cos(x* + ngsen 6;) df; — cosc /0 do:| . [5.30]

A constante c pode ser arbitrada, de forma que o segundo termo se anula; a integral

do primeiro termo requer o uso de fungdes cilindricas de Bessel:
27 1 2 27 L 0 = 27 o .
/ cos(x? + ngsen ;) db, = 3 [e’x / e'nen % do, 4 71X / emimasen e 4o, | . [5.31)
0 0 0

Utiliza-se, para tanto, as expressées [Arfken, 1985]

oo o —1
gindsen b, _ Z jl(nq)eiw. — Jo(nq) + Zje(nq)eil& + Z jg(n(j)eilﬁ [532]
£=—00 £=1 t=—oc0

e-—inﬁsenOt _ Z Jl —qu 1€0¢ _jo _nq _*_Zje nq 1[0,+ Z Jl( nq)etl& )
b=—0c0 b=—o00

[5.33)
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Usando [5.32], tem-se:

2o 2n N
/ eindsen 6. dé, = jo(n('j)/ dé: + E Jl(n‘i)/
0 0 =1 0

2

f=—o00

mas, para £ # 0 , tem-se

27 )
/ e dg, =0,
0

2m
/ e't% do, = 2rr ;
0

e, paral =0,

entao

2
/ einqsen 6t df; = 21rjo(n§) ’
0

e, de forma andloga, partindo da [5.33]

2m
/ eirdsen b 4o, — 91 Jo(—ng) .
0

Portanto
2 » 3 17 :c2 . —ie? ~
/0 cos(x* + ngsen 6;) df; = 5 [e"‘ 2nJo(ng) + e~'X 2WJ0(—RQ)] ;
mas
Jo(—ng) = Jo(ng) ,
portanto

27
/ cos(x? + ngsen 8;) df; = %277‘70(n(j)[ei’22 + e—iiz] = 21 Jo(ng§) cos x° .
0

Assim,

=2 2
1= =\ _ _ XHF 1 2\ _
Yy (po, ) = Vbl dx® ) =
=¥ (%) o(ng) cos * .
64

™ -1 2n
% dfy + Y Tu(nd) / e't? do,

[5.34]

[5.35]

[5.36)

[5.37]

[5.38]

[5.39]

[5.40]

[5.41]

[5.42]



Esse resultado deve ser aplicado A ressonancia para a substituicdo na [5.4] :

\I!}‘I(p_o’a)lpmn = Y(przn) JO(nQ)IPmn COSl—L ’ [5’43]

onde Y , dado pela [5.28] , vale

PRy polL ng
Y = wng 5 sen 2Re )’ [5.44]

e G(po) , dado pela [3.20] para 0 < pgp < a , vale

s~y _ = @ [P0 _ 1 [“p
(o) = a(70) g5 [ 2 -+ Ago) = = [ 0o )] 549

onde, uma vez que estd sendo estudada uma ressonéncia especifica, tem-se

m

4(pmn) = — [5.46]

sendo o coeficiente de assimetria do campo poloidal A(pg) dado pela [3.14]. Para

a < po < b, a [3.42] fornece

q(po) = % [%Po In ﬁ;_c + (———9 s iA(a)) 0o— S 21;(a))a pio] . [5.47]

Tem-se assim todos os elementos para proceder a comparacéo da funcio de fluxo dada
pela [5.2] com a hamiltoniana do péndulo. Na se¢io seguinte, os resultados obtidos até aqui
serdo reunidos de forma apropriada para proceder essa comparacio. Como consequéncia

imediata serd obtida a expresséo analitica para a largura das ilhas magnéticas.

5.4. Comparacao da fungao de fluxo média com a hamiltoniana do péndulo

nao-linear

Levando em consideragio a [5.43] , pode-se tomar a [5.4] e escrevé-la na forma

Apo)? 2 m
Bl 2 [0ty (2) " Tl covd]. 545)
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" _ _
onde A = —p2,, 9% |,,.. ; usando agora cosu = 1 — 2sen®§ :

(iz’:,)z = [0+ ¥ (%) " 50(nd) - 2¥ (£2)" Jo(nd)
(Apo)? _ 4Y (poy™ ng - < ;
p;i = ( 3 ) Jo(n§)| pmn ( QY(.”b—O)mJo(nﬁ) + ‘2)

Fazendo entao

tem-se

u
2
sen 5] y

4Y m .
w? = 7(7) Jo(nd)|ppmn
C 1
= - ™ + '2' )
2Y(%) Jo(ng)
_ 2
—1215 — sen? ;] % [1 - K 2senz-—]

1
K?
(Apo)?
o2 = Wz[
mn

Supondo, em primeira opgao, W2 > 0 e extraindo a raiz,

Pmn

K

No caso W? < 0 pode-se partir de

1
=\ 2
(Apo) ~ K (1 - Kzsenzg-) .

1 m ~ _
Uy =0%— §(Apo)2nql‘1’6 - Y(/;—O) |Jo(ng)| cos u ;

entdo, impondo ¥y = constante e isolando (Apy),

(Apo)? _ 2
p?nn (nq_"Pé)Ipmn p?nn
fazendo cos it = —1 4 2 cos? %, vem
(Apo)® _ 2 po\™ N
o= | =0+ Y (F) 1e(n)] - 2v (

66

Po
b

)" 19o(nd)]

u
cos? =

2

-3 - wn) - Y (2) " 19a(n)] cosl

|

[5.49]

[5.50]

[5.51]

[5.52]

[5.53]

[5.54]

[5.55]

[5.56]

[5.57]



ﬁ] : [5.58]

(Apo)? _ 4_Y_ Po\™ ng - < 2
2 A (b) o(nd)l [( zy(%)mljo(né)l i
W(l _ K2 COSZ _g); [5'59]

entao
Assim, tomando-se sempre o médulo de Jo(n§)|,,., , a expressao € vilida para ambos

os casos (Jo(ng) > 0 ou Jo(ng) < 0), com o tdnico cuidado de alterar o seno para um

CO-S€eno no Segundo caso.
pa’ra‘ JO(""?)IPmn > 0 ;

Resumindo:
{ +%(1 - K?sen?%) ;
)E? pa‘ra‘ JO(n(‘j)IPmn < 0 *

=

(Apo)
Pmn K2 cos? %
Pode-se agora, por comparagdo com o diagrama de fases do movimento do péndulo

7 (1~

nao-linear, deduzir a equagdo da separatriz e dela obter a largura das ilhas magnéticas.

A separatriz é representada com K = 1; com K > 1 tem-se as curvas de libragdo e com

K <1 as curvas de rotagio, conforme esquematizado na figura (5.1, pag.69).

5.5. Expressao para a largura das ilhas magnéticas

Tomando entao K =1 , com @ = m; — np — ngsenb;
1

(Apo) o ;mb; —ngsenf; np.|? ml; ngsenf; nyp
el VAPV 1— -2 = — - .
- +W sen? ( 5 5 ) +W cos[ 5 5 5 ]

[5.60]

Para uma se¢do ¢ = 0, 27,4, etc ,
(Bp0) o Ly cos( MO ndsen: [5.61]
Pmn 2
mé, — ;zqsené’t) ; (5.62]

ou
(Apo) = po — pmn = LpmaW COS(
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portanto

Po = Pmn [1 + Wcos( mb: — ;qsene,)] . [5.63]

A funcao dada pela [5.63] é que fornece a estimativa da largura das ilhas magnéticas;
para tanto, pode-se esquematizar o seu grafico em termos de coordenadas pseudo-toroidais,
visto que a coordenada pg, por depender de 6, ndo é conveniente como parametro para
o tragado. A figura (5.2, pag.70) ilustra a [5.63] em termos de p e de 6 (cuja diferenca
em relagdo a 6, foi negligenciada); para evidenciar a dependéncia de py em 6; e seu efeito
na descri¢do das ilhas foi aplicada, ao termo (Apg), a conversdo dada em [B.40] para p;
(aqui confundido com pg). Pelo grifico, nota-se uma certa desigualdade na largura das
ilhas ao longo do percurso poloidal; como se procura apenas uma estimativa para esse
valor, tais diferengas nao sdo relevantes. E viavel, nesse contexto, tomar a semi-largura
das ilhas em termos do préprio pg, maximizando o co-seno na [5.63]. Ainda no gréfico
(5.2), pode ser observada a nio-uniformidade na extensdo poloidal das ilhas, que se deve
aos efeitos toroidais envolvidos na aproximacédo considerada (evidenciados no fator §); em
uma aproximagao cilindrica, o ciclo poloidal seria dividido em angulos iguais.

Desta forma pode-se dizer, partindo da [5.63], que o espacamento radial entre a

separatriz e a superficie racional de equilibrio é dado pelo termo

[5.64]

5= Wcos(met — ndsen9t> .

2

e, pela [5.64], a semi-largura aproximada da ilha é obtida para os valores de 6; que

maximizam o co-seno; assim,

Jmaz = Pmn w ’ [565]

que € a féormula procurada para calculo da largura das ilhas magnéticas geradas pela
pequena perturbacdo criada pelo anel de corrente, segundo a aplicagdo do Método das

Médias. Os resultados obtidos seguem no capitulo seis.

68



0.125
~
&
~
?\ 0.100} €e1To menor
0
0.075¢
e — ——
s T
—  — —
0.025}
[ parede do Tokamak
0 ) . . /
- 0 +W
6 (rad)

Figura 5.1

Separatriz com Curvas de Libragao
e de Rotagao

(para uma visualizagiio mais clara,
a escala vertical foi exagerada)

69



0.125

~
$ 0.100} ™~
°.\ eiTo menor
~o
0.075¢
0.050 } §  max |
>““M o EDE
1
0.025¢t W
parede do Tokamak
0 /
- 0 +7

0 (rad

Figura 5.2

Separatriz com Indicacao da Largura
das Ilhas Magnéticas

(m=7;n=2)

(para uma visualizagao mais clara,
a escala vertical foi exagerada)

70



CAPITULO SEIS

RESULTADOS NUMERICOS OBTIDOS

Neste capitulo sdo apresentados, em termos numéricos, os resultados obtidos para a
largura das ilhas magnéticas criadas pelos anéis de corrente, conforme a formulagio obtida
no capitulo cinco; é exposta uma justificativa para a escolha dos valores dos parametros,
seguida de um levantamento dos perfis caracteristicos do equilibrio utilizado. A largura

das ilhas é expressa, nos dois modos estudados, em funcao da corrente I aplicada no anel.

6.1. Parametros do Tokamak (TBR 1)

Neste trabalho, foram escolhidos os parametros do Tokamak TBR 1, em operagéo no
Instituto de Fisica da USP. Seus raios maior (Rp)e menor (b) sdo iguais a 0,30m e 0,11m
, respectivamente. Para o raio da coluna de plasma (a), adota-se 0,08m, que é o raio do
chamado ”limitador material”, que consiste em um anel metéalico delgado posicionado em
um plano ¢ = constante e que tem por finalidade deter o deslocamento da coluna de plasma
(o limitador material ndo deve ser confundido com o limitador ergédico, constituido pelos
anéis externos ao Tokamak; no presente trabalho, o efeito que o limitador material exerce
sobre as linhas de campo e superficies magnéticas fora da coluna de plasma é ignorado,
visando a simplificagdo do modelo). Para o campo magnético toroidal de equilibrio tem-se
o valor medido de 0,507 no eixo menor do toro. A corrente de plasma I, o fator de
seguran¢a na borda do plasma g(a) e o parametro v se encontram vinculados, e devem
ser encaminhados certos ajustes para que fiquem consistentes entre si: I, pode ser medida
por uma bobina externa ao vaso toroidal e é da ordem, tipicamente, de 10kA (este valor
se refere ao "platd” da descarga de plasma, com duragao da ordem de Hms). Quanto
a distribuicdo radial da densidade de corrente j,(p), até o momento se dispée apenas

de modelos que procuram conduzir a resultados coerentes com a configuragdo magnética
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esperada. E o caso da funcao "peaked model”, apresentada conforme [3.12], que define um
pico (74(0) = jo) no centro do plasma, decaindo até j,(a) = 0 na sua fronteira. Escolhido
esse perfil na equagdo de Grad-Shafranov, o fator de seguranca fornecido pela solucio
envolve o parametro v no seu perfil radial, bem como o valor da corrente de plasma,
conforme [3.23]. A comparagio entre g(a) e ¢(0) conduz ao vinculo g(a) = (v + 1)g(0)
(com ¢(0) = 1, conforme exposto na segio [1.4]) . Assim. o fator de seguranca médio na
fronteira do plasma é adotado como inteiro (posto que v também o foi). Fazendo py = a

na [3.23], tem-se
_ 2ma’B,
NOIpRO ’

que resulta em g(a) = 5,3 tomando I, =10kA; atendendo & exigéncia de g(a) inteiro,

q(a) [6.1]

arredonda-se para § e, para tanto, I, deve ser ligeiramente modificado usando a [6.1], o
que fornece I,=10,67kA. O parametro v, portanto, assume o valor vy =5—1=4.

Um resumo desses valores se encontra na Tabela (6.1).

TABELA 6.1. Parametros do TBR 1

SIMBOLO SIGNIFICADO VALOR
Ry raio maior 0.30 m
b raio menor 0.11m
a raio da coluna de plasma 0.08 m
q(a) fator de seguranca na borda do plasma 5
¥ parametro 4
I, corrente de plasma 10.67 kA
B, campo toroidal 0.50 T
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Quanto aos parametros referentes aos anéis de corrente, foram arbitrados tendo em
vista um experimento hipotético, cujas disposi¢des construtivas nio divergissem muito das
condigoes supostas para simplificagio do modelo. Os limitadores ergédicos construidos para
o TBR 1 [Araiijo, 1993] em nimero de 4 néo sdo, em primeiro lugar, igualmente espa.(_;a.dog
no percurso toroidal (figura 1.10, pag.25), o que dificultaria a introdug¢io da dependéncia
em 2', modulada em pulso quadrado, conforme [4.47]; além disso, os 14 fios que formam
cada anel ndo sdo uniformemente espagados (visando incorporar o efeito toroidal, o que nao
é considerado por Pereira [Pereira, 1994] devido ao tratamento em geometria cilindrica).

A escolha do nimero L de fios estd associada aos modos que se deseja perturbar.
No caso, tem-se em vista a produgdo de estocasticidade na periferia do plasma, situada
radialmente em a =8,00cm e que, neste modelo, é caracterizada pelo fator de seguranca
g(a) =5. Uma alternativa apropriada é produzir duas cadeias de ilhas magnéticas em
posicoes radiais determinadas, de forma que a fronteira do plasma fique compreendida
entre as duas. Os dois modos tém necessariamente o mesmo valor de m, pois uma vez
instalado o anel com L fios, tem-se, pela [4.51], m = % Conforme a formulagéo obtida
no capitulo cinco, a largura das ilhas decresce com o aumento de n. Assim, a fronteira
do plasma deve ficar entre as superficies racionais (m, 1) e (m,2). E plausivel, portanto,
a escolha de m =7, pois leva a destrui¢do das superficies magnéticas racionais associadas
aos fatores de seguranca % =70e % =3.5 ; assim a periferia do plasma, com fator de
seguranga J , fica sujeita as condicOes desejadas. O niimero de fios do anel de corrente fica
determinado pela [4.51] : L = 2m =14.

E mantido o valor da largura de cada anel g=8.,0cm, e seu posicionamento radial é
suposto coincidente com o raio menor do Tokamak, ou seja, 0,11m. Deve-se lembrar que,
de acordo com as suposigoes feitas no capitulo quatro, a espessura da parede metdlica do
vaso toroidal foi desprezada, tendo em vista o modelo de campo de vécuo adotado. Os

parametros analisados nesta se¢do estdo agrupados na Tabela (6.2).
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TABELA 6.2. Parametros dos anéis de corrente

Modos estudados:

m=7,n=2
SIMBOLO SIGNIFICADO VALOR
P numero de anéis 4
largura 0.08 m
L numero de fios 14
I corrente 100a500A

6.2. Perfil radial das quantidades de equilibrio

Para as quantidades de interesse, a tabela (6.3) referencia as expressées obtidas no
capitulo trés, que, quando aplicadas aos parametros do {tem anterior, resultam nas curvas
das figuras (6.1 2 6.9, pags.79 a 86), que descrevem os seus perfis radiais. J € a densidade de
corrente; A o coeficiente de assimetria do campo poloidal; ¥ a fungéo de fluxo magnético
do modelo cilindrico, tomada como aproximacio de ordem zero do fluxo no modelo toroidal,
sendo o campo poloidal médio By, proporcional & sua primeira derivada radial ¥o'; § é o

fator de seguranca médio. Sao utilizadas unidades do S.I.
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TABELA 6.3. Perfil das quantidades de equilibrio

SIMBOLO 0<po<a fig a<po<b fig
jo [3.12] (6.1) (zero) -

W, [3.21] (6.2) [3.34] (6.3)

(By,) [3.19]4[3.22]  (6.4)  [3.19]+[3.35]  (6.5)

A [3.14] (6.6) [3.41] (6.7)

q [3.24] (6.8) [3.36] (6.9)

Observagao: para a interpretagio dos gréficos dos perfis radiais (figuras 6.1 a 6.9, pags.
79 a 86), é viavel negligenciar a diferenca entre as coordenadas po (do sistema adotado) e
p (do sistema pseudo-toroidal).

Pode-se destacar, por observagao dos graficos obtidos, o pico da densidade de corrente
no centro do plasma e seu decaimento até a anulacao na fronteira do plasma; na funcao
de fluxo, o ponto de inflexdo préoximo a metade do raio da coluna de plasma, responsavel
pelo méximo do campo poloidal médio nessa posi¢ao; o decaimento do campo poloidal fora
do plasma, bem como o crescimento significativo do coeficiente de assimetria nessa regiao;
quanto ao fator de seguranca, seu perfil dentro do plasma é coerente com os resultados

inferidos a partir de observacoes experimentais realizadas no TBR-1 [Vannucci e Gill 1989).

6.3. Coordenada radial correspondente aos modos estudados

6.3.a) modo (7,2)
A superficie magnética racional associada a m = 7 e n = 2 tem seu fator de seguranca
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médio dado por

q(pmn) = —=5=3,5. (6.2]

De acordo com os graficos (6.8) e (6.9), esta superficie se enquadra no caso 0 < po < a.
Tomando a [3.24] com v =4 , para m = 7 e n = 1, o valor de p,, pode ser obtido com

resolugao numérica, por tentativa e erro, da equagio

2 2 . 2 2 " A
L4 (1= 2m) 4 (1= 222 (- Pyt - eyt 20D g ey

a? a? m
que oferece como resultado
pmn = 0,06685m . [6.4]
6.3.b) modo (7,1)
Como o fator de seguranca médio da superficie magnética racional associada a este

modo vale 7 , os gréaficos (6.8) e (6.9) indicam que se trata do caso a < pg < b. O valor

de pmn pode ser obtido diretamente da [3.36]:

m
mn — Q@ — s 6.5
p @) [6.5]
e resulta
Pmn = 0,09466m . [6.6]

As coordenadas radiais fornecidas por [6.4] e [6.6] , quando levadas as expressoes dos
perfis radiais do item 6.2 , resultam nos valores utilizados para o cdlculo da largura das

ilhas magnéticas para os dois modos estudados.
6.4. Largura das ilhas magnéticas

A semi-largura das ilhas é fornecida pela [5.65], onde pmn foi obtido no item (6.3) e

W é calculado pela [5.51]

4Y  pmn\™ -
W = —(52)" Jo(nd)l o, - 6.7]
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Nesta expressao, Y representa um agrupamento de parametros relacionados principalmente

« . . "
ao limitador, conforme a [5.28] ; tem-se ainda A = —p2, ¥%"|,. . ., onde \Il%," vem da

[5.14]:

"

¥y = —nq ¥lp. [6.8].

onde ¢’ e ¥( sdo dados, respectivamente, pelas [3.25] e [3.22] para 0 < py < a e pelas
[3.37] e {3.35] para a < po < b; para o calculo de W na [6.7], é necessirio ainda obter o
valor de ¢, dado pela [3.20] para 0 < pg < a e pela [3.42] para a < py < b. Na [3.20],
o coeficiente de assimetria do campo poloidal A deve ser calculado pela [3.14] (o valor
final depende de uma integra¢io numérica). Conforme j4 foi exposto no capitulo cinco, o
problema de valores negativos para W?, origindrio do sinal de Jo(nq), pode ser facilmente
contornado, tomando-se 0 médulo e trocando a [5.54] pela [5.59], o que altera apenas a
disposicdo poloidal das ilhas, mas ndo a sua largura.

Alguns resultados intermediarios de interesse estdo resumidos na Tabela (6.4); sdo
utilizadas unidades do S.I. E interessante expressar a largura das ilhas 2§, em fungio

da corrente I aplicada no limitador.
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TABELA 6.4. Resultados numéricos

QUANTIDADE MODO (7,2) MODO (7,1)
Prmn 6,69 .102 9,46.102
Jo(ng) -3,25.1071 5,49.1072
A ) 8,07.1073 8,34.1073
Y(I) 7,05.1078 ] 1,42.1077 1
w(I) 589.107*vI  3,48.1073 /T
26maz () 7,88.1073T  6,58.10~*/T

Os valores da largura 2§ das ilhas magnéticas para os modos (7,2) e (7,1) sdo mostrados
em funcio da corrente I no anel, nas figuras (6.10 e 6.11, pags.88 e 89).

E importante lembrar que, apesar de nio se ter uma largura uniforme ao longo do
percurso poloidal (conforme o esquema mostrado na figura 5.2, pag.70), o interesse é
voltado para uma estimativa aproximada das dimensoes das ilhas. Fazendo variar I de
100 a 500 A, a largura varia de 0,8 a 1,8 mm no modo (7,2) e de 6,6 a 14,7 mm no modo
(7,1). As ilhas sao menores nos modos mais internos devido & acao do limitador, que se

concentra na regiao mais proxima a parede do toro.
6.5. Aplicabilidade do Método ao cdlculo da largura de ilhas satélites

O método utilizado se aplica de forma idéntica ao cilculo da largura de ilhas satélites.
O efeito fica focalizado na escolha da expressio para a coordenada helicoidal. De forma
genérica, para o modo (m’,n) , sendo m’ = m + Am (onde Am é inteiro), a coordenada

helicoidal passa a ser x> = m’6; — ny . A formulacio que descreve o equilibrio deve ser
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reescrita em decorréncia dessa alteracio, bem como a perturbacio no fluxo magnético.
Os procedimentos para a obten¢io da expressio da semi-largura sdo anélogos, incluindo a
fun¢do de Bessel Jam(ng) no lugar de Jp(ng), envolvida no célculo das ilhas primarias.
Kucinski e colaboradores efetuaram o célculo da largura de ilhas magnéticas em plasmas
perturbados por hélices ressonantes em Tokamaks: a largura das ilhas satélites mostra forte
dependéncia em ¢, ou seja, da assimetria de q em torno do eixo magnético. O acoplamento

entre modos é evidenciado através da funcio F?2 [Kucinski et al. 1991].
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Observagao: a série adotada para A diverge nos pontos préximos ao eixo menor do

toro, conforme a [3.14].
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CONCLUSAO

Este trabalho, de natureza essencialmente analitica, pesquisa a aplicacao do Método
das Médias [Kucinski et al 1992] na descrigao da estrutura magnética de um plasma con-
finado em Tokamak e perturbado por limitadores ergédicos na forma de anéis de corrente.

Verifica-se que o referido método é aplicdvel a sistemas dindmicos em geral, nio se
restringindo a Fisica de Plasmas. A condicdo bésica é a existéncia de alguma forma de
simetria, que apresente dupla periodicidade e possa ser destruida por uma pequena per-
turbagdo. Um invariante aproximado, fornecido pelo método para descricdo do sistema,
pode proporcionar uma anglise acurada de determinados detalhes do seu comportamento
dindmico. Mostra-se fundamental a escolha apropriada das coordenadas utilizadas, evi-
tando deixar os efeitos de interesse para as corregdes de ordem superior. Qutro ponto
critico é a aplicagao da média, que encobre certos aspectos mais complexos do sistema a
fim de integrabilizd-lo: a escolha de coordenadas orienta para que os detalhes relevantes
sejam preservados nesse processo. Desta forma, o método funciona como um ”filtro” para
visualizar acuradamente certos aspectos de interesse. Sua eficicia é ideal se a perturbacao
ndo for muito intensa; assim o invariante médio nio se afasta demasiadamente da realidade
fisica; por outro lado, para perturbagdes muito pequenas, é vidvel recorrer a um método
aproximativo de formalismo menos sofisticado, que forneca para o sistema uma descri¢ao
satisfatoria.

Tratando especificamente da estrutura magnética de um plasma toroidal com per-
turbagdo nao-simétrica, o método se ajusta bem as necessidades do problema: o sistema
de coordenadas toroidais polares (p¢, 6, ) apresenta a vantagem de conduzir a um resul-
tado satisfatério em aproximagdo de ordem zero, por esta englobar os efeitos toroidais: as
superficies coordenadas praticamente coincidem com as superficies magnéticas, exibindo

o mesmo deslocamento no sentido do equador externo do toro. Uma vez estabelecida a
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escolha das coordenadas modificadas para o sistema aproximado, a aplicagao do método se
mostra relativamente simples, conduzindo diretamente & andlise da estrutura tanto de ilhas
primérias como de ilhas satélites. Pelo Método de Matsuda- Yoshikawa, por exemplo, s6 se
tem acesso a configuracdo das ilhas primadrias; ja o emprego da Teoria Candnica de Per-
turbagoes envolve maiores dificuldades de ordem matemadtica [Lichtemberg e Liebermann
1983].

O modelo de equilibrio utilizado [Kucinski et al. 1990] mostra-se especificamente
adequado para os parametros do TBR-1 mediante o confronto dos valores do fator de
seguranga, inferidos a partir de observagoes experimentais dos modos MHD [Vannucci e Gill
1989], com aqueles fornecidos pelo modelo. Supondo a segio do plasma aproximadamente
circular, foram obtidos, a partir da distribuicdo de densidade de corrente tipo ”peaked
model”, os perfis das demais quantidades de equilibrio, tanto para a regido da coluna
de plasma como para a camada de viacuo compreendida entre ela e a parede interna do
vaso toroidal. Na aplicacao da formulagdo ao TBR-1, seus efeitos toroidais pronunciados
levam a um fator de seguranca local ¢(po, ;) cuja variacido poloidal, ao longo de uma
mesma superficie magnética, é bastante acentuada, notadamente naquelas mais externas.
Isso é evidenciado nas expressdes obtidas para § (valor méximo da parte oscilante de
q), que depende essencialmente do coeficiente A (assimetria do campo poloidal, por sua
vez associada a indutancia interna do plasma). Esse comportamento, caracteristico do
modelo de equilibrio empregado, desempenha um papel importante na configuragiao das
ilhas magnéticas, quando da aplicagdo da perturbacao.

Para a perturbagao, foi tomado o limitador ergédico na forma de anéis de corrente:
sua principal vantagem sobre as hélices ressonantes vem de disposi¢des construtivas, devido
ao espago exiguo disponivel junto & parede externa do vaso toroidal. O estudo do campo
criado pelos anéis de corrente foi aproximado mediante simplificacoes de natureza fisica e

geométrica: ignorou-se o tempo de penetragdo do campo magnético do anel na parede do
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vaso toroidal, e também a resposta dinamica do plasma; tanto a contribuicao dos trechos
de fios na diregdo poloidal quanto os efeitos de borda causados pela sua extensao finita
foram tomados como irrelevantes; o espacamento entre os fios no anel foi considerado uni-
forme, bem como a distribuicéo dos anéis no percurso toroidal; além disso, foi suposto que
a polaridade da corrente é a mesma em todos os anéis. Quanto & aplicagdo do método, a
componente poloidal do campo provocado pelo limitador tem suprimida sua influéncia no
fluxo aproximado, por ocasiao da extracdo da média, o que é garantido pela imposi¢ao de
uma constante de integracaoapropriada. A componente radial, mais diretamente ligada a
formagdo das ilhas, é a que fornece os elementos para a andlise da sua estrutura, sendo
proporcional a corrente aplicada nos anéis, o que leva a largura das ilhas a ser proporcional
a raiz quadrada dessa corrente. A configuragio e as dimensoes das ilhas sdo fortemente
influenciadas pelo valor maximo da parte oscilante do fator de seguranca (mencionada no
paragrafo anterior): para Tokamaks com pequena razio de aspecto (o que implica em um
alto valor para §), verifica-se, pela equacdo da separatriz, uma distribuigao nao-uniforme
das extensoes das ilhas ao longo de um percurso poloidal; numa aproximagio cilindrica
[Pereira 1994], [Vasconcelos 1995], essa distribuicdo se mostra uniforme, assim como o
aumento da largura das ilhas com a coordenada radial se mostra mais acentuado. Essa
ultima constatacao levaria a crer que a estocasticidade na periferia do plasma pode ser
conseguida com um valor critico de corrente I que nio chega a afetar a regido interna do
plasma. A introdugdo do efeito toroidal, evidenciada na [5.51] pelo fator Jo(ng) (associ-
ado a assimetria do campo poloidal), causa um decréscimo na semi-largura §,,4,. Essa
interpretacdo converge com os resultados obtidos analiticamente por Camargo [Camargo
1989] pelo Método de Cary em perturbagdes de hélices ressonantes, onde se constata que
a largura das ilhas, descrita pelo invariante aproximado, é maior sem a introducdo da

correcao toroidal.

Nesse contexto, e atendo-se aos aspectos que concernem as ilhas magnéticas primarias,
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seria possivel concluir que a corrente critica, para produzir estocasticidade préximo a
fronteira do plasma preservando a estrutura das camadas internas, tende a ser mais baixa
para Tokamaks com grande razdo de aspecto, nos quais os efeitos toroidais sio menos
acentuados, levando a uma menor assimetria do campo poloidal e a um fator de seguranca
local com menor variagao poloidal. Contudo, pode-se contestar essa proposiciao se for
considerada a formac&o das ilhas satélites que ocorre no modelo toroidal: essas cadeias de
ilhas, com larguras usualmente inferiores as das ilhas primdrias, inserem-se em posi¢oes
radiais intermediarias, favorecendo a formacao de estocasticidade; devido a esse fato, a
corrente critica sera mais baixa. Portanto, para uma andlise mais rigorosa, seria desejavel
o estudo da configuragdo de ilhas satélites.

Os resultados obtidos analiticamente neste trabalho podem ser confrontrados com a in-
tegragao numérica das linhas de campo referentes ao mocelo adotaco, o que consiste numa
proxima etapa dessa pesquisa; na sequéncia, pode-se proceder a analise das ilhas satélites
criadas pelo mesmo limitador, estudando critérios de estocasticidade; se necessério, pode-

se adotar um modelo mais aprimorado para o anel de corrente, ou também estender o

equacionamento as aproximacoes de segunda ordem.
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APENDICE A
COORDENADAS CURVILINEAS

Neste apéndice, sao apresentadas algumas nogdes bésicas envolvendo o formalismo
para tratamento de coordenadas curvilineas, indispensavel nos sistemas toroidais empre-
gados neste trabalho; é também exposta a formulagdo generalizada para os operadores

diferenciais vetoriais usados com mais frequéncia [D’haeseleer et al. 1991].
A.1. Coordenadas covariantes e contravariantes

Considerando um sistema genérico de coordenadas curvilineas no espaco, um vetor

posigao R pode ser escrito, em termos dessas coordenadas, como
R=x'a1+x*& +x% , [A.1]

ou, alternativamente, como

R=x18" + x26® + x36° . [A.2]

Nessas expressodes, x* = (x!,x?%, x?) sdo as ditas coordenadas contravariantes e xx =

(x1,x2,Xx3) as coordenadas covariantes do vetor R. Os vetores de base covariantes é;(: =

1,2,3) sao tangentes as curvas definidas por valores constantes de x; e xx , sendo

Xi # Xj # Xk (chamadas curvas coordenadas), e definidos por

é;‘ - AT . [A.3]

Os vetores de base é*(k = 1,2, 3) sdo normais as superficies caracterizadas por valores

constantes de x* (chamadas superficies coordenadas) e sio definidos por

ek = vxk. [A.4]

A figura (A.1, pag.101) ilustra as duas representagdes indicadas.
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Assim, as intersegOes entre as superficies coordenadas sdo as curvas coordenadas;
fazendo os indices i, j € k em permutacdo ciclica dos valores 1, 2 e 3 , pode-se escrever as

relacoes entre os vetores de base contravariantes e os covariantes na formas:
éi =cié? x & [A.5]
i ia ,\
é'=c'éj x é , [A.6]

onde os coeficientes ¢; e ¢! podem ser relacionados multiplicando escalarmente [A.5] e [A.6]

por é; e lancando mao da propriedade de ortonormalidade satisfeita pelos vetores de base,

expressa por

é; - eF = sk [A.7]
Portanto:
ci=+/9 [A.8]
. 1
c'= , A9
7 [A.9]

onde ,/g representa o Jacobiano da transformacéo de coordenadas R= E( xt, x2%, x3), dado
por

\/§=é1 <€y X €3 . [A].O]

Nesse contexto, e utilizando a notagéo de soma de Einstein, o elemento de linha d¢ '

orientado ao longo da curva coordenada x* tem a forma

i aff . .
d' = Ly = eidy All
o X = Gidx [A.11]

e o quadrado de seu médulo, empregando a notagao de soma de Einstein, pode ser expresso

como

di® = gidx'dx* , [A.12]

onde g;r sdo as componentes covariantes do tensor métrico do sistema de coordenadas

curvilineas.
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Comparando [A.11] com [A.12] tem-se
g,'k' =€;- €. [A.13]

As componentes contravariantes do tensor métrico sdo obtidas por um procedimento

analogo, que leva ao resultado

gt =¢.¢é". [A.14]

Pode também ser demonstrada a relagdo [D’haeseleer et al., 1991]

det gik = [A.15]

—— =
det gi*

As componentes do tensor métrico permitem obter relagdes entre as componentes
covariantes (A;) e as contravariantes (A') de um vetor genérico A = A'¢; = A;é', pelas

chamadas operagoes de "rebaixamento” e "levantamento” de indices
A; = AFgrs [A.16]

A = Argtt; [A.17]
onde vale a notagdo de soma de Einstein.
Como exemp.o de ap.icacdo, pode ser dada a expressdo para o produto interno de dois
vetores A e B:
A-B=A;B", [A.18]
ou (sempre usando a notagdo de Einstein)

A-B=A'B;, [A.19]

onde foi considerada a propriedade dada em [A.7]; o quadrado do médulo de um vetor A

fica

A" = g™ Aidr . [4.20]
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No caso particular em que sdo nulas as componentes nao-diagonais do tensor métrico,

ou seja,

gik =0 para 1#k, [A.21]

o sistema de coordenadas curvilineas é dito ortogonal. (Apenas alguns poucos sistemas
utilizados em Fisica, como o helicoidal e o toroidal polar, empregado neste trabalho, fogem
a esta categoria). .

Nos sistemas ortogonais, a [A.20] pode ser escrita na forma

2

14" = AcisAcis [A.22]
onde
; 1
Aci> = /grkA' = _kkAi ) [A.23]
)

sendo que o indice repetido k£ ndo soma. A<;> sao chamadas componentes fisicas” do vetor
(pois suas dimensdes coincidem com as do vetor representado, o que nio necessariamente
ocorre com A’ e A;). Para representacdo do vetor com as componentes ”fisicas”, sdo

geralmente usados os vetores de base ortonormais:
A= Aci>éqs, [A.23]
que respeitam a propriedade
€<i> * €<j> = 0i5 [A.24]

relacionando-se com os vetores de base covariantes e contravariantes segundo

é<i> = Vg*kei = Jgike' [A.25]

onde o indice k£ nao soma.
Os vetores de base ortonormais de um sistema ortogonal sdo também empregados

como auxiliares na representacao covariante ou contravariante em sistemas nao-ortogonais.
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No apéndice B deste trabalho, por exemplo, o sistema helicoidal cilindrico utiliza a base
ortogonal do sistema cilindrico; o sistema toroidal polar (py, 8:,¢) utiliza a base ortogonal
do sistema toroidal convencional (¢,w, ¢).

Entre os sistemas ortogonais, existem sistemas nos quais as coordenadas contravari-
antes coincidem com as covariantes para qualquer vetor (por exemplo, coordenadas re-
tangulares), simplificando bastante o cdlculo vetorial; contudo, para equacionamentos nos
sistemas usados para representagio de geometria toroidal, torna-se indispensavel adotar o

formalismo aqui apresentado.

A.2. Operadores diferenciais vetoriais em coordenadas curvilineas

generalizadas

O gradiente de uma fungéo escalar qS(ﬁ) é obtido por

Vé = gj‘ Vx'; [4.26]
ou, considerando a [A.4]:
Vé = 0;é", [A.27]
onde
06 = (V)i = 3o (4.2

sao conhecidas como componentes covariantes do gradiente. Apesar de ser também viavel
exprimir o gradiente usando suas componentes contravariantes, ndo é um procedimento
céomodo, pois envolve o uso do tensor métrico. Para outros operadores, também é mais
conveniente a representacao covariante.

Tomando uma fungao vetorial A=Al e lembrando, do célculo vetorial:

V- (¢F)=¢V -F+F.-V¢, [A.29]
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o divergente de A fica, considerando a [A.26],

V-E=A"v.é,-+a—A.; [A.30]
ox?
mas
o
V. ér = 19vg. [A.31]

levando [A.31] em [A.30], tem-se

-~ 1 0
V.- A= —\/—55}7(\/@4") : [A.32]

-

Tomando agora a fung¢éo vetorial A(ﬁ) e empregando a propriedade do calculo vetorial
V x (pF) = V¢ x F + ¢(V x F), [A.33]

o rotacional de A fica

VxA=VA; x Vx'. [A.34]
A primeira componente contravariante do rotacional pode ser expressa na forma

0A; .

(Vx A) = R ICRE [A.35]

sendo as duas restantes expressas de maneira andloga. Subsistem apenas dois dos nove

termos da somatéria da [A.35], que sdo (é2 X €3 - €1) e (€3 X €3 - €;1) , resultando

(V x A)' = \—15(02/43 _ 8 A,), [A.36]

onde o indice em O se refere 4 notagdo exposta em [A.28] ; analogamente, as componentes

restantes ficam

(V X A-.‘)z = Lg(agAl - 61A3) [A37]

3 1

(V x A) =\/~(7
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Finalmente, dada uma fungéo escalar ¢ , o seu laplaciano V2¢ = V - (V¢) pode ser

expresso, usando a [A.32] e a [A.26] , como

2y L 0 ( o ii0¢

E ainda utilizado, neste trabalho, o operador diferencial eliptico chamado ” Operador
de Grad-Shafranov Generalizado”, aplicado ao fluxo magnético ¥ e simbolizado por A*¥;

sua defini¢do estd contextualizada nos célculos expostos no apéndice C.
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Figura A.1

Coordenadas de um ponto genérico P em um sistema curvilineo ( x1x2o3),
referenciadas a um sistema retangular (z,y,z ) As curvas coordenadas sdo definidas nas
interseges entre as superficies s coordenadas x* = const que contém P; os vetores de base

covariantes é;, dados por a—fv, 520 angente s as curvas Y'; os contravariantes é¥, dados por

Vx*, sdo normais as superficies y* = const.
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APENDICE B

SISTEMAS DE COORDENADAS ENVOLVIDOS
NESTE TRABALHO

Neste apéndice sao apresentados, de acordo com o formalismo exposto no apéndice
A para tratamento de coordenadas curvilineas, os sistemas de coordenadas referidos no
trabalho. Por néo ter sido encontrada na literatura uma abordagem pormenorizada de to-
dos estes sistremas reunidos, procurou-se expor detalhadamente a defini¢ao das superficies
coordenadas em cada um deles, assim como algumas de suas singularidades, em especial
daqueles empregados para geometria toroidal. Como referéncia geral pode-se tomar [Viana
1994] e [Kucinski et al. 1990]. A sequéncia de apresentagao dos sistemas é: retangular,
cilindrico (em trés modalidades, incluindo o pseudo-toroidal), cilindrico helicoidal, toroidal
convencional, toroidal polar e toroidal polar helicoidal; para cada um deles, é indicada a
determinagdo de um ponto arbitririo em termos da intersecao entre superficies coorde-
nadas, seguida dos procedimentos necessarios para o calculo das componentes do tensor

métrico.
B.1. Coordenadas retangulares

A aplicacao das relagoes do apéndice A ao sistema retangular, apesar de ser trivial,
tem utilidade como referéncia para os outros sistemas.

Coordenadas contravariantes:
xX'=z, =y, x*=z; [B.1]

conforme a figura (B.1, pag.117); um ponto genérico P fica determinado pela intersegao
das trés superficies coordenadas x* = constante.

Superficies coordenadas:
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plano yz
plano zz
plano zy

Representagao de um vetor :

(z = const)
(y = const)

(z = const) .

R=zi+yj+z2 [B.2]
Base covariante (pela [A.3]):
G =3, &=, 63 =3 [B.3]
Tensor métrico covariante (pela [A.13]):
gn=2-2=1,g12=2-J=0=g21, g3 =7-2=0=gs,
Métrica (pela [A.15]):
Vg =4/det[gi;] =1. [B.5]

A nulidade das componentes nao-diagonais do tensor métrico indica que o sistema é

ortogonal. Nesse caso particular, o tensor métrico é o préprio tensor identidade e todas

as componentes covariantes coincidem com as contravariantes, o que é justificado pela

morfologia dos eixos coordenados.

B.2. Coordenadas cilindricas

Nesse sistema, assim como nos que seguem, a aplicagdo das relagoes do apéndice A

esclarece a distingao entre as representagoes covariante e contravariante.

Coordenadas contravariantes:
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Superficies coordenadas:

superficie cilindrica (r = const)

semi-plano (¢ = const)

plano (z = const) ,
caracterizando uma  disposi¢do  dextrogira, conforme

figura (B.2.a, pag.118).

Este sistema esta ligado ao retangular pelas relagoes
z=rcosp (r>0)

y=rsenp (0<¢ < 2m)

z=z (—00<z<00),

portanto

-

R=rcospi+rsenpy+ 2% .

Base covariante (pela [A.3]):

. OR ) .
elza—r:cosgox+sen<py=ér
. OR ) .
€2 = —— = —Tsenr +rcospy =e€
6(,0 2 Y
. OR . .
€3 = =Zz=¢,.

T 0z

Tensor métrico covariante (usando [B.9] na [A.13]);

gun=¢er-é =1 g12=6€r-€,=0=g01, 13 =&, - €; =0 = g31,

2 ~ — 2 _ 2 a - - 2 ~ -
g22 = €4 €, =7, g3 =€,-€, =0=032, g3z =€;-€;=1.

Meétrica (pela [A.15]):

: VG = \fdet 'gij =7 .
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Portanto este sistema também é ortogonal, pois o tensor métrico é diagonal. Uma
forma interessante de verificar os célculos pela propriedade [A.15] é determinar a base e o
tensor métrico contravariantes, a partir da base covariante e da métrica. Além disso, neste
trabalho existe interesse em calcular as componentes do tensor métrico nas duas formas,
pois ambas sao necessarias para escrever a equacao de Grad-Shafranov em cdordenadas
generalizadas.

Base contravariante (usando [A.6] e [A.9]):

1
€" = —é, X é; = cospZ + sen py
Vet
1
6P = 8, xé = ——nPy P, [B.12]
V9 r
N IV 5.
e” = —\/_—g—er X€p=2;
comparando [B.12] com [B.9], tem-se
ar s a 1. .
é" =é,, e¥ = % e =¢,. [B.13]
Tensor métrico contravariante (pela [A.14]):
gll —er. e = 1
o 1
g2 =¢%.¢% = = [B.14]
33 z 4z

as componentes nao-diagonais resultam nulas, assim como as covariantes. A [A.15] é

verificada calculando /g = \/ﬁi = r. A escolha para cédlculo da métrica a partir da
gl

base covariante ou da contravariante é indiferente, e pode ser feita da forma em que os

calculos sejam mais diretos.
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Como este sistema € ortogonal, existe a representagdo ortonormal, que pode ser em-
pregada como auxiliar na representacdo em sistemas mais complexos e nio-ortogonais,

como o cilindrico helicoidal. Pela [A.25], a base ortonormal é:

A Al AP o A
€<r> = 4/g11€ =€ = ¢€r,

E<o> = \/g226" =1E¥ = =&, [B.15]

~ ~3 Az A
€<z> = 4/g33€ =€ = ¢€;.

No tratamento analitico de sistemas toroidais com raio maior Ry e raio menor b, o
sistema cilindrico pode ser empregado em trés modalidades diferentes:

Na primeira, (x!, x%,x®) = (r, ¢, z), de forma que o eixo z coincida com o eixo maior
do toro e ¢ seja o angulo toroidal, conforme a figura (B.2.a, pag.118)

Na segunda, (x!,x2,x%) = (p,6,2'), de forma que o eixo 2z’ coincida com o eixo
menor (retificado) do toro e 6 seja o angulo poloidal; a relagao entre as duas modalidades
apresentadas é

!

r =Ry — pcosé, cp:i-, z = psenf . [B.16]
Ry

A figura (B.2.b, pag.119) mostra a disposi¢ao dessas coordenadas.

Na terceira, (x!,x%,x3) = (p, 0, ¢), sendo que p e  coincidem com os correspondentes
da segunda modalidade apresentada acima; ¢ = I;—Io é o proprio angulo toroidal da primeira
modalidade, como ilustra a figura (B.2.c, pag.120); esse novo sistema, conhecido como
” pseudo-toroidal”, funciona como uma aproximagao razoavel dos sistemas toroidais mais
complexos, principalmente nos limites de grande razao de aspecto; deve ser tratado com

cuidado, pois a coordenada radial p, para || < 7, é limitada pelo eixo z da primeira

modalidade, conforme a figura (B.2.d, pag.121).
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B.3. Coordenadas cilindricas helicoidais

Coordenadas contravariantes:
xtzrxt=u =2, [B.17]

onde

u=p-—az [B.18]

e o é um numero real que representa o ”"passo” das hélices; (r,¢,z) sdo as coordenadas
cilindricas.

Superficies coordenadas:

superficie cilindrica (r = const)
helicéide com eixo em z (u = const)
plano (z = const)

conforme a figura (B.3, pag.122).

A relagao entre essas coordenadas e as retangulares é:
z=rcos(u+az), y=rsen(u+az), z==z2. [B.19]
Portanto, a representagdo de um vetor fica
R =rcos(u + az)i + rsen (u + az)j + 25 . [B.20]

Devido & dependéncia entre x? e x3, nao se espera ortogonalidade nesse sistema.

Base covariante (pela [A.3]):
€, = é, = cos(u + az)Z + sen(u + az)y

€y = €y = —rsen(u + az)i + rcos(u + az)y [B.21]

€3 = €, = —arsen(u + az)i + arsen(u + az)j + 2 .
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rd
E conveniente para a sequéncia dos cdlculos expressar a base covariante em termos da
base ortonormal do sistema cilindrico, dada por [B.15] em termos de [B.9]; por comparagio

com [B.21] tem-se:

(.33
-

I

>
A
<
A\

é2 = Té<‘p> [B22]
€3 = €<a> + arécy> .

Tensor métrico covariante (pela [A.13], aplicada em [B.22)):
g1 = E<r> > =1

912 = €<r> " Técp> = 0=gn
913 = €<r> + (E<z> + arécy>) = 0= g3

— D 5 — 2

922 = TE€Lp> "*TELp> =T
—_— 5 2 — 2 __
923 = récy> - (E<o> + arécy>) = ar’ = gz,
(a A A A 2.2
933 = (€<z> +arécy>) - (E<a> +arécys) =1+ a’r [B.23] .

O tensor métrico, como se pode observar, nido é diagonal, por se tratar de um sistema
nao-ortogonal.

Métrica :
V9 = /det[gi;] = r?; [B.24]

esse resultado pode ser verificado, como foi mostrado para as coordenadas cilindricas,
construindo a base contravariante a partir da covariante por aplicagio de [A.6] e [A.9],
obtendo em seguida o tensor métrico contravariante pela [A.14] e verificando a métrica
pela [A.15]. .
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O sistema helicoidal cilindrico, para aplicacio em geometria toroidal, deve ser

construido a partir do cilindrico na segunda ou na terceira modalidades apresentadas na

secdo (B.2).

B.4. Coordenadas toroidais convencionais

Coordenadas contravariantes: .

1 — 2 — 3 —
X =§)X =w, X =9 [B.25]
Superficies coordenadas:
semi-plano com origem sobre o eixo z (¢ = const)
superficie esférica centrada sobre o eixo z (w = const)
superficie toroidal com eixo menor no plano zy (¢ = const) .

Como ilustra a figura (B.4, pag.123), os centros O¢ e O,, das circunferéncias £ = const
e w = const sao definidos diferentemente para cada ponto P. A figura é bidimensional,
sobre um plano ¢ = const, tendo ¢ o mesmo significado que tem no sistema cilindrico,
ou seja, corresponde ao angulo toroidal. O ponto O’ indica o ”centro” do sistema, e O
indica o centro de um sistema pseudo-toroidal de referéncia (que estd no eixo menor do
toro). Dado um ponto P, O,, fica determinado na interse¢édo do eixo z com a mediatriz do
segmento O'P. A coordenada w é o angulo medido desde o equador externo até a tangente
a w = const no ponto O'. Para que £ = const intercepte ortogonalmente w = const, O¢
deve ser determinado na interse¢do do eixo r com a tangente a w = const no ponto P,
tendo raio O¢P. A coordenada ¢ varia de zero (pontos sobre o eixo z) até oo (ponto O').

O sistema toroidal convencional (§,w, ) estd ligado ao sistema retangular (z,y, z)

pelas relacGes

5 senh € cos ¢

coshé — cosw
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_ Rgsenh{seny
~ cosh¢ — cosw

[B.26]

R senw

coshé —cosw ’

D=

2 ’ . . N . .
onde Ry = r(0O') = Ry (1 — ?t%’) é o raio maior correspondente a origem do sistema

toroidal (¢ = o0).
A representacao de um vetor fica, portant,;

=  Rysenhfcosp . Rjsenhésengp . R} senw .
R= (cosh¢ — cosw)x + (cosh ¢ — cosw)y (cosh ¢ — cosw)z ) [B.27]

Base covariante (pela [A.3]):

. . R{(1—coshécosw)cosp, R{(1—coshécosw)seny .  Rpsenhlsenw ,
€] = €¢g = T — 5
T (cosh ¢ — cosw)? (cosh € — cosw)? Y (cosh§ — cosw)?

. Rjsenh{senwcosy ., Rjsenhfsenwseny , R{(1— coshcosw)

(cosh€ —cosw)? * 1 (coshE —cosw)?  (coshE —cosw) - 028

Rysenhseny ., Rjsenhfcosyp .
(cosh§ — cosw) ’ (cosh ¢ — cosw)

Tensor métrico covariante (pela [A.13]):

€3 =€, = —

gu = R62
"7 (cosh¢ — cosw)?
_ Ry’
922 = (cosh{ — cosw)? |B-29]
gs3 = R,? senh ¢

(cosh & — cosw)?’
as componentes nao-diagonais resultam nulas, portanto o sistema € ortogonal.

Métrica (pela [A.15]):

R.®senh¢
(cosh ¢ — cosw)? * [B-30]

Vg = y/det [gi;] =

Na sequéncia, serdao construidos os vetores de base contravariantes, para obtengao da

base ortonormal, da mesma forma apresentada na segdo (B.2) para o sistema cilindrico.
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Base contravariante (usando [A.6] e [A.9)]):

. 1 . . cos p(1 — cosh{cosw), seny(l — cosh € cosw) senh ¢ senw
£ _ b 4 . .
€8 = —é, X é, =
Vi Ry ’ R TR
w1 , _ senh{senwcosy, senhfsenwseny_  1—coshécosw
= \/ge¢ X é¢ = R & R y— R 2 [B.3]]
s — Lé <o — _(cosh§ — cosw)sengoi (cosh§ — cosw)cosp
V9 €7 e Rgsenh ¢ R{ senh{
Base ortonormal (pela [A.25]):
. .  Ry(1 —coshécosw)cos g R{(1 — cosh ¢ cosw) sen ¢
— 1 _ -0 - 0 N
€<e> = gne = (cosh{ — cosw)? T (cosh é — cosw)? vt
R{ senh®¢ senw 5
(coshé — cosw)?
/ /
bens = guaé? = Rysenhésenwcosyp , Rjsenhésenwsen .
(cosh ¢ — cosw)? (cosh — cosw)?
_R{)senh2§(l —cosh{cosw)2 (B.32)

(cosh ¢ — cosw)?

3 Rjsenh{sen s Rjysenhécose

é = g33€° = .
<> = 933 (cosh§ — cosw) (cosh¢ — cosw) Y
Este resultado tem utilidade como auxiliar no cdlculo do tensor métrico do sistema

toroidal polar, empregado neste trabalho.
B.5. Coordenadas toroidais polares

Este sistema, introduzido por Kucinski e colaboradores no tratamento de plasmas
confinados em dispositivos toroidais, apresenta vantagens, por exemplo, em métodos per-

turbativos, por levar a inclusao de efeitos toroidais na aproximagéo de ordem zero [Kucinski
et al. 1990].

Coordenadas contravariantes:

X'=p, X' =6, =0 [B.33]
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Superficies coordenadas:

semi-plano com origem no eixo z (¢ = const)
superficie esférica centrada no eixo z (6 = const)

/) . . .
superficie toroidal com eixo menor no plano zy (pt = const) .

Em relagao ao sistema toroidal convencional, ¢ permanece inalterado; as superficies
0; = const sdo as mesmas, porém a coordenada poloidal 8; é medida a partir do equador
interno do toro (sentido horério). A coordenada radial p;, conforme esquematizado na
figura (B.5.a, pag.124), é interpretada como o segmento de reta, inclinado de §; em relacéo
ao eixo r, cuja projecdo segundo a diregdo z coincide com a coordenada z do sistema re-
tangular. Assim, equivale & medida O’ P, sendo P’ determinado na intersegéo da paralela
ao eixo r passando por P com a tangente & circunferéncia 6; = const no ponto O’. As su-
perficies toroidais p; = const néo tém secdo circular (aproximam-se de elipses para valores
nao muito elevados de p;, tendendo a circunferéncias préximo a p; = 0, que corresponde
ao mesmo ponto O’ do sistema toroidal convencional), e nem interceptam ortogonalmente
as superficies esféricas w = const, porém sua configuragio tem a vantagem de se ajustar
melhor ao perfil das superficies magnéticas no equilibrio MHD de plasmas confinados em
Tokamaks, conforme se pode verificar comparando a figura (B.7, pag.127) com (B.2.d,
pag.121), (B.4, pag.123) e (B.5.b, pag.125), onde sio esquematizadas as configuracoes
de superficies magnéticas e de superficies coordenadas para os sistemas pseudo-toroidal,
toroidal convencional e toroidal polar.

Esse sistema esta ligado ao toroidal convencional pelas relagdes:

R,

pr= (cosh ¢ — cosw)’

bh=mm—w, p=¢. [B.34]

Para obtengao dos vetores de base que levam ao tensor métrico, serd tomado um
caminho diverso em relagdo as se¢des precedentes, que para este caso conduz mais direta-

mente aos resultados. Conhforme [A.4], os vetores de base contravariantes sao fornecidos
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pelo célculo do gradiente das novas coordenadas em relagao as antigas; para tanto, precisa-
se da expressao do gradiente em coordenadas toroidais convencionais, o que pode ser obtido
sem dificuldades, derivando apropriadamente [B.34] e levando na [A.26], juntamente com
os vetores de base contravariantes (é¢,¢é%, é¥) = (V¢, Vw, Vi) dados por [B.31], e expres-

sando em termos da base ortonormal por comparagio com [B.32]. Portanto:

~1 Pt o Pt o o
e =(V), pr==—-senhféces — —-senwéc,> = €*
( )tor R(I) R(l)
52 1, sw
€" = (V)tor Ot = —p—6<w> =e€ [B.35]
t
1 .

A3 __ _ o
= Ve = Soamgter

Tensor métrico contravariante (pela [A.14]):

11 pi 2 2 2p1
g =é.eft = E,—z(senh €+ sen‘w) =1— —-cosb,

0 0
12 _ - N sen 6y 21 13 _ 4 - 31
g =el’z,e:= R6 =g°, g =ePt,e<P=0:g
22 _ 20, 26 1 23 .0, 20 _n_ 32
gr=et et =, g =" & =0=yg
Ry,
1 1
33 _ 2p . a0 _ — B.36] ;
g =¢€ = 3 2¢ 2 [ . )
pi senh 2§ R{,z(l - ZR”—,'-cos 0, — E’ﬂ% sen 26;)
0 (0]

como nao é um tensor diagonal, o sistema toroidal polar ndo é ortogonal.

Métrica (pela [A.15]):
1

\/§=W=Ropt-

Para escrever a equagdo de Grad-Shafranov em coordenadas generalizadas, sao

[B.37]

necessarias também as componentes covariantes do tensor métrico, o que pode ser obtido
construindo-se de inicio a base covariante por uso da [A.5] e da [A.8] com [B.37] e [B.36],

resultando:

5 Ro

‘= —pt senh
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senw

s o2 _senw B.38
€2 Pté€<w> + y senh{e«) [ ]
€3 = prsenhé€cy> ;
e em seguida, pela [A.13], tem-se
Ry® 1
g = — h2E 2 P? o2
pi sen (1- 7‘% cos §; — R sen 6:)
R} senw sen w p
gi2 = — = — =g21
pFsenh?€ ~ (1 2 cos 6, - %senzat)
g13 =0 =g3;
L _sen 2w 9 sen 2w
922 = P Ry
Y senh2§ R62 (1 - cos 0; — -R— Sen29t)
923 = 0 = g3z
2 2 2p1 Pt 2
= s = A0 Bem- Sraen®s).

RY
(Calculando a métrica pela [A.15], fica verificada a [B.37])

Estas coordenadas, dentro do limite de grande razao de aspecto (RLé, < 1), se confun-
dem com as coordenadas pseudo-toroidais (p, 8, ¢) apresentadas na segao (A.3) (desde que
se tome uma origem comum), o que pode ser verificado fazendo 7.%0 < 1 nas expressoes

que ligam os dois sistemas [Kucinski et al. 1990]:

213
”“”[ Ry )|
2] 3
p p
senf; = sene[l—ﬁ.—é-cose-%(m) J [B.40]
p=g.

114



B.6. Coordenadas toroidais polares helicoidais

Este é o sistema adotado neste trabalho para modelar a funcio de fluxo que conduz
ao calculo da largura das ilhas magnéticas pelo Método das Médias. E construido a partir
do sistema toroidal polar, de forma semelhante & que o sistema helicoidal cilindrico usa
o sistema cilindrico. A coordenada x?, que salienta o cariter de dupla periodicidade
envolvido no método, é definida em termos de m e n, referentes ao modo estudado. Dos
resultados aqui obtidos, terdo aplicacdo imediata o componente g'! do tensor métrico
contravariante, a ser usado na [5.21], bem como a expressio para a métrica V9, envolvida
na [2.25] e na [2.26).

Coordenadas contravariantes:
1 = l=y=mb, — $=¢ [B.41]
X =Pty X =U muoy ny, x =0, .

onde (p¢,0:,p) sdo as coordenadas toroidais polares; m e n sio nimeros inteiros que
caracterizam o ”passo” das hélices.

Superficies coordenadas:

tronco de cone com base menor no eixo menor do toro (6 = const)
helicéide com eixo circular sobre o plano zy (v = const)
superficie ‘oroida! cor: eixo meror sobre o p'aro zy {pt = const) .

A figura (B.6, pag.126) ilustra essa conformacao.

O tensor métrico serd obtido da base contravariante, por um caminho anilogo ao
seguido na segdo (B.5), envolvendo a base ortonormal do sistema toroidal convencional.
As relagées que ligam um sistema a outro sio

R,

pr= (cosh§ — cosw)

U =mmT — mw — ne [B.42]
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Base contravariante (pela [A.4]):

' = (V)0 Pt = —% senh{ éce> — %Senw €cw> = €”
0
2 m . n . .
e = (V)tor u= ——te<w - meq» = é* [B.43]
. 1., -0
2= (V),,, 0 T fcw> =€ ‘

Tensor métrico contravariante (pela [A.14]):

2 2
Ape A t
gl =éP.éft = ——p—‘i(senh2§+ sen’w) =1 — —E,—coset
/ R,
0
12 _ spe su _ msenb;
g == —pm—=
0
13 _ ape  26: _ sen 6, _ 31
ert - é =
g = - R!
0
2 2 2 2
O . n
I p? ' p?senh2f  p? 2 20t 05 0 [ 29
t t t R (l—Racos t—ﬁoﬁgsen t)
g23=éu éo,_ﬁr_ 32
2
Pt
O - 1
g3 =¢%.¢e% = - [B.44]
Pt

pode-se observar a nao-nulidade de todas as componentes ¢g*’, decorrente da dependéncia-

entre as coordenadas x? e x3.

Meétrica (pela [A.15]):

_ 1 (’)Pt‘ .
Vim =R 15.45

A expressao [B.45] serd levada ao integrando na [2.26] para obter a parcela da fungéo

de fluxo devida a perturbacdo provocada pelos anéis de corrente na estrutura magnética

do plasma confinado.
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Figura B.1

Coordenadas Retangulares

I, Y,z
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¢=const

Figura B.2.a
Coordenadas Cilindricas

(primeira modalidade)

T, @, 2
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Figura B.2.b
Coordenadas Cilindricas
(segunda modalidade)

p, 0,2
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Figura B.2.c
Coordenadas Pseudo-toroidais
(coordenadas cilindricas, terceira modalidade)

p 8,
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Figura B.2.d
Coordenadas Pseudo-toroidais (p, 8, ¢)

Intersecio de um semi-plano ¢ = const com as superficies p = const e 0 = const,
r e z sio coordenadas do sistema cilindrico, na primeira modalidade (r,,z); b é o raio
menor do toro, sendo o raio maior dado por r(0) = Ro. As superficies p = const,
sendo concéntricas, nao apresentam o deslocamento no sentido do equador externo do

toro, préprio das superficies magnéticas, conforme a figura (B.7).
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u=const ]

Z = const

r=const

Figura B.3

Coordenadas Cilindricas Helicoidais

rLu=9—az, =
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Figura B.4
Coordenadas Toroidais Convencionais (€,w, ¢)

Intersegao de um semi-plano ¢ = const com as superficies { = const e w = const;
r e z sao coordenadas do sistema cilindrico, na primeira modalidade (r,¢,z); o

raio menor b do toro corresponde & superficic £ = §p; o centro do sistema esta
1

2,3 . . , .
em r(0') = Ry = Ro[l - (7%-) ]2, sendo Ry = r(0) o raio maior do toro. As superficies
0
¢ = const apresentam deslocamento no sentido do equador interno do toro, contrastando
com a disposi¢ao das superficies magnéticas, conforme a figura (B.7).
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W =const
91: T-Ww-= const

£= const

/:: con.sé

I

Figura B.5.a
Coordenadas Toroidais Polares (p¢, 0y, ¢)

Comparagio com as coordenadas toroidais convencionais (§,w,¢) e pseudo-toroidais
(p,8,¢) com origem comum O' num semi-plano ¢ = const; r e z sao coordenadas do
sistema cilindrico, na primeira modalidade (r,¢,z2); p; é definido conforme exposto na
secao (B.5); as superficies p, = const nao tém segao circular; seus centros aproximados O,
tendem para O’ 3 medida que p; tende para zero, conforme a figura (B.5.b).
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Figura B.5.b
Coordenadas Toroidais Polares (pq, 8¢, )

Intersecao de um semi-plano ¢ = const com as superficies p; = const e 6; = const;
as curvas nao se interceptam ortogonalmente; em contrapartida, se comparadas com as
correspondentes nos outros sistemas, as superficies p, = const, nos limites do interior
do toro (p; < b), se ajustam melhor s superficies magnéticas da estrutura de equilibrio
(¥(p¢,6:) = const, esquematizadas na figura (B.7)), por apresentarem um deslocamento
semelhante, no sentido do equador externo do toro.
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b= const

"1‘

Figura B.6

Coordenadas Toroidais Polares Helicoidais

(pe, u=mb —np, 6:)
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Io]

Figura B.7
Superficies Magnéticas na Estrutura de Equilibrio
Intersecao de um semi-plano ¢ = const com as superficies ¥(p, ) = const; devido ao
deslocamento no sentido do equador externo do toro, a configuragao fisica se assemelha a

disposigao das superficies p, = const do sistema toroidal polar; compare-se com o sistema
toroidal convencional (figura B.4) ou com o pseudo-toroidal (figura B.2.d).
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APENDICE C

EQUACAO DE GRAD-SHAFRANOV EM
COORDENADAS GENERALIZADAS

Neste apéndice sdo apresentados os passos essenciais para obtencdo da [1.19], com o
proposito de esclarecer melhor a sua interpretagao fisica. Como referéncia geral, pode-se

citar [Edenstrassaer 1980] e [Kucinski e Caldas 1990] .
C.1. Funcgao de fluxo e fungao de corrente

Para obter a equacdo de Grad-Shafranov, inicia-se por definir uma fung¢io de fluxo
magnético ¥, através de uma superficie coordenada y' = const. E empregado
sistematicamente o formalismo apresentado no apéndice A para tratamento de coorde-
nadas curvilineas. A escolha das coordenadas neste apéndice serd feita de forma que o
eixo magnético coincida com uma curva coordenada x*, que caracteriza a direcio ”longi-
tudinal” e faz o papel de coordenada ignoravel; x? assume a direcao "transversal” e x! se
refere a quantidade de superficie.

A figura (C.1, pag.132) mostra um cilindro periédico (com base nao necessariamenta
circular), de comprimento L segundo a coordenada x3, e no qual é indicada a superficie
x? = const, delimitada pelas duas superficies x> = 0 e x> = L, pelo eixo magnético
(tomado como x! = 0) e por uma curva coordenada x*. Pode-se definir o fluxo de um

campo magnético B através de x2 = const pela expressao

1

v —/ B.ds?, (C.1]
x2=const

L

onde o elemento diferencial de 4rea é dado por

d5? = &3 x & ddx" = /gt dx3dx* [C.2]
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e onde se fez uso da [A.6].

Levando [C.2] em [C.1] e considerando os limites definidos para a superficie, tem-se

1 (X L
U= Z/o dXI./o dx®\/gB? , [C.3]

que € a dita "fun¢do de fluxo transversal”, tomada como invariante para descrever as su-
perficies magnéticas na configuragio de equilibrio. A partir dessa funcao, convenientemente
manipulada com auxilio das relagées do apéndice A para os operadores diferenciais veto-
riais, aplicadas ao grupo de equagdes MHD [1.9], [1.10] e [1.11], escreve-se uma expresséo
para o campo magnético na forma

B=2 xVU 4+ B2 | [C4]
g33 g33

Por analogia, pode-se definir uma ”fun¢ao de corrente” I, de forma que I esteja para

a densidade de corrente j assim como ¥ esta para B:

11 [,
I= —'/;)"L— A dX B3 3 [05]
que se reduz a
1=_Bs [C.6]
1o

para o caso em que Bj; independe de x?, e que no eixo magnético tem-se nula a componente
segundo x* do potencial vetor (A3 = 0), e ainda B3 # 0. Tomando-se o valor de I e apli-
cando a [C.6] em x! = 0, tem-se a chamada "funcéao de corrente transversal”. Observando

a [C.4] e usando a analogia apresentada entre B e J, esta tltima pode ser escrita na forma,
j=—><v1+jsg——. [C.7]

A [C.4] e a [C.7] serdo, na se¢ao seguinte, utilizadas na dedugdo da equagdo de Grad-

Shafranov.
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C.2. Aplicagao na equagao do equilibrio de pressoes

Tomando a [1.11]:
Vp=jxB, [C.8]

e substituindo-se os segundos termos da [C.7] e da [C.4], supondo I e B; independentes de

x*, obtém-se, com o auxilio de propriedades do célculo vetorial:

, I
Vp=——-—(V x B), - Evr, [C.9]
g33 Mo g33

com as relagées do apéndice A pode-se obter a componente covariante do rotacional do

campo magnético; pela suposi¢do de que qualquer quantidade de superficie independe de

x3, obtém-se:

5 _ 913 0 g23 0 gs3( O G,
(V X B)3 = \/gaxz B3 \/g—axl B3 + \/5(0)(1 26—X2B1 R [C].O]
sendo
\/-‘7( 21 0 22 0 ) 913
By=-YI(gnn L gy g2 % g)_ 098 C.11
' 933 I ox! I Ox? Ho 933 [ ]
\/57( 1n_0 12 0 ) 932
B, = - Y= V49 ==Y ) - pol—, C.12
? 933 I ax! ¢ ox? Ho 933 [ ]
e
B3 = —[,Lol . [013
Levando [C.11], [C.12] e [C.13] em [C.10], e em seguida em [C.9], fica-se com:
(A*Q)VE = —puogssVp — pdIVI + poI 222 [ 0 (21) - —a—(gl3>]vw [C.14]
V9 LOx* \ g33 Ox?* \ 933

onde A* é um operador diferencial eliptico, que nesse contexto pode ser chamado

”Operador de Shafranov Generalizado”, e é definido pela expresséo:

A\Il=g33[ 0 \/—

0 9 Vg 0
== —U 4 g'? ) ( — U 4 g*2 )] C.15

V3 LOX! ga3 (g * 9 ax? +3x gs \J Byt tyg ax? [C.15]
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Considerando Vp = g%V\II =p'Vl e VI = %V\P = I'VV (o que é possivel por ¥,
I e p formarem um conjunto de variaveis. de superficie), pode-se reescrever a [C.14] (desde

que V¥ # 0) na forma:

0 (923 0 g13
AT = — 5 § N A2 [— (—) - —(—)] : C.16
Hog33p Ho +N0 \/g 6X1 g33 8X2 gs3 . [ ]

que ¢ a equagao de Grad-Shafranov generalizada, a ser aplicada neste trabalho para o
calculo do equilibrio em coordenadas toroidais polares, cuja aproximacio de ordem zero
coincide com a solugédo da [C.16] aplicada em coordenadas cilindricas, conforme explicado

no capitulo trés.
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Figura C.1

Fluxo Magnético através de
uma Superficie Coordenada
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Lista dos Simbolos Empregados

a : raio da coluna de plasma

a : coeficiente na [4.33]

Qmn; Ay, @ coeficientes de Fourier na [4.1]

A : razdo de aspecto pela [1.1]

A : grandeza auxiliar para a [5.48]

A @ coeficiente de Fourier na [4.13]

AN : coeficiente na [4.35)

b : raio menor do toro

b : coeficiente na [4.33]

bmn : coeficiente de Fourier pela [4.4]

b: campo magnético perturbativo

byo : componente "fisica” radial de b no sistema adotado no cap. 5
B: campo magnético total

By : campo magnético de equilibrio

Bpiq : coeficiente de Fourier na [4.13]

B : coeficiente na [4.35]

Bp : ”campo poloidal” de equilibrio (incluindo By e B,)
c : limite de integracao na [2.26]

Cmn; Ciyn @ coeficientes de Fourier na [4.1]

C : agrupamento de constantes na [5.4]

dl : elemento de linha

dst (r =1,2,3) : elemento de 4rea da superficie coordenada x*

Dy : coeficiente de Fourier na [4.13]

éi; € (1 =1,2,3) : vetores de base covariantes e contravariantes
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€<i> : vetores de base ortonormais

E: campo elétrico

Epins : coeficiente de Fourier na [4.13]

fY % F?: fungdes auxiliares no sistema de equagdes [2.8]/[2.9]

F? : aplicacio da operagdo descrita em [2.21] & funcao F?

g : largura do anel de corrente

g : determinante do tensor métrico covariante

gij; 9" (1,5 = 1,2,3) : componentes do tensor métrico covariante e do contravariante
I : corrente nos limitadores

I : fungao de corrente (na equagio de Grad-Shafranov)

I, : corrente de plasma

; : densidade de corrente

Je : moédulo de f, identificavel com a sua componente toroidal, pela [3.12]
Jo : valor maximo de j,, correspondente ao centro do plasma

Je(z) : funcdo de Bessel de ordem ¢ aplicada ao argumento

K : grandeza auxiliar na [5.52]

¢; : indutancia interna do plasma por unidade de comprimento, pela [3.11]
L : numero de fios do limitador na diregao toroidal

L : periodo segundo a coordenada y3

m : nimero de transitos toroidais de uma linha de campo magnético

m : indice na série de Fourier [4.1]

: indice na série de Fourier [4.13]

n : numero de transitos poloidais de uma linha de campo magnético

n : indice na série de Fourier [4.1]

n' : indice na série de Fourier [4.13]

O(e); O(e?) : termos da ordem de ¢ e de &2
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p : numero de anéis de corrente, para a [5.28]

p : pressao cinética do plasma

q : fator de seguranca local, pela [1.16]

q : fator de seguranca médio

g : valor maximo da parte oscilante do fator de seguranca

r : primeira coordenada no sistema cilindrico (primeira modalidade)

.
-

R : vetor genérico (nos apéndices A e B)

Rp : raio maior do toro

R}, : raio maior do sistema toroidal convencional

R : fungdo auxiliar, na [4.26]

t : tempo (no cap. 1)

T, : periodo caracteristico na diregdo poloidal, pela [4.19]

T, : periodo caracteristico na diregdo toroidal, pela [4.18]

u : segunda coordenada no sistema toroidal polar helicoidal, pela [B.39]
u : segunda coordenada no sistema cilindrico helicoidal (no apéndice B)

: velocidade macroscépica do plasma (no cap. 1)

<L

W : grandeza auxiliar na [5.51]

z : primeira coordenada no sistema retangular

y : segunda coordenada no sistema retangular

Y : agrupamento de parametros do limitador, pela [5.28]

z : terceira coordenada nos sistemas retangular e cilindrico (primeira modalidade)
2z’ : terceira coordenada no sistema cilindrico (segunda modalidade)

a : passo das hélices no sistema cilindrico helicoidal (no apéndice B)

a : angulo de fase, pela [4.5]

a : coeficiente na [4.29)

B : coeficiente na [4.29]
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B : razdo entre a pressao cinética e a magnética, pela [1.14]

Bp : B para o campo poloidal, pela [1.15]

v : parametro que caracteriza o perfil da densidade de corrente, na [3.12]

§ : afastamento entre a separatriz e a superficie destruida, na [5.64]

Omaz : semi-largura das ilhas magnéticas, pela [5.65]

dp : pequena variacdo na coordenada radial, na [3.29]

8x' (i = 1,2) : corre¢des de segunda ordem para as coordenadas, em [2.16]/[2.17]

8¥ : corregdo de primeira ordem no fluxo de equilibrio, pela [3.9]

A* : operador de Shafranov generalizado (no apéndice C)

€ : parametro de perturbagio no sistema [2.8]/[2.9]

n : resistividade do plasma (na [1.4])

0 : segunda coordenada nos sistemas cilindrico (segunda modalidade) e pseudo-
toroidal

0: : segunda coordenada no sistema toroidal polar

© : fungdo auxiliar, na [4.26]

¢ : transformada rotacional, pela [1.17]

k : constante de integracdo , na [3.28]

A : constante de separagédo , na [4.28]

A : coeficiente de assimetria do campo poloidal, pela [3.10]

to : permeabilidade magnética do vacuo

€ : primeira coordenada no sistema toroidal convencional

o : valor aproximado de £ correspondente a parede do vaso toroidal

p : densidade de massa (na [1.2])

p : primeira coordenada nos sistemas cilindrico (segunda modalidade) e pseudo-
toroidal

pt : primeira coorderrada no sistema toroidal po.ar
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po : primeira coordenada do sistema adotado no capitulo trés, correspondente ao valor

us

7 na superficie magnética.

de p; em 6; =
pmn : valor de po na superficie ressonante com ¢ = =
¢ : segunda coordenada no sistema cilindrico (primeira modalidade); terceira coorde-
nada nos sistemas pseudo-toroidal, toroidal convencional e toroidal polar
¢ : fungdo escalar arbitrdria (no apéndice A)
® : potencial escalar magnético, na [4.20]
xi, X' (i = 1,2,3) : coordenadas covariantes e contravariantes
x' (i = 1,2) : coordenadas contravariantes do sistema modificado [2.13]/[2.14]
X% : "parte oscilante” envolvida na aproximacio de primeira ordem de x?, na [2.19)
¥ : fungdo auxiliar na [4.22]
¥ : fluxo magnético
Y% : fluxo no modelo toroidal de equilibrio
¥}, : fluxo no modelo toroidal devido a perturbagdo
T : aproximagao de ordem zero de ¥, identificdvel com ¥¢
V¢ : fluxo no modelo cilindrico
w : segunda coordenada no sistema toroidal convencional

( ) : média de uma fungio em x3, pela [2.15]

{ } : "parte oscilante” de uma fungéo , pela [2.20]
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