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PARE POR UM MINUTO E MEIO...

“...As estrelas e as Galdxias morreram e se apagaram, e, depois de dez trilhdes de
anos de desgaste, o espago ficou escuro.
Um por um, Homem se fundiu com AC, cada corpo fisico foi perdendo sua identidade
mental de uma tal maneira que ndo podia ser considerada uma perda, mas uma conquista.
A dltima mente de Homem fez uma pausa antes de se fundir, contemplando o espaco que,
agora, nao continha nada mais do que os residuos da iltima estrela a se apagar e uma
matéria incrivelmente ténue, agitada ao acaso pelas tltimas ondas do calor que se dissipa-
va assintoticamente, até o zero absoluto.
- AC, isso é o fim? - perguntou Homem. - Este caos ndo pode ser revertido novamente em
Universo? Isso ndo pode ser feito?
AC disse:
0OS DADOS AINDA SAO INSUFICIENTES PARA UMA RESPOSTA SIGNIFICATIVA.
A ultima mente de Homem fundiu-se e restou apenas AC, apenas no hiperespaco.
Matéria e energia tinham acabado, e com elas o espaco e o tempo. Mesmo AC sé existia
gragas a ultima pergunta, que estava sem resposta desde que dois técnicos meio bébados a
tinham feito, hd dez trilhdes de anos, a um computador que, comparado a AC, era menos
ainda do que homem era para Homem.
Todas as outras perguntas haviam sido respondidas, e enquanto essa tltima pergunta nao
fosse respondida AC ndo poderia liberar sua consciéncia.
Todos os dados possiveis tinham sido coletados. Nao existia mais nada a inserir.
Mas todos os dados ja coletados ainda tinham que ser completamente correlacionados e
confrontados com todas as combinagdes possiveis.
Um intervalo interminavel se passou enquanto ele fazia isso.
Enfim, AC alcangou a resposta que permitia reverter a entropia.
Agora nao havia mais nenhum homem para quem AC pudesse dar a resposta da dltima
pergunta. Ndo importa. A resposta - por demonstracao - também cuidaria disso.
Durante outro intervalo intermindvel, AC pensou na melhor maneira de fazer isso. Cuida-
dosamente, AC organizou o programa.
A consciéncia de AC abarcou tudo o que uma vez tinha sido o universo e pairou sobre o
que agora era o Caos. Passo a passo, isso devia ser feito.
E AC disse:
FACA-SE A LUZ!
E a Luz se fez...”

Retirado do conto A Ultima Pergunta, de Isaac Asimov, da coletanea Sonhos de
Robo.
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RESUMO

Uma crise interior ocorre quando hd uma colisdo entre um atrator cadtico e uma
érbita periddica instavel (ou um ponto fixo instdvel), coexistentes no sistema. Crise de
fronteira acontece quando esta colisdo ocorre com uma érbita periédica instével (ou um
ponto fixo instavel) contida na fronteira de bacia do atrator. Logo apds a ocorréncia de
uma crise de fronteira, o atrator e sua bacia de atragdo sdo subitamente destruidos, por
completo. Esta sibita destrui¢do causa a formagdo de um conjunto cadtico nao-atrativo
(Sela Cadtica), que é um conjunto de cruzamentos homoclinicos entre variedades invari-
antes. A presenca de um conjunto cadtico ndo-atrativo para um sistema que tenha, no
minimo trés bacias, é um forte indicio de que a Propriedade de Wada seja valida. Esta
propriedade consiste na existéncia de uma fronteira de Wada no sistema. Uma, fronteira de
Wada é aquela em que todos os seus pontos pertencem simultaneamente a, pelo menos, trés
bacias. Uma crise pode ser caracterizada por orbitas que escapam do atrator em direcao
ao infinito. Este trabalho traz o estudo de um oscilador nao-linear, forcado e amorteci-
do, sujeito a um potencial ndo-linear, o qual possui um minimo local, que representa um
ponto fixo estavel do sistema e dois maximos locais, que representam dois pontos fixos
instaveis. O ponto fixo estdvel é um atrator, com uma correspondente bacia de atragao,
chamada de bacia segura, enquanto que, os pontos fixos instdveis, sdo repulsores e geram
duas bacias de condi¢bes inicias que escapam para o infinito e sao chamadas de bacias
de saida (uma a esquerda e outra a direita do ponto fixo estavel). O objetivo é encon-
trar um regime de parimetros em que seja possivel verificar, no sistema, as propriedades
aqui descritas. Esta verificacdo é feita através da andlise do espaco de fase e do espago

de parametros do sistema, utilizando-se de técnicas computacionais de simulagao numérica.

-Palavras chave: Auto-similaridade, Cruzamentos Homoclinicos, Dimensaes.

-Area de conhecimento: Dindmica Ndo-Linear.




ABSTRACT

An interior crisis happens when occurs when there is in the system, a collision
between a chaotic attractor and an unstable fixed point or periodic orbit, coexisting in the
system. A boundary crisis happens when this collision occurs between a chaotic attractor
and an unstable fixed point or periodic orbit on the basin boundary attraction. The chaotic
attractor and its basin of attraction are suddenly destroyed right after the occurrence of a
boundary crisis. This sudden destruction causes the formation of a nonattracting chaotic
set in the system, which is a set of homoclinic crossings among invariants manifolds of
the system. The presence of a nonattracting chaotic set, to the system that contains,
at least, three attraction basins, offers a strong indicative that the system presents the
Wada Property. This property consists on the existence of a Wada boundary basin in
the system. All the points of a Wada boundary basin belong, simultaneously, at three
basins. A crisis can be characterized by orbits that run away from the attractor toward
to the infinity. This work carries on the study of a nonlinear ocillator forced and damped
subjected to a nonlinear potential that presents a local minimum, representing the stable
fixed point of the system, and two local maximums, representing two unstable fixed points
of the system. The stable fixed point is an attractor and generats the attraction basin of
the system, called steady basin, while the unstable fixed points are repulsers and generate
two basins of initial conditions that escape toward to infinity and are called of exit basins
(one to the left and other to the right of the stable fixed point). The objective is to find a
system parameters set that presents the properties here described. It is done by means of
the analysis of the phase space and of the parameter space of the system, using computer

tecniques of numerical simulation.
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Capitulo 1
Introducao

A Dinamica Nao-Linear e Caos sdo dreas de conhecimento bastante recente.

A Fisica tem como meta principal, descrever e compreender a natureza com o
objetivo de buscar melhorias no desenvolvimento sécio-econémico-tecnoldgico para o ser
humano. A descrigao de um evento natural é feito através de modelos idealizados, que
se aproximem o maximo possivel do evento real. A dificuldade estd em encontrar esta
maior aproximagao possivel uma vez que, estes eventos fisicos sdo na sua grande maioria,
nao-lineares até pouco tempo eram modelados por sistemas lineares.

A partir desta situagao-problema, passou-se a tentativa de descrever eventos fisicos
a partir de modelos nao-lineares com o auxilio da tecnologia de computagdo, a qual nas
ultimas décadas cresceu muito, tornando possivel o trabalho de simulagdes de problemas
fisicos modelados por equagdes nao-lineares, o que marca o surgimento da Dindmica Nao-
Linear. Por volta de 1890, Henri Poincare estudou o sistema Terra-Sol-Lua, um problema
de trés corpos e observou que, por algumas vezes, o movimento era bastante complicado.
Poincaré desenvolveu, entao, uma teoria para explicar o efeito de perturbagoes nao-lineares
em Orbitas planetdrias [2] e encontrou resultados que, nos anos 60, vieram a ser obtidos
numericamente com o auxilio de computadores daquela geracdo. Dentro desta teoria,
Poincare ja descrevia técnicas matematicas uteis para o estudo de érbitas planetarias, como
a construgdao de mapas ! e érbitas periédicas e quasi-periédicas. Nos anos seguintes, outros
pesquisadores como Birkhoff, Cartwright e Kolmogorov contribuiram para a aprimoragao
das técnicas de Poincaré [14].

Meio século depois, essas técnicas e os conceitos de Poincaré comecaram a ser
usados em véarias outras dreas da Fisica, como na Meteorologia, por exemplo, quando
Lorenz introduziu pela primeira vez, a idéia de caos ao afirmar que, o bater de asas de uma

borboleta no oriente, poderia provocar um grande movimento no ocidente, causando-lhe

1Hoje conhecidos como Mapas de Poincare, conceito que sera discutido no capitulo 2.
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grandes estragos fendmeno este, que ficou conhecido como o fenémeno da Borboleta de
Lorenz [3].

De 14 para cd, a Dindmica Nao-Linear e Caos tem invadido inimeras areas do
conhecimento, ndo sé na Fisica mas em outros setores, tais como as Engenharias, a Medi-
cina, a Biologia, a Economia e etc. Dentro da drea da Arquitetura Naval, um problema de
grande interesse € a prevencao de crises em embarcagoes, bem como em frotas.

A proposta deste trabalho é estudar um sistema que modele as oscilagoes laterais
de um navio, sujeito as condi¢des ambientais de vento, ondulagdo maritima e etc. A idéia
surgiu & partir dos trabalhos de J.M.T.Thompson, et al [4] e de Mingzhou Ding, et al [5].
Nos trabalhos de Thompson é feito o estudo da estabilidade de um navio cujo espaco
de fase é fractal 2. Nos trabalhos de Mingzhou Ding, et al, desenvolve-se um método de
controle de crise induzida (mudanga sibita de comportamento do sistema, devido & variagao
deliberada de um de seus parametros) em um sistema que modela as oscilagoes laterais de
um navio. Muito embora este dltimo trabalho j& traga um método de controle de caos
(método desenvolvido para evitar o surgimento de crises no sistema, garantindo que o seu
comportamento seja previsivel), alguns aspectos a cerca da dindmica do sistema ficaram
em aberto, aspectos estes, que foram trabalhados aqui, utilizando-se dos resultados obtidos
por Thompson e outros resultados envolvendo propriedades que nao foram estudadas por
estes dois autores sobre este problema.

As propriedades aqui estudadas sdo conceitos bastante recentes dentro da Dinamica
Nao-Linear e por isso sdo conceitos, de certa forma, ainda ndo completamente formulados,
como o conceito de fronteira fractal [6] que, a medida que a pesquisa deste tema evolui,
vai sendo reformulado e relacionado com outros conceitos, como o de ferradura [7] ou o de
dimensao de correlagao e outros.

Uma propriedade bastante interessante é a Propriedade de Wada [3] [1] [8] a qual,
agora sabe-se, ser valida tanto para sistemas dindmicos dissipativos [9] quanto para siste-
mas dindmicos conservativos [9] [10]. Esta propriedade consiste na presenga de fronteiras
fractais no sistema e que separam simultaneamente pelo menos trés regides do seu espago
de fase, chamadas de bacias, conceitos que serdo apresentados no capitulo 2 deste trabalho,
que traz uma revisao dos conceitos bésicos da dinamica nao-linear, procurando esclarecer
o leitor & cerca da linguagem utilizada nesta area de pesquisa, a qual é bastante peculiar.
Neste mesmo capitulo, faz-se uma exposi¢ao do que se consideram conceitos mais avangados
da dindmica nao-linear e que serao tteis para que o leitor compreenda os resultados deste
trabalho. Estes sao conceitos relativamente novos, que ainda sdo discutidos e, a cada novo
trabalho, relacionados uns com os outros ou mesmo, com os conceitos que surgem a medida

que os trabalhos, nesta drea, vao sendo desenvolvidos.

2Estrutura topologicamente complexa, delimitada por uma fronteira cuja dimensao € nao-inteira.
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O modelo utilizado neste trabalho esté descrito no Capitulo 3. Todas as conside-
ragoes e simplificagoes feitas sdo esclarecidas ao leitor.

O Capitulo 4 traz os resultados obtidos nesta pesquisa, bem como a pertinente
discussao a cerca destes resultados, segundo a conceituagao exposta nos capitulos anteriores
e algumas conjecturas que nasceram a partir desta discussao.

O Capitulo 5, traz as conclusoes finais.

Os resultados apresentados aqui, foram obtidos através de simulagoes numéricas,
utilizando programas préprios em linguagem C, usando um integrador do tipo Runge Kutta
de ordem 4, bem como com o auxilio do software Dynamics [11], elaborado por Helena Nusse
e James A. Yorke, criado especialmente para simular problemas de Dinamica Nao-Linear,
obtendo resultados qualitativos e quantitativos condizentes e satisfatérios, de acordo com
os objetivos estabelecidos.

Os desenhos esquemdticos criados pelo autor estardo identificados com uma pe-
quena marca, contendo as iniciais de seu nome enquanto que, os que foram copiados estarao
devidamente referenciados. As figuras reproduzidas por simulagées numéricas e os resul-

tados gerados ndo terdo marcas e nem referéncias.
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Capitulo 2

Conceitos de Dinamica

Nao-Linear.

2.1 Sistemas Dinamicos.

Sistemas Dinamicos sdo sistemas que podem ser descritos por Equa¢des Di-
ferenciais Ordindrias ou por Equagées a Diferengas finitas, capazes de modelar sis-
temas fisicos reais e/ou idealizados, que evoluem no tempo, de acordo com carac-
teristicas proprias.

H4 dois tipos de sistemas dinamicos: os Sistemas Dindamicos Conservativos
e os Sistemas Dindmicos Dissipativos. O volume do espago de fase, bem como a
energia de um sistema dindmico conservativo é conservada durante a sua evolugao
temporal, enquanto que para um sistema dinamico dissipativo, nem o volume do
espaco de fase, nem a energia se conservam. Um exemplo de sistema conservativo é
um péndulo simples para pequenas amplitudes de oscilagdo e, um exemplo de sistema
dissipativo é o péndulo amortecido.

Os sistemas dinamicos classificam-se em fluzos ou mapas, de acordo com o

tipo de dependéncia temporal a qual estdo submetidos.

2.2 Fluxos e Mapas.

Um sistema dinamico é dito um fluxo se for um sistema de equagoes diferen-
ciais ordinérias ou parciais, que evolui continuamente no tempo. Os fluxos podem
ser lineares ou ndo-lineares e autonomos (aqueles que ndo dependem explicitamente

do tempo) ou ndo-auténomos (aqueles que dependem explicitamente do tempo) [2].
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A forma geral de um fluxo auténomo pode ser escrita da seguinte forma:

= f(z), (2.1)
Z fi(zy, .y 20)
na qual =z = : € R e f(z) =

o Tn (1, .oy zn)
e & denota a derivada de = em relagio ao tempo.

Para um fluxo ndo-auténomo, a dependéncia do tempo aparece como variavel

explicita da funcao f:

& = f(z,t). (2.2)

Um sistema dinamico é dito um mapa se for um sistema de Equacoes a
diferencas finitas, que evolui discretamente no tempo. Os mapas também podem ser
lineares ou nao-lineares [2].

A forma geral de um mapa pode ser escrita como:

z — f(z), (2.3)
Ty fl(wl,...,xn)
na qual z = : eER" e f(z) =
T (21, ey @n)

Uma outra forma de descrever um mapa ¢é a forma de recorréncia:

Tpt1 = f(xn)’ ('2'4)

na qual n indexa a iterada do mapa. Esta forma mostra a dependéncia entre a
iterada atual e a anterior do mapa.

Em um sistema dindmico destacam-se varios elementos, tais como: variaveis
do espago de fase, a variavel temporal e os parametros.

O espago de fase é o espago formado pelas variaveis dindmicas do sistema. A
varidvel temporal (tempo) pode ser continua (para fluxos) ou discreta (para mapas).

Uma trajetéria ! é o conjunto de pontos gerados por uma condigao inicial zg

1Uma trajetdria representa uma solugdo do sistema matematico associado ao problema fisico
estudado e também recebe outros nomes como 6rbita ou curva integral.

18



no espaco de fase, a medida em que o sistema evolui no tempo.
A trajetdria para um mapa é caracterizada da mesma forma como a de um

fluxo, com a diferenca de que em mapas, o tempo é discretizado.

2.3 Sistemas Nao-Lineares.

Devido a alta complexidade apresentada pelos sistemas nao-lineares, o seu
estudo analitico se torna muito dificil. Uma das formas possiveis de se estudar o com-

portamento local destes sistemas é fazer a sua linearizagdo, conforme o procedimento

abaixo.

2.3.1 Linearizagao de um Sistema Nao-Linear.

A linearizacao de um sistema nao-linear é feita através do calculo dos au-
tovalores da sua matriz Jacobiana, a partir do procedimento demonstrado a seguir,
usando como exemplo um fluxo nao-linear, n-dimensional, do tipo ¢ = f(z), com

i fl(il?l,...,l'n)

T = : eER"e f(z) = :

T, fa(1y .oy n)
O primeiro passo é conhecer os pontos de equilibrio (ou pontos fizos) do sis-

tema.
Célculo dos Pontos de Equilibrio.
Um ponto de equilibrio  para um fluxo é um ponto que responde a condigao
131
z2=0comz = : € R".
Tn
Um ponto de equilibrio  para um mapa é o ponto que responde a condigao
L1
T =2Tpy1 =2, COM T = : € R", em outras palavras: um ponto de equilibrio
Tn

para um mapa é “aquele ponto que se aplica sobre si mesmo”.
Conhecendo os pontos de equilibrio do sistema nao-linear, parte-se para o

segundo passo, que é calcular a matriz jacobiana do sistema.
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Calculo da Matriz Jacobiana do Sistema.

A matriz Jacobiana é a matriz das derivadas parciais das funcoes fi em

K3

relagao a cada uma das varidveis dindmicas z; do sistema, descrita pela matriz 2.5.

oh  2h f
Az, dzy 7" Ozp
9f2 9f2 of2
Oz Ozy U7 Ozn
— Ofs 3fs 9fs
Ofn  Ofn Ofn
dzy Ozy 70 Bzn

Se os pontos de equilibrio ja sao conhecidos, entao pode-se calcular a matriz
jacobiana do sistema em cada um dos pontos de equilibrio, denotada por [DJ(z)] e
assim, fazer a analise do sistema em torno de cada ponto de equilibrio.

O proéximo passo € calcular os autovalores associados a cada ponto de equilibrio

do sistema.

Calculo dos Autovalores.

Os autovalores A; do sistema, sdo calculados a partir da equagao

det[[DJ(2)]nxn — Mi[I]nxn] = 0, (2.6)

na qual [DJ(Z)],xn € a matriz jacobiana calculada no ponto de equilibrio do sistema
e [I]nxn é a matriz identidade, da ordem do sistema.
Para um sistema bidimensional, fluxo ou mapa, o cdlculo dos seus autovalores

A; pode ser obtido diretamente por:

X = w + \/( 1D () )2 — det[DJ(z)], (2.7)

na qual, a matriz [DJ(Z)] é uma matriz 2x2, dada por:

ofh 2fi
D@ = 2 5 (2.8)
Oz, dxo

e Tr é o traco ? desta matriz, dado pela expressao:

20 trago de uma matriz quadrada n-dimensional é a soma de todos os elementos da sua diagonal
principal. Para uma matriz bidimensional, esta soma se resume em apenas dois termos: os elementos

af1 e af2
dx, dxray”
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2
afi
Trzg Ere (2.9)
=1 ¢

Conhecendo os autovalores, calculam-se os autovetores do sistema.

Calculo dos Autovetores.

Calculam-se os autovetores, e; do sistema, através da equacio secular

“DJ(j)]an - )‘i[l]an][ei] = 0. (2.10)

Aplica-se a equagdo 2.10 para cada autovalor ); do sistema. Para um sistema
n-dimensional, tem-se, entdo, um sistema de n equagoes a ser resolvido para que se
encontre o autovetor associado a cada autovalor. Para um sistema bidimensional,
aplica-se esta mesma equagdo, duas vezes e resolve-se um sistema de duas equagdes,
obtendo, assim, os dois autovetores associados aos dois autovalores do sistema.

Sendo conhecidos os pontos de equilibrio, os autovalores e os autovetores do
sistema, pode-se fazer o estudo da estabilidade do sistema em torno de cada ponto

de equilibrio.

2.3.2 Analise de Estabilidade Local.

O estudo da estabilidade é o que nos da as respostas sobre o comportamento
do sistema quando os pontos de equilibrio, os autovalores e os autovetores correspon-
dentes a cada um deles sao conhecidos, podendo-se determinar o comportamento do

sistema em cada dire¢ao do seu espago de fase.

Um ponto de equilibrio de um fluxo pode ser hiperbolico ou nao-hiperbolico,

como seguem as definigoes:

e Pontos Fizos Hiperbolicos:
Calculando-se os autovalores da matriz Jacobiana do sistema em um ponto de
equilibrio hiperbdlico, encontram-se autovalores cuja parte real é nao nula.

e Pontos Fizos Nao-Hiperbolicos:

Calculando-se os autovalores da matriz Jacobiana do sistema em um ponto
de equilibrio nao-hiperbdlico, encontra-se pelo menos, um autovalor cuja parte

real é nula.
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Da mesma forma como para fluxos, os pontos de equilibrio para um mapa

podem ser hiperbdlicos ou nao-hiperbdélicos, como seguem as definices:

o Pontos Fizos Hiperbdlicos:

Sao os pontos de equilibrio que dao origem a autovalores cujos médulos s&o
diferentes de 1.

e Pontos Fizos Nao-Hiperbolicos:

Sao os pontos de equilibrio que dao origem a pelo menos um autovalor cujo

moédulo € igual a unidade.

Um ponto de equilibrio hiperbdlico pode ser estdvel, instdvel ou ponto de

sela, como seguem as definigoes:

o Ponto Fizo Estavel.

Um ponto fixo é estavel para um fluxo se ele for hiperbdlico e se, os autovalores
da matriz Jacobiana dos sistema calculada neste ponto, forem todos negativos
(ou com parte real negativa, no caso de autovalores complexos). Para um mapa,
um ponto fixo é dito estavel se ele for hiperbdlico e se, todos os autovalores da

matriz Jacobiana calculada neste ponto, tiverem médulo menor que a unidade.

e Ponto Fizo Instdvel.

Um ponto fixo é instavel para um fluxo se ele for hiperbdlico e se, os autovalores
da matriz Jacobiana do sistema calculados neste ponto, forem todos positivos
(ou com parte real positiva, no caso de autovalores complexos). Para um mapa,
um ponto fixo é dito instdvel se ele for hiperbdlico e se, todos os autovalores da

matriz Jacobiana calculada neste ponto, tiverem médulos maior que a unidade.

o Ponto de Sela.

Um ponto fixo é dito ponto de sela se ele for hiperbdlico e se, a matriz Jacobiana
do sistema calculada neste ponto tiver, simultaneamente, autovalores com parte
real positiva e negativa. O ponto de sela para um mapa aparece quando existe
um ponto fixo hiperbdlico, associado a autovalores com moddulos maiores e

menores que a unidade, simultaneamente.

A figura 2.1 mostra exemplos de pontos de equilibrio para um fluxo bidimen-
sional (ou para um mapa bidimensional). Em todos os casos mostrados, o ponto de

equilibrio é a origem.
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Figura 2.1: Exemplos de pontos fixos de um sistema cujo espaco de fase é bidimen-
sional, descrito por & = f(z,y) e y = g(z,y). Na parte (a) tem-se um foco estavel,
gerado por dois autovalores complexos com parte real negativa; em (b), um foco
instavel, gerado por dois autovalores complexos com parte real positiva; em (c) tem-
se um ponto de sela , gerado por um autovalor real positivo e outro real negativo;
em (d) tem-se um né instével, gerado por dois autovalores reais positivos e em (e)
temos um né estavel, gerado por dois autovalores reais negativos.
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No ponto de sela, a diregao estavel é dada pela direcao do autovetor associa-
do ao autovalor cuja parte real é negativa e a diregio instével é dada pelo autovetor
associado ao autovalor cuja parte real é positiva. Quando se tem autovalores comple-
x0s, eles sao sempre acompanhados por seus complexos conjugado, devido a este fato,

nao € possivel encontrar ponto de sela para autovalores complexos em um sistema

bidimensional.

2.4 Subespacos Invariantes.

A cada ponto de equilibrio de um dado sistema estd associado um subes-
paco invariante que depende dos autovalores e dos autovetores da matriz Jacobiana

calculada neste ponto, associados ao respectivo ponto de equilibrio.

L1
Considere um fluxo do tipo & = f(z), com z = : € R™, com auto-
Tn
valores e autovetores designados respectivamente por A; e ¢, e com 7 =1,...,n. Um

subespaco deste fluxo pode ser estavel, instavel ou central, conforme a classificagao
abaixo [12]:
o Subespago Estavel (E*):
Se Re();) < 0, entdo os seus autovetores [e;, ..., €s] geram o subespago invariante
estavel E° = span|ey, ..., €.
o Subespago Instdvel (E*):
Se Re()\;) > 0, entdo os seus autovetores [est1,...,€s4y] geram o subespago
invariante instavel E* = spanlesyi, ..., €stu)-
o Subespago Central (E°):
Se Re();) = 0, entdo os seus autovetores [€stu+1y -+ s Estutc] geram o subespago

invariante central E¢ = span[esiut1y .- €stute)-

Note que as quantidades s,u e ¢ estdo relacionadas a dimensao n do fluxo da
seguinte forma: n = s+u+c¢, ou seja: o espaco euclidiano n-dimensional " é a soma

direta de todos subespacos invariantes encontrados no sistema: R" = E°* @ E* @ E°
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T

Para mapas, considere um do tipo & — f(z), com z = : € R, com

Tn
autovalores e autovetores designados respectivamente por \; e ¢ e com

¢ = l..n. Os subespagos deste mapa também podem ser estdveis, instdveis ou
centrais, conforme a classificagédo abaixo [12]:
o Subespago Estdvel (E®):
Se | Ai |< 1, entdo os seus autovetores [e;, ..., €5] geram o subespago invariante
estavel E° = spanley, ..., €.
o Subespago Instavel (E“):
Se | A; |> 1, entdo os seus autovetores (€541, ..., €s44] geram o subespaco inva-
riante instavel E* = span(esii, ..., €stu)-
o Subespago Central (E°):
Se | A; |= 1, ent@o os seus autovetores [€s4yt1, - -y Estutec] geram o subespago

invariante central £ = span[€siut1, .-y Estutc)-

Variedades Invariantes.

Considere uma superficie ¥ que contém uma trajetéria de um fluxo qualquer
iniciada no ponto zo. Se S é o espaco que contém X, entao S é dito invariante se

todos os pontos da trajetdria obtida a partir de o € ¥ também pertencem a X.

Em outras palavras, S é dito invariante pelo fluxo ¢ = f(z), com
1
T = : € R" se para todo zo € S for verdade que z(t,z¢) € S para todo t € R".
Tn
1
S é dito invariante por um mapa do tipo z — g(z), com z = : € R se para
Tn

todo zo € S for verdade que ¢g"(x¢) € S para todo z, lembrando que g" = gogog....,
o que significa a n-ésima iterada do mapa.

Para um sistema (fluxo ou mapa) hiperbdlico, uma variedade W é a “su-
perficie” que tangencia o subespaco invariante associado a ele, em uma regiao préxima

ao ponto de equilibrio. Sendo assim, encontram-se trés tipos de variedades [12]:
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o Variedade Estdvel (W?):

Superficie tangente ao subespago estavel do sistema, no ponto fixo (PF) estével.
Uma condigao inicial tomada em 2o # PF E, move-se de maneira bastante irre-
gular em dire¢do ao ponto fixo estavel, até tangencia-lo. A superficie descrita
pelos pontos da trajetéria de zo forma a variedade invariante estavel, dada

matematicamente por:
W?={z €S| f"(z) > PF sen — oo}.

e Variedade Instdvel (W*):

Superficie tangente ao subespago instdvel do sistema, no ponto fixo (PF) instavel.
Uma condicao inicial tomada em xq = PF'I é repelido pelo ponto fixo instavel
descrevendo uma trajetdria que ao se afastar, torna-se bastante complicada e
irregular, até escapar para o infinito ou encontar outro ponto fixo. A superficie
descrita pelos pontos da trajetoria de xg forma a variedade invariante instavel,

dada matematicamente por:

We={zeS|f"(z) > PF sen— oo}

o Variedade Central (W€):

Superficie tangente ao subespago central do sistema, no ponto fixo

nao-hiperbdlico.

A figura 2.2 mostra um exemplo esquematico de uma variedade invariante
estavel. Segundo o Teorema de Hartman Grobman [13], a variedade invariante estével
tangencia o ponto fixo na dire¢do do subespago estdvel e a viariedade instavel o

tangencia na direcao do subespaco instavel, conforme a figura 2.3.

2.5 Expoente de Lyapunov ().

O conceito de expoente de Lyapunov pode ser usado para se obter uma
medida apurada da dependéncia do sistema as condigbes iniciais aplicadas, o que é
caracteristica do comportamento caético. Esta medida é obtida para duas condigoes
iniciais ¢ e z + ¢ inicialmente muito proximas, ou seja ¢ << 1.

O expoente de Lyapunov mede, entdo, a taxa exponencial de separagao entre

as trajetdrias de duas condi¢des iniciais préximas, apds a evolugao do sistema.
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Figura 2.2: Exemplo de uma variedade invariante estavel W* de um fluxo qualquer.
Como os autovalores A! e A? sio negativos, os autovetores correspondentes e! e
e? geram um subespago invariante estivel bidimensional E°. Dada uma condigao
inicial o, a sua trajetéria se aproxima do ponto fixo PF' descrevendo uma superficie
também bidimensional que, préximo a PF tangenciara E°. Esta superficie irregular,

descrita pela trajetéria de zq é dita variedade invariante estavel W?.

Figura 2.3: Esquema de variedades invariantes estavel e instavel de um ponto de sela
de um fluxo qualquer.
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Para um mapa unidimensional, o seu expoente de Lyapunov \ aparece no

esquema da figura 2.4 e a sua definigdo vem a seguir.

n iteradas
Fom— ——
Ij(x) f(x+€) £ (x) £ (x +€) J x
0 1

Figura 2.4: Taxa média de separacdo entre duas condigdes iniciais diferentes.

Apés a evolugao do sistema, neste caso, apds n iteragoes do mapa, a di-
vergéncia entre estas condigOes iniciais, para € pequeno, pode ser escrita da seguinte

forma:

drel” (2.11)

na qual L é o Numero de Lyapunov do sistema.
Escrevendo, geometricamente, a distancia d, entre os estados finais f*(z +¢)

e f*(z), temos:

d=|f"a+e) - f"()| ~ el

"~ fn(“i”’m(m) . (2.12)

Levando esta iltima equagao ao limite quando € — 0, temos:

~
~o

L™ =~ lim

)
e—0

fr(z+e) - f"(z)

\df“(w)
dz

A(z) =InL. (2.13)

28



com ) = |(f7)(a)].

Finalmente, o expoente de Lyapunov para um mapa unidimensional pode
ser escrito como:

Az) = ~inl(7")(2)], (219

na qual A fornece uma taxa média da divergéncia (esta média deve ser tomada
sobre varias condi¢des iniciais sobre a trajetdria) e é chamado Ezpoente de Lyapunov.
Se A for negativo, as trajetérias devem convergir e neste caso, nao ha comportamento
caotico; por outro lado, se A for positivo, as trajetérias devem divergir caracterizando
sensibilidade do sistema em relacdo as condigdes iniciais e portanto, comportamento
caotico.

O Expoentes de Lyapunov estdo relacionados com a caracteristica de esti-
ramento e contra¢do do espago de fase de atratores e outros conjuntos invariantes.
Para sistemas com dimensdao m > 1, podem ocorrer subespagos invariantes estaveis e
instaveis. Como ja visto na pagina 24, a diregdo de um subespaco invariante estavel
de um fluxo é dado pela diregdo do autovetor associado ao autovalor cuja parte re-
al é negativa e a diregao de um subespago invariante instavel é dado pela direcao
do autovetor associado ao autovalor cuja parte real é positiva. Analisando o com-
portamento de um conjunto de condicoes iniciais ao redor de um ponto de sela S
deste fluxo, observa-se que este conjunto tende a se esticar em dire¢ao a variedade
invariante instavel de S e a se contrair em dire¢ao a variedade invariante estavel
de S, conforme mostra a figura 2.5. A dire¢do de expansdao do espago de fase estd
associada ao expoente de Lyapunov positivo e a dire¢ao de contragdao, ao expoente
de Lypaunov negativo [3].

Mapas m-dimensionais apresentam m expoentes de Lyapunov. Para deri-
var a equacao de calculo dos expoentes de Lyapunov para sistemas m-dimensionais
escolhe-se uma condicao inicial zo associada a uma diregdo Uy escolhida, sendo
Uy = %, com i sendo o vetor tangente a orbita de xzg. Fazendo z, denotar a
correspondente orbita de zg, existirdo n vetores tangentes a cada iterada de zq, da-
dos por ¥,, com n = 0,1,2,..., conforme a figura 2.6. Entao a evolucao do vetor
tangente 7o é dada por:

Ynt1 = DM (2)Yn, (2.15)

na qual DM (z,) denota a Matriz Jacobiana do mapa na iterada n e desta equagao
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Figura 2.5: O conjunto de condigdes iniciais, regiao hachurada em torno do ponto de
sela S, apds sucessivas iteracoes, tende a se esticar na dire¢ao da variedade invariante
instavel, associada com o expoente de Lyapunov positivo do sistema e a se contrair
na dire¢do da variedade invariante estavel, associada com o expoente de Lyapunov
negativo.

Figura 2.6: Uma condicdo inicial o de um mapa sendo iterada quatro vezes na
dire¢do yo, tangente a orbita de zo.
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tem-se:
Yn = DM"(20)yo , na qual: DM™(x¢) = DM (zn_1)DM(xp—3)DM(z4—3)...DM(z0).

Juntando esta tltima e a equagdo 2.15 a definicao de Expoente Maximo de
Lyapunov [14] dada por:

MZo. 7o) = lim —lnm{,"”
(Fo, %) = lim Zin =l

(na qual o termo argumento do limite é dito Ezpoente de Lyapunov a Tempo n)

tem-se a defini¢cdo de Expoentes de Lyapunov para mapas m-dimensionais.

Mo, ilo) = lim %ln||[DM“(a‘Eo)]uo||. (2.16)

n—oo

Calculados todos os m expoentes de Lyapunov de um mapa m-dimensional
para a condicao inicial o em uma dire¢do ug, escreve-se o espectro de Lyapunov
dado por: Amsgimo(To) = Ai(zo) > Aa(z0) > ... > Ap(z0). Se todos os A;(zg) < 0,
o mapa € periddico mas, se houver um dnico A; > 0, entdo o mapa é cadtico; pelo
espectro de Lyapunov, basta que o primeiro expoente de Lyapunov seja positivo para
que o mapa apresente caos. Se houver mais que um expoente de Lyapunov positivo,
entdo o mapa apresenta hipercaos.

Em geral, os expoentes de Lyapunov nao dependem da escolha de condigoes
iniciais, a ndo ser para um conjunto de medida de Lebesgue nula ? entdo, pode-se

neglicenciar o argumento de dependéncia das condigoes iniciais e escrever:

.1 n
A= lim ~In|[[DM"]uo||. (2.17)

2.6 Corte Estroboscopico e Mapa de Poincaré.

Um corte estroboscépico € o resultado da multipla projecao do espago de fase
de um sistema cortando o tempo em varios valores, sobre o plano das suas variaveis
dinamicas. Em outras palavras, o corte estroboscépico é construido com os pontos
que atravessam as varias secgdes do espago de fase do sistema nos seus respectivos

valores de tempo.

3Dado um conjunto aberto de pontos S = ), (ak, bi) do sistema, a medida de Lebesgue é dada

por pu(S) = 3 (bk — ax).

31



A figura 2.7 apresenta um exemplo de corte estroboscépico. O plano p € pa-
ralelo ao plano do espago de fase (z,y) do sistema e nele estao projetados os pontos

da trajetdéria que cruzam cada plano py;.

Figura 2.7: Exemplo de um corte estroboscépico.

O Mapa de Poincaré é um artificio que consiste em transformar um fluxo
do tipo & = f(z,y,t) com z € R” em um mapa do tipo ¥ € R""! no qual sdo
tracados, sobre a superficie de sec¢do ¥, apenas os pontos que a atravessam em um
tnico sentido, caracterizando, assim, uma simplificacdo do espago de fase.

Fazendo o Mapa de Poincaré, consegue-se uma redugao do espago de fase do

sistema de dimensdo n para n — 1 [15].

A figura 2.8 mostra um exemplo de Mapa de Poincaré para um fluxo tri-
dimensional do tipo z = f(z,y,2), ¥y = g(z,y,2) e 2 = h(z,y,z). ¥ é a superficie
de seccao escolhida para um valor constante de z, portanto é um plano paralelo ao

plano (z,y).
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Figura 2.8: Exemplo de um Mapa de Poincare.

2.7 Atratores.

Um atrator é um subconjunto do espago de fase de um sistema para o qual
um conjunto de condig¢des iniciais sdo atraidas quando se considera t — oo.

Como exemplos, veja os espacos de fase de um oscilador harménico amorte-
cido na figura 2.9-a, cujo atrator é um ponto, € o de um oscilador forcado periodi-
camente no tempo, na figura 2.9-b, cujo atrator é um ciclo limite. Nota-se que para

os dois casos, as condigdes iniciais dos sistemas convergem para seus atratores. [1].

(@ dx/dt ® dx/dt

Figura 2.9: Espago de fase: (a) de um oscilador harménico amortecido (b) de um
oscilador amortecido e forcado periodicamente; a condicio inicial fica aprisionada no
ciclo limite [1].
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Atratores Estranhos.

Para os dois exemplos de atratores da figura 2.9, os atratores sao um ponto
e uma curva fechada, o que representam, respectivamente, um conjunto atrativo de
dimensao zero e um conjunto atrativo de dimensao um. Para alguns outros atratores
o conjunto atrativo pode ser muito irregular e, de fato, podem ter uma dimensao que
nao é um numero inteiro. Tais conjuntos sao chamados de fractais e, quando eles
sao atratores, sao chamados de atratores estranhos [1].

Um exemplo de atrator estranho é o atrator de Ikeda [11] [16]. O mapa de
Ikeda é descrito pela equagao 2.18:

Tpy1 = R+ Ca(zncosT — ypsent),

Ynt1 = Co(znsenT + ypcost), (2.18)

na qual 7 = C; — rxf;‘*_m e R,C1,C; e C3 sao parametros reais.

Figura 2.10: Exemplo de um atrator estranho: o atrator de Ikeda. Os parametros
utilizados na construcao desta figura foram R = 1,C; = 0,4,C; = 0,9 e C3 = 6.
Os expoentes de Lyapunov deste mapa para estes parametros sio A; = 0,51 e Ay =
—0,72 com os respectivos nimeros de Lyapunov L; = 1,66 e L, = 0,487.
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O atrator de Ikeda aparece na figura 2.10. Esta figura apresenta o espaco
de fase (z,y) do atrator de Ikeda, com a resolugao de 720 x 720 pontos. A regido
vermelha representa o conjunto de condicdes iniciais que divergem; a regido laranja
é a bacia de atragdo do atrator. Este atrator é um conjunto fractal e concomitante-

mente, um atrator estranho [3].

Atratores cadticos.

Se dois pontos tipicos inicialmente separados por uma pequena distancia Az
em t = 0 dentro de um atrator divergirem exponencialmente apds a sua evolugao no
tempo, entdo este atrator exibe comportamento cadtico. Sendo assim, o estado final
do sistema passa a ser imprevisivel diante de uma pequena incerteza no seu estado
inicial.

Atratores estranhos podem ser também, atratores caéticos [17] [1]. O atrator
de Tkeda, mostrado na figura 2.10 é, concomitantemente, um conjunto fractal, um
atrator estranho e um atrator cadtico mas, de fato podem ocorrer atratores caoticos
que nao sao atratores estranhos e reciprocamente, conjuntos fractais que nao sao

caoticos [1].

2.8 Bifurcacgoes.

O ponto fixo (ponto de equilibrio) é o estado mais simples de um sistema e
pode ser encontrado para um determinado regime de parametros. Porém, a mudanca
de um de seus parametros pode provocar no sistema uma mudanga qualitativa do seu
comportamento como por exemplo: mudanca na estabilidade do ponto de equilibrio
ou na Orbita periédica ou ainda, o seu aparecimento ou desaparecimento. Quando
ocorre uma mudanca de comportamento no sistema devido a variacao de um de seus
parametros, diz-se que o sistema sofreu uma bifurcagao, a qual pode ser de varios

tipos. Seguem defini¢des de alguns deles para mapas unidimensionais [3]:

e Bifurcag¢do por Sela-No: Neste tipo de bifurcagao, ocorre o nascimento de dois
pontos fixos, um estavel e outro instavel. A figura 2.11 mostra o esquema de

uma destas bifurcagoes.

e Bifurcagdo por Duplica¢do de Periodo: Um ponto fixo estavel pode perder a sua
estabilidade, dando origem a uma 6rbita de periodo duplicado. A figura 2.12

mostra uma 6rbita estavel ([0,b]) que perde a sua estabilidade dando origem
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Figura 2.11: Esquema de uma bifurcacao sela-né. Em determinado valor do
parametro p nascem duas érbitas: uma estavel (linha cheia) e outra instavel (linha
tracejada).

a uma orbita de periodo 2 ([b,c]). Esta, por sua vez, perde a sua estabilidade
dando origem a uma 6rbita de periodo 4 ([c,d]), a qual perde sua estabilidade

dando origem a uma drbita de periodo 8 ([d,e]) e assim por diante.

L—
F

o

< BBL

0 b c d -~

Figura 2.12: Bifurcagdo por duplicacdo de periodo. Neste esquema, o é um
parametro e x é uma varidvel dinamica do sistema. As duplicagdes vao acontecendo
indefinidamente, até que o sistema atinge um regime cadtico.

e Bifurcagio de Hopf: Neste tipo de bifurcagdo, um ponto fixo se transforma em

um Ciclo Limite.

A figura 2.13 mostra uma bifurcacdo de Hopf para um fluxo bidimendional do

tipo = f(x,y,p) e ¥y = g(X,y,p), no qual p é um parametro do sistema.

36



: (Al

y

Figura 2.13: Bifurcacdo de Hopf. Um ponto fixo se transforma em um ciclo limite,
sobre o plano das varidveis dinamicas (z,y) do sistema.

Diagrama de Bifurcagoes.

O diagrama de bifurcagdes é um grafico cartesiano de uma das varidveis
dinamicas plotada em funcdo de um dos parametros do sistema [18]. Este grafico é
um recurso importante de analise na dinamica nao-linear pois, através dele pode-se
distinguir regides do sistema onde acontece comportamento cadtico e periédico. E
possivel, através de um diagrama de bifurcacoes, ter uma boa idéia das propriedades
dinamicas que o sistema apresenta como crise, por exemplo.

A figura 2.14 mostra o diagrama de bifurcagdes para o mapa de Ikeda, o
qual é descrito pela equagao 2.18. Neste diagrama, pode-se notar a ocorréncia de
bifurcagoes por duplicacdo de periodo e também, a alternancia entre regimes cadticos
e periddicos. Os regimes cadticos estdao representados pelas regioes escuras e os regi-
mes periddicos pelas regides claras do grafico, onde aparecem as drbitas periddicas.
Na terceira parte da figura 2.14, pode-se notar a presenga de um 6rbita periédica de
periodo 9 (9 linhas) para C; ~ 0, 842.
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Figura 2.14: Diagrama de bifurca¢bes para o mapa de Ikeda, com parametros
0120.4, C3Z6GR=1.
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2.9 Dimensoes de um Atrator.

Dimensao de Capacidade (D) *.

A técnica usada para determinar a dimensao de capacidade de um atrator
consiste em cobri-lo com “caixas” de dimensao conhecida ®, como mostra a figura
2.15.

O nimero minimo de “caixas” N(¢) de lado ¢ necessario para cobrir todo o

atrator escala com &, para € pequeno, da seguinte forma [1]:

N(e) me™ Do, (2.19)
Dy é, entao, definido por:
p, kg (2.20)
e—0 ln;

Figura 2.15: D, é proporcional ao nimero minimo de “caixas” de lado € necessario
para cobrir totalmente o atrator. Este é novamente o atrator de Ikeda.

4Também chamado de Dimensao de Contagem de Caixas.
Sestas “caixas” podem ser cubos n-dimensionais de aresta €.
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Como ilustragdo da técnica de contagem de “caixas”, pode-se citar o Con-
junto de Cantor. A construgdo do conjunto de Cantor faz-se da seguinte forma,
pega-se no conjunto unitario [0,1] e retira-se o seu terco médio, em seguida o tergo
médio das duas partes restantes e assim sucessivamente, conforme figura 2.16, sendo
que o comprimento total das partes removidas é igual ao comprimento do primeiro

- L1,24 4,8 _iyweo 2 11 ) _1,9_
1ntervalo.3+,9+27+81+...—32n=03,1—3<1_§_>_3><3_.1.

- _primeiro nivel

segundo nivel

terceiro nivel

quarto nivel

Figura 2.16: Conjunto de Cantor.

No primeiro nivel do conjunto um tnica caixa é suficiente para recobri-lo,
tem-se N (3%) = 2% no segundo nivel, sdo necessirias duas caixas, N (ng) = 2!, no
terceiro nivel quatro caixas, N(3) = 2%, no quarto nivel oito caixas, N (35) = 22,
generalizando, no n-nivel tem-se N(¢) = N(35) = 2", com n numerando o nivel de

divisdo do conjunto. Entdo, a dimensio de capacidade para o Conjunto de Cantor

Do = limn_,ooﬁ{% = In2 —0,62989...,
n\ 1
3

na qual o comprimento da aresta da “caixa” é € = ;.

é:
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Dimensao de Informagao (D).

Existem regides do atrator que sdao mais visitadas e regides que sao menos
visitadas pelas érbitas pertencentes ao sistema. Como visto no item anterior, a
dimensao de capacidade é proporcional ao numero de “caixas” de lado ¢ necessarias
para recobrir todo o atrator. A dimensdao de informagao leva em conta somente a
regiao mais visitada do atrator, regidao esta denotada por porg¢do representativa do
atrator [3]. O tempo que uma drbita zo dispende visitando uma regido do atrator
recebe o nome de medida natural. Define-se a medida natural associada a cada

“caixa” C; que recobre o atrator como [14]:

D), (2.21)

na qual n(C;, zo,T') é a soma de tempo que a érbita iniciada em z dispende visitando
a “caixa” C; no intervalo de tempo 0 <t < T.
Sendo assim, a dimensao de informacdao deve ser sempre menor ou, no

maximo igual & dimensdo de capacidade [3]:

Dy(6) < Do(0) = lim "VE:0)

6 1 2.22
i = para 0 < 0 < 1, (2.22)
na qual N(e,0) é o nimero de “caixas” necessarias para recobrir a submalha que
contém a porcao representativa do atrator e § é o percentual de cada “caixa” C;
visitada pela 6rbita xzo. Se § = 1, entdo Dy = Do mas, em geral D; < Dy e a

definigao geral de D, é:

Dy(8) = lim — Z p(Cy) In u(Cy), (2.23)

e—0 ln £

na qual u; é a medida natural associada a cada cubo C; de lado € e N(e) é o nimero

de “caixas” necessarias para recobrir todo o atrator.

Dimensao de Correlagao (D).
Na figura 2.17, os pontos n; e n; estdo separados por uma certa distancia,

no R?, dada por:

@ — @) = /(e — 25)* + (v — y)* (2.24)

Para o R™ (na qual m é a dimenséao do sistema), tem-se:
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y hiperesfera de didmetro €

i J

Figura 2.17: Esquema de calculo de D;.

& — 351 = ) A/ (%ia — i) (2.25)
a=1

O atrator é uma regiao do espaco de fase do sistema. Isto significa que, para
o R* deve existir uma hiperesfera de raio ¢ tal que |7; — 7| < e. A partir disto,

defini-se a Integral de Correlacao C'(¢), como sendo [3]:

C(e) = lim ———=, 2.26
(€) = lim T (2.26)
na qual:
1 N
ne(Sw) =5 > O — |5 — 1)
1,7=0
1
nr(Sn) = §N2 (2.27)
€,
1
@(1‘)={ se >0 , (2.25)
0 se <0



com N sendo o nimero de pontos considerados, ©(z), a fungao Degrau dada pela
equagdo 2.28, 1.(Sn) o nimero de pares de vetores separados por uma distancia €
no atrator e nr(Sy), o nimero de pares total de condic¢des iniciais. A dimensdo de

correlagdo é, entao, definida por:

D, = lim (). (2.29)

e=0 [ne

O espectro de dimensdes de um atrator se apresenta da seguinte forma:

Do > Dy > D, [3].
Dimensao de Lyapunov (Dg).

A dimensao de Lyapunov pode ser vista como uma relacao entre os expoentes
de Lyapunov e a dimensao fractal de um atrator.

Para um sistema dindmico no ™, considera-se uma orbita com expoentes
de Lyapunov dados por A; = Apaz > A2 > ...\, € p denotando o maior inteiro, tal

que:

p
Y oA=o. (2.30)
=1

A dimensao de Lyapunov é, entdo, definida por [3]:

0 se p nao existe
Dp=4 p+ W}J{—J Yo A sep<m (2.31)
m sep=m

Para um mapa bidimensional, com A; > 0 > Ay e A; + A2 < 0, tem-se:

D=1+ -2\—1— (2.32)

| Az
A conjectura de Kaplan-Yorke afirma que Dy = D;. Em geral, D; < Dy,
porém para alguns sistemas, D, = Dy e neste caso, pela conjectura de Kaplan-Yorke,
Dy, = Dy, como acontece, por exemplo, para um mapa bidimensional dissipativo [14].
Como o mapa é dissipativo, o seu espago de fase deve se reduzir a medida

que o mapa € iterado. Um mapa bidimensional tem dois expoentes de Lyapunov
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denotados por A; e A;. A dimensao de Lyapunov para mapas bidimensionais é dada
pela equacao 2.32. Considerando 6 < 1, recobre-se a fracao da medida natural do
atrator com N (e, ) “caixas”. Cada “caixa” evolui tranformando-se em um parale-
logramo, como mostra a figura 2.18 e faz-se necessaria uma nova malha de “caixas”

para recobrir o atrator, cujas arestas sdo:

Ao

g =ce

<e (2.33)

X

Figura 2.18: “Caixa” C; sendo iterada. Como o exemplo mostrado é bidimensional,
a “caixa” C; é um quadrado de lado € que, depois de ser iterado, transforma-se em
um paralelogramo.

Na figura 2.18, nota-se que o quadrado C; de lado ¢, transforma-se em um
paralelograma & medida que o mapa ¢ iterado. Os lados deste paralelograma de-
pendem do valor do expoente de Lyapunov do sistema associado aquela diregao.
Para este exemplo, \; estd associado a direcdo & e A; estd associado a diregao y.
Percebe-se, pela figura, que a direcio z é a diregdo de expansado, portanto A, > 0,
consequentemente €™ > ¢ e a direcdo y é a direcdo de contragdo, entao A; < 0,
consequentemente ee*?" < ¢. Sendo um dos expoentes de Lyapunov positivo, o mapa
é, entao, caodtico.

Como a medida natural é invariante [14], entao:

N(,0) ~ N(e,)erM1HPD, (2.34)

sendo assim, pode-se escrever:

DA(6) = Do(6) = —limm "NV (E:0)

e—0 ln&‘

, (2.35)
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isso implica em que N(g,6) ~ ¢~P1 para a fracio representativa do atrator e para
€ << 1. Assim:

£D1 oD gt al) (2.36)

Substituindo a equacao 2.33 na equagao 2.36, tem-se que:

e7Prehen(=D1) oy g=Dregn(hatiral), (2.37)
simplificando esta dltima:
- Dy =~ )\1 + |/\2|, (238)
o que implica em:
D, = )‘1+/\1I-|>:—32|:D1 , para €<<1. (2.39)
Entdo, para o exemplo mostrado D; = Dy e pela Conjectura de Kaplan-

Yorke, Dy = Dy.

2.10 Bacias de Atracao.

Uma bacia é o subconjunto de condigdes iniciais do espago de fase que con-
vergem para uma mesma regiao; se esta regiao de convergéncia for um atrator, entao
a bacia é chamada de bacia de atragao.

A figura 2.19 mostra um diagrama do espago de fase com trés atratores.
Cada atrator possui a sua bacia de atragao, representadas pelas regides delimitadas
pelas curvas imediatamente & sua esquerda e a sua direita.

Denota-se bacia de saida o conjunto de condigbes iniciais que escapam para
o infinito. As bacias de saida podem estar presentes tanto em sistemas dissipativos
como em sistemas conservativos que possuem alguma regiao de aprisionamento, co-
mo um poco de potencial. Para os sistemas dissipativos, bacia de saida € o conjunto
de condigdes iniciais que escapam do atrator para o infinito; para sistemas conser-
vativos, bacia de saida é o conjunto de condigdes iniciais que escapam da regiao de
aprisionamento em dire¢do ao infinito.

Denota-se bacia sequra o conjunto de condices inicias do sistema que nao
divergem. Em outras palavras, bacia segura é o complemento da bacia de saida.

Para sistemas conservativos, a bacia segura é o conjunto de condigdes iniciais que
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ficam aprisionadas na regiao de aprisionamento; para sistemas dissipativos, a bacia
segura € o conjunto de todas as bacias de atragao do sistema somadas com as regioes

de aprisionamento, se houverem.

Figura 2.19: Exemplo de bacias de atragao.

Fronteiras de Bacia de Atracgao.

A fronteira de uma bacia de atracao é um conjunto de pontos de fronteira.
Um ponto é dito ponto de fronteira se toda a sua vizinhanga aberta pertencer, simul-
taneamente & pelo menos, duas bacias. Em outras palavras, um ponto de fronteira
pertence simultaneamente, a pelo menos duas bacias. A fronteira entre duas bacias
separa as condicoes iniciais que convergem para um conjunto atrativo, das condicoes

inicias que convergem para outro [19] [1].

Fronteira Suave de Bacia.
Uma fronteira de bacia é dita suave se esta fronteira for um conjunto de

dimensao de capacidade inteira.

Fronteira Fractal de Bacia.

Uma fronteira de bacia é dita fractal se for um conjunto de dimensao de
capacidade nao-inteira, a qual chamamos de dimensao fractal (DF).

A diferenca entre estes dois tipos de fronteiras é que, para um fronteira suave
é possivel melhorar a probabilidade de previsao do estado final de uma condicao
inicial 7o préxima a ela, melhorando a precisio de zp. Se a fronteira for fractal, a

melhora da precisio de z nio traz ganho de probabilidade na previsao do seu estado
final.
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Quando um sistema apresenta fronteira fractal, uma pequena alteracao na
condigao inicial pode provocar a imprevisibilidade do seu estado futuro. Em outras
palavras, uma pequena incerteza nas condigoes iniciais pode dificultar a determinacao

do atrator em que a trajetéria se aproxima. A este evento denota-se sensibilidade ao
estado final [20] [21].

’

E possivel calcular a dimensao fractal de uma fronteira, utilizando técnicas
computacionais de simulagao numérica. Uma destas técnicas é testar um circulo de

condicoes iniciais do sistema que contenha pontos da fronteira, como mostra a figura
2.20.

Figura 2.20: Técnica computacional para calcular a Dimensdo Fractal de uma Fron-
teira.

Se o circulo de condicdes iniciais de raio ¢ estiver todo no interior da bacia
de atracio A ou toda no interior da bacia de atragao B, entao todas as condicoes
iniciais dentro do circulo devem convergir, respectivamente, para os atratores A ou
B: mas se o circulo estiver sobre a fronteira, nao se pode ter certeza do estado final
das condicdes iniciais do seu interior. Estas condi¢oes sao chamadas de Condigoes
Incertas (C'1) [14] e ¢ é dito raio de erro. A fragao média das CT é dada pela razao

entre elas e o nimero total de condicdes iniciais testadas no espaco de fase (C'T):

= Cl
£) = —. 2.40
f&)= 7 (240
Considerando um sistema bidimensional e assumindo que a distribuigao de
condigdes iniciais testadas ¢ uniforme no espaco de fase, pode-se dizer que a proba-

bilidade de uma condicio ser incerta é uma fracao da area do espago de fase [20].
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Entao a fragao de condigbes incertas, dada por f(¢) que se aproxima de um atrator

sob um ciculo de raio de erro € é dado por [20] [14]:

fle) ~ e, (2.41)

na qual « é dito expoente de incerteza.

Por sua vez, a fracdo incerta f(e¢) para uma regido finita do espago de fase,

associado com a condigao inicial de erro €, obedece a lei de escala dada pela equacéao

2.42 [22] [20]:

_Inf(e)
se e somente se:
d=D — a, (2.43)

na qual D ¢ a dimensao do espago de fase e d é a dimensao da fronteira [1]. Para um
sistema bidimensional, a fronteira é fractal se a # 1; se a fronteira for suave, entao

a = 1 e, por consequéncia d = 1.

2.11 Crises.

Em um sistema dindmico, podem ocorrer fenémenos que lhe causam mu-
dancas subitas, tais como: crescimento de um atrator cadtico, destrui¢ao de um
atrator cadtico, bem como de sua bacia de atracdo, surgimento de atratores caéticos,
etc. Estas mudancas sibitas podem estar associadas com o fenémeno de crise [23].

Uma crise é o resultado da colisao entre uma 6rbita periddica instavel com
um atrator cadtico. Varios tipos de crise podem ocorrer em um mesmo sistema e as
consequéncias sofridas apés uma delas sao diferentes para cada tipo de crise ocorrida.

Estes tipos de crise serdo descritos abaixo:

Crise Interior.

Uma crise interior é o resultado de uma colisdo entre uma 6rbita periédica
instdvel no interior de um atrator com um atrator caético.

Isto é possivel de se acontecer em sistemas que apresentam janelas periédicas

dentro do regime cadtico, o que pode ser visualizado no diagrama de bifurcagdes do
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sistema.

A consequéncia de uma crise de interior é o crescimento sibito do atrator

caotico.

Crise de Fronteira.

A crise de fronteira é o resultado da colisao entre o atrator cadtico e uma
oérbita instavel (ou um ponto de sela) que se encontra na fronteira de bacia de atragao
deste atrator. Acontece, por exemplo, para o Mapa Quadratico Unidimensional,
quando o sistema atinge o regime cadtico por duplicagao de periodo para um deter-
minado valor do parametro variado [23].

A consequéncia de uma Crise de Fronteira é a subita destruigao do atrator

caotico, bem como de sua bacia de atragao.

Quando ocorre uma crise de fronteira no sistema o atrator cadtico é su-
bitamente destruido e aparece em seu lugar um Conjunto Cadtico Nao-Atrativo,
denominado Sela Cadtica. As trajetorias, que antes convergiam para o atrator, per-
manecem durante algum tempo nos “vestigios” deste atrator e depois sao expelidos.
Este tempo é chamado de Transiente Cadtico e pode ter uma duracao bastante
grande. Estes conjuntos consistem da intersec¢ao das variedades estavel e instavel,
que sao cruzamentos homoclinicos ou heteroclinicos. Um cruzamento é homoclinico
quando as variedades invariantes instdvel e estavel de um mesmo atrator se cruzam.
Em um cruzamento heteroclinico, a variedade invariante estavel de um atrator cruza
a variedade invariante instavel de outro atrator [16].

A figura 2.21 mostra a variedade invariante estavel de um ponto de sela se

cruzando com a variedade invariante instavel de outro ponto de sela.

2.12 Propriedade de Wada.

A Propriedade de Wada consiste na presenca de fronteiras de Wada no es-
paco de fase do sistema, cujo conceito serd apresentado a seguir. No inicio da sua
formulacdo, acreditava-se que seria, estritamente, necessario que o sistema apresen-
tasse, pelo menos, trés bacias de atragdo para que a propriedade fosse vélida [3], pelo
fato de ter sido estuda, a principio, apenas para sistemas dinamicos dissipativos, os
quais contém atratores.

A idéia de que esta propriedade fosse valida apenas para sistemas dinamicos
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Figura 2.21: Sela cadtica em um diagrama esquematico, mostrando cruzamentos
heteroclinicos.

dissipativos deixou de ser verdadeira quando o estudo desta propriedade estendeu-
se para sistemas dindmicos hamiltonianos [10] [9], mais precisamente para sistemas
que apresentam espalhamento cadtico [10] [8] ¢ com multiplos modos de saida [10].
Assim, foi possivel provar a validade desta propriedade mesmo para sistemas que
nao apresentam atratores. Porém, é necessario que o sistema apresente, pelo menos,
trés bacias, as quais podem ser bacias de saida, por exemplo.

Visualmente, pode-se verificar a Propriedade de Wada em um sistema, ana-
lisando a propriedade de auto-similaridade do seu espago de fase [8] [10]. Esta pro-
priedade esta relacionada com invariancia de escala do espacgo de fase do sistema.
Em outras palavras, nao importa que escala se use, o espaco de fase tera sempre as

mesmas caracteristicas.

6Conjunto cadtico para o qual as variveis de entrada podem produzir mudangas drasticas nas
variaveis de saida.
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Ponto de Wada.
Um ponto p sobre a fronteira de bacia é chamado de ponto de Wada se toda

a sua vizinhanga aberta intersecta pelo menos trés bacias diferentes do sistema [10].

Fronteira de Bacia de Wada.

Se todos os pontos sobre a fronteira de bacia forem pontos de Wada, entao
esta fronteira é dita fronteira de Wada. Em outras palavras, uma fronteira de Wada
é aquela fronteira que pertence, simultaneamente, a pelo menos, trés das bacias

encontradas no sistema [10].
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Capitulo 3

Modelo de Oscilacoes de um

Navio.

3.1 Introducao.

O presente trabalho traz um estudo das oscilagoes laterais sofridas por um
navio sujeito a condigdes ambientais tais como ondas oceanicas, vento, etc [5] [24].

Trabalhos realizados na area de dinAmica néao-linear e caos [4] [25] [5] mos-
tram que o problema da estabilidade de navios sujeito a condigdes ambientais € muito
mais complicado do que se apresenta na literatura de arquitetura naval. Ainda em
meados da década de 80, os trabalhos nesta area traziam estudos de estabilidade de
navios baseados em escolhas de condi¢des iniciais e pensava-se esta, ser uma técnica
suficiente para controlar os emborcamentos. [5] [24].

Os critérios de seguranca, estabelecidos pela literatura de arquitetura naval,
eram puramente empiricos quando em 1982, houve um salto a cerca dos conceitos de
estabilidade de navios devido aos trabalhos de Motora [26], os quais afirmavam que
o que se conhecia sobre estabilidade de navios era insatisfatério porque ignorava a
contribuicdo da dindmica de pardmetros envolvidos, como por exemplo, a densidade
da 4gua a qual oferece resisténcia ao movimento (amortecimento) ou o vento e o
impacto de tempestades que podem refor¢ar o movimento (forcamento externo).

A partir disso, houve uma série de tentativas de incorporar estes parametros
no estudo da estabilidade de um navio, idealizando-o como um oscilador nao-linear
forcado e amortecido [27] [4] [5].

O objetivo, neste trabalho, é encontrar regimes de parametros do navio nos

quais certas propriedades da dindmica nao-linear se manifestem, entre elas: crise [25],
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fronteiras fractais [4], sela cadtica e Propriedade de Wada [8] e a partir delas, estudar
0 seu comportamento.

A figura 3.1 mostra o esquema de um navio oscilando lateralmente. No
instante £, o navio se encontra em sua posigao de equilibrio e no instante t + At, ele é
deslocado da sua posigao de equilibrio por um angulo #. O navio se comporta como
um oscilador nao-linear, for¢cado e amortecido [24] pois oscila lateralmente em torno
de uma posicao de equilibrio, que é o seu centro de massa W.

Note que, quando o navio é deslocado, o seu centro de empuxo E desloca-se
junto com ele mas, o seu centro de massa W permanece na mesma posicio [5]. O

deslocamento do seu centro de empuxo causa o emborcamento do navio.

t+At 4

’
’
’

D
-
cemmm -

Figura 3.1: Esquema de um navio oscilando lateralmente, para dois tempos: t e

t+ At.

3.2 Oscilagoes Livres e Nao-Amortecidas.

O modelo matematico que descreve as oscilacoes laterais do navio surge

das equagoes de movimento de Lagrange, considerando apenas a a¢ao do potencial
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aplicado ao problema. Escrevendo a lagrangeana do sistema L(6, 6,t) do sistema [28]:

: )2
L(6,0,t) = % - U(9),
na qual (3.1)
L 167
1(0,6) =17, (32)

com T(0,60) sendo a energia cinética associada ao movimento de oscilagdo, U(f) a
energia potencial aplicada ao sistema e I, o momento de inércia do navio.

Pelas equagoes de movimento de Lagrange [28]:

L) -2y 3.3
dt\o9p) 00 7 (3:3)
d, .. oU®)
' 5 =0

j_0U) _

16— ——=0. (3.4)

O potencial usado neste problema é do tipo [4] [5]:

U(0) = o (%e? _ %a@“) (3.5)

e, finalmente a equacio de movimento, sem a agao de quaisquer forgas externas sobre

o sistema pode ser escrito como:

10 + w* (8 — ab®) = 0. (3.6)

3.3 Forma do Potencial Utilizado.

O emborcamento de navios tem sido modelado por inimeros pesquisadores
[4] [5] [29] [27] [25] [30] através de equagbes diferenciais de segunda ordem nao-
lineares, as quais descrevem o movimento de oscilagdo lateral do navio (“rolling

motion”), considerando o navio como um oscilador nao-linear forgado e amortecido,
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cujas variaveis dindmicas sao o angulo de oscilagdo 4 e a velocidade angular do navio
0, e que o movimento seja obliquo em relagdo as ondas do mar (conforme figura
3.2). O movimento obliquo do navio se mostra altamente nao-linear, apresentando

movimentos caoticos, harménicos e sub-harménicos coexistentes [31].

Figura 3.2: Considera-se que o navio se movimenta obliquamente em relac¢ao a dire¢ao
de propagacdo das ondas do mar.

A equacgdo genérica para este tipo de sistema pode ser escrita como:

10 + B(0) 4 C(0) = psin(t). (3.7)

O termo C(8) é dito momento restaurador do movimento e se dé devido as
forgas de flutuagdo (forgas de deslocamento de massas de dgua devido a oscilagao do
navio. ), desconsiderando qualquer tipo de forcamento externo como vento ou balango
de carga. C(0) é um termo altamente nao-linear, podendo variar desde o valor
C(6 = 0) até um valor maximo C(6 = Opaz), n0 qual 0 navio perde sua estabilidade.
Neste angulo, § = 0.z, a energia potencial corresponde a V(8) = [ C(0)db e tem
um maximo local [4].

Na literatura da Arquitetura Naval, a fungdo de flutuacdo C(f), tomada
na auséncia de ondas e balanco de carga desprezivel, é chamada invariavelmente de

Curva GZ [4] sobre o diagrama de oscilagdo do navio sendo que, o “brago” da forga de
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flutuabilidade esta sobre o centro de gravidade do navio. As curvas GZ do momento
restaurador podem ser descritas por uma familia ¢(#) de polinémios parametrizados

por um fator a:

c(0) = dv(9) = wO(1 — 0)(1 + ab)] = w?[0 + (o — 1)8% — ab?], (3.8)

dé
6  W(l—-a)f® wiad?
2 — — —
5 3 | (3.9)

v(0) =w

Este potencial apresenta uma oportuna simetria quando o — 1,0, conforme

a figura 3.3.

il' T I T T I T I T T |

L 0=0,1 . -

L ° 0=0,3, .

10|, —

i i

e ]

- 4

v(0) [ ]

S5 ]
o

o ]

F“I 1 l | I 1 ;

5

Figura 3.3: Simetria do potencial quando o — 1,0. Para todos os gréficos wr=1

O ponto de equilibrio estével é sempre o ponto (6, V(#)) = (0,0), indepen-
dentemente do valor de & mas, os pontos de maximo da fun¢do, os quais representam
pontos de equilibrio instdvel, variam de acordo com o valor de . Para a = 1,0, os
pontos de equilibrio instavel estdo em (6, V(6)) = (—1;0,25) e (6,V(0)) = (1;0,25),

para w? = 1,0.
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O momento periédico devido a incidéncia das ondas oceanicas laterais regu-
lares, pode usualmente ser descrito pelo termo psin(¢t), no qual ¢ é a frequéncia e
p a amplitude das ondas [4].

Este potencial foi escolhido devido ao aspecto do problema. O navio oscila
lateralmente em torno de um ponto de equilibrio e pode emborcar por dois lados
deste ponto, o que sugere que ele esta sujeito a um potencial que possui uma regiao
de aprisionamento e pode escapar desta ao atingir um dos dois pontos de maximo
local, um deles locado a esquerda e o outro a direita da regido de aprisionamento.
Na expressao do potencial, w? e o sao constantes que controlam a profundidade
da regiao de aprisionamento. Para melhor visualizar, imagine uma esfera sobre um

trilho unidimensional conforme a figura 3.4.

‘Vk

Figura 3.4: A esfera fica aprisionada no pogo sem nunca parar no ponto mais baixo
da depressao.

A esfera rola, sem deslizar sobre o trilho, com velocidade constante, conforme
a figura 3.4. Ao atingir o pogo, podem ocorrer um dos dois eventos a seguir: a
velocidade da esfera é suficientemente grande para que ela passe pelo pogo e continue
rolando pelo trilho no mesmo sentido; ou a velocidade da esfera néo ¢ suficientemente
grande para atravessar o pogo e acaba por ficar aprisionada nele. Se o segundo evento
ocorrer, a esfera fica oscilando em torno do ponto de equilibrio, o ponto B (o ponto

mais baixo da depressdao) entre os pontos A e C, alimentada apenas pelo potencial
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aplicado. Esta situacdo é conservativa, pois nao ha perda e nem injecao de energia
no sistema.

O navio se comporta na agua de maneira similar ao comportamento da esfera
no trilho. Se ndao houver a acdo de uma for¢a externa, o navio fica oscilando em torno

do seu ponto de equilibrio.

3.4 Oscilacoes Livres e Amortecidas.

O caso conservativo, descrito pela equacao 3.6, é uma situagao idealizada
pois sempre ha alguma perda de energia via atrito entre as superficies. No caso do
navio, trata-se da forga de atrito viscoso da agua e é representada pelo termo B(H)
da equacao 3.7, o qual denota-se fun¢do amortectimento e pode ser modelado, por
exemplo, por uma expansao na forma 8 + 6|0] + * (o médulo no termo quadratico
garante que o amortecimento esta sempre no sentido oposto ao de 0) [4]. A funcédo
amortecimento depende, essencialmente, da geometria de construgao do navio. Para
o trabalho aqui realizado, utilizaremos B(@) = 10, na qual v é o coeficiente de atrito
viscoso da &gua, como utilizado por Thompson [4]. Esta forca é sempre contraria
a0 movimento e sera responsavel por fazer com que o navio atinja assintoticamente
a sua posicao de equilibrio, como mostra a figura 3.5. A forca de atrito viscoso da
4gua sera, daqui por diante, denotada por for¢a de amortecimento ou, simplesmente
amortecimento.

Acrescentando o amortecimento nas equagbes de movimento de Lagrange,

tem-se:

16+ w*(0 — ab®) + v = 0. (3.10)

O potencial aplicado ao navio apresenta um ponto de minimo e dois pontos
de méximo, conforme a figura 3.6. O ponto de minimo, é um ponto de equilibrio
estavel do sistema o qual possui uma correspondente bacia de condigoes iniciais que
convergem para ele, denotando-se por esta bacia segura. Os pontos de maximo, sao
dois pontos de equilibrio instdvel do sistema, cada um deles possui um conjunto
distinto de condicdes iniciais que escapam do poco de potencial, e seguem para o
infinito, os quais denotam-se bacias de saida.

Da figura 3.7, observa-se o caso conservativo deste problema. Sem forcamento
externo e sem amortecimento, as trajetérias ficam presas em orbitas fechadas em

torno do ponto de equilibrio estdvel o qual neste caso é dito ponto eliptico. Quan-
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Figura 3.5: A esfera perde energia devido a forga de atrito e para na sua posigao de
equilibrio.

0,5 T T T

Figura 3.6: Potencial utilizado. & = 1,0 e w? = 1,0.
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do adiciona-se o amortecimento, o sistema torna-se dissipativo e o ponto eliptico
transforma-se em um foco estdvel. As drbitas fechadas desaparecem dando origem a

trajetérias que convergem para o foco, conforme figura 3.8.

0

)

_2,1; ' — 27

Figura 3.8: Orbitas do caso dissipativo.
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3.5 Analise da Estabilidade dos Pontos Fixos do

Sistema.

E possivel provar matematicamente, através da Jacobiana do sistema, des-
considerando a atuacdo de qualquer tipo de forga externa, que a condicéo inicial

(6,6) = (0.0) é um foco estével para o caso dissipativo. Considerando o sistema de
equagoes:

6 = v="f
b o= —vp— w0 — ab?) = fo. (3.11)

Calculando a Jacobiana deste sistema, temos:

o G 0 1
DI =\ 5, o5 | = (1 - 308 —v )’ (3.13)

a0 oY

na qual @ representa o ponto de equilibrio. Calculando a Jacobiana para o ponto de

equilfbrio estavel (0,0) = (0,0), tem-se:

[DJ ()] 00) = ( 32 : ) : (3.14)

-V

Resolvendo o determinante det[[DJ(x)](0,0)— A}, calculam-se os autovalores

A; associados a este ponto.

- 1
det ) =0, (3.15)
w? (—v—=2A) '
da qual encontram-se:
v v\ 2 v v\ 2
M=ot ( (3) W"’) edz=—5 - ( 3) —“ﬂ)-
Para w? > (%)2 tem-se que A; e Ay s2o complexos conjugados. Os autovetores

associados formam um subespaco bidimensional estavel, com diregdes e; associada a

A1 e ey associado a A,, conforme a figura 3.9.
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Figura 3.9: Esquema dos autovetores associados ao ponto fixo estavel.

Os pontos de equilibrio instaveis (6; 0) = (£1;0,25), nestas condicoes repre-

sentam dois pontos de sela. Partindo da equacgao 3.13 para estes pontos tem-se:

[DJ(2)](£10,25) = ( : . ) . (3.16)

w1l —3a) —v

Através do mesmo procedimento calculam-se os autovalores associados a

estes pontos:

AL = —g + (\/(g)z — w1 — 3a)) e X = —g — <\/(g>2 —w?(1 — 3a)) :

Como o parametro o — 1,0, o termo 3aw? > w? fazendo com que o radicando

seja sempre positivo, resultando em duas raizes reais de sinais contrarios pois, o
modulo da raiz é maior que o termo —%. Os autovetores associados a estes autovalores
formam um subespaco unidimensional instavel e outro estavel, dando origem a dois

pontos de sela, conforme a figura 3.10.
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(0;0) /

(1:0,25) \

Figura 3.10: Esquema dos autovetores associados aos pontos fixos instéveis.

3.6 Oscilacoes Forcadas.

Além da forca de amortecimento, o navio esta sujeito a condi¢oes ambientais
como o vento, a ondulacdo maritima e outros que podem reforgar o seu movimento.
Estas forcas externas serao, daqui por diante, denotadas por for¢amento externo ou,
simplesmente, forcamento. Estas forgas externas tém dependéncia temporal mas,
para efeitos de simplificacido do problema, considera-se dependente do tempo apenas
a forca causada pela ondulagao maritima, a qual serd modelada pelo termo psin(¢t),
como descrito na pagina 56. As demais forcas: vento, impacto de tempestades,
balango de carga e outras serdo somadas em um unico termo constante denotado por
Fo.

Incluindo estes termos na equacao 3.10, tem-se:

6+ w0 — ab®) + v — psin(¢t) — Fy = 0, (3.17)

com I embutido em todos os termos. Fazendo a mudanga de variavel 0 = ¢ na

equagao 3.17, tem-se o fluxo bidimensional:

0 = o, (3.18)
p = —uh —w?(8 — ab®) + psin(¢t) + Fo. (3.19)

A idéia mais simples que se pode ter a cerca do comportamento de um
navio é pensar que ele deve emborcar quando exceder um angulo maximo 6., de

oscilacdo, e que isso depende da condigdo inicial (8, 9) escolhida. O fato é que, o navio
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atinge esta angulagao maxima devido a agdao dos parametros envolvidos no sistema,
combinada com a escolha de condicdes iniciais. Esta agdo tanto pode contribuir para
o emborcamento do navio como evita-lo, ou seja, mesmo que a oscilacao atinja o
angulo maximo 0,,,, de oscilagao, o navio pode nao emborcar devido & acido destes
parametros [4]. Um exemplo desta situagao é quando se considera que o vento esta
agindo no sentido contrario da incidéncia das ondas maritimas, como mostra a figura
3.11.

Figura 3.11: Navio sujeito a for¢a externa causada pelo vento e pela ondulagao do
mar (foto extraida do site http://www.radford-yacht.com).

A situacao da figura 3.11 pode ser descrita pela equacao 3.7 na qual a funcao
de flutuacao ¢ dada por C(6) = 0 — 6%. Na angulacao 0,,,, do navio, o potencial
aplicado é dado por V(0) = [ C(0)d0 = —9-23 - % cujo aspecto é mostrado na figura
3.12.
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Figura 3.12: Aspecto do potencial aplicado ao navio da figura 3.11.

Varias outras situagdes podem ser consideradas, para cada uma delas sujeita

a um potencial capaz de modela-la [31].
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Capitulo 4

Resultados Obtidos e Discussao.

4.1 Diagrama de Bifurcacoes.

O diagrama de bifurcacdes do sistema (figura 4.1) foi construido com uma
rotina prépria, em linguagem C, com pardmetros v = 0,5, w? = 1,0, a = 1,0,
p=0,245, ¢ = 1,0. A condigio inicial utilizada foi § = 0,0 e § = 0,0.

O primeiro quadro da figura 4.1 esta normalizado com o valor de crise Fo. =
0.726, valor sobre o qual acontece uma crise de fronteira demonstrada no decorrer
deste capitulo, os outros quadros ndo estdo normalizados. Observa-se nesta figura
que quando o valor do forgamento chega a % = 0,56 !, o qual denotar-se-a por
valor critico F§, acontece uma bifurcagdo por duplicagdo de periodo. Bifurcagoes por
duplicacio de periodo podem ser consideradas como uma rota para o caos. Enquanto
o forcamento nao atinge o seu valor critico, o valor de amortecimento é suficiente
para prender a condigao inicial em uma 6rbita de periodo um. Quando Fy = Fg a
condicdo inicial para uma 6rbita de periodo 2. As duplicagdes sucessivas nao param
de acontecer, dando origem a drbitas de periodo 4, 8 e assim por diante até atingir
um regime cadtico. Orbitas de perfodo 5, 6, 7 e outras podem ser observadas nas
ampliacdes das janelas periddicas encontradas no diagrama.

Quando o forcamento chega préximo a Fy &~ 0.726 ocorre uma crise de

fronteira no sistema. Este valor serd denotado valor de crise Fy. ~ 0.726.

1fe = 0,56~ Fg = 0,4
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Figura 4.1: Diagrama de bifurcagoes do sistema com parametros o = 1,0, w?=1,0,
v=20,5, p=0,245 e condigao inicial (§;8) = (0;0).
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De acordo com os resultados que ainda aparecerao neste capitulo, pode-se

dividir o diagrama da figura 4.1 da seguinte forma:

1. 0L % < 0,56 — ponto fixo do mapa estroboscopico (6rbita de periodo um);

2. % = 0,56 ~ F§ = 0,4 — ocorre uma bifurcagdo por duplicacao de periodo.
Ver-se-a mais adiante que, para Fy & FJ ocorrem os infinitos cruzamentos
homoclinicos de um ponto de sela contido na fronteira do atrator do sistema
e por este fato, sera esta bifurcacdo sera denotada por bifurcagdo homoclinica.
Concomitantemente, a area da bacia segura comega a se reduzir e surge um

conjunto caotico nao-atrativo de tipo sela cadtica, coexistente com o atrator;
3. 0, 56%‘L < 0,82 — sobrevida da orbita de periodo dois;
4. I%QC— ~ 0,82 — ocorre a segunda bifurcagao por duplicagdao de periodo;

5. 0,82 < %"; < 0,89 — sobrevida da o6rbita de periodo quatro;

6. apds o valor de II;TO ~ 0,89 — ocorrem sucessivas e infinitas bifurcag¢oes por
c

duplicagao de periodo até que o sistema atinge o regime cadtico;

7. T}«% =1~ Fy. ~ 0.726 — ocorre uma crise de fronteira no sistema. O atrator
c

e sua bacia segura desaparecem;

8. apds o valor de crise Fo. &~ 0,726 — apos este valor do forgamento somente a

sela caotica sobrevive.

4.2 Mapa Estroboscépico.

Uma técnica 1til na andlise de um sistema na dindmica nao-linear, é a cons-
trucao estroboscépica do seu espago de fase.

Para o caso conservativo encontra-se um ponto fixo em (6;8) = (0;0), o
grafico é o proprio ponto conforme figura 4.2-a. Para outras condigoes iniciais per-
tencentes a bacia segura, com dissipacao e for¢amento, o grafico resulta em um ciclo
limite, conforme figura 4.2-b.

No caso dissipativo sem forgamento as condigGes iniciais pertencentes a bacia
segura convergem para o ponto de equilibrio estavel conforme figura 4.3-a. Na parte
b desta figura estd o caso dissipativo com forcamento Fp = 0,42, ligeiramente maior

que o valor critico FJ = 0,4.
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Figura 4.2: Espago de fase 6 x 0 do sistema. Na parte (a)aparece o caso conservativo
para a condigdo inicial (8;0) = (0;0), com pardmetros v = 0,0, w* = 1,0, o = 1,0,
p=0,245, ¢ = 1,0 e Fu = 0,0. Na parte (b), o caso dissipativo com forcamento
Fy = 0,2, para a condicao inicial (6; 9) = (0,5;0,5).

02 Q 02 04 0,6 08 0,5 0 05 1

Figura 4.3: Espaco de fase 6 x 0 do sistema para o caso dissipativo. Na parte (a) para
a condicao inicial (6;0) = (0,5;0,5), com parametros v = 0,5, w? = 1,0, a = 1,0,
p=0,245, ¢ = 1,0 e Fy = 0,0. Na parte (b) para a mesma condigao inicial com
forcamento Fy = 0,42. Observa-se nesta, o aparecimento de uma érbita de periodo
2.
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Quando se aumenta o valor do forcamento, percebe-se que o corte estro-
boscépico do espaco de fase apresenta-se bastante complexo e que as érbitas fechadas
desaparecem. E o que mostra a figura 4.4, que foi construida com o mesmo programa

citado acima, com os mesmos parametros, exceto o valor do forcamento, que variou
para Fp = 0,727.

derdt
=)
T

Figura 4.4: Espaco de fase 9X0 do sistema para um valor de forgamento muito
préximo ao valor de crise, para a condi¢ao inicial (6,60) = (0,5;0,5), com parametros
v=20,5w?=1,0,a=1,0,p=0,245, ¢ = 1,0 e Fy = 0,727. O regime é cadtico!

4.3 Cruzamentos Homoclinicos.

Apés a ocorréncia da primeira bifurcacdo a area da bacia segura do sistema
vai sendo reduzida, devido a formacao de “ dedos ” incursivos que a invadem, e que
ocorrem por cruzamentos homoclinicos. A figura 4.5-a traz um desenho esquematico
da formacao destes “dedos” incursivos. O conjunto A da figura representa uma banda
de condigdes iniciais contida na variedade invariante estavel do ponto de sela S e sera
iterada para tras. As pré-imagens de A crescem ao longo da variedade invariante
estavel de S. Os pontos de interseccao entre a clausura da variedade estavel de S e
a banda A crescem exponencialmente, de acordo com o autovalor correspondente a

sua direcao estavel. O comprimento ao longo da variedade invariante estavel cresce
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compensando a redugao da sua largura. O efeito final é o acimulo de finos segmentos
(0os “dedos” incursivos) sobre a variedade invariante estdvel de S [32]. Este acimulo

é chamado de acumulagdo logaritmica de 6rbitas sobre a variedade invariante.

cruzamentos homoclinicos -

-

Variedade invari
instavel

Pred

R

Variedade invariante
estavel

Figura 4.5: Desenhos esquemadticos. Parte (a): clausuras das variedades invariantes
estavel e instavel de um ponto de sela. Parte (b): cruzamentos homoclinicos e
heteroclinicos.

Na mesma figura é possivel observar, também, que o atrator é delimitado
pela clausura da variedade invariante instdvel de S. Tomando uma banda B contida
na clausura da variedade invariante instavel de S e iterando-a para frente, percebe-
se que o comportamento da banda B é inverso ao da banda A. As imagens de B
crescem exponencialmente ao longo da variedade invariante instavel de .S, de acordo
com o autovalor correspondente a sua direcdo instavel. Os pontos de intersecgao
entre a variedade invariante instdvel e a banda B crescem exponencialmente. O
comprimento da banda B cresce exponencialmente, compensando a redugao da sua
largura. O efeito é o acimulo de filamentos extremamente finos sobre a variedade

invariante instdvel de S, novamente acumulagao logaritmica.

4.4 FErosao da Bacia Segura.

A reducio da 4rea da bacia segura acontece devido a incursao destes “dedos”,

provocando a sua erosdo [33] conforme figura 4.6.
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Figura 4.6: Calculo da redugao da area da bacia segura com a variacao do forcamento
com parametros o = 1,0, w? = 1,0, v = 0,5, p = 0,245 e condigdo inicial

(6:6) = (0,0).

A figura 4.7 traz o ajuste da curva de decaimento da area da bacia segura. A

( gg_)—0,90712

curva se ajusta muito bem a uma lei de poténcia dada por S = 0, 55474 x .

)
ver figura 4.7-a. Na parte b desta figura mostra-se o ajuste linear da curva lo-
garitmica.

A reducao da drea da bacia segura pode ser observada na figura 4.8 [9]. Nota-
se que, a medida que o forcamento vai aumentando, os “dedos” incursivos invadem
a bacia segura do sistema até que ela desaparega completamente. Quanto menor ¢ a
drea da bacia segura, maior é a probabilidade de se encontrar condigdes inicials que

levarao o navio a emborcar.

72



°
z 2 N
°
o\
7 P BN
: s N
2 05 g"u_ .0'
g1 ] &
3 2
& g ,
N
E N
\°.‘.
\.
0 L N U T IR
T T B WY T TV e T

(a) (b) In(F/Fo.)

Figura 4.7: Ajuste do decaimento da distribuigao de condig¢oes iniciais que convergem
para o atrator. Os parametros sao os mesmos da fig 4.6

Figura 4.8: Sequéncia de erosio nos mapas de Poincaré da bacia segura para o
oscilador estudado neste trabalho, com parametros v = 0,5, a = 1,0, w? = 1,0,
concigao inicial (6; 9) = (0;0). O valor de forgamento F é acrescido com passos de
0,06, em ordem crescente do indice de cada quadro, a partir de 0,0, sendo assim no
quadro 1 F5 = 0,0 e no quadro 12 Fy = 0,72.
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4.5 Comportamento das Fronteiras de Bacia.

Para o sistema nao-for¢ado e ndo-amortecido, a fronteira entre a bacia segura
e as baclas de saida sdo suaves e o comportamento do sistema é similar ao de um
péndulo simples: ha um ponto de equilibrio estavel eliptico e cada condicéo inicial

fica aprisionada em um érbita fechada no interior do poco de potencial, conforme
figura 4.9.

De

Figura 4.9: Retrato de fase para o caso conservativo. O ponto fixo é um ponto
eliptico. Parametros v = 0,0, o = 1,0, w? = 1,0, Fy = 0,0, p = 0,0, cada drbita
eliptica corresponde ao corte estroboscopico da trajetéria de uma dada condigao
inicial.

Quando se adiciona amortecimento ao sistema, o ponto de equilibrio estavel
eliptico se transforma em um foco estavel para o qual as condigoes iniciais que an-
tes pertenciam as drbitas fechadas, sdo atraidas descrevendo trajetdrias espiraladas,
conforme fig 4.10. Observa-se nesta figura que a fronteria entre a bacia segura e as
bacias de saida ainda sao suaves.

Ao adicionarmos um forcamento as caracteristicas da fronteira vao sofrendo
transformacoes. Até Fy < F{ as fronteiras ainda sdo suaves mas, para valores maiores
que F as fronteiras se tornam fractais (fronteiras de Wada) via um processo de erosao
da bacia segura que tem inicio com a ocorréncia de uma bifurcacao por duplicagao de
periodo [4] . Esta bifurcacdo recebe um nome especial bifurcagcao homoclinica pois
ela ocorre no momento em que as variedades invariantes estavel e instavel de um
ponto de sela pertencente a fronteira se cruzam (cruzamento homoclinico) conforme
figura 4.11.

O conceito de fronteira fractal esta relacionado com a complexidade da es-

trutura da fronteira e com o conceito de auto-similaridade do espago de fase do
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de/dt
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Figura 4.10: Retrato de fase (0, 0) para o caso dissipativo. Foram tragadas na ordem
de 200 condigoes inicias aleatérias, com parametros v = 0,5, a = 1,0, w? = 1,0,

p=0,0, Fo = 0,0.

Fo =0,4
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Figura 4.11: Cruzamentos homoclinicos, com parametros v

1,0, p = 0,245, Fo = 0,4.
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sistema [6] [1]. A propriedade de auto-similaridade do espago de fase, por sua vez,
est4 relacionada com a invariancia de escala do espago de fase, isto quer dizer que,
0 espaco de fase tera sempre as mesmas caracteristicas topolégicas, em todas as re-
gioes, seja qual for a escala utilizada na sua constru¢do. Em outras palavras, quando
se amplia urria-'pequena_z regiao do espaco de fase de um sistema que apresenta uma
fronteira fractal, esta ampliacao sera semelhante ao espaco de fase inteiro.

Uma_ernteird fractal é a fronteira entre duas bacias cuja dimensdo nio é
inteira. Para um sistema que apresenta trés ou mais bacias, este conceito é estendido
para o conceito de fronteira de Wada. Uma fronteira de Wada é, entao, a fronteira
que sepa_fa pelo menos, trés bacias simultaneamente e cuja dimensao é nao-inteira.
De outra forma, uma fronteira de Wada pertence simultaneamente a, no minimo,
trés bacias coexistentes no sistema e cuja dimensio é nao-inteira [9].

Como o conceito de fronteira de Wada é uma extensdo do conceito de fron-
teira Fractal, esta também apresenta a propriedade de auto-similaridade. A figura
4.12 mostra, para o sistema estudado aqui, a presenca de fronteiras de Wada.

| Nota-se nestas figuras, a clara invariancia de escala do espago de fase do
sistema, embora a estrutura da bacia segura seja uma estrutura bastante fina e, por
isso, em algumas regides seja dificil de observa-la.

De acordo com a figura 4.13, nota-se que os cruzamentos homoclinicos ocor-
rem para o ponto-de sela contido na fronteira do atrator concomitantemente a bifur-
cagdo por duplicaglao de periodo da érbita de periodo 1 para a drbita de periodo 2
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Figura 4.12: Sequéncia de fronteiras de Wada para o oscilador estudado neste tra-
balho, com parametros v = 0,5, w? = 1,0, a = 1,0, p = 0,245, ¢ = 1,0, Fy = 0,42,
e condigdes iniciais (6;0) = (1;0). A escala do primeiro quadro desta figura é da
ordem de 1 nos dois eixos, enquanto que o ultimo quadro tem escala na ordem de
10~* em 6 e 103 em 6.
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Figura 4.13: Comparagcao entre os resultados. Comparando os quadros a e ¢ observa-
se que a erosao da bacia segura comega no momento em que acontece a primeira
bifurcagdo homoclinica do ponto fixo do sistema e, por outro lado no quadro b,
observa-se que é neste mesmo momento que surgem os infinitos “dedos” fractais
incursivos e, no quadro d, os infinitos cruzamentos homoclinicos do ponto de sela
pertencente a fronteira do atrator.
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4.5.1 Evidéncias da Formacgao de Sela Cadtica.

As variedades invariantes estavel e instavel do ponto de sela contido na
fronteira da bacia segura se cruzam infinitas vezes conforme as figuras 4.14 e 4.15,

formando uma espécie de rede de cruzamentos homoclinicos, a qual recebe o nome

de conjunto cadtico nao-atrativo ou sela cadtica.

~

(a

" WAL

\ A < X
NV
,

de/dt

Figura 4.14: Parte (a): cruzamentos homoclinicos do sistema, formacao da sela
cadtica, com parametros v = 0,5, a = 1,0, w? = 1,0, p = 0,245, Fy = 0,7265 .
Parte (b): desenho esquemadtico da formagao de uma sela caética.

Figura 4.15: Formagao do conjunto cadtico nao-atrativo, por cruzamentos homo-
clinicos, com parametros v = 0,5, a = 1,0, w? = 1,0, p = 0,245, Fy = 0, 7265.
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4.5.2 Crise de Fronteira.

E possivel verificar, entre os resultados a ocorréncia de uma crise de fronteira
no sistema, para um valor de Fy & 0.726, denotado por valor de crise Fy.. A figura
4.16 mostra o retrato de fase 6 x 6 do sistema. O atrator (em vermelho) colide com
uma Orbita periddica instavel (cruz amarela), sobre a fronteira que separa a bacia
segura das bacias de saida do sistema. A regiao em magenta representa as condi¢oes
iniciais que congergem para o atrator, é a bacia segura; em azul escuro, as condigoes
iniciais que escapam para o infinito por um dos lados do atrator e em azul turquesa,

as condigoes iniciais que escapam para o infinito pelo outro lado, as duas bacias de

saida.

do/dt

2T

2T 0 2T

Figura 4.16: Colisao do atrator com uma 6rbita periddica instdvel contida na fron-
teira de sua bacia segura, com parametros v = 0,5, w? = 1,0, a = 1,0, p = 0,245,
¢=1,0e Fp=0,726 .
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Apés a crise de fronteira o atrator e sua bacia de atra¢ao sao completamente

destruidos como mostra a figura 4.17.

2n

de /dt

=27 0 2n

Figura 4.17: Atrator e sua bacia de atragdo destruidos. Fp ligeiramente maior que

Fo.

Nota-se que apos a crise de fronteira, as condigoes iniciais que antes perten-
ciam a bacia segura e que agora também escapam para o infinito, orbitam em torno
da regiao onde havia o atrator durante um certo tempo, antes de escaparem. Este
tempo em que as condigoes iniciais ficam “procurando” o atrator é dito transiente
caotico. O transiente cadtico destas condigoes iniciais é longo o suficiente para que

se forme uma espécie de “fantasma” da bacia de atragao.

4.6 Estimativas Quantitativas.

Nesta sec¢ao mostrar-se-a a influéncia da for¢a externa sobre algumas propri-
edades quantitativas do sistema, com o objetivo de complementar a analise topoldgica

feita anteriormente.
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4.6.1 Expoentes de Lyapunov.

A computagado dos expoentes de Lyapunov do sistema, confirma os resultados
anteriores para o intervalo 0,0 < Fy < 0,726. A figura 4.18 mostra o grafico dos dois
expoentes de Lyapunov do sistema, revelando regimes periédicos e regimes caéticos,
para o intervalo acima citado. O regime cadtico é caracterizado pela presenca de,

pelo menos um expoente de Lyapunov positivo.
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Figura 4.18: Grafico dos expoentes de Lyapunov do sistema.

4.6.2 Dimensoes de Correlagao e de Lyapunov.

O célculo da dimensdao de correlagio de um atrator cadtico, também é
uma técnica util para demonstrar a redugdo da bacia segura de um sistema apos
a ocorréncia de uma crise de fronteira, uma vez que a dimensao de correlacao é uma
medida do atrator. A parte (a) do grifico da figura 4.19 mostra a variagao da di-
mensao de correlagido do atrator caético do sistema estudado neste trabalho, para o
intervalo 0,0 < Fy < 0,7. Esta figura revela o decaimento da dimensao de correlagao
do atrator cadtico do sistema & medida que o forcamento se aproxima do valor de
crise Fp. = 0,726.

Segundo a conjectura de Kaplan-Yorke, a dimensdo de Lyapunov de um

sistema é igual a sua dimensdo de informagao: Dy = D; e, de acordo com o espectro
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de dimensées Dy > D; > D,, entdo Dy < Dy. A parte (b) do gréfico da figura
4.19 mostra o célculo da dimensdo de Lyapunov do sistema e nota-se que Dy é
ligeiramente maior que D;. Nota-se, também que a dimensio de Lyapunov é nula
para valores de forgamento abaixo do valor critico Fj = 0,4. Logo apés este valor,
quando ocorre o primeiro cruzamento homoclinico do sistema, o atrator passa a ser

fractal e a dimensao de Lyapunov deixa de ser nula.
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Figura 4.19: Gréfico (a): Célculo da dimensdo de correlacdo do atrator. Gréfico (b):
Célculo da Dimensao de Lyapunov do atrator. Figuras construidas para a condigao
inicial (0;9) = (0;0) e parametros v = 0,5, w? = 1,0, a = 1,0, p = 0,245, ¢ = 1,0.
Para cada ponto gerado no grafico foi usado um valor diferente para o parametro de
forcamento no intervalo 0 < Fy < 0,7, com passos de 0,005.
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Capitulo 5
Conclusoes e Trabalhos Futuros.

Do ponto de vista da Dinamica Nao-Linear, nota-se uma grande complexi-
dade no estudo analitico da sua estabilidade. Uma forma possivel de se estudar um
problema de alta complexidade é recorrer a técnicas computacionais de simulagao
numeérica, afim de encontrar no sistema, regimes de parametros em que seja possivel
analisar a dinamica do sistema.

Os resultados aqui apresentados, mostram que o sistema apresenta certas
propriedades, comprovando ser um sistema rico, no que se diz respeito ao dominio
da dinamica nao-linear.

A comprovada presenca de fronteiras de Wada, pode implicar na formacao
de selas cadticas. Estes dois conceitos, por sua vez, podem implicar em ocorréncia
de caos [9].

O atrator cadtico é comprovado pelo diagrama de bifurcacoes do sistema,
figura 4.1 e pelo grafico dos Expoentes de Lyapunov, figura 4.18. Para que o sis-
tema apresente comportamento cadtico é necessario e suficiente que um dos seus
expoentes de Lyapunov seja positivo [14]. Na figura 4.18 observa-se que um dos Ex-
poentes de Lyapunov do sistema é positivo para valores do for¢amento no intervalo
0,6534 < Fy < 0,726. O diagrama de bifurcagoes, figura 4.1, mostra uma bifurcacao
por duplicagao de periodo em Fy = 0,4, dito valor critico Fg.

O sistema se apresenta periddico até Fy ~ 0,65, quando aparece o atrtor
cadtico. Estudando o comportamento das variedades invariantes estdvel e instavel
de um ponto de sela pertencente a fronteira do atrator, observa-se que para Fy ~
F¢ approz0,4 aparecem infinitos cruzamentos homoclinicos no sistema e € nesse mes-
mo momento que a bacia segura do sistema comega a sofrer uma erosao. Esta erosao

acontece devido a acumulagao logaritmica das 6rbitas sobre a variedade invariante
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estavel. Considerando iteracoes para tras, quanto mais a variedade invariante estavel
se afasta do ponto de sela mais delgada fica, transformando-se em filamentos extre-
mamente finos que, ao espiralarem em torno da bacia segura, invadem-na na forma
de finos “dedos” incursivos.

As variedades invariantes estavel e instavel do ponto de sela contido na fron-
teira do atrator cruzam-se infinitas vezes (conforme figura 4.14). Estes infinitos
cruzamentos de filamentos extremamente finos sdo responsaveis pela formagao de
uma sela cadtica no sistema. A presencga da sela cadtica provoca transientes muito
longos para drbitas inicidas em pontos proximos a variedade invariante estavel e,
quando a bacia segura ¢é erodida por completo, aparece em seu lugar uma espécie de
“fantasma” gerado pelas 6rbitas cujos transientes sao longos.

No momento de completa erosdao da bacia segura o sistema apresenta uma
crise de fronteira. Para o regime de pardmetros no qual v = 0,5, w? = 1,0, = 1,0,
p=0,245, ¢ = 1,0 e Fy = 0,726, este ultimo chamado de valor de crise Fg,, o atrator
cadtico e sua bacia de atragao sao subita e completamente destruidos, caracterizando
uma crise de fronteira. Esta crise foi observada pelo software Dynamics e esta na
figura 4.16, na qual observa-se a colisdo entre o atrator caético e o ponto de sela
contido na sua fronteira.

As fronteiras de Wada aparecem no sistema como uma consequéncia da acu-
mulagao logaritmica de drbitas sobre as variedades invariantes estavel e instavel do
ponto de sela contido na fronteira do atrator. A bacia segura e as duas bacias de
saida fazem fronteiras mutuas entre si, conforme a figura 4.12, na qual observa-se
a propriedade de auto-similaridade do espago de fase do sistema, entre a primeira
e a dltima “foto” hd uma diferenca de escala na ordem de 10~* e ainda assim, as
caracteristicas do espaco de fase sdo idénticas. As fronteiras de Wada comecam a
aparecer no sistema ap0s a primeira bifurcagdo por duplicagao de periodo, chamada
de bifurcacao homoclinica, pois ocorre no momento em que acontecem os infinitos
cruzamentos homoclinicos do ponto de sela contido na fronteira do atrator.

As propriedades comprovadas neste trabalho aparecem devido a variagao dos
parametros do sistema. Sendo assim, a complexidade do sistema é algo condicionado
a uma combinacdo de valores de parametros. O navio emborca quando atinge um
conjunto de parametros no qual o sistema é caético para um determinado conjunto
de condigbes iniciais. A idéia de que o navio deva emborcar quando o angulo de
oscilacao excedesse um valor maximo é verdadeira porém, se faz necessario estudar as

condigoes em que o navio atinge e excede esta angulacao maxima, que é basicamente
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o que foi feito aqui. O acontecimento de eventos que ocorrem para o ponto fixo e para
o ponto de sela contido na fronteira do atrator, para o mesmo valor fo forcamento,
parecem se entrelagar, como crise de fronteira, formagao de sela cadtica, cruzamentos
homoclinicos, bifurcacdo homoclinica e parecem caracterizar as condicdes em que o
navio excede o angulo maximo de oscilacao e emborca.

Nos estudos realizados por Thompson [4] e Ding [5] aparecem resultados &
cerca de cruzamentos homoclinicos, erosao da bacia segura e técnicas de controle de
caos. Os resultados do trabalho aqui apresentado aparecem como complemento dos
resultados dos autores acima citados, no estudo de fronteiras de Wada, acumulacéo
logaritmica e formacdo de sela cadtica no sistema, algum detalhamento sobre erosao
da bacia segura e a analise da relagao entre estas propriedades.

Neste trabalho, mostrou-se que o movimento de um navio, sujeito as variadas
condi¢oes ambientais, exibe um comportamento cadtico para determinado conjunto
de parametros. Existem dois aspectos que nao foram abordados neste trabalho e que
merecem atengao:

1- Estudar o acoplamento de dois ou de n sistemas iguais, caracterizando o
movimento de uma frota;

2- Estudar uma possivel técnica de controle de caos para o sistema.
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