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RESUMDO

O objetivo do presente trabalho & analisar métodos pa-
ra a solugao do Problema Inverso da Geodésia, sendo expostos: o
método iterativo de Helmert, um método nao-iterativo, o de Soda-

no, e uma proposta de iteragoes pelo método de Newton para o mé-

todo de Helmert.
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ABSTRACT

The objective of the present work is to analyse methods
for the solution of the Inverse Problem of Geodesics comparing
a non-iteractive method, the Sodano's, with the original
proposal of Helmert and an iteractive proposal of the
procedure of Helmert through the algorithm of Newton or of

the Tangents.
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CAPITULO I

CONCEITOS PRELIMINARES

1.1 DEFINICOES BASICAS

1.1.1 SISTEMA CARTESIANO GEODESICO

Define-se sistema cartesiano geodésico como um termno
ortogonal dextrdgiro, com origem no centro. do elipsdide de refe—
réncia; adotando-se um semimeridianoc como origem (PN(IPS), a
direcao OX & eétabelecida pela intersecao deste com o plano
equatorial (qg'); e a direcao 0Z pelo eixo menor do elipsodide,

com orientagao positiva para o polo norte.

Z g

zU

FIG. O!



1.1.2 SISTEMA ELIPSOIDAL (L,¢, H)

fig.02

As coordenadas geodésicas do ponto P (Fig.2) sao as

seguintes:

- a longitude,L, que é o angulo plano do diedro que
tem origem na reta que contem os polos norte e sul, e cujas faces
sao os semiplanos .caracterizados pelos semimeridianos origem e

do ponto P, variando de 0 a 2II; positivamente para o oriente.

- a latitude, ¢; que & o angulo gue o plano equato-
rial forma com a normal ao elipsdide em P, orientada para o ex-

terior, angulo este que varia de-—H/2(PS) a +H/2(Pn);

- a altitude geométrica H, que € a distancia do ponto

P ao elipsdide, contada sobre a normal a este naquele ponto.



1.1.3 AZIMUTE

fig.03

A figura 3 representa uma direcao 1-2 sobre o elip-
sbide e o seu azimute geodésico A 5, que pode ser definido como
o angulo que o meridiano do ponto 1 forma com a diregao 1-2,
contado do: norte, por leste. AZl-é o azimute da direcgao 2-1,

ou o contra-azimute da diregdo 1-2. (5)
1.1.4 LATITUDE GEOCENTRICA
Latitude “geocéntrica, ¥, de um ponto P sobre o elip-

sbide é o complemento do angulo que o raio vetor deste ponto

forma com o eixo 0Z (11)



1.1.5 LATITUDE REDUZIDA

z

fig.04

Latitude reduzida, 8, também chamada latitude paramé-
trica, @ o angulo medido no centro de uma esfera, tangente ao

elipsdide -ao longo do equador, conforme figura 5

fig.05

O angulo B & medido entre o plano do equador e o raio
vetor do ponto M', interceptado na esfera pela projegao do pon-
to M.

Entre as latitudes :anteriormente definidas, subsistem
as relagoes:

2, 1/2 - 2
tgy = (1 - &%) . tgg = (1 - e7) tgy, (1.1.5.1)

onde e = excentricidade do elipsoide.



1.2 CURVAS NA SUPERFICIE DO ELIPSOIDE - DEFINIGCAO DE
GEODESICA.

Admita-se.um triangulo diferencial limitado por um

meridiano, um paralelo e um segmento de geodésica segundo a fi-

gura 6.
POLO
RdyLy) ' fig.06

Neste

dS . cos A = Md¢,

dS . sen A = N cos ¢ dL , (1.2.1)
e portanto

tg A = Ncos ¢ dL ;

Md¢

e finalmente

(@s)? = (Md¢)2 + (Neos ¢ dL)? . (1.2.2)

Supondo na geodésica a longitude como funcgao da lati-
tude, e designando por r = Ncos¢ o raio do paralelo, de (1.2.2)

obtém-se:



1/2
as = | M%as? + rlau’ :
1/2
dS='M2.(d—¢)2+r2 . aL ;
dL
donde
B 1/2
s = J‘Mz (%)2+r2[ aL , (1.2.3)
A

e a curva definida por (1.2.3) & uma geodésica, quando o valor

da integral & um minimo.

1.3 PROBLEMA DIRETO E INVERSO DA GEODESIA

As coordenadas geodésicas, latitude e longitude, sen-
do conhecidas sobre um ponto, e conhecidas adicionalmente a
distancia e o azimute em relagao a um segundo.ponto, permitem o
calculo das coordenadas do segundo ponto e o azimute da direcgao
do segundo para O primeiro ponto. Este & o chamado problema di-
reto. O problema geodésico inverso & a situagao em que as coor-
denadas dos pontos, inicial e final, sao conhecidas e deseja-se
conhecer o azimute de 1 para 2, o de 2 para 1 e a distancia en-

tre os dois pontos.

A solugao para ambos Os problemas expostos consiste
basicamente na resolugao do triadngulo elipsoidal mostrado na

figura 7.



POLO

P‘l(¢1_rL1)

fig.07

Existem muitas solugOes para esses problemas; e costumam rece-
ber tratamento distinto segundo se trate de peguenas ou grandes

distancias.

Deve-se observar que existe uma peculiaridade na geo-
désica que se aproxima de 180° em arco, ou seja, meia volta ao
mundb; Veja-se o caso de dois pontos no equador, separados por
1800 em longitude. Se esses pontos estivessém numa esfera,exis-
tiria um nimero infinito de circulos maximos através de ambos,
e todos do mesmo comprimento. No elipsbide, contudo, ha somente
dois arcos correspondentes a circulos maximos passantes por dois
pontos afastados de 180°. Todavia, o arco.meridiano € menor que
o arco equatorial através dos dois pontos, e &, conseglientemen-
te, a verdadeira geodésica, ou seja, a linha mais curta entre

O0s pontos.

Entretanto, se dois pontos estao. situados perto do
equador e sao separados por quase 180° de longitude, existe uma

certa ambiguidade quanto a geodésica entre eles.



Para eliminar essa dificuldade houve tentativas de
dividir-se a linha em duas partes no ponto de latitude mais al-
ta (onde o azimute é 900), como exposto em (10). Isso nao é

eficiente, no entanto, no caso desse ponto ser desconhecido.

De maneira geral, o problema de linhas longas tem si-
do abordado pelo uso de segdoes planas, pois a geometria & su-
postamente mais facil de ser entendida do que aquela das. curvas
geodésicas em trés dimensoOes. A diferenca em.compriménto entre
geodésica e curva plana € muito pequena, mas a. diferenca em

azimute pode ser apreciavel para linhas acima de 800 guilOme-

tros (10).

1.4 PROBLEMA INVERSO. DA GEODESIA

1.4.1 METODO DE RESOLUGAO

Para resolver o problema inverso, todos os métodos co-
nhecidos representam o elipsdide sobre outra superficie, que

pode ser plana, onde em geral se adota projecoes conformes, ou
esférica, como por exemplo a representagao sobre a esfera de
JACOBI. (Esfera que tangencia o elipsdide no equador). Uma clas-

sificagao mais detalhada pode ser vista em (4).



A representacao sobre a esfera de JACOBI conserva
azimutes, porém modifica latitudes e longitudes, e & também cha-

mada método da esfera paramétrica.

Representagdo:

— elipsoide - esfera de JACOBI

T pg

fig.08
onde
¢ = latitude no elipsdide
B = latitude sobre a esfera.

De acordo com a equacao de Laplace, para latitudes, pode-se es-

crever para a esfera e o elipsdide (ver {3)).

sen B.dAx =sen ¢.dL ;

_ sen

dx = Sen 8 dL , (1.4.1.1)
e uma vez que a latitude geodésica ¢ € maior ou igual que a
latitude reduzida B, a diferenca de longitude de dois pontos so-

bre a esfera reduzida (de JACOBI), A, € sempre maior que a di-

ferenga de longitude dos dois pontos sobre o elipsoide de revo-
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lucao, L, e a equacao (l1.4.1.1) pode ser colocada sobre a for-

ma vinda de (2):

L=2Xx-F(); (1.4.1.2)
através da qual & facil perceber ser a resolugao do problema in-
verso da geodésia exatamente a resolugao de uma equagao trans-
cendente da forma

x - F(x) = constante,

para a qual dezenas de métodos numéricos (06) (07) (12) propiciam

a solugao.
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CAPITULO II
METODOS ITERATIVOS PARA A SOLUCAO DE EQUACOES

2.1 DESCRICAO

Considere-se o.problema de determinar uma raiz real

de uma fungao, f(x), continua num certo intervalo |a, b|. Pou-

cas vezes € possivel resolvé-lo por métodos diretos, recorrendo

-se entao a processos numéricos iterativos. (08).

Um procedimento &€ dito iterativo quando calcula uma
seqliéncia de aproximacoes x(l), x(z), ... da solucao desejada .

Cada valor € obtido mediante o uso dos valores anteriores, sendo o inicial,

x(o), determinado a priori pela analise do problema em questao.

Um processo iterativo & convergente quando a seqiiéncia

(1) (2) *

dos valores gerados, X , X r +.. COnverge para &¥*, No en-
tanto, o processo deve também convergir em um nimero finito de
tentativas para ser considerado aplicavel. No caso desse numero

finito ser ainda muito grande para finalidades praticas, obtém-

se, reduzindo-o, um valor aproximado da raiz, £.

Denomina-se erro 5,diferenga»entre o valor exato ¢ e
o valor éproximado £.deuma raiz. Nao & possivel avaliar: com-exa-
tidao o erro de um método numérico ja.que este depende do valor
£, e 0 procedimento comum consiste em delimita-lo, isto &, ga-
rantir que |& - &€ | < e, para e>o, previamente escolhide. Admi-

te-se entdao que £=% + e, tendo I a precisao e.
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Métodos iterativos tem a forma genérica

& (ntl) _ (n) _(n-1) )

¢ (x P cee)y (2.1.1)

onde ¢ & dita fungao iterativa.

A convergéncia de um método iterativo, item mais im-
portante na formulagao e aplicagao de cada método, € estudada

por meio da analise dos erros.

2.2 ORDEM DE CONVERGENCIA DE UM METODO ITERATIVO

Considere-se que x(o), x(l),... convergem para & eque
e, & o erro da iteracao x(n), ou seja:
- (n) _
e, = | £l (2.2.1)
Se existir o nuimero p e a constante c #¥ o tal que
Hm e+l (2.2.2)
n-e P
e
n
entao p € chamado ordem de convergéncia da seqliéncia e c & a

constante assintotica do erro.

Para p = 1,2 ou 3 a convergéncia & dita linear, qua-
dratica ou cibica .respectivamente, e a correspondente fungao

iterativa ¢ € considerada de ordem p.(6).
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A ordem p pode ser vista como. uma adequada medida da
possibilidade de melhoramento em exatidao que a aproximacao da
raiz obtem em cada tentativa.

{(n)

Por exemplo: para c=1, se X

x(n+1)

é a exata solugao ¢ em
r algarismos significativos, aproximara ¢ para r.p alga-
rismos significativos. A precisao & atingida tao mais rapida-

mente quanto maior for p para menores valores de c.

Alguns valores de p para os mais conhecidos métodos

numéricos:

METODO ORDEM DE CONVERGENCIA
Bisseccao (dicotomia) 1
Secante » 1.618
Regra falsa (falsa posicao) 1.618
DEKKER 1.618
DEKKER - BRENT 1.618

‘ BUS - DEKKER 1.840
NEWTON 2
CHEBYSHEV 3
MULLER 1.839

No entanto, existem também outros parametros para a-
nalise de bondade (goodness) de métodos numéricos, tais como o
indice de eficiéncia Traub-e o indice eficiéncia de Ostroski, a
saber:

e E, = pl/n, onde n representa o namero



de fungoes avaliadas em cada iteracao (por exemplo f(x), f'(x),

etc.)

Outros importantes indices:

FIRESTONE : E; = pl/H, onde H = n(l +§), com p e n
como anteriormente expostos, A representando o numero de opera-
¢coes aritméticas exclusive da avaliacao da fungdo  necessiarias
para cada um dos passbs do algoritmo, B sendo o numero de ope-
racoes aritméticas necessarias ao cOmputo da funcao e qualquer

de suas derivadas requeridas.

PATERSON: E, = % log,p , onde M € o nimero de divi-
sdes e multiplicacOes requeridas para o cdlculo da fungao ite-

radora.

KUNG - TRAUB: E

log P
5 = 2

ni Ve & (o)

(1),
(i)

& o nlimero de operagOes aritméticas para uma avaliagao de f£'°',

onde ni & o numero de avaliagaes de f(l) usados em ¢, V (f

c(¢) & o nimero minimo de operagoes aritméticas necessarias pa-

ra combinar f(l) 3 forma ¢ através de qualquer procedimento.

14
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Alguns valores de eficiéncia para métodos numéricos:

METODO E3 E4 E5
SECANTE V1.618 1 1
1.44n 2.87n
NEWTON V2o 1
2n 4n
TRAUB 3 1 1
1.5n 3n
JARRATT 3 1 1
1.5n 3n

Outra classificagao pode ser feita com a consideragao

de que certos métodos, como por exemplo o de Newton, para ava-

liar x(l+l) necessita x(l), f(x(l)) f'(x(l)), enquanto outros
necessitariam para avaliar x 3 oambém de f(xL_l), f(xL_z),
etc... Dois exemplos desse Ultimo caso sao: o método da SECAN-

TE e o método de CHEBISHEV. Estes sao chamados métodos "com me-
moria", enquanto o de Newton pode ser classificado com um re-

presentante dos métodos "sem memdria".

A escolha de um método em particular deve, portanto ,
levar em consideragao antes de mais nada a "estabilidade" da
funcao a ser trabalhada (12), a qual segue-se analises de ordem

de convergéncia e/ou eficiéncia.
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O método de Newton é considerado por toda a literatu-

ra especializada como aquele que melhor atende a todos os re-

quesitos simultaneamente.

2.3 O METODO DE NEWTON

Um método de aproximagoes sucessivas pode ser efeti-
vado ao considerar-se a seqliéncia de aproximag6es da raiz & de

f(x) como obtidas de uma relacdo de recorréncia da forma

L (k+D) _ (%)

¢ (x ) » k=0,1,2, ... (2.3.1)

onde ¢(x) & uma fungéo gue tem § como ponto fixo, ou seja, £E=

¢ (&) .

Conforme exposto em (6) as condigoes suficientes para

se assegurar a convergéncia deste algoritmo sao:

a) ¢(x) e ¢'(x) devem ser fungoes continuas em |a,b]|;

b) K = max ot (x)|< 1 ;
x e|la,bl
1
c) x(Q) ela,b| e x (0F ) - ¢(x(n)) ela,b|
para n =0,1,2, ...
A forma mais geral de x = ¢(x) equivalente a f(x) =0

€ dada por

x = x-+ A(x) . f£{x) = $(x) (2.3.2)
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onde A(x) & uma fungao continua qualquer, tal que A(f) # 0. Po-

de-se escolher A(x) de forma a ter ¢'(¢) = 0. Entao, derivando
-se: _ (2.3.2)

¢'"(x) =1 + A(x) . £'(x) + A'(x) . £(x) (2.3.3)
para &, a relacao resulta em ¢'(g) =1 + A(g) =0 (2.3.4)

na qual, supondo f'(g) # 0, tem-se

A(g) = - ' (2.3.5)

provando que uma escolha satisfatdria para A(x) sera

1 . (2.3.6)
' (%)

A(x) = -

Conseqlientemente de (2.3.2) obtem-se

f(x) .

p(x) = x - ;
£'(x)

(2.3.7)

que constitue o processo iterativo de Newton, definido por

Sk 0 £x™) o, ki =0,1,2, ... (2.3.8)
formula esta que continua valida mesmo.para £'(g) =0, posto

que x(k) # E.

Sendo o intervalo |a,b| determinado através da condi-
cao |¢'(x)| < 1 para todo x ela,b|, ao invés de determinar esse

intervale, pode-se. por-razoes de facilidade de calcule, esco-
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lher uma razao de aproximagdo incial suficientemente préxima da
raiz, aplicar (2.3.8), e se a segliéncia obtida nado estiver apa-
rentemente convergindo, abandon&-lo e reiniciar o processo com

outro valor.

2.4 INTERPRETACAO GEOMETRICA DO METODO DE NEWTON

Entende-se como "zeros" de uma.fungéo os valores £;
da variavel independente, tais que os correspondentes valores
da variavel dependente sejam nulos. Genericamente, diz-se"zero"

de uma fungao y = f£(x) o valor especifico de x para o qual a

curva "corta" o eixo das abcissas.

Porém, supondo-se f(x)=0, raramente & possivel obter-
se raizes exatas dessa equagao,.o que ocorre, por exemplo,quan-

do f(x) & polindmio fatoravel.

Em geral, pode-se obter solucoOes aproximadas, median-
te a escolha de certos algoritmos e adequado programa de calcu-

lo.

No processo abordado, estard implicita a prévia  ob-
tencao do intervalo que contém a raiz de f(x). Isso poderda ser
conseguido através de varios métodos analiticos que nao  serao
enfocadoé. Cita-se a existéncia de um processo dito "empirico",
qual seja: a existéncia de uma raiz de f(x) num intervalo |a,b|,
pressupoe f(a) com sinal diferente de f(b). Outra forma rapida,

porém nem sempre exegliivel, de determinar o intervalo |a,b| ao
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qual pertence a raiz, € a de construir o diagrama da fungao da-

da.

Seja a fungao y = f(x), com raiz x = £, e os dois pon-
tos A |a,f(a)| e B|b,f(b)|, definidores de um intervalo que con-

tém £.

Sabendo-se que a < £ < b, pode-se considerar que a
tangente geométrica ao diagrama num dos pontos extremos desse
intervalo (por exemplo B), intercepta o eixo num ponto sufici-

(1)

entemente proximo de &, denotado por x

Y4

4
><‘

fig.09

Obtencgao de x

tg o = ZBL__ (2.4.1)

by (1)

Mas tg o = £'(b) ,
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donde:

=Db - . (2.4.2)

O processo & repetivel, agora, com os pontos Ala,f(a) |

e X.|x'77, obtendo-se:

1

(1),
tg a! =f'(x(l)) =_f£.___)_ ’

L __(2)

(2)

conducente a um valor ainda mais proximo de &, denotado X ’

dado por:

(1)
x(2) o) _f x0T (2.4.3)

f'(x(l))

Tal procedimento podera ser repetido, tantas vezes quan-

(k)

to necessario, aproximando-se o valor x de £, até que seja
atingido um grau de precisdo julgado mais conforme, ou seja, a-
té que o erro entre duas iteragoes consecutivas nao ultrapasse

certo limite previamente fixado, a saber:

onde: e representa o erro maximo toleravel;

xX valor de £ na k-ésima iteracao.
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De acordo com (9) se a curvatura de f(x) nao muda de

sinal nas proximidades da raiz & possivel escrever

£r(x) = X |g1(a) + £) = fQa) | (2.4.4)
2
b - a

Tal procedimento elimina, com razodvel precisao, uma
das duas desvantagens do método de Newton, que &€ a necessidade

de conhecer f'(x).

Em alguns casos nao & possivel explicitar essa deri-
vada, pois seu calculo & comumente muito trabalhoso. No entanto

a avaliacao de f'(a) pode ser feita numericamente como exposto

em (8).

Outra desvantagem do método € a adéguada escolha de

0 ~ . -
x( ). De (7) sabe-se que, caso esse valor nao seja suficiente-
mente proximo de &, o método divergira, ou vai convergir para

outra raiz que nao .a desejada.

Sob. o aspecto computacional, toda a precisao pdssivel
de ser atingida depende da precisao com que f(x)/f'(x) possa ser

calculado.
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2.5 ERRO NO METODO DE NEWTON

Desenvolvendo-se, por Taylor em aproximacao quadrati-

ca, a fungéo ¢ (x) no entorno do ponto x = a, tem-se:

— 1 (X—a) 2 "
¢ (x)=¢(a) + (x-a)¢'(a)+———.9"(8) ; (2.5.1)
2!
2
com a < § < x, e onde iﬁ:él—. ¢" (8) €& denominado resto depois
2!

de dois termos (1).

Sendo £, raiz de f(x), confundida com o ponto a, e x=

(1)

= X , Obtem-se

sxy = g + o p e+ =) 4 (e .

(2.5.2)

Entretanto, por (2.3.4) e (2.3.1) esta Gltima reduz-

se a
e e L (x
2

(1) _ 52, (2.5.3)

na qual, procedendo-se a consideracgao de que

e. = X -
i €
. . ~ i o
representa o erro comedido na determinacgao de x( ) e que, simi-
larmente
_ o (i+1)

e(l_*_l)—x - £
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O erro para x(l+l), pode-se considerar
_ 1 2
©(i+1) 5 0" (8) . e” , (2.5.4)
- i
contanto que ¢"(x) seja continua e limitada num intervalo no

entorno de x = E.

A equagao (2.5.4) demonstra que O erro em uma itera-
cao qualquer & proporcional ao erro da iteragao prévia. Um mé-
todo com essas caracteristicas é chamado de segunda ordem ou de

convergéncia quadratica, visto que em (2.5.4) pode-se ainda con-

cluir'
1im e(i+l) - l o"(g) . (2.5.5)
2 2
jr e e
i

Embora seja comum, na literatura sobre o assunto, co-
locar essa prOpriedade.do.método de Newton em termos de que o
numero de algarismos exatos dobra ao fim de cada iteragao, uma
- descrigao mais conveniente diz que essa & uma propriedade as-
sintdtica, e n3o se pode, em geral, esperar uma duplicagao do

nimero de algarismos exatos-nas- iteragoes iniciais.
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2.6 DETERMINAGCAO DO ERRO ABSOLUTO

Limitando ao terceiro termo o desenvolvimento da fun-

cao f£(x) no entorno de x = a por Taylor,
- 1 2
f(x) = £(a) + (x-a) . f'(a)+5 (x-a)” . £"(8). (2.6.1)
Considerando, ademais, que para x =g, f(g) =0,
— l 2 "
0 = f(a)+(g-a) £ (a)+§ (g-a)™ . £"(8) ;

2 "
0 = f(a) + (g—a)+(g_a) . £7(8) , isto &,

f£'(a) 2 £'(a)

_ . fla) 1 £"(s)
£'(a) 2 £'(a)

. (e-a)? . (2.6.2)

Levando em conta o ponto a = x(l), (2.6.2) torna-se

_ _(i+l) 1 £"(8) )
E =X 3 @) (g-a) . (2.6.3)
Com a nomenclatura: e =erro absoluto = |§ - x(i+]")I '

em (2.6.3) & possivel determinar

o = % . EH(Z; . (g-a)? . (2.6.4)

Embora nao se conhegam os valores gue aparecem no se-
gundo membro de (2.6.4), pode-se tomar seus valores maximos para

avaliar a ordem de grandeza.
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Por exemplo em (12) atribui-se a (g-a) a amplitude do

-

intervalo |a,b|, h,e & £"(8) o valor k correspondente aoc maior

valor de f" (x) no mesmo intervalo.Logo:

2
e < h .k (2.6.5)

2 . |£'(a)|

onde & facil perceber ser o erro absoluto inversamente propor-
cional ao valor numérico.da.derivada no ponto inicial do inter-
valo e diretamente proporcional ao quadrado do espacamento en-

tre os pontos inicial e final do intervalo.
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CAPITULO III
TRES METODOS PARA SOLUGCAO DO PROBLEMA INVERSO
3.1 METODOFDE HELMERT
A distdncia e os azimutes pelo método de Helmert sao,

essencialmente, funcgoes de elementos do seguinte triangulo es-

férico:

fig.10

onde:

2 vt 9

\{ rAyr Oy € O, sao considerados negativos ou positivos se estdo

3 oeste ou leste do arco perpendicular 90° - Bg-

Na figura 10, X e 9y representam a soma dos componen-—
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tes absolutos e 20 a diferenga, devido & essa convencao de si-

nais.

No método de Helmert, somente se pode avaliar ) - pri-
meiro valor de A, e a solugao subsegfliente do triangulo esférico
inicia com A e os conhecidos.Bl e B,- E necessario conhecer-se
_previamente também as primeira e segunda excentricidade do elip-

soide desejado, além de seu semi-eixo menor.

Obedece~-se entao a.seqliéncia de calculos:

— . A
cos o sen Bl sen 32 + cos Bl cos 82 cos (3.1.1)

sen o, =(sihal de sen A')-/l - cos? % (3.1.2)
0y = em radiano e positiVo
sen 200 = 2 sen 99 cos 9 (3.1.3)
sen 30,. = 3 sen o, - 4rsen3 o (3.1.4)
0 0 0
cos 80 = (cos Bl cosz2 sen A) + sen 9, (3.1.5)
2 . _ 2

sen BO =1 cos BO (3.1.6)

20 = (2 en < sen2 ‘) - (3.1.7)
cos 20 = sen Bl [S] 32 : BO - Ccos 99 .1.

2

cos 40 = - 1 + 2 cos” 20 (3.1.8)
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cos 60 = 4 cos3 20 - 3 cos 20 (3.1.9)
2 2,2 2 .4
_ee' e¢e L2 3e“e’
A aTro 16 sen BO + —75" sen BO
(3.1.10)
2 2 .4
_ee! 2 _ee' 4
B = 16 sen BO —33 sen BO (3.1.11)
e2e'4
C = STE sen BO (3.1.12)

y = Aco - B sen gy cos 20 + C sen 200 cos 40 (3.1.13)

A prdxima avaliagao .do valor de A é feita por A = L+y cos 8

Ol
em radianos.
Como 8 € por sua vez também funcgao de 1, entao
A =L + £f1(\).-f2(A) = L + F()), caracterizando-se a forma

(2.3.1) para a solucao, ou seja:

X (k+1) (k)

=F (X )
caracteristica do método iterativo linear em que consiste o mé-

todo de Helmert.

Desde que um ) suficientemente preciso & determinado,
a distancia geodésica (S) e os azimutes (&) sao obtidos como
segue:

4 6
_ e 2 _ 3e! 4 Se'! 6
AO = 1 + T sen 80 —¢4— sen BO + —>%E sen 80
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N
S

6
_ e 2 e 15e? 6
BO = = sen BO € sen 80 + W) - sen 80
4 6
_e' 4 e! 6
Co = 128 Sen By ~ —B1z sen B
e'6
D0 = {53¢— Sen BO (3.1.14)
S = b(Aoc0 + BO sen 9 cos 20 - C0 sen 200 cos 4o
+ D0 sen 300 cos 60)
cot oy _, = tan B8, cos By — cos A sen By
sen A
ot o sen Bz_cos A — COs 82 tan Bl
an o=
2-1
sen A
_ . o _ o)
«y_, varia de_O a 180
a,_, varia de 180° a 360°

0 método de Helmert, assim como qualquer procedimento
iterativo, era considerado um processo tedioso, por ser feito
manualmente em tabelas de 10 digitos, e por necessitar ao menos

trés aproximacoes para obter-se resultados satisfatodrios.

Desenvolveu-se entdo solugoes ndo-iterativas, como as
descritas em (13) e (14) , que em termos de processamento ' con-
somem mais espago que as solugOes iterativas e podem ser mais

vagarosas em tempc de execugao.
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3.2 METODOS NAO-ITERATIVOS

Quando se supoe, como em (13), que o valor real de A
seja conhecido, aceita-se que esse valor real seja representado
pela diferenga absoluta de longitude na esfera, adicionada a

uma determinada quantidade X, ou seja:
X =L + X . (3.2.1)
Entao, X deve ser uma quantidade positiva muito pe-

quena, e portanto adequada para o desenvolvimento em série de

poténcias. De (3.2.1) pode-se relacionar

cos A cos (L + X) ,

cos L . cos X - sen L sen X ,

)
=cos L (1- % 4+ ......) = senL (X = vevecs) ,
2!

(3.2.2)

e por outro lado

. 1 2
cos A =cos L -senL . X - 5 (cos L) . X™ + .....

(3.2.3)

Desde que esta formulagao comega com uma série - algé-
brica que representa o A real, a expressao da geodésica a ela

associada & completamente nao-iterativa, pois requer somente a
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longitude geodésica dada. E possivel, portanto, a avaliagao di-

reta do valor de A, alongando-o nos seus termos equivalentes a
4 ~

ordem de e2, e , e6, etc....., de acordo com a precisao que pos-

sa ser desejada.

A expressao nao-iterativa possivel de ser desenvolvi-
da para X sugere imediatamente uma solugao numérica de distan-
cias e azimutes em que, usando o valor real resultante de A,
somente uma avaliagao das formulas originais de Helmert & neces

saria.

A proposta nao-iterativa deve ter uma formulagao es-
colhida com cuidado, para que nao conduza a uma determinagao pou
co precisa das quantidades requisitadas no triangulo de refe-
réncia, o que segundo RAINSFORD ocorre normalmente em extremos de

latitude, longitude ou azimutes.

E necessario deixar claro que as séries nao-iterativas
sao também fungoes de elementos de um triangulo esférico, porém

definido por By, B, € @ diferenca de longitude L dada.

Isso requer simplesmente uma substituigéo de X por L,

ou seja, o triangulo esférico possui a correspondéncia:
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HELMERT NAO-ITERATIVO
By By
B2 B2
A L
[} o ag
cos Bo C
% 2 Uy
02 1 U2

3.3. METODO NAO-ITERATIVO DE SODANO

Consiste basicamente numa alteracao do método de Hel-
mert, com a finalidade de torna-lo nao-iterativo. O objetivo de
tal procedimento & tornar o calculo nao computacional da geodé-

sica e azimutes menos moroso.

O método baseia-se em (3.2.1) para iniciar a solugao
de Helmert com as séries de poténcias desenvolvidas em (3.2.2)
e (3.2.3), concluindo por

Y cos B_ = € (128Nco - 8hco - 8hc seno coso +

128

+ 3h2co + 5h2c senod coso - thc sen30 coso -
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- 8e'2th senzc - 8e' hcP senzc coszo +

2
+ 8e'4cP2 sen3c cosg) - e (16Nc2 + 16NPo -
16

- 2hc2 - hPo + 2e'2 c2Po - hP senoc coso +

2
+ 2e'2p2 senzo))(— E, (Ncmo - 3NcP -
2

~ 3NcPo coto ) X2 | (3.3.1)

Desde que a substituicao na iteragao de Helmert come-

¢a com uma série algébrica representando o } real, a aproxima-

‘cao seguinte de seu valor deve ser igual a anterior, isto &
aproximagao seguinte = inicio real.
ou

L + ycos Bo =L + X ,
e assim sendo

Y COs BO = X . (3.3.2)

Ao colocar y cos B _ em sua série de poténcias corres-
‘pondente a (3.3.1), vé-se que esta assume a forma guadratica, a

qual, resolvida leva a
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X = £c 128N¢g + 128e2N2c20 - 8ho - 8h seng coso +

2.2

3 4

+ 128e N P02 + 16e'2P senzc + 128e4N co -

- 24e2th20 + 3h20 - 8e2th2 seng Ccosg +

+ 5h2 seng coso - 64e4N3c2mo3 - 2h2 sen3c coso +

2,2

2 2 2

+ (16e%e'?N + 448e*N3)c?po? - 16e2NhPo? +

+ l6e2e'2Nc2P senzo - 8e2 hP senzc -

- l6e2NhPc senc cCoso - l92e4N3cch3 coto -

- 8e'2hP senzc coszc4+ 128e4N3P203 +

+ 32e2e'2NP20 sen20 + 8e'4p2 sen3c coso (3.3.3)

A expressao (3.3.3) & completamente nao-iterativa, pois requer

somente a longitude L dada.

Dessa expressao segue-se imediatamente uma solugao nu
mérica de distancia e azimutes em que, usando. o valor real re-
sultante de A, somente uma Unica avaliacao das formulas origi-

nais de Helmert & necessaria.

s = 2 |64 + 64e®Nc?s + 16ho + 16h senoc coso -
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32e'2P senzo + 64e4N2c4o - 3h20 +

(32e2N - 4e2)h020'— 4e2hc2 seng COsoc -

+

5h2 senc cosoc + 2h2 sen3c cosg +

4,2

+ (96eN 2 26122

—'32e2e'2N)c2Po + 8e“e'“cP senzc +

2

4+ 8e2hP senzo + 8e!'"hP senzo coszo -

8e'4P2 sen3o coso

35

- (3.3.4)
echc U, cos B e4Nzc3 U, cos B
— 2 y 1 1 1
cot ﬁr2 = U - - +
sen L cos 82 sen L cos 32
2 2
e "hco U, cos B e hcU, senc cosc Cos B
2 1l 2 1
+ + : -
16 sen L cos 82 16 sen L cos 82
e4N20P02U’ cos B eze'chU senzc cos B
R 2 1 _ 2 1,
sen L cos 82 8 sen L cos 82
e4N2c2q2U cos L cos B : e4N20202U
1 2 l+ l
2 2
2 sen” L cos 82 2 sen” L (3.3.5)
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Em todas as formulas apresentadas para o método de

Sodano, adotou-se as seguintes convencgoes:

el

e' + e

b
il

sen Bl . sen 82 ’

y = cos B; . COs B, ,

o= angulo esférico central,

cos o= xXx +y cos L ,

- Y . sen L
c =
senc

14

2
h = e m ,
m X _ m coso - X
P = - = ;
tao senoc seno

tg 62 . Ccos Bl - cos L . sen Bl

Ul-"—‘

sen I,

_ sen 82 . cos L - cos 82 . tg 61

sen L
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A formulagao nao-iterativa foi inicialmente desenvol-
vida para geodésicas extensas, mas O problema parece residir em
que, nao apenas essas, mas sim também as muito curtas devem ser

usadas no ajustamento de triangulacoes e rédes terrestres de

trilateragao.

Um método como o de Sodano, por exemplo, deve definir
mais precisamente seus limites Uteis, ja que nao é aplicavel em
todos os comprimentos de geodésicas. (15)

A expressdo para ctg o é obtida de (3.3.5) inter-

2-1
cambiando U. com U2, e 82 com Bl.

1
Para linhas muito curtas, ou precisao reduzida em li-
nhas longas, alguns termos podem ser eliminados de (3.3.4) e

(3.3.5).

Em linhas curtas, uma opgao mais precisa para a com-

putacao do valor de ¢ & dada pela forma:

: B By
o,/ 2 L 2 Bl - B
sen 3 = + / y sen” 3 + sen ( 2 )

S
+ ,
cos % = (sinal de sen L) . //l———ggig— ’
- g g
senc = 2 . sen 5 . cos = .

£ também conveniente usar-se as co-fungoes de tg B e
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ctg o quando esses angulos forem muito grandes. A precisao das
distancias geodésicas calculadas para truncamento das séries em
2 4 6 - . . ~
e”, e e e para geodesicas muito longas, segundo (13) estao
dentro de poucos metros, centimetros e décimos de milimetros res
pectivamente. Os azimutes sao bons em décimos, centésimos e

centésimos milésimos de segundo. Em azimutes, os resultados me-

lhoram para linhas muito curtas.

Note-se, ademais, que ¢ representa uma distancia de

- . . o o - o
arco esféerico, o qual varia de 0° a 180  ou ate mesmo 360, de
acordo com o comprimento da geodésica: curta, meia volta da
Terra ou completamente em volta dela. Nesses dois ultimos casos
csco , ctgo e P aproximam-se de infinito. No primeiro caso, a
condicao que se verifica €& gue ¢ e senc aproximam-se de zero,

sendo, portanto, também problematico.
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3.4 METODO DE HELMERT ADAPTADO PARA ITERACOES ATRAVES

DO ALGORITMO DE NEWTON

Consiste essencialmente no método de Helmert, com a

consideragao de que, sendo:
» =L+ ycos g_
entao
F(x) = L + ycos 30 - } ; (3.4.2)
e gﬂ@ar de acordo com (3.1.13)
y = Aoo - BsenoO cos 20 +.C sen 200 cos 4¢
y' =A'g_ + Aoé - B' sen o, + COS 20 - B COSOO'Oé cos 2¢ +

+ B sengo. sen(2g) .2¢g' + C' sen 200 cos 4g +

+ .2 '. -
C cos 200 2(00) cos 4o
- C sen 200 . sen 40 . 4 (o) (3.4.3)
Para a obtengao de y', necessita-se portanto obter
1
A', B', C', oo', BO' e o , que representam as primeiras deriva-

das: de A, B, C, ¢ Byr O €m relacao a variavel A

OI
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3.4.1 OBTENCAO DE oo'

De (3.1.1) sabe-se que

o, = arc cos (sen B, sen B, + cos B, COs B, cos A)
na qual pode-se considerar

sen Bl sen 82 = x ,

cos Bl cos 82 =Y

j& que 8, e 8, nao dependem de A. Logo

(-y sen 1) ;

c ' = - , \

/i - (x+vy cos A)z

' - sen A _
o T cos 8 (3.4.1.1)
sen ¢

3.4.2 OBTENGAO DE Bo'

De (3.1.5) sabe-se que:

B, = arc cos (€08 By cos B, sen A) = arc cos (y,saux)’

seng

sen ¢ o

o
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chamando U =y sen A !

sen ¢
0

o0 qual derivado traz:

-COS 0_. ©

sen A
U' =y —— + y sen . ( 20 o) H

s

en o_ sen” o
COos A sen o - sen A cos o . o'
Ut =y ( o o o)
2
sen” ¢
o
que colocado em Bo' traz
- ]
COs A senc% sen A Ccos 00. oo )
-y (
sen2 o
BO' = o ,
sen A ,2
/1oy send
sen ¢
o

COsS A . sen o_ — sen A CcOs ¢ . COS RO
B ' = -y ( S © )
2
n” o_ . sen
se o Bo

(3.4.2.1)



Portanto

logo:

3.4.3 OBTENGAO DE o'

De (3.1.7) tem-se que:

2 sen Bl sen 82

(20) = arc cos (
sen
(20) = arc cos ( gx
sen” B
o)
. . _ 2x
Considere-se U = =
2
sen B

B

- cos co) ;

U' = 2x . ( ° )+ sen g _.g
4
sen” g
-4x cos g . g '
g' = 3 o ° + sen o . oo' .
sen B
o)
—-f1! —T7 !
(20) ' = S - = ,
//l - cosz(20) sen(20)
4x cos B . B!
: g °_ - sen 0_ ., o !
1 sen” B © °
O":-—.( o )
2 4

sen (20)
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3 - sen ¢g_ . COS Bo
1 sen Bo
o' = 5 - ( ‘
sen 20
2x . ' - sen o_ . sen3 B
o' = ( ° = ) cos B
3 o
sen” B_ . sen 2¢
3.4.4 OBTENCAO DE A', B' e C'
De (3.1.20), (3.1.11) e (3.1.12)
2 2
2e”e! '
A' = - ——— . sen B_ . COS B_ . B_.' +
16 o o o
+ 4.3 . eze' . sen"B_ . Cos B . B '
128
2
t
B' = 2e” . e . sen” B_ . coOs Bo . BO' -
16
-4 e e'4 30 sen3 80 . C6bs B . B!
32 ©
cr = 4 2 e'” . sen” B_ . COS B_ .8

-
14
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(3.4.3.1)

(3.4.4.1)

(3.4.4.2)

(3.4.4.3)
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3.4.5 APLICAGAO DO METODO DE NEWTON

Definidas, portanto, tanto aAfungéo_quantoAsua deri-
vada, é possivel, partindo-se do valor inicial da diferenca de
longitude entre dois pontos genéricos  dados' sobre o elipsodide ,
tentar determinar a diferenca de longitude sobre a esfera auxi-

liar através do algoritmo de Newton. De (2.3.8) tem-se

ZEFL ) g Ry e (R)y (3.4.5.1)

A(k+l)

Obtido , € necessario verificar se

k(k+l) —A(k) < erro maximo admissivel.

0 médoto de Helmert, como exposto em (13), tem preci-

~ 4 . .
sao na ordem de e , considerada suficiente por ser sempre o A

real maior que L na ordem de e2, ou seja, aproximadamente 7JD—3

radianos.



45

CAPITULO IV

ANALISE DOS RESULTADOS

4.1 COMPARACAO COM EXEMPLO DE BIBLIOGRAFIA

Em (13) encontra-se um eXemplo para o método de So-

dano, cujas respostas esperadas sao:

oy, =42° 56' 30.03" ,

o,y = 295° 17! 18;59"_,

e em metros, a geodésica S = 9649412.854.

Executando-se os programas para Os trés métodos com
arquivo de dados compativel com o exemplo citado, os resultados

sao obtidos como segue:
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METONO DE HELMERT

0 ELIFSOIDE TEM

SEMI-EIX0O MAIOR 6378388.000
SEMI-EIX0O MENOR 63056911.%46

E AS LATITUDES SAD RESFECTIVAMENTES IGUAIS A

FRIMEIRO FONTO 20,000
SEGUNDO FONTO 45.000

COM DIFERENCA DE LONGITUDE IGUAL 106.000
GEODESICA = 9649412,804

FARA ALFA12: TEREMOS 3

GRAUS 42 MIN 56 SEG 30.04

FARA ALFA21, TEREMOS 3

GRAUS 294 MIN 17 SEG  18.60
METODO DE HELMERT-NEWTON

0 ELIFSOIDE TEM

SEMI-EIXO MAIOR 6378388.000
SEMI-EIXO MENOR 6356911.946

E AS LATITUDES SA0D RESFECTIVAMENTES IGUAIS A

FRIMEIRDO FONTO 20,000
SEGUNDO FONTO 45,000

COM DIFERENCA DE LONGITUDE IGUAL 106,000

GEODESICA = 9649412.875

FARA ALFA12,TEREMOS 3

GRAUS 42 MIN 56 SEG 30.04

FARA ALFAZly TEREMOS 3

GRAUS 2995 MIN 17 SEG 18,60
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METODO DE SODANO

0 ELIFSOIDE TEM

SEMI-EIXD MAIOR 6378388.000
SEMI-EIX0 MENOR 6356911.946

E AS LATITUDES SA0 RESFECTIVAMENTES IGUAIS A

FRIMEIRO FONTO 20,000
SEGUNDO FONTO 45.000
COM DIFERENCA DE LONGITUDRDE IGUAL 106.000

GEODESICA = 9649412.,884

FARA ALFA12yTEREMOS ¢

GRAUS 42 MIN 56 SEG 30,04

FARA ALFA21s TEREWMOS 32

GRAUS 295 MIN 17 SEG 18.60

A diferenga no comprimento da geodésica

entre Sodano e Helmert = 0.080 m
entre Sodano e Helmert-Newton = 0.009 m
entre Helmert-Newton e Helmert = 0.071 m

Sendo a precisao dos meétodos programados na ordem de
. . -7 . ~
e , ou seja, aproximadamente 5.10 rd, os azimutes estarao cor-
retos para o segundo e duvidosos no décimo de segundo, visto que

um segundo expresso em radianos, esta proximo de 5.10—6rd.



4.2 ALGUNS CASOS ANALISADOS

Deixando de lado os azimutes, executou-se novamente Os
trés programas para o mesmo elipsdide, mesmas latitudes, porém

com diferenca de longitude

quais tabelou-se apenas a diferenga de longitude e a respectiva

geodésica, resultando:

variando entre 100° e 1100, para os

'HELMERT HELMERT-NEWTON SODANO
AL GEODESICA GEODESICA GEODESICA
100. 9214777.928 9214777.997 9214777.993
101. 9288122.800 9288122.869 9288122.867
102. 9361120.699 9361120.768 9361120.768
103. 9433760.240 9433760.310 9433760.312
104. 9506029.905 9506029.975 9506029.980
105. 9577918.030 9577918.101 9577918.108
105. 9649412.804 9649412.875  9649412.884
107. 9720502.259 9720502.331 9720502.341
108. 9791174.268 9791174.341  9791174.353
109. 9861416.538 9861416.612 9861416.626
110. 9931216.606 9931216.681 9931216.697

4.3 REPRESENTACAO GRAFICA

Objetivando facilitar avisualizacao das diferencgas en-
tre os valores de geodésica obtidos para as trés formulagdes no
intervalo de 100° a llOo, e considerando ainda que tais diferen
cas encontram-se apenas nas casas decimais, optou-se por um gra-.
fico contendo no eixo das ordenadas apenas a unidade do compri-

mento de geodésica, ou seja, 1 m e no eixo das abcissas a vari-

acao de longitude em graus (Fig.ll)
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Percebe-se na Fig.ll a maior proximidade entre os va-

lores da geodésica obtidos nas formulagoes de Sodano e Helmert-

Newton.

Com o objetivo de confirmacao desta aproximagao, al-

guns testes foram efetuados variando-se latitudes e longitudes.

Destes, apresenta-se por exemplo:



GEODESICA EM METROS PARA g, = 0° e g, = 0°
AL HELMERT 'HELMERT-NEWTON SODANO .
O . ,
0 0.000 0.000 0.000
90°  10019148.059 10019148.441 10019148.059

. o) o)
Para os casos acima o = 90 = 270

12 € %1

E facil concluir que as aproximagoes entre uma e
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ou-

tras formulagoes variam ao longo de diferentes latitudes ou lon-

gitudes, nao havendo obrigatoriamente proximidade maior

as geodésicas obtidas por Sodano e Helmert-Newton.

entre

O exemplo acima ilustra comprimentos. ao longo do equa-

dor para o qual, & titulo de ilustragao, calculou-se em progra-

ma a parte os arcos de paralelo, obtendo

AL  ARCO .DE PARALELO EM METROS NO EQUADOR

0° 0.000

o

90 10019148.441

Outro exemplo interessante € constituido por By = 0

e = 90°

85

Por Helmert 10002288.299

10002288.299

it

Por Helmert=Newton

Por Sodano 10002288.239°

, para os quais as geodésicas sao, em metros:

(@)
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Calculado o arco de meridiano chega-se a 10002288.285
metros, valor intermedidrio em relagao aos trés métodos, mas

perfeitamente adequado as suas precisoes.

O método fornece distorcao em AL = 180°, mas n3o em
valores bastante proximos ou superiores a este. Este AL corres-
ponde a meia-volta da Terra, sendo portanto de pouca utilidade

pratica.

4.4 DETERMINACAO ANALITICA DE PONTOS CRITICOS

Com o intuito de proceder & uma analise de pontos cri-

ticos, considere-se por. exemplo (3.1.1), (3.1.5) e 3.1.7) com as

hipoteses basicas.

a) Bl = fBZ , donde, por ser senBl= *sensz e cosBl =
cosBz, tem-se:
= - n2 + cos2B COs );

cosc_ = -se Bl 1 €08 \;

00528l sen X\
CcOs 80= _ ’

sen o

25en2Bl

C0S20 = —————— —- COS ©
n28 o
se o
o

Supondo 81 = 907, visto que senBl = ] e cosB1 = 0, vem

. - o
cos ¢_ = -1 , isto e, oq = 1807,



COs
BO

cos complementares, de onde

-2

cos 20 = —>5— + 1, na qual:
cos” A

sendo A = OO, entao coszx = 1 e cos 20 & compativel
sendo A = 90°, entdo cos®A = 0 e cos 20 & ndo compativel
sendo » = 180°, ent3o cos®r = 1 e cos 20 & compativel

Suponto Bl = OO, vem que senBl = 0 e cosBl = 1,
seja

cos o = cos A , isto &, o, = A,
cosBO = 222§ , € portanto Bo = 0°
entao, nesse caso

cos 2¢g = - 2.0 _ cos ) & indeterminado.

0

Pode-se ainda considerar By = B,s Qque conduz a

_ 2 2
CcOs Oo = sen Bl + cos Bl cos A,

coszel sen A\

COs =
0O

no
se o
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sen ), sendo entao By © A aproximadamente ar-

ou
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2
2 sen Bl

2
sen BO

cos 20 = - COSs Oo .

Neste caso, se B, = 900, tem-se, por ser seng, = l e

cosBl = 0,

COos ¢©

R
I.—-l
0
o]
0
o

.
)}

-
Q

I
o

14

cos B sen A , entao B, e A sao aproximadamente ocan

plementares, o que conduz a

cos 20 = ——37— - 1, e sendo
CcCOs A
A :.OO, o cos 2¢ € compativel,
» = 90°, o cos 20 & incompativel,
A = 180°, o cos 20 & compativel.
)
Mas, se Bl = 07, tem-se
COos 0_ = COS A, O que traz o_ = i;
o o
5 . o
cos Bo = 1, ou seja, BO =0 e

cos 20 = 369 - cos X €& indeterminado.
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b) By © B, sao quaisquer,

= s o+ .
cos o eng ;seng., COsg, COSB,COS i ;

COsg,COsB,sen A
cospg = ;
o sen ¢
o
2 sen'g seng
1 2
cos 2¢ = 5 - cos g
sen’ B
o)
Arbitrando ) = Oo, entao cos » = 1 e sen A ~ 0, tra-
zendo
= +
Cos o senslsens2 cosslcoss2 ’
Cos ¢ = COS (81'82), logo

cosg = 0, de ondevso 290° ao qual segue-se

R

cos 2¢ Ztsenelsens2 - senslsens2 - cosslcoss2

cos 2¢g = senslsens2 - COSsB coss2 ’

1

cos 2¢ = COs (Bl + 82) p
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Para A = 900, vem cos A = 0 e senix = 1, ou seja:
cos o = senBlsenB2

) cosBlcosB2
cos BO =

sen ¢
o
2 senBlsenB2

cos 20 = - senBlsens2

2
sen Bo

cos 20 = senB.,senf

2(

1
2
sen Bo

e cos 20 & compativel sempre que senzsO # 0, ou seja, Bo # Oo,
o0 que implica em cos Bg # 1, ou seja

cosB

lc0582 # sen o,-

Para A = 1800, vem cos A = -1 e sen) = 0 e

COs Oo = senBlsen82 - COsB C0582 ’

1



Ainda:

cosBo = 0, ou seja, B_ =

cos 20 = 2 senp

1Seng, -

cos 20 = cos (Bl - 82) '

senslsens2 + cosslcoss2

56
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capITurO Vv

CONCLUSA ADO

5.1 CONCLUSOES

1) O método de Helmert, e conseqglientemente o de So-
dano por se tratar de uma modificacao deste, leva a valores a-
ceitaveis, tanto para a geodésica quanto para azimutes, ressal-
vando o aspecto de que suas ,propostas foram realizadas mais pa-
ra calculos manuais que computacionais. Tal afirmagao. deve-se
principalmente ao aspecto do processamento necessario para cal-
culo do valor de 9 (mostrado na Fig 10), ao qual se torna ne-
cessario acrescentar decisoes relativas a correta determinacao
de quadrantes. A visualizagao do problema em questao & funda-
mental para evitar-se os pontos criticos analizados no item
4.4 do CAPITULO IV e a consegliente deterioracao dos resultados
a partir de determinado vélor de diferenca de longitude para.Bl
e B, previamente fixados. Aplicagao do método simplesmente con-
siderando %% positivo implica sempre em decréscimo do valor da
geodésica a partir de certo limite de diferenca de longiﬁude,

varidvel em funcao das latitudes utilizadas.

2) O tempo de CPU varia também em funcao das latitu-
des e longitudes usadas, para nenhum dos trés métodos tendo. si-
do superior a 0.18 ou inferior a 0.15s para o calculo da geodé-

sica e azimutes.
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3) 0 método de Helmert-Newton exige sempre uma itera-
géo a menos gue 0 método de Helmert para atingir o mesmo grau
de precisao, sendo portanto mais rapido na execugao, embora u-
tilize mais espago de memdria por necessitar a derivada da fun-
cao que associa a diferenca de longitude no elipsdide a da es-

fera auxiliar.

4) O método utilizado por Helmert em suas iteracgoes &
um procedimento do tipo recursivo, pois considera gue

o+ = r0 Ky,
conforme exposto em (2.3.1). As condigoes para.a convergéncia
estao asseguradas por ser a fungao que fornece a geodésica con-
tinua em ), admitir derivada modularmente menor que um em
A = AL e por ter todo o valor gerado pela recursividade perten-

cente ao intervalo de existéncia da funcgao.

Entao, como a forma mais geral de = F()) & dada em

(2.3.2) como
» =2+ AR . £(x) = FQ) ;

e de acordo com (2.3.6) uma boa escolha de A()) &

A(x) , tem-se
£'())

F(x) = - £ , ou seja:

£'(r)-
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k
L ok E0) oy 01,2 Ll

f'(xk)

provando a adequagao da escolha das iteracoes por Newton para

o método de Helmert.

5) A maior vantagem na elaboragao do método de Helmert
com iteragGes por Newton, todavia, reside na possibilidade de
analise do erro cometido na aplicagao do método  através de
(2.6.5), onde n € representado pelo intervalo entre as diferen-
cas de longitude elipsdide-esfera e a derivada da fungao para o
ponto inicial (A = L), do. intervalo nac representa processamen-
to adicional, visto que & indispensavel ja para a primeira ite-

ragao.

Seria impossivel, por exemplo, na aplicagao de um mé-
todo iterativo linear como.o de Helmert, uma analise prévia do
erro, pois para tal o correto valor de X deveria ser conhecido a
priori, conforme exposto em (2.2.1). No entanto, j& que & sabi-
do que as referidas diferencas de longitude estao afastadas na
ordem de e2, a analise prévia do erro seria possivel, optando-
se entdo pela aplicagao ou nao do procedimento, através do mé-

todo de Newton.



01

02

03

04

05

06

07

08

09

10

11

12

60

BIBLIOGRAFIA

AYRES Jr., F. Calculo Diferencial e Integral. McGraw-Hill
do Brasil - 1976.

BOWRING, B.R. The Geodesic Inverse Problem. Bulletin Géo-
désique, 1983 - ne 57.

COSTA, A.M. Métodos para a Solugao do Problema Geodésico In
verso mediante representagao esférica do elipsGide. UFPR

- 1976.

DUFOUR, H.M. Calcul de Grandes Géodésiques. Bulletin Géo-
désique - Jun, 1958 - no 48.

GEMAEL, Camil . Introdugao & Geodésia Geométrica. UFPR -1977.

HUMES, et allie. Nogdes de Calculo Numérico. McGraw-Hill do
Brasil - 1984.

MASSARANI, Giulio. Introdugao. ao. Calculo Numérico. Ao Livro
Técnico S/A - 1970.

MENEZES, Wanda. Calculo Numérico - Notas de Aula. UFPR-1982.
MILNE, W.E. Calculo Numérico . Poligono, 1968.

RAINSFORD, H.F. Long Geodesics on the Ellipsoid. Bulletin
Géodésique - sept, 1955 - n? 37

RAPP, R.H. Geodésia Geométrica. Universidade Estadual de
Ohio - 1980.

SADOSKY, M. Calculo Numérico y Grafico. Ediciones Libreria
del Colégio - 1959.



61

13 SODANO, E.M. A Rigorous Non-Interative Solution of the
Inverse and Direct Geodetic Problems. Bulletin Géodési-
que - Jjun. 1958 - n? 48.

14 SODANO, E.M. General Non-Interative Procedure for Rapid
Inverse Solution of Very Long Geodesics . Bulletin Géo-

désique - mars, 1965 - n%® 75

15 VINCENTY, T. Direct and Inverse Solutions of Geodesics on
the Ellipsoid with Applications of Nested Equations.
Survey Review - April, 1975 - n? 176.



