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Resumo

Consideramos o fluxo de energia entre um oscilador harmonico classico unidimensional
e um conjunto de N osciladores quérticos bidimensionais e cadticos, os quais representam
um banho finito. Usando a Teoria da Resposta Linear, obtemos uma expressao analitica
para a equacao de movimento do oscilador harmonico, a qual contém um termo de atrito
dependente da frequéncia do sistema e das propriedades do banho. O coeficiente de
dissipacao ¢ comparado com resultados numéricos, mostrando sua validade para casos
do banho com dinamica cadtica e mista (coexisténcia de movimento cadtico e regular).
Por fim, a dissipacao é expressa em termos do Expoente de Lyapunov médio do banho,
mostrando assim que as ressonancias entre as frequéncias do sistema e banho sao mais
eficientes na promocao de dissipagao do que o valor do Expoente de Lyapunov médio e o

numero de elementos do ambiente cadtico.

Palavras-Chave: Banhos Caodticos; Dissipacao; Fluxo de Energia; Expoentes de Lya-

punov.



Abstract

We consider the energy flow between a classical one-dimensional harmonic oscillator
and a set of N two-dimensional chaotic oscillators, which represent the finite environment.
Using linear response theory we obtain an analytical effective equation for the harmonic
oscillator, which includes a frequency dependent dissipation and memory effects. The
dissipation coefficient is compared to numerical results and we show its validity for envi-
ronments with mixed (regular and chaotic) and chaotic motion. We also expressed the
dissipation in terms of the environment mean Lyapunov exponent. In addition, resonances
between system and environment frequencies are shown to be more efficient to generate
dissipation than larger mean Lyapunov exponents, or a larger number of bath chaotic

oscillators.

Keywords: Chaotic Bath; Dissipation; Energy flow; Lyapunov exponents.
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Capitulo

Introducao

Quando considera-se os efeitos da vizinhanca sobre um sistema de interesse, obtém-se
um problema fisico de dificil solu¢ao. Devido ao ambiente externo ser constituido de um
grande nimero de elementos, equagoes fenomenoldgicas como a Equacao de Langevin e
métodos estatisticos passam a ser utilizados, relacionando efeitos microscopicos a pro-

priedades macroscopicas do sistema.

Um dos modelos pioneiros na descricao de sistemas acoplados a um grande niimero de
elementos, veio com o movimento Browniano, observado pelo bi6logo Robert Brown [1]
e estudado por Einstein [2]. Neste modelo, utilizado para descrever as trajetérias de
pequenas particulas de pélen (sistema) sobre a dgua (ambiente), considera-se que o com-
portamento do sistema ¢é descrito pela equacao de Langevin, de forma que todos os efeitos
do ambiente estao contidos em uma forga dependente do tempo e em uma forca de atrito
dependente da velocidade da particula. Assim, é possivel observar as trocas de energia
entre o sistema e o ambiente, sem considerar o comportamento individual de cada consti-
tuinte da vizinhanca. Em seu trabalho, Einstein também apresentou o primeiro exemplo
do Teorema Flutuagao-Dissipacao [3], mostrando que a difusdo da particula do sistema
é uma consequéncia das flutuacoes na sua velocidade, enquanto a sua mobilidade estéa
associada ao processo de dissipacao e a resposta do sistema as perturbacoes geradas pelo
reservatério. E importante salientar aqui, que quando nos referimos a reservatorio, am-
biente ou vizinhanca, estamos falando do banho térmico, ou banho, com o qual o sistema
de interesse interage e para onde flui sua energia. Assim, o banho térmico é o elemento
responsavel por fazer com que o sistema alcance o equilibrio térmico, ou seja, um estado
em que sua energia nao mude drasticamente, mas apenas apresente pequenas flutuacoes

em torno de seu valor de equilibrio.

Recentemente, o movimento Browniano tem sido descrito como emergindo das in-



teragoes de uma particula com uma vizinhanga formada de um conjunto de osciladores
harménicos [4-6]. Ea partir deste fato que o movimento Browniano pode passar a ser ex-
plorado em um contexto quantico [4], pois a descrigdo de uma Hamiltoniana para o banho
permite que os métodos de quantizagdo da mecanica quantica sejam aplicados [7], o que
nao era possivel quando o problema era explorado diretamente pela Equacao de Langevin.
Neste contexto, surge o modelo Caldeira-Leggett [4], o qual é capaz de descrever dissi-
pacao em mecanica quantica quando o acoplamento entre sistema e banho é fraco. Para
isto, o modelo considera o ambiente externo ao sistema de interesse como formado de
um conjunto de osciladores harmonicos que, descritos através da mecanica quantica de
sistemas conservativos, permitem interpretar a acao do ambiente como a responsavel pela

dissipacao da energia do sistema.

Apesar de ter sido proposto em um contexto quantico, o modelo Caldeira-Leggett tem
sido largamente explorado em um contexto classico [8-13], permitindo a descrigao, por
exemplo, dos efeitos gerados por ambientes fora do equilibrio [8] ou nao estacionérios [9],
efeitos de acoplamento [10, 11], descri¢ao das propriedades de sélidos [12] e efeitos gerados

por ruidos que perturbam o banho [13].

Quando considerado um acoplamento bilinear entre as coordenadas do reservatorio
e do sistema, um Hamiltoniano modificado e o limite em que o ntmero de osciladores
tende ao infinito, o modelo Caldeira-Leggett faz com que a equagao do movimento para o
sistema recaia na equagao de Langevin [7], sendo satisfeito também o Teorema Flutuagao-
Dissipacao. Com isto, a tempos longos, sistema e ambiente termalizam, nao existindo mais
grandes trocas de energia entre eles, mas apenas pequenas flutuagdes nas suas energias
em torno de um estado de equilibrio. Assim, um ambiente externo, ou banho, constituido
de infinitos osciladores harmonicos, leva a um fluxo irreversivel de energia do sistema
para o reservatorio, de forma que a dissipagao torna-se um resultado da interacao entre
ambos [14]. Como o modelo Caldeira-Leggett envolve uma Hamiltoniana independente
do tempo para o problema sistema mais banho mais interagao, trata-se de um problema
conservativo, fazendo com que irreversibilidade neste contexto indique um tempo muito

grande para a energia voltar do banho para o sistema, assim nao sendo possivel observa-lo.

Mas apesar do sucesso do modelo Caldeira-Leggett em descrever processos dissipa-
tivos, tanto em um contexto classico quanto em um contexto quantico, em muitas situa-
¢oes realisticas o ambiente externo é pequeno e nao justifica considerar um reservatorio
constituido de infinitos elementos. Isto ocorre por exemplo com uma molécula que atua
como uma antena coletora de luz, que absorve apenas algumas frequéncias especificas

que podem ser pensadas como geradas pela interacao da molécula com algumas frequén-



cias especificas de um banho finito [15]. Com isto, é conveniente considerar o ambiente
como sendo composto de um numero N finito de osciladores harmonicos, por exemplo
1 < N < 400. Sob esta circunstancia, o modelo Caldeira-Leggett continua vélido, porém,
passa a ser explorado de um outro ponto de vista, o de sistemas dinamicos. Através da
Hamiltoniana do banho, é possivel obter uma equagao de movimento para cada um de
seus constituintes, que juntamente com a equagao de movimento para o sistema, constitui
um sistema dinamico para descrever sistema mais ambiente [16-19]. Deste ponto de vista,
toda a informacao a respeito da complexa dinamica do sistema, advém das equacoes do

movimento para o problema completo (sistema + ambiente + interagao).

Nos tltimos anos, a utilizacao de banhos finitos de osciladores harmonicos vem sendo
considerada na descri¢ao das propriedades de sistemas interagindo com sua vizinhanga [20—
29]. Tais propriedades envolvem a termalizacao do sistema [20, 21], efeitos sobre o seu
calor especifico [22, 23], fluxo irreversivel de energia entre o sistema e o banho [24, 25],

distribuicao de energia para o sistema [26, 27| e efeitos do acoplamento [28, 29].

No contexto de banhos finitos, o modelo Caldeira-Leggett, porém com N finito, con-
tinua sendo um elemento fundamental, pois é ele quem permite a descricao dos efeitos
microscopicos do ambiente através do sistema dinamico relacionado ao problema com-
pleto. Mas, como o modelo considera o banho constituido de osciladores harmonicos,
isto limita a dinamica de seus constituintes ao movimento regular. No entanto, o regime
dindmico presente na vizinhanca afeta o comportamento do sistema de interesse, de tal
forma que quando seu movimento é cadtico, os efeitos da dissipacao tornam-se muito mais
pronunciaveis [30, 31]. Para observar este fato com mais detalhes, troca-se a Hamiltonia-
na de uma soma de osciladores harmonicos por uma Hamiltoniana de baixa dimensao
(bidimensional) e que apresente movimento cadtico. Esta mudanga permite explorar o
comportamento do sistema novamente através do sistema dinamico do problema com-

pleto, uma vez que a sua dimensao é pequena [32-34].

Este acoplamento de um sistema de interesse com um reservatério cadtico de baixa
dimensionalidade, leva o sistema a termalizar [35], como ocorre no caso de uma particula
em movimento Browniano interagindo com uma grande vizinhanca. Desta forma, este
fato permite pensar que sistemas cadticos podem desempenhar o papel de reservatérios
térmicos, gerando fluxos irreversiveis de energia do sistema para o ambiente, porém sem
considerar um numero infinito de graus de liberdade. Estes fluxos irreversiveis, no entanto,
nao estao relacionados a distribuigoes do tipo Boltzmann para tempos longos, uma vez
que sua dimensao é pequena, mas em gerar um tempo infinito para que a energia retorne

do ambiente para o sistema de interesse [34], como ocorre no caso do modelo Caldeira-



Leggett. Baseado nisto, se estabelece uma relacao entre o modelo Caldeira-Leggett e o
acoplamento com um sistema cadtico de baixa dimensionalidade [33], uma vez que ambos

sao capazes de descrever efeitos semelhantes.

Baseado no modelo Caldeira-Leggett e no modelo de banhos cadticos de baixa di-
mensionalidade, o que se observa de uma forma geral, é que tanto o nimero de graus de
liberdade do ambiente externo quanto o seu regime dinamico, sao elementos fundamentais
na descri¢ao de como o sistema alcanca o equilibrio. Isto significa que ambos os fatores in-
fluenciam nos processos dissipativos, tornando a dissipagao uma funcao das propriedades

do banho.

Com esta ideia, o principal objetivo deste trabalho é descrever os elementos respon-
saveis pela dissipacao da energia de um oscilador harmonico acoplado a um banho consti-
tuido de N osciladores quarticos que podem apresentar dinamica cadtica [32]. Utilizando
a Teoria da Resposta Linear, que ¢ um método para calcular a funcao distribuigao fora do
equilibrio, obtem-se uma equacao analitica para o movimento do sistema, onde o termo
dissipativo estd associado as caracteristicas do banho e a frequéncia do sistema. FEste
termo de dissipagao, possui um comportamento constante e um elemento de memoaria, o
qual desaparece para tempos longos. As ferramentas da dinamica nao linear sao entao
aplicadas ao sistema dinamico dos elementos microscopicos do banho, tornando possivel
descrever sua dinamica em termos dos seus Expoentes de Lyapunov, os quais sao elemen-
tos capazes de caracterizar se a dinamica do elemento do banho é cadtica. Unindo os
dois resultados, obtemos a dissipacao em termos dos Expoentes de Lyapunov do banho,
mostrando que a dissipacao apenas ocorre para um banho cuja dindmica é cadtica. Assim,
dentro do contexto de banhos cadticos constituidos de um ntimero N de elementos bidi-
mensionais, o que fazemos € relacionar os elementos que descrevem o sistema de interesse

e a dinamica do banho com efeitos dissipativos.

Para fornecer ao leitor uma uma sequéncia de como pretendemos desenvolver nosso
trabalho, seguimos os seguintes passos. No Cap. 2, apresentamos uma coletanea de con-
ceitos da dinamica nao linear, os quais serao utilizados na caracterizagao do comporta-
mento do sistema utilizado como elemento microscépico do banho. No Cap. 3, descreve-
mos a equacao de Langevin e o modelo proposto por Caldeira-Leggett para descrever o
ambiente externo. No Cap. 4 estao descritas as propriedades de banhos cadticos de baixa
dimensionalidade. No Cap. 5, apresentamos os resultados deste trabalho. Por fim, no

Cap. 6, estao as conclusoes.



Capitulo

Revisao Tedrica

Neste capitulo apresentaremos alguns conceitos relacionados a sistemas dinamicos e
a dinamica nao-linear, os quais servirao como base no estudo da dinamica do sistema
caotico utilizado como elemento microscépico do banho. A descrigcao é feita seguindo a
Ref. [36].

2.1 Sistemas Dinamicos

Um sistema dinamico é um conjunto de equagoes cujas solu¢oes mostram a evolucao
do sistema no tempo. O tempo pode tanto ser uma variavel continua, quanto uma variével
discreta. Um exemplo de sistema dinamico no qual o tempo é uma varidavel continua, é

um sistema de n equacoes diferenciais ordindrias, autonomas, de primeira ordem, dado

por
drM
flt = Fy(aW, 2@, ..., z™),
dx®
flt = Fy(zW, 2@ . 2™, (2.1)
dr™
Zt — Fu(a™,2®, . 2™,

= F[7(t)], (2.2)



2.1. Sistemas Dinamicos 2

onde ¥ representa o estado do sistema em um tempo ¢, e é um vetor n-dimensional, e F
uma funcao da variavel . Este conjunto de equacOes representa um sistema dinamico
pois, para um estado inicial #(0), em principio podemos sempre resolver as equagoes
e obter o estado Z(t) do sistema para qualquer ¢ > 0. A Fig. 2.1 mostra o caminho
seguido pelo sistema quando ele evolui no tempo, para o caso em que n = 3. O espacgo
(zM, 22 £0) da figura, gerado pelas varidveis do sistema, é chamado espaco de fase ou
espaco das variaveis. O caminho seguido pelo sistema no espaco de fase, quando ele evolui
no tempo, é chamado érbita ou trajetéria. Para sistemas dinamicos de tempo continuo é

comum referir-se a estas orbitas como fluxos.

X(Z)

x(0)
x(1) >~

(1)

(3)

Figura 2.1: Orbita em um espaco de fase tridimensional.

No caso de sistemas discretos, o tempo assume valores inteiros, ou seja, t =1, 2, 3,....
Um exemplo de um sistema dinamico a tempo discreto é um mapa, o qual escrevemos na

forma vetorial como

—

Fopr = M(T) (2.3)

),

onde 7; = (z; )

.,x; ) € um vetor n-dimensional e M uma fungao de z;. Dado um

estado inicial Zy, obtemos o estado em ¢t = 1 fazendo ¥; = M (Zy). Tendo determinado 7,
determinamos ¥y fazendo s = M (), e assim sucessivamente. Assim, dada uma condicao
inicial 7y, geramos a drbita (ou trajetéria) seguida pelo sistema a tempo discreto: @y, 77,

—

T2y ...

Um sistema dinamico a tempo continuo pode ser reduzido a um sistema dinamico a
tempo discreto, utilizando-se uma técnica chamada Método da Secao de Poincaré, que
passamos a descrever. Sejam n equacoes diferenciais ordinarias, autonomas, de primeira

ordem (Eq. (2.2)). O Mapa de Poincaré representa uma redugao deste fluxo no espago



2.2. Sistemas Dinamicos Conservativos 3

n-dimensional a um mapa no espago (n — 1)-dimensional. Para ilustrar o método, fazemos

n = 3.

X

Figura 2.2: Secao de Poincaré.

3) = constante. Os

Na Fig. 2.2, a secdo de Poincaré é o plano bidimensional S em z!
pontos A e B representam duas intersecgoes sucessivas da trajetoria seguida pelo sistema
com a secao quando o fluxo passa por ela no mesmo sentido. Dado o ponto A, utilizando a
Eq. (2.2), determinamos a posi¢ao do ponto B, pois A pode ser usado como condigao inicial
para determinar B. Da mesma forma, B determina A se voltarmos o tempo na mesma
equagao, usando B como condigao inicial. Assim, o mapa de Poincaré, nesta ilustragao, é
a sequéncia de pontos nos quais o fluxo intercepta a secao de Poincaré no mesmo sentido,

- . . . ) (2
e representa um mapa bidimensional inversivel que transforma as coordenadas ($$l ), a; ))

da i-ésima perfuracao da secao, nas coordenadas (xgll, 3:,(31) da perfuracao (i + 1).

2.2 Sistemas Dinamicos Conservativos

A dinamica de sistemas Hamiltonianos é completamente especificada por uma tnica
fungao escalar, o Hamiltoniano H(p,q,t). O estado de tais sistemas é especificado por
seus vetores momento p e posicao q, que possuem a mesma dimensionalidade, a qual
chamamos N. N ¢é também o ntmero de graus de liberdade do sistema. Por exemplo,
as equacgoes de Hamilton para o movimento de K massas pontuais que interagem em
um espago tridimensional, via atracao gravitacional, tem N = 3K graus de liberdade,

correspondendo a trés coordenadas espaciais necessarias para especificar a localizagao de
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cada massa. As equagoes de Hamilton [37], determinam a trajetéria (p(t),q(t)) que o

sistema segue no espaco de fases 2/N-dimensional, e sao dadas por

dp 0H(p,q,t)

_ _9Hp.qY 2.4
dq 0H(p,q,t)
= - =Rl 92.4b
dt dp ( )

No caso especial em que o Hamiltoniano nao possui dependéncia explicita no tempo,
podemos usar as equagdes de Hamilton para mostrar que H(p,q) permanece constante

no tempo, ou seja:

dH(p,q) dpO0H(p,q) dq9dH(p,q)

i dt op < dt oq (2:5)
0H(p,q) 0H(p,q) A 0H(p,q)0H(p,q)

= — — 2.

oq op i op oq 0 (2:6)

Se o Hamiltoniano H (p, q) for identificado como a energia E do sistema, H(p,q) = F,

isto implica na conservagao da energia, ou seja, H(p,q) = E = constante [36].
Outra particularidade de sistemas Hamiltonianos, é que suas equacoes do movimento

podem ser escritas como:

ax
= =F&1), (2.7)

onde X é um vetor 2/N-dimensional dado por

i:(p). (2.8)
q
Assim, F(x,t) assume a forma
0H
F(x,t) =Sy — 2.9
<X7 ) N %’ ( )
onde
Oy -1
Sy=1| " " (2.10)
I Oy

com Iy representando uma matriz identidade N-dimensional, Oy uma matriz N x N de
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Zeros e

OH _ [ OH /op ] 2.11)

0% | 9H/oq

Esta descricao permite observar diretamente uma das principais caracteristicas de sis-
temas Hamiltonianos: enquanto um sistema fisico geral é descrito especificando todas as
componentes vetoriais de (2.7), sistemas Hamiltonianos sao descritos apenas especificando

uma tunica funcao escalar, a Hamiltoniana.

Além disso, outra caracteristica bésica de sistemas Hamiltonianos independentes do
tempo, é que eles preservam o volume no espago de fase 2/N-dimensional [36]. Tal fato ¢é

comprovado tomando o divergente de F(X) na Eq. (2.7):

0 0 oOH 0 oH
S R (P TR (e ) (2.12)
ox op oq oq op
Assim, se considerarmos uma superficie fechada Sy no espaco de fase 2/N-dimensional,
e evoluirmos cada ponto desta superficie no tempo, obteremos uma nova superficie S;,

a qual contém o mesmo volume de Sy. Isto também pode ser comprovado calculando a

derivada temporal do volume ocupado no espaco de fase pela superficie .S;:

d - dx 0 -

o @k = —X~dszf F-dS= | — Fd* % =0, (2.13)
dt A Sy dt St Sy 8X

onde |, s, representa uma integral sobre o volume envolvido por St, fst... ¢ uma integral

de superficie sobre S; e a terceira igualdade é devido ao teorema do divergente [36]. Esta

incompressibilidade do volume do espago de fase é denominada Teorema de Liouville [36,
37].

Outra, e talvez a mais importante, propriedade estrutural das equagoes de Hamilton,
é que elas podem ser escritas de uma forma simplética [36]:

dx 0H

i el 2.14
dt N ox (2.14)

onde Sy é a matriz simplética (2.10). Uma propriedade importante de Sy é obtida con-

siderando trés érbitas infinitesimalmente separadas uma das outras e dadas por: (p(t),q(t)),
(p(t) +dp(t), a(t) +da(t)) e (p(t) +dp'(t), a(t) +d'(t)), onde p(t), dq(t), dd'(t) e 6q'(t)

sao vetores infinitesimais /N-dimensionais. A quantidade

op(t)oq'(t) — dq(t)op'(t), (2.15)
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a qual chamamos area simplética, é independente do tempo, ou seja

 (5p(1)5q'(1) — 5a(1)p/(1) = 0. (216)

A area simplética diferencial pode ainda ser escrita como:
op(1)dq (t) — 6q(t)op’(t) = 0%X' - Sy - 6%/, (2.17)

onde  denota transposta.

Para obter a Eq. (2.16), diferenciamos a Eq. (2.17) em relagao ao tempo e usamos as

Egs. (2.7)-(2.11):

d doxt dox’
25wt SR = 2 5% 1. )
o (5X Sy (5X) o Sy 0xX +0x'- Sy s
T
- (8_]3‘55() -SN-(5)~<’+(5>~<T-SN~(8—]E‘-(5§<'>,
ox 0x

T
= 0% (Z—]’;) -SN+SN-(2—§)] 0%,

2 T 2
— 9% (SN.ﬁ_H) SN+SN-SN-(8H)] .55(’,

0X0x 0X0xX
[ 0?°H 0’H
I Y i I <) ) ) 857
0x _(85{85{) SN SN+SN SN (85{85{)} (SX,
~ 0, (2.18)
onde usamos Sjv -Sy = —Ly (Ioy é uma matriz identidade 2 N-dimensional), S}LV = —Sy

e consideramos 0*H /0X0X uma matriz simétrica. Logo, uma matriz simplética satisfaz

as seguintes condigoes [38]:

Syt=8l =-Sy (2.19)

det(Sy) = 1, (2.20)

que poderiam ser obtidas diretamente da Eq. (2.10)

Sistemas simpléticos apresentam uma grande quantidade de propriedades [38], mas
a de maior relevancia neste trabalho, é que eles conservam o volume no espacgo de fase

2N-dimensional, ou seja, sistemas dinamicos simpléticos estao sujeitos ao Teorema de
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Liouville [36].

O fato de um sistema Hamiltoniano conservar o volume no espaco de fase, acarreta
algumas consequéncias, entre as quais destacamos aqui o Teorema de Recorréncia de
Poincaré [39, 40]. Ao considerar o movimento do sistema em uma regido limitada do
espaco de fases, a qual denotamos I', se definirmos uma pequena area A dentro desta
regiao (Fig. 2.3), com volume I'y < I, podemos obter um conjunto de valores de tempo

{t;} para os quais o fluxo cruza esta regiao de dentro para fora. Os intervalos de tempo
Tj :t]’+1 —tj, j = 0,1,2,... (221)

sao os ciclos de Poincaré e t;, os Tempos de Recorréncia de Poincaré. Poincaré provou

Figura 2.3: Trajetéria em uma regiao limitada do espaco de fase cruzando a area A de
volume I'4. Figura retirada da Ref. [40].

que para um movimento em uma regiao finita do espaco e que cujo volume é preservado,
toda trajetdria deveria retornar a uma regiao previamente determinada (por exemplo A
na Fig. 2.3) em um tempo finito e um nimero infinito de vezes. Uma exce¢ao ocorre

somente se A é um conjunto de dimensao zero [39, 40].

Assim, foram descritas algumas propriedades gerais de sistemas dinamicos Hamilto-
nianos. Isto ocorreu sem levar em consideracao seu movimento, ou seja, sua dinamica.
Nas proximas secoes, esta questao passa a ganhar espaco, focando a atencao em algu-
mas caracteristicas de sua dinamica, mais especificamente quando ocorre a presenca de

movimento regular, cadtico ou uma mistura de ambos.
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2.3 Sistemas Integraveis

Conforme observado na Sec. 2.2, nos casos onde o Hamiltoniano nao tem dependéncia
explicita no tempo, H(p, q), as equagoes de Hamilton implicam em dH /dt = 0 e a energia é
uma constante do movimento. Uma fungao f(p,q) também serd conservada, se, enquanto
p(t) e q(t) evoluem no tempo, f(p,q) nao se altera. Assim, se diferenciarmos f(p,q)
com respeito ao tempo e considerarmos que nao existe dependéncia temporal explicita no

Hamiltoniano,

af d d Hd Hd
_f:_pﬁ+_q8_f:8__f_8__fzo_ (2.22)
dt dtop dtoq Opdq Oqdp
O lado direito da segunda igualdade da Eq. (2.22) é chamado de Colchete de Poisson
de f e H [37], e o abreviamos como {f,H}. Utilizando esta defini¢ao, temos a condi¢ao

para uma funcao f ser uma constante de movimento quando o Hamiltoniano nao depende

do tempo [39]:

{f,H} =0. (2.23)

Para um sistema com N graus de liberdade ser integravel, no sentido de Liouville,
¢ necessario que existam N constantes independentes de movimento f;(p,q)!, com i =

1,2,..., N, de forma que

{fi,H} =0 (2.24)

para todo i e j [39]. Além disso, os vetores v; definidos por
vi = Vi, (2.26)

onde V = (0/0q1,...,0/0qn,0/0p1,...,0/0py) é o operador nabla no espaco de fase,
devem ser linearmente independentes em todos os pontos do espago de fase [41]. Se as
condigoes (2.24), (2.25) e (2.26) valem para todos i e j, entao dizemos que as N constantes

do movimento estao em involugao.

1Se uma das constantes nao pode ser escrita como uma funcio das outras, entdo serdo chamadas
“independentes” [36].
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Quando um sistema Hamiltoniano N dimensional e integravel possui N constantes in-
dependentes de movimento, a topologia da superficie sobre a qual suas trajetérias evoluem
no espaco de fase ficam restritas a um torus N dimensional [39]. Para o caso N = 2, uma

orbita sobre um torus é apresentada na Fig. 2.4.

Figura 2.4: Trajetéria sobre um torus para um sistema bidimensional com duas constantes
do movimento. Figura retirada da Ref. [42].

Uma descricao mais simples do movimento de sistemas Hamiltonianos integraveis,
sobre torus /N dimensionais, pode ser feita utilizando a descrigao em termos de variaveis
angulo-acao e as equacoes de Hamilton-Jacobi, cujo formalismo pode ser encontrado na
Ref. [37]. Para isso, introduz-se uma mudanga canonica de variaveis (p,q) — (p,q), tal
que o Hamiltoniano H dependa somente de p e nao de q. Desta forma, as equacoes de
Hamilton com o novo Hamiltoniano tornam-se

dp OH

da  0H

0 =
dt  op’

(2.27)

dt  oq
e H(p,q) passa a ser escrito como H(p).

Utilizando as variaveis angulo-acao, escrevemos as componentes do momento p e das

coordenadas generalizadas q como
(5. = (LO). (2.28)
onde as componentes [; da agao sao definidas por [36]
1 .
I; = gy %pidqi onde i=1,2,...,N. (2.29)
7

Desta forma, estamos escrevendo as componentes de p como sendo as N constantes do
movimento e a0 mesmo tempo satisfazendo a Eq. (2.27), uma vez que a variagao temporal

de uma constante do movimento é zero.

Para fazer a mudanca de variaveis (p, q) — (I, 8), utilizamos a fungao geradora S(I, q)
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juntamente com as relagoes [36]

_ 05(Lq) _95(1,q)
0= o1 e p= 94 (2.30)

pois esta funcao relaciona as “velhas” coordenadas de posigao q e o “novo” momento I [36].
Com isso, podemos construir a fungao Hamiltoniana em termos das variaveis angulo-acao,

H(I), a qual é independente de 6.

Como citado no paragrafo anterior, a nova Hamiltoniana é independente de 0 e as

equagoes de Hamilton, Eq (2.27), podem ser escritas como

dl de 0 (1)
= 0 e i w(I), (2.31)
cujas solucoes sao
I(t) = I(0) (2.32)
0(t) = 0(0)+w(I), (2.33)

onde cada variavel angulo é peridédica com periodo 2.

Pode-se interpretar a segunda equagao em (2.31) como um vetor velocidade angular
especificando trajetérias sobre o torus N dimensional [36], onde I representa o raio da
trajetéria e @ o angulo de rotagao. Tal fato é ilustrado na Fig. 2.5 para o caso em que
N = 2.

Com a interpretacao de w(I) como um vetor velocidade angular que especifica dife-
rentes trajetérias sobre um torus N-dimensional, diferentes tipos de movimento sobre
o torus podem ocorrer, podendo ser este peridédico ou quase-periédico, dependendo da
razao entre estas frequéncias. Se existir um vetor /N-dimensional de nimeros inteiros

m = (my, ma,...,my,), tal que
m-w =0, (2.34)

exceto quando m é um vetor com todas as componentes nulas, o movimento sobre o torus
¢ um movimento periédico e a razao wy /w; ¢ um numero racional. Nestes casos, as érbitas
seguidas pelo sistema fecham sobre elas mesmas apds my ciclos em 61, msy ciclos em 6,

e assim sucessivamente [36]. J4 quando a condigao (2.34) nao for satisfeita e wy/w; for
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Trajetoria

Figura 2.5: Trajetéria sobre um torus bidimensional. [; representa o raio e ¢; o angulo
descrito em uma destas trajetérias circulares. Figura retirada da Ref. [43].

um numero irracional, o movimento do sistema é chamado quase-periddico e uma érbita

jamais retorna ao seu ponto inicial, preenchendo completamente a superficie do torus [36].

Quando um sistema integravel passa a sofrer a acao de uma perturbagao, toros cuja
razao entre as frequéncias é um niimero racional ou irracional, comportam-se de maneiras
diferentes. As consequéncias desta perturbacao sobre tais toros é explicada pelo teorema

KAM, o qual veremos agora.

2.4 O Teorema KAM

Na Sec. 2.3, apresentamos as condi¢oes necessarias para um sistema ser integravel.
Também verificamos, que quando o Hamiltoniano é escrito em termos das constantes de
movimento, em especial em relagao as variaveis angulo-acao, o movimento do sistema ¢é
limitado a um torus N dimensional racional ou irracional, dependendo das frequéncias do
movimento. Mas até onde vai a integrabilidade de um sistema Hamiltoniano? Ou ainda,
0 que acontece com os torus racionais e irracionais quando um sistema Hamiltoniano in-
tegravel é sujeito a uma perturbacao? As respostas para estas questoes vieram com 0s
rigorosos trabalhos matemaéticos de Kolmogorov, Arnold e Moser (KAM) e com os estudos
numéricos desenvolvidos sobre caos e integrabilidade apds o advento dos computadores.
Os resultados obtidos por Kolmogorov, Arnold e Moser ficaram conhecidos como Teo-
rema KAM. Nao serd detalhada aqui a deducao do Teorema, pois foge do objetivo deste

trabalho, mas apenas serao apresentados os seus resultados.
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Para descrever o teorema KAM, consideramos um sistema Hamiltoniano perturbado,

escrito em termos das variaveis angulo-acao como:
H(I,0) = Hy(I) + eH,(1,0), (2.35)

onde Hy(I) é o Hamiltoniano integravel, H; (I, 8) a perturbacao e (I, 8) as variaveis angulo-

acao do sistema nao perturbado.

A ideia principal do Teorema KAM é considerar o efeito da perturbacgao sobre Torus
invariantes® ao invés de trajetérias no espago de fase [39]. Desta forma, vamos dividir a
discussao em dois casos, os Torus Racionais e os Torus Irracionais. Veremos que muitos
torus sobrevivem a pequenas perturbacoes, enquanto outros destroem-se, dando origem a

orbitas cadticas, novos torus e também pontos elipticos e hiperbdlicos.

2.4.1 Toros Racionais

Denominamos Toros Racionais aqueles cuja razao entre as frequéncias dadas pela
Eq. (2.31) é um ntumero racional. Como resultado da acao da perturbagao, estes Torus
sao destruidos por menores que sejam os valores de € [36]. Devido a destruicao dos
Torus Racionais, ocorre o aparecimento de um igual niimero de pontos fixos elipticos e

hiperbdlicos. Este resultado é conhecido como teorema de Poincaré-Birkhoff [43].

O numero de pontos fixos que aparecem depende da razao entre as frequéncias do
Torus racional. Se chamarmos R = p/§ o nimero de rotagao do Torus, onde ¢ representa
o maior numero de ciclos executado sobre o torus antes da trajetoria retornar sobre ela
mesma, entao, devido a perturbacao, aparecerda um numero igual ou multiplo de ¢ de
pontos elipticos e de pontos hiperbélicos [36]. A Fig. 2.6 ilustra um caso § =3 e § = 4

em uma secao de Poincaré para um sistema com N = 2.

Estes pontos elipticos e hiperbdlicos que advém da quebra do Torus racional devido a
perturbagao, continuam sendo pontos fixos do sistema perturbado e com o mesmo periodo
¢ do Torus racional [43]. A diferenca entre os dois pontos esta na forma como condigoes

iniciais proximas a eles se comportam.

Proximo a pontos fixos elipticos, ocorre o aparecimento de novas curvas semelhantes
as que existiam antes da perturbacao, a qual chamamos curvas KAM, sendo algumas

destas racionais e outras irracionais. Tal fato é apresentado dentro da caixa tracejada

2Um torus é chamado de invariante, se uma vez que movimento do sistema inicie sobre ele, ali ird
permanecer [36].
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Figura 2.6: Ilustracdo do Teorema de Poincaré-Birkhoff. (a) Sistema integravel sem a
acao da perturbagao. As linhas tracejadas indicam torus racionais com § =3 e ¢ = 4. (b)
Aparecimento dos pontos elipticos e hiperbdlicos devido a agao da perturbacgao. Os pontos
elipticos sao representados pelos circulos concéntricos. Figuras retiradas da Ref. [36].

da Fig. 2.6(b). Quando estas curvas KAM racionais que apareceram devido a ac¢ao da
perturbacao sao destruidas, outros pontos elipticos e hiperbédlicos irao aparecer, rodeados

novamente por curvas KAM racionais e irracionais e assim sucessivamente [36].

Orbitas geradas préoximo a pontos hiperbdlicos, podem ter diferentes comportamen-
tos, pois pontos hiperbdlicos, também conhecidos como pontos de sela, possuem diregoes
ou variedades estaveis, aquelas que movem-se para o ponto fixo, ou instaveis, aquelas que
movem-se afastando-se dele [36]. Se seguirmos as variedades, afastando-se de um ponto
fixo, elas geralmente apresentarao intersecgoes homoclinicas ou heteroclinicas, que ocor-
rem quando variedades instaveis de um mesmo ponto se cruzam sobre ele mesmo ou de
dois diferentes pontos se cruzam em pontos diferentes, respectivamente [36]. A Fig. 2.7
representa estes cruzamentos para um tnico ponto e para dois pontos hiperbdlicos distin-

tos.

Assim, a destruicao dos torus racionais além de gerar pontos elipticos estaveis, também
gera pontos hiperbdlicos, os quais sao os responsaveis pelo movimento caodtico, que se
mantém sempre aprisionado por curvas KAM que ainda nao foram “quebradas” [36], pelo
menos para um caso N = 2. A medida que estas curvas vao se “quebrando”, mais e mais
regioes cadticas vao aparecendo, preenchendo completamente de pontos a regiao permitida
da secao de Poincaré. Veremos agora qual é a sequéncia em que os torus irracionais vao

dando origem aos pontos elipticos e hiperbdlicos.
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(a) (b) :
Figura 2.7: Pontos hiperbdlicos. (a) Cruzamento homoclinico, onde as variedades instéveis
tornam-se variedade estaveis quando se cruzam novamente no ponto. (b) Cruzamentos

heteroclinicos, onde as variedades instaveis de um ponto tornam-se variedades estaveis
quando cruzam outro ponto.

2.4.2 Torus Irracionais

Quando um sistema integravel é perturbado, o Teorema KAM garante a existéncia de

Torus no espaco de fase, caso satisfeitas as condigoes abaixo:

i As frequéncias lineares dos Torus do sistema integrével sao independentes [43], ou

seja, temos um Torus cuja razao entre as frequéncias é um numero irracional;
ii A perturbagao é uma funcao suave [43] (um nimero suficiente de derivadas de H;);
iii Condigoes iniciais suficientemente longe dos toros racionais [43].

Satisfeitas as condigoes acima, o Teorema KAM garante a existéncia de torus deforma-
dos, com a mesma topologia dos torus nao perturbados, na vizinhanga dos torus irracionais

do sistema nao perturbado. Estes torus que aparecem deformados apds a perturbacao,

sao chamados Torus KAM.

A 1ltima condicao de que os Torus irracionais devem estar suficientemente longe dos
torus racionais, para a existéncia dos Torus KAM, implica que quanto mais irracional for
a razao entre as frequéncias do Torus nao perturbado, mais facil é o aparecimento dos
Torus KAM [43].

A ideia de nimero mais irracional pode vir com a ajuda da teoria dos ntimeros. Um

nimero irracional R pode ser representado como uma fungao infinita continuada [36]:

R=ay+ ——— (2.36)

a
2 a3+a4~1i»...

onde os a;’s sao numeros inteiros. Porém, se os inteiros a;’s para ¢ > k sao iguais a um,

este numero irracional é chamado de “nobre” [44]. O ndmero “mais irracional” que existe
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e consequentemente o mais “nobre” de todos [44], é o nimero de ouro

R= (\/ST_” (2.37)

Quando o nimero mais “nobre” de todos estiver relacionado com a irracionalidade de
um Torus KAM, ele serd o ultimo deles a ser destruido a medida que a intensidade da
perturbacao aumenta. Contudo, caso ele nao esteja presente, o ultimo torus KAM a ser

quebrado sera aquele que apresentar o nimero mais “nobre” [44].

De uma forma geral, pode-se resumir o efeito da perturbacao sobre um sistema inte-
gravel da seguinte forma: Quando a perturbacao comeca a atuar no sistema integravel,
muitos Torus do sistema integravel sao levemente deformados e sobrevivem (Torus irra-
cionais), enquanto outros sao destruidos (Torus racionais). Regides préximas aos Torus
que nao foram destruidas pela perturbacgao ficam ocupadas por novas orbitas irracionais,
pontos elipticos, érbitas hiperbdlicas e orbitas cadticas. A medida que a perturbacao au-
menta, os Torus irracionais destroem-se, sendo o ultimo deles a ser “quebrado”, aquele

que tem o valor de razao entre as frequéncias como um numero “mais nobre”.

Quando a perturbagao sobre o sistema integravel quebra todos os toros, inclusive o
mais nobre, o sistema passa a apresentar caracteristicas como ergodicidade, queda de

correlagoes, etc. Na proxima secao, descreveremos estas propriedades.

2.5 'Transicao para Estocasticidade (Global

Na Sec. 2.4, verificamos o que ocorre com os torus no espaco de fase N-dimensional
quando um sistema integravel passa a sofrer a acao de uma pequena perturbacao. Agora,
vamos verificar o que ocorre quando esta perturbagao deixa de ser pequena e aumenta
gradativamente. Para isso, vamos considerar um sistema bidimensional e sua secao de
Poincaré, onde temos circulos concéntricos para o sistema integravel, gerados pela inter-

seccao dos torus com a secao de Poincaré.

Quando a perturbacao ¢ ligada, aquelas curvas que eram relacionadas a torus racionais
acabam sendo destruidas e dao origem a pontos elipticos e hiperbdlicos. Proximo aos
pontos fixos hiperbodlicos, ocorre o aparecimento de regices cadticas, que se limitam por
curvas KAM. Ja préximo aos pontos elipticos, ocorre o aparecimento de curvas KAM

circundando estes pontos, os quais sao chamados de ilhas.

Aumentando ainda mais a perturbacao, as curvas KAM vao se tornando cada vez
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menos irracionais, até se tornarem racionais e transformarem-se também em pontos elip-
ticos e hiperbdlicos, comportando-se da forma descrita no paragrafo anterior. A medida
que a perturbacao aumenta ainda mais, mais curvas KAM vao se destruindo, gerando
o predominio de movimento cadtico, doravante denominado estocéstico, o qual preenche

uma certa regiao do espago de fase a partir de uma tnica condigao inicial [43].

Conforme observamos, a medida que a perturbacao aumenta, vai ocorrendo o apareci-
mento de uma regiao maior de movimento caético. Quando ocorre o predominio de regioes
regulares no espacgo de fase, temos a estocasticidade local, diferentemente de quando as
regioes predominantes do espaco de fase sao regices cadticas, onde temos a estocasticidade
global [43].

Quando isto ocorre, e nao existem curvas KAM no espaco de fase, passamos a tratar
o sistema estatisticamente, descrevendo a evolucao temporal de certas médias ao invés de
trajetérias que correspondem a um certo conjunto de condigoes iniciais. Assim, considera-

mos algumas defini¢oes e conceitos bésicos que sao aplicaveis a movimentos estocéasticos.

2.5.1 Ergodicidade

Consideremos um ponto x do espaco de fase 2N dimensional e uma fungao observavel

f. Chamamos de média temporal da funcao f a expressao:

e
f(x) = 711—{20?/0 f(x,t)dt. (2.38)
Consideramos agora um ensemble de N condigoes iniciais x? no espaco de fase, e a

fungao f(x?,t) ao longo de cada trajetéria. Entao,

(F0) = 5 S0 560 (2.39)

¢ a média de ensemble da fungao f [39].

Um sistema dinamico é dito ser ergédico se f(x) = (f(z)) [43]. Desta definico,
concluimos que a média temporal da funcao nao pode depender da condigao inicial usada.
Para isto ocorrer, é necessario que o sistema passe por todas as regioes do espaco de fase
um numero infinito de vezes. Isto exclui por exemplo um sistema que possui curvas KAM,
que acabam dividindo o espago de fase e nao permitindo a visita de toda sua regiao por

uma unica trajetéria [43].
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Um sistema ¢ considerado ergédico, dependendo do subespacgo que consideramos. Um
sistema Hamiltoniano autonomo nao pode dar origem a um sistema ergddico em todo
o espaco de fase, pois a energia é uma constante do movimento e limita a trajetéria do
sistema a uma superficie. Contudo, o fluxo pode ser ergddico sobre a superficie de energia.
Desta forma, a ergodicidade é universal, basta apenas definir o subespaco sobre o qual ela

existe [43].

2.5.2 Mistura ou “Mixing” e Decaimento da Correlagao

O conceito de Mistura pode ser compreendido com um exemplo proposto por Arnold
em [38] e exemplificado na referéncia [43]: Coloca-se 20% de rum e 80% de refrigerante
em um recipiente, representando as distribuigoes iniciais de um fluido incompressivel no
espaco de fase. Depois de agitarmos o recipiente, qualquer amostra do volume, por menor

que seja, ird possuir 20% de rum. Isto define um sistema misturado.

Uma forma de ilustrar o processo de mistura, é considerar uma gota no espaco de

fase, conforme ilustrado na Fig. 2.8(a).

Figura 2.8: (a) Gota no espago de fase. (b) Gota no espago de fase apds a evolugao
temporal para um sistema misturado. Figura retirada da Ref. [39].

Quando um sistema misturado evolui no tempo, a antiga gota toma a forma represen-
tada na Fig. 2.8(b). A medida que t — 0o, o sistema se torna cada vez mais homogéneo [43]
e consequentemente ergodico. Desta forma, mistura implica ergodicidade, mas o contrario

nem sempre se aplica [43].

Outro fator relacionado a sistema misturados, é o decaimento da correlacao entre duas
fungoes observaveis. Vamos considerar duas fungoes f(x) e g(x). A fungao de correlagao

entre f e g é definida como [40]:

C(f,g:t) = (f(x(t + 73 x")g(x(7;x"))) — (f(x)) {9(x)), (2.40)
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onde (f(x)) e (g(x)) nado dependem do tempo se a dinamica ¢é ergddica. O valor da funcao

de correlagao depende do tempo e da escolha das fungoes f e g, e no caso de
lim C(f.g:1) = 0 (2.41)

ser valida, o sistema possui a propriedade de mistura [39].

2.6 Expoentes de Lyapunov

Uma caracteristica de sistemas que apresentam dinamica cadtica, é a dependéncia
sensivel exponencial nas condigoes iniciais. Para entender o que isto significa, deve-se
considerar duas trajetdrias inicialmente muito préximas, x;(0) e x2(0), tal que x5(0) =
x1(0)+A(0), as quais evoluem no tempo gerando drbitas x;(t) e xa(t), conforme ilustrado

na Fig. 2.9, de forma que a nova separacao entre as érbitas em ¢ serd A(t) = xo(t) —

X2(2)

x1(0)

Figura 2.9: Orbitas x; (t) e x,(t) geradas para duas condicges iniciais x4 (0) e x(0). Figura
retirada da Ref. [36].

x;(t). Considerando o limite em que |A(0)] — 0 e ¢ é grande, se as 6rbitas permanecem
limitadas no espaco de fase e a diferenca entre elas cresce exponencialmente com o tempo,
A(t) = A(0)e™ com h > 0, entdao dizemos que o sistema apresenta dependéncia sensfvel

as condigoes iniciais e é cadtico [36].

Se orbitas proximas representam estados quase idénticos de um sistema cadtico, a
divergéncia exponencial das condigoes iniciais gera solucoes finais totalmente distintas,

ou seja, estados finais completamente diferentes. Desta forma, torna-se impossivel prever
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o comportamento futuro de um sistema cadtico utilizando uma tnica solucao conhecida,
mesmo que inicialmente proximas, pois seus estados, a medida que o sistema evolui no

tempo, tornam-se completamente distintos.

A questao de quantificar em uma escala temporal a condigao sobre a qual seus estados
sao totalmente diferente daqueles gerados para condicoes iniciais proximas, pode ser rea-
lizada utilizando-se os Expoentes de Lyapunov, uma vez que estes medem a taxa média
de divergéncia exponencial de érbitas préoximas no espago de fase. Se o nimero de graus
de liberdade de um sistema for maior do que trés e suas trajetorias limitadas no espago de
fase, qualquer sistema contendo no minimo um expoente de Lyapunov positivo é definido

como sendo cadtico [36].

Determina-se para um sistema dinamico, cujo espaco de fase é N-dimensional, um
Expoente de Lyapunov para cada um de seus eixos, isto é, N expoentes, o conjunto dos
quais denominamos Espectro de Lyapunov. Para calcular o Espectro de Lyapunov [45],
dado um sistema continuo em um espaco de fase N-dimensional, monitoramos uma /N-
esfera de condigoes iniciais durante sua evolucao temporal. Esta esfera ira transformar-se
em uma N-elipse devido a deformacao natural imposta pelo fluxo. O i-ésimo Expoente de

Lyapunov do sistema é definido em termos do tamanho do eixo principal p;(t) da N-elipse:

(2.42)

onde os \; sao ordenados do maior para o menor. Desta forma, os Expoentes de Lyapunov
estao relacionados a expansao (positivos) ou contragao (negativos) das diferentes diregoes

do espaco de fase, conforme é ilustrado na Fig. 2.10 para N = 2.

Figura 2.10: Bola de condicoes iniciais e elipse gerada pela evolugao temporal do sistema.

Usando a Eq. (2.42), temos que o crescimento do i-ésimo eixo da N-elipse ocorre com

>\1+)\2)t

2t uma drea formada por dois eixos com 2 , 0 volume formado por trés eixos
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por 2(>\1+)\2+)\3)t

e assim sucessivamente. Esta propriedade fornece uma nova defini¢ao
para o Espectro de Lyapunov: A soma dos primeiros j expoentes é definida pela taxa
de crescimento exponencial, a tempos longos, do elemento de j-volume. Qualquer sis-
tema dinamico de tempo continuo, terd no minimo um expoente de Lyapunov igual a
zero, correspondendo a lenta mudanga de magnitude de um eixo tangente ao fluxo [45].
Eixos relacionados a expansao (contracao) correspondem a expoentes positivos (nega-
tivos), como mencionado anteriormente, porém, a sua soma fornece a velocidade média
de divergencia do espago de fase. Como uma consequéncia deste fato, para um sistema
dinamico Hamiltoniano, e cuja Hamiltoniana nao depende do tempo, a soma dos Ex-
poentes de Lyapunov é zero [36] e seu movimento ocorrerd sempre preservando o volume
no espaco de fase, fato ja mostrado na Sec. 2.2. Com isto, observando a Fig. 2.10, somos
levados a concluir que \; ¢é positivo e Ay negativo, com a area do circulo inicial sendo igual
a area da elipse final. Outra caracteristica de sistemas conservativos, é que seus expoentes

de Lyapunov aparecem aos pares e com igual magnitude, ou seja, =hy, ..., £hy/e, onde

N ¢ a dimensao do sistema Hamiltoniano [36]. Devido a isto, eles satisfazem
> A= (2.43)

Conforme se observou, os Expoentes de Lyapunov sao definidos pela evolugao tempo-
ral, para tempos longos, dos eixos de uma esfera infinitesimal de estados iniciais. Assim,
para a obtencao do Espectro de Lyapunov, este procedimento poderia ser implementado
definindo os eixos principais a partir de uma esfera de condic¢oes iniciais, cuja separagao
pode ser feita a partir da limitacao de memoria do computador, e estas trajetorias evolui-
das com as equagoes nao lineares do movimento. O problema deste procedimento, é que
a orientacao da N-elipse muda continuamente a medida que o sistema evolui e a direcao
associada a um dado expoente também varia de uma forma complicada. Com isso, nao
se pode falar de uma direcao bem definida associada com um determinado expoente, o
que coloca uma dificuldade na tentativa de calcular os Expoentes de Lyapunov direta-
mente utilizando a Eq. (2.42), consequentemente monitorando separadamente cada eixo
da N-elipse [45]. Além deste problema, também temos o fato de que para um sistema
caotico, nao se pode garantir a condicao de pequena separacao a tempos longos, condicao
necessaria para a convergencia do espectro. Isto ocorre porque duas orbitas distintas
seguem caminhos totalmente diferentes, e o médulo de sua separagao pode superar os

limites de memoria do computador, tornando o calculo impossivel.

Embora tais problemas parecam colocar uma grande dificuldade na determinacao do
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Espectro de Lyapunov, eles podem ser facilmente contornados. Isto é feito utilizando o
formalismo do espago de fase mais espago tangente, que é um espago das derivadas [45].
Para isso, uma trajetéria “fiel” é definida a partir das equagoes nao lineares do movimento.
Esta trajetoria representa a evolugao do centro da esfera de condigoes iniciais. As tra-
jetorias de pontos sobre a superficie e infinitesimalmente separados da trajetoria “fiel”,
sao definidas a partir das equacgoes linearizadas do movimento, que nada mais sao do que

as derivadas temporais das equagoes nao lineares [45].

Os eixos principais que irao expandir ou contrair, dependendo do sinal do Expoente
de Lyapunov, sao obtidos definindo N bases compostas de /N vetores inicialmente ortonor-
mais e que sao evoluidos no tempo a partir das equacoes linearizadas do movimento. Cada
conjunto possui uma condicao inicial diferente e, por definicao, estao sempre infinitesi-
malmente separados em relagao a trajetéria “fiel” [45]. A Fig. 2.11 representa uma destas
bases ortonormais proxima a trajetoria “fiel” em um caso N = 2. Para este caso, um outro

sistema ortonormal é definido, mas nao é representado na figura.

Trajetoria

Figura 2.11: Uma base ortonormal para um caso N = 2. Os vetores vy e vg irao ser
evoluidos a partir das equacoes lineares do movimento.

Conforme as equagoes linearizadas do movimento evoluem os N vetores das N bases
ortonormais, estes vetores divergem em magnitude e outro problema aparece, agora rela-
cionado as suas orientacoes. Em um sistema caodtico, cada vetor tende a “cair” dentro da
direcao de mais rapido crescimento. Devido a precisao finita do cdlculo computacional,
o colapso em uma dire¢ao comum faz com que as orientacoes dos vetores que formam as
bases ortonormais tornem-se indistinguiveis. Contudo, estes dois problemas podem ser
superados com a utilizagdo do processo de reortonormalizagao de Gram-Schmidt (GSR),

executado sobre um conjunto de vetores.

Quando as equacoes linearizadas atuam sobre um conjunto inicial de vetores ortonor-

mais, elas produzem um novo conjunto {vs,...,vn}. Neste momento, entra o GSR, que



2.6. Expoentes de Lyapunov 22

fornece o seguinte conjunto novamente ortonormal a partir dos vetores antigos:

Y
! |v1]
o = 27 (v - v1)v)
R T (AT
, N — (UN -V )UN_; — - — (N - V)V
vy = ; ; TR (2.44)
lon — (N - Vg ) VN — - — (O - o))

A frequéncia de renormalizagdo nao é importante, desde que nao ocorra divergéncia

nem na magnitude nem orientacao, excedendo a limitagao computacional.

A GSR jamais afeta a diregao do primeiro vetor em um sistema. Além disso, este vetor
ainda tende a procurar a diregdo de maior crescimento no espago tangente (componentes
em outras diregoes estao crescendo menos ou até encolhendo). Ja o segundo vetor, tem
sua componente ao longo da direcao do primeiro removida e é entao normalizado. Os
vetores renormalizados v} e vj, expressam o mesmo subespago bidimensional que v; e va.
Apesar das repetidas substituicoes de vetores, o espaco que estes novos vetores definem

sempre procura o subespaco bidimensional que tem o mais rdpido crescimento. Assim, a
()\1+)\2)t

’

area definida por eles é dada por 2 . O tamanho do vetor vy é proporcional a 2™,
tal que monitorando seu tamanho e a area que ele define com vs, é possivel determinar
ambos os expoentes. Na pratica, como v] e vj sdo ortogonais, podemos determinar A,
diretamente do monitoramento do crescimento médio da projecao de vy sobre v;,. De uma,
forma geral, a projecao dos vetores envolvidos sobre a nova base ortonormal, corretamente
atualiza a taxa de crescimento de cada dos k eixos principais, fornecendo estimativas para

o Espectro de Lyapunov. Este processo, contudo, permite a integracao por quanto tempo

for necessario para sua convergencia dos expoentes, impedindo qualquer divergéncia.

Descritos os conceitos necessarios para o estudo da dinamica do sistema utilizado
como elemento do reservatério, agora serao apresentados alguns modelos utilizados na
descricao dos problemas onde um sistema de interesse interage com um ambiente externo.
Sera primeiramente feita a apresentacao do Movimento Browniano, primeiro modelo a
considerar tais efeitos. Posteriormente, serao apresentados os casos onde o ambiente é

modelado por sistemas cuja dinamica ¢ conhecida.



Capitulo

Equacao de Langevin

Quando considera-se os efeitos da vizinhanca sobre um sistema fisico de interesse, a
tentativa de analisar separadamente o comportamento de cada elemento que constitui o

meio externo torna-se um problema fisico de dificil solucao.

Abaixo serao descritos dois modelos onde € possivel descrever a agao do meio sobre o
sistema de interesse: o Movimento Browniano e a deducao da Equacao Generalizada de

Langevin.

3.1 O Movimento Browniano

Uma dificuldade na descricao de um sistema fisico, quando se leva em conta o efeito
de sua vizinhanca, é que muitas vezes o ambiente externo é complicado de ser modelado
e impede uma solugao para o problema. Porém, existem alguns exemplos onde é possivel
incluir na dinamica do sistema os efeitos do ambiente com o qual ele interage. Neste
contexto, um trabalho pioneiro foi sobre o movimento Browniano [1], observado pelo
bidlogo Robert Brown em 1827, quando ele trabalhava com pequenas particulas de polen
que flutuavam sobre a dgua, e posteriormente estudado por Einstein [2]. O movimento
Browniano pode servir como um protétipo, cuja analise fornece informacgoes sobre os

mecanismos responsaveis pela existéncia de flutuacoes e dissipacao da energia.

Para descrever o movimento Browniano unidimensional, considera-se uma particula de
massa m, posigao do centro de massa x(t) e velocidade dz(t)/dt. Quando ela esta imersa

em um liquido a uma temperatura absoluta 1", ocorre o aparecimento sobre a particula de

23
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uma forca de carater aleatério, devido ao seu impacto com as moléculas do liquido, e de
uma forga viscosa proporcional a sua velocidade, a qual atua como um termo de atrito.

Assim, a equagao para o movimento da particula torna-se [46]:

d
md—: = —av+ F(b). (3.1)

O termo av ¢ a forga viscosa, onde v é uma constante, e F(t) a forca de carater aleatério
mencionada anteriormente. F'(t) possui as propriedades [46]:

(F)y=0 e  (F(OF{)) = Bs(t—1t), (3.2)

o que indica que forca média causada pelas moléculas é nula e seus impactos com o sistema
independentes. Nestes casos, a média é considerada sobre um ensemble de sistemas.

Quando respeitadas as condigoes (3.2), a Eq. (3.1) é conhecida como equagao de Langevin.
Uma forma de reescrever a Eq. (3.1) é dividir ambos os membros por m,

dv

= = (L), (3.3)

definindo v = a/m e £(t) = F(t)/m. £(t) possui as mesmas propriedades de F'(¢):

€)=0 e (€()Et)) =To(t —1'), (3-4)

porém I' = B/m?.
Uma solugao para a Eq. (3.3) é apresentada na Ref. [46], a qual é abaixo descrita.
Considerando-se uma solugao genérica para a Eq. (3.3),
v(t) = u(t)e ", (3.5)
determina-se u(t) substituindo (3.5) na Eq. (3.3). Isto fornece uma equagao diferencial
para a funcao u(t) dada por

du

== eTE(t), (3.6)

que pode ser facilmente resolvida. A solucao da Eq. (3.6) é

u(t) = u(0) + /O O E(H)dE, (3.7)
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que quando derivada em relagao ao tempo fornece a velocidade da particula,

v(t) = v(0)e " + e_“’t/o Vet (3.8)

v(0) é a velocidade da particula em ¢ = 0. As propriedades do ruido permitem determinar

a velocidade média da particula e sua variancia, que sao dadas por

(v) = v(0)e " (3.9)
2 2 I —24t
(v*) = (v) —Z(l—e ), (3.10)

onde a média é obtida em um ensemble de sistemas.

A partir das Egs. (3.9) e (3.10), obtem-se a velocidade quadratica média da particula
Browniana quando ela atinge um estado de equilibrio, ou seja, quanto t — oco. Com a
velocidade quadratica média no equilibrio, é possivel calcular sua energia cinética média,

que pode ser associada a temperatura através da teoria cinética dos gases [47]. Assim,
1, 1
- = —kpT, 3.11
2m<v > 5 kB (3.11)

onde kg é a constante de Boltzmann e T" a temperatura absoluta. Lembrando que B =

I'm? e que o = ym, se estabelece a relacao entre B e T,

B = 2akgT. (3.12)

Da mesma forma que procedemos para obter a velocidade quadratica média e sua

variancia, obtemos o deslocamento quadratico médio e a variancia na posicao,

r=z(0) + /Otv(t’)dt’ (3.13)

(2?) — (2)* = L {t 2 (1—e) + % (1- 62’”)} : (3.14)

2 v

Diferentemente do caso da velocidade, para tempos longos, o termo dominante agora é o
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primeiro, tornando o desvio quadratico médio proporcional a t, isto é,
(2?) — (z)* = Dt, (3.15)

onde D = T'/4? = B/a? é o coeficiente de difusdo, que estd relacionado & temperatura

através da equacao

2%kpT
D == (3.16)

«

Esta relacao é conhecida como relagao de Einstein-Smoluchowski [46].

A particula recebe energia do reservatorio devido ao impacto aleatério das molécu-
las do liquido, porém, devido a forga de atrito viscosa, sua energia cinética é alterada
novamente, transferindo energia novamente para o reservatoério. Isto quer dizer que a
energia transferida pelo reservatorio para a particula, é igual a variacao na sua energia
cinética mais a energia dissipada devido a viscosidade do liquido. Para descrever isso
matematicamente, multiplica-se ambos os membros da Eq. (3.1) por v e usa-se a seguinte

relagao:

U T gt (3.17)
de forma que
M2 a? 4 uF () (3.18)
gV = v+ , .
d m , >
— (TJ ) +av? = vE (1), (3.19)
dE,
dt + UFatrito - UF(t)y (320)

onde Fit0 = av e mv?/2 = E, é sua energia cinética. Calculando a média da Eq. (3.20),

dE,
dt

+ Py, = P, (3.21)

temos que a taxa de variacao da sua energia cinética mais a taxa de energia dissipada

pela forca viscosa, é igual a taxa de energia fornecida para a particula [46].

Quando nao ocorre mais variacao na energia cinética da particula, a energia fornecida
pelo reservatério é igual a energia dissipada pela forga viscosa. Este é justamente o que
ocorre no estado estaciondrio, quando sua energia cinética média é igual a kT /2. Se

a energia cinética média inicial for maior do que seu valor no equilibrio, esta energia
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excedente sera absorvida pelo ambiente. Para observar isso com mais detalhes, calcula-se

a energia do sistema, que é apenas sua energia cinética,

E = —mv”. (3.22)

Tirando a média e utilizando a velocidade quadratica média da particula, juntamente com

as relacoes entre B e a temperatura do liquido, obtem-se

kT 1
= % (1—e") + 5mv(0)2e—m, (3.23)

(E)
que mostra que, para t grande, em média, independente da energia inicial, o sistema
termaliza em (E) = kgT'/2.

3.2 Equacao Generalizada de Langevin

Conforme a Sec. 3.1, a Equacao de Langevin pode ser usada como base para o estudo
tedrico do movimento Browniano [46]. No entanto, apesar do sucesso na descri¢cao de
problemas classicos envolvendo dissipagao, em especial a tempos longos, ela nao permite
o estudo de processos dissipativos quando efeitos quanticos tornam-se relevantes. Isto
se deve ao fato de a Equacao de Langevin, fornecida pelas Egs. (3.1) e (3.2), nao estar
associada a uma fungao Hamiltoniana, a qual pode ser generalizada para o caso quantico,

permitindo a utilizagao dos métodos de quantizagao.

O modelo Caldeira-Leggett [4] propoe uma solugao para este problema, tornando
possivel a descricao dos processos dissipativos para sistemas quanticos. Para tal, ele

considera o Hamiltoniano para o conjunto “sistema mais ambiente mais interacao” [7]:

2 2.2
H = HJ(QP)+) (;;: + m”z”q”> -2AQ-T(q)

onde (Q,P) = {Q;, P,} é um conjunto de coordenadas e seus momentos conjugados e
H,(Q, P) é o Hamiltoniano do sistema na auséncia do banho térmico. O v—ésimo oscilador
do banho (v =1,2,3, ..., N) tem coordenada ¢,, momento conjugado p,, frequéncia w, e
massa m,,. O acoplamento do banho térmico ao sistema é linear nas variaveis do sistema,
porém envolve uma funcao analitica mais geral para as variaveis do banho, dada por
I'(q). O parametro de acoplamento A é introduzido convenientemente, como uma forma

de controlar o acoplamento sistema-banho térmico. Frequentemente considera-se o caso
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de um grau de liberdade para os elementos do banho.

Embora o modelo Caldeira-Leggett tenha sido introduzido em um contexto quantico,
ele pode ser explorado classicamente. Para isso, a partir da Hamiltoniana (3.24), obtemos

a equacao do movimento para as variaveis do sistema,

: OH,
Q= 5p="P (3.25a)
OH,
= —5g tAT(@. (3.25b)

onde uma massa unitaria é escolhida para a particula de interesse. As equagoes do movi-

mento para as variaveis do banho sao:

. Pv
v f— — ¢2
q - (3.26a)
P, = —mngql,—k)\QFy(q), (3.26Db)
onde
dl'(q)
r, = 3.27
@ =" (3.7

Desta forma, utilizando as Eqgs. (3.25) e (3.26), os passos descritos no Apéndice A e

um acoplamento bilinear, o qual implica
N(@)=> Tug, (3.28)

é possivel obter a seguinte equacao para o movimento do sistema:

oHy" [ - B
20 —i-/\/OdTK(t T)P(1) = \F(t), (3.29)

P(t) +

onde o nucleo de memoria dissipativo é dado por

2

K(t—1) =3 =2 cosfu, (t — )], (3.30)

~ M, W

a funcao da forca tem a forma

m,w?

F(t) = Xy:ry { [qy(()) _ A Q(O)} cos(w,t) + 2
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e o “Hamiltoniano modificado” é introduzido como [7]

H{"W = Hs(Q,P)— XY L, Q2. (3.32)

2
2myw;

Observa-se que a Eq. (3.29) depende das varidveis do banho somente nas condigoes

iniciais na F'(t).
A Eq. (3.29) tem a forma da equagdo generalizada de Langevin

Qt)+F + /t drK(t —7)Q(t) = F(t). (3.33)

onde F’ é uma forca devido a acao de um potencial externo mais um termo de renormali-

zagao, K(t — 7) o nicleo de memoéria dissipativo e F(t) a forga flutuante.

Para completar a correspondéncia, deve-se dar uma interpretacao estocastica para a
funcao da forca e sua funcao de autocorrelagao deve ser relacionada ao nicleo de memoria

dissipativo.

Como o estado inicial do banho ¢é incerto e em geral determinado somente via uma
fungao distribuicao, F(t) é, desta forma, uma soma de um grande (infinito) nimero de
variaveis aleatorias independentes. Se o estado inicial do banho é um estado de equi-
librio, entao a distribuicao de energia de cada um dos osciladores do banho é a mesma,
consequentemente, F'(t) é uma Gaussiana. O valor médio da Gaussiana resultante é deter-
minado pela forma particular do equilibrio do banho em ¢t = 0. Em geral, duas situacoes
fisicas podem aparecer. Primeiro, o banho alcancou o equilibrio em ¢t = 0 na auséncia do
sistema de interesse, o qual é introduzido neste momento. A funcao distribuicao para o

banho entao é:
Plq(0), p(0)] = Z e 1B/M, (3.34)

onde Z é a fungao particao [48] do banho e Hp é dado pela Eq. (3.24).

Calcula-se agora o valor médio de F'(t) utilizando-se as equagoes do ensemble canonico

(Apéndice A), obtendo-se como resultado

(F(t)) = —AZmV; -Q(0) cos(w,t) (3.35)
(F(t) = —AK(t)Q(0), (3.36)

que nao concorda com a Equacao de Langevin.
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A segunda possibilidade é considerar um banho equilibrado em ¢ = 0 na presenca
do sistema. Neste caso a distribuicao apropriada de estados iniciais é governada pelo

Hamiltoniano do banho modificado:

Plq(0), p(0)] = Z1e 5" /KT (3.37)
onde
2 2 2
(m) by myw, . FVQ
Hy" = EV [_me +—2 (ql, )\mng> ] ) (3.38)

Com esta distribuigao, as flutuacoes de F'(t) sdo centradas em zero. Esta tltima es-
colha da distribuicao é consistente com a ideia usual feita em tratamentos fenomenoldgicos

da equacao de Langevin.

Com a Hamiltoniana modificada, mostra-se que (ver Apéndice A)

(F(t)) =0, (3.39)

O calculo da fungao de correlagdo conclui a correspondéncia da Eq. (3.29) com a

Equacao de Langevin. Seu célculo é realizado considerando-se

(FO)F(T)) = / F(t)F(7)P[q(0), p(0)]dq(0)dp(0). (3.40)

Como resultado, obtemos (ver Apéndice A):

(F()F(r)) = kTZmi”w cos [w(t — 7). (3.41)
(FOF(r) = KTK(t—7), (3.42)

que agora completa a derivacao da equacao de Langevin. Este resultado é exato para o

acoplamento bilinear, embora independente do valor de A.

Para um ambiente constituido de infinitos osciladores harmonicos, a questao da des-
cricao de processos quanticos dissipativos pode agora ser realizada, uma vez que tal modelo

concorda com a Equagao de Langevin e possui um Hamiltoniano associado.

Embora a Eq. (3.24) parega apenas uma generalizagao da Eq. (3.1), algumas diferencas
podem ser consideradas e discutidas. Na descricao do movimento Browniano via Equagao

de Langevin, toda a informagao a respeito da influéncia do ambiente na dinamica do
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sistema esta contida em uma forca aleatoria a qual nao conhecemos, apenas podemos
descrever suas propriedades, e em uma forca dissipativa igual ao produto da velocidade do
sistema por uma constante. Estas forcas representam os efeitos das colisoes do sistema com
as particulas do meio e estao relacionadas via o teorema flutuacao-dissipacao [49]. Como
uma consequeéncia destes impactos aleatérios das moléculas do fluido com o sistema, o
sistema transfere energia para o reservatorio, a qual é entao dissipada devido a viscosidade

do fluido.

Na Equacao Generalizada de Langevin, sao os osciladores compondo o ambiente ex-
terno que produzem as forgas estocdsticas, Eq. (3.31), que por sua vez induzem os pro-
cessos de flutuagao e dissipacao. Neste caso, a integral do niicleo de memoria dissipativo,
Eq. (3.30), é quem incorpora a dissipagao na equagao de movimento do sistema. Porém,
quando N — oo, a integral recai em um termo dissipativo igual aquele da Equacao de
Langevin, automaticamente fornecendo, em termos das varidveis do banho, a constante
relacionada a dissipacao. Este limite faz com que o banho apresente uma distribuicao
continua de frequéncias, além de descrever as trocas de energia entre sistema e ambiente

como resultado das muitas colisoes com os osciladores do banho.

Porém, os modelos apresentam uma semelhanca, que esta na distribuicao das energias
de equilibrio para o sistema e para o banho. A tempos longos, tanto a Equacao de
Langevin, quanto a Equacao Generalizada de Langevin quando N — oo, apresentam uma
distribui¢ao do tipo Boltzmann [7, 50]. Isto indica a ocorréncia de um fluxo irreversivel

de energia do sistema para o reservatério devido a interagao entre ambos [14].

Mas apesar do sucesso da Equacao Generalizada de Langevin na descricao dos efeitos
do ambiente sobre a dinamica do sistema, nem sempre ela pode ser aplicada. Em muitos
contextos, em particular para pequenas escalas, o ambiente externo é pequeno e nao
justifica um reservatério constituido de infinitos osciladores. Desta forma, é conveniente
considera-lo como sendo composto de um nimero N finito de elementos. A mudanca no
valor de N produz uma alteracao na dimensionalidade do sistema dinamico que descreve

o problema, além de gerar algumas particularidades na dindmica do sistema [16-19].

A dinamica microscépica que ocorre a medida que o niimero de graus de liberdade de
um sistema aumenta nao é simples, de forma que sua relacao com os efeitos macroscopicos
¢ muito complicada. Quando o numero de osciladores é pequeno, seu espectro de fre-
quéncias nao é uma funcao suave, mas apresenta grandes varia¢oes, uma vez que muitas
frequéncias nao estao presentes no intervalo de interesse. Com isso, o sistema ¢é entao forte-
mente acoplado a alguns modos especiais do ambiente, que devido a sucessivas colisoes,

acabam caracterizando a sua dinamica.
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Estas sucessivas colisoes com os poucos modos do banho, podem induzir um movi-
mento nao Markoviano no sistema, aquele para o qual os efeitos de memoria estao pre-
sentes, o que faz com que sua dinamica seja diferente daquela descrita pela Equacao de
Langevin [18]. Devido ao ambiente ser finito, os efeitos dissipativos estao relacionados a
um complicado nicleo de memoria dissipativa, diferentemente do caso N — oo, quando
ele é descrito por uma funcao Delta de Dirac. Isto indica que a dinamica do sistema
sempre apresenta um termo de memoria, isto é, que cada interacao do sistema com o

ambiente depende de sua historia pregressa.

Este movimento nao Markoviano, acaba gerando implicacoes na distribuicao de equi-
librio e na forma como a energia é absorvida pelo banho. Conforme discutido anterior-
mente, tanto a Equacao de Langevin quanto a Equacao Generalizada de Langevin no
limite N — oo, no equilibrio, produziam distribui¢oes de energia do tipo Boltzmann,
tanto para o sistema como para o banho. No entanto, a termalizacao completa de sis-
temas finitos requer algumas relagoes especiais entre as frequéncias e massa do sistema e
as frequéncias dos osciladores [20, 21]. Ou seja, uma termalizagdo completa para ambi-
entes finitos, somente ocorre quando a faixa de frequéncias dos osciladores e do sistema
¢ limitada e contida dentro de um intervalo especifico [20, 21]. Do contrario, isto nao

ocorre.

Além de afetar a distribuicao de energia do equilibrio do sistema e do banho, a ocor-
réncia de fluxo irreversivel de energia do sistema para o reservatério também acaba sujeita
a condigoes especiais [24, 25], passando a depender do tamanho do banho [19]. O que se
observa, é que para pequenos valores de N, 1 < N < 10, embora a energia do sistema
sofra muitas oscilagoes, ela nao é completamente absorvida pelo reservatério, sofrendo
apenas uma pequena variacao [18, 19]. A medida que o numero de osciladores aumenta,
10 < N <60, ocorre uma absorcao acentuada de energia pelo reservatério, com o sistema
perdendo quase toda sua energia [18, 19]. Uma caracteristica deste processo é que tal troca
nao ¢ exponencial, mas obedece uma lei de poténcia, uma das caracteristicas de banhos
finitos [18]. A medida que o numero de osciladores do reservatorio cresce, N ~ 500, o

movimento Markoviano é recuperado e a queda exponencial volta a ocorrer [18, 19].

Assim, caracterizamos e discutimos alguns modelos utilizados na descri¢ao de sistemas
interagindo com sua vizinhanca. Porém, até agora, nenhuma observagao foi feita quanto a
dinamica dos constituintes utilizados para descrever o meio. A utilizacao de sistemas que
apresentam outro tipo de movimento, como por exemplo movimento cadtico, também tem
sido explorada com o intuito de descrever ambientes com o qual o sistema interage. Com

isto, é possivel observar a importancia do caos presente no reservatério sob a dinamica do
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sistema. Este serd o assunto do préximo capitulo.



Capitulo

Banhos Caoticos

A Equacao de Langevin descreve o comportamento irregular de pequenas particulas
de polen sobre a superficie de um liquido. A origem desta irregularidade esta associada as
inimeras colisdes que as particulas sofrem com as moléculas do fluido. Uma vez que a in-
teragao com os constituintes do liquido modifica muito o estado das particulas, a descri¢ao
deste movimento passa a ser feita utilizando-se médias, que podem ser no tempo ou no
ensemble. No entanto, para que estas médias sejam validas, precisa-se considerar que o
intervalo de tempo entre uma observacao e outra seja muito maior do que o tempo que
as particulas levam para perder a memoéria de fatos anteriores, tornando assim cada ob-
servacao uma medida independente. E justamente este fato que caracteriza o movimento

Browniano como um processo estocastico Markoviano [51].

A mesma descricao do pardgrafo anterior também pode ser obtida utilizando a Equacao
Generalizada de Langevin, desde que considerado o limite em que o nimero de osciladores
no banho tenda ao infinito [7]. Se tal limite nao for considerado, uma complicada integral
de memoria estard presente na Equacao Generalizada de Langevin, fazendo com que os
dois eventos observados nao sejam mais independentes, consequentemente passando agora

a apresentar um movimento ndo Markoviano [16-19].

No entanto, o que aconteceria com a dinamica do sistema se, ao invés de conecté-lo
a um banho de osciladores harmonicos, ele fosse conectado a um ambiente que apresente

dinamica cadtica?

A descricao de tal problema teve inicio com o trabalho de Edward Ott sobre invariantes

adiabdticos de sistemas ergédicos® [52]. Ott mostrou, que para sistemas Hamiltonianos

nvariantes adiabéticos sdo quantidades fisicas que apresentam uma variacdo muito lenta no tempo.

34
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dependentes do tempo e ergddicos, o volume do espaco de fase contido dentro da sua
superficie de energia H(q, p,t) é o unico invariante adiabético. Porém, para que isto seja
verdade, é necessario que a variacao temporal do Hamiltoniano seja muito mais “lenta”
que o movimento do sistema. Isto quer dizer, que enquanto o sistema visita varias regioes
do espaco de fase, o Hamiltoniano mantem-se aproximadamente constante. Partindo
deste principio, é possivel obter a evolucao temporal da superficie de energia em termos
de seu valor inicial em ¢ = 0 [52], o que mostra que ela comporta-se de forma difusiva,
dependendo de ambos, da escala de tempo com a qual o Hamiltoniano varia e do tempo
de correlacao do sistema ergédico [52, 53]. Baseado no movimento Browniano [51], isto
sugere que tais sistemas também podem ter sua dinamica governada por alguma equacao

do tipo Langevin [54].

Para que se possa comprovar este fato, o problema estudado por Ott precisa ser
adaptado, considerando a variacao temporal lenta do Hamiltoniano como resultado da
evolucao de um sistema fisico de interesse. No entanto, quando fazemos isso, o resultado
de Ott nada mais é do que a descricao de processos de troca de energia entre sistema e
ambiente, como ocorre com a Equagao Generalizada de Langevin, porém agora, a dinamica

do sistema rapido é livre, podendo ser cadtica ou regular.

Quando esta construcao é considerada, pode-se tratar o sistema lento como um sis-
tema fisico de interesse, enquanto o Hamiltoniano rapido passa a ser pensado como um
ambiente externo, ou um banho, que pode apresentar qualquer regime dinamico. Com
esta interpretagao para o problema, o fluxo de energia do sistema para o ambiente é visto
como um efeito dissipativo, que leva a energia do sistema lento a ser absorvida pela vizi-
nhanca rapida. Utilizando esta ideia, Wilkinson foi pioneiro em examinar os efeitos do
caos em gerar dissipacao, mostrando que ela aumenta drasticamente se a dinamica do
sistema rapido passa de regular para cadtica [30]. Ele também mostrou que a origem
deste fato estd em o movimento cadtico gerar sob o sistema lento uma forga de atrito pro-
porcional a sua velocidade, que por sua vez, produz o fluxo irreversivel de energia entre
sistema e reservatério. Unido a isso, esta forca de atrito desaparece quando a dinamica
do ambiente é integravel [30], tornando-o menos eficiente. Este resultado tem uma in-
terpretacao importante, pois agora sistemas cadticos de baixa dimensionalidade podem
representar reservatorios térmicos com o qual um sistema interage e perde energia [30].
Porém, diferente do modelo Caldeira-Leggett, nao é necessario um numero infinito de

osciladores.

Berry e Robbins consideraram o mesmo problema estudado por Wilkinson, porém em

mais detalhes [31]. No fundo, o que Berry e Robbins obtiveram foram corre¢oes para
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o comportamento da energia do sistema rapido quando sua evolugao temporal é obtida
através da aproximagcao do volume no espaco de fase como um invariante adiabatico. Eles
mostraram, que o primeiro termo da correcao esta relacionado a consideracao do volume
como uma constante de fato. Isto leva a um potencial renormalizador na energia do
sistema, semelhante aquele obtido no modelo Caldeira-Leggett e que acaba aparecendo
no Hamiltoniano modificado da Equacao Generalizada de Langevin [7]. Se somente este
termo for considerado na dinamica do sistema lento, ele nao ird gerar nenhum efeito dissi-
pativo, pois trata-se apenas de um termo renormalizador da sua energia [31]. Como uma
segunda correcao na energia, aparecem duas forcas, uma forca dissipativa proporcional a
velocidade, e outra forca a qual Berry e Robbins chamam de “magnetismo geométrico” [31].
O “magnetismo geométrico” nada mais é do que um termo de forca que atua no sistema
lento e que é dado pelo produto vetorial da sua velocidade por um campo magnético
definido a partir das propriedades do sistema réapido, dai o nome de magnetismo geo-
métrico [31]. J& o termo dissipativo, também chamado atrito deterministico, leva este
nome por estar relacionado ao caos deterministico do ambiente. Esta forca produz o
efeito dissipativo no sistema lento, de tal forma que o resultado de sua acao é o fluxo
irreversivel de energia do sistema para o ambiente [31], similar & Equagao Generalizada
de Langevin. Tal resultado nada mais é do que a forca de atrito obtida por Wilkinson na

descrigao da importancia do caos em promover os processos dissipativos [30].

O aparecimento da forga de atrito deterministico atuando sobre o sistema lento [30,
31], faz com que sua energia seja absorvida pelo sistema répido, o qual necessariamente
precisa ser cadtico. O que acontece entao com o sistema lento, é que ele acaba “termali-
zando” com o sistema répido e atingindo um estado de “equilibrio estatistico” [35]. No
entanto, esta termalizagao e este estado de equilibrio estatistico sao diferentes do caso do
modelo Caldeira-Leggett, onde é possivel definir uma temperatura para o banho e para
o sistema [34]. Esta diferenca tem origem no fato de agora nao possuirmos um grande
nimero de graus de liberdade, pois temos sistemas cadticos de baixa dimensionalidade,
nao permitindo a equipartigao da energia [35]. Para estes casos, a distribui¢ao a tempos
longos depende do modelo utilizado como ambiente cadético, nao possuindo uma regra
geral [34].

Outra forma de compreender o motivo de sistemas cadticos de baixa dimensionalidade
poderem atuar como reservatérios térmicos, estd no fato deles apresentarem funcoes de
correlagao que vao a zero rapidamente [55]. Assim, o tempo que sistemas cadticos levam
para perder sua correlagao, desempenha o mesmo papel do tempo necessario para que

dois eventos microscopicos distintos no Movimento Browniano sejam independentes [51].
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Até o momento, vimos que muitas caracteristicas apresentadas por sistemas intera-
gindo com banhos cadticos podem também ser encontradas na equacao de Langevin ou
no modelo Caldeira-Leggett, como por exemplo o comportamento difusivo na energia e a
termalizagao entre ambiente e sistema [30, 35]. Em especial o comportamento difusivo na
energia, relacionado ao fluxo de energia do sistema de interesse para o reservatério, leva a
entender que os efeitos da dinamica cadtica rapida sobre um sistema lento também podem
ser descritos por uma espécie de equacao de Langevin. Como esperado, tal equivaléncia
existe e foi apresentada por Carvalho e Aguiar [33, 54|. Para isto, a Hamiltoniana do
problema sistema mais banho mais interacao é escrita em termos de equacoes lineares do
movimento, as quais acabam por expressar o Hamiltoniano do sistema cadtico (um sistema
com dois graus de liberdade) como uma soma infinita de osciladores, cada um deles com
uma frequéncia distinta [54] (Mais detalhes sobre esta formula¢ao podem ser encontrados
em [33] e [54]). A solucao das equagdes de Hamilton para este novo Hamiltoniano produz
como resultado uma forca flutuante que atua sobre o sistema, similar aquela encontrada
na Equacdo Generalizada de Langevin, Eq. (3.31), e um termo dissipativo. Isto permitiu
estabelecer a correspondéncia entre o Modelo Caldeira-Leggett e os banhos cadticos de

baixa dimensionalidade.

Vamos focar nossa atencao somente no termo dissipativo obtido através deste forma-

lismo, o qual é dado por [33]

g /OOO S, (w) </Ot sinw(t — t’)q(t’)dt/) dw (4.1)

onde A\ é o parametro de acoplamento, que foi considerado fraco, ¢(t') a coordenada de
posicao do sistema lento, w a frequéncia dos osciladores usados para descrever a Hamil-

toniana do sistema caético e S, (w) a densidade espectral destas frequéncias [33].

A forma deste termo concorda muito bem com o obtido na Equagao Generalizada de
Langevin, Eq. (3.29), no entanto, aqui ocorre a presenga de uma densidade espectral. A

densidade espectral pode ser calculada através da seguinte integral [33]:

S, (w) — 4R ( /0 h eimC'w(T)dT> | (4.2)

onde
Cu(1) = (xa(t + T)x4(t)) (4.3)

ou seja, a fungao de correlagao da variavel x do sistema cadtico antes de ser acoplado ao
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sistema lento. A obtencao de (4.3) é possivel numericamente e tem o mesmo comporta-

mento para todos os sistemas cadticos Hamiltonianos [55]. Isto é mostrado na Fig. 4.1.

<x(t)x(0)>

g Y ! ‘ ! ‘ ! 0
0 50 100 150
t

Figura 4.1: Comportamento da fun¢ao de correlagdo para um sistema cadtico (linha
continua) juntamente com o “fit” fornecido pela Eq. (4.4) (linha vermelha tracejada). Os
dados foram obtidos considerando t = 0 na Eq. (4.3).

Tal curva é bem ajustada pela funcao
Co(7) = 0%e " cos(woT), (4.4)

de forma que é possivel calcular a densidade espectral S, (w):

1 1
S, (w) = 200 + : 4.5

o) ((w+w0)2+042 (w—wp)? + a2 (45)
Infelizmente este resultado nao permite calcular a integral (4.2) de forma fechada, para
obter entao o termo de dissipacao. Porém, podemos observar que este termo dissipativo

depende do ambiente cadtico através dos parametros envolvidos na funcao descrevendo

sua correlacao [33].

Assim, estd apresentada uma descrigao dos fenomenos envolvidos quando sistemas
lentos interagem com sistemas cadticos rapidos de baixa dimensionalidade. Estes resul-
tados apresentados mostram, de forma conceitual, todos os agentes responsaveis pela
promocao dos fenomenos dissipativos, além de trazer sua relagao com outros modelos que

podem descrever fluxos de energia entre sistema e ambiente, como a Equacao de Langevin
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e a Equacao Generalizada de Langevin.

Outro ponto importante, e que é considerado na descricao de processos dissipativos
envolvendo banhos caodticos de baixa dimensionalidade, é o fato de todos os trabalhos
descritos acima envolverem médias de ensemble. Como sabemos, isto envolve uma fungao
distribuicao de probabilidades. Para o caso de cédlculos numéricos, seu calculo é feito
de forma implicita, contudo, quando o objetivo é obter solugoes analiticas, a funcao dis-

tribuicao precisa ser descrita explicitamente [32, 34].

Se focarmos nos processos dissipativos, por exemplo a descri¢ao do fluxo de energia do
sistema para o ambiente, uma solugao analitica envolve o calculo da funcao distribuicao
e sua evolucao temporal, uma vez que precisariamos calcular o valor médio da energia
durante todo o processo [34]. Uma forma de obter tal funcao é através da chamada Teoria
da Resposta Linear [56], a qual é capaz de calcular de forma aproximada, e até primeira
ordem, a funcao distribuicao para problemas envolvendo acoplamento fraco. Na Sec. 4.1

tal processo sera descrito, fornecendo assim os mecanismos necessarios a sua obtencao.

4.1 A Teoria da Resposta Linear (TRL)

O célculo de médias envolve a existéncia de uma fungao distribuicao [48]. A TRL é
um método de se obter tais fungoes e que apresenta seus resultados em termos de fungoes
de correlagao de quantidades fisicas relevantes ao problema em questao [3]. Ela pode ser
aplicada tanto a sistemas classicos como quanticos [56]. No entanto, aqui apresentaremos

apenas sua versao cldssica, seguindo os mesmos passos apresentados em [32, 34, 57].

O célculo de médias, como por exemplo a energia (Ey(t)) de um sistema de interesse,
envolve uma funcao distribuicao p(Q, P;t), cujo valor inicial é p(Q, P;0). Se este sistema
estiver isolado, a distribuigao é invariante e a igualdade p(Q, P;t) = p(Q, P;0) permanece
sempre valida. No entanto, a interacao deste sistema com um ambiente externo provoca
uma mudanca no valor da sua energia, fazendo com que a igualdade nao seja mais valida.
A TRL fornece uma forma de calcular corre¢oes de primeira ordem na fungao distribuicao.
Assim, para que esta correcao linear forneca os termos relevantes as mudancas sofridas
pela funcao distribuicao, o acoplamento entre sistema e ambiente deve ser fraco e o sistema

nao encontre-se longe de seu estado de equilibrio.

Para isto, consideramos que o acoplamento do sistema com seu ambiente produza uma
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perturbagao da seguinte forma

no Hamiltoniano Hy(Q, P) do sistema. A(Q, P) é uma fungao arbitraria da posi¢ao e

momento do sistema e x(f) uma fungao do tempo.

Uma funcao de distribuicao genérica, segue a equacao de Liouville

L = (Lo + Li()] plt), (4.7)

onde os Operadores de Liouville sao dados por

| B 1)0H,  dp(t) 0H, | _

iLip(t) = Z 8% apx ~ T an | = {He®}, (4.9)
com a soma correndo sobre todas as varidveis canonicas. { , } indica os Colchetes de
Poisson [37].

A solucao da equagao diferencial (4.7) possui uma representacao integral na forma

(ver Apéndice B)
4
p(t) = e=t)lop(gy) 4 z/ =L, 1 (5) p(s) ds. (4.10)
0

Neste momento, uma observacao deve ser feita sobre o problema para podermos
prosseguir. A TRL calcula a funcao de distribuicao quando um sistema passa a sofrer
a acao de uma perturbagao. No entanto, antes desta perturbacao comecar a atuar, va-
mos considerar que o sistema esta em equilibrio inicial, o qual vai ser entao perturbado.
Esta distribuicao inicial chamamos p. e a consideramos invariante por evolucao temporal,

devido a forma como ela é definida. Assim

e p(t) = plto) = pe, (4.11)

e consequentemente

p(t) = pe —1—2'/0 et 1,1(s) p(s) ds. (4.12)
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Como agora temos a funcao distribuicao para o sistema apos a agao de uma perturbacao, o
valor médio de uma varidvel B(Q, P) do sistema, o qual depende apenas das suas posicoes

e momentos, ja pode ser calculado.

(B(Q.P)) = / B(Q, P)p(P,Q)dQdP (4.13)
(B(Q.P)) = / B(Q. P)p.dQdP
+i / / tB(Q,P)ei(t’s)LOLl(s)p(s)dsdeP (4.14)

Para simplificarmos ainda mais a Eq. (4.14), considera-se uma observacao feita ja no
primeiro paragrafo desta secao, a qual diz que a TRL vale em um limite de acoplamento
fraco e préximo do equilibrio. Isto permite escrever p(Q, P;t) em termos de uma expansao
em série em torno de tg

Ip(t)

p(t) = P(%)*‘W

(t—to) + - (4.15)

t=to

Ao substituirmos a Eq. (4.15) na Eq. (4.12), obtemos

p(t) = pe+z’/0 et (s) (p(t0> +ag_(tt)

(S—t0)+"') dS, (416)

t=

a qual pode ser simplificada utilizando-se a Eq. (4.7)

t
o) = peti / I (5) plt)ds
0

+1 /t ei(t_S)LO 1 L[(S) [LO + L[(t(])] p(to) (S - to) ds. (417)

A consideracao de um acoplamento fraco permite dizer que a interacao também é
fraca, uma vez que ¢é justamente no termo de interacao que medimos a intensidade do
acoplamento. Desta forma, termos nao lineares em L; serao desconsiderados, mantendo

somente o termo linear. Com isto, a funcao distribui¢ao torna-se

p(Q,Pt) = pe(Q,P)+/ et=Lo g I,(s) p(to) ds, (4.18)
0

ou ainda, utilizando a Eq. (4.9)

pQ.P1) = pQ.P)+ / ¢ (F,(s), po(Q. P)} ds. (4.19)



4.1. A Teoria da Resposta Linear (TRL) 42

Substituindo a Eq. (4.19) em (4.14), podemos calcular o (B(Q, P)):

(BQ,P)) = (BQ.P)),
[ [ B@QP I i 0). 0@ Py dsa@ar. (@20

o que agora depende apenas da funcao distribuicao antes da perturbacao.

Utilizando a forma proposta para H;(Q, P,t), dada pela Eq. (4.6), a Eq (4.20) pode

ser reescrita como

(B@Q.P) = (B@QP),
+ [ [ B@Q P (=4 P).p(@ P} (5) dsdQaP, (421)

ou

(B(Q.P)) = (B(Q, P)), + / ot — 5)x(s) ds, (4.22)

onde

smalt =) = [ BIQ.PII (<A@, P), pu(Q. P)} dQP (4.23)

a qual é chamada de Funcao Resposta da grandeza B(Q), P) devido a perturbagao A(Q, P).

¢pa(t — s) pode ser escrita de uma forma mais compacta (Apéndice B),

¢palt —s) = ({A[Q®), P(1)], BIQ(s), P(s)]}). , (4.24)

e finalmente
(B(Q,P)) () = (B[Q(t),P(t)DeJr/o Ppa(t — s)x(s)ds. (4.25)

Isto nos mostra, que para o caso de perturbacoes fracas, a evolucao temporal da média
de uma grandeza pode ser escrita como sua média no equilibrio inicial, mais uma correcao

que depende da sua func¢ao resposta.

Com isto, fechamos a fundamentacao tedrica desta tese, fornecendo os conceitos basi-

cos utilizados na descrigao do problema central, o qual sera feito no Cap. 5.



Capitulo

Resultados

Neste capitulo é apresentado o modelo utilizado como base para o desenvolvimento
desta tese. Tal modelo esta relacionado a utilizacao de sistemas cadticos de baixa di-
mensionalidade como reservatérios térmicos, conforme discutido no Cap. 4. O problema
consiste de um sistema lento, um oscilador harmoénico unidimensional, acoplado a um
conjunto de N sistemas cadticos bidimensionais, os quais representam um sistema rapido
e desempenham o papel de reservatorio térmico para o oscilador. A diferenca entre o
modelo estudado aqui e os discutidos na fundamentacao tedrica, é que agora o nimero de

graus de liberdade cadticos do ambiente sera maior.

Os principais resultados obtidos por nés utilizando este modelo, envolvem uma solugao
analitica para os processos de troca de energia entre sistema e ambiente, o que possibilita
descrever a relacao entre estes efeitos e a estrutura dos sistemas cadticos do banho. No
restante deste trabalho chamaremos de dissipacao o fluxo de energia do sistema para o

reservatorio.

A solucao analitica, obtida para descrever os efeitos dissipativos sobre a dinamica
do sistema, permite estabelecer uma relacao entre o problema de banhos cadticos e a
dinamica nao linear, a qual fornece ferramentas para caracterizar o comportamento de
sistemas dinamicos. A unido destas duas areas estabelece uma relacao entre os processos
dissipativos e os Expoentes de Lyapunov dos constituintes do banho, fechando nossos

resultados.

43
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5.1 O Modelo

Apresentaremos aqui o modelo utilizado no desenvolvimento deste trabalho. Com o
objetivo de alcancar o disposto anteriormente, nosso ponto de partida é o Hamiltoniano

classico
H = Hs+ Hg+ Hy, (51)

onde Hg é a Hamiltoniana do Sistema, Hp a da vizinhanca ou banho e H; a de interacao.

As Hamiltonianas sao descritas por [32]

2 2.2
p mwyq
Hy = — 4+ —— 5.2
S m + 2 ) ( )
N 2 2 2,2
Py T D a Tiy;
H — Z; Yi s 4 4 7 I 53
B ;1{—2 + 7 (@) + = } (5:3)
N
H[ = E )\inq- (54)
i=1

O sistema, com coordenadas generalizadas (g, p), é um oscilador harmonico unidimen-
sional (OH) de frequéncia wy e massa m. O banho, por sua vez, é composto de uma soma
finita de osciladores quarticos (OQ) [58], caracterizados por uma massa unitaria, coorde-
nadas espaciais §; = x;1 + ylj e momento p; = pxi% + pyl.j'. O parametro a é responsavel
por controlar a dinamica do banho, podendo variar de 0,0 (completamente caético) até
1,0 (integrével). A interagao entre sistema e ambiente é descrita por um acoplamento bi-
linear, cuja intensidade pode ser controlada através de Ay = A/ VN, ou seja, uma funcao
de A\, uma constante de acoplamento, e N, o nimero de elementos no banho. Esta forma
de escrever a interagao permite uma comparacao entre resultados obtidos para diferentes
tamanhos do reservatério [32]. O sistema como um todo (sistema + ambiente + intera-
¢ao) é conservativo, no entanto, a troca de energia entre sistema e reservatério pode ser

representada como um efeito dissipativo do segundo sobre o primeiro.

A frequéncia do OH, o nimero de elementos no banho, sua dinamica, entre outros
fatores, afetam a dinamica do sistema. Porém, antes de verificar tais efeitos, sera feita
uma caracterizagao do OQ, principalmente da sua dinamica, utilizando as ferramentas da

dinamica nao linear.



5.2. O Oscilador Quartico (OQ) 45

5.2 O Oscilador Quartico (0Q)

Utilizando os fundamentos apresentados no Cap. 2, fazemos agora um estudo da

dinamica do OQ. Para isso, consideremos a Hamiltoniana [58]

Pt Lty ety

it
5 TV T

(5.5)

a qual representa um elemento do banho térmico responsavel pela dissipacao.

O comportamento nao linear do sistema (5.5) é completamente controlado pelo para-
metro a, de tal forma que ele é integravel para a = 1, 0, fortemente cadtico paraa = 1073 e
misto para valores intermediarios. Assim, a medida que o parametro a varia, sua dinamica

¢é alterada, podendo passar de integravel para completamente cadtico e vice versa.

O motivo da mudanca no comportamento dinamico de (5.5) estd relacionado ao fato
de a variacao do parametro de controle mudar o formato do potencial sobre o qual o
sistema esta sujeito. Para observar isto em mais detalhes, escrevemos a Hamiltoniana

(5.5) como

ity

H
2

+V, (5.6)

onde

4 4 2,2
v, — ol Zy ) +2L (5.7)

Nas Figs. 5.1(a) - (i), temos graficos do potencial (5.7) no plano x — y para diversos
valores do parametro a, o que nos permite observar a mudanca no potencial devido a

mudanga no parametro.

Observamos que inicialmente a projecao do potencial quartico no plano r — y é um
circulo, Fig. 5.1(a) (¢ = 1,0), correspondendo a um movimento regular do sistema e
confinado em um toros. A medida que a diminui, temos uma distor¢ao na sua projecao,
tornado-a cada vez mais préxima do formato de uma estrela, Fig. 5.1(h). Para estes
valores de parametro, o sistema apresenta movimento misto, sendo cadtico ou regular,
dependendo das condigoes iniciais. Por fim, em a = 0,0, temos uma projecao nao mais
fechada, mas o aparecimento de alguns “canais”, Fig. 5.1(i). Para este valor do parametro

a o0 movimento do sistema é totalmente cadtico.

Pela Fig. 5.1, torna-se claro a mudanca no formato do potencial a medida que mu-
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damos o parametro a. Sendo o mesmo responsavel pela dinamica do sistema, uma
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Figura 5.2: Superficies de segao de Poincaré para (a) a = 1,0, (b) a = 0,9, (c) 0,4, (d)
a=0,3(e) a=0,27, (f) a=0,25, (g a=0,2, (h) a=0,1e (i) a = 0,01.

ranl [59] e

2 24,2 4 4
p,(0) = 2{E—<p2m+xzy +a? Zy )} (5.8)

Foram utilizadas 250 novas inicializagoes ou condigoes iniciais.

A Fig. 5.2 ilustra as segoes de Poincaré para diferentes valores do parametro a. A
Fig. 5.2-(a) mostra que realmente para a = 1,0, o movimento do sistema é totalmente re-
gular e confinado a um toros, independentemente da condicao inicial. Quando o parametro
a vai diminuindo, a = 0,9 por exemplo, ocorre o aparecimento de ilhas e algumas pequenas
regioes de movimento cadtico, embora ainda pouco perceptiveis. Diminuindo ainda mais o
valor de a, observamos o aparecimento de mais e mais regioes caodticas e o desaparecimento
das regides regulares, até tornar-se totalmente cadtico em a = 0,01, Figs. 5.2(c) - (i). Tal

processo de quebra de estruturas periddicas segue o Teorema KAM descrito no Cap. 2.

Para estudar a dinamica do sistema dado por (5.5), consideramos apenas a variagao
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do parametro a com um unico valor de energia. Se variarmos a energia do sistema,
apenas variamos a escala do movimento, nao afetando a caracteristica do mesmo. Para

observarmos isto de maneira mais formal, pegamos a energia total do sistema:

2
p a 1

poPe_ Py Coa a4y, 222 ‘

2+2+4(£E —I—y)+2xy (5.9)

Pela propriedade de reescala, o movimento do sistema para uma energia F, é total-
mente semelhante ao movimento do sistema quando sua energia é igual a Fj, bastando

para isto fazer a seguinte transformacao de coordenadas [57]:

B B 1/2 o
Pi = EO pi

1/4
oo (BN o
K3 EO 77

onde p? e ¢) significam respectivamente os valores dos momentos e coordenadas com
energia Fy, enquanto p; e ¢; os valores de momentos e coordenadas com energia £. Além

da energia e do momento, o tempo também pode ser reescalado com a energia

£\ L2
t= (= t
(E0> ’

sendo t e t respectivamente o tempo para a energia Fy e F.

E interessante observar que com esta propriedade de reescala, um determinado com-
portamento do sistema pode ser colocado dentro de diferentes intervalos de tempo, au-

mentando uma espécie de “velocidade relativa” do sistema.

De uma forma geral, podemos resumir o comportamento de (5.5) da seguinte forma:

Parametro Regime
a= 1,0 | Totalmente Regular
a=20,9 Misto
a=0,6 Misto
a=0,5 Misto
a=04 Misto
a=20,3 Misto
a=20,2 Misto
a=0,1 Caotico
a = 0,01 Caotico
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Na tabela acima, dissemos que quando o parametro a tende a zero, a dinamica do

sistema torna-se cadtica. No entanto, tal resultado estd baseado apenas no observado nas

Figs. 5.2(h) e (i). O Espectro de Lyapunov médio como uma fun¢do do parametro a,

mostrado na Fig. 5.3, ajudara a confirmar os resultados da tabela.

0,4

0,2

<A>
o

-0,2

0.4

Figura 5.3: Espectro de Lyapunov médio para o sistema (5.5). A média foi realizada sobre

5,0 x 10° condicoes iniciais. O

tempo de integracao foi de 10°.

As condicoes iniciais utilizadas na construcao da Fig. 5.3 foram escolhidas randomi-

camente sobre uma superficie de energia E = 0, 1, utilizando a parametrizacao [34]

Pz =
Py =

com

2F cos n sin 0 sin €
Veos20 [Vita V1—a ’
2F cos sin @ .
\/ — sin &,
cos20 [\/1+a +1—a

V2FE cos pcosé,
V2FEsinpcosé,
0<0<0<_,
4
0<E< —,
0 < <2,
1 —
tan 0y = a4
1+a

(5.10)

(5.11)

(5.14)
(5.15)
(5.16)

(5.17)

—_

ot Ot

0, v e £ sao trés angulos, os quais sao escolhidos aleatoriamente utilizando o gerador

aleatério ranl [59]. E importante ressaltar aqui que esta parametrizacao serd utilizada
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no restante desta tese para obter as condigoes iniciais do OQ. A partir de cada condigao
inicial, o sistema e suas respectivas equagoes linearizadas foram evoluidas no tempo através
de um integrador numérico Runge-Kutta de quarta ordem e passo fixo [59]. O passo de
integracao utilizado foi h = 1072 e a energia do sistema foi testada até uma precisao de
1078, Com isso, foi obtido o Espectro de Lyapunov para cada condicao inicial, o que

permite assim calcular o valor médio do espectro, que é mostrado na Fig. 5.3.

O que podemos observar, é que a medida que a aproxima-se de zero, o sistema vai
tornando-se cada vez mais cadtico, uma vez que seu maior Expoente de Lyapunov médio
fica cada vez maior. Isto confirma que nesta regiao, o sistema é cadtico. Lembramos
aqui que tal afirmacao s6 é possivel pois sua dinamica é definida em uma regiao finita
do espago de fase e ele possui uma dimensao maior do que dois [36]. Nas regides in-
dicadas como misto, a = 0,5 por exemplo, vemos que o maior Expoente de Lyapunov
¢ aproximadamente zero, O(1073), o que nos leva a concluir que nesta regiao, ocorre a
predominancia de regioes regulares. Como esperado, para a tendendo a um, a dinamica
é regular e o expoente de Lyapunov zero, O(10~%). Vale a pena comentar aqui, que se
mais condigoes iniciais forem utilizadas ou for utilizado um tempo maior de integracao, a
ordem de grandeza dos Expoentes de Lyapunov médios pode mudar, uma vez que uma

regiao maior do espago de fase acabara sendo visitada, suprimindo eventuais efeitos locais.

Para concluir a andlise da dinamica do sistema (5.5), fazemos uma andlise da fungao
de correlagdo da sua varidvel x. Para isso, calculamos a Eq. (2.40) fazendo 7 = 0 e

f(x) = g(x) = z. O resultado é apresentado nas Figs. 5.4(a)-(i).

Para a obtencao das Figs 5.4(a)-(i), procedeu-se da seguinte forma. Utilizando a
parametrizacao (5.10) - (5.17), escolhemos as condigoes iniciais e a partir delas, evolui-
mos o sistema no tempo como no caso dos Expoentes de Lyapunov. No entanto, para
cada condigao inicial, passados 10 passos do integrador, o valor do produto x(0)xz(t) era
armazenado, sendo posteriormente utilizado para calcular a média. O que fazemos, nada
mais é do que calcular uma média de ensemble em diferentes valores de tempo, desde

=0 até t = 300, Eq.(2.39). A energia foi testada com uma tolerancia de 10~.

O que observamos nas fungoes de correlagao, é que a medida que o parametro a
vai a zero, as correlacoes comecam a ir a zero no tempo. Isto indica que o sistema
apresenta a propriedade de mistura e seu movimento ¢é ergédico [40]. Para valores de a
no regime integravel e misto, o que observamos é que as fungoes de correlagao tendem a

ser recorrentes, nao indo a zero com o tempo.

Assim, fechamos nossa anédlise do sistema utilizado como elemento do banho. Agora,
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Figura 5.4: Fungao de correlagao da variavel = para (a) a = 0,9999, (b) a = 0,9, (c) 0,6,
(d)a=10,5()a=0,4,(f)a=0,3,(g) a=0,2, (h)a=0,1¢e (i) a=0,01. O calculo
da média foi feito utilizando 300.000 condigoes iniciais e Ef =0, 1.

o que faremos, sera discutir os efeitos deste ambiente na dinamica do oscilador harmonico,

utilizando o Hamiltoniano (5.1).

5.3 Efeitos do Banho Cadtico

Consideramos agora o problema dado pelo Hamiltoniano (5.1). Para estudar os efeitos
do banho sobre a dinamica do sistema, integramos numericamente as 4N + 2 equagoes do
movimento, 4N para os elementos do banho e 2 para o sistema, e focamos nossa atencao
nas variaveis do oscilador harmonico. A integracao das equacoes do movimento segue
os mesmos passos utilizados para calcular os resultados apresentados na Fig. 5.4. Os

resultados apresentados nesta se¢ao, até a Eq. (5.54), ja foram apresentados nas Refs. [32,
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57], mas para N = 100. Porém, como eles sao importantes para o desenvolvimento deste

trabalho, iremos reproduzi-los aqui.

Uma vez que o banho cadtico é constituido de N OQ’s, precisamos definir uma forma
de obter as condigoes iniciais e suas energias em ¢t = (. Para no inicio nao existir nenhuma
energia relacionada ao termo de interagao, as condigoes iniciais do OH s@o ¢(0) = 0 e
p(0) = v2mEy. Em todas as simulagoes usamos Ey = 10,0, m =1 e A = 0,01. Com esta
consideracao, a energia inicial total estara dividida entre sistema e ambiente, permitindo

assim escolher separadamente a energia de cada elemento do reservatoério.

Para a escolha das energias iniciais do banho, usaremos a distribui¢cao Pseudo-Canonica
definida em [32]. Esta distribuicao fornece para cada elemento individual do banho um

valor de energia associado a funcao distribuicao

p(E) = ——¢~F/Foa, (5.18)
Eog

a qual estd associada a probabilidade de encontrar um elemento do banho com energia

entre £ e F+ dE. Aqui, F é a energia do sistema quartico e EOQ a energia média por

0OQ do reservatério. A funcao (5.18) tem a mesma forma da distribui¢do candnica, no

entanto, recebe um nome diferenciado por estar associada apenas a distribuicao inicial

das energias dos elementos do banho. Em uma distribuigdo candnica real, a Eq. (5.18)

seria aplicada a energia total do banho, ou seja,

p(E) = E—Te’E/ET, (5.19)
onde E corresponde agora a energia total distribuida no banho e Er = NFEgq. Assim,
a distribuicao candnica real nao esta associada apenas a um oscilador quartico, mas ao
banho como um todo. Como escolhe-se uma funcao distribuicao do tipo canonica mas
associada apenas a energia de cada elemento do banho, ela recebe o nome de Pseudo-
Canonica. A Fig. (5.5) mostra a funcdo distribuigao (5.18) para o caso Epg = 0,1, valor

que sera utilizado no restante deste trabalho.

A escolha das condicoes iniciais para as simulagoes numéricas, limita a validade dos
resultados que serao apresentados aqui. Como escolhemos A = 0,01, isto indica que
estamos trabalhando em um limite de acoplamento fraco, assim como no caso do modelo
Caldeira-Leggett. Além disso, a escolha EOQ = 0,1 indica que o banho esta frio. Logo,

estas sao algumas condicoes que limitam a validade dos resultados que obteremos.

A energia média Epg também estd associada com a definigao de uma temperatura



5.3. Efeitos do Banho Cadtico 53

02—

0,151 o B

P(E)

.
-
.
.
.
0,05+ . _
%
*

’\.‘
| | | | |
0 0,5 1
E

Figura 5.5: Fungao distribuigao (5.18) com Eog = 0, 1.

para o banho. A relacdo entre ambos advém do Teorema da Equipartigao da Energia [60],
o qual estabelece para um sistema com graus de liberdade z; e Hamiltoniano H, que no
equilibrio

onde (...) indica valor médio, tanto no tempo como no ensemble, J;; é a Delta de Kro-
necker e kg a Constante de Boltzmann. Isto nos permite calcular a contribuicao de cada
grau de liberdade do problema na energia média de equilibrio. Em ¢ = 0, a distribuicao
das energias do banho é independente do sistema, devido a auséncia de termos de acopla-
mento. Por este motivo, podemos utilizar o Teorema da Equiparticao da Energia e associar
uma temperatura ao seu estado inicial. Para isso, consideramos um elemento do banho,

cujo Hamiltoniano é dada por (5.5). Utilizando (5.20) obtemos:

(£ - o -

(BY - T .

4 2,,2

(z (az® +2y?)) = <ax —Zw Y >: kZT (5.23)
4 2,,2 T

(v (ay’ +2%)) = <ay zx ! >= ki : (5.24)

Somando as Egs. (5.21) até (5.24), temos a energia média de um elemento, que é igual
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a energia média do reservatério

Eog = gszT. (5.25)

Desta forma, completa-se a relacao entre EOQ e a temperatura do banho.

A escolha das energias dos OQ’s, utilizando a distribuicao Pseudo-Canodnica, permite
obter as condigoes iniciais através da parametrizacao (5.10)-(5.13). Com isto, integra-se as
4N +2 equacoes do movimento e pode-se observar as consequéncias do ambiente na energia
Ey(t) do oscilador harmonico. A influéncia do nimero N de elementos no banho e o seu
regime dinamico sao apresentados na Fig. 5.6(a)-(c). A frequéncia do oscilador é wy = 0,3

e o0 eixo temporal é apresentado em muiltiplos do periodo do oscilador, 7 = 27 /wy = 20, 94.

A Fig. 5.6(a) mostra que, independente do nimero de elementos no banho, se este
estiver em um regime regular, nao se observa um fluxo acentuado de energia do sistema
para o reservatorio. O que acontece neste caso, ¢ uma pequena queda no valor da energia
que passa a oscilar em torno de um valor levemente menor que o seu valor inicial. Situacao
semelhante é observada na Fig. 5.6(b), quando o banho encontra-se em um regime misto.
No entanto, para a situagao apresentada na Fig. 5.6(c), o cendrio é totalmente diferente. O
que se observa agora, é que independente do niimero de elementos, a energia do oscilador
é absorvida pelo banho, nao mais oscilando em torno de um valor levemente menor, como
acontece no caso regular. Para N = 1, a energia do oscilador possui grandes flutuacoes,
mas mesmo assim é possivel observar seu fluxo para o reservatério. Estas flutuagoes estao
relacionadas ao fato de utilizarmos apenas uma realizagao. Se uma média de ensemble
for utilizada, obtendo centenas de milhares de realizacoes, estas flutuacoes desaparecem e

torna-se possivel observar de forma mais clara o efeito do banho [34].

A medida que N aumenta, a curva Ey(f) torna-se cada vez mais suave. Além disso,
percebe-se que quase toda a energia do sistema é absorvida pelo banho. Se compararmos
a curva N = 100 e N = 1.000, vemos que elas diferem bastante no seu comportamento, tal
que para N = 1.000 as flutuacoes sao menores e seu comportamento muito mais proximo
de uma curva exponencial. Outro fator interessante, é que a curva para N = 1.000 difere
pouco da curva para N = 2.000. A diferenca entre ambas as simulagoes esta apenas em
pequenas flutuacoes, sendo seu comportamento praticamente o mesmo e bem descrito por

uma funcdo exponencial do tipo Ey(t) = Eye /7.

O fato de as curvas N = 1.000 e N = 2.000 para o regime cadtico serem muito
parecidas, sugere que a partir de determinado valor de N, a dinamica do sistema torna-se

independente do tamanho do reservatério. Além disso, para valores de N grande, a queda
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Figura 5.6: Energia do oscilador harmonico como uma fun¢ao do tempo para N = 1, 50,
100, 1000 e 2000 e (a) a = 0,9999, (b) a = 0,5 (¢) a = 0,01. Todas as curvas foram
obtidas utilizando uma tnica realizacgao.
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de energia pode ser considerada exponencial, conforme mostra a Fig. 5.7.

\ ! \ \ !
0 20 40 60 80 100

74

Figura 5.7: Energia do sistema como uma funcao do tempo para N = 2.000. A curva
preta é obtida da simulacio numérica e a vermelha corresponde & funcio Ey(t) = Ege /7.

Na Fig. 5.7, utiliza-se Ey = 10,0 e v = 0,0804394. O coeficiente de correlagao entre
os dados numéricos e o “fit” é 0, 996068, sendo que quanto mais proximo de um, melhor a
correlagao entre as curvas. Embora o resultado numérico apresente flutuagoes em relacao
ao “fit”, o valor do coeficiente de correlagao comprova o comportamento exponencial da

queda da energia do sistema para N grande.

Desta forma, mostramos que para o caso de um banho cadtico com N grande, a
dinamica do sistema torna-se independente do tamanho do reservatorio, descrevendo entao
um fluxo exponencial de energia do sistema para o ambiente. Nestas condic¢oes, torna-se
possivel interpretar o movimento do oscilador harmonico, a partir de uma tnica realizacao,
simplesmente como um oscilador harmonico amortecido. O caso do banho no regime
caotico é o que interessa neste trabalho, sendo o restante dos resultados direcionados a

este caso.

No Cap. 4, falamos sobre um sistema cadtico rapido e de baixa dimensionalidade
acoplado a um sistema de interesse lento. O resultado desta construcao é um processo
de troca de energia entre ambos. Neste caso aqui, também podemos pensar o oscilador
harmonico como um sistema lento e o banho de N sistemas cadticos como o sistema
rapido. Desta forma, tudo indica que uma mudanca na frequéncia wy do oscilador altera
a forma do fluxo de energia para o banho. Este fato realmente ocorre e é apresentado na
Fig. 5.8. Logo, como no caso de banhos cadticos de baixa dimensionalidade, como aqueles
discutidos no Cap. 4, aqui também ¢é importante a velocidade do sistema, afetando o fluxo

de energia para o reservatorio.
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Figura 5.8: Energia do sistema para um banho com N = 2.000 e a = 10~3. Uma pequena,
média de 10 realizacoes foi utilizada agora, apenas para evitar pequenas flutuacoes devido
a escolha da condigao inicial.

O que observamos pelas Figs. 5.6(c) e 5.8, é que para tempos longos, quase toda
a energia do sistema é absorvida pelo banho cadtico. Pelo Teorema de Recorréncia de
Poincaré, um ciclo deveria ser observado neste processo e o sistema absorveria a energia
novamente do reservatério. No entanto, o que ocorre, é que a presenca do caos no ambiente

acaba tornando este tempo muito longo, fazendo a energia nunca mais retornar [34].

Como a energia flui do sistema para o reservatério e l4 permanece, é interessante
observar como ¢ a funcao distribuicao das energias do banho e sistema quando este estado
de equilibrio é alcancado. Chamamos aqui estado de equilibrio o comportamento a tempos

longos, aquele no qual aparentemente nao ocorre mais trocas de energia.

Para obter a funcao distribuicao, usaremos duas técnicas diferentes, as quais chamare-
mos distribui¢ao de ensemble e distribuicao no tempo. Em ambas as situacoes a = 0,01,

wo = 0,3 e N = 2.000.

Para a distribuicao de ensemble, integramos o sistema (5.1) a partir de 10.000 condi¢oes
inciais. Em ¢t = 0, sempre utilizamos a distribuicao Pseudo-Canonica para escolher as e-
nergias do banho. Quando o sistema atinge o estado de equilibrio, ¢ = 2.000, o valor
da energia de cada elemento do banho e a do oscilador harmonico é armazenada, para
cada uma das condigoes iniciais. Com todos estes dados, é possivel obter a Fig. 5.9, que
¢ distribuicao de energias do sistema e do banho, no equilibrio, para um ensemble de

realizagoes.

Para a distribuicao no tempo, integramos o sistema a partir de uma tnica condigao

inicial até atingir o estado de equilibrio em ¢t = 2.000. A partir deste instante, coletamos
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Figura 5.9: Distribuigao das energias no ensemble para (a) sistema e (b) banho, com
N =2.000 e a =0,01. Os pontos azuis sao os dados obtidos das simulagoes numéricas e
a linha vermelha o “fit” exponencial.

a energia de cada elemento do banho e do oscilador harmonico 10.000 vezes, em intervalos

de tempo aleatérios 0 < ¢ < 103. Com estes dados obtemos a Fig. 5.10.
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Figura 5.10: Distribui¢ao das energias no tempo para (a) sistema e (b) banho, com N =
2.000 e a = 0,01.

O que se pode observar, é que tanto no ensemble como no tempo, a distribuicao de
equilibrio é do tipo Boltzmann, indicando termalizacao entre sistema e ambiente. Isto
nos permite definir uma energia média de equilibrio para ambos, utilizando o Teorema da

Equiparticao da Energia. Para isto, a partir da Eq. (5.20), primeiramente calculamos a
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contribuicao de cada grau de liberdade do sistema,

<ﬁ>::%§, (5.26)

2m
2.2
mwyq kgT
= — 2
(mat) - B (5.27)

tal que a energia média do oscilador no equilibrio é dada por
Fon = kgT, (5.28)

onde T é a temperatura de equilibrio, que nao varia mais.

A energia média do oscilador quartico ja foi calculada anteriormente e é dada pela
Eq. (5.25)

o 3
o = ST, (5.29)

onde agora utilizamos o indice (e) para indicar que se trata da energia de equilibrio para
tempos longos. Tanto para o sistema quanto para o banho, 7" indica a temperatura de
equilibrio, um valor muito pequeno e que nao varia mais. Eliminando kg7 nas Eqs. (5.28)
e (5.29), obtemos uma relagao entre a energia de equilibrio do sistema e do banho, a qual
é dada por [32]

3

BS) = 5 Eon (5.30)

O termo de interagao nao apresenta nenhuma contribuigao, pois Hamiltonianos do sistema
e do banho sao pares enquanto que a interacao uma funcao linear das coordenadas de

ambos.

O calculo de kgT permite obter os valores das energias de equilibrio. Para isso,
utilizamos a conservacgao da energia total, sistema + banho + interacao. A energia total

FEi.: pode ser escrita como
Etot = EO + NEOQ, (531)

onde Ep ¢é a energia inicial do OH e consideramos, apenas para efeitos de calculo, que
todos os osciladores iniciam com um valor de energia, o qual é igual a sua energia média

inicial Eog. No equilibrio, toda a energia inicial estara dividida entre os graus de liberdade
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do sistema e do banho, de forma que podemos escrever [32]

3 3 _
Etot - k?BT + éNkBT = (1 + §N> k)BT = EO + NEOQ. (532)

Isolando kg7 na Eq. (5.32),

) _
T = E NE, )
kp 2+3N( o+ NEoq), (5.33)

que fornece a temperatura 71" de equilibrio em termos da energia inicial do sistema e da

energia média do banho e do seu niimero de elementos.

Fazendo N = 2.000, Ep = 10,0 e EOQ =0, 1, chegamos em

Eon = 0,0700 (5.34)
ES) = 0,105. (5.35)

Como a distribuigao de equilibrio ¢ do tipo Boltzmann [60], ela pode ser ajustada pela

equacao
1 —-E/E
p(B) = e P/, (5.36)

onde F ¢ a energia média de equilibrio. Isto nos permite comparar os resultados do
Teorema da Equiparticao da Energia com os dados numéricos. Fazemos isso para o caso

da distribuicao temporal e de ensemble. Os resultados sao:

Equilibrio | Tempo | Ensemble

Eon | 00747 | 00775
ES) | 0105 | 0,105

Este resultado mostra que realmente o sistema esta em equilibrio com o banho, além
de comprovar, com a proximidade dos valores obtidos para a distribuicao temporal e de
ensemble, que o sistema é ergdodico. Vale a pena ressaltar, que resultados semelhantes a
estes obtidos para a distribuicao das energias do banho e do sistema ja foram apresentados
em [32, 57|, mas para o caso N = 100, onde a concordancia entre os resultados numéricos

e os obtidos via Teorema da Equiparticao da Energia também ocorre.

O que mostramos nesta secao, é que para um banho cadtico composto de N elementos,
ocorre um fluxo de energia do sistema para o reservatorio, sendo possivel observar este fato

para apenas uma realizagao. Quando um estado de equilibrio entre sistema e ambiente
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¢ alcancado, observa-se que ambos obedecem a uma distribuicao do tipo Boltzmann,
indicando termalizacao. Este fato nos abre uma porta de investigagao, uma vez que se a
distribuicao de equilibrio do banho é tipo Boltzmann, ela nao muda muito do seu formato
inicial, fornecido pela distribuigao Pseudo-Canonica. Isto permite utilizar a Teoria da
Resposta Linear para calcular a funcao de distribuicao do banho a medida que o sistema
evolui no tempo. Baseado nesta ideia, na proxima se¢ao, partiremos para uma solucao
analitica do problema de um oscilador harmonico acoplado a um banho de osciladores
cadticos. Tal solucao esta baseada na Teoria da Resposta Linear, que ira apresentar os

elementos responsaveis pela dissipagao da energia do sistema.

5.4 A Equacao do Movimento para o Sistema

Consideremos o Hamiltoniano do problema completo [32]

H = Hgs+ Hp+ H; (5.37)
2 2 9
p mwyq

H = —
2m+ 2 +

[P +p§ a4 4 zyz
Z {T + 1 (27 +v7) } Z ANTiq (5.38)

=1

A partir das Equagoes de Hamilton [37], obtemos as equagdes do movimento para o

sistema
. p
- £ 5.39
q — (5.39)

po= —mwig—Av Y @ (5.40)
=1

Derivando a Eq. (5.39) em relagao ao tempo e substituindo p em (5.40), chega-se em

mi = —mwiq — An Z X, (5.41)

i=1

que pode ser reescrita como

R P Z :——X) (5.42)
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onde
X(t)=> (5.43)

Para o banho em um regime cadtico, que é a situagao que nos interessa aqui, podemos
substituir a Eq. (5.43) pelo seu valor médio obtido fazendo uma média de ensemble, de

tal forma que (5.42) torna-se

G+ wiq ~ —%N (X (1)) (5.44)

Para obter (X(t)), usaremos a Teoria da Resposta Linear juntamente com os resul-
tados da Sec. 5.3. Conforme observamos, para tempos longos, o banho tende a uma
distribuicao do tipo Boltzmann. Como a distribuicao inicial é a distribuicao Pseudo-
Canonica, podemos dizer que a funcao distribuigao nao muda muito da sua forma inicial,
sendo as corregoes lineares suficientes para descrever esta mudanga (mais detalhes so-
bre a evolucao da fungao distribuicao de um banho formado de OQ’s, sao descritos nas
Refs. [32, 57]). Tal fato é apresentado na Fig. 5.11, onde temos a func@o distribuicao
das energias do banho em ¢t = 0 e t = 2.000, quando sistema e ambiente ja atingiram o

equilibrio.
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Figura 5.11: Fungao distribui¢cao no ensemble para t = 0 e t = 2.000, com N = 2.000 e
a=0,01. A frequéncia do sistema é wy = 0, 3.

O que faremos agora, é considerar o movimento do oscilador como uma perturbacao

no banho cadtico, calculando a evolugao temporal do valor médio de uma grandeza do
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reservatorio. Para isto, partimos da Eq. (4.25)

(B(Q, P)) (t) = (B[Q(t), P(1)]), +/t ¢pa(t — s)x(s)ds. (5.45)
onde
opa(t — s) = ({A[Q(t), P(1)], B[Q(s), P(s)]}), - (5.46)

Queremos calcular o valor médio de X (), logo B(Q, P) = X(t). Além disso, podemos
escrever o termo de intera¢ao na forma (4.6), tal que A(Q, P) = X (t) e x(s) = —Anq(s).

Com isso, (5.45) torna-se

(X(1)) = (X(8)), — A / bxx(t — 8)q(s)ds. (5.47)

(...), indica que a média é calculada considerando o banho desacoplado do sistema, ou
seja, sem considerar qualquer efeito de acoplamento. J4 o termo (...), indica que a média

¢é obtida considerando a evolucao do banho acoplado ao sistema.

Como o Hamiltoniano do banho é par, o primeiro termo do lado direito de (5.47) é

(X (1), =0, (5.48)

e a Eq. (5.47) é escrita como

(X(1) = —Aw / bxx(t = )a(s)ds. (5.49)

Agora, substituindo a Eq. (5.49) em (5.44), temos
)\2 t
G+ uwiq = EN / dxx(t —s)q(s)ds (5.50)
0

Analisando a Eq. (5.50), podemos observar que toda a informagao referente aos efeitos
do banho sob o movimento do sistema esta contida dentro do fungao resposta ¢xx(t —s).
Para os casos de banho frio, onde EOQ << FEy (10% ou menos), o que observamos,
é que a energia do sistema apresenta um decaimento exponencial e tende a zero para
tempos longos (Fig. 5.8). Este fato permite interpretar a dinamica do oscilador como um

oscilador harmonico amortecido, cuja energia é perdida para o banho. Contudo, para que
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isto ocorra, precisamos de um termo de atrito proporcional a velocidade do sistema na

Eq. (5.50). Para isso, calculamos a funcao resposta (5.46) em s = 0,

bxx(t) = / X() {pe(Q. P), X(0)} dQdP, (5.51)

onde

N
dQdP = | [ duidyidpa,dp,,. (5.52)

i=1

Utilizando os mesmos passos apresentados nas Refs. [32, 57] (ver Apéndice C), pode-
mos reescrever a Eq. (5.51) como
5d (t—s) d?

¢XX(t — S) = Z%CN(t — S) +

Cy(t—s), (5.53)

onde

On(t —5) = <ZM> (5.54)

i=1 Eg)

Eg) indica as energias iniciais dos elementos do banho, antes do acoplamento, obtidos

com a distribuicao Pseudo-Canonica.

Trabalhamos agora a segunda derivada do lado direito da Eq. (5.53),

(t—s) d _d ((t—s)d 1
1 dsdtcN(t s) = s 1 dtCN(t s) 4CN(t s) ), (5.55)
onde usamos o fato que % = —dils. Assim, a Eq. (5.53) pode ser reescrita como
o d (5 (t—s)d 1
¢XX(t—S) = % (ZLCN(t_S)+ 1 ECN(t_S> — ZCN(t_S>) s (556)
_d (t—s)d
ngX(t - 8) = % (CN(t - S) + 4 %CN(t - 8)) . (557)

Definimos agora

(t—s)d
2 On{t =), (5.58)

alt —s) =Cy(t —s) +

de forma que a fungao resposta (5.53) pode ser escrita de forma compacta como

Oxx(t—s) = %. (5.59)
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Voltamos agora para a equagao do movimento do sistema (5.50)
X, [
G+wiq= H/ dxx(t— s)q(s)ds. (5.60)
0

Utilizando a Eq. (5.59), podemos usar a férmula da integragao por partes [61]
t

t ¢
/ udv = uv| — / vdu, (5.61)
0 o Jo

e calcular a integral do lado direito de (5.60). Para isso, fazemos

—da(;S_ s) = dv, (5.62)
q(s) = u, (5.63)
que fornece
v o= alt—s), (5.64)
du = q(s)ds. (5.65)

Agora aplicamos a férmula (5.61) da integral por partes em (5.60), obtendo

LAY '
G+ woq =~ q(s)a(t —s)

_ /0 - s)q'(s)ds} | (5.66)

0

Pela escolha das condicoes iniciais,

q(0) =0, (5.67)
Eq. (5.66) pode ser escrita como
o AN S
] = —q(t)a(0) — — t—s)q(s)ds. 5.6
G+wog = ra)e(0) = T8 | alt = s)d(s)ds (5.68)

Podemos ainda definir uma nova frequéncia para o sistema,

2 2 A
= — —«a(0 5.69
w W - a(0), ( )

tal que a equacao do movimento para o sistema torna-se

2t
§+w’q= A / a(t — s)q(s)ds. (5.70)
m-Jo
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A Eq. (5.70) agora possui um termo proporcional a velocidade do sistema dentro
da integral em s. Esta integral pode ser interpretada como um termo responsavel pela
dissipagao e que contém todos os efeitos de memdria do banho, similar ao termo de

memoria presente no modelo Caldeira-Leggett [4].

O que faremos agora, é tentar resolver a integral no lado direito de (5.70), escrevendo

a equacao do movimento para o sistema como
G+7vq+wqg=0, (5.71)

onde v ¢ o termo responsavel pela dissipagao. Podemos adiantar, pelos resultados que
obtivemos até agora, que 7 serda uma fungao dos parametros do banho e independente de
N, para N grande (Fig. 5.6(c)). Além disso, deve ser uma funcao da frequéncia wy do

sistema, conforme constata-se na Fig. 5.8.

5.5 O Termo de Dissipacao

Iniciamos com a equacao do movimento para o sistema

2 t

G+ w?q= A at — s)q(s)ds. (5.72)
m-Jo

A solugao da integral do lado direito envolve a func¢ao a(t — s), a qual é dada por

(t—s)d
1 %CN(t —s), (5.73)

alt —s)=Cy(t—s)+

onde

Onlt —s) = <§:M> (5.74)

(4)
-1 Ep

Devido as variaveis x; estarem relacionadas ao sistema cadtico, torna-se impossivel
calcular analiticamente a Eq. (5.74), e consequentemente (5.73). Portanto, o que faremos,
é calcular ot — s) numericamente. Para isso, precisamos definir como obter a derivada
temporal do lado direito da Eq. (5.73). Cy(t—s) é funcao de x;(t), z;(s) e Eg). O primeiro
termo ¢ o unico que possui dependéncia em ¢, pois z;(s) é funcao somente de s. Quanto a
Eg), ele se refere as energias iniciais do banho obtidas pela distribuicao Pseudo-Canonica.

Como a média é obtida para o banho desacoplado do sistema, a distribuicao das energias
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se mantém constante no tempo, consequentemente, Eg) também. Utilizando as Equacoes

de Hamilton do movimento para os elementos do banho, obtemos

pa, (1) = dl;t(t) (5.75)

Assim,

dON t=s) —<Zp”“ > , (5.76)

e consequentemente

alt —s) = <Z —$i(gij<s)> . S d <Zp“(2(:ff(s)> . (5.77)

A Fig. 5.12 mostra o comportamento de (5.77) para diferentes valores de s.
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Figura 5.12: a(t — s) para, da esquerda para a direita, s = 0, 25, 75, 150, 250, 325, 400,
500 e 600. a = 0,01 e N = 100. A média foi calculada utilizando 10° realizacoes.

Para sua construcao, escolhemos um banho constituido de 100 osciladores quarticos e
desacoplado do sistema. Utilizando a distribuig¢ao (5.18), escolhemos as energias iniciais
Eg), a partir das quais, pela parametrizagao (5.10)-(5.13), escolhemos as condigoes inciais
dos 100 OQ’s. A partir disso, integramos as equagoes do movimento para cada elemento
do banho até s, quando armazenamos os valores de posicao e momento. Apds armazenar
os valores do banho para s, integra-se novamente as equacoes do movimento com as
mesmas condicoes iniciais utilizadas para obter os momentos e posicoes em t. Esta segunda

integragao representa os valores em t. Calcula-se entao as somas em «(t — s), utilizando
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valores de ¢ maiores e menores que s. Isto caracteriza uma realizacao na média. Repete-se

este procedimento 10° vezes, calculando-se por fim a média das somas.

O que fica claro na Fig. 5.12, é que a(t — s) é uma funcao bem localizada em torno
de s. Além disso, observa-se que o pico da funcao tende a um valor constante a medida
que s aumenta. Isto nos permite pensar que a(t — s) é independente de s para s > 150.

Ou seja, para s > 150, a formato da curva é sempre o mesmo.

O comportamento bem localizado de (5.77), induz uma aproximagcao para a (5.77)

alt —s) = CH(t — s), (5.78)

onde C' é uma constante e 6(t — s) é a fungao Delta de Dirac [61]. No entanto, esta
aproximacao sé serd valida caso a funcao ¢(s) = p(s)/m nao apresente muitas oscilagoes
comparado ao intervalo de tempo em que a funcdo (5.77) tem seu pico. Porém, isto nao

é verdade, conforme pode ser observado na Fig. 5.13, impossibilitando a aproximagcao.

p(t)

2| _

4 _

| | | | | | | | | | |
0 100 200 300 400 500 600
t
Figura 5.13: p(t) para wy = 0,3, N = 2.000, a = 0, 01.
Com isto, o que precisamos fazer, é recorrer a uma transformacao de variaveis, tal que

a fungao ¢(s) varie muito pouco durante o intervalo de tempo em que «a(t — s) é diferente

de zero. Com este objetivo, partimos das equagoes do movimento para o sistema e suas
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derivadas

p = mq, (5.79)
p

= = 5.80

¢ = (5.80)

p = mq, (5.81)
¢

p = —mw2q—)\?\,/ dsa(t — s)q(s). (5.82)
0

Agora, escrevemos as Eqgs. (5.80) e (5.82) na forma matricial,

Cj(t) = % )—& tdsoz —s( 0 ) H.83
(p(t)) (—mw2q<t> o [, dsatt =) oo ) O

Se definirmos

0 0
at—s) = ( 0 alt—s) > : (5.84)

p(t) 1
) R S 1 ) B
—mw?q(t) —mw? 0 p(t)

podemos definir a matriz {2 como

0 1
Q = o, (5.86)
—mw? 0

€ escrevermaos,

tal que a Eq. (5.83) torna-se

q(t) q(t) [ q(s)
= 0 - = ot —s ds. 5.87
<p<t> ) <p<t> ) ot = <p<s> ) o8

Neste ponto, estamos aptos a definir o conjunto de variaveis “lentas” (g, p) em termos

das varidveis “rapidas” (¢, p) da seguinte forma,

(@) _ e_m<q@>>, (5.88)
P(t) p(t)
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A transformagao inversa é dada por,

(«w) :em<aw>. (5.59)
(1) (1)

Calculando a derivada da Eq. (5.88), temos

() (1) n(10).
B(t) p(t) p(t)

Substituindo Eq. (5.87) na Eq. (5.90), chegamos em

(aw) :_ﬂ€m<mw>+€m9<«w>
p(t) p(t) p(t)
_e_m/\%’ tg(t — 5)et ( a(s) > ds, (5.91)
mJo B(s)
q(t) M [f as [ 4(5)
) = —— | e Malt—s)e ds. 5.92
(ﬁ(t) ) mJo ) (15(8) > o9

Ot

Precisamos agora obter e**. Para isso, consideramos a solucao desacoplada do os-

cilador harmonico, a qual pode ser escrita como,

( q(t) ) _ ( 4(0) ) | (5.93)
p(t) p(0)

( q(t) ) _ ( cos (wt) Tt ) ( 9(0) ) | (5.94)
p(t) —muwsin (wt) cos (wt) p(0)

Comparando (5.94) e (5.93), chegamos ao nosso objetivo,

sin (wt)
t
M — ( cos (wt) e > (5.95)

—mw sin (wt) cos (wt)

ou ainda
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e consequentemente,

sin (wt)
¢ _sin(wt)
e = ( cos (wt) e ) (5.96)

mwsin (wt) cos (wt)

O que fizemos aqui para obter e*, foi considerar que a solucdo do oscilador acoplado é
dada pela sua solucao desacoplada, mais uma série com poténcias em Ay. No entanto,
estamos interessados em um regime de acoplamento fraco, mantendo somente termos de
ordem M\%. Assim, se mantivermos um termo linear no acopl t d

N- plamento em ¥, quando a
multiplicacdo de matrizes dentro da integral em (5.92) for executada, ele daréd origem a

termos de ordem maior que dois, 0 que nao nos interessa.
Agora, podemos multiplicar as matrizes no integrando da Eq. (5.92),

sin (wt)
¢ _sin(wi)
e Mat —s)e™ = ( cos (wt) e )x

mw sin (wt)  cos (wt)

0 COS sin (ws)
X me , (5.97)
0 at—s) —muw sin ( ) cos (ws)

( (t . S sm t) sm ) _aft—s) sinn(::t) cos (ws) )

—mwa(t — s) cos (wt) sin (ws)  a(t — s) cos (wt) cos (ws)
(5.98)

B_th(t . S)BQS —

Voltamos agora para a equagao do movimento,

q(t) Mo [ o as [ 4(s)
. = —— e ot —s)e ds. 5.99
(ﬁ(t) ) m Jo el =) (ﬁ(S) ) 029

O motivo de fazermos a mudanga de variaveis das “rapidas” para as “lentas”, aparece
justamente neste momento. Devido a forma como a transformagao ¢ definida, (5.88), se
ela for aplicada a equac¢ao de movimento do oscilador harménico desacoplado (5.93), o
que se observa € que nas novas variaveis, todas as oscilagoes desaparecem, tornando a
solugado constante. Para o caso da Eq. (5.99), faremos a mesma consideracao, ou seja,
vamos considerar que as variaveis “lentas” se mantém praticamente constante perante o

produto e~¥a(t — 5)ef¥*, o que permite coloca-las para fora da integral como uma funcio

de t. Isto é,
at) — A e Mot — s)e™ds ( at) ) 5.100
( (1) ) mfy © T p) ) o
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ou ainda
it gt
< ) ) :’}/T(wmt)( B ) ), (5101)
p(t) Bt
onde
2 gt
yr(wo, t) = A e Mot — s)eds. (5.102)
m-Jo
Fazendo a multiplicagao das matrizes no integrando, chegamos em
AQ e_th(t _ S)eQS e_th(t o s)er
Yr(wo, t) = ==& ( ( o QS)H ( o 93)12 ; (5.103)
m o\ (et — s)e )21 (e a(t — s)e )22
onde
¢
(et — s)eQS)11 = / dsa(t — s) sin (wt) sin (ws), (5.104)
0
"ot —s)sin (wt
(e a(t - 3)695)12 _ _/ dsa( s) sin (wt) cos (ws)’ (5.105)
0 mw
¢
(e ™a(t - 3)695)21 = —mw/ dsa(t — s) cos (wt) sin (ws), (5.106)
0
¢
(et — 5)695)22 = / dsa(t — s) cos (wt) cos (ws). (5.107)
0
Fazendo a mudancga de variaveis
u=t-—s, (5.108)
obtemos,
t
(e a(t — 3)695)11 = / dua(u) sin (wt) sin (w(t — u)), (5.109)
0
! in (wt) cos (w(t —u))
o), = - [ ;
(e ™t —s)e™) i u p— : (5.110)
¢
(et — 5)695)21 = —mw/ dua(u) cos (wt) sin (w(t — u)), (5.111)
0
t
(e ™a(t — 8)695)22 = / dua(u) cos (wt) cos (w(t — u)). (5.112)
0
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Aplicando as relagbes abaixo para a soma de arcos [61],
sinfa — B) = sin(a) cos(f) — sin(f) cos(a) (5.113)
sinfa — B) = cos(a) cos(f) + sin(a) sin(f), (5.114)
(5.109), (5.110), (5.111) e (5.112), tornam-se
(e a(t — s)eﬂs)n = sin® (wt) /t dua(u) cos (wu)
0
— sin (wt) cos (wt) /t dua(u) sin (wu), (5.115)
0
(e a(t — S)GQS)12 - (wt;;j)s Gl /0 dua(u) cos (wu)
2 ¢
_W/o dua(u) sin (wu), (5.116)
(e a(t — 3)695)21 = —muwsin (wt) cos (wt) /t dua(u) cos (wu)
0
+mw cos? (wt) /t dua(u) sin (wu), (5.117)
0
(e a(t — 8)698)22 = cos® (wt) /t dua(u) cos (wu)
0
+ sin (wt) cos (wt) /t dua(u) sin (wu). (5.118)
0
Definindo
a(t) = —/t dua(u) cos (wu), (5.119)
0
c(t) = —/ dua(u) sin (wu), (5.120)
0
temos,

= —sin® (wt)ei(t) + sin (wt) cos (wt)ea(t),
sin (wt) cos (wt)

(e ™ aft —s)e™)
(e alt - 5)e™),, = () + S )
(et — s)e™)
(e a(t — 5)e™)

C2 (t)v
mw mw
= +mwsin (wt) cos (wt)e1 () — mw cos? (wit)ea(t),

= —cos® (wt)ei(t) — sin (wt) cos (wt)ey(t).
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Com isto, podemos reescrever a Eq. (5.103),

)\2
’)/T(wo,t) = N X
m
sin® (wt) ey (£) — sin (wt) cos (wt)ca(t) _sin(wheos(wt) gy St ) p)
—mwsin (wt) cos (wt)er () + mw cos? (wt)ez(t)  cos? (wt)ey (t) + sin (wt) cos (wt)ea(t) |

(5.125)

Derivando a transformagao (5.88) em rela¢ao ao tempo, podemos voltar para as va-

(qf@)) B _Qe_m(qa))M_m(q(t)) (5.126)
p(t) p(t) p(t)

Substituindo (5.101) em (5.126),

— Qe q<t>> e9t<(1(t)) = yr(wo, (g@) 5.127
<p<t> e ) T T G 120

Utilizando a transformacao (5.89) no lado direito da (5.127), multiplicando a equagao
Q

riaveis “lentas”.

toda pela esquerda por e'* e isolando as derivadas temporais, temos

it O\ o o )
= Q e yr(wo, t)e . 5.128
(p(t)) <p<t>>+ wrten ) <p<t>) o125

O célculo da matriz e¥qyp(wp, t)e™, fornece

2 0 0
ey (wo, t)e ™ = AN : (5.129)
m o\ cy(t)ymw ¢ (t)

Substituindo Eq. (5.129) em (5.128), chega-se na equagdo do movimento para o sis-

tema,

. D
- — 1
7w (5.130)
)\2
po= —(mw’ = Nwe() g+ Lot (5.131)

Derivando (5.130) em relagao ao tempo e substituindo p em (5.131), obtém-se o prin-

cipal resultado desta secao, a equacao para o movimento do sistema como um oscilador
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harmonico amortecido

G — (w0, 1)g + Q7q =0, (5.132)
onde
Awe
Q= W NTQU (5.133)
)\2
Y(wo, 1) = 7= Ecl(t) (5.134)

onde passaremos agora a suprimir a dependéncia de v com wy e t.

O termo extra em Q% é interpretado como uma mudanca na energia do oscilador
devido ao acoplamento linear. No entanto, ele também carrega um termo de memoria,

associado a co(t).

A Eq. (5.132) é um dos resultados mais importantes deste trabalho, pois descreve a
dinamica do sistema como um oscilador amortecido, o que concorda com a queda exponen-
cial da energia. Além disso, até o momento, nenhuma consideracao sobre o tamanho do
reservatorio foi feita, apenas consideramos obrigatoriamente que seu movimento é caético.
Nas proximas duas subsegoes, o que faremos é resolver as integrais ¢ (t), (5.119), e co(?),

(5.120), com o que chamaremos de método numérico e método analitico.

5.5.1 A solugao Numérica para vy

A solugao da equagao do movimento para o oscilador harménico, Eq. (5.132), fornece

para a energia do sistema
Eo(t) = Ege ™, (5.135)

onde Ejy é a energia inicial e v o que chamaremos de coeficiente de dissipagao. Pelas
simulagoes numéricas da Sec. 5.3, (5.135) descreve perfeitamente o comportamento da
energia do sistema, tornando assim completamente compativeis os aspectos numéricos e

analiticos sobre a dinamica do sistema.

Agora resolveremos a integral ¢; (t) com o que chamamos de solugao numérica, obtendo

a dissipagao (5.134), denominada ygy.
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Para isso, partimos de ¢;(t), que é dado por

o) = — /0 dua(u) cos (wi). (5.136)

Fazemos novamente a mudanca de variaveis u =t — s, tal que (5.136) torna-se

a(t) = _/o dsa(t — s)cosw(t — s). (5.137)

Como a integragao é em s, t pode ser tratado como um parametro.

A funcao a(t—s) é apresentada na Fig. 5.12, porém, 14 consideramos s fixo e deixamos
t variar. Se o inverso for considerado, t escolhido como fixo e s variar, o formato da
curva sera o mesmo, porém trocaremos o rétulo ¢ do eixo das abscisas por s. Olhando o

comportamento da Fig. 5.12, podemos escrever a(t — s) da seguinte forma

alt —s) = f(t)g(t — s), (5.138)

onde o papel de f(t) é descrever o valor do seu pico, o qual tende a uma constante a
medida que ¢ cresce. g(t — s) é uma funcdo que possui sempre 0 mesmo comportamento,
independente de qual valor de ¢ escolhemos para construi-la. Este fato pode ser obser-
vado na Fig. 5.12; onde o formato da funcao a(t — s) para t > 150 é sempre 0 mesmo,

independente do qual valor de ¢ escolhemos.

Estamos interessados no comportamento do sistema para tempos longos, em que quase
toda sua energia é absorvida pelo reservatério. Logo, os valores de a(t — s) para tempos
t < 150 serao chamados de transiente e nao vamos considera-los. Para tempos ¢ > 150,
f(t) j& possui seu valor constante e g(t — s) pode ser obtida a partir de qualquer valor de
t. Isto nos permite calcular a integral ¢;(t), no entanto, com a ressalva que sua solugao

vale para tempos longos.

Desta forma, pegamos a fungao a(t — s) para um valor de ¢ onde ela ji ultrapassou
seu comportamento transiente, aqui ¢ = 300. Apds fazer isto, multiplicamos a(t — s)
por cosw(t —s) e “plotamos” o intervalo 0 < s < 300. A funcdo a(t — s) e o produto

a(t — s) cosw(t — s) sao apresentados na Fig. 5.14.

A drea sob a curva da Fig. 5.14(b) ¢é justamente a integral (5.136). Se escolhermos
outro valor para t, o resultado serd o mesmo, pois a fungao a(t — s) no regime que estamos

interessados, é independente dele.
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Figura 5.14: (a) Fungao a(t — s) e (b) Produto a(t — s) cosw(t — s). a =10"% e N = 100.
w é dado pela Eq. (5.69), com wy = 0,3 e «(0) = 3.003.

Com o calculo de ¢(t), obtemos (5.134),

Ay
YSN = Ecl(t), (5139)

que é o responsavel pelo termo de dissipacao na equagao de movimento do oscilador

harmonico.

Para verificar a validade do resultado obtido pelo método acima, precisamos compara-
lo com resultados de simulagoes numéricas. Para isso, integramos todas as 4N +2 equagoes
do movimento e monitoramos a energia do sistema. Em seguida, aplica-se um “fit” expo-

nencial do tipo
Eo(t) = Eoe_th, (5140)

a curva obtida numericamente. Este “fit” ird fornecer yr, ou seja, a dissipacao. Estes
resultados obtidos diretamente do “fit” das simulacoes numéricas servirao de base para

comparagao dos nossos resultados.

A primeira comparacao sera com os resultados obtidos para diferentes valores de

frequéncia do sistema. Isto é apresentado na Fig. 5.15.

A Fig. 5.15 mostra que os valores para 7ygy, concordam muito bem com os resultados
~vr das simulagoes numéricas. Na Fig. 5.15(b), observa-se que as duas curvas de queda de

energia realmente se superpoem.

Embora a solucao apresentada até aqui seja para o banho em um regime cadtico,
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Figura 5.15: (a) sy € yr como uma fungao de w?. (b) Simulagao numérica para Ey(t)
(linha preta) e a funcao Ey(t) = FEoe V' (linha vermelha). Ambas as figuras foram
obtidas com N = 2.000 e a = 1072. Na Fig. (a) uma média sobre 10 realizagoes foi
realizada para evitar flutuacoes devido a escolha das condicoes iniciais.

vamos testar seu limite de validade a medida que o sistema muda seu regime dinamico,
passando a apresentar comportamento misto. Obtivemos vz para uma série de valores do

parametro a, os quais foram comparados com ygy. O resultado esta na Fig. 5.16.
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Figura 5.16: ysny e v como uma funcao de a. wy = 0,3 e N = 2.000.

O que se observa, é que os dados para ygy concordam bem com os obtidos das simu-
lagoes numéricas para valores do parametro a na regiao cadtica. Quando a torna o sistema
misto, ocorre uma discordancia entre ambos os resultados, no entanto, qualitativamente

o comportamento de ambas as curvas é semelhante.

Agora, tentaremos outra solugao para ci(t), o que chamamos de solugao analitica. O
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nosso objetivo sera obter uma expressao analitica para v, podendo assim observar a sua
dependéncia com os parametros do banho e do sistema. E justamente esta solucao que
ird permitir a conexao entre os Expoentes de Lyapunov e a dissipacao.

5.5.2 A solugao “Analitica” para v

Agora obtemos uma solugao analitica para c;(t). Para isso, partimos da Eq. (5.137)

t
at) = —/ dsa(t — s) cosw(t — s), (5.141)
0
e propomos uma funcao analitica para «(t — s), dada por

aft — s) = pe 7517 cosfwp(t — 5)], (5.142)
onde p, 0 e wp sao trés parametros. Para mostrar a validade desta consideracao, a
Fig. 5.17 mostra a fungao (5.142) e a funcdo «a(t — s) obtida pela Eq. (5.58). Isto faz com
que nossa solugao nao seja realmente analitica, pois envolvem parametros relacionados

com um “fit”.

3000

T
1

T
1

2000

1000~ N

oyt-s)

1000 ¢ oy
0 100 200 300 400 500 600
S

Figura 5.17: Funcao a(t — s) obtida numericamente (linha preta) e o “fit” (5.142) (linha
vermelha). Para os dados numéricos, N = 100 e a = 1073, Para o “fit”, u = 3.009,
o = 21,2496 e wp — 0, 115.

Substituindo (5.142) em (5.141),

c(t) = ,u/o dse” =97 coslwp(t — s)] cosw(t — s). (5.143)
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Usando a relagao

cos(a) cos(f) = % (cos(av = 3) 4 cos(a + 3)) , (5.144)
escrevemos a Eq. (5.143) como
ca(t) = —g </t dse™ =97 cos|(wp — w)(t — s)]+
0

/Ot dse= =9/ cos[(wp + w)(t — s)]) . (5.145)

Utilizando a mudanca de varidveis u = t — s, podemos reescrever (5.145) como

at) = —g </Ot due™"7 cos|(wp — w)u]+

/Ot dse™/? cos[(wp + w)u]> : (5.146)

As integrais podem ser resolvidas utilizando o Software Maple, que fornece como
resultado

_ ! 1
at) = % (%—F(W—WBV—'—%—*—(W—{—WB)Q)_{—
ue,g 1 cos(w — wp)t — (w —wg)sin(w —w
2 {%—l-(aJ—wB)Q ( 7 | o B)t) )
1 cos(w + wp)t — (w + wp)sin(w + w
L+ (w+wp) ( o o) sinle B)t) } | o

O mesmo procedimento pode ser utilizado para calcular cy(t), tal que

cot) = —H( w —wp) + w+wp) )

2 p +(W—WB)2 L2+(W+L{)B)2

pe s 1 sin(w — wp)t
5 { T o A ((w — wp) cos(w — wp)t + f) +

1 ) cos(w sin(w + wp)t
1 @t wn) (( + wp) cos(w + B)t+—)}. (5.148)

o
o2
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Com a solugao (5.147), obtemos a dissipagao vysa,

AR 1 N 1 N
VsA 2mo % + (w— WB)2 % +(w WB)2
e 1 cos(w — wp)t _ )
— (w—wp)sin(w —wp)t | +
: {%(W_MB)Q( —) (1 — wp)sines — wp)
1 cos(w + wp)t , )
— (w+ wp) sin(w + wp)t ) 5.149

O interessante deste resultado, é que agora a dissipacao depende do tempo, segundo
e terceiro termo da (5.149). No entanto, esta dependéncia desaparece rapidamente, uma
vez que o termo exponencial vai a zero no mesmo intervalo de tempo em que «a(t — s)
também vai a zero. J& para tempos longos, a dissipagao tende a um valor constante, o

qual depende da frequéncia do sistema através de w.

O termo temporal na Eq. (5.149), é interpretado como um termo de memoria, indi-
cando que para tempos curtos, os efeitos do banho sobre a dinamica do sistema nao sao
descorrelacionados, mas possuem uma memoéria. J& o valor de yg4 para tempos longos,
possui 0 mesmo comportamento da Eq. (4.5), com duas diferengas. A primeira delas é
que a frequéncia das orbitas periddicas é trocada por uma unica frequéncia do sistema.
A segunda é que a frequéncia wy, relacionada com a funcao de correlagao de um tnico

elemento do banho, é substituida por uma frequéncia do banho formado por N elementos.

No caso de banhos caoticos de baixa dimensionalidade, como aqueles discutidos na
Cap. 4, S,(w) estava relacionado com uma integral de memodria, a qual nao pode ser
resolvida devido ao comportamento da funcao. Aqui, se pensarmos como descrito no final
do parédgrafo anterior, ela representa diretamente um termo dissipativo, responsavel pela

dissipagao da energia.

Como fizemos para o caso da solucao numérica, verificaremos o limite de validade do
resultado (5.149). No entanto, este teste serd feito para tempos longos, ou seja, quando o

termo exponencial nao esta mais presente e a dissipacao é apenas escrita como

A2 1 1
o4 = -8 ( 5+ 2) : (5.150)

2mo \ 5+ (w—wp)” &+ (w+wp)

Primeiramente vamos comparar os resultados obtidos das simulacoes numéricas, os
quais chamamos g, com a Eq. (5.150). Isto é apresentado na Fig. 5.18 para o banho no

regime caotico.
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Figura 5.18: 754 € v como uma funcao de w?. Os valores de vyr sdo os mesmos da
Fig. 5.15(a). Para vs4, N = 100, . = 3.009, 0 = 21,2496 e wp = 0, 115.

Os resultados da solugao analitica nao concordam com os valores numéricos para altas
frequéncias, no entanto, o comportamento da curva continua sendo aproximadamente o
mesmo. Tal discrepancia estd relacionada com o erro gerado pelo “fit” (5.142). Quando a
frequéncia é alta, o nimero de oscilagoes do sistema enquanto «(t — s) é diferente de zero
¢ muito grande, sendo qualquer detalhe seu muito importante. No entanto, o “fit” nao os

considera e acaba propagando um erro.

Para verificarmos a validade da Eq. (5.150) quando o regime do banho vai tornando-se
misto, utilizamos um valor de frequéncia para o sistema onde vy e v54 coincidem. Neste

caso, escolhemos wy = 0,03. O resultado é apresentado na Fig. 5.19.
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Figura 5.19: yg4 e v como uma fungao de a. N = 2.000.
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Para o regime fortemente cadtico, a — 0, os valores para ys4 e v concordam muito
bem. Porém, quando o banho vai se tornando misto, isto nao ocorre, embora o compor-

tamento qualitativo de ambas as funcoes seja parecido.

Outro ponto importante que pode ser observado na Fig. 5.19, é que a dissipagao nao
possui o seu maior valor quando o sistema torna-se cada vez mais cadtico, mas apresenta
um pico. Este pico esta associado com a frequéncia do sistema, em especial onde w — wp,
ou seja, quando o sistema entra em ressonancia com o banho. Desta forma, apenas o fato

de o ambiente tornar-se cada vez mais cadtico nao é suficiente para aumentar a dissipacao.

Baseado no fato de a dissipagao apresentar o mesmo comportamento qualitativo dos
dados numéricos a medida que o sistema passa a apresentar um regime misto, utilizaremos
o resultado (5.150) para relacionar a dissipa¢do com o Expoente de Lyapunov médio do

banho, o que é apresentado na Sec. 5.5.3.

5.5.3 Dissipacao e o Expoente de Lyapunov do Banho

Agora, vamos relacionar a dissipagao com o Expoente de Lyapunov médio do banho.
Cada elemento do banho possui quatro Expoentes de Lyapunov, os quais aparecem aos
pares [36] e, quando o sistema estd em um regime caético, pelo menos um deles é posi-
tivo [36]. O Hamiltoniano (5.5), possui Expoente de Lyapunov positivo para a < 0, 3. E
justamente para estes valores do parametro a que também ocorre a queda exponencial da
energia do sistema. Para valores da a onde o regime é misto e o Expoente de Lyapunov
é zero, por exemplo a = 0,5, o que ocorre é uma leve mudanga na energia do sistema, o
qual passa a oscilar em torno de um valor constante. Por este motivo, somos levados a

pensar que exite uma relacao entre os Expoentes de Lyapunov do banho e a dissipacao.

O que faremos agora, serd escrever a dissipacao (5.150) em termos do Expoente de

Lyapunov médio do banho. Para isso, partimos da equagao para a dissipacao,

A3 1 1
= — + . 5.151
YsA 2mo (% + (w . WB)2 0_12 + (w + WB)2> ( )

i, 0 e wp sao parametros, obtidos do “fit” da fungao a(t — s).
A Fig. 5.20 mostra a relagao destes parametros com o tamanho N do reservatério.

Claramente, o e wp nao dependem do tamanho do banho, no entanto, p apresenta
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Figura 5.20: 4, 0 e wp como uma funcao de N para a = 1073,

uma dependéncia linear, a qual nos permite escrever
= N, (5.152)

onde py é a amplitude da func¢ao a(t—s) para N = 1. Com isto, reescrevemos a Eq. (5.5.3)

Cco1mo

)\2/,61 1 1
N L , 5.153
2mao (%—i—(w—wB)Q %—l—(w—l—wB)Q) ( )

onde usamos Ay = A/v N. Agora, a dissipagao nao depende do tamanho do reservatério,

uma vez que nenhum termo depende de N. Isto ja era esperado das simula¢oes numéricas.

O préximo passo € escrever os parametros (1, 0 e wg como uma funcao de a. Para

isso, construimos a Fig. 5.21.

Os trés parametros podem ser descritos como uma lei de poténcia do parametro a,

(o) = pua, (5154
ola) = pra %, (5.155)
wpla) = poya®s, (5.156)

onde p, = 3.265, ¢, = 0.3266, p, = 3.670, ¢, = 0.2326, p,,, = 0.6485 ¢ ¢,,, = 0.2612.

Substituindo as Egs. (5.154)-(5.156) na Eq. (5.153), obtemos a dissipagdo como uma
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O,bOI L

Figura 5.21: u, 0 e wp como uma fungao do parametro a (circulos pretos) e “fit” utilizando
uma lei de poténcia (linha vermelha)

funcao do parametro de caoticidade a,

VSA(G) =

A2p, ( 1 1 )
_ + . (5.157)
“oo) | a2é0 2 T 260 2
Para escrever a dissipacao em termos do Expoente de Lyapunov médio do banho,

precisamos da relacao deste com o parametro a. Para isto, utilizamos a Fig. 5.22.

Dividindo a Fig. 5.22 em quatro regioes, podemos utilizar o “fit”

( & —ma’, Ry:1073 <a<0.007

—1nya%, R, :0.007 <a<0.11
(ny={ &me : ‘= (5.158)
& —nz3a®,  Rs:0.11 <a <027

| mae™, R4 :0.27 < a < 0.32,

onde & = 0.1, = —0.2982. 6, = 0.007734, &, — 0.2024, 1y — 0.7516, 6, = 1, & — 0.3514,
ns = 0.1265,05 = 1, ny = 2.08838 x 10'? e §, = 122.4, e assim obter (A) (a).
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Figura 5.22: Expoente de Lyapunov médio como uma fun¢ao do parametro a, para 0 <
a < 0,32. Neste caso, foi utilizada a distribui¢ao Pseudo-Canonica para as energias do
oscilador quartico com Eog = 0,1. As linhas continuas representam o “fit” para (A) x a

dado pela Eq. (5.158). Ry é representado pela vermelha, Ry pela linha verde, R pela
linha azul e Ry pela linha amarela.

Substituindo a Eq. (5.158) em (5.157), obtemos vs4((A)),

¢p,—<¢>a>

N p—— (i)( "k

2m2p, \ B;

1
- (5.159)
1 2¢o Swp
02 (Bi) % + |w+ pug (Bi) %
onde B; = (& — (A))/m; e i = 1,2,3. Para o ultimo regime Ry,
)\Qp 5 (p—00) 1
4 4
Al = =5 (4 7+
2m Po A4 Ay 2¢o Pupy b
x(5) 7+ w = G (Aa)7
1
(5.160)
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com Ay = In(ny/(A)).

Se tomarmos o limite (A) — 0, também 54 — 0. No entanto, quando a dinamica do
sistema é predominantemente cadtica, com pelo menos um Expoente de Lyapunov maior

do que zero, o termo de dissipacao nao desaparece.

Este também é um dos grandes resultados deste trabalho. A solucao analitica nos per-
mitiu obter esta relagao, mostrando que realmente o caos, caracterizado por pelo menos
um Expoente de Lyapunov maior do que zero, é fundamental para promover efeitos dis-

sipativos na dinamica do sistema [62].

Por fim, a Fig. 5.23 mostra ys4 e 7F como uma fun¢ao do Lyapunov médio do banho.

— 0,005 —
* ’Yp - | [ u YF - ]
0,015 (a) * Yol o 0004 (b)| = Tss . |
$ 3 ]
| I - ]
* '. B
< 0,01F s < 0,003 4
= : = oA
>E-* } 7 >E-'“ooozf o+ "
0,005~ » - : . .
<« m U o n
r 0‘ t m BN L " .
&
» . 0,001 - |
of 8 s3333t 3R | ;
C | L | L | L | L | L | L | L |
0,1 0,15 0,2 0,25 O 0,15 0,2 0,25
<A> <A>

Figura 5.23: v54 € 7 como uma fungiao de (A) para N = 2.000. (a) w? = 0,03 e (b)
w? =0, 09.

A Fig 5.23 mostra claramente a dissipagao indo a zero a medida que (A) também vai a
zero. Porém, um pico ocorre novamente na regiao a direita, justamente onde a frequéncia
do sistema é préxima da frequéncia do banho. Isto indica que nao somente o Lyapunov é
fundamental em tornar o ambiente mais efetivo na promocao de efeitos dissipativos, mas

também a relacao entre as frequéncias do banho e do sistema.

Com a Eq. (5.160) e a Fig. 5.23, fechamos os resultados desta tese, onde discutimos
desde as propriedades do modelo utilizado, a dinamica do sistema cadtico utilizado como
elemento do banho, obtivemos uma solucao numérica e analitica para os efeitos dissipativos
e os relacionamos com o Expoente de Lyapunov médio do banho. Por fim, no Cap. 6,

apresentamos as conclusoes deste trabalho.



Capitulo

Conclusoes

Quando um sistema de interesse (sistema) interage com um sistema caético de baixa
dimensionalidade (N = 2 por exemplo) representando um ambiente, o que se observa
é um fluxo de energia do sistema para o ambiente. No entanto, para tempos longos,
embora o reservatério nao “devolva” a energia para o sistema, sistema e ambiente nao
apresentam uma distribuicao de energias do tipo Boltzmann. Porém, quando o ntmero
de elementos cadticos no banho aumenta, sistema e ambiente realmente termalizam, sendo
possivel definir uma temperatura para ambos em termos da energia média de equilibrio.
Outro fator interessante quando o tamanho do banho aumenta, é que todos os processos
dissipativos passam a ocorrer para apenas uma realizacao, nao sendo necessario médias

de ensemble como no caso em que a dimensao do sistema é baixa.

Baseado nisto, estudamos o comportamento de um sistema, representado por um
oscilador harmonico unidimensional, que é acoplado a um banho com N osciladores quar-
ticos. Com isso, mostramos que a dinamica do sistema depende de ambos, do nimero de
elementos, ou tamanho, do ambiente e do seu movimento. Quando os osciladores estao em
um regime cuja dinamica é mista ou regular, o que se observa é que a energia do sistema
sofre uma pequena queda e passa a oscilar em torno de um valor levemente menor que
sua energia inicial. Isto ocorre independentemente do tamanho do banho. No entanto,
quando os osciladores quarticos apresentam dinamica predominantemente cadtica, o que
se tem é um fluxo da energia do sistema para o ambiente, porém o comportamento desta
curva no tempo depende do niimero de elementos no banho. Para valores pequenos de N,
N < 20, as curvas da energia apresentam muitas oscilagoes, que acabam desaparecendo a
medida que o nimero de elementos no banho aumenta N 2 100. Além da suavizacao das

oscilagoes, a curva da energia cada vez mais tende a uma funcao exponencial, tornando-se

38
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independente de N para N 2 1000.

Baseado nesta ideia e utilizando a Teoria da Resposta Linear, escrevemos uma equacao
para o movimento do sistema, de tal forma que sua dinamica passa a ser descrita como
um oscilador harmonico amortecido, onde o termo de atrito é proporcional a velocidade.
Este resultado produz uma mudanca na frequéncia do sistema e apresenta a dissipagao na

forma de uma integral, a qual envolve a frequéncia do sistema e os parametros do banho.

A solucao da integral fornece um resultado constante, mais uma parte dependente do
tempo, que é interpretada como um termo de memoria, ou seja, carrega as informacoes
de eventos ocorridos em instantes de tempo anteriores. Para tempos longos, o termo de
memoria vai a zero e a dinamica do sistema é descrita com um valor constante para a

dissipacao.

Por fim, a dissipacao ¢é escrita como uma fungao do Expoente de Lyapunov médio
do banho, sendo possivel observar, para o nosso problema, que somente ocorre dissipacao
quando o banho é predominantemente cadtico, ou seja, apresenta pelo menos um Expoente
de Lyapunov maior do que zero. No entanto, a dissipacao nao é maior apenas pelo fato
de o banho tornar-se cada vez mais cadtico, isto é, aumentar cada vez mais o Expoente
de Lyapunov, mas também depende da frequéncia do oscilador, apresentando um pico

quando w — wp.

O que fizemos neste trabalho, foi considerar que a energia do sistema de interesse
sempre é descrita por uma funcao exponencial, inclusive nas regioes em que o banho
encontra-se em um regime misto. Porém, nas regioes mistas, efeitos que nao estao pre-
sentes no regime cadtico, como por exemplo efeitos de “stickiness”, passam a influenciar
diretamente a dinamica do sistema. Como uma consequéncia, a energia do sistema nao
apresenta mais um comportamento exponencial, passando a ser descrita por uma lei de
poténcia. Além da energia, a fungao a(t—s), que é uma soma de fungdes de correlagao dos
elementos do banho, também pode ser ajustada com outra funcao, fornecendo outro com-
portamento para a dissipacao. Neste contexto, nossa proposta futura é estudar os efeitos
de banhos mistos sobre a dinamica do sistema de interesse, para isso utilizando leis de
poténcia no lugar de fungoes exponenciais. A escolha destas fungoes estd baseada no fato
de que, para sistemas apresentando regime misto, suas funcoes de correlagao apresentam
um comportamento descrito por leis de poténcia [63], o que acreditamos ird influenciar

diretamente a fungao a(t — s) e consequentemente a dissipagao.



Apéndice A

Equacao Generalizada de Langevin

Para chegar na Eq. (3.29), seguimos os passos propostos por [7]. Assim, primeiramente

deriva-se a Eq. (3.26a) em relagao ao tempo e substituimos p, pela Eq. (3.26b):

AQL,(q) ‘ (A1)

dl/ + WZQV -
my

Resolve-se a Eq. (A.1) considerando o método da variacao de parametros [64]. A parte

homogénea trata-se do oscilador harmonico simples, cuja solugao é:

¢y = acos (wyt) + bsin(w,t). (A.2)

O método da variacao de parametros sugere substituir as constantes a e b por fungoes

a(t) e b(t), tal que a Eq. (A.2) torna-se

¢, = a(t) cos (w,t) + b(t) sin (w,t). (A.3)

Derivando a Eq. (A.3) em rela¢do ao tempo:
G, = a(t) cos (w,t) + b(t) sin (wyt) — a(t)w, sin (wyt) + b(t)w, cos (w,t), (A.4)
de forma que, segundo [64],

a(t) cos (wyt) + b(t) sin (w,t) = 0. (A.5)
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Derivando agora a Eq. (A.4) em relagdo ao tempo:

Gy = —a(t)w, sin (wyt) + b(t)w, cos (w,t) — a(t)w? cos (wyt) — b(t)w? sin (wyt).  (A.6)

Substituindo na Eq. (A.1), obtem-se:

: QT
— a(t)w, sin (w,t) + b(t)w, cos (w,t) = Qm—(q) (A.7)
Tem-se um conjunto de duas equacdes envolvendo a(t) e b(t):
a(t) cos (w,t + b(t) sin wyt) =0
(t) cos (wit) ()‘ (wyt) (A8)
—a(t)w, sin (w,t) + b(t)w, cos (w,t) = /\6271;_,;(01)’
que pode ser resolvido usando a regra de Kramer [65]: Seja o sistema
ar + by=e
cx + dy=f,
Pela regra de Kramer, ele tem como solucao:
_ed—=0bf _af—ec
TS ad—be YT ad—be (4.9)
Aplicando Eq. (A.9) a Eq. (A.8), temos:
. : QT (q)
) = — ) pananas iy Al
) = —sin(w,t) 221 (A.10)
b(t) = ) ———=. A1l
() = cos(ent) 21 (A1)
Integrando em ¢ gera os coeficientes que fazem parte da solugdo da Eq. (A.1):
t
L,
a(t) = —/ sin (w, 7) AT la(r) dr + q,(0), (A.12a)
0 mywy
t A r, v
bt) = / cos (w,r) 2LDLAIO] | 20 (A.12b)
0 muwu muwy

onde ¢(0) e p(0)/m,w, aparecem das condigoes de contorno.

Substituindo as Eqs. (A.12a) e (A.12b) na Eq. (A.2), tem-se a solucdo da equagao
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diferencial:
W) = q(0)cos (wt) + SL(B) sin (w,t)
_ /O ' sin () 0 (s ) AQ(E;[VQ(T” dr
+ /0 cos (wy ) sin (wyt) AQ(ZI:;E‘M%, (A.13)
que ainda pode ser reescrita como:
wl®) = al0)eos ) + 24D in 1)
LA /0 thWery[qm], (A14)
com py = mGy. Integrando a Eq. (A.14) por partes [61];
u Q(7), (A.15a)
do Wry[qm]dﬂ (A.15b)
o = [l g = Daito) (A150)
W) = (0)cos (wit) + f;(g) sin (w,t)
AQEID.Aast. = [ Dulatr (i (A150)
0lt) = (005 ) + 2 i )
Q) D, (a: 1,1) — AQ(0)D, (q: £, 0) / Dy(a:t, 7)Q(F)dr, (A.15¢)
W) — AQOD(a:tt) = g,(0) cos (w,t) + P\ o sin ()
AQ(0)D, (a; £, 0) / Du(a:t, 7)O(r)dr. (A.15)

Para um acoplamento bilinear do sistema-banho, T, é independente de q e Eq. (A.15f)

possui uma solucao explicita.

O acoplamento bilinear entre o sistema e o banho térmico é

=> Tua, (A.16)

onde cada I', é uma constante e dado por (3.27). Considerando este acoplamento, a
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Eq. (A.15¢) da:

T o (t — /

D) = [ LT g (A17)
T o o

D,(q;t,7) = /sm[o:;(z; T)]Fl,dT', (A.18)
L,

Dulait.r) = s coslylt — 7)) (A19)

onde considera-se D, (q;t, 1) = 0. Substituindo este resultado na Eq. (A.15f):

alt) = 20— 0108 ) + 220 sin ety — 22X cos

Y /0 t mroﬂ cos [y (t — 7)|Q(7)dr, (A.20)
)= 2202 0 2O s

+ 51(2) s1r1(wyt)—ﬂf:);j /0 Ccos [t — TO()dr (A21)

que utilizando a Eq. (3.25a) ainda pode ser escrito como:

CIV(t) o AZEI;)}];V = |:QI/(0) - %] COS (w,,t)
+ 5;;(2’)/ sin (wyt) — 2;;2 /0 cos [w, (t —7)|P(T)dr. (A.22)

Substituindo esta equagao na Eq. (A.16) e posteriormente na Eq. (3.25), temos a

equagao para o sistema:

OHL"
9Q

P(t) + + A2 / t drK(t — 7)P(1) = AF(t). (A.23)

Se o banho alcangou o equilibrio em ¢t = 0 na auséncia do sistema de interesse, con-

forme mencionado na Sec. 3.2, calculamos (F(t)). Para isto, a fungao distribuigdo do

banho é:

Plq(0), p(0)] = Z~"e/B/M, (A.24)

onde Z é a funcao particao [48] e Hp é dado pela Eq. (3.24).
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Calcula-se o valor médio de F(t) utilizando as equagoes do ensemble candnico:

(F(t) = / F(t)P(q,p)dqdp, (A.25)
Pt - ;ru{[qu— 2200 cosan) + 2 sinan . (a20
Pq,p) = Z 'e "B/ (A.27)
Hy = ;(QiVeryc;qu)? (A.28)
2 = [ esp{~5Hala.)}dadp (A.29)

Calculamos primeiro a fungao de particao:

ml,wl, :
7 = / /exp [ BZ (Zm,, + a )]dqldpl...dq,,dp,,, (A.30)
J = /eXp |:—ﬁ (2 mIWIQI)]dqldpl C
ma
2
p myw,q
. z =) Vdg,dp,, A.31
/eXp{ﬁ(meJr 5 ﬂqp (A.31)
2 2 2
7 = /exp —ﬁ& dpl/exp —ﬁmlwlql dq,
2m1 2
P myw?q?
../exp <—B : >dpy/exp (—6#) dq,. (A.32)
2m, 2

Agora utilizamos a integral [66]:

/+OO exp —(az® + bx + ¢)dx = \/gexp [(b* — 4ac) /4a] (A.33)

—00

e obtemos o valor da funcao de partigao:

7 = Bwy (A.35)
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Munidos com a funcao de partigao, calculamos (F'(t)):

(F®) = [ F@)Pla0):p0)da(0)dp(0), (A.36)
Fi)exp (-0 £ + 2t
(F(t)) = T dgvdp, . .. dg,dp,, (A.37)
/ 1:[ 2z qrap qvap
(fi+...f,)exp (—52 217031, + %Eq,%)
wwy = | = dvdpr - dgydp,, (A.39)
onde
fi = Iy { -ql(O) - Tf)L\lr(:% (O)} cos(wqt) + 5;1(2 Sin(wlt)} :
f, = T, { _q,,(O) — ﬂ:i:QQ(O)} cos(wyt) + 5;52?/ Sin(w,,t)} :
Assim:

(F(t)) = H 52(:' /f1 exp (—BHp)dq(0)dp1(0)...dg, (0)dp,(0) + . ..

A T2 [ e (680 0 (0)da, 0)-ap(0). (439

Resolvemos cada uma das integrais separadamente, utilizando como referéncia a primeira

delas:

/ frexp (=BHg)dqidp:...dg,dp, =

/qul(()) cos(wit) exp (—BHp)dg:(0)dpi(0) ... dg,(0)dp,(0)

_ n:f}% Q(0) cos(wit) exp (—BHg)dq1(0)dp:(0) .. . dg, (0)dp, (0)
+ %2)1 sin(wit) exp (—BHp)dq:(0)dp1(0) . .. dg,(0)dp,(0), (A.40)

onde a partir de agora suprimimos o zero das variaveis ¢ e p. A parte do meio é a
mesma integral calculada para a funcao de particao (A.35). A primeira e dltima parte

da Eq. (A.40) sao calculadas da mesma forma, a menos de uma constante. Calculamos a
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primeira parte:
/F1q1 cos(wqt) exp (—BHp)dg:1dp; = I'y cos(wit) X

+oo myw
X / q1 exp < o] Z Sy, qu> dqydpy, (A.41)

o0

m,,wV b
/F1q1 cos(wit) exp (—BHp)dgidp: = I'y cos(wit) exp ( BZ om : ) ~

v#1
+00 2 2 2
X / qexp |—p P1 + Mgy dqg1dpy, (A.42)
o0 2m1 2
P MW
/F1q1 cos(wit) exp (—BHp)dg:dp; = T'y cos(wit) exp | —f 277’; + 2” L
v#1 v
oo _ 2 2 +oo .2
x / 1 exXp (M) dCh/ exp ( Bpl) dp;. (A.43)
— 00 2 0 le
Sendo
+o00 o 2 2
/ q1 exp (—Bmgwl% ) dg; =0, (A.44)
temos que
/F1q1 cos(wit) exp (—BHpg)dqdp; ...dg,dp, = 0. (A.45)
Assim,
/\F2 27
/fl exp (—BHp)dq:dpidg,dp, = _mlwf (0) cos(wnt) ) (A.46)

de forma que a Eq. (A.40) torna-se:

(F(t)) — —)\Zml;; _Q(0) cos(w,t), (A.4T)
() = —AK(H)Q(0). (A.48)

Considerando-se o banho equilibrado em ¢ = 0 na presenga do sistema, a distribuicao
apropriada de estados iniciais é governada pelo Hamiltoniano do banho modificado, Egs. (3.37)
e (3.38).
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Desta forma, é possivel mostrar que (F'(t)) = 0. Para isto fazemos:

(F(1)) = / F(t)Pla(0), p(0)}da(0)dp(0), (A.49)

onde P[q(0),p(0)] é dado pela Eq. (3.37) e F(t) pela (3.31). Calculamos primeiramente

a funcao particao:

+oo
7 = / exp (_ﬁH;M), (A.50)
+o0 2 2 2
o o py ml/wy o FVQ
Z = /oo eXp{ BEV: [_me + =5 (qy Amng) ” x
xdq,dp, ... dq,dp,, (A.51)
Feo myw? r 2
Z = / exp{—ﬁ ;i—k 1*1 (ql—/\ 1Q2) ]}dqldpl X ...
—o0 my 2 miw?

que tem como resultado a Eq. (A.31)
7 = V ;;TV (A.53)

Calculando o valor médio de F():
(Ft) = /F(t)P[Q(O), p(0)]da(0)dp(0), (A.54)
PO = Xn {00 - 22200 costonn) + 20 s} (as9)
P = z e*H(m)/’fT, (A.56)
7 _ H - (A.57)
o = EV: [273—% + mTwZ (q,, - Aiy%)j , (A.58)

(F(t)) = Z—1/+Oo(f1+f2+...fy)><

myw I, 2
(qy —A @ ) ] }dQIdpl---dqudpm

X exp { 15} Z
(A.59)
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+o0o 2 2 2
(F(t)) = 2 f1eXp{—5 [&W”’l (ql— ]}dqldpl...dqydpy+

+00 2 2 2
_ D, m,w; r
+77! fuexp {—5 [% + 5 (C]u - )\mlwg) ] }dCI1dp1-~qudpu-

(A.60)

Resolvendo a primeira das integrais:

fiexp {—5 [& +—1 <Q1 — )\mlfi) ] }dqldpl...dqydpy =

— 00 2m1 2 1wy

o0 2 T
/ {qul cos(wyt) — ) 5 cos(wit) + 1 sin(wlt)} X

oo mlwl myws
2
py myw r,Q
p{ DI (0 212)

que podemos dividir em trés integrais Iy, I e I3:

+0o0
_[1 = / qul COS(wlt exXp { 6 Z

ml,w2 ( )\F,,Q)Ql }
qV - 2 X
0o mywy,

Xdqdps...dg,dpy, (A.62)

+oo )\F2Q
I, = - t)
2 / o cos(wit) exp BZ

}dqldpl...dqydpl,, (A.61)

o0

Xdqidp;...dq,dp,, (A.63)

“+o00o 2 2
N Fipy myw, ATLQ
I; = /Oo — sin(wqt) exp{ 15} g [277% <qy o X

Xdqidp;...dq,dp,.

(A.64)

A Eq. (A.63) é a mesma que foi calculada para a funcao particao:

(A.65)

e I3 é zero pelo mesmo motivo da (A.44), pois a integracao é semelhante. Vamos agora
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calcular detalhadamente I;:

oo 2 myw? A 2]
L =T COS(wlt)/ T exp{—ﬁ [A + 12 ! (QI — 1%) dqidpy X

—00

+oo 2 27]
p m,w AT Q
X — z “ | q — ...dq,dp,.
/. eXp{ O O ) } e
Fazendo a substituicao de variaveis:
A Q
— 3 — U,
temos:
+0o0 AT 2 2
L =T, cos(wlt)/ (u + 1%) exp {—ﬁ {p_l + wu2] }dudpl v
. miwi 2my 2

+oo 2 myw? A0LQN 2
X /OO exp {—BZ [21;% + 5 <ql, — mywci) ]}...dqydpl,.

Utilizando a Eq. (A.33):

2
L = ALLQ cos(wit) H 2n

myws Bw,’

substituindo Eqs. (A.65) e (A.69) na Eq. (A.61) e temos

+oo 2 m w2 r 2
Jiexp {—5 [A +—1 <QI - )\le2) ] }dQ1dp1---dQZ/dpu = 0.

— 0 27Tl,1 2 1w1

Consequentemente a Eq. (A.60) torna-se

(F(t)) = 0.

Vamos agora calcular a fungao de correlacao:

(A.66)

(A.67)

(A.68)

(A.69)

(A.70)

(A.71)

(A.72)
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Para simplificar, vamos escrever F'(7) e F(t) como:

F(r) = Y gk(7), (A.73)
Ft) = Y f0), (A.74)

assim

(F(t)F(r)) = Z7! /_+<>° [(frgr + oo+ fige) + o+ (figr + o + figr)] X

o0

X exp <Hl(3m)>dq1dp1...dpl,dql,, (A.75)

com a fungdo particdo sendo dada pela Eq. (A.53). Podemos ainda dividir a Eq. (A.75)

em uma soma de integrais:

+oo
(F(t)F(r)) = Z_l/ (figr + ... + figr) exp (Hgn)>dq1dp1...dp,,dq,, + ...

—00

+o0o
+ Z_l/ (figr + ...+ figr) exp <Hém)>dq1dp1...dpl,dqy, (A.76)

—00

onde vamos resolver apenas a primeira delas,

—+o00
/ (fign + -+ frge) exp (HE ) dasdpy...dp,das, (ATT)

— 00

que ainda pode ser escrita como uma soma de integrais

+00
/ (fig1 + .. + figx) exp (Hj(gm)> dqidp; ...dp,dq, =

o0

+o0
fig1 exp (H](Bm))dqldpl...dpl,dq,, + ..
e (m)
.+ f1gr exp <HB )dqldpl...dpydq,,. (A.78)
As integrais do tipo
I (m)
F10% exp <HB )dqldpl...dpydq,,, (A.79)

—00
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podem ainda ser escritas como
+o00 2 2
myw
fi eXp{—B [&+ —1 ( ]}d(hdpl X
—o0 2m1 2
+o0 2
myw?
X/ grexpd — | h . T daudpi
—o0 ka 2

X /+OO exp{ [Z p,, myw (qu L@ ) ] }dqupg...dp,,dqy,(A.SO)

v#1k

com v # 1 e k. A primeira das integras da (A.80) ja foi resolvida na (A.70), assim
+00

figrexp (H (Bm))dQ1dp1---dpuqu = 0. (A.81)

—00

Precisamos agora resolver
“+o00o

fig1 exp (Hgn)> dqidp,...dp,dg,. (A.82)

—00

Vamos primeiramente calcular os elementes de f;g;:

figr = Fl{{‘]lm) Tjij% ()} Cos(wlt)—i-i;l(g)l sin(wlt)}x
rl{[(h(o) ﬂjij% (o)} cos(wm)—l—iifgi sin(w)}, (A.83)
T <>} cos{et) cos(urT) +

+T7 P (0)2 sin(wit) sin(wy7) +
i

+ I3 {%(0) — Ll Q(O)l pl—(o)(cos(wlt) sin(w;7) + cos(wyT) sin(wit)). (A.84)

mlw% miwq

Agora podemos calcular a Eq. (A.82):

e (m)
f1g1 exp (H B )dqldp1---dpudqu =
+oo )\Fl 2
cos(wit) cos(wlT)F%/ {ql(O) — 2Q(O)} X
— 50 miwy

X exp <H](3m)>dq1dp1...dpydql, +
2

. .
t
+m2 5 sin(w; )Sln(u]ﬁ')/

11 —00

“+00

p1(0) exp (H >dq1dp1 dp,dq,, (A.85)
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pois a integracao do terceiro termo é zero.

“+o00

fig1 exp (Hém))dqldpl---dpudqu =

—00

cos(int)cos(en )13 [ - [q1<o> o0 >r ><

. myw?
2 2 2

p miw Q
X exp {—B 2—77}“ + 12 1 <q1 — )\m;ﬂ) ] }dchdpl X

1

—+o00

x/ exp i —f
2 +oo

r
+ﬁ sin(wst) sin(um')/ pi(0) x
mijw

11 —00

2 myw? r 2
xexp{ =B |+ T (g \ 1Q2 dqidpy x
2mq 2 miwi

+o00 2 2 r 2
X / exp§ —f By Ty (qy —A ”Qz) dgadps...dp,dq,
—00 1/751 2ml/ 2 ml/wy

+o0
f191 exp (H (m))dQ1dp1 dp,dg, =

2 Al ?
cos(wit) cos(wT)ITy | ——— mlﬂ H L5, ((h(o) m1032 (0)) x
vJ— 1

X exp [ Bm;wl <q - A 1Q)

I'? sin(w;t) sin(w; ) 9 B
0 ——— |dp;.
- 27 Bmlwl 5% pl( ) exp o, )

2m, 2 w5

v#1

dq, +

Para resolver ambas as integrais restantes utilizamos a seguinte integral [66]:

/+oo xznefpﬁdx _ (2n - 1)” \/f
0 22p)" V p’

de modo que a (A.87) tem como resultado

—+o00

fig1exp (H >dQIdp1 dp,dg, =

—0o0

I'? cos(wyt) cos(w;T) H . ['? sin(w; t) sin(w;7) H
mywi Bw,, mywi ’ Buw,
+o0 2 T

m T
- f191 exp (Hz(a ))dqldpl...dpydq,, = m1;f cos [wy(t — 7)] ,, B,

2 mwl re\*
pz/ + m w}/ (qu — )\ QQ) ] }dq2dp2dpydqy +
myw

(A.86)

(A.87)

(A.88)

(A.89)

(A.90)
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Com os resultados das Eqs. (A.90) e (A.81) na Eq. (A.77), e procedendo de forma
analoga com as demais integrais da Eq. (A.76), obtemos para a Eq. (A.72):

2

(FF(r)) = kT L cos [w, (t — 7)] . (A.91)

m,w?

(FF(r)) = KTK(t— 1), (A.92)



Apéndice B

Teoria da Resposta Linear

Seguindo os passos apresentados em [57], vamos demonstrar primeiramente que a

Eq. (4.7) possui a forma integral (4.10). Para isto, pegamos primeiramente a Eq. (4.10)

t
p(t) = p(tg) +i / eI Ly (s)p(s)ds, (B.1)

to

e derivarmos em relagao ao tempo utilizando a Regra de Leibniz

d " %@ 9 (2, z) db(z) da(z)
il — LT — B.2
i [ S = [ O o), T — ), 9, 2
chegando em
% = iLoei(t_to)Lop(t0)+
¢
@[L](t)p(t)—i-/ iLOei(t_s)LoL](s)p(s)ds} (B.3)
9p . ! t
% = iLy [ez(t_tO)LOp(to) —I—i/ e’(t_s)LOLI(s)p(s)ds} +
to

iL(t)p(t), (B.4)
onde a equagao entre colchetes é justamente Eq. (B.1), tal que
dp

o= iLop(t) +iLi(H)p() (B.5)

Agora, mostraremos como a Eq. (4.23) fornece a Eq. (4.25). Para isso, expandimos o

104
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Colchete de Poisson em

boalt —s) = / (Q. P)e0 {—A(Q, P). p(Q. P)} dQdP,

obtendo

dp. DA
opa(t —s) = /B(Q,P) {=)ko a’é 5p1QdP ~

L0
/ B(Q, P)eit=s)to a?a angdP

as quais podem ser integradas por partes, fornecendo

Ppa(t —s) =
aA i(t—s)Lo
55 ( B(Q. )

/23( B(Q, P)e

400 )
—/peaQ( (@ Py “ﬂd@) ap -

(B.7)

- np e s

Considerando B(Q, P)e'*=*)0 = B(t — s) e que p, — 0 quendo @, P — oo, concluimos

nosso objetivo

¢pa(t —s) = { / gﬁaB(aQ )deP

| DADB( )
Peaq ™ op

ppa(t —s) = /pe{A,B(t—s)}deP,
bpalt —s) — /pe{A,B(Q(t—s),P(t—s))}deP,

¢pa(t —s) = ({ABQ(—s), P(t—5))}).,
¢pa(t —s) = ({A[QQ), P(1)], B[Q(s), P(s)]}).

dQdP]

(B.9)
(B.10)

(B.11)
(B.12)
(B.13)



Apéndice C

Calculo da Funcao Resposta

A funcao resposta em s = 0 é dada por:

o /X{%@m X(0)} dQdP, (1)

onde
N
dQdP = | [ duidyidp,,dp,,. (C.2)
=1

Escolhemos trabalhar com s = 0 por questao de notagao, nao modificando o resultado
final.

Calculamos agora o Colchete de Poisson em (C.1)

a Gpe (9@ (0) dpe  0x;(0) Ope
(e X O} = 2 5 G090~ 50900 @Y

i=1

que ¢ substituido novamente em (C.1),

o~ pe . o (1) 9P
Pxx(?) / Z% 12 5, 01900 = / 2 0, GydQdr. ()

106
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A Eq. (C.4) pode ter sua derivada trabalhada utilizando a regra da cadeia, o que fornece

Dpe dp.  OHY(0) Dpe

= : B = —— .. (0),

s (0) — 9HD(0) W= (0)  9HY(0)

Oxx(t) = /ij (0 ; ()deP

Usando a seguinte transformagao de varidveis [34]

2HY T cos 0; sin 6;
2 B i
9 2H cos b; sin 0;
yi = sin&;,
cos 20; \/1—|—a VvV1—a

Pz, = QHI(;) COS ©; COS é—ia
by, = \/2H} sing;cosg;,

onde

1 —
tan 6y = a7
1+a

(C.5)

(C.6)

(C.8)

(C.9)

(C.10)

(C.11)
(C.12)
(C.13)

(C.14)

podemos calcular a matriz Jacobiana [36] e fazer uma transformagao de varidveis na

integral (C.6). Calculando a Jacobiana,

J1(H1(31)791,901751) 0

0 JN<H(BN)a0N790N7£N)

onde

ox; ox; Oz ox;
OHp  00; 0p; a9¢;
(0 s om g u
) . . i
JZ(HB ) (91'7 Pis 61) = aﬁj ap;i 81;): apizi
OHg  00; dp;  9&
Opy;  Opy; Oy, Oy
OHp  00; 0p; 06 |

(C.15)

(C.16)
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Logo, o determinante de (C.15) pode ser escrito como

J = (H(Bl)H](;)H(BN))E [fl (015901751)“'f]\7 (eNa(pN)éN)]'

Fazendo a troca de varidveis na integral (C.6),

xx(t) / > a(t)ps, (0 ap - JdQIdPY,

i,j=1 B
com
N .
dQrarr = [ [ dHY do;deide;.
Agora, usamos a relacao

0 dpe 0
on0 (@ (t)px, (0)pe]) = 25(t)pa, (0) o0t ou0 ((t)pe; (0)T) pe,

de forma que a Eq. (C.18) torna-se
¢xx(t) / Z )Pz, (0)]) pedQrdPr,
devido a integral em ¢; do termo

% (,(t)ps, (0)pe)

(C.17)

(C.18)

(C.19)

(C.20)

(C.21)

(C.22)

anular-se. Calculando a derivada no integrando de (C.21), e voltando para as antigas

variaveis, obtemos

oxx(t) = | { S S s 0pa(0) T 45 <t>pz1<o>a%i>} P aqap

,j=1

ou ainda,

oxx(t) = <Zi(ﬂfj(t)pm(0))> +

ij=1 OHy .
1 9J

Z x](t)pmz(0>_—z> )

<i7j1 JaH(B) e

(C.23)

(C.24)

onde (...)_ indica uma média no ensemble Pseudo-Canonico, ou seja, uma média das
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variaveis do banho antes do sistema ser acoplado.

Utilizamos a propriedade de reescala do potencial quartico [34]

(NI

HJ(Bi) T
Daz; (t) = (i) Pa, (t )7 <C25)
EB

PN

(1) = Hg) "t C.26
w) = (5] ), (C.26)
EB

H(i)
t = 1(3) t, (C.27)
Eg

para calcular as derivadas na integral (C.24). Assim, para o segundo termo,

1 oJ 1 "

S = = : (C.28)
JOH, 2 (Hg>__ Hgv))?

1 1

- a‘]() = — (C.29)
JoH), 2H ),

A derivada do primeiro termo é dada por

9 0 (EEN(EDN oy
o0 (2;(1)p,(0)) = oD <E_§)> (Eg) 25 ()P, (0)| - (C.30)

Dividiremos a andlise agora em duas partes, o caso ¢ = j e 0 caso ¢ # j. Para o primeiro

caso temos,
D o)) = 2| (2 i(x’(t’)ﬂ (0) (C.31)
oHy omy |[\Ey') ] |
9 "\ T (), (0)
o1 (x%(t)pu(o)) = g) (i)l +

3
4
HION® - oxl(t) ot
. : | 32
( ) Pe, ()=, oHD (C.32)
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Calculamos a derivada de t/,

. 1
o 0 Hy' )",
O = og® [\ g0 ’
OH oHY |\ EY

_3
ot 10 (H?) Tt
ony  domy) |\EY ) EY

@)\ i
O (et)pai(0) = i<H—> 20, (0) +

Ot 45 \ EY
_1 . 1
t (HD\ P (HD\®
0) (%) ( o] Pk (), (0),
4EB EB EB
()] 3
9 3 [P
5 (2i(t)ps,(0)) = - -k (tpl (0) +
8Hg) 4Eg) [H(i) 1 :
L ()0, 0)
4E5 ‘
9 3 1
o i) = e T (#)0), (0) +
’ d[Bg]" [y
t / / /
— ) P= (t )px< )7
AR i
0 3 1 it (0
7 (@(Dpe,(0) = — wil)  pa(0)
o (o] ] () (),
Eg) Eg)

l Pz, (t) P, (0)

(#) N N
4E Hfg ) Hfg )
EY EY

(C.33)

(C.34)

(C.35)

(C.36)

(C.37)

(C.38)

Fazendo Eg) = 1, uma vez que a dinamica do sistema é a mesma em todas as superficies

de energia, obtemos

0 3 t
— (@i (O)pe(0) = — 2y (t)ps, (0) + ——pa. ()pa, (0).
aH](;)( ()p ()) 4Hg) ()p () 4Hg)p ()]) ()
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Para o caso 7 # j, temos

0

o @3 Pe(0))

ﬁ (2, (6)pa,(0))

% (2;(t)p2, (0)

AN
o | i, 0), (C.40)
EB
1 70 -3 (0
@ 1(3) xj(t)L)“ (C.41)
2E; \ Ey no\ 2
EY
(e (0 C.42
2H(7,) ;5 (t)pa, (0)- (C.42)

Este resultado nos permite reescrever a Eq. (C.24) como

bxxlt—s) = <Z%xi<t>mi<s>> +<Z ﬁxmmi(s» -

i=1 2‘Z_IB‘

<; ﬁg)xi(ﬂpm(s)> + <Z i};—(z)px (t)pxi(s)> +

JFi

JFi B e

i=1 B e

<Z ﬁ%(t)pxxs» , (C.43)

e

onde substituimos ¢ — ¢t — s e trocamos 0 — s. No entanto, o produto das fungoes de

t — s por funcoes de s, é equivalente ao produto de uma funcao de ¢ por uma funcao de

s. Reagrupando os termos em (C.43), chegamos na fungao resposta

bxxlt—s) = <Z“;f))pxi<t>pxi<s>> -

— 4H!
N

5
Z @xi(t)l’m(s)>e +

i=1

S O (s) ) - (C.44)
70

JFi

e

No entanto, o valor médio do produto de funcoes de sistemas diferentes é zero, logo

de modo que

N
dxx(t—s) = <Z

> Li~”€j(f)29m(8) : (C.45)
7O

- (3

e

i=1 4HB

) pm<s>> +<Z% (O (s >>. (C.46)
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Podemos reescrever os termos do lado direito da Eq. (C.46) como

N N

5 d 5
2 B 2 iy
N N
1 d? 1
S papals) = S n(t)n(s),
i=1 4H(B) dsdt i=1 4H§3)
N
xi(t)zi(s)
i=1 B .
Se fizermos
) - 1)
¢ definirmos
N
z(t)i(s)
- (§5)
i=1 EB e
a Eq. (C.46) torna-se
(t—s) d?

(ﬁxx(t — S) = %%CN(t — S) +

que é o resultado que desejamos mostrar.

(C.47)

(C.48)

(C.49)

(C.50)

(C.51)

(C.52)
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