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de funções quadráticas com restrição

de bola ou de variedade linear

Wilfredo Tomaselli

Programa de Pós-Graduação em Matemática Aplicada - UFPR
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Programação não linear

Problema geral

(P)
min f0(x)
s. a x2 S� Rn

Função objetivo: f0 : Rn! R
Conjunto viável: S� Rn
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O problema
Regi ão de confiança

Problemas irrestritos

O problema

min f0(x)
s. a x2 Rn

Função objetivo: f0 : Rn! R
Conjunto viável: S= Rn
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O problema
Regi ão de confiança

Problemas irrestritos

O problema

min f0(x)
s. a x2 Rn

Métodos

Busca linear

Região de confiança
Subproblema quadrático
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Problemas particulares
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Comparaç ão entre os m étodos

Problemas com restrições

O problema

min f0(x)
s. a fE(x) = 0̄

fI (x)� 0̄

Função objetivo: f0 : Rn! R
Restrições: fE : Rn! Rp, fI : Rn! Rm�p

Conjunto viável: S= fx2 Rn j fE(x) = 0̄; fI (x)� 0̄g
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Problemas com restrições

O problema

min f0(x)
s. a fE(x) = 0̄

fI (x)� 0̄

Métodos

Penalidade

Programação quadrática
seqüencial

Restauração inexata
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O problema
Programaç ão quadr ática seqüencial
Restauraç ão inexata
Comparaç ão entre os m étodos

Programação quadrática seqüencial

Lk = fp2 Rn j Akp+ f k = 0̄g
B̄k = fp2 Rn j kpk � ∆kg
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Comparaç ão entre os m étodos

Programação quadrática seqüencial

Compatibilização
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Problemas particulares
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Problemas particulares
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O problema
Programaç ão quadr ática seqüencial
Restauraç ão inexata
Comparaç ão entre os m étodos

Programação quadrática seqüencial

Fase de viabilidade

(PQSN)
min kAkv+ f kk
s. a kvk � ζ∆k

Tipo de problema

(P3)
min kAz�bk
s. a z2 B̄
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Fase de viabilidade

(PQSN)
min kAkv+ f kk
s. a kvk � ζ∆k
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s. a z2 B̄
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Comparaç ão entre os m étodos

Restauração inexata

Passo de viabilidade
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O problema
Programaç ão quadr ática seqüencial
Restauraç ão inexata
Comparaç ão entre os m étodos

Restauração inexata

Restrições para o passo de otimalidade
L(zk) = N (A(zk))
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O problema
Programaç ão quadr ática seqüencial
Restauraç ão inexata
Comparaç ão entre os m étodos

Restauração inexata

Fase de viabilidade

(RIV)
min kvk
s. a v2 L(xk)

Tipo de problema

(P1)
min kxk
s. a x2 L
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Programaç ão quadr ática seqüencial
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Comparação entre os métodos

Programação quadrática seqüencial
e restauração inexata
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Problema (P1)
Problema (P2)
Problema (P3)
Relaç ões entre os problemas
Exemplos

Problemas particulares

Dados

A2 Rm�n, m< n, b2 Rm,

∆ > 0

L = fx2 Rn j Ax= bg
B̄= fx2 Rn j kxk � ∆g

Problemas

(P1)
min kxk
s. a x2 L

(P2)
min d(y;L)
s. a y2 B̄

(P3)
min kAz�bk
s. a z2 B̄
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Dados

A2 Rm�n, m< n, b2 Rm,

∆ > 0

L = fx2 Rn j Ax= bg
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Problemas particulares

Dados

A2 Rm�n, m< n, b2 Rm,

∆ > 0

L = fx2 Rn j Ax= bg
B̄= fx2 Rn j kxk � ∆g

Problemas

(P1)
min kxk
s. a x2 L

(P2)
min d(y;L)
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Problema (P1)
Problema (P2)
Problema (P3)
Relaç ões entre os problemas
Exemplos

Problema (P1)

O problema

(P1)
min kxk
s. a x2 L

L= fx2Rn jAx=bg 6= /0

Problema quadrático
equivalente

min 1
2xTx

s. a x2 L
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Problema (P1)
Problema (P2)
Problema (P3)
Relaç ões entre os problemas
Exemplos

Problema (P1)

Solução

x� solução de (P1)mfx�g= L\ Im(AT)
Propriedades

Solução única

x� ? L
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Problema (P1)
Problema (P2)
Problema (P3)
Relaç ões entre os problemas
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Hiperplano associado ao problema (P1)

Dados

c= ATb

P= fx2 Rn j cTx= kbk2g
c� = bTb

cTc
c

Fatos

c;c� 2 Im(AT)
L� P

c�: ponto de menor
norma euclidiana do
hiperplano P
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Problema (P1)
Problema (P2)
Problema (P3)
Relaç ões entre os problemas
Exemplos

Hiperplano associado ao problema (P1)
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Problema (P1)
Problema (P2)
Problema (P3)
Relaç ões entre os problemas
Exemplos

Hiperplano associado ao problema (P1)

Resultado

x� = c�
m

ATAc= γc; γ > 0

x� = 1
γ

c
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Problema (P1)
Problema (P2)
Problema (P3)
Relaç ões entre os problemas
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Problema (P2)

O problema

(P2)
min d(y;L)
s. a y2 B̄

L= fx2Rn jAx=bg 6= /0

B̄= fx2Rn j kxk�∆g
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Problema (P1)
Problema (P2)
Problema (P3)
Relaç ões entre os problemas
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Problema (P2)

Solução

x� solução de (P1)

y� = ∆kx�kx�
+

y� solução de (P2)

d(y�;L) = kx�k�∆

Propriedades

Solução única

y� 2 Im(AT)ky�k= ∆
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Problema (P1)
Problema (P2)
Problema (P3)
Relaç ões entre os problemas
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Problema (P3)

O problema

(P3)
min kAz�bk
s. a z2 B̄

B̄= fx2 Rn j kxk � ∆g
Problema quadrático equivalente

min 1
2kAz�bk2

s. a z2 B̄
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Problema (P1)
Problema (P2)
Problema (P3)
Relaç ões entre os problemas
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Problema (P3)

Solução

z� solução de (P3)m
kz�k= ∆
Existe µ� > 0 tal que(ATA+µ�I)z� = ATb

Propriedades

Solução única

z� 2 Im(AT)
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Problema (P2)
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Problemas (P2) e (P3)

Propriedades da soluções

y�;z� 2 Im(AT) e únicos

y� e z� estão na fronteira da bola(ATA+µ�I)z� = ATb, com µ� > 0

Questões

y� = z� ?

Propriedade quando ATb2 Rn é
autovetor de ATA
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Problemas (P2) e (P3)

Propriedades da soluções

y�;z� 2 Im(AT) e únicos

y� e z� estão na fronteira da bola(ATA+µ�I)z� = ATb, com µ� > 0

Questões

y� = z� ?

Propriedade quando ATb2 Rn é
autovetor de ATA
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Problema (P1)
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Problemas (P2) e (P3)

b 6= 0̄

Condição

Solução de (P2) e (P3)
coincidem

m
AATb= γb; γ > 0

()

c= ATb 6= 0̄

Condição

Solução de (P2) e (P3)
coincidem

m
ATAc= γc; γ > 0
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Problema (P1)
Problema (P2)
Problema (P3)
Relaç ões entre os problemas
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Relações entre os problemas

Dados

A2 Rm�n, m< n, b2 Rm, ∆ > 0

L = fx2 Rn j Ax= bg
B̄= fx2 Rn j kxk � ∆g

Problemas

(P1)
min kxk
s. a x2 L

(P2)
min d(y;L)
s. a y2 B̄

(P3)
min kAz�bk
s. a z2 B̄
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Relações entre os problemas

Problema equivalente

(P1)
min kxk
s. a x2 L

m
min 1

2xTx
s. a x2 L

Problema equivalente

(P3)
min kAz�bk
s. a z2 B̄

m
min 1

2kAz�bk2

s. a z2 B̄

Problemas quadráticos com restrição
de bola fechada ou de variedade linear
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Primeiro exemplo

Dados

A= �
4 0 0
0 3 0

�

b= �
12
12

�

∆ = 2

Fatos

ATA=
2
4 16 0 0

0 9 0
0 0 0

3
5

c= ATb= [48 36 0]T
x� = [3 4 0]T kx�k= 5

c� = [3;84 2;88 0] kc�k= 4;8
y� = 0;4x� = [1;2 1;6 0]T

z� = [1;449278 1;378257 0]T
kAz��bk= 10;02< kAy��bk= 10;18
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Programaç ão não linear
Problemas irrestritos

Problemas com restriç ões
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Problema (P1)
Problema (P2)
Problema (P3)
Relaç ões entre os problemas
Exemplos

Segundo exemplo

Dados

A= �
4 0 0
0 3 0

�

b= �
16
0

�

∆ = 2

Fatos

ATA=
2
4 16 0 0

0 9 0
0 0 0

3
5

c= ATb= [64 0 0]
ATAc= 16c

x� = c� = [4 0 0]T = 1
16

c

y� = z� = [2 0 0]T
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Segundo exemplo
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Conclus ão
Bibliografia

Conclusão

Métodos para problemas com restrições

Programação quadrática seqüencial
Fase de viabilidade: (PQSN) $ (P3).

Método de restauração inexata
Fase de viabilidade: (RIV) $ (P1).

Problemas quadráticos com restrição de bola ou de variedade linear

Caracterização das soluções

Relações entre os problemas
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Conclusão

Métodos para problemas com restrições

Programação quadrática seqüencial
Fase de viabilidade: (PQSN) $ (P3).

Método de restauração inexata
Fase de viabilidade: (RIV) $ (P1).

Problemas quadráticos com restrição de bola ou de variedade linear

Caracterização das soluções

Relações entre os problemas
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Nonlinear Programming.
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