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Resumo

Neste trabalho aborda-se o problema do escoamento em uma cavidade quadrada cuja
tampa tem velocidade constante ou variavel. O modelo numérico caracteriza-se pelo emprego
do método dos Volumes Finitos com arranjo co-localizado de varidveis, solver MSI e malhas
uniformes com diversas resolucdes. O objetivo principal do trabalho é avaliar o desempenho
de estimadores do erro de discretizagdo. Para isso, as variaveis de interesse sdo: o fluxo de
massa que escoa na cavidade, a forca que a tampa exerce sobre o fluido e as componentes do
vetor velocidade no centro do dominio de calculo. Os estimadores considerados sao:
Richardson, GCI e Convergente, baseados tanto na ordem assintdtica quanto na ordem
aparente do erro. Sdo apresentados resultados em malhas com até 1024x1024 volumes, seus
erros verdadeiros e estimados. A principal conclusdo ¢ que, em geral, o estimador GCI ¢

confiavel para estimar erros de discretizacao.

Palavras-chave: GCI, extrapolagdio de Richardson, erro numérico, erro de

discretizagdo, volumes finitos.
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Abstract

In this work the problem of the flow in a square shaped cavity, whose lid has constant
or changeable velocity, is approached. The numerical model is characterized by the use of the
Finite Volumes Method with co-located arrangement of variables, MSI solver and diverse
uniform meshes. The main objective of the work is to evaluate the performance of
discretization error estimators. For this, the variables of interest are: the mass flux that flows
in the cavity, the force that the lid exerts on the fluid and the velocity vector components in
the center of the calculation domain. The considered estimators are: Richardson, Convergent
and GCI, based on both the asymptotic and the apparent error orders. Results are presented for
meshes as refined as 1024x1024 volumes and numerical and estimated errors. The main

conclusion is that, in general, GCI estimator is trustworthy for discretization error estimate.

Keywords: GCI, Richardson extrapolation, numerical error, discretization error, finit

volums.
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1 Introducéo

Este capitulo descreve o contexto que o problema a ser abordado neste trabalho esta
inserido. Este problema trata do escoamento recirculante em uma cavidade quadrada, cujo
fluido escoa em seu interior devido ao movimento da tampa da cavidade. Sdo apresentados

também os objetivos e a estrutura desta dissertagao.

1.1 O problema

Uma das areas do conhecimento que trata da solu¢do de problemas de dindmica dos
fluidos através de métodos numéricos ¢ a Dinamica dos Fluidos Computacional (CFD). Nela
estdo envolvidas as modelagens de fendomenos fisico-quimicos nas areas de mecanica dos
fluidos, transferéncia de calor e massa, entre outras, que sdao representados por modelos

matematicos (OBERKAMPF e BLOTTNER, 1998).

Segundo Fortuna (2000), o objetivo basico em CFD ¢ reduzir o nimero de experimentos
e explorar fendmenos que ndo poderiam ser estudados em laboratério de forma pratica.
Utilizando as técnicas de CFD podem-se avaliar numericamente os diversos parametros

relevantes ao problema.

A simulagcdo numérica de problemas de engenharia ocupa atualmente uma posicao de
destaque no cenario mundial de pesquisa e desenvolvimento de novas tecnologias. O crescente
interesse, tanto no meio académico como no setor industrial, pela modelagem dos fendomenos
fisicos, associado ao crescimento exponencial da tecnologia da informatica, desencadearam nas
ultimas décadas uma enorme procura pelas técnicas de simulacdo. Desta unido surgiram os
simuladores comerciais, para os quais, a cada momento, novas ferramentas ¢ técnicas sio

desenvolvidas, incorporadas e disponibilizadas (MARCHI e SCHNEIDER, 2004).
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Geralmente, em engenharia, problemas que possuem solugdo analitica sdo aqueles que
envolvem equacdes, geometrias e condi¢des de contorno e iniciais simples, ou seja, sdo
excecdes. Para os demais problemas, ¢ necessario utilizar métodos numéricos onde as solugdes
sdo obtidas através do emprego de computadores. O objetivo de um método numérico é obter a
solucdo de uma ou mais equacdes diferenciais através da substituigdo das derivadas existentes
por expressoes algébricas que envolvem a fungdo incdgnita. O que caracteriza um método
numérico ¢ a forma de obtengdo destas expressdes. Elas serdo aplicadas a cada ponto do
dominio de calculo, que deverd ser discretizado, ou seja, dividido em pontos, elementos ou

volumes. As solugdes serdo obtidas nestes pontos.

Um fato de extrema importancia a ser observado ¢ se os resultados obtidos
numericamente sdo confidveis. Segundo Ferziger e Peric (1999), a diferenca entre a solugdo
analitica exata de uma variavel de interesse ¢ a sua solucdo numérica ¢ denominada erro
numérico. O erro numérico ¢ causado por diversas fontes (MARCHI, 2001): erros de
truncamento, erros de iteragdo, erros de arredondamento e erros de programagdo. Todas estas
fontes de erro serdo explicadas no capitulo 3. O processo que quantifica o erro numérico tem
sido chamado recentemente de verificagdo (ROACHE, 1998; FORTUNA, 2000) ou validagao
numérica (MALISKA, 2005). A verificagdo ¢ feita através de estimadores de erros, sendo que

esta estimativa pode também ser chamada de incerteza numérica.

Quando se trata de problemas reais, ou seja, quando se obtém solucdes numéricas de
modelos matematicos cuja solucdo analitica ¢ desconhecida, ndo é possivel obter o erro
numérico. Nestes casos € necessario estimar qual seria o valor da solucdo analitica. Desta forma,
em vez do erro numérico obtém-se o erro estimado, que também ¢ chamado de incerteza (U) por
Metha (1996). A forma de obtencdo da incerteza (U) estd descrita no capitulo 3, a maioria delas
se baseia na extrapolagdo de Richardson (ROACHE, 1998). A incerteza de uma solucdo

numérica é calculada com os chamados estimadores de erro.

O tema deste trabalho ¢ a verificacdo de solugcdes numericas de escoamentos
bidimensionais laminares em malhas uniformes, verifica¢do esta feita através dos
estimadores de Richardson, GCI e Convergente. Estes estimadores sdao aplicados aos resultados

obtidos das equacgdes de Navier-Stokes.
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As equagdes de Navier-Stokes modelam o escoamento de fluidos compressiveis e
incompressiveis, turbulentos e laminares. Neste trabalho serdo abordadas estas equagdes com
varias simplificagdes (descritas no capitulo 2) para se resolver o problema da cavidade quadrada
com tampa movel com diferentes condi¢gdes contorno. Serdo analisadas variaveis de interesse
globais (forga da placa e fluxo de massa) e também variaveis locais (perfis de velocidade e
velocidades centrais nas duas dire¢cdes). Com os resultados obtidos das simulagdes numéricas

sera feita uma analise de erros através dos estimadores de erros ja descritos anteriormente.

O presente trabalho se concentra apenas no erro de discretizagdo, sendo que as outras
fontes de erro; arredondamento, iteragdo e programacao sao consideradas despreziveis, pois
utiliza-se precisd@o dupla para a obtencdo das solu¢des numéricas e o niumero de iteragdes €

fixado para se garantir que o erro de maquina seja atingido.
Com a resolugdo do problema da cavidade, pretende-se responder a duas perguntas:
Por que estimar erros numéricos?
Por que verificar erros numéricos?

O primeiro problema abordado (descrito no capitulo 4) possui solugdo analitica, ou seja,
ndo ¢ um problema inédito. Pretende-se observar como se comporta o erro numérico conforme a

malha ¢ refinada, e também estimar as incertezas das solu¢des numéricas.

O segundo problema (descrito nos capitulos 5 e 6) nao possui solu¢ao analitica, desta
forma, € interessante que se faca uma andlise da solucdo numérica, analise esta feita através da
verificagdo da solucdo numérica. Esta verificacdo se faz necessaria para que se tenha

confiabilidade nos resultados obtidos.

1.2 Objetivos

Este trabalho tem por objetivo resolver o problema da cavidade quadrada com tampa

moével, empregando-se as fungdes de interpolagdo UDS-1 (Upstream Differencing Scheme, de
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primeira ordem), que neste trabalho sera referenciado por UDS, e CDS (Central Differencing
Scheme) com corregdo adiada para os termos advectivos, e CDS puro para os termos difusivos e
de pressao (TANNEHILL et al. 1997), sdo considerados diferentes nimeros de Reynolds e

também diferentes condi¢des de contorno. De forma sintetizada, os objetivos estdo descritos

abaixo:

1. verificar a ordem aparente para as varidveis de interesse globais e locais;

2. verificar o comportamento de erro numérico conforme a malha ¢ refinada;

3. observar o desempenho dos estimadores de erros conforme a malha ¢ refinada;

4. gerar um resultado de referéncia para os resultados obtidos com diferentes nimeros de

Reynolds para o problema sem solucao analitica.

1.3 Organizacao do trabalho

Esta dissertacdo estd organizada em oito capitulos e trés apéndices, da seguinte forma:

. No capitulo 1 foi apresentada uma breve abordagem do problema a ser tratado neste

trabalho e também os objetivos desta dissertagao.

o O capitulo 2 aborda a teoria envolvida nos modelos matematico e numérico, e também

sdo definidas e obtidas as variaveis de interesse.

o O capitulo 3 expde a teoria de erros numéricos utilizada neste trabalho, ou seja, as fontes

de erros e os estimadores aqui utilizados.

o No capitulo 4 sdo apresentados os resultados obtidos para o problema da cavidade

quadrada descrito por Shih ef al. (1989), bem como a analise de erros.
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Nos capitulos 5 e 6 estdo expostos os resultados obtidos para o problema da cavidade
descrito por Ghia et al. (1982), para os nimeros de Reynolds iguais a 100 e 1000, bem

como a analise feita para os erros.
O capitulo 7 ¢ dedicado a conclusao da dissertagao.
O capitulo 8 traz as referéncias bibliograficas dos trabalhos citados nesta dissertagao.

No apéndice A tem-se uma analise realizada para uma derivada em especial, ligada a

variavel de interesse for¢a da placa.
O apéndice B traz uma breve descri¢do do uso do Matlab.

O apéndice C traz as tabelas com os dados utilizados para a contrugdo dos graficos das
razoes entre os estimadores de erros € também dos estimadores de erros obtidos a cada

refinamento de malha para todos os problemas abordados.
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2 Fundamentacédo Tedrica

2.1 Introducao

Para se obter a solugdo de um problema de engenharia, pode-se contar,

fundamentalmente, com pelo menos trés tipos de métodos:

v Meétodos analiticos;
v Métodos numéricos (experimentagdo numérica); e
v Experimentac¢do em laboratorio.

Cada um destes tipos de métodos apresenta vantagens e desvantagens sobre os demais

dependendo do problema e dos recursos disponiveis para resolvé-lo.

A experimentacdo numérica (uso de técnicas numéricas), praticamente ndo apresenta
restrigdes, podendo resolver problemas com condigdes de contorno complicadas, definidos em
geometrias arbitrarias e apresentando resultados com rapidez consideravel. Entretanto, os dados
obtidos devem ser confiaveis, e este ¢ um ponto de extrema importancia a ser observado pelo

analista (MALISKA, 2005).

Para a obteng¢do da solucdo numérica neste trabalho, sera utilizado o Método dos
Volumes Finitos (descrito neste capitulo). Ja a obtencdo do modelo matematico serd baseada nas

leis universais de conservagao.

O enfoque deste capitulo sera a teoria envolvida nos modelos matematicos e numéricos,
e também a definicdo e obtengdo das variaveis de interesse. Para um melhor entendimento, este

capitulo esta dividido em trés partes, a saber:

v Modelo matematico geral;
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v Modelo numérico;

v Variaveis de interesse.

2.2 Modelo Matematico Geral

Neste trabalho, as equagdes fundamentais de Dinamica dos Fluidos sdo baseadas nas
seguintes leis universais de conservacdo: Conservacao da Massa e Conservacao da Quantidade

de Movimento Linear.

A Equagao da Continuidade ou Conservagao da Massa expressa na forma diferencial, ¢

dada por (KUNDU, 1990)

%w.(pﬁ):o, 2.1)

onde p é a massa especifica do fluido (kg/m®), ¢ é o tempo (s), V & o vetor gradiente e

U =ui +vj éa velocidade do fluido (m/s).

O primeiro termo da Eq. (2.1) representa a taxa de incremento de o no volume de

controle, enquanto o segundo representa a taxa do fluxo de massa passando através da superficie

(que delimita o volume de controle) por unidade de volume (TANNEHILL et al. 1997).

As Equagdes da Conservacdo de Quantidade de Movimento Linear sdo obtidas a partir
da segunda Lei de Newton, sendo que, para um escoamento incompressivel, tem-se (KUNDU,

1990)

p%=—§p+pg+,uV2Ui. (2.2)
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onde p ¢ a pressdo, g ¢ a aceleragdo da gravidade e x ¢ a viscosidade dinamica do fluido

(suposta constante).

Todos os problemas que sdo considerados neste trabalho tém as seguintes caracteristicas

comuns:
v O regime ¢ permanente;

v A variavel tempo ¢ usada como parametro de relaxacao;

v As geometrias sdo bidimensionais;

v O escoamento ¢ incompressivel;

4 As propriedades dos fluidos (massa especifica e viscosidade) sao constantes;
v Os efeitos gravitacionais sdo desconsiderados.

Pelo fato das equacgdes serem bidimensionais, apenas as componentes u# ¢ v da
velocidade nas diregdes x € y sdo necessarias; por serem incompressiveis, as deformagdes
volumétricas sdao consideradas nulas. Como as propriedades dos fluidos mencionadas acima sao
constantes, elas sdo fatoradas nas derivadas; as forcas de corpo podem ser desprezadas ndo

incluindo os termos fonte, pois os efeitos gravitacionais foram desprezados..

Apoés essas simplificagdes as equacdes governantes, de Conservacdo da Massa e da

Conservagao da Quantidade de Movimento Linear, tornam-se, respectivamente:

= v)-0, (2.3)
Ox;
o 2 P o (oU))
S W) p-Llvw, )=y, 00U, gu 2.4
e ’)+paxj( ) axj+”ax,(ax,.j+ 24)
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onde SY é o termo fonte.

2.3 Modelo Numérico

A Dinamica dos Fluidos Computacional ¢ a area da computagdo cientifica que estuda
métodos computacionais para simula¢do de fendmenos que envolvem fluidos em movimento
com ou sem trocas de calor. Isso inclui tanto o movimento de fluidos ao redor de um corpo,
escoamentos externos, como dentro de tubulagdes, escoamentos internos ou confinados

(FORTUNA, 2000).

A tarefa de um método numérico ¢ resolver uma ou mais equagdes diferenciais,
substituindo as derivadas existentes na equacdo por expressdes algébricas que envolvem a
funcdo incégnita. Um método analitico que tivesse a habilidade de resolver tais equagdes nos
daria a solugdo em uma forma fechada e seria possivel, entdo, calcular os valores das variaveis

dependentes em nivel infinitesimal, isto €, para um nimero infinito de pontos.

Por outro lado, ao fazer uma aproximacdo numérica da equacdo diferencial, se aceita ter
a solucdo para um numero discreto de pontos, esperando que, quanto maior for este nimero de
pontos, mais proxima da solugdo exata sera a solugdo aproximada (ou numérica). A maneira de

se obter essas equagdes algébricas ¢ que caracteriza o tipo de método numérico.

Uma das maneiras de se obter as equagdes aproximadas no método dos volumes finitos
¢, partindo-se da equagdo diferencial na forma conservativa (onde os fluxos aparecem dentro do
sinal da derivada), integra-la sobre o volume elementar no espaco ¢ no tempo (MALISKA,

2005; VERSTEEG e MALALASEKERA, 1995).
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2.3.1 Formulacdo do problema e definicdo do modelo numérico

Para definir o modelo numérico serdo determinados todos os métodos, esquemas e
procedimentos especificos usados para resolver numericamente o problema, entre eles: tipo de
malha, método numérico, tipos de aproximagdes numéricas, variaveis de interesse, métodos
para a resolugdo de sistema de equagdes, critérios de convergéncia do processo iterativo,
estimadores de erros numéricos, hardware, algoritmo do programa computacional, linguagem

de programacao, precisdo e compilador.

2.3.2 Discretizacdo do dominio de célculo

Discretizar o dominio de célculo consiste em definir, ao longo deste dominio, em quais
pontos se deseja conhecer a variavel dependente. Para isso é necessdrio construir sobre o
dominio uma malha, que conterd um conjunto de nés posicionados onde se deseja determinar a

varidvel em questdo. A geracdo da malha serd realizada conforme o método numérico adotado.

O primeiro passo no Método dos Volumes Finitos ¢ dividir o dominio em volumes de
controle discretos. Os centros dos volumes sdao pontos nodais onde se deseja conhecer a variavel
dependente. Os contornos (ou faces) dos volumes de controle sdo posicionados nos pontos
médios entre os nos adjacentes. Assim, cada n6 ¢ rodeado por um volume de controle ou célula,

conforme mostra a figura 2.1. Para este trabalho foi adotado arranjo co-localizado de variaveis.
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Figura 2.1: Malha estruturada uniforme bidimensional com volumes de controle

Um ponto geral nodal ¢ identificado por P, e os vizinhos na horizontal sdo os nds oeste e
leste, que sdo identificados por W e E, respectivamente. Ainda na linha horizontal, a face do
lado oeste do volume de controle ¢ referenciada por ‘w’, e a face do lado leste ¢ indicada por
‘e’. As distancias entre os né6s W e P, e entre os nds P e E, sdo identificados por Ax. Para a
vertical, os n6s vizinhos ao ponto P sdo norte e sul, identificados por N e S, respectivamente. A
mesma nota¢do para as faces sdo adotadas para esta dire¢ao, sendo referenciadas por ‘n’ para a
face norte, e ‘s’ para a face sul, conforme pode ser observado. As distincias entre os ndés Se P, e

entre os nos P e N, sdo identificadas por Ay, se a malha for uniforme.

2.3.3 Discretizacdo do modelo matematico

Para que seja possivel tratar numericamente as equagdes diferenciais parciais (EDP), elas
devem ser expressas na forma de operagdes aritméticas que o computador possa executar. Essas
expressoes poderdo ser manipuladas pelo computador, relacionando entre si os valores das
grandezas nos pontos discretos do dominio de calculo. Portanto, antes de resolvermos a EDP de
forma numérica, precisamos encontrar, para os termos que nela aparecem, as respectivas

expressoes algébricas escritas em funcdo dos pontos da malha (FORTUNA, 2000).
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Os termos das equagdes que constituem o modelo matematico e suas condigdes de
contorno e iniciais sdo aproximados numericamente através de um método numérico, gerando
assim, um sistema de equagdes algébricas, também denominado sistema de equagdes

discretizadas.

Para cada n6 genérico P da malha havera uma equagdo discretizada do modelo
matematico, relacionando o valor da varidvel dependente armazenada em P com os valores

armazenados nos nos vizinhos.

Para completar a discretizagdo do modelo matematico, sdo necessarias expressdes
algébricas para a variavel dependente e sua derivada de primeira ordem, avaliadas nas faces dos
volumes de controle. Essas expressdes sdo chamadas de funcdes de interpolacdo. Em geral, elas

tém o objetivo de avaliar o valor de uma propriedade genérica ¢ na interface do volume de

controle bem como suas derivadas. Tradicionalmente o Método dos Volumes Finitos utiliza dois

tipos de aproximacdo. Uma para determinagdo dos valores das derivadas de ¢ e outra para a
determinagdo dos valores de ¢ nas interfaces de integragdo. Normalmente, na avaliacdo das
derivadas ¢ suficiente o uso de um esquema de diferencas centrais, ¢ na avaliagdo de ¢,

emprega-se algum mecanismo que considere os efeitos advectivos do problema.

Os problemas associados com as ndo-linearidades no conjunto de equacdes e a ligagao
entre a pressao e a velocidade (acoplamento), podem ser resolvidos adaptando uma estratégia de
solucdo iterativa tais como o algoritmo SIMPLE de Patankar e Spalding (1972). A aplicagdo
destes algoritmos, que sdo necessarios devido aos acoplamentos que surgem durante a resolucao

do problema, sera vista a seguir.

2.3.4 Acoplamento pressao-velocidade

Quando as equacdes de conservacdo sdo escritas em fung¢do de uma tUnica variavel,

significa que apenas uma das variaveis foi escolhida para ser tratada implicitamente, com as
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outras sendo colocadas no termo fonte ou nos coeficientes e, portanto, sendo tratadas de forma
explicita. Com isto, o sistema de equagdes tem que ser resolvido de maneira segregada ou

sequencial.

A solucao segregada das equagdes de Navier-Stokes gera o problema de acoplamento
pressao-velocidade. Neste caso, para a determinacdo do campo de pressdes, € necessario
promover um acoplamento entre a equagdo de conservacdo da massa ¢ as equacgdes de
conservagdo da quantidade de movimento, originando uma equagdo para a pressdo. Através de
algum esquema numérico, a equagdo de conservacdo da massa ¢ transformada em uma equacao

que fornega o campo de pressoes ou uma correcao para tal (MALISKA, 2005).

Existem, atualmente, diversos métodos para tratar deste acoplamento. O objetivo de
todos eles € criar uma equagdo para a pressdo que permita que o processo iterativo avance,

observando a conservagao da massa.

Baseados nas idéias de Chorin (1971), muitos métodos para tratar o acoplamento
pressao-velocidade foram desenvolvidos, sendo que um deles, muito utilizado até bem
recentemente, ¢ o método SIMPLE, desenvolvido por Patankar e Spalding (1972). Neste

método, o acoplamento pode ser resolvido adaptando uma estratégia de solucao iterativa.

O algoritmo que sera utilizado para o desenvolvimento deste trabalho ¢ o SIMPLEC
(SIMPLE - Consistente) de Van Doormal e Raithby (1984). Neste algoritmo, os fluxos
convectivos por unidade de massa através das faces das células, sdo calculados a partir das
componentes de velocidade existentes. Um campo de pressdes definido previamente ¢ usado
para resolver as equagdes de conservacao da quantidade de movimento linear, ¢ uma equagao
para a correcdo da pressdo, deduzida da equagdo da continuidade, ¢ resolvida para obter um
campo de correcdo da pressdo, que ¢ usado para retornar os campos de velocidade e pressao.
Para iniciar o processo iterativo sdo usados os campos de velocidade e pressdo previamente
determinados. Enquanto o algoritmo ¢ executado, a intengdo serd a de melhorar os campos
supostos progressivamente. O processo € repetido até a convergéncia dos campos de velocidade

e pressao (VERSTEEG e MALALASEKERA, 1995).
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2.3.5 Aplicacdo das condicBes de contorno

Os problemas de Dinamica dos Fluidos Computacional sdo definidos em termos das
equacdes diferenciais parciais e das condigdes de contorno e iniciais. E importante que o usuario
especifique as condi¢des de contorno e iniciais e compreenda seu papel no algoritmo numérico.
Em problemas transientes, os valores iniciais de todas as variaveis do escoamento necessitam

ser especificadas para todos os pontos das solugdes no dominio do escoamento.

A seguir, ao obtermos a equacgao aproximada para um volume elementar genérico, esta
foi deduzida para um volume interno. Todos os outros volumes internos possuem equagdes
aproximadas idénticas (para malhas estruturadas). Para se obter o sistema de equagdes
algébricas completo ¢ também necessario obter as equacdes para os volumes que estdo na
fronteira. Existem diversas formas de aplica¢do das condi¢des de contorno. Uma delas ¢ criar
uma malha na qual o ponto central do volume de controle fique sobre a fronteira. Este
procedimento dé origem ao meio volume de controle perto da fronteira e aos volumes internos

inteiros, conforme pode ser visto na figura 2.2.

Ax Ax
2

fe—le——

.

Fronteira

Figura 2.2: Discretizagdo com meio-volume na fronteira (Maliska, 2005)

Segundo Maliska (2005), dois problemas aparecem com este procedimento, o primeiro
se deve a nao-uniformidade dos volumes, conforme pode ser visto na figura 2.3 e o segundo
ocorre quando a varidvel de interesse na fronteira ¢ conhecida. Neste ultimo, para problemas
bidimensionais e tridimensionais teremos toda uma faixa de volumes de controle ndo

respeitando os principios de conservagao.



39

0//; o ° *
500

Figura 2.3: Discretiza¢do bidimensional com meios-volumes na fronteira

VAR

A seguir sdo descritos dois procedimentos que respeitam a conservacdo para todos os

volumes, a saber:

v' Volumes Ficticios que utiliza volumes inteiros para todos os volumes, respeitando,

portanto, os principios de conservacao para todo o dominio. Todos os volumes do
dominio, inclusive os de fronteira, sdo interpretados como internos, uma vez que sao
criados os volumes ficticios. A desvantagem ¢é a criacdo de novas incognitas,
aumentando o tamanho do sistema linear, situacdo que vai se agravando quando a

dimensao do problema aumenta (figura 2.4).

Ax

2
—
E

HURRITR

Fronteira Fronteira

Figura 2.4: CondicGes de contorno com volumes ficticios (Maliska, 2005)

Balangos para os Volumes de Fronteira significa realizar a integra¢do das equagdes de
conservagdo também para os volumes de fronteira, da mesma forma realizada para os
volumes internos, respeitando a condi¢ao de contorno existente. Neste procedimento, a
discretizagao do dominio ¢ feita com volumes elementares inteiros. Assim, ndo existem
varidveis sobre a fronteira, sendo sempre necessario realizar os balangos para todos os

volumes, independentemente do tipo de condi¢ao de contorno (figura 2.5).
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Figura 2.5: Discretizagdo unidimensional com volumes inteiros (Maliska, 2005)

2.3.6 Obtencéo da solu¢do numérica

As equacgdes discretizadas resultantes da discretizacdo do modelo matematico formam
um sistema de equagdes, que ¢ resolvido com algum método direto ou iterativo, sendo entdao
obtida a solu¢do aproximada do problema. Ela ndo ¢ exata devido a erros que sdo inerentes ao
processo de discretizagdo das equagdes, e devido a erros de arrredondamento nos calculos feitos

no computador (FORTUNA, 2000). As fontes de erro serdo definidas no capitulo 3.

ApoOs a obtencao da solu¢do aproximada, pode-se visualizar e analisar os resultados
através de gréficos, isolinhas, isorregides, isosuperficies, campos de vetores e estimativas de

erros de modelagem e numéricos.

Para a obten¢ao da solu¢do numérica do problema da cavidade, alguns pardmetros foram
levados em conta, como: malha uniforme em cada direcdo com razao de refino constante, o uso
de volumes ficticios para a aplicacdo das condi¢des de contorno, o acoplamento pressdo-
velocidade obtido com o método SIMPLEC, as equacdes foram resolvidas segregadamente,

com arranjo co-localizado de variaveis, e o tempo foi usado como parametro de relaxacao.
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2.3.7 Coeficientes e termos fontes da velocidade

Para se obter a solucdo numérica, as equagdes governantes (Egs. (2.3) e (2.4)) foram
discretizadas com o Método dos Volumes Finitos, sendo que foram consideradas as seguintes
hipoteses simplificativas: dominio de céalculo quadrado com dimensdes unitarias, massa
especifica e viscosidade do fluido constantes, tempo usado como parametro de relaxacao,

empregando a func¢do de interpolagdo WUDS. Para os volumes internos, tem-se que:
aZ¢p =andy +a/$; +a g +a, b, +b?, (2.5)

onde ¢ ¢ a varidvel de interesse, neste caso pode ser velocidades ou pressao.

AyAz (1 .
o/ =HE g |, (2.6)
A \2
al _HAyAz l+on M,, (2.7)
Ax (2
a’ =”AXAZ—(1—aann, 2.8)
Ay 2
o = XA +(l+asts, (2.9)
Ay 2
M
aZ :A—p+a5+a$+a5+af, (2.10)
t

sendo que os fluxos de massa nas faces e a massa do volume de controle P sao dados por:
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M, = pu,AyAz (2.11)
M, = pu, AyAz, (2.12)
M, = pv, AxAz, (2.13)
M, = pv,AxAz, (2.14)
M, = pAxAyAz, (2.15)
com
u=U,L/Re, (2.16)

onde U, ¢ a velocidade na tampa, Az =1, Ar varia conforme o tamanho da malha. Tem-se

ainda que:

a, =%Sign(ue), (2.17)
a, = %sign(uw), (2.18)
a, = %Sign(vn), (2.19)

a, = %sign(vs ) , (2.20)

N
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onde a funcdo sign(a) significa tomar apenas o sinal da variavel a.

O termo fonte ¢ dado por:

b? =b! +b% +b™, (2.21)

que serd determinado nos capitulos 4 e 5.

A aplica¢do das condi¢des de contorno para os volumes ficticios, para o volume norte,

por exemplo, resulta em:

a’ =1 (2.22 a)
a’ =-1 (2.22 b)
a, =0 (2.22 ¢)
al =0 (2.22 d)
a =0 (2.22 )
b =2 (2.22 1)

sendo que para os outros contornos, os coeficientes podem ser obtidos de maneira equivalente.
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2.3.8 Coeficientes e termo fonte da pressao

Da discretizacdo da equacdo da massa surgem os coeficientes e o termo fonte para se

obter a pressdo nos volumes internos:

ayp,=alpy +alp;+alps+a;py+b; (2.23)
onde

ay, =d Ay (2.24 a)

a; =d Ay (2.24b)

a; =d Ax (2.24 ¢)

a, =d,Ax (2.24 d)

b2 = (g —ul Py + (v —v; JAx (2.24 ¢)

Os coeficientes para o método SIMPLEC sao:

d,), gz +dp) (2.25)

d,), =), (2.26)
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,), = d; ;d]vv ) 2.27)
(d,), =(d,) (2.28)
onde
AyAz

p— . (2.29)
e -Yan)

AxAz

d, =1— . (2.30)
! (ap_zanb)

Za:b =a! +a +a +a! (2.31)

Para a obtencdo da Eq. (2.23), tem-se que:

|:Z(aZbu:b )P + Z (a:bu:b )E + (]MP;]MEJMS - 2(p; ~Dp )AyAz}

u, = r : (2.32)

3 R 3 A e

At

AR ’

~2py = py Jonz + (2]s7], + 2]s7 ] Javayaz

;) +ay),

(2.33)
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onde
Sl ) =)oy + () + ) +lay ) (234
Slasuns )p = at )y +lat Jpure +lat puss +(af )y (2.35)
Z (a;bvjVB )P = (ax, )P vy + (a: )P vy +(a; )P Vg + (a; )P vy (2.36)
Z (a;bV;VB )N = (avvv )N V;VW + (aev )N V;/E + (a: )N V; + (anv )N V;VN (2.37)
Os nos utilizados para a obtengdo das equagdes aqui descritas podem ser observados na
figura 2.6.
NN
wo oy [
ww P E EE
) o\ . . .
T s | T
SS

Figura 2.6: Localizagéo dos n6s no dominio de calculo discretizado

A equagdo utilizada para a corregdo da pressdo e das velocidades para os volumes

internos, estao listadas a seguir:

Pr=Pp+D,

(2.38)



(2.39)

(2.40)

(2.41)

(2.42)

(2.43)

(2.44)

(2.45)

(2.46)
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Para a pressdo, a condi¢do de contorno aplicada foi obtida através de interpolagdo linear:

Contorno esquerdo:
pr=pp =P~ P)

ou

(2.47)



Contorno direito:
Py =py +(0)y = Py

ou
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(2.48 a)

(2.48 b)

(2.48 ¢)

(2.48 d)

(2.48 ¢)

(2.48 1)

(2.49)

(2.50 a)

(2.50 b)

(2.50 ¢)

(2.50 d)

(2.50 ¢)
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bY = Py~ Diw (2.50 )
Contorno sul:
pr =Py ~(Pw —1y) (2.51)
ou

a; =1 (2.52 a)
a? =1 (2.52b)
a? =0 (2.52¢)
a’ =0 (2.52d)
a’ =0 (2.52¢)
b7 =~(py - 1) (2.521)

Contorno norte:
pr=ps+(ps - ps) (2.53)

ou
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a? =1 (2.54 a)
al =1 (2.54 b)
a’ =0 (2.54 ¢)
a’ =0 (2.54 d)
a’ =0 (2.54 ¢)
bl = ps — Pss (2.54 1)

2.3.9 Algoritmos

Para se resolver o sistema de equagdes lineares que surge da discretizagdo das equagdes
diferenciais envolvidas foi utilizado o método MSI (Modified Strongly Implicit Method)
(SCHNEIDER e ZEDAN, 1981).

Dada uma equacdo diferencial governante para o caso bidimensional, uma equacdo
algébrica ¢ formada para cada volume de controle. Veja abaixo um exemplo de um esquema de

5 pontos:

;g by T A0 A0S 0t A b = T (2.55)

A colecdo de equagdes na forma da equagdo (2.55) escrita para cada par (i, j) do

dominio, produz uma equacdo matricial da forma A¢=f. O MSI (SCHNEIDER e ZEDAN,
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1981) ¢ um método iterativo para se resolver este sistema de equagdes. Este método ¢ também

conhecido como método fortemente implicito. Dentre suas vantagens estao:

v remover ou enfraquecer a influéncia da assimetria das matrizes [L][U];
4 reduzir o esfor¢o computacional demandado para se obter a solu¢ao convergida;
v reduzir a sensibilidade a razdo de aspecto da malha.

Neste método, uma decomposicio LU é proposta, tal que, [L]U]=[A"], onde as matrizes
[L] e [U] sdo matrizes triangulares inferior e superior, respectivamente, com U tendo a diagonal

unitaria. Ao transformar o produto LU, em A' existem duas diagonais adicionais ndo-nulas

denotadas por o, e o,. Desta forma, a matriz A' pode ser escrita da seguinte forma:

[A']=[A]+[B], onde a matriz B consiste apenas das diagonais o, e &, .

Os coeficientes das matrizes L e U e os coeficientes adicionais ndo-nulos que aparecem
na matriz modificada A' podem ser determinados diretamente pela definicdo das equacdes
determinadas pela formagao do produto LU. Um procedimento iterativo e corretivo € necessario
para anular a forte influéncia destes termos no sistema de equacdes modificado. Um pardmetro
iterativo o ¢ empregado para o cancelamento parcial da influéncia dos termos adicionais de
A'. Isto ¢ feito, escrevendo-se as equagdes modificadas de A' para o esquema de 5 pontos

(figura 2.7) da seguinte forma:

w P n e
ta;; +a; ¢+ ai,j¢i,j+l + ai,(/¢i+l,j +

S
a; ;9 i1,

O-il,j [¢i+1,j—1 - Ol(— 2¢i,j + 2¢i+1,j + i,j—l) + . (2.56)
Uf‘,’ [¢i—2,j+1 _a(_ 2¢i,j + 2¢i—1,(/ + i,j+l) = fz;



¢i.+1,j—1 ?H,l,j

?i,jﬂ

[
<.

¢i—2,j+1
°

Figura 2.7: Malha geométrica utilizada no MSI

Procedimento MSI para A¢=f
1. Dado: A¢g = f,it=1 e it max;
2. Some B¢ em ambos os lados: (A+ B)¢ =f+Bg;
3. Crie o processo iterativo: (A + B)gzﬁ”” =f+Bg¢";
4. Aplique a decomposi¢do LU em (A+ B): (LU)(/ﬁ”+l =f+Bg";
5. Dados n=0, n_maximo e ¢°;

6. Resolva por substitui¢do retroativa: Lx"" = f +Bg";

n+l _ n+l

7. Resolva por substitui¢do progressiva: Ug"" =x"";
8. Facanreceber n+1;

9. Volte ao passo 5 até convergir ou atingir n_maximo.
10. Atualize os coeficientes de A,

11. Faga it receber it +1;
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Volte ao passo 2 até convergir ou atingir it_max.

Detalhes sobre a obtenc¢do dos coeficientes das matrizes L e U e as diagonais da matriz B

podem ser encontrados em Schneider e Zedan (1981).

Para os dois problemas em questdo, na implementagdo da Linguagem FORTRAN/95 foi

utilizado o algoritmo descrito a seguir:

1.

10.

11.

12.

Ler os dados do problema, discretizar o dominio de célculo, inicializar as variaveis;
Obter os coeficientes para u € v nos volumes reais com as Egs. (2.6) a (2.10);
Calcular o termo fonte para u nos volumes reais com a Eq. (2.21);

Obter os coeficientes e termos fontes para u# nos volumes ficticios com as Egs. (2.22 a) a

(2.22 f);
Resolver o sistema da Eq. (2.5) para u com o método MSI, repetir /v vezes;
Calcular o termo fonte para v nos volumes reais com as Eqgs. (2.21);

Obter os coeficientes e termos fontes para v nos volumes ficticios com as Egs. (2.22 a) a

(2.22 1);
Resolver o sistema da Eq. (2.5) para v com o método MSI, repetir /v vezes;

Calcular as velocidades nas faces internas do dominio de célculo com as Egs. (2.32) e

(2.33);
Obter os coeficientes do método SIMPLEC com as Egs. (2.25), (2.27), (2.29) e (2.30);

Calcular os coeficientes e termos fontes de p' nos volumes reais com as Egs. (2.24 a) a

(2.24 f);

Calcular os coeficientes e termos fontes de p' nos volumes ficticios com as Egs. (2.48 a)

a(2.48 1), (2.50 a) a (2.50 f), (2.52 a) a (2.52 ©), (2.54 a) a (2.54 f);
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13. Resolver o sistema da Eq. (2.23) para p' com o método MSI, repetir Ip vezes;

14. Obter a pressao p através da Eq. (2.38) e aplicar as Eqgs. (2.47), (2.49), (2.51) e (2.53)

para pp;
15. Atualizar u e v com p' nos volumes reais através das Egs. (2.39) e (2.40);
16. Atualizar u e v com p' nos volumes ficticios;

17. Obter as velocidades nas faces internas do dominio de calculo com p' através das Egs.

(2.42) e (2.44), voltar ao passo 11 Im vezes;
18. Visualizar os resultados.

No algoritmo acima, nos passos 5 e 8, Iv € o nimero de iteragdes internas para u € v, que
sera definido conforme o tamanho da malha. No passo 13, Ip ¢ o nimero de iteragdes internas
para a pressdo, que também sera definido posteriormente. O ciclo da massa, que tem inicio no
passo 11 indo até o 17, deve ser iterado /m vezes (definido nos capitulos subsequentes), e por
ultimo, o ciclo geral que vai do passo 2 ao 17, deve ser repetido até que o processo atinja o erro

de maquina, ou que um critério de parada seja satisfeito, critério este baseado no residuo.

Segundo Ferziger e Peric (2002), quando o método utilizado para se resolver os sistemas
de equagdes ¢ iterativo, como o adotado neste trabalho, ¢ importante adotar um critério de
parada. O procedimento mais comum ¢ baseado na diferenca entre duas solugdes de iteragdes
sucessivas. Este algoritmo ¢ parado quando esta diferenca, medida por alguma norma, ¢ menor
que um valor pré-definido. Esta norma pode ser obtida através do calculo do residuo, que esta

descrito a seguir.

Basicamente, deve-se lembrar que a discretizagdo de uma equagdo diferencial através de

um método numeérico resulta em

[4]2]=[B]. (2.57)
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O residuo para o sistema definido pela Eq. (2.57) ¢ definido genericamente por (Ferziger

e Peric, 2002)

R"=B-AA", (2.58)

onde 4" ¢ asolugdo da incdgnita na iteragdo n. Para o caso particular que serd tratado neste

trabalho, tem-se

R =(ay ), dy +(a;), 8 +(ay) oy +(as), b +b,—(a,), ¢ (2.66)

O critério para interromper o processo iterativo com base no residuo das equagdes ¢

n

Se %STOZ — parar, (2.59)

onde L" é a norma dos residuos na iteracdo n; L° é a norma dos residuos na iteragdo 0, ou seja,
antes de iniciar o processo iterativo. Neste caso, os residuos sdo calculados com base na
estimativa inicial da solugdo; 7ol ¢ a tolerancia admitida para interromper o processo iterativo.

A norma utilizada neste trabalho conhecida como L, € descrita da seguinte forma:

n

L=y

P=I

R’|.

P

(2.60)

Neste trabalho, o residuo foi utilizado para monitorar o processo iterativo, ou seja, o
procedimento foi iterado até que o erro de maquina fosse atingido (por este motivo a tolerancia

adotada foi -107'°).
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2.4 Definicao e obtencdo das variaveis de interesse

2.4.1 Definicbes

Neste trabalho, o problema a ser tratado ¢ o escoamento recirculante na cavidade
quadrada, onde serdo variadas as condi¢cdes de contorno, dando origem a dois problemas muito
conhecidos na engenharia: o problema descrito por Shih et al. (1989), que possui um termo
fonte atuando no escoamento e, por isso, possui solugdo analitica. O outro problema ¢ o descrito
por Ghia et al. (1982), que nao possui solugdo analitica. Cada um dos problemas abordados esta
descrito nos proximos capitulos, sendo que, para sua resolucdo, vdarios aspectos sdo

considerados em comum.

As variaveis de interesse para os dois problemas sdo as mesmas: forca da placa sobre o

fluido (F), fluxo de massa (M ), os perfis de velocidade nas duas diregdes x € y, e as velocidades

centrais u(0,5;0,5) e v(0,5;0,5).

A forga da placa ¢ definida por (KUNDU, 1990; FOX e MCDONALD, 1995):

F=1_a, (2.61)

u

] , € a ¢ a area onde a forga atua, resultando em:
ay tampa

onde 7, = ,u(

F=pf" L (2.62)
0 ay tampa
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onde L, ¢ o comprimento do dominio de célculo na direcdo x, z ¢ a profundidade que ¢

considerada unitaria.

Para a outra varidvel global, fluxo de massa, tem-se que (KUNDU, 1990; FOX e
MCDONALD, 1995):

M, ==pY (2.63)
com
dy =Y i+ VY gy, (2.64)
ox oy
onde
v__, wv_, (2.65)
ox oy

e, para a outra direcao

. x/2
M, = jo ovdx, (2.66)

onde M, e M, sdo os fluxos de massa na direcdo x e na direcdo y, respectivamente. Para a

obteng¢ao desta varidvel de interesse a partir das linhas de corrente, como € o caso de M, foi

necessario determinar o campo do fluxo de massa do escoamento, com a Eq. (2.65). Com este
campo, foi possivel obter linhas com um valor constante para o fluxo. Obtendo-se a diferenca

entre duas linhas teremos o fluxo de massa que escoa entre elas. Para a obtencdo desta variavel
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de interesse, sera tomado o menor valor dentre os obtidos. O M ¢ obtido através da integragdo

sobre a linha 1, também indicada na figura 2.6.

1,0
Linha 1
0,5 l
A
y |-
0,0| X 0,5 1,0

Figura 2.8: Posicao das linhas de tomada de dados para os célculos do fluxo de massa

Analiticamente, os perfis de velocidade nas duas diregdes, bem como as velocidades
centrais, foram obtidas diretamente das equagdes para u e v, através da substitui¢do das

coordenadas desejadas nas expressoes.

Na obtencdo das equacdes discretizadas para as varidveis de interesse, pode ser
observada a ordem assintotica de cada uma delas, conforme demonstrado na tabela 2.1. Os

valores para p, sdo os valores que o expoente que acompanha / (espagamento da malha:
Ax = Ay ) no primeiro termo do erro de truncamento na equagao discretizada assume (MARCHI

e SCHNEIDER, 2004). A forma de obten¢do da ordem assintotica ¢ descrita no capitulo 3.

Tabela 2.1: Ordem assint6tica para as variaveis de interesse

Variavel de interesse Ordem assintotica p,

Fluxo de massa total 2
Fluxo de massa obtido com v,
Forga da placa sobre o fluido com UDS
Forga da placa sobre o fluido com UDS-2
Velocidade na direcdo u
Velocidade na diregdo v

NN |— |
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2.4.2 Aproximacdes numéricas

A forma de obtencdo das varidveis de interesse numericamente estd descrita a seguir,
sendo que as equagdes abaixo descritas se aplicam aos dois problemas abordados neste trablaho:
problema de Shih e problema de Ghia. A forca da placa sobre o fluido foi obtida numericamente
através de uma aproximacdo com UDS-2 (FERZIGER e PERIC, 2002), que foi aplicada na
derivada parcial que aparece no desenvolvimento da Eq. (2.62). Para se obter os resultados
numéricos da forga, foram somadas todas as aproximagdes das velocidades ao longo do

contorno superior da placa, conforme estd ilustrado na figura 2.9, ou seja,

N1
NS uAx
UDS-2 pampa ~ ZUp N o TU, N o )5 :
F, = E A (8u ampa =9 +u ) (2.67)
3y . .

onde u, € a velocidade local da tampa da cavidade.

Para a forca da placa foi feita uma andlise com os resultados obtidos com outra
aproximag¢ao numérica: UDS. O procedimento para a obtencdo da solu¢do numérica ¢ idéntico

ao anterior, com a altera¢do apenas da aproximacao utilizada. Desta forma,

Fups = ” _(up,tampa _up,Ny—l)’ (2.68)
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Figura 2.9: Aplicagdo da forca da placa numericamente

O fluxo de massa que escoa na cavidade ¢ obtido com a fun¢do de corrente baseada na

velocidade média u na face leste de cada volume de controle (figura 2.10), ou seja,

M, ==pY 0, (2.69)

onde y .. € o minimo valor obtido por:

N1N2

W= (j-1N, +i)Ay). (2.70)

=l j=2

O fluxo de massa que escoaem y=0,5 ¢ x[O;O,S], que é representado por M , € obtido

pela integracdo da velocidade média v na face norte de cada volume através da regra do

retangulo.

M, = ivn (i)pAx . (2.71)
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i+.1,j
i,{'—l i, ui,!’+1
l_la.]

Figura 2.10: Localizacéo dos nos para a tomada de valores para a obtencgéo do fluxo de massa

Neste trabalho também s3o analisados os perfis de velocidades tanto na dire¢ao x quanto
na dire¢do y. Para a obteng¢do destes perfis, que serdo analisados em coordenadas pré-
determinadas, foi fixado o centro geométrico do dominio de calculo em uma das direcoes,

enquanto foram variadas as coordenadas na outra. O perfil da velocidade u em x=0,5, foi
obtido através da média aritmética das velocidades na face leste nos dois volumes vizinhos, pois
nesta coordenada (x=0,5), ndo temos centros de volumes. O perfil da velocidade v em y=0,5

foi obtido através da média aritmética das velocidades na face norte nos dois volumes vizinhos,

conforme pode ser observado nas Eqgs. (2.72) e (2.73).

N

1(0,5:0,5) Z(” tu i+ l)j 2.72)

i=1

Mz

(0505)= >

(vn(i)+vn(i+1)j .73

A razdo de refino adotada ¢ igual a dois (q = 2), por causa da andlise de erros, para que

se tenha uma razao de refino constante. A obtencdo dos perfis de velocidade através da média
artmética ndo comprometeu os resultados, conforme se pode observar nas tabelas que
apresentam os erros numéricos (no capitulo 4), e nos graficos com as ordens praticas obtidas a

partir das solugdes numéricas (capitulos 4 ¢ 5).
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3 Erros Numéricos

3.1 Introducéo

Existem dois niveis de erros que podem estar presentes na solugdo numérica quando os
resultados sdo comparados com a realidade de um problema fisico: no primeiro nivel estdo os
erros numéricos, que resultam da ma solucao das equacdes diferenciais. Aspectos como precisao
da solu¢do e convergéncia do algoritmo sdo testados nesta fase, que pode ser chamada de
verificagcdo. Esse processo atesta a qualidade do modelo numérico. No segundo nivel estdo os
erros que sao resultantes do uso de equagdes diferenciais, que ndo representam adequadamente
o fendmeno, que pode ser chamado de validagdo. Este processo, portanto, preocupa-se com a

fidelidade do modelo matemaético para com o problema fisico em questao.

Na visdo da engenharia, esta fidelidade ¢ o ponto que interessa. Logo, a ferramenta
numérica ¢ adequada e confiavel quando se esta de posse de um método numérico que resolva
corretamente as equagdes diferenciais, e de um modelo matematico que, sabidamente,

represente com fidelidade o fenomeno fisico (MALISKA, 2005).

A origem dos erros estd ligada aos processos de analise e solu¢do de um problema. Ha
dois grandes grupos de métodos para a analise e solucao de problemas: os experimentais € 0s
teoricos. Estes tltimos, por sua vez podem ser divididos em dois grupos distintos, os analiticos e
os numéricos. Na Figura 3.1 ¢ mostrada esta divisdo entre os métodos de solugdo e os

respectivos erros gerados em cada fase.
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VALOR VERDADEIRO DO
FENOMENO REAL

Erro
Erro de Experimental
Modelage

A 4

|50Luc/10 ANALITICA I
RESULTADO

Erro EXPERIMENTAL
umeéricg

SOLUCAO NUMERICA

Figura 3.1: Erros envolvidos nos métodos de engenharia (Marchi e Schneider, 2004)

Neste trabalho ndo serd feita a definicdo dos tipos de erros para os métodos
experimentais uma vez que estamos tratando apenas de métodos de solucdo numérica de

problemas, ou seja, apenas de métodos teoricos.

A diferenca entre a solucdo analitica exata (CD) de uma varidvel de interesse e a sua
solucdo numérica (¢) ¢ denominada por Ferziger e Peric (2002) de erro da solugcao numérica

(E), ou simplesmente, erro numérico, isto é:

E(¢)=d~¢ (3.1)

A magnitude aceitavel para o erro numérico depende, entre outros, da finalidade da
solugdo numérica, dos recursos financeiros envolvidos, do tempo permitido para realizar as
simulagdes e dos recursos computacionais disponiveis. Sabendo-se que as solugdes numéricas

contém erros, ¢ importante estima-los pelos seguintes motivos (MARCHI, 2001):

v Quando o erro ¢ maior do que o aceitavel, compromete-se a confiabilidade do uso da

solucdo numérica;

v Quando o erro ¢ menor do que o necessario, ha desperdicio de recursos computacionais,

isto €, de tempo de processamento e de quantidade de memoria;
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v Para validar e desenvolver modelos matematicos que visem explicar fendmenos fisico-
quimicos ainda n3o modelados adequadamente e cujas solucdes analiticas sdo

desconhecidas; um exemplo tipico ¢ a modelagem de escoamentos turbulentos;

v Para otimizar o uso da malha, isto ¢, adapta-la visando homogeneizar o nivel de erro no

dominio de calculo; e

v Para evitar interpretagdes equivocadas.

3.2 Fontes de Erros Numéricos

Segundo Ferziger e Peric (1999), Roache (1998), Tannehill et al. (1997), Celik ¢ Zhang
(1995) e Marchi (2001) o erro numérico ¢ causado por diversas fontes, que sdo: erros de
truncamento (Er), erros de arredondamento (Ey), erros de programagao (E,) e erros de iteracdo

(En). Simbolicamente, tem-se:

E(¢)=E(E,.E,.E, E,), (3.2)

onde ¢ ¢ a varidvel de interesse podendo ser local ou global, primdria ou secundaria;
dependendo do problema. Essas quatro fontes de erro podem ter magnitudes e sinais diferentes,
0 que pode acarretar em cancelamentos parciais ou totais entre esses erros. A definicdo e a

origem de cada uma destas quatro fontes de erro ¢ explicado a seguir.

v Erros de Truncamento: Dado um modelo matematico, ¢ comum substitui-lo por um
modelo numérico. O erro que ocorre ao se truncar um processo infinito ¢ chamado erro
de truncamento (ET), ou seja, ¢ proveniente do fato de se aproximar um problema
continuo com informagdo num conjunto infinito por um problema discreto com

informac¢do num conjunto finito (ROACHE, 1998).
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Erros de Arredondamento: E também um erro de truncamento na representagio que
ocorre devido a representacdo finita dos nimeros no computador. Nao pode ser evitado,
mas, pela utilizacdo de precisdo dupla nas operagdes aritméticas e na representagdo dos
numeros pelo computador, pode ter seu efeito reduzido (FORTUNA, 2000). Em alguns
tipos de calculos, a magnitude dos erros de arredondamento ¢ proporcional ao nimero de
pontos da malha no dominio do problema. Nestes casos, refinando-se a malha podem-se
diminuir os erros de truncamento, mas serdao incrementados os erros de arredondamento

(TANNEHILL et al. 1997).

Erros de Programacgao: Diz-se, freqiientemente, que todos os codigos de computador t€m
erros, o que ¢ provavelmente verdade. E de responsabilidade do autor do codigo tentar
estimd-los, sendo que ¢ dificil encontrar os erros de programacao estudando o codigo. A
acuracia de uma solu¢do nao depende somente do método discretizado e do codigo, mas

também do uso do cédigo (TANNEHILL et al. 1997).

Erros de Iteracdao: Saber quando parar o processo de iteragao ¢ crucial do ponto de vista
da eficiéncia computacional. O erro de iteragdo ¢ definido como sendo a diferenca entre
a solugdo exata das equagdes discretizadas e a solucdo numérica em uma determinada

iteracdo (FERZIGER e PERIC, 2002).

Erros de Discretizagdo: Quando o erro da solugdo numérica ¢ gerado apenas por erros de

truncamento, ele ¢ denominado de erro de discretizagao.

3.3 Tipos de estimativas de erro de discretizagcdo

As estimativas do erro de discretizagdo, geradas por erro de truncamento, podem ser

divididas em dois tipos basicos (SZABO e BABUSKA, 1991): estimativas a priori ou a

posteriori da solugdo numérica.

Estimativas a priori: Proporcionam uma analise qualitativa do erro de discretizacdo

antes mesmo de se obter uma solugdo numérica. O objetivo de uma estimativa a priori é
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obter a ordem assintotica da equagdo diferencial discretizada. Com esta estimativa, antes
de se obter qualquer solucdo numérica, ¢ possivel prever o comportamento assintotico
do erro de discretizagdo com relagdo ao refinamento da malha e & ordem aparente.
Também ¢ possivel avaliar qual ¢ o efeito da redugcdo do tamanho dos elementos da

malha sobre o erro de discretizagao (E) da solugcdo numérica.

Estimativas de erro a posteriori: As estimativas de erro a posteriori sdo usadas para
estimar a magnitude do erro de discretizagdo. Existem varios métodos que podem ser
empregados. Eles podem ser divididos em dois grandes conjuntos. No primeiro as
estimativas de erro sdo baseadas na solugdo numérica obtida numa unica malha, em
geral, o método dos Elementos Finitos se enquadram neste conjunto. No segundo
conjunto, as estimativas de erro sdo baseadas nas solu¢des numéricas obtidas em malhas
multiplas, em geral, os métodos de diferencas finitas e de volumes finitos se enquadram
neste conjunto. Alguns estimadores deste tipo sdo: delta, Richardson, GCI,

multicoeficientes e convergente (MARCHI, 2001).

Para o desenvolvimento deste trabalho serdo utilizados os estimadores de Richardson e

GCI, sendo que ambos se baseiam em solu¢des numéricas sobre trés malhas, podendo ser,

portanto classificados como estimadores a posteriori baseados em diversas malhas.

A incerteza de uma solugdo numérica ¢ calculada com os estimadores de erro, dos quais

se deseja que tenham as seguintes caracteristicas (MARCHI, 2001):

v

Confiabilidade: a magnitude da incerteza deve ser maior que a magnitude do erro de

discretiza¢do e ambos tem 0 mesmo sinal.

Acuracia: quando a magnitude da incerteza ¢ aproximadamente igual a magnitude do
erro de discretizacdo. Quanto maior € a acuracia da estimativa de erro, mais proximas

estdo as magnitudes da incerteza do erro.

Assim, os melhores estimadores sdo aqueles que fornecem uma incerteza confiavel e

acurada, ou seja, uma incerteza com magnitude apenas um pouco maior que a magnitude do

erro de discretizagdo. Neste trabalho serd considerado que incerteza e erro estimado possuem o

mesmo significado.
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3.4 Estimador de Richardson

3.4.1 Baseado na ordem assintética

Segundo Marchi (2001), o erro de truncamento de uma equacao diferencial ou de uma

aproximacao numérica qualquer pode ser expresso da seguinte forma:

e(@)=c,h™ +c,h™ +c,h™ + ... (3.3)

onde os coeficientes ¢, podem variar com a coordenada x mas independem do tamanho / dos

elementos da malha, esta equacdo ¢ conhecida como equagdo geral do erro de truncamento. Por

definicdo as ordens verdadeiras p, sdo os expoentes de / dos elementos ndo-nulos de Eq. (3.3),

e o menor expoente de /# ¢ chamado de ordem assintdtica p,, que satisfaz a condigdo p, >1.

Quando o tamanho /4 dos elementos da malha tende a zero, o primeiro termo do erro de

truncamento ¢ o principal componente, ou seja, ¢ ele quem determina o valor de ¢ .

De acordo com o estimador de Richardson (ROACHE, 1994), a incerteza U,, de uma

solucdo numérica ¢ ¢ calculada através de:

Up=0,-9., (3.4)

onde ¢ representa a solugdo numérica de qualquer variavel de interesse e o simbolo ¢ designa

a estimativa do valor da solucdo analitica. O valor de ¢_ ¢ obtido através da extrapolacdo de

Richardson, generalizada (ROACHE, 1994), que ¢ dada por
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¢.(p.)=¢ +(—)(¢ ) (3.5)

onde @, e @, sdo as solucdes numéricas obtidas com malhas fina e grossa, isto ¢, com malhas
cujo tamanho % dos elementos € A, e h,, respectivamente; p, ¢ a ordem assintotica do erro de

discretizacdo; e ¢ ¢ a razdo de refino da malha, definida por

hy

q=7" (3.6)

Com a substituicao da Eq. (3.5) na Eq. (3.4), o estimador de Richardson resulta em:

U (¢1 ) = (¢1 — 9> ) (3.7)

qPL _1 ’

Caso haja interesse, a substitui¢do da Eq. (3.5) e de @, na Eq. (3.4) fornece a incerteza

da solug¢do numérica obtida na malha grossa 4, .

A utilizagdo da Eq. (3.7), para estimar a solugdo analitica ¢, e por conseguinte o

estimador de Richardson, pode levar a uma sub ou sobre-estimativa da estimativa numérica,

dependendo se onde o algoritmo de refinamento da malha atuou ¢ critico ou nio.

O estimador de Richardson fornece, além da magnitude da incerteza, o seu sinal, isto &,

se ¢, € maior ou menor que ¢, . A diferenca entre ¢ e ¢, define o sinal de U, pois a razio de

refino da malha g e p, sempre sdo maiores do que a unidade, fazendo com que o denominador

da Eq. (3.7) seja sempre positivo.
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3.4.2 Baseado na ordem aparente

Para o caso em que a ordem assintdtica ndo ¢ conhecida, pode-se aproximar o valor da

estimativa da solugdo analitica do problema através da chamada ordem aparente p,, .

Segundo Marchi e Silva (2002), a ordem aparente p,, ¢ definida como a inclinacdo local

na curva da incerteza da solu¢do numérica versus o espacamento da malha 2 em um grafico
logaritmico Seu calculo permite verificar na pratica, isto é, a posteriori das solugdes numéricas,
se a medida que % ¢ reduzido, a ordem de incerteza das solugdes numéricas tende a ordem
assintotica dos erros de truncamento, ordem esta que ¢ um resultado teorico, obtido a priori das

solu¢des numéricas.

O calculo da ordem aparente ¢ feito a partir da solugdo numérica do problema em trés

diferentes malhas (hl, hz,h3), denominadas de fina, grossa e supergrossa respectivamente, cujas

solugdes numéricas sdo ¢, ¢, ed,.

Matematicamente, a ordem aparente p,, € obtida a partir de

K,h" =U(g), (3.8)

onde K, ¢ um coeficiente que ¢ admitido ser independente de 4.

A incerteza U da solu¢do numérica ¢ calculada pela diferenca entre a solugdo analitica

estimada ¢ para a varidvel de interesse e sua solucdo numérica ¢, conforme ja foi mostrado

na Eq. (3.4),

Assim, com a Eq. (3.8) em (3.4), tem-se

K,h'" =4, —¢. (3.9)
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Aplicando-se a Eq. (3.9) a trés malhas diferentes (/,4,,4,), cujas solugdes numéricas

sdo ¢,,9, ed,, obtém-se

¢oo _¢1 = KUhlpU > (3.10)
g, — ¢ =K,h", (3.11)
¢, — ¢, =K,h", (3.12)

Nestas trés equagdes sao conhecidos os valores de @,,8,,4;,h,,h, e h,, e as incognitas sdo

¢oc’KU epU'

Considerando-se a razdo de refino constante, a solu¢ao das Egs. (3.10) a (3.12) resulta

cm

6. (py)=¢ + 4-4:) (3.13)

qPU _1

onde ¢g ¢ dado pela Eq. (3.6) e

¢2 _¢3
1 rZ o r3
Og[ ¢1 _¢2 j

. 3.14
log(q) 19

Py =

A expressdo para ¢ dada na Eq. (3.13), ¢ a propria extrapolacdo de Richardson, ja
apresentada na Eq. (3.7), apenas trocando-se nesta p, por p,, . Para o estimador de Richardson
U, dado na Eq. (3.4), e com a Eq. (3.13), a incerteza da solugdo numérica ¢ obtida na malha

fina h, ¢
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h=¢) (3.15)

-
1

Up (¢1 ) =

A ordem aparente p,, pode ser calculada para qualquer problema e varidvel de interesse,
o mesmo vale para ¢ calculado com a Eq. (3.13). Porém, para calcular ¢, e p, sdo

necessarias trés solugdes numéricas.

A ordem aparente so ¢ igual a ordem assintdtica, em qualquer 4, se a equacao geral do
erro de truncamento, Eq. (3.16) for constituida por um unico termo. Porém, geralmente existem

varios ou infinitos termos para & # 0, entdo p,, geralmente é diferente de p, . Mas para 7 — 0,

Py —> p, porque o primeiro termo do erro passa a dominar o seu valor total (MARCHI, 2001).

E(¢)=ch" +c,h” +c,h” + .. (3.16)

A aplicagdo exata destes estimadores generalizados do erro da malha, baseado em
Richardson requer que a taxa de convergéncia da malha observada se iguale a taxa de
convergéncia formal. Este requerimento implica que a ordem conduzida do termo do erro de

truncamento na série de Taylor verdadeiramente domine o erro (ROACHE, 1997).

De acordo com as Egs. (3.4) e (3.5), a representacdo correta da solugdo numérica ¢ e

sua incerteza U, obtida com o estimador de Richardson ¢

p=¢+Upuld). (3.17)

Existe pelo menos uma alternativa a representagdo dada na Eq. (3.17). Considerando-se

que U, seja acurado, em principio se poderia admitir que a solu¢do numeérica fosse igual a

solucdo extrapolada ¢, , dada na Eq. (3.5), em vez da solugdo obtida na malha fina ¢,
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eliminando-se assim o erro estimado U,,. Mas com este procedimento ndo se teria previsdo de

erro de ¢, caindo-se no mesmo problema de obter uma solugdo numérica e apresenta-la como
resposta sem qualquer incerteza. Para resolver esta dificuldade, uma possibilidade ¢ considerar a

solucdo numérica igual a solugdo extrapolada ¢ e a incerteza igual ao modulo de U,,, isto ¢,

=0, +|U.(4). (3.18)

3.5 Estimador GCI

Geralmente em célculos da engenharia, o que ¢ procurado ndo ¢ um “erro verdadeiro
limitado”, mas apenas uma “faixa do erro”, isto ¢, uma tolerancia na exatiddo da solugdo, que de
fato pode ser excedida, mas em qual o usuario pode ter algum nivel pratico de confianca

(ROACHE, 1998).

A motivagdo para a proposta do Indice de Convergéncia da Malha (GCI) é a
inconsisténcia e a confusdo relatada no estudo do refinamento da malha na engenharia e na
literatura cientifica. O GCI ¢ baseado em um estimador de erro do refinamento da malha

derivado da teoria da extrapolagdo generalizada de Richardson (ROACHE, 1994).

Apresentado primeiramente por Roache (1994 e 1997) o Grid Convergence Index — GCI
tem como idéia principal relacionar o valor do erro numérico entre duas malhas (¢; - ¢-) obtido
com um estudo de refinamento qualquer, ndo importando quais sejam os valores para a razao de
refino e da ordem aparente (ou assintdtica) usadas com o valor do erro numérico para 0 mesmo
problema com a mesma malha fina usando os valores de ordem aparente (ou assintotica) e de

razao de refino iguais a dois (ROACHE, 1994).

Este valor equivalente ¢ proposto pelo GCI, para a solu¢do da malha mais fina como

sendo (ROACHE, 1998)
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UGC[(¢1): F |¢1 _¢2|

[ (3.19)

onde F; ¢ um fator de seguranc¢a com valor igual a trés, para aplicagdes em geral, os demais

parametros da Eq. (3.19) seguem as definicdes dadas anteriormente. Este estimador também

pode ser empregado com a ordem aparente p,, . Neste caso,

|¢1 _¢2|

UGCI(¢1):FS(qu__1)'

(3.20)

O resultado das Egs. (3.19) ou (3.20) representa uma banda ou um intervalo de incerteza

em torno da solucdo numérica ¢, . Esta incerteza numérica apresenta uma confianga em torno de

94% (ROACHE, 1998).

Quaisquer que sejam a razdo de refino de malha ¢ e a ordem assintotica p, do erro de

discretizagdo, a razdo entre o valor de incerteza calculada pelo estimador GCI e o erro de

discretizagdo tende ao valor do fator de seguranca F; quando /7 — 0. Portanto, para o valor
recomendado por Roache (1994) para F;, a acurdcia do modelo numérico calculada pelo

estimador GCI, mesmo para & — 0, nunca ¢ muito boa, pois tende a trés.

De acordo com a Eq. (3.20), a representacdo correta da solugdo numérica ¢ e sua

incerteza U, obtida com o estimador GCI ¢

¢:¢1iUGCI(¢1)9 (3.21)

onde ¢, € a solugdo numérica obtida com a malha mais fina, isto ¢, com a malha cujo tamanho 4

dos elementos ¢ 4, ; e lembrando-se que o calculo da incerteza U, também envolve ¢, que é a
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solucdo obtida com a malha grossa, isto ¢, obtida com a malha cujo tamanho / dos elementos da

malha € 7, .

3.6 Ordem Efetiva

De acordo com Marchi (2001), para os problemas cuja solu¢do analitica ¢ conhecida, a
ordem efetiva pode ser usada para verificar a posteriori se, a medida que & — 0, obtém-se a

ordem assintdtica p, do erro de discretizacdo, que ¢ um resultado tedrico obtido a priori. A

ordem efetiva do erro verdadeiro ¢ definida por (Marchi, 2001):

e

. 3.22
log(q) (322

3.7 Estimador Convergente

Segundo Marchi e Silva (2002, 2005), a solug¢do analitica de uma varidvel de interesse ¢

limitada por ¢, ( P L) e por ¢, ( pu) quando a ordem aparente p, ¢é convergente. Baseado nisto, a

solu¢do numérica convergente ¢. pode ser definida como sendo uma média dos valores ¢, ( p L)

e 4,(p,), isto é:

4 = | w(pL);m (2. )]’ (3.23)
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onde ¢w(pL) e ¢w(pu) sdo obtidos pela extrapolagdo de Richardson, Egs. (3.5) e (3.13),

respectivamente. A incerteza de ¢, ¢ dada por:

_[¢.(p.)-0.(p.)
2

Uc , (3.24)

onde U, ¢é chamado de Estimador Convergente de Erro.

Para o uso de ¢. e U, uma representagdo aceitavel de uma solugdo numérica ¢ ¢é

p=¢.tU.. (3.25)
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4 Problema de Shih para Re=1

4.1 Definicdo do Problema

O enfoque deste capitulo € a resolugdo do problema que trata do escoamento recirculante
descrito por Shih et al. (1989), para o qual a solucdo analitica ¢ conhecida. Por brevidade, no
texto subseqiiente, este problema sera referenciado apenas por Problema de Shih. Este problema
consiste em uma cavidade quadrada (figura 4.1), na qual a parede superior movimenta-se com
velocidade conhecida e um termo fonte atua sobre o escoamento. As varidveis de interesse sdo:

a forca que a placa superior exerce sobre o fluido devido ao seu movimento (F); o fluxo de
massa, que sera obtido através das linhas de corrente (M ) e por integracdo, os perfis de

velocidades u ¢ v, onde sera fixado o centro do dominio de calculo em cada uma das direcdes, e
variadas as coordenadas na outra. Também sera analisada a velocidade central em cada uma das

direcdes.

u=f(x)
—

B(x,y,Re)

—>
(L0)
Figura 4.1: Dominio de calculo para o problema da cavidade quadrada (Shih et al. 1989)

O problema em questao é governado pelas seguintes equacdes adimensionais:

V.i=0, (4.1)
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iV = vy _ﬁ_p’ 4.2)
Re ox
ﬁ-VVZvav—a—p—B(x,y,Re). (4.3)
Re oy

As condi¢des de contorno para as velocidades u e v s@o do tipo Dirichlet, assumindo

zero em todos os contornos, exceto no superior onde:
u(x)=16(x* - 2x° +x2). (4.4)

A Eq. (4.4) também indica que u(0,1)=0 e u(1,1)=0, o que elimina a ambigiiidade de

especificar velocidades diferentes nos cantos superiores da placa.

Uma forca de corpo existe na direcdo y e € prescrita como

B(x,y,Re)= _Rie[24FF(x)+ 21" (x)e"(v)+ f "'(x)g(y)]—’ (4.5)

64[F, (x)G, (v)- g(y)F (x)]
onde

fx)=x* —2x* +x7, (4.6)

g =y"-»>, (4.7)

3

FF(x)= [ f(x)dx =02x" - 0,5x* +% : (4.8)
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F(x)=f(x)/(x)-[f(x)] = -4x® +12x° —14x* +8x* —2x7, (4.9)
Fy(x)= [ £(x)f (e)x = 0,5[f(x)F (4.10)
G (y)=gW)g"(v)=-24y> +8y° —4y, (4.11)

sendo que os apostrofos indicam as derivadas totais das fun¢des com respeito a x € y conforme o

Caso.

As variaveis de interesse, neste caso as variaveis globais, ja foram definidas no capitulo

2: a forga da placa é representada pela Eq. (2.68) e o fluxo de massa pelas Egs. (2.70) e (2.73).

A forma de obtencdao das varidveis locais, neste caso, os perfis de velocidade e as
velocidades centrais nas duas diregdes, ja foi descrita no capitulo 2. O dominio de calculo bem
como a condi¢do de contorno aplicada a este problema, estdo representadas esquematicamente

na figura 4.1.

Os dados fixos para a resolugdo do problema, ou seja, que ndo sdo fungdo dos

parametros variaveis podem ser observados na tabela 4.1:

Tabela 4.1: Dados fixos para o problema de Shih

Numero de Reynolds 1
Comprimento do dominio de célculo Im
Largura do dominio de calculo Im
3
Massa especifica do fluido (,0) lkg/m
Viscosidade (,u) 1Pa.s

4.2 Solucédo Analitica

A solugdo analitica para este problema ¢ conhecida e ¢ dada por (Shih ef al. 1989)
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u(x, 1) =8/ (x)g'(v) = 8x* —2x + x> J4y® —2), (4.12)

v(x,y) = —8f'(x)g(y) = —8(4x3 —6x7 + 2ny4 - y2 ), (4.13)

plx.y)= %[F (g ()+ /() ()] + 645 (2)g (e ()~ [ WP | @.14)

As variaveis de interesse também possuem solugdo analitica, conforme pode ser

observado no capitulo 2.

L. Ou
F=u (—] zdx (4.15)
J-O ay tampa
M, ==pY s (4.16)
M, = Ox/ * v | 4.17)

O valor da solu¢do analitica para os perfis das velocidades u e v foram obtidos através da
substitui¢do das coordenadas desejadas nas Eqs. (4.12) e (4.13). A solugdo analitica para todas
as varidveis de interesse pode ser observada na tabela 4.2, inclusive para as velocidades centrais

(u(0,5,0,5) e v(0,5;0,5)).
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Tabela 4.2: Solucéo analitica das variaveis de interesse para o problema de Shih

Variavel de interesse Solug¢do analitica

Forga da placa g N =22,6666666667 N

Fluxo de massa que escoa na cavidade (total) % ke/s=0,125kg /s

Fluxo de massa que escoaem y=0,5 e
x[0;0,5] (com v,)
u(0,5:0,5) —0,25m/s
1(0,5;,5) 0m/s

%kg/s =0,09375kg/s

4.3 Solugdo Numérica

Para a obtencao da solugdo numérica foi utilizado o Método dos Volumes Finitos, cujo
modelo numérico foi descrito no capitulo 2. As aproximagdes que foram utilizadas na
discretizacdo das Egs. (4.1), (4.2) e (4.3) foram: CDS (Central Differencing Scheme) com
correcdo adiada para os termos advectivos e CDS para os termos difusivos e de pressdo
(MARCHI e SCHNEIDER, 2004). Dessa forma, chegou-se as Eq. (2.5) a (2.61 f) para os
coeficientes e termo fontes, sendo que para este problema, para Eq. (2.21), representada neste

capitulo pela Eq. (4.18) tem-se:

¢ _ 1,9 [ S
b, =bl+b, +b” (4.18)
AxAyAz
bt = PV Aty ?,, (4.19)

onde ¢ ¢ a variavel de interesse.

b = —@Ay& : (4.20)
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; . , “.21)
b5 =0, (4.22)
bS = L|S”], Axayaz, (4.23)

onde L[S”]p ¢ dado pela Eq. (4.5).

Para se resolver o sistema de equagdes que surge da discretizacdo das equagdes
diferenciais envolvidas foi utilizado o método MSI (SCHNEIDER e ZEDAN, 1981) ja descrito
no capitulo 2.

Para monitorar o processo iterativo, foi utilizado o critério de convergéncia baseado no
residuo, sendo que o procedimento foi iterado até que o erro de maquina fosse atingido, ou seja,
foi fixado um nimero de iteracdes conforme o tamanho da malha. Neste trabalho, foi calculada
uma norma que tem como base os resultados obtidos em iteragdes anteriores, com seus

respectivos coeficientes utilizados na obtengao das solucdes, conforme descrito no capitulo 2.

O programa computacional foi implementado na linguagem FORTRAN/95, sendo que
os arquivos de resultados foram gerados do dia 13/10/2005 ao dia 28/10/2005, com o software
Compaq Visual Fortran 6.6. O programa tem o nome Stokes 1p3.exe, versdo release, projeto
tipo QuickWin Application. Este programa computacional se encontra disponivel no enderego

ftp://ftp.demec.ufpr.br/cfd/monografias/2006_ ROBERTA SUERO MESTRADO e para a

obtencdo dos resultados das varidveis globais e locais foi utilizada precisdo dupla. O
computador empregado para a resolucao deste trabalho foi o CFD4 do LENA 2 (Laboratério de
Experimentacdo Numérica - UFPR), que possui um processador Intel Pentium 4 com 3,4 GHz,
com memoria de 4 GB RAM. Os dados numéricos fixos do problema podem ser observados na

tabela 4.3:
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Tabela 4.3: Dados numéricos fixos do problema de Shih

Tolerancia do MSI paraue v 0,1
Tolerancia do MSI para p’ 0,01

Numero de iteragdes internas no MSI parauev| 5
Numero de iteragdes internas no MSI parap’ | 10

A memoria computacional utilizada na resolugdo deste problema foi observada através
do gerenciador de tarefas do Windows, que foi acessado durante a resolugcdo do problema. O
tempo de processamento foi medido usando-se a fun¢do TIMEF da biblioteca PORTLIB do
FORTRAN/95, e corresponde ao ciclo iterativo externo, ou seja, dos passos 2 ao 17 do
algoritmo computacional descrito no capitulo 2. Através de testes realizados no dia 31/10/2005,
sem conexao com a internet, para malhas com 16, 32 e 64 nds, verificou-se que a incerteza desta

funcao ¢ aproximadamente de 0,31 %.

Para a obtenc¢do da incerteza do tempo computacional, foram realizadas dez simulagdes,
que tiveram seus tempos anotados, para cada uma das malhas citadas, sendo que foi feita uma
média aritmética simples para cada malha. Foram obtidas também as diferencas entre o0 maximo
e 0 minimo tempo obtido para cada uma das malhas. Para a obten¢do da percentagem foi

considerada a maior diferenca entre as trés malhas com relagao a sua média correspondente.

Para a andlise do problema da cavidade quadrada (Shih et al. 1989) foram realizadas as
seguintes simulacdes, sendo que o nimero de volumes de controle referenciados nas tabelas 4.4

e 4.5 correspondem a cada dire¢do (x e y):

Tabela 4.4: Identificacdo das simulacdes realizadas para o problema do Shih

Nome da simulagdo Caso 0002 | Caso 0004 | Caso 0008 | Caso 0016 | Caso 0032
Numero de volumes de controle 02 04 08 16 32
Incremento de tempo Af (S ) 0,05 0,05 0,05 0,05 0,02
Memoéria computacional (MB) 1,56 1,58 1,58 1,60 1,80
Numero total de itera¢des externas 1000 1000 1000 3000 5000
Tempo de processamento 0,06s 0,09s 0,19s 1,55s 9,28s
Tamanho dos volumes —% (m) 0,5 0,25 0,125 0,0625 0,03125




Tabela 4.5: Identificacdo das simulacdes realizadas para o problema do Shih

Nome da simulagdo Caso 0064 | Caso 0128 | Caso 0256 | Caso 0512 | Caso 1024
Numero de volumes de 64 128 256 512 1024
controle
Incremento de tempo At (S) 0,01 0,005 0,002 0,001 0,0005
Memoria computacional (MB) 2,66 5,8 18,3 62,1 266
Numero total de iteragdes 7000 12000 20000 30000 100000
externas
Tempo de processamento 46,20s 6min 26s | 1h 49min 13h 32min Sdias 20h
Tamanho dos volumes —4 (m) | 0,015625 | 0,0078125 | 0,00390625 | 0,001953125 | 0,0009765625
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As simulacdes descritas nas tabelas 4.4 ¢ 4.5 geraram os resultados evidenciados a seguir

para cada variavel de interesse. Para a for¢a da placa (obtida com UDS-2 e com UDS) e o fluxo

de massa (total e com v,) que sdo as duas varidveis globais analisadas neste problema, a

identificacdo e os resultados estdo dispostos nas tabelas 4.6 a 4.9 respectivamente. Nestas

tabelas, o numero de algarismos significativos corresponde ao nimero de algarismos sem erro

de maquina, a coluna que diz respeito a iteracdo corresponde a iteragdo em que foi atingido o

erro de maquina, aproximadamente. A coluna do residuo corresponde ao residuo obtido com as

Egs. (2.65) a (2.67). Neste trabalho ndo serd adotada notagdo cientifica para apresentar os erros

numéricos, bem como os seus estimadores de erros, devido ao enfoque do trabalho e também a

facilidade em se observar como o erro numérico diminui a cada refinamento da malha com a

representacdo aqui adotada.

Tabela 4.6: Solugéo e erros numéricos para a for¢a da placa com UDS para o problema de Shih

Nome da h (m) Solugdo Numérica | Numero de Erro numérico Iteragdo | Residuo
simulagdo algarismos (erro de
significativos maquina)
Caso_0002 0,5 1,2272132095161 16 1,43945345715056 100 2,93E-14
Caso 0004 0,25 1,8505675564558 16 0,81609911021084 150 1,89E-14
Caso_0008 0,125 2,4079945083651 16 0,25867215830153 550 2,11E-14
Caso 0016 0,0625 2,6190546061892 16 0,04761206047738 2000 |4,56E-14
Caso 0032 0,03125 2,6632824721797 16 0,00338419448688 3000 | 1,97E-13
Caso 0064 0,015625 2,6683742687000 15 -0,00170760203342 | 5500 | 7,94E-13
Caso 0128 0,0078125 2,6677759320424 15 -0,00110926537582 | 10000 | 3,19E-12
Caso 0256 | 0,00390625 |2,6671197557460 15 -0,00045308907930 | 15000 | 1,31E-11
Caso 0512 | 0,001953125 |2,6668245379028 15 -0,00015787123620 | 25000 |S5,12E-11
Caso 1024 | 0,0009765625 | 2,6667173686170 13 -0,00005070195037 | 40000 | 2,04E-10
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Tabela 4.7: Solugéo e erros numéricos para a forga da placa com UDS-2 para o problema de Shih

Nome da h (m) Solugdo Numérica | Nuamero de Erro numérico Iteragdo | Residuo
simulagdo algarismos (erro de
significativos maquina)
Caso 0002 0,5 1,2953553491935 16 1,37131131747315 100 2,93E-14
Caso 0004 0,25 1,9924824875369 16 0,67418417912970 150 1,89E-14
Caso 0008 0,125 2,5977367031883 16 0,06892996347828 550 2,11E-14
Caso 0016 0,0625 2,7464463478815 16 -0,07977968121493 2000 | 4,56E-14
Caso 0032 0,03125 2,7315261153258 16 -0,06485944865918 3000 | 1,97E-13
Caso 0064 0,015625 2,7026578394867 15 -0,03599117282004 | 5500 | 7,94E-13
Caso 0128 | 0,0078125 2,6847720334051 15 -0,01810536673844 | 10000 | 3,19E-12
Caso 0256 | 0,00390625 | 2,6755498410623 15 -0,00888317439562 | 15000 | 1,31E-11
Caso 0512 | 0,001953125 | 2,6710175652793 15 -0,00435089861269 | 25000 |5,12E-11
Caso 1024 | 0,0009765625 | 2,6688076111326 13 -0,00214094446603 | 40000 | 2,04E-10

Para a forca da placa tem-se que |EUDS| <|EUDS_2

, isto pode estar ocorrendo devido a

aproximac¢ao UDS (com ordem 1), que parece se comportar como CDS, que possui ordem 2.

Este fato pode ser decorrente do uso de volumes ficticios para a aplicagdo das condigdes de

contorno. A ordem aparente de aproximacdes de problemas unidimensionais pode apresentar

um comportamento diferente em problemas bidimensionais.

Tabela 4.8: Solugdo e erros numeéricos para o fluxo de massa total para o problema de Shih

Nome da h (m) Solu¢do Numérica | Numero de Erro Numérico Iteracdo | Residuo
simulagdo algarismos (erro de
significativos maquina)
Caso_0002 0,5 0,12784834881048 16 -0,00284834881048 100 2,93E-14
Caso 0004 0,25 0,12286868458004 16 0,00213131541995 150 1,89E-14
Caso_0008 0,125 0,12131118218761 16 0,00368881781238 550 2,11E-14
Caso 0016 0,0625 0,12422833833307 16 0,00077166166692 2000 | 4,56E-14
Caso 0032 0,03125 0,12471083677141 16 0,00028916322858 3000 | 1,97E-13
Caso 0064 0,015625 0,12494972306246 16 0,00005027693753 5500 | 7,94E-13
Caso 0128 | 0,0078125 | 0,12497598751872 16 0,00002401248127 10000 | 3,19E-12
Caso 0256 | 0,00390625 | 0,12499774510843 16 0,00000225489156 15000 | 1,31E-11
Caso 0512 | 0,001953125 | 0,12499943170196 16 0,00000056829803 25000 | 5,12E-11
Caso 1024 | 0,0009765625 | 0,12499985362679 15 0,00000014637320 | 40000 |2,04E-10
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Tabela 4.9: Solugéo e erros numéricos para o fluxo de massa obtido com v, para o problema de Shih

Nome da h (m) Solugdo Numérica | Numero de Erro Numérico Iteragdo | Residuo

simulagdo algarismos (erro de
significativos maquina)

Caso 0002 0,5 0,12784834881048 16 -0,03409834881048 100 2,93E-14
Caso_0004 0,25 0,10340080517883 16 -0,00965080517883 150 1,89E-14
Caso 0008 0,125 0,09540545610956 16 -0,00165545610956 550 2,11E-14
Caso 0016 0,0625 0,09406663996636 16 -0,00031663996636 2000 | 4,56E-14
Caso 0032 0,03125 0,09382161248018 16 -0,00007161248018 3000 1,97E-13
Caso 0064 | 0,015625 0,09376741151262 16 -0,00001741151262 5500 7,94E-13
Caso 0128 | 0,0078125 |0,09375432101247 16 -0,00000432101247 | 10000 | 3,19E-12
Caso 0256 0,00390625 |0,09375107810414 16 -0,00000107810414 | 15000 | 1,31E-11
Caso 0512 0,001953125 | 0,09375026937299 16 -0,00000026937299 | 25000 | 5,12E-11
Caso 1024 | 0,0009765625 | 0,09375006733147 15 -0,00000006733147 | 40000 | 2,04E-10

Para as varidveis locais, pode-se observar nas tabelas 4.10 e 4.11 a identificacdo e os

resultados para as velocidades centrais em cada uma das diregdes, ou seja, para u(0,5;0,5) e

v(O,S;,S). Nas tabelas 4.12 e 4.14 observam-se os resultados obtidos para cada um dos perfis,

sendo que serdo analisadas as velocidades em coordenadas pré-determinadas para cada uma das

diregdes. Nas tabelas 4.13 e 4.15, pode-se observar os erros numéricos obtidos para cada um dos

perfis de velocidade.

Tabela 4.10: Solucao e erros numéricos para a velocidade u central para o problema de Shih

Nome da h (m) Solugdo Numérica | Numero de Erro Numérico Iteracdo | Residuo
simulagdo algarismos (erro de
significativos maquina)
Caso_0002 0,5 0,00000000000000 16 -0,25000000000000 100 2,93E-14
Caso 0004 0,25 -0,17304285982132 16 -0,07695714017867 150 1,89E-14
Caso 0008 0,125 -0,22691056257610 16 -0,02308943742389 550 2,11E-14
Caso 0016 0,0625 -0,24364185557330 16 -0,00635814442669 2000 | 4,56E-14
Caso 0032 0,03125 -0,24836332388702 16 -0,00163667611298 3000 | 1,97E-13
Caso 0064 | 0,015625 -0,24958773553883 16 -0,00041226446116 5500 | 7,94E-13
Caso 0128 | 0,0078125 |-0,24989674184557 15 -0,00010325815442 | 10000 | 3,19E-12
Caso 0256 | 0,00390625 |-0,24997417375195 15 -0,00002582624804 | 15000 | 1,31E-11
Caso 0512 | 0,001953125 | -0,24999354274304 15 -0,00000645725695 | 25000 | 5,12E-11
Caso 1024 | 0,0009765625 | -0,24999838564713 15 -0,00000161435286 | 40000 | 2,04E-10
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Tabela 4.11: Solugao e erros numeéricos para a velocidade v central para o problema de Shih

Nome da h (m) Solugdo Numérica | Numero de Erro Numérico Iteragdo | Residuo
simulagdo algarismos (erro de
significativos maquina)

Caso 0002 0,5 0,00000000000000 16 0,00000000000000 100 2,93E-14
Caso_0004 0,25 -0,00006928055115 16 0,00006928055115 150 1,89E-14
Caso 0008 0,125 0,00015009012952 16 -0,00015009012952 550 2,11E-14
Caso 0016 0,0625 0,00009096493298 16 -0,00009096493298 2000 | 4,56E-14
Caso 0032 0,03125 0,00002718654767 16 -0,00002718654767 3000 | 1,97E-13
Caso 0064 0,015625 0,00000709096185 16 -0,00000709096185 5500 | 7,94E-13
Caso 0128 | 0,0078125 | 0,00000179145154 16 -0,00000179145154 | 10000 | 3,19E-12
Caso 0256 | 0,00390625 | 0,00000044903909 16 -0,00000044903909 | 15000 | 1,31E-11
Caso 0512 | 0,001953125 | 0,00000011233357 16 -0,00000011233357 | 25000 | 5,12E-11
Caso 1024 ]0,0009765625 | 0,00000002808803 16 -0,00000002808803 | 40000 | 2,04E-10

Tabela 4.12: Solugao numeérica para o perfil de velocidade u para o problema de Shih

Caso 0256 Caso 0512 Caso 1024

Solugdo Numérica Solugdo Numérica Solugdao Numérica

u(0,5;0,0625) -0,062014765105421 | -0,062012480390124 | -0,06201190915619
u(0,5;0,125) -0,12109726957761 -0,12109462998428 -0,12109396999160
u(0,5;0,1875) -0,17431819934251 -0,17431685459056 -0,17431651832915
u(0,5;0,25) -0,21874827070336 -0,21874956765706 -2,18749891905016
u(0,5;0,3 125) -0,25145818655069 -0,25146317929733 -2,51464427622838
u(0,5;0,375) -0,26951864415642 -0,26952809822125 -2,69530462035167
u(0,5;0,4375) -0,27000037120712 -0,27001474073747 -2,70018333593717
u(O,S;O,S) -0,24997417375195 -0,24999354274304 -2,49998385647133
u(0,5;0,5625) -0,20651098530207 -0,20653497200689 -2,06540969512880
u(0,5;0,625) -0,13668190976459 -0,13670953891798 -1,36716447166032
u(0,5;0,6875) -0,037558252800236 | -0,037587804348796 | -0,03759519320814
u(0,5;0,75) 0,093788462502444 | 0,093759616450562 0,09375240416250
u(0,5;0,8125) 0,26028650140301 0,26026205545616 0,26025594357168
u(0,5;0,875) 0,46486396373117 0,46484880322850 0,46484501328360
u(0,5;0,9375) 0,71044889458420 0,71044913676836 0,71044919818489




Tabela 4.13: Erros numéricos para o perfil de velocidade u para o problema de Shih

Caso_0256 Caso_0512 Caso_1024
Erro Numérico Erro Numérico Erro Numérico

u(0.50.0625) | 0000304635542 | 0000076164012 1 0000010040619
u(0.5:0125) | 0000035157761 | -00000087998428 | 1000021999160
u(0.5:0.1875) | 00000179300251 | 0:00000044834056 | 0000011207915

u(0.5025) | 0000017292063 | ~0-00000043234293 | ) 1000010809498
u(0,5:03125) | 50000665719930 | ~0-00000166445266 | 0000041612716
1(0,5:0.375) | _0,00001260584357 | -0.00000315177874 | 0 (0000078796483
1(0,50,4375) | .0,00001916004287 | -0:00000479051252 | _ 60000119765628

u(0.50.5) | 0,00002582624804 | ~0-00000645725696 | _0 0000161435286
1(0,5:0,5625) | _0,00003198344792 | -0,00000799674310 | _ 00000199923712
1(0,50,625) | _0,00003684023540 | -0.00000921108201 | _0 0000230283396
u(0,5:0,6875) | -0,00003940344976 | -0,00000985190120 | 4 00000246304185
1(0,50,75) | _0,00003846250244 | -0,00000961645056 | _0 (0000240416250
u(0,5:08125) | _0,00003259515301 | -0-00000814920616 | _0 00000203732168
1(0,50.875) | -0,00002021373117 | -0.00000505322850 | _0 (0000126328360
u(0,5:09375) | 0,00000032416579 | 0.00000008198163 | 00000002056510

Tabela 4.14: Solu¢do numérica para o perfil de velocidade v para o problema de Shih

Caso_0256 Caso_0512 Caso_1024

Solugdo Numérica Solugdo Numérica Solugdo Numérica

v(0,0625;0,5) 0,15379164615162 0,15380435599395 0,15380753425227
v(0,125;0,5) 0,24606631551962 0,24608689021983 0,24609203497092
v(O,l 875;0,5) 0,28561258630762 0,28563654376866 0,28564253428925
v(0,25;0,5) 0,28121862990489 0,28124215636168 0,28124803901214
v(0,3 125;0,5) 0,24167245142363 0,24169252607746 0,24169754552655
v(0,375;0,5) 0,17576202057450 0,17577644213397 0,17578004800347
v(0,4375;0,5) 0,09227533620396 0,09228270104902 0,09228454244094
v(O,S;O,S) 0,00000044903909 0,00000011233357 0,00000002808803
v(0,5625;0,5) -0,09227454338130 | -0,09228250271403 | -0,09228449284903
v(0,625;0,5) -0,17576151662425 | -0,17577631606708 | -0,17578001648165
v(0,6875;0,5) -0,24167234413195 | -0,24169249924317 | -0,24169753881709
v(0,75;0,5) -0,28121891655325 | -0,28124222807899 | -0,28124805694479
v(0,8125;0,5) -0,28561314211883 | -0,28563668282172 | -0,28564256905880
v(0,875;0,5) -0,24606691433094 | -0,24608704003011 | -0,24609207243041
v(0,9375;0,5) -0,15379202612892 | -0,15380445105819 | -0,15380755802298




Tabela 4.15: Erros numéricos para o perfil de velocidade v para o problema de Shih

Caso_0256 Caso_0512 Caso_1024
Erro Numérico Erro Numérico Erro Numérico

1(0,06250,5) | 60001694750837 | 0-00000423775604 1 5000105949772
v(0.12505) | (0000274348037 | ©-00000685978016 | 3600171502907
W0.187505) | 0.00003194494237 | 0-00000798748134 | 0000199696074

v0250.5) | 00003137000510 | ©-00000784363831 1o 100196008785
W0312505) | n0002676732636 | 0000069267253 | 0000167322345
v(0,375:0,5) | 0,00001922942550 | 0.00000480786603 | 0 00000120199652
v(0,43750,5) | 0,00000982004603 | 0,00000245520097 | (0000061380905

v(0,5:05) | -0,00000044903909 | -0,00000011233357 | _g (0000002808803
1(0,5625:0.5) | -0,00001061286869 | -0.00000265353596 | o 00000066340096
v(0,6250,5) | _0,00001973337574 | -0.00000493393291 | _g 0000123351834
v(0.,6875:0.5) | _0,00002687461804 | -0-00000671950683 | o 00000167993291
v(0,75:0,5) | _0,00003108344674 | -0:00000777192100 | _0 00000194305520
v(0,8125:0,5) | _0,00003138913117 | -0.00000784842827 | _ 60000196219119
v(0.875:0.5) | -0,00002683566906 | -0-00000670996988 | 4 00000167756958
v(0,9375:0,5) | -0,00001656762107 | -0.00000414269180 | 4 00000103572701

Para este problema podem-se ainda fazer comparagdes com Morais (2004), que em seu
trabalho utiliza malhas ndo-estruturadas e resolve este mesmo problema com o software CFX-5,
conseguindo resultados para malhas com 160 n6s em cada direcdo. Na tabela 4.16 se pode

comparar oS €rros numéricos:

Tabela 4.16: Comparacédo entre 0s erros NUMeEricos

Variavel de interesse Morais (2004) Presente trabalho (Caso 1024) | Presente trabalho (Caso 128)
Forc¢a da placa 0,012397823269340 0,0000507019503799 0,0011092653758200
Fluxo de massa 0,000046435300192 0,0000001463732010 0,0000240124812710

Na tabela 4.16 observa-se que os erros numéricos obtidos para a for¢ca da placa por
Morais na malha com 160 nés em cada direcdo ¢ uma ordem de grandeza maior que o
apresentado pelo presente trabalho na malha com 128 nds em cada dire¢do. Para o fluxo de

massa a diferenca ndo € tao significativa, mas o erro apresentado no presente trabalho ¢ menor.
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Para cada varidvel de interesse podem ser observados os resultados obtidos

numericamente, quando comparados as suas solucdes analiticas obtidas de Shih et al. (1989)

através das figuras 4.2 a 4.7.
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Nas figuras 4.8 a 4.10 podem-se observar as linhas de corrente e o campo de
velocidades para o problema de Shih. Estes graficos foram gerados a partir dos resultados
obtidos na malha com 128 ndés em cada dire¢do. Estas figuras foram obtidas com o uso do

software Matlab, sendo que mais detalhes sobre sua obtencdo podem ser observados no
Apéndice B.
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Figura 4.10: Campo de velocidades para o problema de Shih

Nas tabelas 4.17 a 4.24, a ordem efetiva é calculada com base em duas malhas:
uma grossa e outra fina. Por exemplo, o valor que aparece para o Caso 0004, ¢ o valor
correspondente a ordem efetiva obtida com as malhas fina (4X4 nés) e grossa (2X2 nds).

Ja a ordem aparente, ¢ obtida com base em trés malhas. Por exemplo, o valor
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correspondente ao Caso 0008, foi obtido com as seguintes malhas: malha fina (8 X8 nos),

malha grossa (4X4 nds) e malha supergrossa (2X2 nos).

Tabela 4.17: Ordens préticas da solu¢do numérica para a for¢a de placa obtido com UDS (problema

de Shih)

Nome da h (m) Razdo | QOrdem efetiva p, | Ordem aparente Pu
simula¢do de refino
Caso_0002 0,5 P e s
Caso_0004 0,25 2 0,81870486761690 | ~  ---------
Caso_0008 0,125 2 1,65761958869291 | 0,16126973986390
Caso_0016 0,0625 2 2,44172581060152 | 1,40112890492736
Caso_0032 0,03125 2 3,81444267839981 | 2,25462631581972
Caso_0064 0,015625 2 | e 3,11870896124065
Caso_0128 0,0078125 2 0,62236723479361 | = ---meee-
Caso_0256 | 0,00390625 2 1,29173792743048 | -0,13312602576343
Caso_0512 | 0,001953125 2 1,52104637912306 | 1,15230355821861
Caso_1024 | 0,0009765625 2 1,63863518885149 | 1,46188842530176

Tabela 4.18: Ordens préticas da solugdo numérica para a forca da placa obtido com UDS-2

(problema de Shih)

Nome da h (m) Razdode | Ordem efetiva p, | Ordem aparente p,,
simulacdo refino

Caso 0002 0,5 A T
Caso_0004 0,25 2 1,02434145387353 | = -m-memee-
Caso_0008 0,125 2 3,28993961640980 0,20388056838191
Caso_0016 0,0625 P 2,02504300509820
Caso_0032 0,03125 2 0,29870459854185 | = -m-m-me--
Caso_0064 0,015625 2 0,84967364499029 | -0,95221492254685
Caso_0128 0,0078125 2 0,99122571512535 0,69066980552165
Caso_0256 0,00390625 2 1,02727018023103 0,95563347873796
Caso_0512 | 0,001953125 2 1,02976191598408 1,02487410576229
Caso_1024 | 0,0009765625 2 1,02306602457042 1,03621921379661

Tabela 4.19: Ordens préticas da solucdo numérica para o fluxo de massa total (problema de Shih)

ggﬁj@%ﬁ) h (m) R?:gzje Ordem efetiva p, | Ordem aparente p,,
Caso 0002 0,5 A e

Caso 0004 0,25 e

Caso 0008 0,125 2 -0,79141441947461 1,67681408798718
Caso 0016 0,0625 2 2,25711819198829 |  ——-mem-

Caso 0032 0,03125 2 1,41608433642648 2,59596643279664
Caso 0064 0,015625 2 2,52391542352237 1,01420020863335
Caso 0128 0,0078125 2 1,06611228649928 3,18514044153394
Caso 0256 | 0,00390625 2 3,41265452582910 | 0,27159297321170
Caso 0512 | 0,001953125 2 1,98833843320749 3,68933451159523
Caso 1024 |0,0009765625 2 1,95699627993863 1,99905442754541




Tabela 4.20: Ordens praticas da solugdo numérica para o fluxo de massa com v,, (problema de Shih)

Nome da h (m) Razdo de refino | Ordem efetiva p, | Ordem aparente p,,
simulacdo

Caso 0002 0,5 R e I
Caso_0004 0,25 2 1,82098066102814 |  -----m---
Caso_0008 0,125 2 2,54342055161156 | 1,61245659071767
Caso_0016 0,0625 2 2,38631349229603 | 2,57820316976591
Caso_0032 0,03125 2 2,14456042562043 | 2,44994235297132
Caso_0064 0,015625 2 2,04016949058860 | 2,17655308300652
Caso_0128 0,0078125 2 2,01060024240809 | 2,04979838555119
Caso_0256 0,00390625 2 2,00287283975927 | 2,01316007560955
Caso 0512 | 0,001953125 2 2,00081940045473 | 2,00355615305585
Caso_1024 |0,0009765625 2 2,00025228380810 | 2,00100834575215

Tabela 4.21: Ordens préticas da solugdo numérica para a velocidade central u (problema de Shih)

Nome da h (m) | Razdo de refino | Ordem efetiva P | Ordem aparente p,
simulagdo
Caso_0002 0,5 e
Caso_0004 0,25 2 1,69980100198052 |  --------
Caso_0008 0,125 2 1,73682216564122 | 1,68363696720290
Caso_0016 0,0625 2 1,86055532904734 | 1,68687159982561
Caso_0032 0,03125 2 1,95783693742670 | 1,82524144800026
Caso_0064 | 0,015625 2 1,98912684490329 | 1,94714690919776
Caso_0128 | 0,0078125 2 1,99731438303929 | 1,98638049048133
Caso_0256 | 0,00390625 2 1,99934574407979 | 1,99663621652596
Caso_0512 | 0,001953125 2 1,99984472461469 | 1,99917935499840
Caso_1024 | 0,0009765625 2 1,99996547966316 | 1,99980446940140

Tabela 4.22: Ordens praticas da solugdo numérica para a velocidade central v (problema de Shih)

sli\lrglrﬁzg(;ao h (m) R?jgchie Ordem efetiva p, | Ordem aparente p,,
Caso 0002 0,5 A e
Caso 0004 0,25 A e T
Caso 0008 0,125 A e
Caso 0016 0,0625 2 0,72244670506314 | ~  ------——-
Caso 0032 0,03125 2 1,74241753279493 | -0,10929449884575
Caso 0064 0,015625 2 1,93883971983861 1,66618893793807
Caso 0128 | 0,0078125 2 1,98485231090166 | 1,92294767423946
Caso 0256 | 0,00390625 2 1,99621605775934 | 1,98103105342932
Caso 0512 | 0,001953125 2 1,99905183549905 | 1,99526872834889
Caso 1024 |0,0009765625 2 1,99976169653197 | 1,99881508537441
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Tabela 4.23: Ordens préticas para o perfil de velocidade u (problema de Shih)

Coordenadas

Ordem efetiva p,

Ordem aparente p,,

u(0,5;0,0625)

2,00002906937845

1,99986081961761

u(0,5:0,125)

2,00002931863537

1,99979373225011

u(0,5;0,1875)

2,00007709883765

1,99968494844365

u(0,5;0,25)

1,99987653593948

1,99995761582574

u(0,5;0,3125)

1,99995147825402

1,99983952613189

u(0,5;0,375)

1,99996311304817

1,99981829110399

1,99996608866854

1,99980979274725

u

1,99996547988641

1,99980446902931

u(0,5; 05625)

1,99996294816996

1,99980038396408

u(0,5;0,625)

1,99996023978766

1,99979956574794

u(0,5;0,6875)

1,99996101368821

1,99981016203434

u(0,5;0,75)

1,99997007824499

1,99984494828573

(
(
(
(
(
u(0,5:0,4375)
(o,
(
(
(
(
(

u(0,5;0,8125)

1,99998573209312

1,99990610652332

u(0,5;0,875)

2,00002686575431

2,00006881012290

u(0,5;0,9375)

1,99510218878576

1,97940557497295

Tabela 4.24: Ordens praticas para o perfil de velocidade v (problema de Shih)

Coordenadas

Ordem efetiva p

Ordem aparente p,,

v(0,0625;0,5)

1,99992004684690

1,99963784165196

v(0,125;0,5)

1,99992930551149

1,99969822700911

v(0,1875:0,5)

1,99993468152458

1,99972173398407

1(0,25;0,5)

1,99994241448286

1,99974583691262

v(0,3125;0,5)

1,99995230460092

1,99977417591217

v(0,375:0,5)

1,99996396866816

1,99980808685423

v(0,4375:0,5)

1,99997929391775

1,99985845201120

v(0,5;0,5)

1,99976169059741

1,99881509554903

1(0,5625:0.5)

1,99996308615264

1,99978119015731

1(0,625;0,5)

1,99995892737835

1,99978404720622

1(0,6875:0.5)

1,99995173353333

1,99977207501782

1(0,75;0,5)

1,99994434647481

1,99975634064857

v(0,8125:0,5)

1,99993814398682

1,99973984191819

v(0,875;0,5)

1,99993368498670

1,99972031199050

1(0,9375;0,5)

1,99992469626862

1,99965983858893

94



95

Pode-se observar que as ordens aparente e efetiva ndo foram calculadas em alguns
casos: para a forca da placa obtida com UDS (Caso 0064 e Caso 0128) e UDS-2
(Caso 0016 e Caso 0032), para o fluxo de massa total (Caso _0016) e velocidade central
v (Caso_0008 e Caso _0016). Isto ocorre devido a uma inversdo de sinal dos resultados
numéricos, o que ocasiona em um logaritmo negativo na obtengao destas ordens. Maiores

detalhes sobre esta inversao de sinais podem ser obtidos no Apéndice A.

Para os perfis de velocidade u e v sdo consideradas apenas as trés malhas mais
finas, ou seja, com 256X256, 512X512 e 1024X1024 no6s para o calculo da ordem
aparente, ja para o calculo da ordem efetiva sdo consideradas apenas as duas malhas mais

finas.

Nas tabelas 4.25 e 4.26, pode-se comparar as ordens praticas para a for¢a da placa

e para o fluxo de massa obtidas por Morais (2004) e neste trabalho.

Tabela 4.25: Comparacéo entre as ordens praticas para a forga da placa

Morais (2004) Presente trabalho (Caso 1024) | Presente trabalho (Caso 128)
Ordem aparente | 2,126847464917900 1,4618884283017600 Inexistente
Ordem efetiva Inexistente 1,6386351888514900 0,6223672347936160

Na tabela 4.25 pode-se observar que a ordem aparente que foi obtida por Morais

(2004) estd mais proxima do valor teérico, enquanto que a ordem efetiva apresentada

neste trabalho ¢ mais coerente do que a obtida por Morais (2004).

Tabela 4.26: Comparacéo das ordens praticas para o fluxo de massa

Morais (2004)

Presente trabalho (Caso 1024)

Presente trabalho (Caso 128)

Ordem aparente

2,469301631896430

1,9990544275454100

3,1851404415339400

Ordem efetiva

1,594232589816090

1,9569962799386300

1,0661122864992800
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Na tabela 4.26 para o fluxo de massa, as ordens praticas obtidas no presente

trabalho mostraram-se bem mais proximas do valor tedrico do que o obtido por Morais

(2004).

As ordens praticas para cada uma das variaveis de interesse também podem ser

observadas nas figuras 4.11 a 4.16, que estdo dispostas a seguir, sendo que para as

variaveis globais e para as velocidades centrais (varidveis locais), foram considerados os

resultados obtidos em todas as malhas. Conforme se pode observar nas figuras 4.11 e

4.12, as ordens aparente e efetiva para a for¢a da placa nao estdo tendendo para a ordem

assintotica (teorica) a medida que a malha estd sendo refinada, o que pode ser entendido

levando-se em conta as considera¢des do Apéndice A.

—=— Ordem assintética
——e— Ordem aparente
Ordem efetiva

Ordens aparente, efetiva e assintética

T
1E-3 0,01 0,1

log (h)

Figura 4.11: Ordens aparente, assintética e
efetiva por h para a forga da placa com UDS

—=— Ordem assintética
2 —e— Ordem aparente
Ordem efetiva

Ordens aparente, assintética e efetiva

Ordens aparente, efetiva e assintética

—=— Ordem assintotica
—e— Ordem aparente
Ordem efetiva

Figura 4.12: Ordens efetiva, aparente e assintética
por h para a forca da placa com UDS-2

Figura 4.13: Ordens aparente, assintotica e
efetiva por h para o fluxo de massa total



Ordens aparente, assintética e efetiva

Ordens aparente, assintética e efetiva

3.04

2,04

—m=— Ordem assintética
—e— Ordem aparente .
Ordem efetiva . \

N

—a

229

2,04

—m=— QOrdem assintotica
—e — Ordem aparente
Ordem efetiva

68

Figura 4.14: Ordens aparente, assintotica e
efetiva por h para o fluxo de massa com v,

Ordens aparente, efetiva e assintética

254

2,04

154

054

0,04

-0,54

—=— Ordem assintotica|\

—=e— Ordem aparente
Ordem efetiva

T T
1E-3 0,01

01

Figura 4.15: Ordens aparente, assintética e
efetiva para a velocidade u central

Figura 4.16: Ordens aparente, assintética e
efetiva para a velocidade v central

Na figura 4.13, para o fluxo de massa total, ndo se pode concluir a que valor as
ordens praticas estdo tendendo, pois tanto a ordem aparente, quanto a ordem efetiva estao

oscilando.

Nas figuras 4.14, 4.15 e 4.16, as ordens aparente e efetiva t€ém um comportamento

esperado, ou seja, estdo tendendo para a ordem assintotica.

As ordens assintdticas praticas (valor a que a ordem aparente esta tendendo) e

ordem assintotica tedrica (valor obtido com andlises a priori) para cada uma das variaveis

teorico

de interesse podem ser observadas na tabela 4.27, onde estdo listados os valores de p;

pratico

(ordem assintética tedrica) € p; (ordem assintotica pratica).



Tabela 4.27: Ordens préticas para as variaveis de interesse para o problema de Shih

Variavel de interesse

Ordem assintética pratica

Ordem assintotica (tedrica)

Forga da placa com UDS

2 ? (inconclusivo)

1

Forga da placa com UDS-2

1

Fluxo de massa total

2 ? (inconclusivo)

Fluxo de massa com v, 2
Velocidade central u 2
Velocidade central v 2

NN
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Na tabela 4.27, para a for¢a da placa obtida com UDS e o fluxo de massa total, a
ordem assintdtica pratica resultou em valores “inconclusivos”, pois ndo se aproximam de
um valor, estes valores estdo oscilando, conforme pode ser visto na figura 4.11 para a forca

da placa com UDS, e na figura 4.13 para o fluxo de massa.

Para o fluxo de massa obtido com UDS-2, observa-se na figura 4.12 que suas ordens
praticas estdo tendendo para um valor diferente ao da ordem assintotica, o que pode ser

entendido com as analises feitas no apéndice A.

4.4 Verificacdo da solugdo numérica

Para cada variavel de interesse foi estimado o erro da solugdo numérica e foi
também avaliada a acurécia e a confiabilidade do erro estimado, sendo que, cada estimador
foi obtido com base nas trés malhas mais finas, ou seja, 256X256, 512X512 e 1024X1024
nods. Na tabela 4.28, a variavel forga sobre a placa foi analisada com as duas aproximagdes
numéricas utilizadas neste trabalho, e também foi avaliada com a ordem aparente e com o

pratico

p. ", que é o valor a que a ordem aparente est4 tendendo.

Tabela 4.28: Estimativa do erro da solu¢do numérica para as variaveis de interesse (problema de Shih)

Variavel de interesse | Erro verdadeiro (malha Uz, (¢1 N ) U R'(¢1 , pU) User (¢1 , p)
mais fina) ZT IT T
Forga da placa com -0,0000507019503 2,1137113073022 1,2046087165514 6,3411339219066
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UDS ( ptLeérico )

Forga da placa com

UDS-2 (pf™) -0,0021409444660 | 0,3440777628323 | 0,9822878108730 | 2,9468634326192
Forca da placa com

UDS ( pf" ) -0,0000507019503 | 0,7045704339251 | 1,2046087165514 | 6,3411339219066

Forga da placa com
UDS-2 ( pJ" ") -0,0021409444660 | 1,0322332883337 | 0,9822878108730 | 3,0966998650011
Fluxo de massa total |  0,0000001463732 | 0,9608426225909 | 0,9616827565194 | 2,8850482695584

Fluxo de massa com
v, -0,0000000673314 | 1,0002331801345 | 0,9993015961111 | 3,0006995404036
1(0,5;0,5) -0,0000016143528 | 0,9999680968161 | 1,0001488201062 | 3,0004464603188
v(0,5:0,5) -0,0000000280880 | 0,9997797790191 | 1,0008753813045 | 3,0026261439135

Na tabela 4.28, a forca da placa com UDS-2 ( p?"**), o fluxo de massa obtido com

v, € as velocidades centrais, u(O,S;O,S) e v(O,S;O,S), ja estdo na faixa convergente de p,,

pratico

ou seja, para a for¢a da placa com UDS-2 ( p;“*”) e o fluxo de massa obtido com v, tem-

se que U,l(p,)E<1<U,(p,)/E, e para as velocidades centrais tem-se que

URi(pL)/E <1<URi(pU)/E'

As estimativas obtidas com o extrapolador de Richardson obtidas por Morais (2004)
para o fluxo de massa, tanto para a ordem aparente quanto para a ordem assintotica, estao
oscilando, e nao tendendo para a unidade como deveriam. Comportamento diferente ao
obtido neste trabalho, onde estes valores se aproximam de 1 (Tabela 4.28). Para o
estimador GCI, as estimativas obtidas também oscilam nos resultados obtidos por Morais

(2004). Ja os descritos neste trabalho tendem a um valor fixo.

Para a for¢a da placa, as estimativas obtidas com o estimador de Richardson por
Morais (2004) ndo apresentam um comportamento esperado, pois também estdo oscilando.
Comportamento parecido ao observado neste trabalho, onde estes valores ndo estdo
proximos da unidade. Para o estimador GCI, os resultados obtidos neste trabalho também
nao sdo satisfatorios, pois dependem do estimador de Richardson, o mesmo ocorrendo para

os resultados obtidos por Morais (2004).

Nas tabelas 4.29 e 4.30, para os perfis de velocidade u e v, foram analisadas as

estimativas do erro da solu¢ao numérica.
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Tabela 4.29: Estimativa do erro da solugdo numérica para o perfil de velocidade u (problema de Shih)

in\In(iEiZg(; Erro verdadeiro Ui (27 Pr ) Ui (i; > Py ) UGCIl(;¢1 > P )
1(0,5,0,0625) | 0,00000019040619 | 1,0000268660809 | 1,0001555098649 | 3,0004665295949
u(0,5:0,125) | 0,00000021999160 | 1,0000270964479 | 1,0002177562082 | 3,0006532686246
u(0,5:0.1875) | 0.00000011207915 | 1,0000712563599 | 1.0003624995711 | 3,0010874987134
u(0,5:0,25) | .0,00000010809498 | 0,9998858998617 | 0,9999250676457 | 2,9997752029371
u(0,50,3125) | _0,00000041612716 | 0,9999551571388 | 1,0001034735816 | 3,0003104207450
1(0,5:0,375) | .0,00000078796483 | 0,9999659096535 | 1,0001338562345 | 3,0004015687036
1(0,5:0,4375) | _0,00000119765628 | 0,9999686596432 | 1,0001444622767 | 3,0004333868303
1(0,5:0,5) | 10,00000161435286 | 0,9999680970224 | 1,0001488201062 | 3,0004464619697
1(0,5,0,5625) | _0,00000199923712 | 0,9999657572776 | 1,0001502566234 | 3,0004507698702
u(0.5:0,625) | 10.00000230283396 | 0.9999632542675 | 1,0001485094907 | 3.0004455284722
1(0,5,0,6875) | _0,00000246304185 | 0,9999639694840 | 1,0001394299366 | 3,0004182898098
u(0,5:0,75) | -0,00000240416250 | 0,0999723467132 | 1,0001156537967 | 3,0003469613901
1(0,5:0,8125) | _0,00000203732168 | 0,9999868137193 | 1,0000735932796 | 3,0002207798390
u(0,5:0,875) | .0,00000126328360 | 1,0000248294603 | 0,9999612363520 | 3,0000744883809
u(0.5:0.9375) | 0,00000002056510 | 0.9954811361825 | 1.0146561946948 | 3.0430685840844

Tabela 4.30: Estimativa do erro da solugcdo numérica para o perfil de velocidade v (problema de Shih)

Sﬁgﬁggﬁ) Erro verdadeiro Upi (ﬁ; » P ) Upi (¢2j > Pu ) UGCIE(fl > P )
v(0,0625:0,5) | 0,00000105949772 | 0,9999261096439 | 1,0002608603213 | 3,0007825809639
v(0,1250,5) | 0,00000171502907 | 0,0999346660202 | 1,0002135938816 | 3,0006407816449
v(0,1875,0,5) | 0,00000199696074 | 0,0999396342771 | 1,0001968324979 | 3,0005904974938
v(0.250,5) | 0,00000196098785 | 0,9999467807436 | 1,0001816993004 | 3,0005450979012
v(03125:0,5) | 0,00000167322345 | 0,0999559208200 | 1,0001646446193 | 3,0004939338579
(0.375:0.5) | 0,00000120199652 | 0,9999667003943 | 1,0001440795588 | 3,0004322386766
v(0,4375:0,5) | 0,00000061380905 | 0,9999808636539 | 1,000111689966 | 3,0003350698984
v(05:0,5) | -0,00000002808803 | 0,9997797735353 | 1,0008753664005 | 3,0026260992016
v(0.5625:0.5) | -0.00000066340096 | 0.9999658847974 | 1.0001681266935 | 3.0005043800805




v(0,625:0,5) | .0,00000123351834 | 0,9999620413778 | 1,0001616414597 | 3,0004849243790
v(0.6875:0.5) | _0,00000167993291 | 0.9999553930591 | 1,0001660588091 | 3.0004981764275
v(0,750,5) | -0,00000194305520 | 0,9999485662133 | 1,0001737753837 | 3,0005213261511
v(08125,0,5) | .0,00000196219119 | 0,0999428341306 | 1,0001832936410 | 3,000549880923 1
v(0.875:0,5) | -0,00000167756958 | 0,0999387133225 | 1,0001972258506 | 3,0005916775520
v(0.9375:0,5) | -0,00000103572701 | 0,0999304063908 | 1,0002448221861 | 3,0007344665584
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Conforme pode ser observado na tabela 4.28, para a for¢a da placa obtida com UDS,
as incertezas calculadas com o estimador de Richardson, tanto com a ordem aparente como

com a assintotica, mostrou-se confiavel, mas de baixa acuracia, pois U, /E >>1, 0 mesmo

ocorrendo para o estimador GCI.

Para a forca da placa obtida com UDS-2, as incertezas obtidas com o estimador de
Richardson mostraram-se inacuradas, pois U Ri/ E <<1, ja o estimador GCI ¢é confiavel,

pratico

pois U, / |E| >>1. As razdes obtidas com p; para a for¢a da placa obtida com UDS

mostraram-se inacuradas pois U, /E <<1, ja a for¢a da placa obtida com UDS-2 mostrou-

se acurada e confiavel pois U, /E ~1.

Para os fluxos de massa, velocidades centrais e os perfis de velocidade, os
resultados apresentaram um comportamento semelhante. As incertezas obtidas com o
estimador de Richardson, tanto com a ordem assintotica como com a aparente, apresentam-

se acuradas e confiaveis, pois U, /E ~1, enquanto a incerteza obtida com o estimador GCI,
¢ considerada confidvel, mas de acuricia baixa, pois Uy /E>>1. Os resultados que estdo

dispostos nas tabelas 4.28, 4.29 e 4.30 também podem ser observados através das figuras
que seguem, sendo que primeiro estdo listados os graficos com as razdes dos estimadores
pelos erros (figuras 4.17 a 4.24), e na seqiiéncia se encontram os graficos com os
estimadores utilizados neste trabalho (figuras 4.25 a 4.32), sendo que a forma de obtencao

destes valores ja foi descrita no Capitulo 3.

As razdes dos estimadores pelo erro numérico utilizadas para a construgdo das
figuras abaixo relacionadas se encontram listadas no Apéndice C, bem como os

estimadores de erros para todas as malhas utilizadas.
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Figura 4.18: Razdes dos estimadores de
Richardson (ordens aparente e assintética) e GCI
pelo erro numérico para a forga da placa com

Figura 4.17: Raz0es dos estimadores de
Richardson (ordens aparente e assintotica) e GCI
pelo erro numérico para a forca da placa com
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Figura 4.19: Razbes dos estimadores de Figura 4.20: Raz0es dos estimadores de
Richardson (ordens assintética — pratica e Richardson (ordens assintética - pratica e
assintotica) e GCI pelo erro numérico para a assintdtica) e GCI pelo erro numérico para a

forca da placa com UDS forcga da placa com UDS-2
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numérico para a velocidade u central numérico para a velocidade v central

Da observagao das figuras 4.17 a 4.24 pode-se concluir que, as razdes do estimador de
Richardson (para as ordens aparente e assintotica) e estimador GCI pelo erro numérico para as
variaveis globais (for¢a da placa com UDS e UDS-2, e para o fluxo de massa total e com vy)
tém um comportamento semelhante, figuras 4.17 a 4.22. O mesmo ocorre para as velocidades

centrais, o que pode ser observado nas figuras 4.23 e 4.24.



104

‘6 v L ]
N o
Q
£ : 7
o é-/ —=— Erro Numérico
% 1E3 /v /4 "y —o— URi(pL)
:8 1E4 ///:/ URI(pU)
s -
—v—U_ )

Figura 4.25: Estimadores de Richardson (ordens

T T
0,01 01

aparente e assintotica), GClI e erro verdadeiro
para a forca da placa com UDS

10 o

—m=— Erro numérico
—e—U.(p)
pratico
U (e ")

v
© v//,.
oy —v—u —
T o014 M gcw(p) // /
5 /./
(8]
£ 0,01 o '//
[ /-
o e
O 1E34 v/:7/-%
] V/r// = I
g o
. o] o
s 1E-4 -/
1E-5 . . .
1E-3 0,01 01
h

Figura 4.27: Estimadores de Richardson (ordens
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Da observagdo das figuras 4.25 a 4.32 se pode concluir que, os estimadores de

Richardson (para as ordens aparente, assintdtica e pratica), estimador GCI e erro numérico

para as variaveis globais (for¢a da placa com UDS e UDS-2 e fluxo de massa total € com vy)

tém um comportamento semelhante, figuras 4.25 a 4.30. O mesmo ocorre para as velocidades

centrais, o que pode ser observado nas figuras 4.31 e 4.32.

A solucdo numérica para cada variavel de interesse com seu erro estimado, pode ser

analisada nas tabelas 4.31 a 4.33, considerando-se @, a malha mais fina (1024 nds). Para a
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obtencdo desta solucdo foi utilizado o estimador Convergente (MARCHI e SILVA, 2002)

descrito no capitulo 3.

Nas tabelas 4.31, a 4.33, a ultima coluna ressalta se a solugdo numérica com seu erro
estimado com o estimador convergente envolve a solucdo analitica, ou seja, se a solugdo

analitica pertence ao intervalo indicado.

Tabela 4.31: Solugdo numérica com seu erro estimado para o problema de Shih

Varidvel de interesse p=¢. U, Envolve @ ?
Forga da placa com UDS ( p; tedrico) |2 6666332459684 + 0,0000230466372 Nao
Nao

Forga da placa com UDS-2 ( p, tedrico) | 2 6673877736152 + 0,0006831861352
Forga da placa com UDS ( p; pratico) |2 6666459224266 + 0,0000357230951 Sim
Forga da placa com UDS-2 ( p, pratico) | 2 6673343083684 + 0,0007366513821 Sim

Fluxo de massa total 0,1249999943298 + 0,00000000006 14 Nio
Fluxo de massa com v, 0,0937500000156 + 0,00000000003 13 Nio
u(0,5,0.5) 0,2500000000943 + 0,0000000001458 Sim
1(0,5:0,5) 0,0000000000092 + 0,0000000000153 Sim

Tabela 4.32: Solugdo numérica com seu erro estimado para o perfil de velocidade u para o problema de
Shih

Variavel de interesse p=¢.1tU, Envolve @ ?

1(0,5;0,0625) 0,0620117187326 + 0,0000000000122 Nao
u(0,5:0,125) 0,1210937499730 + 0,0000000000209 Nao
u(0,5:0,1875) 0,1743164062256 + 0,0000000000163 Sim
u(0,5:0,25) 0,2187499999897 + 0,0000000000021 Nao
u(0,5;0,3125) 0,2514648437621 + 0,0000000000308 Sim
1(0.5:0,375) 0,2695312500393 + 0,000000000066 1 Sim
u(0,5:0,4375) | 02700195313177 % 0,0000000001052 Sim

u(0.5:0.5) 0,2500000000943 + 0,0000000001458 Sim
u(0,5:0,5625) 0,2065429688659 + 0,0000000001844 Sim
u(0,5:0.625) 0,1367187501286 % 0,0000000002133 Sim
u(0,5:0,6875) | 0,0375976563773 + 0,0000000002160 |  Sim
1(0,5:0,75) 0,0937499998942 + 0,0000000001722 Sim
u(0.5;0,8125) 0,2602539061884 + 0,0000000000883 Sim
1(0.5:0.875) 0,4648437500088 + 0,0000000000401 Sim
u(0,5:09375) | 0,7104492188542 + 0,000000000197 1 Sim
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Tabela 4.33: Solugdo numérica com seu erro estimado para o perfil de velocidade v para o problema de
Shih

Variavel de interesse p=d.*U, Envolve @ ?

¥(0,0625:0.5) 0,1538085938490 + 0,0000000001773 Sim
W(012,5:0,5) 0,2460937501271 + 0,0000000002391 Sim
v(0,1875,0,5) | 0,2856445313862 + 0,0000000002568 Sim
v(0,25:0.5) 0,2812500001259 + 0,0000000002303 Sim
1(0,3125:0,5) 0,2416992188508 + 0,0000000001746 Sim
v(0,375:0.5) 0,1757812500665 + 0,0000000001066 Sim
v(0,4375:05) | 0,0922851562784 = 0,0000000000401 Sim

1(0.5:0.5) 0,0000000000092 + 0,0000000000153 Sim
v(0,5625;0.5) 0,0922851562944 + 0,0000000000670 Sim
v(0,625:0.5) 0,1757812500762 + 0,0000000001231 Sim
¥(0,6875;0.5) 0,2416992188520 + 0,0000000001769 Sim
1(0,75;0.,5) 0,2812500001188 + 0,0000000002187 Nao
v(0,8125,0,5) 0,2856445313737 + 0,0000000002359 Sim
1(0.875:0.5) 0,2460937501140 + 0,0000000002168 Sim
1(0,9375;0,5) 0,1538085938407 + 0,0000000001628 Sim

A solugdo numérica pode também ser estimada com o uso do estimador GCI, também
ja descrito no capitulo 3. Esta estimativa da solu¢do numérica pode ser observada nas tabelas
4.34, 4.35 e 4.36. Nestas tabelas também apresentam na ultima coluna se a solugdo analitica
pertence ou ndo ao intervalo obtido com o estimador GCI, sendo que esta informacdo ¢

repassada como a resposta a pergunta feita na ultima coluna.

Tabela 4.34: Solugdo numérica com seu erro estimado com estimador GCI para o problema de Shih

Variavel de interesse b=¢ +U_, (¢1 , p) Envolve @ ?
Forga da placa com UDS ( p; tedrico) |2 6667173686170 + 0,0003215078566 Sim
Forga da placa com UDS-2 ( p, tedrico) | 2 6688076111326 + 0,0063090709540 Sim
Forga da placa com UDS ( p; pratico) |2 6667173686170+ 0,0001071692855 Sim
Forga da placa com UDS-2 ( p, pratico) | 2 6688076111326 + 0,0066298624389 Sim
Fluxo de massa total 0,124999853626 + 0,0000004222937 Sim
Fluxo de massa com v, 0,0937500673314 + 0,0000002020415 Sim
u(0,5;0,5) -0,2499983856471 + 0,000004843779 Sim

1(0,5;0,5) 0,0000000280880 + 0,0000000843378 Sim
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Tabela 4.35: Solugdo numérica para o perfil de velocidade u com seu erro estimado com estimador GCI

para o problema de Shih

Varidvel de interesse d=¢ U, (¢1 , p) Envolve @ ?

1(0,5;0,0625) -0,0620119091561 + 0,0000005713074 Sim
u(0,5:0,125) -0,1210939699916 + 0,0000006601185 Sim
u(0.5:0,1875) | _0,1743165183291 = 0,0000003363593 Sim

1(0,5:0,25) -0,2187498919050 + 0,0000003242606 Sim
u(0.5;0,3125) -0,2514644276228 + 0,0000012485106 Sim
u(0,5:0.375) -0,2695304620351 + 0,0000023642109 Sim
u(0,5;0,4375) -0,2700183335937 + 0,0000035934878 Sim

1(0.5:0.5) -0,2499983856471 + 0,0000048437793 Sim
u(0,5:0,5625) | 10,2065409695128 + 0,0000059986125 Sim
u(0,5:0,625) -0,1367164471660 + 0,0000069095278 Sim
u(0.50.6875) | .0,0375951932081 + 0,0000073901558 |  Sim

1(0,5:0,75)  |0,0937524041625 + 0,0000072133216 Sim
u(0,5:0,8125) 0,2602559435716 + 0,0000061124148 Sim
u(0,5:0.875) 0,4648450132836 + 0,0000037899449 Sim
1(0,5;0,9375) 0,7104491981848 + 0,0000000625995 Sim

Tabela 4.36: Solugdo numérica para o perfil de velocidade v com seu erro estimado com estimador GCI

para o problema de Shih

Varidvel de interesse d=¢ +U,, (¢] , p) Envolve @ ?

v(0,0625:0,5) | 0,1538075342522 + 0,0000031793223 Sim
¥(012,5:0,5) 0,2460920349709 + 0,0000051461861 Sim
1(0,1875;0,5) 0,2856425342892 + 0,0000059920614 Sim

1(0,25:0,5) 0,2812480390121 + 0,0000058840324 Sim
v(0.3125,0.5) 0,2416975455265 + 0,0000050204968 Sim
v(0,375:0.5) 0,1757800480034 + 0,0000036065091 Sim
1(0,4375:0,5) 0,0922845424409 + 0,0000018416328 Sim

1(0,5;0,5) 0,0000000280880 + 0,0000000843378 Sim
v(0,5625:0.5) | .0,0922844928490 + 0,0000019905375 Sim
v(0,625:0.5) -0,1757800164816 + 0,0000037011532 Sim
1(0,6875:0,5) -0,2416975388170 % 0,0000050406356 Sim

1(0,75:0.5) -0,2812480569447 + 0,0000058301785 Sim
v(0.81250,5) | _0,2856425690588 = 0,0000058876525 Sim
1(0.875:0.5) -0,2460920724304 + 0,0000050337013 Sim
¥(0.9375:0.5) -0,1538075580229 + 0,0000031079417 Sim

Nas figuras 4.33 e 4.34 podem-se observar os perfis de velocidade nas duas diregdes,

na malha mais fina, com estimador GCI e com barra de erros para a solugdo numérica.
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Figura 4.33: Perfil de velocidade u em x=0,5m para a malha com 1024X1024 nés com barra de
para a malha com 1024X1024 nds com barra de erros
erros

4.5 Conclusdo

Neste capitulo foi estudado o problema do escoamento recirculante em uma cavidade
quadrada proposto por Shih et al. (1989) descrevendo-se os resultados para duas varidveis
globais: o fluxo de massa que escoa dentro da cavidade (tanto o total quanto o obtido com vy),
que foi obtido através das linhas de corrente e por integracdo, ¢ a forga que ¢ aplicada pela
placa superior da cavidade ao fluido. Também foram apresentados os resultados para as
variaveis locais, que sdo as velocidades centrais em cada uma das direcdes, e os perfis de
velocidade u e v. Os perfis foram calculados para as trés malhas mais finas utilizadas no

estudo da incerteza numérica das solugdes obtidas para este problema.

As andlises das variaveis globais, forca da placa e fluxo de massa, mostraram que os
resultados obtidos com as malhas escolhidas (2X2, 4X4, 8X8, 16X16, 32X32, 64X64,
128X128, 256X256, 512X512 ¢ 1024X1024 nods) estavam convergindo para a solucdo
analitica do problema. Isto pode ser comprovado para o fluxo de massa, através da analise das
ordens obtidas com a solugdo numérica do problema (ordens aparente e efetiva), que se
aproximaram da ordem assintética (tedrica), também através das incertezas obtidas com os
estimadores de Richardson (baseado nas ordens aparente e assintotica) e GCI. Também foram
analisadas as razdes dos estimadores pelo erro numérico, para que a acuracia e a
confiabilidade do erro fossem estimadas. Todas estas andlises foram feitas através de tabelas e

graficos, que puderam deixar mais clara a visualiza¢do dos resultados.
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Para a forca da placa, as ordens aparente e¢ efetiva ndo convergiram para o valor
teorico (ordem assintdtica), o que acabou afetando todas as outras andlises (estimadores de
Richardson, GCI e Convergente, e também as razdes dos estimadores pelos erros numéricos),
como pode ser observado na se¢do 4.4. Espera-se que, quando o tamanho médio do elemento
tende a zero, as ordens aparente e efetiva tendam ao valor da ordem assintdtica e que, a partir
de um determinado valor do tamanho do elemento este comportamento seja monotonico
(MARCHI, 2001). Entretanto, os valores demonstrados nas tabelas 4.17, 4.18 e 4.28, ndo

refletem esta situacdo. Uma explicacdo para estes resultados pode ser obtida através da

apreciagdo do Apéndice A, onde foram feitas andlises para a derivada %, presente na
'y

discretizagdo da forga sobre a placa. Foram obtidos resultados para duas aproximagdes desta
derivada: UDS e UDS-2. Nestes resultados, observou-se que as ordens aparente ¢ efetiva de
UDS tendem a 2, quando deveriam tender a 1. J4 as ordens aparente e efetiva de UDS-2
tendem a 1, quando deveriam tender a 2. Desta forma, para esta varidvel de interesse
observou-se que a ordem aparente esta tendendo a outro valor (diferente da ordem

pratico

assintotica), valor este chamado de ordem assintdtica pratica ( p;” ). Também foram feitas

analises com o valor da ordem assintdtica pratica, onde os resultados se mostraram mais

coniventes com o esperado.

Para a forca da placa tem-se que |EUDS| < |EUDS72 , isto pode estar ocorrendo devido a

aproximacdo UDS (com ordem 1), que parece se comportar como CDS, que possui ordem 2.
Este fato pode ser decorrente do uso de volumes ficticios para a aplicacdo das condi¢des de
contorno ¢ também devido ao fato da ordem aparente de aproximagdes de problemas

unidimensionais pode apresentar um comportamento diferente em problemas bidimensionais.

Para as variaveis locais, os perfis de velocidade u e v e as velocidades centrais, pode-
se observar que os resultados obtidos numericamente estdo convergindo para a solugdo
analitica conforme o tamanho do elemento da malha é reduzido. Isto pode ser comprovado
através da analise das ordens efetiva e aparente, que se aproximam do valor teérico (ordem
assintotica) conforme a malha ¢ refinada. Esta convergéncia também pode ser analisada
quando se observam as incertezas do erro numérico obtidas com o estimador de Richardson
(ordens aparente e assintdtica) e com o estimador GCI. Estas varidveis podem ainda ser

analisadas com as razodes dos estimadores pelos erros numéricos, que estimaram a acuracia ¢ a
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confiabilidade dos erros. Estes resultados podem ser observados tanto em tabelas, como em

graficos nas secdes anteriores.

O estimador convergente nao se mostrou confiavel para as forcas da placa obtidas com
UDS-2 e com p”™, também ndo se mostraram confidveis para os fluxos de massa total e
com v, (tabela 4.31). Ja os perfis de velocidade em algumas coordenadas
(u(0,5;0,0625),u(0,5;0,125), u(0,5;0,25) e v(0,75;0,5)), ndo se encontram na faixa
convergente. Para o estimador GCI, todas as varidveis de interesse sdo confiaveis na malha

mais fina, pois a solucdo analitica se encontra dentro do intervalo proposto por este estimador.

Através de graficos puderam ser observados ainda o campo de velocidades, bem como

as linhas de corrente que ilustram o comportamento do escoamento na cavidade quadrada.

Os resultados obtidos para este problema também puderam ser comparados aos de
Morais (2004), sendo que os obtidos neste trabalho se mostraram mais acurados do que os
obtidos naquele trabalho. As ordens praticas aqui calculadas estdo mais proximas dos valores
teoricos do que os de Morais (2004), com apenas uma exce¢do para a ordem aparente
calculada para a forca da placa (Tabela 4.25). As estimativas de erro obtidas com os

resultados deste trabalho também foram melhores que as obtidas por Morais (2004).
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5 Problema de Ghia para Re=100

5.1 Defini¢ao do problema

Neste capitulo sera tratado um problema cujo dominio de calculo ¢ uma cavidade
quadrada descrito por Ghia et al. (1982), sendo que por brevidade, este problema sera
entitulado apenas de Problema de Ghia. Para a sua resolug¢do serd considerado que a placa
superior da cavidade movimenta-se com uma velocidade constante, e as velocidades nos
demais contornos sdo nulas. Para este problema a solucdo analitica ainda ndo € conhecida. As
variaveis de interesse aqui analisadas serdo as mesmas do problema anterior (Capitulo 4,
problema de Shih), ou seja: forca da placa sobre o fluido F, fluxo de massa M , obtido a
partir das linhas de corrente e por integracdo, as velocidades centrais nas duas direcoes, ¢ os
perfis de velocidade u e v. As equagdes governantes para este problema também ja foram
descritas anteriormente (Eqs. (4.1), (4.2) e (4.3)), bem como as condi¢des de contorno, com
excegdo da condi¢do para a velocidade na parede superior, que agora ¢ uma constante, ou

seja, u(x,1)=1.

As variaveis de interesse globais podem ser expressas pelas Egs. (2.68), (2.70) e
(2.73). A forma de obtengdo das variaveis locais, perfis de velocidade e velocidades centrais,
também ja estd descrito no capitulo 2. O dominio de célculo bem como as condigdes de

contorno aplicadas a este problema, estdo representadas esquematicamente na figura 5.1.

u=1
——»

0.1

4

1.0

Figura 5.1: Dominio de calculo para o problema de Ghia
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Os dados fixos para a resolu¢do do problema, ou seja, que ndo sdo variaveis podem ser

observados na tabela 5.1. Os parametros variaveis estdo listados na tabela 5.2.

Tabela 5.1: Dados fixos para o problema de Ghia com Re=100

Comprimento do dominio de calculo Im
Largura do dominio de célculo Im
Massa especifica do fluido (p) Tkg/m’

Tabela 5.2: Parametros varidveis para o problema de Ghia com Re=100

Numero de Reynolds 100
Viscosidade 0,01 Pa.s

5.2 Solucdo Numérica

O modelo numérico utilizado para a obtencdo de cada variavel de interesse ¢ 0 mesmo
descrito no capitulo 2. Naquele capitulo também foram apresentadas a discretizacdo do
dominio de calculo, os tipos de aproximagdes numéricas utilizadas e, as hipoteses

simplificativas consideradas.

As expressoes para os coeficientes ¢ termos fontes ja estdo descritas no capitulo 2. O
termo fonte para as velocidades dado pela Eq. (2.21), assumem os mesmos valores ja

descritos pelas Egs. (4.19) a (4.22), assumindo apenas que:

bS =0 (5.1)

As condigdes iniciais consideradas para este problema sdo:

u=v=p=0 (5.2)
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As variaveis de interesse globais foram obtidas numericamente a partir das Eqs. (2.74)
a (2.77), e a obtengdo das variaveis locais também ja foi descrita no capitulo 2. Na tabela 2.1

podem ser observadas as ordens assintoticas para todas as variaveis de interesse.

Para se resolver o sistema de equagdes que surge da discretizacdo das equacgdes
diferenciais envolvidas também foi utilizado o método MSI, ja descrito anteriormente. O
critério de convergéncia utilizado para a resolucdo deste problema também foi baseado no
residuo (quando o residuo atinge o erro de maquina o processo iterativo para), 0 mesmo
critério utilizado para o problema resolvido anteriormente, e o algoritmo computacional

também foi 0 mesmo.

O programa computacional também foi implementado na linguagem FORTRAN/95,
sendo que os arquivos de resultados foram gerados do dia 01/11/2005 ao dia 09/11/2005, com
o software Compaq Visual Fortran 6.6. O programa utilizado para se obter os resultados
descritos ao longo deste capitulo foi o mesmo utilizado anteriormente (Stokes 1p3.exe) e para
a obtencdo dos resultados das varidveis globais e locais foi utilizada precisdao dupla. O
computador empregado para a resolug@o deste problema também foi o CFD4 do LENA 2. Os

dados numéricos fixos para este problema podem ser observados na tabela 5.3.

Tabela 5.3: Dados numeéricos fixos do problema de Ghia com Re=100

Tolerancia do MSI para u e v 0,1
Tolerancia do MSI para p’ 0,01
Numero de iteragdes internas no MSI parauev | 5
Numero de iteragdes internas no MSI para p’ 10

A forma de obtengdo da memoria computacional para cada simulagdo, bem como a
obtencdo do tempo de processamento com sua incerteza, sdo as mesmas ja descritas no
capitulo anterior, sendo que para este problema, a incerteza do tempo de processamento ¢ de
0,35%. As identificagdes de cada simulacdo realizada para cada um dos casos, com suas

respectivas caracteristicas podem ser observadas nas Tabelas 5.4 ¢ 5.5.
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Tabela 5.4: Identificacdo das simulacfes para o problema de Ghia com Re=100

Nome da
simulagdo

ST 0002_RelOE2

ST_0004_RelOE2

ST_0008_Rel0E2

ST 0016_RelOE2

ST_0032_RelOE2

Numero de
volumes de
controle

02

04

08

16

32

Incremento de
tempo At (s)

0,5

0,2

0,2

Memoria
computacional
(MB)

1,6

1,6

1,6

1,63

1,8

Numero total
de iteracdes
externas

500

500

500

1000

1000

Tempo de
processamento

0,03 s

0,06 s

0,09s

0,66 s

1,86s

Tamanho dos
volumes —4

(m)

0,5

0,25

0,125

0,0625

0,03125

Tabela 5.5: Identificacdo das simulacfes para o problema de Ghia com Re=100

Nome da
simulacdo

ST 0064 RelOE2

ST 0128 RelOE2

ST 0256 RelOE2

ST 0512 RelOE2

ST _1024_RelOE2

Numero de
volumes de
controle

64

128

256

512

1024

Incremento de
tempo At (s)

0,1

0,2

0,1

0,1

0,05

Memoria
computacional
(MB)

2,6

5,4

16,8

61,6

241,6

Numero total
de iteracdes
externas

2000

10000

15000

50000

85000

Tempo de
processamento

16,80s

Smin 39s

51min 50s

9h 43min

4dias 20h

Tamanho dos
volumes —/

(m)

0,015625

0,0078125

0,00390625

0,001953125

0,0009765625

As simulagdes descritas nas tabelas 5.4 e 5.5 geraram os resultados abaixo
relacionados, que sdo mostrados para cada variavel de interesse. Para a for¢a da placa e fluxo
de massa que sdo as duas variaveis globais analisadas neste problema, a identificagcdo e os

resultados sao mostrados nas tabelas 5.6 a 5.9.
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Tabela 5.6: Solugdo numérica para a forca da placa com UDS para o problema de Ghia com Re=100

Nome da simulagao h (m) Solugdo Numérica | Numero de | Iteracdo que | Residuo
algarismos convergiu
significativos | (aproximada)
ST 0002 RelOE2 0,5 0,03741574166526 16 100 1,80E-16
ST 0004 RelOE2 0,25 0,06383481394674 16 120 1,40E-15
ST 0008 RelOE2 0,125 0,09677694948112 16 170 6,14E-15
ST 0016 RelOE2 0,0625 0,12995162071434 16 320 1,56E-15
ST 0032 RelOE2 0,03125 0,16090966968548 15 450 7,82E-16
ST 0064 RelOE2 0,015625 0,19093680106982 15 800 1,09E-15
ST 0128 RelOE2 0,0078125 0,22066955327498 15 5500 1,27E-15
ST 0256 RelOE2 0,00390625 0,25033170747212 14 11000 2,31E-15
ST 0512 RelOE2 | 0,001953125 0,27998806312165 14 40000 3,95E-15
ST 1024 RelOE2 | 0,0009765625 | 0,30965161977172 15 81000 7,54E-15

Tabela 5.7: Solugdo numérica para a forca da placa com UDS-2 para o problema de Ghia com Re=100

Nome da h (m) Solugdo Numérica | Numero de | Iteragdo que | Residuo
simulacdo algarismos convergiu
significativos | (aproximada)

ST 0002 RelOE2 0,5 0,04902623610878 16 100 1,80E-16
ST 0004 RelOE2 0,25 0,08169743985192 16 120 1,40E-15
ST 0008 RelOE2 0,125 0,11960287871000 16 170 6,14E-15
ST 0016 RelOE2 0,0625 0,15432972091187 16 320 1,56E-15
ST 0032 RelOE2 0,03125 0,18467559041021 15 450 7,82E-16
ST 0064 RelOE2 0,015625 0,21391086157897 15 800 1,09E-15
ST 0128 RelOE2 0,0078125 0,24312745886087 15 5500 1,27E-15
ST 0256 RelOE2 | 0,00390625 0,27250266476827 14 11000 2,31E-15
ST 0512 RelOE2 | 0,001953125 0,30200880685185 14 40000 3,95E-15
ST 1024 RelOE2 | 0,0009765625 | 0,33159564307183 15 81000 7,54E-15

Tabela 5.8: Solugdo numérica para o fluxo de massa total para o problema de Ghia com Re=100

Nome da h (m) Solugdo Numérica | Numero de | Iteracdo que | Residuo
simulagdo algarismos convergiu
significativos | (aproximada)

ST 0002 _RelOE2 0,5 0,03230322918414 16 100 1,80E-16
ST 0004 RelOE2 0,25 0,06291292405226 16 120 1,40E-15
ST 0008 RelOE2 0,125 0,08719178831988 15 170 6,14E-15
ST 0016 _RelOE2 0,0625 0,09734925065060 16 320 1,56E-15
ST 0032 RelOE2 0,03125 0,10174500127117 15 450 7,82E-16
ST 0064 RelOE2 0,015625 0,10307952098565 15 800 1,09E-15
ST 0128 RelOE2| 0,0078125 0,10340918349807 15 5500 1,27E-15
ST 0256 RelOE2 | 0,00390625 | 0,10349410729643 14 11000 2,31E-15
ST 0512 RelOE2 | 0,001953125 | 0,10351373507335 15 40000 3,95E-15
ST 1024 RelOE2 | 0,0009765625 | 0,10351925062477 14 81000 7,54E-15
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Tabela 5.9: Solugdo numeérica para o fluxo de massa com v,, para o problema de Ghia com Re=100

Nome da h (m) Solugdo Numérica | Numero de | Iteragdo que | Residuo
simulacdo algarismos convergiu
significativos | (aproximada)

ST 0002 _RelOE2 0,5 0,03230322918414 16 100 1,80E-16
ST 0004 RelOE2 0,25 0,04728503273406 16 120 1,40E-15
ST 0008 RelOE2 0,125 0,05698981660069 15 170 6,14E-15
ST 0016 _RelOE2 0,0625 0,06139743953161 16 320 1,56E-15
ST 0032 RelOE2 0,03125 0,06517847663203 15 450 7,82E-16
ST 0064 RelOE2 0,015625 0,06622090559329 15 800 1,09E-15
ST 0128 RelOE2 | 0,0078125 0,06646803523801 15 5500 1,27E-15
ST 0256 RelOE2 | 0,00390625 | 0,06652766708857 14 11000 2,31E-15
ST 0512 RelOE2 | 0,001953125 | 0,06654240915014 15 40000 3,95E-15
ST 1024 RelOE2 | 0,0009765625 | 0,06654610247135 14 81000 7,54E-15

Para as variaveis locais, pode-se observar nas tabelas 5.10 ¢ 5.11 a identificacao e os
resultados para as velocidades centrais em cada uma das diregdes, ou seja, para u(0,50,5) €
v(0,5;0,5). Nas tabelas 5.12 € 5.13 observam-se os resultados obtidos para cada um dos perfis,

sendo que serdo analisadas as velocidades em coordenadas pré-determinadas para cada uma

das dire¢des.

Tabela 5.10: Solucdo numérica para a velocidade central u para o problema de Ghia com Re=100

Nome da h (m) Solugao Numérica Numero de | Iteragdo que | Residuo
simulag@o algarismos convergiu
significativos | (aproximada)

ST 0002 RelOE2 0,5 0,00000000000000 16 100 1,80E-16
ST 0004 RelOE2 0,25 -0,08265953421520 16 120 1,40E-15
ST 0008 RelOE2 0,125 -0,14775503986908 16 170 6,14E-15
ST 0016 RelOE2 0,0625 -0,18599184922538 16 320 1,56E-15
ST 0032 RelOE2 0,03125 -0,20271082879894 16 450 7,82E-16
ST 0064 RelOE2 0,015625 -0,20752063270068 15 800 1,09E-15
ST 0128 RelOE2 0,0078125 -0,20874213629771 15 5500 1,27E-15
ST 0256 RelOE2 | 0,00390625 -0,20904748276028 14 11000 2,31E-15
ST 0512 RelOE2 | 0,001953125 -0,20912374038320 14 40000 3,95E-15
ST 1024 RelOE2 | 0,0009765625 | -0,20914279243244 14 81000 7,54E-15
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Tabela 5.11: Solucdo numérica para a velocidade central v para o problema de Ghia com Re=100

Nome da h (m) Solugdo Numérica | Numero de | Iteracdo que | Residuo
simulacdo algarismos convergiu
significativos | (aproximada)

ST 0002 RelOE2 0,5 0,00000000000000 16 100 1,80E-16
ST 0004 RelOE2 0,25 0,03124145297949 16 120 1,40E-15
ST 0008 RelOE2 0,125 0,05857122921597 16 170 6,14E-15
ST 0016 _RelOE2 0,0625 0,05661778171741 15 320 1,56E-15
ST 0032 RelOE2 0,03125 0,05740662812276 15 450 7,82E-16
ST 0064 RelOE2 0,015625 0,05753612601009 15 800 1,09E-15
ST 0128 RelOE2| 0,0078125 0,05754220026813 13 5500 1,27E-15
ST 0256 RelOE2 | 0,00390625 | 0,05753885652081 13 11000 2,31E-15
ST 0512 RelOE2| 0,001953125 | 0,05753721323251 14 40000 3,95E-15
ST 1024 RelOE2 | 0,0009765625 | 0,05753672803395 14 81000 7,54E-15

Tabela 5.12: Solugdo numérica para o perfil de velocidade u para o problema de Ghia com Re=100

Coordenadas Solugdo Numérica Solugdo Numérica Solugdo Numérica
ST 0256 Re 10E2 | ST 0512 Re 10E2 | ST 1024 Re 10E2

1(0,5:0,0625) | _0,04197633301196 | -0,04197529869714 | 0:041975065241690
1(0,5:0,125) | _007712330342709 | -0,07712483483044 | ~0:077125254094323
u(0,5:0,1875) | .0,10980263701232 | -0,10981277866582 | ~0-10981535130203
u(0,50,25) | _0.14189596838259 | -0,14192150714727 | -0.14192792120853
1(0,50,3125) | 0,17265102118877 | -0,17269703122073 | -0:17270854911735
1(0,5:0375) | _0,19838229743587 | -0,19844871882987 | ~0:19846532355941
u(0,50.4375) | _021285728063053 | -0,21293612711281 | -0.21295582641888
u(0.5:05) | -0,20904748276028 | -0,20912374038320 | ~0.20914279243244

1(0,5:0,5625) | _0,18200398483219 | -0,18206144006274 | -0:18207580622916
1(0,5:0,625) | _0,13121854250906 | -0,13124683547849 | -0,13125393312251
u(0,5:0,6875) | _0,06024885730078 | -0,06024637188393 | 0:060245786478353
1(0,5,0,75) 0,02783784182101 | 0,02786531868927 | 0-027872166533954
1(0,5:0,8125) | 014037120713983 | 0,14041176637207 | 0:14042193268030
u(0,5:0.875) | 031050114152731 | 0,31054299597883 | 0-31055355928543
1(0,50,9375) | 059740687075693 | 0,59745162859063 | 0-59746291933824
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Tabela 5.13: Solucdo numérica para o perfil de velocidade v para o problema de Ghia com Re=100

Coordenadas Solugdo Numérica Solugdo Numérica Solugdo Numérica
ST 0256 Re 10E2 | ST 0512 Re 10E2 | ST 1024 Re 10E2

v(0,0625:0,5) | 0,09475996248435 | 0,09479563804095 | 0:094804616323632
W0,1250,5) | 0,14917155942756 | 0,14922505807904 | 0.14923850961627
v(0.1875:0,5) | 0,17426394347680 | 0,17432311574463 | 0.17433797311365
v(0.25:0.5) | 0,17916662945471 | 0,17922411266688 | 0.17923852068350
v(031250,5) | 0,16906457263639 | 0,16911518423585 | 0.16912784273024
W0375:0,5) | 0,14567847843906 | 0,14571729746052 | 0.14572697670471
v(0,4375:0,5) | 0,10874714552072 | 0,10876874150389 | 0.10877408745699
v(0,50,5) | 0,05753885652081 | 0,05753721323251 | 0.057536728033959
v(0,5625:0,5) | -0,00770728383469 | -0,00773809325059 | -0:007745893908300
v(0,625:0,5) | _0,08398143625826 | -0,08404530760081 | -0.084061356579756
v(0,6875:0,5) | _0,16288784622627 | -0,16297952254091 | -0:16300248425479
v(0,750,5) | .022770074981449 | -0,22779567937183 | ~0.22781940411171
v(0.8125:0,5) | -0.25369176865446 | -0,25374941600404 | -025376378831912
v(0.875:0,5) | 10,21868684427433 | -0,21868986246218 | -0:21869057624222
v(0,93750,5) | .0,12334285224341 | -0,12332437999827 | -0.12331972427638

Os resultados obtidos neste trabalho puderam ser comparados com os resultados
obtidos por Ghia et al. (1982) e também com os resultados obtidos por Nishida et al. (1992)
para algumas variaveis de interesse, conforme pode ser observado na tabela 5.14 e nas figuras
5.2 e 5.3 (para os perfis de velocidade nas duas direcdes). Estes resultados serdo comparados

com a malha de 128 nés em cada diregao.

Tabela 5.14: Resultados obtidos no presente trabalho, por Ghia et al. (1982) e por Nishida et al. (1992)

Variavel de interesse Presente trabalho Ghia et al. (1982) | Nishida et al. (1992)
Fluxo de massa total minimo | -0,1034091834980703 -0,103423 -0,103512
u(0,5;0,0625) -0,0419800272490462 20,0192 | el
u(0,5;0,5) -0,2087421362977199 0,20581 | —eeeees
v(0,0625;0,5) 0,0946176116863936 0,09233 | e
1(0,5:0,5) 0,0575422002681319 005454 | e

Os perfis de velocidade também podem ser comparados através das figuras 5.2 e 5.3,
onde estdo dispostos os resultados obtidos por Ghia et al. (1982) e o atual, obtido com o

programa no presente trabalho.
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Figura 5.3: Solugdes para o perfil de velocidade

Na resolug@o deste problema também se podem visualizar as curvas de nivel para as

linhas de corrente assim como os campos de velocidades, conforme pode ser observado nas

figuras 5.4 e 5.5 (linhas de corrente) e na figura 5.6 (campo de velocidades). Estes graficos

foram gerados a partir dos resultados obtidos na malha com 128 nds em cada direcao.
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Figura 5.4: Linhas de corrente para o problema de Ghia com Re=100
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Figura 5.5: Linhas de corrente para o problema de Ghia com Re=100
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Figura 5.6: Campo de velocidades para o problema de Ghia com Re=100

Nas tabelas 5.15 a 5.20, pode-se observar que a ordem aparente ¢ calculada com base
em trés malhas, sendo que o valor correspondente ao ST 0008 RelOE2, foi obtido com as
seguintes malhas: 8X8 nos (malha fina), 4X4 ndés (malha grossa) e 2X2 no6s (malha
supergrossa), para Re=100. O valor correspondente a ST 0016 _RelOE2 foi obtido com as
malhas: 16X16 (malha fina), 8X8 (malha grossa) e 4X4 (malha supergrossa), também para
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Re=100, e assim sucessivamente. Nestas tabelas estdo listadas as ordens praticas obtidas para

todas as variaveis de interesse.

Tabela 5.15: Ordem aparente para a for¢ca da placa com UDS para o problema de Ghia com Re=100

Nome da h (m) Razdo de refino | Ordem aparente p,,
simulagdo
ST 0002 RelQE2 0,5 A
ST 0004 RelQE2 0,25 P
ST 0008 RelQE2 0,125 2 -0,31835427691047
ST 0016 RelOE2 0,0625 2 -0,01014808485734
ST 0032 RelOE2 0,03125 2 0,09976761505251
ST 0064 RelOE2 0,015625 2 0,04404789838139
ST 0128 RelOE2 0,0078125 2 0,01421364272129
ST 0256 RelOE2 0,00390625 2 0,00342963564403
ST 0512 RelOE2 | 0,001953125 2 0,00028205482349
ST 1024 RelOE2 | 0,0009765625 2 -0,00035026511059

Tabela 5.16: Ordem aparente para a for¢a da placa com UDS-2 para o problema de Ghia com Re=100
Nome da h (m) Razdo de refino | Ordem aparente Pu
simulagdo

ST 0002 RelOE2 0,5 A

ST 0004 RelOE2 0,25 A

ST 0008 RelOE2 0,125 2 -0,21438525755558
ST 0016 RelOE2 0,0625 2 0,12635363936584
ST 0032 RelOE2 0,03125 2 0,19455107017348
ST 0064 RelOE2 0,015625 2 0,05379018571352
ST 0128 RelOE2 0,0078125 2 0,00092180885163
ST 0256 RelOE2 | 0,00390625 2 -0,00781080027945
ST 0512 RelOE2 | 0,001953125 2 -0,00641633691744
ST 1024 RelOE2 | 0,0009765625 2 -0,00394013319729

Tabela 5.17: Ordem aparente para o fluxo de massa total para o problema de Ghia com Re=100

Nome da h (m) Razdo de refino | Ordem aparente Pu
simulagdo
ST 0002 RelOE2 0,5 2 | e
ST 0004 RelOE2 0,25 2 | e
ST 0008 RelOE2 0,125 2 0,33428772761942
ST 0016 _RelOE2 0,0625 2 1,25716092155404
ST 0032 RelOE2 0,03125 2 1,20835856745788
ST 0064 RelOE2 0,015625 2 1,71978892356381
ST 0128 RelOE2 0,0078125 2 2,01725887283224
ST 0256_RelOE2 | 0,00390625 2 1,95674903533407
ST 0512 RelOE2 | 0,001953125 2 2,11327212044181
ST 1024 RelOE2 | 0,0009765625 2 1,83131974651167
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Tabela 5.18: Ordem aparente para o fluxo de massa com v,, para o problema de Ghia com Re=100

Nome da h (m) Razdo de refino | Ordem aparente Py
simulagdo
ST 0002 RelOE2 0,5 R D
ST 0004 RelOE2 0,25 2 e
ST 0008 RelOE2 0,125 2 0,62644332134542
ST 0016_RelOE2 0,0625 2 1,13869527568086
ST _0032_RelOE2 0,03125 2 0,22121880217930
ST _0064_RelOE2 0,015625 2 1,85883293423014
ST 0128 RelOE2 | 0,0078125 2 2,07660908492602
ST 0256_RelOE2 | 0,00390625 2 2,05111306725677
ST 0512_RelOE2 | 0,001953125 2 2,01614482013904
ST 1024 _RelOE2 | 0,0009765625 2 1,99694764434941

Tabela 5.19: Ordem aparente para a velocidade central u para o problema de Ghia com Re=100

Nome da h (m) Razdo de refino | Ordem aparente p,,
simulagio
ST 0002 RelOE2 0,5 2 | e
ST 0004 RelOE2 0,25 A
ST 0008 RelQE2 0,125 2 0,34462329439220
ST 0016 RelQE2 0,0625 2 0,76759579611917
ST 0032 RelQE2 0,03125 2 1,19347534703037
ST 0064 RelQE2 0,015625 2 1,79743681577314
ST 0128 RelQE2 0,0078125 2 1,97731996375193
ST 0256 RelOE2 | 0,00390625 2 2,00013907522643
ST 0512 RelOE2 | 0,001953125 2 2,00149366602513
ST 1024 RelOE2 | 0,0009765625 2 2,00093537752960

Tabela 5.20: Ordem aparente para a velocidade central v para o problema de Ghia com Re=100

Nome da h (m) Razao de refino | Ordem aparente Pu
simulagdo
ST 0002 RelOE2 0,5 R e
ST 0004 RelOE2 0,25 2 e
ST 0008 RelOE2 0,125 2 0,19298790420119
ST 0016_RelOE2 0,0625 R s
ST 0032 RelOE2 0,03125 P
ST 0064 RelOE2 0,015625 2 2,60681586188467
ST 0128 RelOE2 | 0,0078125 2 4,41407655508732
ST 0256_RelOE2 | 0,00390625 R s
ST 0512 RelOE2 | 0,001953125 2 1,02488022101967
ST 1024 RelOE2 | 0,0009765625 2 1,75993844375597

Nas tabelas 5.15 e 5.16, as ordens aparentes obtidas para a for¢ca da placa, tanto com
UDS quanto com UDS-2, estdo tendendo a zero. Isto ocorre quando a variacdo entre as
solucdes obtidas com diferentes malhas tende a um valor constante, ao invés de tender a zero
como o esperado. No caso deste problema, este fato pode ser devido as velocidades aplicadas

nos contornos, que encontram uma grande descontinuidade quando a malha ¢ refinada, pois
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em um pequeno espago a velocidade passa de zero (condi¢do de contorno nas paredes direita e

esquerda) a unidade (condigdo de contorno na parede superior).

Para as outras variaveis de interesse (fluxo de massa total ¢ com vy, e velocidades
centrais) pode-se observar que o valor da ordem aparente se aproxima da ordem assintotica,

conforme ¢ esperado.

Pode-se observar que a ordem aparente nido foi calculada em alguns casos para a
velocidade central v (ST 0016 _RelOE2, ST 0032 RelOE2 e ST 0256 RelOE2). Isto ocorre
devido a uma inversao de sinal dos resultados numéricos, o que ocasiona em um logaritmo
negativo na obtencao destas ordens. Maiores detalhes sobre esta inversdo de sinais podem ser
obtidos no Apé€ndice A. Assim como no problema anterior, os perfis de velocidade u e v aqui
calculados sao obtidos considerando apenas as trés malhas mais finas, ou seja, com 256X256,
512X512 e 1024X1024 nos para a obtengdo da ordem aparente, que pode ser observada nas
tabelas 5.21 e 5.22.

Tabela 5.21: Ordem aparente para o perfil de velocidade u para o problema de Ghia com Re=100

Coordenadas | Ordem aparente Py
1(0,5:0,0625) | 2 14745613834848
u(0,5:0,125) 1,86892387173953
(0,5:0,1875) | 197897352047672
1(0,50,25) | 1,99337870457507
u(0,5:0,3125) 1,99807118064874
u(0.5:0.375) | 2.00005377719049
u(0,50,4375) | 2.00090158152444
1(0,5;0.5) 2,00093537752960
u(0,50,5625) | 1.99976310388684
1(0,50,625) | 1,99503147799770
u(05:0,6875) | 2.08597943495667
u(0,5:0.75) 2,00449569324235
1(0,5:0.8125) | 199623446671872
u(0,50.875) | 1,98631956351773
1(0,5:0,9375) | 1,98699919458849
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Tabela 5.22: Ordem aparente para o perfil de velocidade v para o problema de Ghia com Re=100

Coordenadas Ordem aparente p,
v(0,0625:0,5) | 1.99042451434355
¥(0,125;0,5) 1,99173147431533
¥(0,1875:0,5) 1,0937425264863 1
v(0,25,0.5) 1,99626893181074
1(0,3125:0,5) 1,99936224746160
1(0.375:0,5) 2,00379744926095
v(0,4375:05) | 201424390977107
1(0,5,0.5) 1,75993844375597
1(0,5625:0,5) 1,98170365837671
¥(0,625:0,5) 1,99268726192970
1(0,6875,0.5) 1,09731871917435
1(0,75,0,5) 2,00046508641566
1(0.8125:0,5) 2,00396181049056
¥(0,875:0.,5) 2,08013114530521
1(0,9375,0,5) 1,98828243925457

As ordens praticas para cada uma das variaveis de interesse também podem ser

observadas nas figuras 5.10 a 5.15 que estdo dispostas a seguir, sendo que para as variaveis

globais e para as velocidades centrais (varidveis locais), foram considerados os resultados

obtidos em todas as malhas.
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Conforme se pode observar nas figuras 5.7 € 5.8, a ordem aparente nao esta tendendo
para a ordem teorica (assintdtica) a medida que a malha estd sendo refinada. Nas figuras 5.9,
5.10, 5.11 e 5.12, a ordem aparente apresenta um comportamento esperado, ou seja, se

aproxima da ordem assintotica conforme a malha ¢ refinada.

5.3 Verificacao da solugdo numérica

Nas tabelas 5.23, 5.24 ¢ 5.25, para cada variavel de interesse foi estimado o erro da
solucdo numérica, sendo que, cada estimador foi obtido com base nas trés malhas mais finas,

ou seja, 256X256, 512X512 e 1024X1024 nos.
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Tabela 5.23: Estimativa do erro numérico para as variaveis de interesse para o problema de Ghia com

Re=100
Varidvel de interesse Ui (¢1 P ) Ui (¢1 > Pu ) Ugar (¢1 4 )
URi(¢1’pL) UR[(¢1apL)
Forga da placa com UDS 0,0296635566500 | = -m-m----- -12358,09793984460
Forga da placa com UDS-2 0,0098622787399 | = emmeeee- -3299,886929451160
Fluxo de massa total 0,0000018385171 1,1725049513309 3,5175148539929
Fluxo de massa com v, 0,0000012311070 1,0028259570359 3,0084778711079
M(0,5;0,5) -0,0000063506830 | 0,9991359944518 -2,9974079833554
v(0,5:0,5) -0,0000001617328 | 1,2568936751113 | -3,7706810253341

Tabela 5.24: Estimativa do erro numérico para o perfil de velocidade u para o problema de Ghia com

Re=100
Coordenadas Ui (¢1 sPr ) Upi (¢1 » Pu ) Usa (¢1 > P)

URi(¢1aPL) URi(¢1aPL)
1(0,5:0,0625) | 0,0000000778184 | 0,8745185668059 | 2,6235557004177
u(0.5:0,125) | _0,0000001397546 | 1,1309657364389 | -3,3928972093169
u(0,5:0,1875) | _0,0000008575454 | 1,0196711586460 | -3,0590134759381
(0.5:0,25) | 10,0000021380204 | 1,0061428596015 | -3,0184285788044
1(0,5:0,3125) | _0,0000038392988 | 1,0017845955987 | -3,0053537867962
u(0,5:0,375) | .0,0000055349098 | 0,9999503008665 | -2,9998509025995
1(0,5:0,4375) | _0,0000065664353 | 0,9991671954743 | -2,9975015864230
w(0.5:0,5) | -0,0000063506830 | 0,9991359944518 | -2,9974079833554
1(0,5:0,5625) | _0,0000047887221 | 1,0002189684596 | -3,0006569053788
u(0,5:0,625) | -0,0000023658813 | 1,0046051011267 | -3,0138153033803
u(05;0,6875) | 0,0000001951351 | 0,0243191182219 | 2,7729573546657
(0.5:0,75) | 0,0000022826148 | 0,9958558621156 | 2.9875675863469
1(0,5:0,8125) | 0,0000033887694 | 1,0034876756173 | 3,0104630268520
u(0,5:0.875) | 0,0000035211022 | 1,0127440173564 | 3,0382320520694
1(0,5:0,9375) | 0,0000037635825 | 1,0121061252332 | 3,0363183756997
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Tabela 5.25: Estimativa do erro numérico para o perfil de velocidade v para o problema de Ghia com

Re=100
Coordenadas Ui (¢1 sPr ) Ui (¢1 s Pu ) Ugar (¢1 > P )
UR[(¢1:pL) URi(¢1:pL)
1(0,0625:0,5) 0,0000029927608 | 1,0088988146778 | 3,0266964440334
v(0,125,0,5) 0,0000044838457 | 1,0076783920098 | 3,0230351760296
v(0,1875:0.,5) 0,0000049524563 | 1,0058041030881 | 3,0174123092643
1(0,25,0,5) 0,0000048026722 | 1,0034556847857 | 3,0103670543572
1(0,3125:0,5) 0,0000042194981 | 1,0005896256954 | 3,0017688770862
v(0,375:0,5) 0,0000032264147 | 0,9964980950933 | 2,9894942852801
v(0,4375:0,5) 0,0000017819843 | 0,9869433630481 | 2,9608300891444
v(0,5,0.5) -0,0000001617328 | 1,2568936751113 | 3,7706810253341
1(0,5625:0,5) -0,0000026002192 | 1,0170897925404 | 3,0512693776212
¥(0,625:0.,5) -0,0000053496596 | 1,0067870590614 | 3,0203611771843
v(0,6875,0.5) -0,0000076539046 | 1,0024818727915 | 3,0074456183746
v(0,75:0.5) -0,0000079082466 | 0,9995702843274 | 2,9987108529824
1(0.8125:0,5) -0,0000047907716 | 0,9963468718672 | 2,9890406156016
1(0.875:0,5) -0,0000002379266 | 0,9292366112278 | 3,0000000000000
1(0,9375,0,5) 0,0000015519072 | 1,0109030611545 | 3,0327091834636

Conforme pode ser observado na tabela 5.23, para a forga da placa o erro estimado (U)
se aplica apenas para a ordem assintotica, pois a ordem aparente ¢ negativa. O mesmo pode

ser observado nas figuras 5.13 e 5.14, onde os graficos apresentam descontinuidades nestes

pontos.
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Figura 5.13: Raz0es dos estimadores de
Richardson (ordem aparente) e GCI pelo
estimador de Richardson (ordem assintotica)
para a forca da placa com UDS

Figura 5.14: Raz0es dos estimadores de
Richardson (ordem aparente) e GCI pelo
estimador de Richardson (ordem assintética)
para a for¢a da placa com UDS-2
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Figura 5.18:Raz0es dos estimadores de
Richardson (ordem aparente) e GCI pelo
estimador de Richardson (ordem assintética)
para a velocidade v central

Figura 5.17: Raz0es dos estimadores de
Richardson (ordem aparente) e GCI pelo
estimador de Richardson (ordem assintotica)
para a velocidade u central

Observa-se nas figuras 5.15, 5.17 e 5.18 o comportamento semelhante dos estimadores
apresentado para o fluxo de massa total e para as velocidades centrais. Na figura 5.16, que
ilustra as razoes dos estimadores para o fluxo de massa com v,, pode-se observar que o valor
que se destaca na figura corresponde a ordem aparente que se afasta do valor da ordem
assintotica, ou seja, para a ordem obtida com as malhas 32X32, 16X16 e 8X8 nds (malhas

fina, grossa e supergrossa), conforme pode ser observado na tabela 5.18.
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Da observacao das figuras 5.19 a 5.24 pode-se concluir que as variaveis de interesse
(fluxo de massa total e obtido com v, e as velocidades centrais) apresentam um comportamento
semelhante. A forca da placa obtida com UDS e com UDS-2 (figuras 5.19 e 5.20) ndo apresentam
um comportamento esperado, pois a ordem aparente ndo se aproxima da ordem assintdtica, o que
acaba comprometendo todas as andlises que seguem. Na figura 5.24, os valores para a ordem
aparente que nao puderam ser obtidos devido a uma inversdo de sinal dos resultados, estdo
representados pela descontinuidade existente nos graficos, conforme se pode observar para trés

pontos.

Os dados utilizados na constru¢do das figuras 5.13 a 5.24 podem ser observados no

Apéndice C, no formato de tabelas com todas as malhas aqui utilizadas.

A solucao numérica para cada varidvel de interesse com seu erro estimado, podem ser
analisadas nas tabelas 5.26, 5.27 e 5.28, considerando-se ¢ a malha mais fina (1024 nos). Para a

obten¢do desta solucdo estimada foi utilizado o estimador Convergente (MARCHI e SILVA,
2002) descrito no capitulo 3.
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Tabela 5.26: Solugdo numérica com seu erro estimado com estimador Convergente para o problema de Ghia

com Re=100

Variavel de interesse

¢:¢ciUc

Emvolve solugdo de Ghia et al (1982)

Forga da placa com UDS

Forga da placa com UDS-2

Fluxo de massa total 0,1035212477180 £ 0,0000001585766 Nao
Fluxo de massa com v, 0,0665473353179 + 0,0000000017395 |  —memememmememeee

1(0.5;0.5) 0,2091491403720 % 0,0000000027435 Nao

v(0,5;0,5) 0,0575365455270 % 0,0000000207740 Nao

Tabela 5.27: Solu¢do numérica para o perfil de velocidade u com seu erro estimado com estimador
Convergente para o problema de Ghia com Re=100

Coordenadas

¢:¢ciUc

u(0,5:0,0625)

0,0419749923055 £ 0,0000000048823

u(0,5;0,125)

0,0771254030004 £+ 0,0000000091515

u(0,5:0,1875)

0,1098162172818 = 0,0000000084344

u(0,5;0,25)

0,1419300657957 = 0,0000000065667

u(0,5:0,3125)

0,1727123918420 £+ 0,0000000034257

u(0,5;0,375)

0,1984708583317 = 0,0000000001375

u(0,5;0,4375)

0,2129623901199 £ 0,0000000027342

u(0,5:0,5)

0,2091491403720 £+ 0,0000000027435

u(0,5;0,5625)

0,1820805954755 £+ 0,0000000005242

u(0,5;0,625)

0,1312563044514 + 0,0000000054475

u(05;0,6875)

0,0602455987271 + 0,0000000073840

1(0,5;0,75)

0,0278744444191 £+ 0,0000000047297

u(0,5;0,8125)

0,1404253273591 £ 0,0000000059094

u(0,5;0,875)

0,3105571028241 £+ 0,0000000224364

u(0,5:0,9375)

0,5974667057019 £+ 0,0000000227812
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Tabela 5.28: Solucdo numeérica para o perfil de velocidade v com seu erro estimado com estimador
Convergente para o problema de Ghia com Re=100

Coordenadas

¢:¢ciUc

1(0,0625;0,5)

0,0948076224005 £+ 0,0000000133160

v(0,125;0,5)

0,1492430106763 = 0,0000000172143

v(0,1875;0,5)

0,1743429399422 £+ 0,0000000143722

(0,25;0,5)

0,1792433316539 + 0,0000000082982

v(0,3125;0,5)

0,1691320634723 + 0,0000000012439

v(0,375;0,5)

0,1457301974701 £ 0,0000000056492

(0,4375:0,5)

0,1087758578080 % 0,0000000116333

1(0,5;0,5)

0,0575365455270 = 0,0000000207740

(0,5625:0,5)

0,0077485163461 = 0,0000000222186

(0,625;0,5)

0,0840667243936 = 0,0000000181542

1(0,6875:0,5)

0,1630101476574 = 0,0000000094980

v(0,75;0,5)

0,2278273106591 = 0,0000000016991

v(0,8125;0,5)

0,2537685703401 £+ 0,0000000087506

v(0,875,0,5)

0,2186908057506 = 0,0000000084182

v(0,9375:0,5)

0,1233181639088 = 0,0000000084602

Na tabela 5.26, o estimador convergente ndo se aplica a varidvel de interesse, forga da

placa sobre o fluido, pois seu resultado numérico ndo se apresentou convergente conforme

analise feita com base nas ordens praticas.

A solugdo numérica pode também ser estimada com o uso do estimador GCI. Esta
estimativa da solugdo numérica pode ser observada nas tabelas 5.29, 5.30 ¢ 5.31. Na tabela 5.29,

o estimador U, (¢1, p), para a for¢a da placa com as duas aproximacdes numéricas foi obtido

com base na ordem assintotica. Para as outras variaveis de interesse este estimador é obtido com

a menor ordem entre a aparente € a assintotica.

Tabela 5.29: Solugdo numérica com seu erro estimado com estimador GCI para o problema de Ghia com

Re=100

Variavel de interesse

=4 iUGCI(¢1ap)

Envolve solugdo de Ghia et al. (1982)

0,0575367280339 + 0,0000006098429

Forca da placa com UDS | 0.3096516197717 + 0,0889906699502 | —-ooee-

Forca da placa com UDS-2 | 0,3315956430718 + 0,0295868362199 | -~
Fluxo de massa total 0,1035192506247 + 0,0000064670113 Nio

Fluxo de massa com v, | 0,0665461024713 + 0,0000037037583 | s
u(0.5:0.5) -0,2091427924324 + 0,0000190520492 Néo
v(0,5;0,5) Nio




0 problema de Ghia com Re=100

Coordenadas b=¢, U, (¢1 , p)
1(0,5:0,0625) | _0,0419750652416 = 0,0000002334554
1(0,5:0,125) | _0,0771252540943 + 0,0000004741730
1(0,5;0,1875) | -0,1098153513020 % 0,0000026232429
1(0,5,0,25) | -0,1419279212085 + 0,0000064534619
1(0,5,0,3125) | -0,1727085491173 + 0,00001 15384514
1(0,5:0,375) | -0,1984653235594 + 0,0000166047295
1(0,5;0,4375) | -0,2129558264188 + 0,0000196993060
u(0,5:0,5) | -0,2091427924324 + 0,0000190520492
1(0,5,0,5625) | _0,1820758062291 + 0,0000143693121
u(0,5:0,625) | -0,1312539331225 + 0,0000071303293
u(05,0,6875) | -0,0602457864783 + 0,0000005854055
1(0,5:0,75) | 0,0278721665339 + 0,0000068478446
1(0,5:0,8125) | 0,1404219326803 + 0,0000102017650
u(0,5:0875) | 0,3105535592854 + 0,0000106979255
1(0,5:0,9375) | 0,5974629193382 + 0,00001 14274348

problema de Ghia com Re=100

Coordenadas ¢=¢ +U,, (¢1 , p)
1(0,0625:0,5) | 0,0948046163236 + 0,0000090581787
v(0,125;0,5) 0,1492385096167 £ 0,0000135548234
/0,1875,0,5) | 0,1743379731136 + 0,0000149436027
/(0,25,0,5) | 0,1792385206835 % 0,0000144578061
1(0,3125,0,5) | 0,1691278427302 + 0,0000126659581
W(0,375;0,5) | 0,1457269767047 + 0,0000096792441
v(0,4375;0,5) 0,1087740874569 + 0,0000053459531
W0,5:0,5) | 0,0575367280339+ 0,0000006098429
v(0,5625;0,5) -0,0077458939083 + 0,0000079339693
1(0,625:0,5) | -0,0840613565797 % 0,0000161579043
v(0,6875;0,5) -0,1630024842547 + 0,0000230187019
1(0,75,0,5) | -0,2278194041117 % 0,0000237247398
(0.8125,0,5) | -0,2537637883191  0,0000143723150
v(0,875;0,5) -0,2186905762422 + 0,0000007137800

1(0,9375;0,5)

-0,1233197242763 £ 0,0000047064835

134

Tabela 5.30: Solucdo numérica para o perfil de velocidade u com seu erro estimado com estimador GCI para

Tabela 5.31: Solugdo numeérica para o perfil de velocidade v com seu erro estimado com estimador GCI para o
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5.4 Conclusédo

Neste capitulo foi estudado o problema do escoamento recirculante em uma cavidade
quadrada proposto por Ghia et al. (1982), considerando Re=100 (nimero de Reynolds),
descrevendo-se os resultados para duas variaveis de interesse globais: fluxo de massa que escoa
na cavidade (tanto o total quanto o obtido com v,) que foi obtido através das linhas de corrente e
por integracdo e a for¢a que ¢ aplicada sobre a placa superior da cavidade. Também foram
expostos os resultados para as variaveis de interesse locais, que sdo as velocidades centrais em
cada uma das direcdes, e os perfis de velocidade u e v. Os perfis foram calculados para as trés
malhas mais finas utilizadas no estudo da incerteza numérica das solugdes obtidas para este

problema.

A varidvel de interesse forca sobre a placa ndo apresentou um comportamento esperado,
pois tanto a ordem aparente obtida com a aproximacao UDS quanto a obtida com a aproximagao
UDS-2, ndo se aproximaram da ordem assintdtica, nem apresentaram um comportamento
parecido ao obtido no capitulo 4 (problema de Shih). A ordem obtida a partir das simulagdes
numéricas esta tendendo a zero, isto ocorre quando o erro existente entre as solugdes numéricas
tende a um valor constante, ao invés de tender a zero. Isto pode ser explicado devido a
descontinuidade que ha nas condi¢des de contorno aplicadas as paredes da cavidade. Desta
forma, as analises dos erros numéricos que foram realizadas para esta variavel de interesse estdao
comprometidas, conforme pode ser observado nos graficos e tabelas que se referem a forca da

placa.

J4 a outra varidvel global, fluxo de massa, apresentou um resultado esperado com sua
ordem aparente se aproximando da ordem assintdtica. O mesmo ocorrendo para as variaveis
locais: perfis de velocidade e velocidades centrais. Este comportamento também pode ser
analisado quando se observam as incertezas do erro numérico obtidas com o estimador de
Richardson (ordens aparente e assintdtica) e com o estimador GCI. Estas varidveis podem ainda
ser analisadas com as razdes dos estimadores pelos erros numéricos, que estimam a acurécia e a
confiabilidade dos erros. Todas estas analises foram feitas com base em tabelas e graficos, que

tornaram mais clara a visualizagdo dos resultados.
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Os perfis de velocidade e o fluxo de massa minimo também puderam ser comparados aos
resultados obtidos por Ghia ef al. (1982) e Nishida et al. (1992) através de gréaficos (perfis de
velocidade) e tabelas, onde os resultados obtidos neste trabalho se mostraram muito proximos aos
outros presentes na literatura. Neste trabalho também foram gerados resultados com malhas mais
refinadas que as encontradas na literatura, com 1024X1024 nds contra 257X257 nés de Ghia et

al. (1982).

Para todas as varidveis de interesse puderam ser observadas a solu¢do numérica com seu
erro estimado pelo estimador Convergente e também pelo estimador GCI, com excecgdo da forca
sobre a placa, onde ndo se pode aplicar o estimador Convergente, pois a solugdo numérica obtida

para esta variavel de interesse se mostrou divergente.

Neste capitulo podem-se observar ainda os graficos para as linhas de corrente e para o
campo de velocidades, o que torna mais clara a visualizacdo do escoamento na cavidade

quadrada.
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6 Problema de Ghia para Re=1000

6.1 Defini¢do do problema

O enfoque deste capitulo ¢ o0 mesmo problema tratado no capitulo anterior, para Re=1000.
O dominio de calculo, as varidveis de interesse, as equacgdes governantes € as condi¢des de
contorno sdo as mesmas ja descritas no capitulo 5. Os dados fixos para a resolucdo do problema,
ou seja, que nao sao variaveis sao os mesmos que foram considerados no capitulo 5 e podem ser

observados na tabela 5.1. Os parametros varidveis estao listados na tabela 6.1.

Tabela 6.1: Parametros variaveis para o problema de Ghia com Re=1000

Numero de Reynolds 1000
Viscosidade 0,001 Pa.s

6.2 Solugdo Numérica

O modelo numérico e a forma de obteng¢do das varidveis de interesse ¢ o mesmo ja
descrito para o problema anterior. Para se resolver o sistema de equagdes que surge da
discretizagdo das equagdes diferenciais envolvidas também foi utilizado o MSI. O critério de
convergéncia utilizado para a resolucao deste problema foi o mesmo ja utilizado, assim como o

algoritmo computacional.

O programa computacional utilizado foi o mesmo do capitulo anterior, sendo que os
arquivos de resultados para Re=1000 foram gerados do dia 11/11/2005 ao dia 12/12/2005, com o
software Compaq Visual Fortran 6.6. Para a obtengdo dos resultados das variaveis globais e
locais foi utilizada precisdo dupla. O computador empregado para a resolugcdo deste problema
também foi o CFD4 do LENA 2 (Laboratorio de Experimentagdo Numérica - UFPR). Os dados

numéricos fixos para este problema podem ser observados na tabela 6.2.
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Tabela 6.2: Dados numéricos fixos do problema de Ghia com Re=1000

Tolerancia do MSI parauev | 0,1
Tolerancia do MSI para p’ 0,01

A forma de obten¢do da memdria computacional para cada simulagdo, bem como a
obtengdo do tempo de processamento com sua incerteza, sdo as mesmas ja descritas nos capitulos
anteriores. A incerteza do tempo computacional foi de 3,3%. A identificagdo de cada simulacao

realizada para cada um dos casos, com suas respectivas caracteristicas pode ser observada nas

tabelas 6.3 ¢ 6.4.

Tabela 6.3: Identificacdo das simulag¢des para o problema de Ghia com Re=1000
Nome da ST 0002 RelOE3 [ ST 0004 RelOE3 [ ST 0008 RelOE3 | ST 0016 RelOE3 | ST 0032 RelOE3

simulagdo
Numero de 02 04 08 16
volumes de
controle
Incremento de 4 4 1
tempo At (s)
Memoria 1,54 1,56 1,57 1,63
computacional
(MB)
Numero total de 500
iteracdes
externas
Tempo de 0,02 s 0,06 s 0,14 s 0,88 s 5,88s
processamento
Tamanho dos 0,5 0,25 0,125 0,0625 0,03125
volumes —/ (m)
Iteragdes internas 5 5 5 5
parauev
Iteragdes internas 10 10 10 10 10
parap’
Iteragdes para o 2 2 2
ciclo da massa

32

0,5 0,2

1,82

700 700 1200 2000
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Tabela 6.4: Identificacio das simulacGes para o problema de Ghia com Re=1000

Nome da ST 0064 RelOE3 | ST 0128 RelOE3 | ST 0256 RelOE3 | ST 0512 RelOE3 | ST 1024 RelOE3
simulac¢do
Numero de 64 128 256 512 1024
volumes de
controle
Incremento de 0,2 0,1 0,05 0,2 0,5
tempo At (s)
Memoria 2,57 4,66 17,6 61,6 240,62
computacional
(MB)
Numero total de 4000 10000 8000 10000 90000
iteracdes
externas
Tempo de 45s 22min 36s 2horas 52min 18horas 13min 5dias 15horas
processamento
Tamanho dos 0,015625 0,0078125 0,00390625 0,001953125 0,0009765625
volumes —/ (m)
Iteragdes internas 5 10 50 50 20
parauev
Iteragdes internas 10 50 150 150 80
parap’
Iteragdes para o 2 2 2 4 2
ciclo da massa

As simulac¢des descritas nas tabelas 6.3 e 6.4 geraram os resultados abaixo relacionados,
que sdo mostrados para cada varidvel de interesse. Para a forca da placa e fluxo de massa que sdo
as duas variaveis globais analisadas neste problema, a identificagdo e os resultados sdo mostrados

nas tabelas 6.5 a 6.8.

Tabela 6.5: Solugdo numérica para a for¢a da placa com UDS para o problema de Ghia com Re=1000

Nome da h (m) Solugdo Numérica Numero de | Iteragdo que | Residuo
simulagdo algarismos convergiu
significativos | (aproximada)

ST 0002 RelOE3 0,5 0,0039167836691083 16 400 4,72E-15
ST 0004 RelOE3 0,25 0,0071980989351111 16 450 1,07E-15
ST 0008 RelOE3 0,125 0,012626986645550 16 400 5,87E-15
ST 0016 RelOE3 0,0625 0,020080276617467 16 900 3,92E-15
ST 0032 RelOE3 0,03125 0,026969415573005 15 1800 3,50E-15
ST 0064 RelOE3 0,015625 0,031941933625405 15 2100 1,47E-15
ST 0128 RelOE3 | 0,0078125 0,035723281299709 15 3500 1,00E-15
ST 0256 RelOE3 | 0,00390625 0,038970477060095 14 6000 1,01E-15
ST 0512 RelOE3 | 0,001953125 0,042021408339316 13 7900 1,98E-15
ST 1024 RelOE3 | 0,0009765625 0,045008410540646 14 83000 1,58E-15
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Tabela 6.6: Solugdo numérica para a forga da placa com UDS-2 para o problema de Ghia com Re=1000

Nome da simulagéo h (m) Solugdo Numérica Numero de | Iteragdo que | Residuo
algarismos convergiu
significativos | (aproximada)
ST 0002 RelOE3 0,5 0,005194639448513 16 400 4,72E-15
ST 0004 RelOE3 0,25 0,009447247253488 16 450 1,07E-15
ST 0008 RelOE3 0,125 0,016409769793799 16 400 5,87E-15
ST 0016 RelOE3 0,0625 0,025462620518719 16 900 3,92E-15
ST 0032 RelOE3 0,03125 0,032612308291837 15 1800 3,50E-15
ST 0064 RelOE3 0,015625 0,036585460473031 15 2100 1,47E-15
ST 0128 RelOE3 0,0078125 0,039377484332947 15 3500 1,00E-15
ST 0256 RelOE3 0,00390625 0,041972748332230 14 6000 1,01E-15
ST 0512 RelOE3 0,001953125 0,044640407432213 13 7900 1,98E-15
ST 1024 RelOE3 | 0,0009765625 0,047417469415402 14 83000 1,58E-15

Tabela 6.7: Solugdo numérica para o fluxo de massa total para o problema de Ghia com Re=1000

Nome da simulagéo h (m) Solugdo Numérica Numero de | Iteragdo que | Residuo
algarismos convergiu
significativos | (aproximada)
ST 0002 RelOE3 0,5 0,01040204136145 16 400 4,72E-15
ST 0004 RelOE3 0,25 0,02934160105063 16 450 1,07E-15
ST 0008 RelOE3 0,125 0,05826099817735 15 400 5,87E-15
ST 0016 RelOE3 0,0625 0,08289694835611 16 900 3,92E-15
ST 0032 RelOE3 0,03125 0,10095887790377 15 1800 3,50E-15
ST 0064 RelOE3 0,015625 0,11321643465899 15 2100 1,47E-15
ST 0128 RelOE3 0,0078125 0,11742002245802 15 3500 1,00E-15
ST 0256 RelOE3 0,00390625 0,11855383585883 14 6000 1,01E-15
ST 0512 RelOE3 0,001953125 0,11884077404332 13 7900 1,98E-15
ST 1024 RelOE3 | 0,0009765625 | 0,11891271125629 15 83000 1,58E-15

Tabela 6.8: Solugdo numérica para o fluxo de massa com vn para o problema de Ghia com Re=1000

Nome da simulagao h (m) Solugdo Numérica Numero de | Iteragdo que | Residuo
algarismos convergiu
significativos | (aproximada)
ST 0002 RelOE3 0,5 0,01040204136145 16 400 4,72E-15
ST 0004 RelOE3 0,25 0,02867124668449 16 450 1,07E-15
ST 0008 RelOE3 0,125 0,05692302908903 15 400 5,87E-15
ST 0016 RelOE3 0,0625 0,08049639796452 16 900 3,92E-15
ST 0032 RelOE3 0,03125 0,09842301411976 15 1800 3,50E-15
ST 0064 RelOE3 0,015625 0,11078091695906 15 2100 1,47E-15
ST 0128 RelOE3 0,0078125 0,11499605327653 15 3500 1,00E-15
ST 0256 RelOE3 0,00390625 0,11613004260024 14 6000 1,01E-15
ST 0512 RelOE3 0,001953125 0,11641833967668 13 7900 1,98E-15
ST 1024 RelOE3 | 0,0009765625 | 0,11649031239182 15 83000 1,58E-15

Para as variaveis locais, pode-se observar nas tabelas 6.9 e 6.10 a identificagdo e os

resultados para as velocidades centrais em cada uma das dire¢des, ou seja, para u(0,50,5) €
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1(0,5:0,5). Nas tabelas 6.11 € 6.12 observam-se os resultados obtidos para cada um dos perfis,

sendo que serdo analisadas as velocidades em coordenadas pré-determinadas para cada uma das

direcdes.

Tabela 6.9: Solugdo numérica para a velocidade central u para o problema de Ghia com Re=1000

Nome da simulagdo h (m) Solugdo Numérica Numero de | Iteragdo que | Residuo
algarismos convergiu
significativos | (aproximada)
ST 0002 RelOE3 0,5 0,00000000000000 16 400 4,72E-15
ST 0004 RelOE3 0,25 -0,016588359841350 16 450 1,07E-15
ST 0008 RelOE3 0,125 -0,007216368600800 16 400 5,87E-15
ST 0016 RelOE3 0,0625 -0,032958346511087 16 900 3,92E-15
ST 0032 RelOE3 0,03125 -0,057151965470088 16 1800 3,50E-15
ST 0064 RelOE3 0,015625 -0,060363212984396 15 2100 1,47E-15
ST 0128 RelOE3 0,0078125 -0,061630263778068 15 3500 1,00E-15
ST 0256 RelOE3 0,00390625 -0,061956259478163 14 6000 1,01E-15
ST 0512 RelOE3 0,001953125 | -0,062032159342255 13 7900 1,98E-15
ST 1024 RelOE3 0,0009765625 | -0,062050214128755 13 83000 1,58E-15

Tabela 6.10: Solugdo numérica para a velocidade central v para o problema de Ghia com Re=1000

Nome da simulagdo h (m) Solu¢do Numérica Numero de | Iteragdo que Residuo
algarismos convergiu
significativos | (aproximada)
ST 0002 RelOE3 0,5 0,000000000000000 16 400 4,72E-15
ST 0004 RelOE3 0,25 0,018723750193627 16 450 1,07E-15
ST 0008 RelOE3 0,125 0,039746624085269 16 400 5,87E-15
ST 0016 RelOE3 0,0625 0,046584064314220 15 900 3,92E-15
ST 0032 RelOE3 0,03125 0,027880604918396 15 1800 3,50E-15
ST 0064 RelOE3 0,015625 0,026109225598893 15 2100 1,47E-15
ST 0128 RelOE3 0,0078125 0,025876040510088 13 3500 1,00E-15
ST 0256 RelOE3 0,00390625 0,025814577503661 13 6000 1,01E-15
ST 0512 RelOE3 0,001953125 | 0,025802544970193 13 7900 1,98E-15
ST 1024 RelOE3 | 0,0009765625 | 0,025800177249004 13 83000 1,58E-15




142

Tabela 6.11: Solucdo numérica para o perfil de velocidade u para o problema de Ghia com Re=1000

Coordenadas Solucdo Numérica Solucdo Numérica Solu¢cdo Numérica
ST 0256 Re 10E3 | ST 0512 Re 10E3 | ST 1024 Re 10E3

1(0,50,0625) | _020144996870739 | -0,20210717009503 | -0.20227414251665
1(0,5:0,125) | _0,34605045960080 | -0,34739488701430 | -0.34773247248510
u(0,50,1875) | _038296982279157 | -0,38405055862808 | -0-38431980532655
u(0,5:0,25) | 10,31820871456981 | -0,31876335268577 | ~0.31890051375112

1(0,50,3125) | _024510782758067 | -0,24554845622705 | -0-24565749053590
u(0,5:0,375) | 0,18325441742130 | -0,18361387645712 | ~0.18370266142907
u(0,50.4375) | _0,12311741207205 | -0,12333832560638 | -0,12339251459746
1(0,50,5) | .0,06195625947816 | -0,06203215934225 | ~0.06205021412875

u(0.5:0.5625) | 0.00047002548947 | 0,00053798809710 | 0:00055578695859
1(0,5:0,625) | 0,06495981341353 | 0,06517576929936 | 0:06523045068290
u(0,5:0,6875) | 0,13307951429673 | 0,13344872308622 | 0:13354157641745
1(0,50,75) | 020719729602242 | 0,20773489798021 | 0:20786966742894
u(0.5:08125) | 028742217431443 | 028818729811136 | 0:28837863631692
u(0.50.875) | 036113489130571 | 0,36219325644896 | 0-36245740908046
1(0,50,9375) | 0.42152958979945 | 0,42258356388195 | 0-42284517896081

Tabela 6.12: Solugdo numeérica para o perfil de velocidade v para o problema de Ghia com Re=1000

Coordenadas Solu¢cdo Numérica Solu¢do Numérica Solu¢do Numérica
ST 0256 Re 10E3 | ST 0512 Re 10E3 | ST 1024 Re 10E3

v(0,0625:0,5) | 0,27931777878848 | 0,28035985819331 | 0-28061936460845
v(0,1250,5) | 0,36338161486230 | 0,36462776662598 | 0.36493840037067
v(0,1875:0,5) | 036652923857890 | 0,36752249865431 | 0.36777020518767
v(0.250,5) | 030631170239046 | 0,30690624687142 | 0.30705478907756
v(03125:0,5) | 0.23073625708267 | 0,23113507771815 | 0-23123505007071
v(0375:0.5) | 0,16019387066608 | 0,16047121079345 | 0:16054094036928
v(0,4375:0,5) | 0,09278750264657 | 0,09292331586805 | 0:09295777695567
v(050.5) | 0,02581457750366 | 0,02580254497019 | 0.02580017724900
v(0,5625:0,5) | _0,04163362370606 | -0,04178971354944 | -0:04182800429854
v(0,625:0,5) | 0,11039859840603 | -0,11069920433610 | ~0.11077357025687
v(0,6875,0,5) | _0,18107140592572 | -0,18152854273459 | -0,18164201514712
v(0,750,5) | .025256189596684 | -0,25317738969381 | ~0-25333053767224
v(0.81250,5) | .0,33076007724774 | -0,33136614260639 | “0-33151664396664
v(0.875:0,5) | 10,46638938722355 | -0,46742994409168 | ~0:46768927606096
v(0,9375:0,5) | -0.45428072226179 | -0,45568121557874 | -0:45603449594607

Os resultados obtidos a partir do programa Stokes 1p3.exe, puderam ser comparados com

os resultados obtidos por Ghia et al. (1982) e por Nishida et al. (1992) para algumas varidveis de
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interesse, conforme pode ser observado na tabela 6.13 e nas figuras 6.1 e 6.2 (para os perfis de

velocidade nas duas diregdes). Os resultados da tabela 6.13 serdo comparados na malha com 128

nos.

Tabela 6.13: Resultados obtidos com Stokes_1p3, por Ghia et al. (1982) e por Nishida et al. (1992)

Variavel de interesse Stokes 1p3 Ghia et al. (1982) | Nishida et al. (1992)
Fluxo de massa total minimo | -0,11742002245802 -0,117929 -0,119004
u(0,5;0,0625) -0,19896425414669 2020196 | el
1(0,5;0,5) -0,06163026377806 -0,06080 | e
1(0,0625:0,5) 0,27521739853401 027485 |  omoe-
v(0,5;0,5) 0,02587604051008 0,02526 |  —oeeeees

Os perfis de velocidade também podem ser comparados através das figuras 6.1 ¢ 6.2, onde

estdo dispostos os resultados obtidos por Ghia et al. (1982) e o atual, obtido com o programa

Stokes 1p3.
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Com os resultados obtidos também pode-se visualizar as curvas de nivel para as linhas
de corrente assim como os campos de velocidades, conforme pode ser observado nas figuras

6.3 e 6.4 (linhas de corrente) e na figura 6.5 (campo de velocidades). Estes graficos foram

gerados a partir dos resultados obtidos na malha com 128 nds em cada dire¢@o.
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Figura 6.3: Linhas de corrente para o problema de Ghia com Re=1000
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Figura 6.4: Linhas de corrente para o problema de Ghia com Re=1000
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Figura 6.5: Campo de velocidades para o problema de Ghia com Re=1000

Nas tabelas 6.14 a 6.19, pode-se observar que a ordem aparente ¢ calculada com base
em trés malhas, sendo que o valor correspondente ao ST 0008 RelOE3, foi obtido com as
seguintes malhas: 8X8 nos (malha fina), 4X4 ndés (malha grossa) e 2X2 no6s (malha
supergrossa), para Re=1000. O valor correspondente a ST 0016 _RelOE3 foi obtido com as
malhas: 16X16 (malha fina), 8X8 (malha grossa) e 4X4 (malha supergrossa), também para
Re=1000, e assim sucessivamente. Nestas tabelas estdo listadas as ordens obtidas para todas

as variaveis de interesse.

Tabela 6.14: Ordem aparente para a forca da placa com UDS para o problema de Ghia com Re=1000

Nome da simulagao h (m) Razio derefino | (Ordem aparente p,,
ST 0002 RelOE3 0,5 s
ST 0004 RelOE3 0,25 A
ST 0008 RelOE3 0,125 2 -0,72638243044585
ST 0016 RelOE3 0,0625 2 -0,45722074524113
ST 0032 RelOE3 0,03125 2 0,11355371130475
ST 0064 RelOE3 0,015625 2 0,47034706914223
ST 0128 RelOE3 0,0078125 2 0,39507610531086
ST 0256 RelOE3 0,00390625 2 0,21970614183366
ST 0512 RelOE3 0,001953125 2 0,08994467727255
ST 1024 RelOE3 | 0,0009765625 2 0,03055138338915




Nome da simulagao h (m) Razdo de refino | Ordem aparente P,
ST 0002 RelOE3 0,5 A

ST 0004 RelOE3 0,25 A

ST 0008 RelOE3 0,125 2 -0,71126228387285
ST 0016 RelOE3 0,0625 2 -0,37876207256830
ST 0032 RelOE3 0,03125 2 0,34049192480559
ST 0064 RelOE3 0,015625 2 0,84759618762923
ST 0128 RelOE3 0,0078125 2 0,50897278264152
ST 0256 RelOE3 0,00390625 2 0,10542996849336
ST 0512 RelOE3 0,001953125 2 -0,03969301437068
ST 1024 RelOE3 | 0,0009765625 2 -0,05798506165878

Nome da simulagao h (m) Razido de refino | Ordem aparente P,
ST 0002 RelOE3 0,5 s
ST 0004 RelOE3 0,25 P s
ST 0008 RelOE3 0,125 2 -0,61063468608558
ST 0016 RelOE3 0,0625 2 0,23127236148402
ST 0032 RelOE3 0,03125 2 0,44781309222155
ST 0064 RelOE3 0,015625 2 0,55928058186399
ST 0128 RelOE3 0,0078125 2 1,54397832998767
ST 0256 RelOE3 0,00390625 2 1,89043798061280
ST 0512 RelOE3 | 0,001953125 2 1,98237135231679
ST 1024 RelOE3 | 0,0009765625 2 1,99592979634972

Tabela 6.17:
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Tabela 6.15: Ordem aparente para a forca da placa com UDS-2 para o problema de Ghia com Re=1000

Tabela 6.16: Ordem aparente para o fluxo de massa total para o problema de Ghia com Re=1000

Ordem aparente para o fluxo de massa com vn para o problema de Ghia com Re=1000
Nome da simulagao h (m) Razido de refino | Ordem aparente p,,
ST 0002 RelOE3 0,5 2 | e

ST 0004 RelOE3 0,25 2 | e

ST 0008 RelOE3 0,125 2 -0,62892800926886
ST 0016 RelOE3 0,0625 2 0,26118394081126
ST 0032 RelOE3 0,03125 2 0,39505475975115
ST 0064 RelOE3 0,015625 2 0,53666925365098
ST 0128 RelOE3 0,0078125 2 1,55178274201808
ST 0256 RelOE3 0,00390625 2 1,89417223101726
ST 0512 RelOE3 | 0,001953125 2 1,97577894569421
ST 1024 RelOE3 | 0,0009765625 2 2,00203421715257

Nome da simulagédo h (m) Razdo de refino | Ordem aparente Py
ST 0002 RelOE3 0,5 2 e
ST 0004 RelOE3 0,25 R e
ST 0008 RelOE3 0,125 2 e
ST 0016_RelOE3 0,0625 R D
ST 0032 RelOE3 0,03125 2 0,08949632031129
ST 0064 RelOE3 0,015625 2 2,91342081489444
ST 0128 RelOE3 0,0078125 2 1,34165950784072
ST 0256 RelOE3 | 0,00390625 2 1,95854952010625
ST 0512 RelOE3 | 0,001953125 2 2,10268372790563
ST 1024 RelOE3 | 0,0009765625 2 2,07171594199603

Tabela 6.18: Ordem aparente para a velocidade central u para o problema de Ghia com Re=1000
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Tabela 6.19: Ordem aparente para a velocidade central v para o problema de Ghia com Re=1000

Nome da simulagéo h (m) Razdo de refino | Ordem aparente Py
ST_0002_RelOE3 0,5 2 e

ST_0004 RelOE3 0,25 2 e

ST_0008 RelOE3 0,125 2 -0,16709048133092
ST _0016_RelOE3 0,0625 2 1,62043168221544
ST _0032_RelOE3 0,03125 R D

ST 0064_RelOE3 0,015625 2 3,40036004995883
ST 0128 RelOE3 0,0078125 2 2,92532573851741
ST 0256_RelOE3 | 0,00390625 2 1,92368529492698
ST 0512_RelOE3 | 0,001953125 2 2,35277790115203
ST 1024 _RelOE3 | 0,0009765625 2 2,34536932448822

Nas tabelas 6.14 e 6.15, as ordens aparentes obtidas para a for¢a da placa, tanto com
UDS quanto com UDS-2, estdo tendendo a zero. Isto ocorre quando o erro tende a um valor
constante, ao invés de cair como o esperado, mesmo comportamento observado para Re=100.
No caso deste problema da cavidade, este fato pode ser devido as velocidades nos contornos,
que encontram uma descontinuidade muito grande quando a malha ¢ refinada, pois em um
pequeno espaco a velocidade passa de zero (condicdo de contorno nas paredes direita e

esquerda) a unidade (condigdo de contorno da parede superior).

Para as outras variaveis de interesse (fluxo de massa total ¢ com vy, e velocidades
centrais) pode-se observar que as ordens aparente obtidas estdo tendendo para o valor tedrico,

da ordem assintdtica, apresentando assim, o mesmo comportamento observado para Re=100.

Pode-se observar que a ordem aparente ndo foi calculada em alguns casos para a
velocidade central u# (ST 0008 RelOE3, ST 0016 RelOE3), e também para a velocidade
central v (ST 0032 RelOE3). Isto ocorre devido a uma inversdo de sinal dos resultados
numéricos, 0 que ocasiona em um logaritmo negativo na obtengdo destas ordens. Maiores
detalhes sobre esta inversdo de sinais podem ser obtidos no Apéndice A. Assim como no
problema anterior, os perfis de velocidade u e v aqui calculados sdo obtidos considerando
apenas as trés malhas mais finas, ou seja, com 256X256, 512X512 e 1024X1024 nds para a

obtencdo da ordem aparente.
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Tabela 6.20: Ordem aparente para o perfil de velocidade u para o problema de Ghia com Re=1000

Coordenadas

Ordem aparente p,,

u(0,5;0,0625)

1,97672569009937

u(0,5:0,125)

1,99366714636081

u(0,5;0,1875)

2,00501336969788

u(0,5;0,25)

2,01567574993358

u(0,5;0,3125)

2,01478112491573

u(0,5:0,375)

2,01743996258306

u(0,5;0,4375)

2,02741011686505

u(0,5;0,5)

2,07171594199603

u(0,5:0,5625)

1,93295624595261

u(0,5;0,625)

1,98161498604168

u(05;0,6875)

1,99141132393745

1,99604490707199

u(0,5;0,8125)

1,99956822123076

u(0,5,0,875)

2,00239376579006

(

(

(
u(0,5;0,75)

(

(

(

u(0,5;0,9375)

2,01032178934967

Tabela 6.21: Ordem aparente para o perfil de velocidade v para o problema de Ghia com Re=1000

Coordenadas

Ordem aparente p,

1(0,06250,5)

2,00562310457634

v(0,125;0,5)

2,00419331307990

v(0,1875:0.5)

2,00353960205289

v(0,25:0,5)

2,00091183917877

v(0,3125;0,5)

1,99613898204665

v(0,375;0,5)

1,99181375933081

v(0,4375,0,5)

1,97858379342956

(0,5:0.5)

2,34536932448822

v(0,5625;0,5)

2,02730887584889

v(0,625;0,5)

2,01515992715217

v(0,6875:0.5)

2,01028439862395

(0,75,0,5)

2,00681782971216

v(0,8125;0,5)

2,00969685727388

1(0,875;0,5)

2,00448384167962

v(0,9375;0,5)

1,98704961657451

As ordens praticas para cada uma das variaveis de interesse podem também ser
observadas nas figuras 6.3 a 6.8 que estdo dispostas a seguir, sendo que para as varidveis
globais e para as velocidades centrais (varidveis locais), foram considerados os resultados

obtidos em todas as malhas.
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Figura 6.7: Ordens aparente e assint6tica por h

Figura 6.6: Ordens aparente e assintotica por h para a forca da placa com UDS-2

para a forca da placa com UDS

1,04

054

0,04

20,5

-1,0

—=— Ordem assintética
—e— Ordem aparente

Ordens aparente e assintética

Figura 6.8: Ordens aparente e assintotica para o

3,049

254

2,04

154

1,04

054

0,0

fluxo de massa total

—=— Ordem assint6tica
—e— Ordem aparente

0,5

Ordens aparente, assintética e efetiva

T T T
1E-3 0,01 0,1

Figura 6.10: Ordens aparente e assintética para

a velocidade u central

Ordens aparente, assintética e efetiva

Figura 6.9: Ordens aparente e assintotica para o

Ordens aparente, efetiva e assintética

0,5

—=— Ordem assintética
—e— Ordem aparente

359

3,04

2,54

2,04

154

1,04

054

0,04

T T
1E-3 0,01

fluxo de massa com v,

—=— Ordem assintética
—e— Ordem aparente

T T
1E-3 0,01

Figura 6.11: Ordens aparente e assint6tica para

a velocidade v central
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Conforme se pode observar nas figuras 6.6 ¢ 6.7, a ordem aparente nio esta tendendo
para a ordem teorica (assintotica) a medida que a malha esta sendo refinada. Nas figuras 6.8,
6.9, 6.10 ¢ 6.11, a ordem aparente apresenta um comportamento esperado, ou seja, se

aproxima da ordem assintotica conforme a malha ¢ refinada.

6.3 Verificagdo da solugdo numérica

Nas tabelas 6.22, 6.23 e 6.24, para cada variavel de interesse foi estimado o erro da
solugdo numérica, sendo que, cada estimador foi obtido com base nas trés malhas mais finas,

ou seja, 256X256, 512X512 e 1024X1024 nos.

Tabela 6.22: Estimativa do erro numérico para as variaveis de interesse para o problema de Ghia com

Re=1000
Varidvel de interesse Ui (¢1 s P ) Ui (¢1 » Pu ) Usar (¢1 > P )
URi(¢1=pL) URi(¢1apL)
Forca da placa com UDS 0,0029870022013 | 46,7236866218910 | 140,1710598656730
Forga da placa com UDS-2 0,0009256873277 |  mmmmmmmmmmmememm | mmmmmmememeeeee
Fluxo de massa total 0,0000239790709 | 1,0037705290832 | 3,0113115872498
Fluxo de massa com v, 0,0000239909050 | 0,9981221909101 | 2,9943665727303
u(0,5:0,5) -0,0000060182621 | 0,9363693810035 | -2,8091081430105
1(0.5:0.5) -0,0000007892403 | 0,7349510122363 | 3,0000000000000




Re=1000
Coordenadas Up (¢1 s P ) Upi (¢1 » Pu ) Ugar (¢1 > P)

UR[(¢1:pL) URi(¢1>pL)
1(0,5:0,0625) -0,0000556574738 | 1,0218026668654 | 3,0654080005962
1(0,5:0,125) | -0,0001125284902 | 1,0058742782020 | 3,0176228346061
1(0,5:0,1875) | .0,0000897488994 | 0,9953800458498 | 3,0000000000000
1(0,5:0,25) | _0,0000457203551 | 0,9856426729271 | 3,0000000000000
1(0,5:0,3125) | 10,0000363447696 | 0,9864551035442 | 3,0000000000000
1(0,5:0,375) | 10,0000295949906 | 0,9840429928399 | 3,0000000000000
1(0,5:0,4375) | 10,0000180629970 | 0,9750632395080 | 3,0000000000000
u(0.5:0,5) | -0,0000060182621 | 0,9363693810035 | 3,0000000000000
1(0,5:0,5625) | 0,0000059329538 | 1,0644457120043 | 3,1933371360131
1(0,5:0,625) | 0,0000182271278 | 1,0171735041289 | 3,0515205123868
1(05:0,6875) | 0,0000309511104 | 1,0079771734380 | 3,0239315203140
1(0,5:0,75) | 0,0000449231495 | 1,0036636495164 | 3,0109909485493
u(0,5;0,8125) 0,0000637794018 | 1,0003991478619 | 3,0011974435858
1(0,5,0,875) | 0,0000880508771 | 0,9977907458834 | 3,0000000000000
1(0,50,9375) | 0,0000872050262 | 0,0905172188181 | 3,0000000000000

Re=1000

Coordenadas Ui (¢1 sPr ) Up (¢1 > Pu ) Ugar (¢1 s P )

URi(¢1>PL) URi(¢1aPL)
1(0,0625;0,5) 0,0000865021383 | 0,9948199793228 | 3,0000000000000
1(0,125:0.5) 0,0001035445815 | 0,9961339227661 | 3,0000000000000
v(0,1875:0,5) | 0,0000825688444 | 0,9967353894002 | 3,0000000000000
v(0,25,0,5) 0,0000495140687 | 0,9991577253120 | 3,0000000000000
v03125:0,5) | 0,0000333241175 | 1,0035763120754 | 3,0107289362262
W0.3750.5) | 0,0000232431919 | 1,0076016171441 | 3,0228048514324
v(0,4375:0,5) | 0,0000114870292 | 1,0200403180691 | 3,0601209542075
v(0,5:0,5) -0,0000007892403 | 0,7349510122363 | 3,0000000000000
(0,5625:0,5) | _0,0000127635830 | 0,9751539093110 | 3,0000000000000
v(0.625:0,5) | _0,0000247886402 | 0,9861110021447 | 3,0000000000000
v(0,6875,0,5) | _0,0000378241375 | 0,9905513670848 | 3,0000000000000
v(0,75,0.5) -0,0000510493261 | 0,9937237159311 | 3,0000000000000
v(0.8125:0,5) | _0,0000501671200 | 0,9910881508864 | 3,0000000000000
v(0.875:0.5) | -0,0000864439897 | 0,0958667586675 | 3,0000000000000
v(0,9375:0,5) | -0,0001177601224 | 1,0120588199214 | 3,0361764597643
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Tabela 6.23: Estimativa do erro numérico para o perfil de velocidade u para o problema de Ghia com

Tabela 6.24: Estimativa do erro numeérico para o perfil de velocidade v para o problema de Ghia com
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Conforme pode ser observado na tabela 6.22, para forga da placa obtida com UDS-2 o

erro estimado (U) se aplica apenas para a ordem assintdtica, pois a ordem aparente ¢ negativa.

O mesmo pode ser observado nas figuras 6.13 e 6.19, onde o valor obtido com a ordem

aparente ¢ representado por uma descontinuidade.
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Figura 6.12: Raz0es dos estimadores de
Richardson (ordem aparente) e GCI pelo
estimador de Richardson (ordem assintotica)
para a forca da placa com UDS
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Figura 6.13: Raz0es dos estimadores de
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estimador de Richardson (ordem assintética)
para a for¢a da placa com UDS-2
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Figura 6.15: Raz0es dos estimadores de
Richardson (ordem aparente) e GCI pelo
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para o fluxo de massa com v,
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Figura 6.16: Raz0es dos estimadores de
Richardson (ordem aparente) e GCI pelo
estimador de Richardson (ordem assintotica)

para a velocidade u central
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I UR\(pU)/UR\(pL)
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Figura 6.17: Raz0es dos estimadores de
Richardson (ordem aparente) e GCI pelo
estimador de Richardson (ordem assintética)

para a velocidade v central

Observa-se nas figuras 6.17 a 6.17 o comportamento semelhante apresentado para o

fluxo de massa total e o obtido também com v,, o mesmo ocorrendo para as velocidades

centrais.
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Figura 6.18: Estimadores de Richardson (ordens
aparente e assintotica), GCI para a forca da

placa com UDS
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placa com UDS-2
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Figura 6.23: Estimadores de Richardson (ordens
aparente e assintética), GCI para a velocidade v

central

Da observacao das figuras 6.20 a 6.23 pode-se concluir que as variaveis de interesse
(fluxo de massa total e obtido com v, e as velocidades centrais) apresentam um comportamento
semelhante. A forca da placa obtida com UDS e com UDS-2 ndo apresenta um comportamento
esperado, pois a ordem aparente ndo se aproxima da ordem assintdtica, o que acaba

comprometendo todas as analises que seguem.

Os dados utilizados na constru¢do das figuras 6.12 a 6.23 podem ser observados no

Apédice C para todas as malhas utilizadas.
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A solucdo numérica para cada varidvel de interesse com seu erro estimado, pode ser

analisado nas tabelas 6.25, 6.26 e 6.27, considerando-se ¢ a malha mais fina (1024X1024 nos).

Para a obtengdo desta solucao estimada foi utilizado o estimador Convergente (MARCHI e

SILVA, 2002) descrito no capitulo 3.

Tabela 6.25: Solu¢do numérica com seu erro estimado com estimador Convergente para o problema de Ghia

com Re=1000
Variavel de interesse ¢= ¢C +U,. Envolve solug@o de Ghia ef al. (1982)
ForcadaplacacomUDS | = —ememeeeeeeee | e
For¢adaplacacomUDS-2 | = —ccememeeeeee | s
Fluxo de massa total 0,1189367355341 + 0,0000000452068 Nio
Fluxo de massa com v, 0,1165142807717 + 0,0000000225251 | <o
u(0,5:0,5) 0,0620560409180 + 0,0000001914728 Nao
1(0.5:0.5) 0.0257994926022 + 0,0000001045936 Nio

Tabela 6.26: Solugao numeérica para o perfil de velocidade u com seu erro estimado com estimador
Convergente para o problema de Ghia com Re=1000

Coordenadas

¢:¢ciUc

u(0,5;0,0625)

0,2023304067312 + 0,0000006067406

u(0,5;0,125)

0,3478453314871 £ 0,0000003305118

u(0,5;0,1875)

0,3844093469081 £ 0,0000002073179

1(0,5;0,25)

0,3189459058951 + 0,0000003282110

u(0,5;0,3125)

0,2456935891624 + 0,0000002461430

u(0,5;0,375)

0,1837320202959 £ 0,0000002361237

u(0,5;0,4375)

0,1234103523781 £+ 0,0000002252163

u(0,5;0,5)

0,0620560409180 + 0,0000001914728

u(0,5:0,5625)

0,0005619110891 £+ 0,0000001911767

u(0,5;0,625)

0,0652488343225 + 0,0000001565118

u(05:0,6875)

0,1335726509790 + 0,0000001234511

1(0,5;0,75)

0,2079146728698 + 0,0000000822913

u(0,5;,0,8125)

0,2884424284474 + 0,0000000127287

u(0,5;0,875)

0,3625453626942 £+ 0,0000000972633

u(0,5;0,9375)

0,4229319705140 £ 0,0000004134730
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Tabela 6.27: Solucdo numérica para o perfil de velocidade v com seu erro estimado com estimador
Convergente para o problema de Ghia com Re=1000

Coordenadas

¢:¢ciUc

1(0,0625;0,5)

0,2807056427054 + 0,0000002240414

v(0,125;0,5)

0,3650417447965 = 0,0000002001556

v(0,18750,5)

0,3678526392545 £+ 0,0000001347775

(0,25;0,5)

0,3071042822940 % 0,0000000208522

v(0,3125;0,5)

0,2312684337769 £+ 0,0000000595887

v(0,375;0,5)

0,1605642719041 £ 0,0000000883429

(0,4375:0,5)

0,0929693790867 = 0,0000001151018

1(0,5;0,5)

0,0257994926022 + 0,0000001045936

(0,5625:0,5)

0,0418406093190 £ 0,0000001585625

v(0,625;0,5)

0,1107981867524 + 0,0000001721446

1(0,6875:0,5)

0,1816796605914 + 0,0000001786931

v(0,75;0,5)

0,2533814267983 = 0,0000001602000

v(0,8125;0,5)

0,3315665875458 + 0,0000002235409

v(0,875,0,5)

0,4677755414037 = 0,0000001786469

v(0,9375:0,5)

0,4561529660925 £+ 0,0000007100240

Na tabela 6.25, o estimador convergente ndo se aplica a varidvel de interesse, for¢a da
placa sobre o fluido, pois seu resultado numérico ndo se apresentou convergente conforme

analise feita com base nas ordens praticas.

A solu¢do numérica pode também ser estimada com o uso do estimador GCI, também ja
descrito no capitulo 3. Esta estimativa da solu¢gdo numérica pode ser observada nas tabelas 6.28,

6.29 e 6.30. Na tabela 6.28, o estimador U, (¢,p), para a forga da placa com as duas

aproximagdes numéricas foi obtido com base na ordem assintotica. As outras varidveis de

interesse este estimador é obtido com a menor ordem entre a aparente € a assintotica.
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Tabela 6.28: Solugdo numérica com seu erro estimado com estimador GCI para o problema de Ghia com
Re=1000

Variavel de interesse Envolve solug@o de Ghia ef al. (1982)

P=9 iUGCI(¢19p)

0,0450084105406 + 0,4186912643816

Forga da placa com UDS

Forga da placa com UDS-2 | 0,0474174694154 + 0,0027770619831

Fluxo de massa total 0,1189127112562 + 0,0000722084543 Nio
Fluxo de massa com v, 0,1164903123918 +£ 0,0000719727151 | = emmmmmmeeeee

u(0,5:0.5) -0,0620502141287 + 0,0000180547864 Nio

1(0,5:0,5) 0,0258001772490 + 0,0000023677211 Nio

Tabela 6.29: Solugdo numérica para o perfil de velocidade u com seu erro estimado com estimador GCI para
0 problema de Ghia com Re=1000

Coordenadas p=¢+tUgq (¢1 P )
1(0,5:0,0625) | 10.2022741425166 + 0,0001706128657
uw(0,5:0,125) | .0,3477324724851 + 0,0003395685417
u(0,5,0,1875) | -0.3843198053265 + 0,0002692466984
u(0,5:0.25) | -0.3189005137511  0,0001371610653
u(0,5:0,3125) | 0.2456574905359 % 0,0001090343088
u(0,5:0,375) | -0,1837026614290 % 0,0000887849719
u(0,5:0,4375) | 0,1233925145974 + 0,0000541889910
w(0,5:0,5) | 20,0620502141287 + 0,0000180547864
1(0,5;0,5625) | 0,0005557869585 = 0,0000189459217
1(0,5:0,625) | 0,0652304506829 + 0,0000556204545
1(05,0,6875) | 0,1335415764174 + 0,0000935940383
1(0,5:0,75) | 0,2078696674289 + 0,0001352631967
1(0,5:0,8125) | 2883786363169+ 0,0001914145777
u(0,5:0.875) | 0,3624574090804 + 0,0002641526314
1(0,5,0,9375) | 0428451789608 + 0,0002616150788
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Tabela 6.30: Solucdo numeérica para o perfil de velocidade v com seu erro estimado com estimador GCI para o
problema de Ghia com Re=1000

Coordenadas p=¢ tU;, (¢1 N )

1(0,0625;0,5) | 0,2806193646084 + 0,0002595064151
1(0,125:0,5) | 0,3649384003706 + 0,0003106337446
(0,1875:0,5) | 0,3677702051876 % 0,0002477065333
1(0.25:0,5) | 0,3070547890775 + 0,0001485422061
(0,3125;0,5) | 0,2312350500707 + 0,0001003298848
1(0,375,0,5) | 0,1605409403692 = 0,0000702596333
1(0,4375:0,5) | 0,0929577769556 % 0,0000351516987
1(0,5:0,5) | 0,0258001772490 + 0,0000023677211
(0,5625:0,5) | -0,0418280042985 + 0,0000382907491
1(0,625,0,5) | -0,1107735702568 = 0,0000743659207
1(0,6875;0,5) | -0,1816420151471 % 0,0001134724125
(0,75:0,5) | -0,2533305376722 % 0,0001531479784
(0,8125;0,5) | -0,3315166439666 + 0,0001505013602
1(0,875,0,5) | -0,4676892760609 = 0,0002593319692
1(0,9375;0,5) | -0,4560344959460 + 0,0003575405116

6.4 Concluséao

Neste capitulo foi estudado o problema do escoamento recirculante em uma cavidade
quadrada proposto por Ghia et al. (1982), descrevendo-se os resultados para duas variaveis de
interesse globais: fluxo de massa que escoa na cavidade (tanto o total quanto o obtido com vy)
que foi obtido através das linhas de corrente e integragdo, ¢ a for¢a que ¢ aplicada sobre a placa
superior da cavidade. Também foram expostos os resultados para as varidveis de interesse locais,
que sdo as velocidades centrais em cada uma das diregdes, e os perfis de velocidade u e v. Os
perfis foram calculados para as trés malhas mais finas utilizadas no estudo da incerteza numérica

das solugdes obtidas para este problema.

Para Re=1000, a variavel de interesse forca sobre a placa também nao apresentou um
comportamento esperado, pois tanto a ordem aparente obtida com a aproximacdo UDS quanto a
obtida com a aproximag¢dao UDS-2, ndo se aproximam da ordem assintotica, apresentando um

comportamento parecido ao obtido no capitulo 5 (problema de Ghia com Re=100). A ordem
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pratica obtida a partir das simulagdes numéricas estd tendendo a zero, isto ocorre quando o erro
obtido entre as solu¢des numéricas obtidas com diferentes malhas tende a um valor constante, ao

invés de tender a zero.

Ja a outra variavel global fluxo de massa, apresentou um resultado esperado com sua
ordem aparente se aproximando da ordem assintotica. O mesmo ocorrendo para as variaveis
locais: perfis de velocidade e velocidades centrais. Todas estas andlises foram feitas com base em

tabelas e graficos, que tornaram mais clara a visualiza¢ao dos resultados.

Neste capitulo pode-se observar também a razdo entre o estimador de Richardson obtido
com a ordem aparente pelo estimador obtido com a ordem assint6tica, e também a razao entre o

estimador GCI pelo estimador de Richardson obtido com a ordem assintdtica (tedrica).

Para todas as variaveis de interesse podem ser observadas as solugdes numéricas com seu

erro estimado pelo estimador Convergente ¢ também pelo estimador GCI.

Como no capitulo anterior, podem-se comparar também os resultados presentes na
literatura, Ghia ef al. (1989) e Nishida et al. (1992), por exemplo, com os obtidos neste trabalho,
comparag¢do esta que se mostrou satisfatoria. Também foram obtidos resultados com malhas mais
refinadas que as presentes na literatura atual, com 1024X1024 nds contra 257X257 nds (Ghia et

al. 1982).

Neste capitulo podem-se observar ainda os graficos para as linhas de corrente e para o
campo de velocidades, o que tornou mais clara a visualizacdo do escoamento na cavidade

quadrada.
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7 Conclusao

Este capitulo apresenta as principais constatagdes deste trabalho ¢ um resumo das
contribuicdes desta dissertagao. O escopo deste trabalho era aplicar os seguintes estimadores de
erro: Extrapolagdo de Richardson, GCI e Estimador Convergente, para avaliar a solugdo
numérica para o problema da cavidade quadrada presentes na literatura. O primeiro problema
abordado possui solugdo analitica e a tampa da cavidade se move a uma velocidade variavel,
descrito por Shih et al. (1989), e o segundo problema nao possui solu¢do analitica e a tampa da
cavidade se move a uma velocidade constante, descrito por Ghia et al. (1982). Este problema foi
resolvido com diferentes condi¢des de contorno, sendo que os resultados obtidos para ambos os

problemas foram comparados aos que existem na literatura.

Primeiramente foi resolvido o problema descrito por Shih et al (1989), que possui
solucdo analitica, sendo que as varidveis de interesse que foram analisadas neste problema foram:
forca da placa sobre o fluido, fluxo de massa que escoa na cavidade, perfil de velocidade nas duas
direcdes (u e v) e velocidade central também nas duas direcdes. As duas primeiras variaveis de
interesse sao globais e as outras duas sdo variaveis locais. As analises feitas com os estimadores
acima citados mostraram-se satisfatorias para o fluxo de massa, velocidades centrais e perfis de
velocidade. Constatou-se que as ordens obtidas a partir das solugdes numéricas se aproximam da

ordem teodrica, como era esperado.

As andlises feitas com a for¢a da placa ndo se mostraram tao satisfatérias, pois as ordens
praticas nao se aproximaram da ordem tedrica, o que pode ser explicado pelos testes mostrados
no apéndice A. Neste apéndice foi constatado que a derivada que faz parte da equacdo desta
varidvel de interesse, possui ordem aparente diferente da ordem assintdtica, ou seja, o valor da
ordem aparente tende a outro nimero, que para este caso, foi 0 mesmo valor a que esta tendendo
a ordem aparente da for¢a da placa. Isto foi demonstrado para a for¢a da placa obtida com duas

aproximacdes numéricas diferentes, ou seja, para duas ordens assintéticas distintas.

Para a forca da placa tem-se que |EUDS| <|EUDS_2 , 1sto pode estar ocorrendo devido a

aproximac¢ao UDS (com ordem 1), que parece se comportar como CDS, que possui ordem 2. Isto
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pode estar ocorrendo devido ao uso de volumes ficticios para a aplicacdo das condigdes de
contorno. A ordem aparente de aproximagdes de problemas unidimensionais pode apresentar um

comportamento diferente em problemas bidimensionais.

Para este primeiro problema se pode observar figuras que ilustram o comportamento dos
resultados obtidos neste trabalho comparados a solugdo analitica, resultados estes que se
mostraram muito proéximos. Podem-se também observar as curvas de nivel, onde se pode notar
como o escoamento se comporta com a influéncia de um termo fonte e da tampa que se move a
uma velocidade variavel, e os campos de velocidades nas duas dire¢des (# e v), onde se pode

notar a magnitude da velocidade em varios pontos da cavidade.

Neste problema de Shih se pode ainda comparar os resultados obtidos para duas varidveis
de interesse, fluxo de massa e forca da placa, com os resultados obtidos por Morais (2004).
Foram confrontadas as ordens aparente e efetiva obtidas nos dois trabalhos, onde os resultados
mais satisfatorios foram os apresentados por este trabalho. Mesmo comportamento apresentou os

estimadores de erro, com suas incertezas.

Ainda para o Problema de Shih, conforme se pode observar na tabela A.8, a ordem efetiva
para a aproximagdo UDS se aproxima de um, enquanto para a aproximagao UDS-2 se aproxima
de dois, conforme ¢ esperado. Os resultados aqui obtidos numericamente ndo condizem com os
resultados obtidos a partir das solug¢des analiticas, isto pode estar ocorrendo devido a aplicagao
das condi¢des de contorno, feitas a apartir de volumes ficticios e também devido aos outros erros

inerentes na solu¢ao numérica também podem estar interferindo nestes resultados.

O estimador GCI foi aplicado a todas as variaveis de interesse, sendo que se mostrou
confiavel para todas elas, ou seja, a solu¢do analitica deste problema estava contida no intervalo

proposto por este estimador.

O segundo problema abordado foi o descrito por Ghia et al. (1982), onde foram variados
os valores para o numero de Reynolds e a solucao analitica ndo ¢ conhecida. Neste caso, as
variaveis de interesse sdo as mesmas ja discutidas no problema anterior. Serdo analisados dois
numeros de Reynoldos: Re=100 ¢ Re=1000. Os resultados obtidos para o fluxo de massa, perfis

de velocidade e velocidades centrais nas duas diregdes também foram satisfatorios. Para estas
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variaveis de interesse a ordem aparente se aproximou da ordem assintotica a medida que a malha
foi sendo refinada, sendo que, desta forma, os estimadores de erros puderam ser aplicados sem
restri¢des, produzindo bons resultados. A forga da placa novamente apresentou problemas com a
ordem aparente, mas neste caso, a ordem estad se aproximando de zero enquanto a malha ¢
refinada. Isto ocorre quando os erros entre as solugdes numéricas (entre as malhas) estdo
tendendo a um valor constante, enquanto deveriam se aproximar de zero. O fato de a ordem
aparente estar tendendo a zero pode estar ligado a aplicacdo das condigdes de contorno, onde se

observa uma descontinuidade.

Para este problema se podem observar os resultados obtidos para os perfis de velocidade
comparando com os resultados obtidos por Ghia et al. (1982) através de graficos. Através de
tabelas pode-se também comparar os resultados obtidos neste trabalho aos obtidos por Nishida et
al. (1992) para os dois valores de Re. Observou-se que os resultados obtidos no presente trabalho
estdo bem proximos (coincidéncia de pelo menos duas casas decimais para cada variavel de

interesse) aos obtidos pelos autores acima citados.

Para este problema também se podem comparar os resultados obtidos neste trabalho aos
que estdo presentes na literatura, através de graficos e tabelas, sendo que os resultados aqui
obtidos mostraram-se coerentes. Também foram gerados resultados com malhas mais refinadas
que as presentes na literatura para o problema de Ghia. De forma sintetizada este trabalho

apresenta as seguintes contribuigdes:

v analise detalhada das ordens aparente e efetiva para as variaveis de interesse propostas;

v observagao do comportamento do erro numérico conforme a malha esta sendo refinada;

v aplicacgdo de diferentes estimadores de erro (Richardson, GCI e Convergente);

v observa¢ao do desempenho dos estimadores de Richardson e GCI conforme o tamanho da
malha;

v comprovou-se que o estimador GCI ¢ confidvel para o problema de Shih;

v comparag¢do dos resultados obtidos com diferentes nimeros de Reynolds;
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obtencdo de resultados em malhas mais refinadas que as presentes na literatura.

O problema da cavidade quadrada aqui abordado ¢ foco de muitos estudos hoje em dia,

com base nisso, algumas sugestdes para trabalhos futuros:

v

para o problema de Shih fazer uma analise mais aprofundada no estudo da for¢a da placa,

com diferentes aproximagdes numéricas € também com diferentes malhas;
utilizar malhas ndo estruturadas na discretizacao destes problemas;
utilizar o método de Diferencas Finitas para a obtengdo da solugdo numérica;

para o problema de Ghia analisar os resultados com outros nimeros de Reynolds.
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APENDICE A - Analise da derivada %
ly

Al.Definicdo do problema

T o . du s ,
Neste apéndice ¢ feita a analise de erros para a derivada o’ que ¢ utilizada no célculo da

for¢a da placa sobre o fluido. Esta derivada foi aproximada pelo método de diferencgas finitas
utilizando duas aproximagdes numéricas diferentes (MARCHI e SCHNEIDER, 2004): UDS
(Upstream Differencing Scheme) e UDS-2, para malhas que possuem razdo de refinamento 3.

Esta variavel de interesse ¢ analisada nos dois problemas tratados neste trabalho.

A2.Solugéo Analitica

A solucdo analitica para esta varidvel auxiliar ¢ obtida tomando-se a Eq. (4.12) e

derivando-se com relagdo a y, sendo que as coordenadas que serdo analisadas sdo x =0,5;y =1

como pode ser observado a seguir:

%:16(x4—2x3+x2X6y2—1), (Al)

resultando em % = 5. Esta solu¢do analitica pode ser considerada apenas para o problema de
y

Shih et al. (1989), descrito no capitulo 4.



168

As ordens assintoticas tedricas para estas duas aproximagdes podem ser observadas na

tabela A.1:

Tabela A.1: Ordem assintética para cada uma das aproximacoes utilizadas

Aproximagdes numéricas | Ordem assintotica p,

UDS 1
UDS-2 2

A3.Solucdo Numérica

. du .. .. : : . .
A derivada . foi obtida numericamente a partir das aproximagdes obtidas com UDS e
y

UDS-2, sendo que elas foram aplicadas a um ponto especifico do dominio de célculo

x=0,5,y =1, conforme pode ser observado abaixo.

@ _ 2(1 —U, N ) (A2)
Y| ps Ay
du _ (8 U,y o 9up,y71 ) (A3)
D yps—s 3Ay

Com a obtencao da solugdo numérica, torna-se possivel fazer uma andlise de erros, da
mesma forma que foi feito para as variaveis de interesse do problema de Shih ef al. (1989). Na
tabela A.2 estdo identificadas as simulagcdes numéricas que foram realizadas para se analisar estas
variaveis auxiliares. Nas tabelas A.3 e A.4, podem ser observados os resultados obtidos para as
derivadas com as duas aproximagdes numéricas. Nas tabelas A.5 ¢ A.6, podem-se observar as

ordens praticas para as duas aproximagdes numéricas utilizadas.



Tabela A.2: Identificacdo das simulac@es realizadas

169

Nome da Simulagdo Caso 0003 Caso 0009 Caso 0027 | Caso 0081 | Caso 0243 | Caso 0729
Numero de volumes 03 09 27 81 243 729
de controle
Incremento de tempo 0,05 0,05 0,05 0,01 0,005 0,001
At (s)
Memoria 1,5 1,6 2,2 33 16,5 1229
computacional (MB)
Numero de interagdes 500 1000 7000 15000 35000 80000
externas
Tempo de 0,05s 0,22s 9,55s Smin 54s 3h 35min 1dia 15h
processamento
Tamanho dos 0,3333 0,1111 0,0370 0,012345 0,00411 0,001371
volumes — /
Tabela A.3: Solugdo e erro numeérico para a derivada com aproximacao UDS
Nome da h (m) | Solugdo numérica—UDS Erro numérico-UDS Numero de Residuo
simulacdo algarismos
significativos
Caso 0003 0,3333 3,1978735145322 1,80212648546773 16 1,21E-14
Caso_0009 0,1111 4,6358152040216 0,36418479597834 15 1,95E-14
Caso 0027 0,0370 4,9598002084924 0,04019979150752 15 1,28E-13
Caso 0081 0,0123 4,9956439497658 0,00435605023420 15 1,26E-12
Caso 0243 0,0041 4,9995209158117 0,00047908418824 15 1,13E-11
Caso 0729 0,0014 4,99994695948399 0,00005304051601 15 1,03E-10
Tabela A.4: Solucgdo e erro numérico com aproximacgdo UDS-2
Nome da h (m) Solug@o numérica-UDS-2 Erro numérico-UDS-2 Numero de Residuo
simulacdo algarismos
significativos
Caso 0003 0,3333 3,6369977351453 1,63300226942927 16 1,21E-14
Caso 0009 | 0,1111 4,9796233499581 0,02037665004190 15 1,95E-14
Caso 0027 | 0,0370 5,1020801144271 -0,10208011442715 15 1,28E-13
Caso 0081 0,0123 5,0446050870794 -0,04460508707941 15 1,26E-12
Caso 0243 0,0041 5,0159436139407 -0,01594361394070 15 1,13E-11
Caso 0729 | 0,0014 5,00543000368923 -0,00543000368922 15 1,03E-10

Tabela A.5: Ordens praticas da solugdo numérica para a aproximacao com UDS

Nome da simulagdo | 4 (m) | Razdo de refino | Ordem efetiva D Ordem aparente p,
Caso 0027 0,0370 3 2,00598485340966 | 1,356502899956210000
Caso 0081 0,0123 3 2,02282105795104 | 2,003917382016230000
Caso 0243 0,0041 3 2,00930273457161 | 2,024477691512250000
Caso 0729 0,0729 3 2,00327293667179 | 2,010050628949680000
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Pode-se observar na tabela A.5 que tanto a ordem aparente quanto a ordem efetiva obtidas

com UDS ndo estdo tendendo a ordem assintotica ( p, =1), mas sim, ao valor 2.

Tabela A.6: Ordens praticas da solugcdo numérica para a aproximagédo com UDS-2

Nome da simulagdo | 4 (m) | Razdo derefino | Ordem efetiva Pr Ordem aparente p,
Caso_0027 0,0370 K e 2,179681033398010000
Caso_0081 0,0123 3 0,75359618356086 | ~ --m----m-om-
Caso_0243 0,0041 3 0,93644459837668 | 0,633341472741436000
Caso_0729 0,0014 3 0,98043556121938 | 0,912863618682387000

Ja pela andlise da tabela A.6, tem-se que as ordens aparente e efetiva obtidas com UDS-2,
também nao estdo tendendo a ordem assintotica ( p, =2), nota-se que a ordem aparente oscila e

depois se aproxima de 1. Estas mesmas observac¢des podem ser feitas tendo como base as figuras

A.l e A.2, que retratam o comportamento das ordens assintotica, aparente e efetiva. Os valores a

que as ordens aparentes estdo tendendo serdo chamadas de p?““’, para que possam ser feitas as
andlises de erros com base nestes valores também. Os valores de p?““’ podem ser observados
na tabela A.7.

Tabela A.7: Ordem prética para cada uma das aproximacdes utilizadas

pratico

Aproximagdes numéricas | Orjem assintética préatica - p,

UDS 2
UDS-2 1
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25 —=— Ordem assintética
—e— Ordem aparente
Ordem efetiva

- —=— QOrdem assintética
U A [ ]

—e— Ordem aparente
25 Ordem efetiva

2,04

2,0

1,54 1,5

1,0

1,04

0,5 -

0,0

0,5 T
1E-3 0,01

T
1E-3 0,01

Ordens assintotica, aparente e efetiva
[ ]
Ordens aparente, assintética e efetiva

Figura A.1: Ordens aparente, assinttica e efetiva Figura A.2: Ordens aparente, assintética e efetiva
por h para UDS por h para UDS-2

Na figura A.2, as ordens aparente e efetiva ndo puderam ser obtidas para dois pontos, o
que também pode ser comprovado pela tabela A.5. No grafico, pode-se notar a descontinuidade
existente. As ordens aparente e efetiva ndo puderam ser obtidas nestes casos porque a diferenca
entre os resultados obtidos com as trés ultimas malhas sofre uma inversao de sinal, isto €, o valor
da varidvel passa por um ponto de minimo. Uma conseqiiéncia imediata desta inversao no sinal ¢
a impossibilidade de céalculo da ordem aparente e, conseqiientemente, da Extrapolagdo de
Richardson e do GCI. Isto porque no calculo da ordem aparente ¢ feito o logaritmo da divisao da
diferenca entre as malhas fina e grossa e a diferencga entre a malha grossa e supergrossa. Caso
haja uma mudanca no sinal, a divisdo fica negativa gerando como resultado, uma ordem aparente
complexa a qual ndo pode ser usada no calculo do GCI e da Extrapola¢do de Richardson. Isto

ocorre também para a ordem efetiva.

Para a ordem efetiva foi feita mais uma analise, onde foram substituidos os valores da
solu¢do analitica, que existe para o Problema de Shih, nas derivadas aqui analisadas com as duas

aproximacdes utilizadas. Os resultados desta analise podem ser observados na tabela A.8:



Tabela A.8: Analise para a ordem efetiva

Malhas | Ordem efetiva — UDS

Ordem efetiva — UDS-2

243 0,9949779777322

1,9996299464421

729 0,9983321310859

1,9999588922231

2187 0,9994447222134

1,9999954325840

6561 0,9998149797979

1,9999994925106

19683 0,9999383162645

1,9999999436125
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Conforme se pode observar na tabela A.8, a ordem efetiva para a aproximagao UDS se

aproxima de um, enquanto para a aproximag¢ao UDS-2 se aproxima de dois, conforme ¢ esperado.

Os resultados aqui obtidos numericamente ndo condizem com os resultados obtidos a partir das

solucdes analiticas, isto pode estar ocorrendo devido a aplicagdo das condigdes de contorno,

feitas a apartir de volumes ficticios e também devido aos outros erros inerentes na solucao

numérica também podem estar interferindo nestes resultados.

A4.Verificacdo da solu¢do numérica

Tabela A.8: Estimativa do erro da solu¢do numérica para as aproximagdes com UDS e UDS-2

UDS UDS-2
h (m) 0,0014 0,0014

Erro verdadeiro | 0,00005304051601 | -0,00543000368922

U, (4.p,) 4,0162097231069 | 0,2420258542441
E

URi(¢l’ PU) 0,9916657366447 | 1,1217036487957
E

U (¢1 ppm'm) 1,0040524307767 | 0,9681034169767

Ri SI7L
E

U, (8. p) 12,0486291693208 | 3,3651109463872
E

Pela tabela A.8 observa-se que a estimativa obtida com o estimador de Richardson

baseado na ordem aparente com UDS-2 ¢é confivel, pois U/E >1, e a estimativa obtida com
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UDS ¢ acurada, pois U/E ~1. Estas estimativas foram calculadas tendo com base a malha mais

fina.
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Figura A.9: Estimadores de Richardson (ordens
aparente pratica e assintética), GCI e erro
verdadeiro para UDS

Na figura A.8, o estimador de Richardson que foi obtido para UDS-2, ndo apresenta
ordem aparente em um de seus pontos, pelos motivos ja descritos acima. Nestes casos, para a

construcdo desta figura este valor ndo sera representado, surgindo uma descontinuidade.

Na tabela A.9 pode ser analisada a solu¢do numérica para cada uma das aproximagdes
com seu erro estimado obtido com o estimador Convergente (MARCHI e SILVA, 2002) para

os dois valores de p, .
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Tabela A.9: Solugédo numérica com seu erro estimado com estimador Convergente

Aproximagdo numérica dp=¢- U, Envolve @ ?
teori Si
uDs (p, ") 5,0000797696332 + 0,0000802116868 m
ratico Na
UDs (p7 ) 4,9999998864447 + 0,0000003284983 a0
UDS-2 ( p7*) 5,0017274755729 + 0,0023883268348 Nio
UDS-2 (pP@iey | 4.9997561736507 + 0,0004170249127 Sim

Apresenta-se na ultima coluna da tabela A.9 se a solugdo analitica pertence ou nao ao

intervalo obtido com o estimador Convergente.

Na tabela A.10 podem ser observadas as estimativas das solu¢cdes numéricas para cada
uma das aproximagdes com o estimador GCI, sendo que tomar Uy, (¢, p) significa tomar o
valor do estimador GCI na malha mais fina, sendo que p ¢ a menor entre as ordens praticas

envolvidas na resolucdo deste problema (ordem assintotica tedrica e aparente, ordem

assintotica pratica e aparente).

Tabela A.10: Solugdo numérica com seu erro estimado com estimador GCI

Aproximacio numérica ¢=¢ +U, (¢1 , p) Envolve @ ?
uDs (p;"") 4,9999469594839 + 0,0006390655083 Sim
— :
uDs (p;"") 4,9999469594839 + 0,0006390655083 Sim
UDS-2 (pliey | 5,0054300036892 % 0,0182725648535 Sim
UDS-2 ( p/riieoy | 5,0054300036892 % 0,0157704153772 Sim

Apresenta-se também na ultima coluna da tabela A.10 se a solucdo analitica pertence

ou ndo ao intervalo obtido com o estimador GCI.

A5.Conclusao

Apresentou-se um estudo da derivada de uma funcdo em especial, representada na Eq.
(A1), onde se pode observar que as ordens aparentes e efetivas obtidas com base nesta

derivada ndo tendem ao valor teodrico. Este fato pode comprometer toda uma analise que tenha
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como base o calculo destas ordens e a obtengdo dos estimadores de erros, como no foco deste
trabalho. Com base nestes resultados, pode-se fazer uma analise da variavel de interesse forca
sobre a placa, que depende desta derivada em questdo, com base nas duas aproximagdes
numéricas apresentadas aqui. Podem-se também comparar os resultados obtidos com esta

variavel de interesse com os resultados aqui descritos.

Para esta variavel de interesse tem-se que |E 5| <|E,ps.,|, isto pode estar ocorrendo

devido a aproximagdo UDS que possui ordem 1, que parece se comportar como CDS, que
possui ordem 2. Isto pode estar ocorrendo devido ao uso de volumes ficticios para a aplicagao
das condi¢des de contorno. A ordem aparente de aproximagdes de problemas unidimensionais

pode apresentar um comportamento diferente em problemas bidimensionais.
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APENDICE B - Uso do Matlab

Neste trabalho puderam ser analisadas figuras que ilustraram as iso-y e os vetores na

cavidade quadrada. Para a obtengdo destas figuras foi utilizado o software Matlab, versao6.1.
Para a construgdo destas figuras notou-se que o nimero maximo de nos que pode ser utilizado
¢ limitado pela capacidade do software, sendo entdo feitos graficos na malha com 128 nos.
Para tanto, foi criada uma matriz com os valores da fun¢ao de corrente e outra com os valores

da velocidade, e em seguida foram dados os seguintes comandos:

v contour — gera linhas de curva de nivel;
v contourf — gera areas de curva de nivel
v alpha — configura a intensidade de transparéncia;

4 quiver — gera os campos de velocidades.
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APENDICE C - Tabelas

Neste apéndice estdo concentradas as tabelas com os valores que deram origem aos
graficos das razoes dos estimadores, dos estimadores de erros e também dos erros numéricos
conforme o refinamento da malha. As tabelas estdo ordenadas conforme os graficos com seus

dados que apareceram no texto. Primeiramente sao mostradas as tabelas do problema de Shih.

Tabela C.1: Raz0es dos estimadores de Richardson e GCI pelo erro numérico para a forca da placa com

ubDS
Nome da simulagéo Up (p L ) Ur (p U ) Usar (p )
E E E
Caso 0008 2,1549553518610 18,2205013975515 | 54,6615041926545
Caso 0016 4,4329124954458 2,7012138543273 13,2987374900000
Caso 0032 13,0689492468110 | 3,4646286845876 | 39,2068477404331
Caso 0064 -2,9818402769828 | -0,3879521922360 8,9455208309484
Caso 0128 0,5393990208680 Inexistente 1,6181970626041
Caso 0256 1,4482280118808 | -16,4297860619690 | 4,3446840356424
Caso 0512 1,8699913309443 1,5294137098232 5,6099739928328
Caso 1024 2,1137113073022 1,2046087165514 6,3411339219067

Tabela C.2: Raz0es dos estimadores de Richardson e GCI pelo erro numérico para a forca da placa com

UDS-2
Nome da simulagao Ug (p L ) Ug (p U ) Uger (p )
E E E
Caso 0008 2,9269042813393 | 57,8468966648803 | 173,5406899900000
Caso 0016 -0,6213346657886 | -0,6071594972058 1,8640039973659
Caso 0032 0,0766798200529 Inexistente 0,2300394601587
Caso 0064 0,2673644079662 | -1,6600929582571 -4,9802788747715
Caso 0128 0,3292910575447 1,6088282862660 4,8264848587981
Caso 0256 0,3460546846619 | 1,1050987356919 3,3152962070757
Caso 0512 0,3472290965144 1,0066733630529 3,0200200891588
Caso 1024 0,3440777628324 | 0,9822878108731 2,9468634326192

Tabela C.3: Razdes dos estimadores de Richardson (ordens assintética-pratica e assintética) e GCI pelo

erro numérico para a forca da placa com UDS

Nome da simulagio U, ( P, ) U, ( = ) User ( p)
E E E
Caso 0008 2,1549553518610 | 0,7183184506203 | 6,4648660555829
Caso 0016 4,4329124954458 | 1,4776374984819 | 13,2987374863373
Caso 0032 13,0689492468110 | 4,3563164156037 | 39,2068477404331
Caso 0064 2,9818402769828 | 0,9939467589943 | 8,9455208309484
Caso 0128 0,5393990208680 | 0,1797996736227 | 1,6181970626041
Caso 0256 1,4482280118808 | 0,4827426706269 | 4,3446840356424
Caso 0512 1,8699913309443 | 0,6233304436481 | 5,6099739928328
Caso 1024 2,1137113073022 | 0,7045704357674 | 6,3411339219067
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Tabela C.4: Razes dos estimadores de Richardson (ordens assintotica-pratica e assintdtica) e GCI pelo
erro numeérico para a forca da placa com UDS-2

Nome da simulagéo M URi ( p menw ) M
E E E
Caso 0008 2,9269042813393 | 57,8468966648803 | 173,5406899946410
Caso 0016 -0,6213346657886 | -1,8640039973659 | 5,5920119920978
Caso 0032 0,0766798200529 | 0,2300394601587 0,6901183804761
Caso 0064 0,2673644079662 | -1,6600929582571 | -4,9802788747715
Caso 0128 0,3292910575447 | 1,6088282862660 4,8264848587981
Caso 0256 0,3460546846619 | 1,1050987356476 3,3152962069428
Caso 0512 0,3472290965144 | 1,0416872895431 3,1250618686293
Caso 1024 0,3440777628324 | 1,0322332884972 3,0966998654915

Tabela C.5: Razbes dos estimadores de Richardson e GCI para o fluxo de massa total

Nome da simulagéo Ug (p L ) Ug (p U ) Usar (p )
E E E
Caso 0008 -0,1407408797472 | -0,1921629665346 0,5764888996039
Caso 0016 1,2601188104753 Inexistente 3,7803564300000
Caso 0032 0,5562007782557 | 0,3306822221417 1,6686023347670
Caso 0064 1,5838029837370 | 4,6592358969187 13,9777076907562
Caso 0128 0,3645945063400 | 0,1351113794498 1,0937835190200
Caso 0256 3,2163541762219 | 46,5823296071165 | 139,7469888213500
Caso 0512 0,9892658652377 | 0,2493881314630 2,9677975957132
Caso 1024 0,9608426225910 | 0,9616827565195 2,8850482695584

Tabela C.6: Razdes dos estimadores de Richardson e GCI pelo erro numérico para o fluxo de massa com

Vn
Nome da simulaggo Ug (p L ) Ug (p U ) Usar (p )
E E E
Caso 0008 1,6098985294886 | 2,3471094984730 | 7,0413284954191
Caso 0016 1,4093989866703 | 0,8504094262838 | 4,2281969600109
Caso 0032 1,1405250664713 | 0,7664917390536 | 3,4215751994138
Caso 0064 1,0376461580552 | 0,8841762584582 | 3,1129384741657
Caso 0128 1,0098327832743 | 0,9646606115027 | 3,0294983498229
Caso 0256 1,0026577129805 | 0,9905549797070 | 3,0079731389416
Caso 0512 1,0007575019169 | 0,9974751729796 | 3,0022725057507
Caso 1024 1,0002331801345 | 0,9993015961111 | 3,0006995404036

Tabela C.7: Raz6es do estimador de Richardson e GCI pelo erro numérico para a velocidade u central

Nome da simulagao U (p L ) Ur (p v ) Usar (p )
E E E
Caso 0008 0,7776673198489 | 1,0545272955923 | 3,1635818867769
Caso 0016 0,8771580655389 | 1,1855741059943 | 3,5567223179829
Caso 0032 0,9615969578561 | 1,1341088700455 | 3,4023266101365
Caso 0064 0,9899888438464 | 1,0398635133160 | 3,1195905399479
Caso 0128 0,9975202716586 | 1,0101756234401 | 3,0305268703201
Caso 0256 0,9993954762229 | 1,0025084399938 | 3,0075253199813
Caso 0512 0,9998565027950 | 1,0006151906020 | 3,0018455718059
Caso 1024 0,9999680968162 | 1,0001488201063 | 3,0004464600000
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Tabela C.8: Razes do estimador de Richardson e GCI pelo erro numérico para a velocidade v central

Nome da simulaggo Ug (p L ) Ug (p v ) Usar (p )
E E E
Caso 0008 -0,4871976622316 Inexistente 1,4615929866949
Caso 0016 0,2166593015597 Inexistente 0,6499779046792
Caso 0032 0,7819846058856 | -32,1545404564067 | -96,4636213692201
Caso 0064 0,9446572615674 1,3037242091485 3,9111726300000
Caso 0128 0,9860738002261 1,0595461469775 3,1786384409324
Caso 0256 0,9965074769533 1,0141705565573 3,0425116696720
Caso 0512 0,9991239978261 1,0035047590833 3,0105142772501
Caso 1024 0,9997797790192 1,0008753813045 3,0026261439135

Tabela C.9: Estimadores de Richardson, GCI e erros verdadeiros para a forca da placa com UDS

gg{ﬁig:) E U (p L ) U (p U ) Usa (P )

Caso 0008 0,2586721583015 0,5574269519093 4,7131364218407 | 14,1394092655221
Caso 0016 0,0476120604774 0,2110600978241 0,1286103573946 | 0,6331802934724
Caso 0032 0,0033841944869 0,0442278659905 0,0117249772935 0,1326835979715
Caso 0064 0,0017076020334 0,0050917965203 0,0006624679500 0,0152753895609
Caso 0128 0,0011092653758 0,000598336657 Inexistente 0,0017950099728
Caso 0256 0,0004530890793 0,000656176296 0,0074441566390 0,0223324699198
Caso 0512 0,0001578712362 0,000295217843 0,0002414504330 0,0008856535292
Caso 1024 0,0000507019503 0,000107169285 0,0000610760110 0,000321507857

Tabela C.10: Estimadores de Richardson, GCI e erros verdadeiros para a forga da placa com UDS-2

Nome cla E Ug (p L ) Ug (p U ) Usar (p )
simulagdo

Caso_0008 0,0689299634783 0,2017514052171 3,9873844744420 | 11,9621534233261
Caso 0016 0,0797796812149 | 0,0495698815644 | 0,0484389911337 | 0,1487096446932
Caso 0032 0,0648594486592 | 0,0049734108519 Inexistente 0,0149202325557
Caso 0064 0,0359911728200 | 0,0096227586130 | 0,0597486925580 | 0,1792460776739
Caso 0128 0,0181053667384 | 0,0059619353605 0,0291284261420 | 0,0873852784261
Caso 0256 0,0088831743956 | 0,0030740641143 0,0098167847935 | 0,0294503543806
Caso 0512 0,0043508986127 | 0,0015107585943 0,0043799337387 | 0,0131398012162
Caso 1024 0,0021409444660 0,000736651380 0,0021030236527 | 0,0063090709582

Tabela C.11: Estimadores de Richardson (ordens assintética-préatica e assintotica), GCI e erro verdadeiro

para a forca da placa com UDS

Nome qa E Ug (p L ) Ug (P 7 ) Usar (p )
simulagdo

Caso_0008 0,2586721583015 0,5574269519093 0,1858089839698 | 1,6722808557279
Caso 0016 0,0476120604774 | 0,2110600978241 0,0703533659414 | 0,6331802934724
Caso 0032 0,0033841944869 | 0,0442278659905 0,0147426219968 | 0,1326835979715
Caso 0064 0,0017076020334 | 0,0050917965203 0,0016972655068 | 0,0152753895609
Caso 0128 0,0011092653758 0,000598336657 0,0001994455525 | 0,0017950099728
Caso 0256 0,0004530890793 0,000656176296 0,0002187254323 | 0,0019685288896
Caso 0512 0,0001578712362 0,000295217843 0,0000984059472 | 0,0008856535292
Caso 1024 0,0000507019500 0,000107169285 0,0000357230958 | 0,0003215078577




181

Tabela C.12: Estimadores de Richardson (ordens assintética-pratica e assintotica), GCI erro verdadeiro
para a forca da placa com UDS-2

Nome da E Unlp,) Uplp™) User (p)
simulagdo

Caso 0008 0,0689299634783 0,2017514052171 0,6052542156514 | 11,9621534233261
Caso 0016 0,0797796812149 0,0495698815644 0,1487096446932 | 0,4461289340796
Caso 0032 0,0648594486592 0,0049734108519 0,0149202325557 | 0,0447606976672
Caso 0064 0,0359911728200 0,0096227586130 0,0288682758391 0,1792460776739
Caso 0128 0,0181053667384 0,0059619353605 0,0178858060816 | 0,0873852784261
Caso 0256 0,0088831743956 0,0030740641143 0,0092221923428 | 0,0294503543806
Caso 0512 0,0043508986127 0,0015107585943 0,0045322757829 | 0,0135968273488
Caso 1024 0,0021409444660 0,000736651380 0,0022099541467 | 0,0066298624400

Tabela C.13: Estimadores de Richardson, GCI e erro verdadeiro para o fluxo de massa total

Nome cla E Uri (p L ) Uri (p U ) Usar (p )
simulagio
Caso 0008 0,0036888178124 0,00051916746414 0,00070885417383 | 0,00212656252150
Caso 0016 0,00077166166692 0,00097238538181 Inexistente 0,00291715614555
Caso 0032 0,00028916322858 0,00016083281278 0,00009562113898 | 0,00048249843834
Caso 0064 0,00005027693753 0,00007962876368 0,00023425211215 | 0,00007027563364
Caso 0128 0,00002401248127 0,00000875481875 0,00000324435946 | 0,00002626445626
Caso 0256 0,00000225489156 0,00000725252990 0,00010503810210 | 0,00031511430632
Caso 0512 0,00000056829803 0,00000056219784 0,00000014172678 | 0,00000168659353
Caso 1024 0,00000014637320 0,00000014064167 0,00000014076458 | 0,00000004222937
Tabela C.14: Estimadores de Richardson, GCI e erro verdadeiro para o fluxo de massa com v,

grﬁﬁigdﬁ?) E Ug (p L ) Ug (p U ) Usar (p )
Caso 0008 0,0016554561096 0,0026651163564 0,0038855367591 0,0116566102772
Caso 0016 0,0003166399663 0,0004462720477 0,0002692736121 0,0013388161432
Caso 0032 0,0000716124801 0,0000816758287 0,0000548903744 0,0002450274861
Caso 0064 0,0000174115126 0,0000180669891 0,0000153948460 0,0000542009675
Caso 0128 0,0000004321012 0,0000043635000 0,0000041683105 0,0000130905001
Caso 0256 0,0000001078104 0,0000010809694 0,0000001067921 0,0000032429083
Caso 0512 0,0000000269372 0,0000002695770 0,0000002686928 0,0000008087311
Caso 1024 0,0000000673314 0,0000000067344 0,0000000672845 0,0000002020415

Tabela C.15: Estimadores de Richardson, GCI e erro verdadeiro para a velocidade u central

S?;ﬁg;; E Ug (p L ) Ug (p U ) Usar (p )

Caso 0008 0,0230894374239 0,0179559009183 0,0243484420034 0,0730453260101
Caso 0016 0,0063581444267 0,0055770976657 0,0075380513945 0,0226141541834
Caso 0032 0,0016366761130 0,0015738227712 0,0018561688971 0,0055685066914
Caso 0064 0,0004122644611 0,0004081372172 0,0004286987710 0,0012860963130
Caso 0128 0,0001032581544 0,0001030021022 0,0001043088705 0,0003129266115
Caso 0256 0,0000258262480 0,0000258106354 0,0000258910316 0,0000776730949
Caso 0512 0,0000064572569 0,0000006456330 0,0000064612294 0,0000193836882
Caso 1024 0,0000016143528 0,0000016143013 0,0000016145931 0,0000048437793
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Tabela C.16: Estimadores de Richardson, GCI e erro verdadeiro para a velocidade v central

s?rgﬁzq(;i E Ug (p L ) Ug (P U ) Uger (p )

Caso 0008 0,00015009012952 0,0000731235602 Inexistente 0,0002193706806
Caso 0016 0,00009096493298 0,0000197083988 Inexistente 0,0000591251965
Caso 0032 0,00000027186547 0,0000212594617 0,0008741709470 0,0026225128413
Caso 0064 0,00000709096185 0,0000066985286 0,0000092446586 0,0000277339759
Caso 0128 0,00000179145154 0,0000017665034 0,0000018981255 0,0000056943767
Caso 0256 0,00000004490390 0,0000004474708 0,0000004554022 0,0000013662066
Caso 0512 0,00000001123333 0,0000001122351 0,0000000112727 0,0000003381818
Caso 1024 0,00000002808803 0,0000000280818 0,0000000281126 0,0000000843378

As tabelas que estd na sequencia dizem respeito ao problema de Ghia com Re=100.

Tabela C.17: Razdes dos estimadores de Richardson (ordem aparente) e GCI pelo estimador de
Richardson (ordem assintética) para a forga da placa com UDS

Nome da simulag@o Uy ( Dy ) Usor ( p)
Ug (pL ) Ug (pL )

ST 0008 RelOE2 | -5,05010211570307 3,0000000000000
ST 0016 RelOE2 | -142,6648527513030 3,0000000000000
ST 0032 RelOE2 13,9663169051715 41,8989507155144
ST 0064 Rel0OE2 32,2554131641892 96,7662394925676
ST 0128 RelOE2 | 101,0015459958700 303,0046379876100
ST 0256 RelOE2 | 420,1556818417620 | 1260,4670455252799
ST 0512 RelOE2 | 5114,4454833773898 | 15343,3364501321990
ST 1024 RelOE2 | -4119,3659799482100 3,0000000000000

Tabela C.18: Razdes dos estimadores de Richardson (ordem aparente) e GCI pelo estimador de
Richardson (ordem assintdtica) para a forca da placa com UDS-2

Nome da simulagio U Ri ( Dy ) U . ( p)
U (pL ) U (p L )
ST 0008 RelOE2 | -21,72548883976960 3,0000000000000
ST 0016 RelOE2 32,7756358774807 98,3269076324422
ST 0032 RelOE2 20,7802272819137 62,3406818457410
ST 0064 RelOE2 78,9716778513822 236,9150335541470
ST 0128 RelOE2 | 4693,7090579627802 | 14081,127173888301
ST 0256 RelOE2 | -555,6168049109070 3,0000000000000
ST 0512 RelOE2 | -676,0425485694960 3,0000000000000
ST 1024 RelOE2 | -1099,9623098170500 3,0000000000000




Tabela C.19: Razdes dos estimadores de Richardson (ordem aparente) e GCI pelo estimador de

Richardson (ordem assintética) para o fluxo de massa total

Nome da simulagao U, (pU ) UGC] (p)
URI-(PL) URi(pL)
ST 0008 RelOE2 | 11,5050610889960 | 34,5151832669880
ST 0016 RelOE2 | 2,1578868109810 | 6,4736604300000
ST 0032 RelOE2 | 2,2887732890947 | 6,8663198672841
ST 0064 RelOE2 | 1,3078265790073 | 3,9234797370219
ST 0128 RelOE2 | 0,9842070447559 | 3,0000000000000
ST 0256 RelOE2 | 1,0409934369843 | 3,1229803109529
ST 0512 RelOE2 | 0,9017904833939 | 3,0000000000000
ST 1024 RelOE2 | 1,1725049513310 | 3,5175148539929

Tabela C.20: Razdes dos estimadores de Richardson (ordem aparente) e GCI pelo estimador de

Richardson (ordem assintética) para o fluxo de massa com v,

Nome da simulagio Uy ( Dy ) U Gl ( p)
URI-(PL) URi(pL)
ST 0008 RelOE2 | 5,5171959452926 | 16,5515878358778
ST 0016 RelOE2 | 2,4962180596922 | 7,4886541790767
ST 0032 RelOE2 | 18,1030447048382 | 54,3091341145146
ST 0064 RelOE2 | 1,1419256516042 | 3,4257769548127
ST 0128 RelOE2 | 0,9322137197123 | 2,7966411591370
ST 0256 RelOE2 | 0,9541208337728 | 2,8623625013184
ST 0512 RelOE2 | 0,9852170324417 | 2,9556510973251
ST 1024 RelOE2 | 1,0028259570360 | 3,0084778711079

Tabela C.21: RazGes dos estimadores de Richardson (ordem aparente) e GCI pelo estimador de

Richardson (ordem assintética) para a velocidade u central

Nome da simulagio U,, ( y) Uy (p)
URi(PL) URi(pL)
ST 0008 RelOE2 | 11,1185492713039 | 33,3556478139117
ST 0016 RelOE2 | 4,2708859282656 | 12,8126577847969

ST 0032 RelOE2

2,3309478338256

6,9928435014769

ST 0064 RelOE2

1,2116213668213

3,6348641004639

ST 0128 RelOE2

1,0212386032156

3,0637158096468

ST 0256 RelOE2

0,9998714775232

2,9996144325697

ST 0512 RelOE2

0,9986207495811

2,9958622487432

ST 1024 RelOE2

0,9991359944518

2,9974079833555
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Tabela C.22: Razdes dos estimadores de Richardson (ordem aparente) e GCI pelo estimador de
Richardson (ordem assintética) para a velocidade v central

Nome da simulagao U, (pu ) Use (p)
URI-(PL) URi(pL)
ST 0008 RelOE2 | 20,9601493415536 | 62,8804480246606
ST 0016 RelOE2 Inexistente 3,0000000000000
ST 0032 RelOE2 Inexistente 3,0000000000000
ST 0064 RelOE2 | 0,5892083645880 | 1,7676250937640
ST 0128 RelOE2 | 0,1476441279264 | 0,4429323837793
ST 0256 RelOE2 Inexistente 3,0000000000000
ST 0512 RelOE2 | 2,8991377235297 | 8,6974131705891
ST 1024 RelOE2 | 1,2568936751114 | 3,7706810253341

Tabela C.23: Estimadores de Richardson e GCI para a for¢a da placa com UDS

Nome da simulagao Ui (p L ) Uri (p U ) User (p )

ST 0008 RelOE2 | 0,0329421355344 | -0,16636114835796 0,0988264066032
ST 0016 RelOE2 | 0,0331746712332 | -4,73285958655953 0,0995240136996
ST 0032 RelOE2 | 0,0309580489711 0,4323699226968 1,2971097680904
ST 0064 RelOE2 | 0,0300271313843 0,9685375289371 2,9056125868113
ST 0128 RelOE2 | 0,0297327522052 3,0030539394338 9,0091618183013
ST 0256 RelOE2 | 0,0296621541971 12,4627226215961 37,3881678647883
ST 0512 RelOE2 | 0,0296563556495 | 151,6758142051720 | 455,0274426155170
ST 1024 RelOE2 | 0,0296635566501 | -122,195046108569 | -366,585138325707

Tabela C.24: Estimadores de Richardson e GCI para a for¢a da placa com UDS-2

Nome da simulagéo Ug (p L ) Ur (p U ) User (p )

ST 0008 RelOE2 0,0126351462860 -0,27450472962593 0,0379054388581
ST 0016 RelOE2 0,0115756140673 0,3793981117277 1,1381943351830
ST 0032 RelOE2 0,0101152898328 0,2101980217476 0,6305940652428
ST 0064 RelOE2 0,0097450903896 0,7695861388790 2,3087584166369
ST 0128 RelOE2 0,0097388657606 45,7114024349824 137,1342073049470
ST 0256 RelOE2 0,0097917353025 -0,00781080027945 0,0293752059074
ST 0512 RelOE2 0,0098353806945 -6,64913583087925 0,0295061420836
ST 1024 RelOE2 0,0098622787400 -0,00394013319729 0,0295868362200

Tabela C.25: Estimadores de Richardson e GCI para o fluxo de massa total

Nome da sinmlagéo Uri (p L ) Ugi (p U ) Usar (p )

ST 0008 RelOE2 | 0,0080929547559 | 0,0931099388568 | 0,2793298165704
ST 0016 RelOE2 | 0,0033858207769 | 0,0073062179988 | 0,0219186539965
ST 0032 RelOE2 | 0,0014652502069 | 0,0033536255353 | 0,0100608766059
ST 0064 RelOE2 | 0,0004448399048 | 0,0005817734509 | 0,0017453203528
ST 0128 RelOE2 | 0,0001098875041 | 0,0001081520557 | 0,0003296625124
ST 0256 RelOE2 | 0,0000283079327 | 0,0000294683722 | 0,0000884051167
ST 0512 RelOE2 | 0,0000065425923 | 0,0000059000474 | 0,0000196277769
ST 1024 RelOE2 | 0,0000018385171 | 0,0000021556704 | 0,0000064670113




Tabela C.26: Estimadores de Richardson e GCI para o fluxo de massa com v,

Nome da sinmlagéo Uri (p L ) Ug (p U ) Uger (p )

ST 0008 RelOE2 | 0,0032349279555 | 0,0178477313996 | 0,0535431941989
ST 0016 RelOE2 | 0,0014692076436 | 0,0036674626535 | 0,0110023879605
ST 0032 RelOE2 | 0,0012603457001 | 0,0228160945531 | 0,0684482836594
ST 0064 RelOE2 | 0,0003474763204 | 0,0003967921236 | 0,0011903763708
ST 0128 RelOE2 | 0,0000823765482 | 0,0000767925484 | 0,0002471296447
ST 0256 RelOE2 | 0,0000198772835 | 0,0000189653303 | 0,0000596318505
ST 0512 RelOE2 | 0,0000049140205 | 0,0000048413767 | 0,0000147420615
ST 1024 RelOE2 | 0,0000012311070 | 0,0000012345861 | 0,0000037037583

Tabela C.27: Estimadores de Richards

on e GCI paraa vel

ocidade u central

Nome da sinmlagéo Uri (p L ) Ugi (p U ) Uger (p )

ST 0008 RelOE2 | 0,0216985018846 | 0,2412558623177 | 0,7237675869531
ST 0016 RelOE2 | 0,0127456031188 | 0,0544350170072 | 0,1633050510216
ST 0032 RelOE2 | 0,0055729931912 | 0,0129903564069 | 0,0389710692208
ST 0064 RelOE2 | 0,0016032679672 | 0,0019425537259 | 0,0058276611776
ST 0128 RelOE2 | 0,0004071678656 | 0,0004158155424 | 0,0012474466273
ST 0256 RelOE2 | 0,0001017821541 | 0,0001017690728 | 0,0003053464625
ST 0512 RelOE2 | 0,0000254192076 | 0,0000253841481 | 0,0000762576229
ST 1024 RelOE2 | 0,0000063506830 | 0,0000063451960 | 0,0000190520492

Tabela C.28: Estimadores de Richards

on e GCI paraa vel

ocidade v central

Nome da sinmlagéo Uri (p L ) Ugi (p U ) User (p )

ST 0008 RelOE2 | 0,0091099254122 | 0,1909453971293 | 0,5728361913878
ST 0016 RelOE2 | 0,0006511491661 Inexistente 0,0019534474986
ST 0032 RelOE2 | 0,0002629488017 Inexistente 0,0007888464053
ST 0064 RelOE2 | 0,0000431659624 | 0,0000254337461 | 0,0001294978873
ST 0128 RelOE2 | 0,0000020247526 | 0,0000002989428 | 0,0000060742580
ST 0256 RelOE2 | 0,0000011145824 Inexistente 0,0000033437473
ST 0512 RelOE2 | 0,0000005477627 | 0,0000015880396 | 0,0000047641190
ST 1024 RelOE2 | 0,0000001617328 | 0,0000002032809 | 0,0000006098429
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Neste momento serdo apresentadas as tabelas correspondentes ao problema de Ghia

com Re=1000:

Tabela C.29: Razdes dos estimadores de Richardson (ordem aparente) e GCI pelo estimador de

Richardson (ordem assintética) para a forca da placa com UDS

Nome da simulago Uy, ( Dy ) Ueoer ( p)
Uy (pL) U (pL)
ST 0008 RelOE2 | -2,5279183128392 | 3,0000000000000
ST 0016 RelOE2 | -3,6817237926193 | 3,0000000000000
ST 0032 RelOE2 | 12,2115156323898 | 36,6345468971694
ST 0064 RelOE2 | 2,5944191907016 | 7,7832575721047
ST 0128 RelOE2 | 3,1744809506967 | 9,5234428520900
ST 0256 RelOE2 | 6,0791615190063 | 18,2374845570188
ST 0512 RelOE2 | 15,5449995897812 | 46,6349987693436
ST 1024 RelOE2 | 46,7236866218910 | 140,1710598656730
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Tabela C.30: Razdes dos estimadores de Richardson (ordem aparente) e GCI pelo estimador de
Richardson (ordem assintética) para a forca da placa com UDS-2

Nome da simulacdo Uy ( Dy ) Uco ( p)

Ug (pL ) Ug (pL )
ST 0008 RelOE2 | -7,707832039350750 | 3,0000000000000
ST 0016 RelOE2 | -12,992482412433500 | 3,0000000000000
ST 0032 RelOE2 11,2702190314454 33,8106570943363
ST 0064 RelOE2 3,7523447160136 11,2570341480408
ST 0128 RelOE2 7,0915847404970 21,2747542214910
ST 0256 _RelOE2 39,5700219181123 118,7100657543370
ST 0512 RelOE2 | -110,54584112153800 | 3,0000000000000
ST 1024 RelOE2 | -76,15142951801310 | 3,0000000000000

Tabela C.31: Razdes dos estimadores de Richardson (ordem aparente) e GCI pelo estimador de
Richardson (ordem assintética) para o fluxo de massa total

Nome da simulagdo Uy ( Dy ) User ( p)
Ug (pL ) Ug (pL )
ST 0008 RelOE2 | -8,69334715351213 | 3,0000000000000
ST 0016 RelOE2 | 17,2542934310101 | 51,7628802930304
ST 0032 RelOE2 | 8,2424123201895 | 24,7272369605684
ST 0064 RelOE2 | 6,3353391624867 | 19,0060174874600
ST 0128 RelOE2 | 1,5657824689529 | 4,6973474068587
ST 0256 RelOE2 | 1,1080424035067 | 3,3241272105201
ST 0512 RelOE2 | 1,0164597297103 | 3,0493791891310
ST 1024 RelOE2 | 1,0037705290833 | 3,0113115872498

Tabela C.32: Razdes dos estimadores de Richardson (ordem aparente) e GCI pelo estimador de

Richardson (ordem assintética) para o fluxo de massa com v,

Nome da simulagio U R ( Dy ) U Gl ( p)

U (p L ) Ug (pL )
ST 0008 RelOE2 | -8,49032734950957 | 3,0000000000000
ST 0016 RelOE2 | 15,1162581476167 | 45,3487744428501
ST 0032 RelOE2 | 9,5240310900995 | 28,5720932702985
ST 0064 RelOE2 | 6,6574999312251 | 19,9724997936752
ST 0128 RelOE2 1,5529622418230 | 4,6588867254691
ST 0256 RelOE2 1,1041238791976 | 3,3123716375929
ST 0512 RelOE2 1,0227020906412 | 3,0681062719235
ST 1024 RelOE2 | 0,9981221909101 2,9943665727304

Tabela C.33: Razdes dos estimadores de Richardsom (ordem aparente) e GCI pelo estimador de

Richardson (ordem assintdtica) para a velocidade u central

Nome da simulagao Uy, ( Dy ) Ueser ( p)
U (pL) Uy (pL)
ST 0008 RelOE2 Inexistente 3,0000000000000
ST 0016 RelOE2 Inexistente 3,0000000000000

ST 0032 RelOE2

46,8759888117330

140,6279664351990

ST 0064 RelOE2

0,4591350681365

1,3774052044095

ST 0128 RelOE2

1,9551274522123

5,8653823566369

ST 0256 RelOE2

1,0392453183231

3,1177359549693

ST 0512 RelOE2

0,9104493537951

2,7313480613854

ST 1024 RelOE2

0,9363693810035

2,8091081430106




Richardson (ordem assintética) para a velocidade v central

Nome da simulagio Ug (pu ) Ueses (p)
Ur (pL) Uri (pL)
ST 0008 RelOE2 | -27,4315913186300 | 82,2947739558900
ST 0016 RelOE2 1,4460129436015 4,3380388308045
ST 0032 RelOE2 Inexistente 3,0000000000000
ST 0064 RelOE2 0,3138502732420 0,9415508197259
ST 0128 RelOE2 0,4547899429432 1,3643698288297
ST 0256 RelOE2 1,0737641701433 3,2212925104299
ST 0512 RelOE2 0,7302701803686 2,1908105411057
ST 1024 RelOE2 0,7349510122363 2,2048530367089
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Tabela C.34: Razdes dos estimadores de Richardson (ordem aparente) e GCI pelo estimador de

Tabela C.35: Estimadores de Richardson e GCI para a forca da placa com UDS

Nome da sinmlagéo Uri (p L ) Uri (p U ) Usar (p )

ST 0008 RelOE2 | 0,0054288877104 | -0,013723784661 | 0,0162866631313
ST 0016 RelOE2 | 0,0074532899719 | -0,027440955022 | 0,0223598699158
ST 0032 RelOE2 | 0,0068891389555 | 0,0841268280493 | 0,2523804841478
ST 0064 RelOE2 | 0,0049725180524 | 0,0129007962613 | 0,0387023887838
ST 0128 RelOE2 | 0,0037813476743 | 0,0120038161600 | 0,0360114484801
ST 0256 RelOE2 | 0,0032471957604 | 0,0197402275112 | 0,0592206825337
ST 0512 RelOE2 | 0,0030509312792 | 0,0474267254839 | 0,1422801764518
ST 1024 RelOE2 | 0,0029870022013 | 0,1395637547939 | 0,4186912643816

Tabela C.36: Estimad

ores de Richardson e

GClI para a forga da placa com UDS-2

Nome da sinmlagéo Uri (p L ) Uri (p U ) Usar (p )

ST 0008 RelOE2 | 0,0023208408468 | -0,017888651436 | 0,0069625225403
ST 0016 RelOE2 | 0,0030176169083 | -0,039206334608 | 0,0090528507249
ST 0032 RelOE2 | 0,0023832292577 | 0,0268595157365 | 0,0805785472095
ST 0064 RelOE2 | 0,0013243840604 | 0,0049695455310 | 0,0149086365930
ST 0128 RelOE2 | 0,0009306746199 | 0,0065999579334 | 0,0197998738001
ST 0256 RelOE2 | 0,0008650879997 | 0,0342315511116 | 0,1026946533349
ST 0512 RelOE2 | 0,0008892196999 | -0,098299539677 | 0,0026676591000
ST 1024 RelOE2 | 0,0009256873277 | -0,211477239879 | 0,0027770619832

Tabela C.37: Estimadores de Richards

on e GCI para o fluxo de massa total

Nome da simulagao Ugi (p L ) Ugi (p U ) Uger (p )

ST 0008 RelOE2 | 0,0096397990422 | -0,083802119564 | 0,0289193971267
ST 0016 RelOE2 | 0,0082119833929 | 0,1416919711120 | 0,4250759133361
ST 0032 RelOE2 | 0,0060206431826 | 0,0496246235433 | 0,1488738706300
ST 0064 RelOE2 | 0,0040858522517 | 0,0258852597826 | 0,0776557793477
ST 0128 RelOE2 | 0,0014011959330 | 0,0021939680275 | 0,0065819040824
ST 0256 RelOE2 | 0,0003779378000 | 0,0004187711085 | 0,0012563133258
ST 0512 RelOE2 | 0,0000956460611 | 0,0000972203698 | 0,0002916611094
ST 1024 RelOE2 | 0,0000239790704 | 0,0000240694847 | 0,0000722084543




Tabela C.38: Estimadores de Richardson e GCI para o fluxo de massa com v,

Nome da sinmlagéo Uri (p L ) Ug (p U ) Uger (p )

ST 0008 RelOE2 | 0,0094172608015 | -0,079955626940 | 0,0282517824045
ST 0016 RelOE2 | 0,0078577896252 | 0,1187803764436 | 0,3563411293309
ST 0032 RelOE2 | 0,0059755387184 | 0,0569112165343 | 0,1707336496028
ST 0064 RelOE2 | 0,0041193009464 | 0,0274242457676 | 0,0822727373027
ST 0128 RelOE2 | 0,0014050454392 | 0,0021819825151 | 0,0065459475452
ST 0256 RelOE2 | 0,0003779964410 | 0,0004173548970 | 0,0012520646911
ST 0512 RelOE2 | 0,0000960990254 | 0,0000982806742 | 0,0002948420228
ST 1024 RelOE2 | 0,0000239909053 | 0,0000239458547 | 0,0000719727151

Tabela C.39: Estimadores de Richards

on e GCI para a velocidade u central

Nome da sinmlagéo Uri (p L ) Ugi (p U ) Uger (p )

ST 0008 RelOE2 | 0,0031239970802 Inexistente 0,0093719912406
ST 0016 RelOE2 | 0,0085806593034 Inexistente 0,0257419779103
ST 0032 RelOE2 | 0,0080645396530 | 0,3780332705458 | 1,1340998116375
ST 0064 RelOE2 | 0,0010704158381 | 0,0004914654487 | 0,0032112475143
ST 0128 RelOE2 | 0,0004223502645 | 0,0008257485966 | 0,0024772457901
ST 0256 RelOE2 | 0,0001086652333 | 0,0001129298350 | 0,0003387895051
ST 0512 RelOE2 | 0,0000252999546 | 0,0000230343274 | 0,0000758998640
ST 1024 RelOE2 | 0,0000060182621 | 0,0000056353164 | 0,0000180547864

Tabela C.40: Estimadores de Richardson e GCI para a velocidade v central

Nome da simulagho U (pL ) Ugi (pU ) Usar (P )

ST 0008 RelOE2 0,0070076246305 | -0,192230294979 | 0,0210228738916
ST 0016 RelOE2 0,0022791467430 | 0,0032956756907 | 0,0098870270722
ST 0032 RelOE2 0,0062344864653 Inexistente 0,0187034593958
ST 0064 RelOE2 | 0,00059045977316 | 0,0001853159611 | 0,0017713793195
ST 0128 RelOE2 | 0,00007772836293 | 0,0000353500777 | 0,0002331850888
ST 0256 RelOE2 | 0,00002048766880 | 0,0000219989246 | 0,0000659967740
ST 0512 RelOE2 | 0,00000401084448 | 0,0000029290001 | 0,0000120325334
ST 1024 RelOE2 | 0,00000078924039 | 0,0000005800530 | 0,0000023677211
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