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Resumo

Esta dissertacao apresenta uma revisao da teoria desenvolvida por
Dubovitskii e Milyutin sobre condicoes de otimalidade para problemas de
otimizagdo com um ou mais objetivos. Os resultados de Dubovitskii e
Milyutin permitem obter condigoes de otimalidade para problemas de oti-
mizagao em espacos de Banach e podem ser aplicados em diferentes areas.
Como aplicagao, a teoria é usada para deduzir as condigoes classicas de
Fritz-John e de Karush-Kuhn-Tucker para problemas de programacao nao-
linear, bem como o Principio do Méximo de Pontryagin para problemas de
controle 6timo mono-objetivo.

Palavras-chave: Formalismo de Dubovitskii-Milyutin; Condig¢oes de Oti-
malidade; Otimizacao Multiobjetivo; Programacao Nao Linear; Controle
Otimo; Convexidade.
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Abstract

This dissertation presents a review of the theory developed by Dubovitskii
and Milyutin about optimality conditions for optimization problems with
one or several objectives. The results of Dubovitskii and Milyutin allow to
obtain optimality conditions for optimization problems on Banach spaces
and can be applied in different areas. As application, the theory is used to
deduce the classical conditions of Fritz-John and of Karush-Kuhn-Tucker
for nonlinear programming problems, as well the Maximum Principle of
Pontryagin for optimal control problems with one objective.

Keywords: Dubovitski-Milyutin Formalism; Optimality Conditions;
Multiobjective Optimization; Nonlinear Programming Problems; Optimal
Control; Convexity.

v



Sumario

1
I Prelng  cIicos) 3
(1.1 Coneseconesduals . . . . . . . . . . . . . . 3
(1.2 Calculo Diferenciall . . . . . . . ... ... ... ... 8
(L3 Analise Convexal . . . . . . . . . . . . . .. 11

I  Problema Mono-objetivo| 14
2 Formalismo de Dubovitskii-Milyutin| 15
[2.1 Condicoes necessarias de otimalidade| . . . . . . . .. ... .. ... .... 15
2.2 Calculo dos cones e de seus duaisl . . . . . . .. ... ... L. 20
2.2.1 Direcoesde descida) . . . . . . . . ..o 20

[2.2.2  Direcoes factiveis| . . . . . . . . .. .. 23

[2.2.3  Direcoes tangentes| . . . . . . . . . . ... L. 25

224 ConesDuald . . . . . ... .. 27

2.3 Condicoes suficientes de otimalidade] . . . . . . ... ... ... ... ... 29

[3 Aplicacoes| 31
3.1 Problemas de programacao nao linear| . . . . . . ... ... ... ... ... 31

imol . ... 36

II Problema Multiobjetivo| 48
4 Formulacao do problema, conceitos de solucao e escalarizacao| 49
[4.1  Formulacao do problema e conceitos de solucao| . . . . . . ... ... ... 49
[4.2  Escalarizacao| . . . . . . . . ... 51

[> Formalismo Dubovitskii-Milyutin Multiobjetivo: solucao Pareto fraca| 53
[>.1 Condicoes Necessarias e Suficientes para otimalidade de Pareto fracal. . . . 53
[5.2  Aplicacao a Problemas de Programacao Matematica Vetorial . . . . . . . . 55

[6 Formalismo de Dubovitskii-Milyutin Multiobjetivo: solucao de Pareto| 57

[6.1 Condicoes Necessarias para a otimalidade de Pareto| . . . . . . . . . .. .. 57
[6.2 Caracterizacao dos cones duais|. . . . . . . . . . . .. ... ... 59
[6.3  Condicoes necessarias e suficientes para otimalidade global de Pareto| . . . 64
[6.4  Escalarizacao de Problemas de Otimizacao Multiobjetivo| . . . . . . . . .. 67
[6.5 Problemas de programacao matematica vetorial . . . . . . ... ... ... 70




Conclusao

[Referencias Bibliograficas|

vi

72

73



Introducao

Problemas com o objetivo de otimizar func¢oes sempre foram objeto de interesse
entre os matematicos. Em 1962, Dubovitskii e Milyutin encontraram condicoes necessarias
de otimalidade, na forma de uma equacao estabelecida na linguagem de analise funcional,
através da qual podemos determinar condigoes necessarias de otimalidade para uma ampla
classe de problemas. Devido a isso um grande ntimero de trabalhos na area de Otimizacao
fazem uso do formalismo de Dubovitskii-Milyutin para obter condigoes de otimalidade,
tanto para problemas mono-objetivo quanto para multiobjetivo, diferencidveis ou nao
diferencidveis, de dimensao finita ou infinita. Alguns deles sao [4l, 8, [16, [I8] 19 28].

Neste estudo consideraremos o seguinte problema de Otimizacao

Minimizar f(z)
n+1
sujeito a x € Q = ﬂ Qi

i=1

onde f: X — IR, sendo X espaco de Banach, ); C X, i = 1,--- ,n sao conjuntos com
interior nao vazio e ),,.1 C X possivelmente nao possui pontos interiores.

Muitos problemas de Otimizacao podem ser estudados através deste modelo geral.
Alguns exemplos estudados neste trabalho sao problemas de programacao nao linear e de
controle 6timo.

Problemas de programacao matematica sao problemas que exigem calcular o
maximo ou minimo de alguma fungao objetivo, usualmente uma funcao de variaveis ve-
toriais sujeita ou nao a restricoes.

O problema de controle consiste basicamente em otimizar um funcional, sujeito a
um sistema que evolui no tempo. O funcional a ser minimizado ou maximizado depende
de uma variavel que descreve o estado do sistema em cada momento e de uma variavel
de controle que intervém no comportamento do sistema. Entao procura-se controlar o
sistema de maneira 6tima ao longo do tempo determinado, de acordo com o objetivo
previamente fixado.

Um dos resultados principais da teoria de Controle Otimo é o chamado Principio
do Méaximo de Pontryagin, o qual proporciona condi¢oes necessarias de otimalidade para
tais problemas.

Por outro lado, nos deparamos com problemas de tomadas de decisoes que sur-
gem em diversas areas como Engenharia, Economia, Administracao, entre outros. Tais
problemas geralmente possuem mais de um objetivo fixado como meta pelo decisor. As-
sim surgiu o interesse pelo estudo de Problemas de Otimizagao com varios objetivos.
Formalmente, o problema de Otimizagao multiobjetivo admite a seguinte formulacao:

Minimizar f(z) = (fi(z),-- -, fs(z))
sujeito a x € @ 1 (MP)

onde f: X — IR* e  é um subconjunto nao vazio do espaco de Banach X.
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Geralmente, nao é possivel minimizar simultaneamente todos os objetivos f; sujei-
tos a restricao (), o que leva a varias nocoes de otimalidade para o problema de Otimizacao
(D).

Um dos precursores no campo da Otimizacao Multiobjetivo é Pareto, que em
seu célebre trabalho “Cours d’Economie Politique” [23] introduz o conceito de solugao
eficiente. Conceitualmente, um ponto é chamado eficiente ou de Pareto quando nao é
possivel melhorar nenhum objetivo sem piorar algum outo.

Desde entao, tém aparecido varias publicacoes, tanto de carater tedrico quanto
numeérico, nas quais se desenvolvem critérios que permitem decidir quando um ponto viavel
é ou nao eficiente. Merecem destaque as nocgoes de eficiencia fraca e de eficiéncia propria.
Intuitivamente, um ponto é chamado fracamente eficiente se nao é possivel melhorar todos
os objetivos simultaneamente e é chamado propriamente eficiente se é solucao eficiente e
se os quocientes entre o ganho em um objetivo e a perda com respeito aos demais objetivos
¢ limitada.

Um dos métodos de resolver problemas de Otimizagao multiobjetivo é procurar
relaciona-lo com problemas escalares, cuja teoria e aspectos computacionais sao bastante
desenvolvidos.

Esta Dissertacao, se divide em duas partes, a primeira se concentra no estudo
da teoria de Dubovitskii-Milyutin para problemas de Otimizagao com um objetivo e a
segunda parte trata de estudar como tal teoria pode ser adequada aos problemas de
Otimizacao com varios objetivos.

No Capitulo 1, apresentamos alguns resultados de Analise Funcional e Analise
Convexa fundamentais no desenvolvimento da Dissertagao.

No Capitulo 2, estudamos a teoria de Otimizagao desenvolvida por Dubovits-
kii e Milyutin, a qual nos fornece condi¢oes necessarias de otimalidade, e sob hipdteses
adequadas de convexidade e regularidade obtemos também condigoes suficientes de oti-
malidade. Para formular tais condi¢coes mediante este formalismo caracterizamos o cone
de direcoes de descida do funcional a ser minimizado, o cone de direcoes factiveis referente
aos conjuntos de restrigoes que possuem pontos interiores e o cone de direcoes tangentes
associado aos conjuntos de restrigoes que nao possuem pontos interiores, no ponto 6timo,
e seus respectivos cones duais.

No Capitulo 3, a teoria é utilizada para estabelecer as condigoes classicas de Fritz-
John e Karush-Kuhn-Tucker para problemas de programacao nao linear e para obtencao
do Principio do Méximo de Pontryagin para problemas de controle 6timo.

A formulagao do problema de Otimizagao Multiobjetivo, bem como uma discussao
sobre os conceitos de solucao e alguns resultados conhecidos sobre escalarizacao sao feitas
no Capitulo 4.

No Capitulo 5, se faz uma extensao da teoria de Dubovitskii-Milyutin para o
estudo de condigoes de otimalidade para problemas multiobjetivos envonveldo o conceito
de solucao fracamente eficiente ou Pareto fraca e sua aplicacao para obtengao do Teorema
de Fritz-John generalizado.

No Capitulo 6 discutimos a otimalidade de Pareto para problemas multiobjetivos,
baseada na teoria de Dubovistkii-Milyutin. Para determinar solucoes de Pareto além dos
cones de direcoes de descida, factivel e tangente necessitamos do cone de dire¢oes de nao
crescimento dos funcionais a serem minimizados.



Capitulo 1

Preliminares técnicos

Apresentaremos algumas defini¢oes e teoremas de Analise Funcional e Andlise
Convexa que serao necessarios no desenvolvimento da dissertacao. Os interessados em
aprofundar os temas tratados neste capitulo podem consultar [1, 2, 3], 8 24 29].

Neste capitulo, o conjunto X é um espaco de Banach e zy é um ponto de X,
fixado. Quando isto nao ocorrer deixaremos explicito no texto. Além disso denotaremos
por X’ o espaco dual topoldgico do espaco de Banach X, constituido de todos os funcionais
lineares continuos sobre X. O espaco X’ é um espaco de Banach com a norma

Il = sup{|f(z)], = € X, [[«]] < 1}.

1.1 Cones e cones duais

Um conjunto C' € X ¢é dito convexo quando dados z,y € C o segmento
[z,y] ={(1 —t)x +ty : t € [0,1]} estiver inteiramente contido em C'.
Na Figura ilustramos dois conjuntos, um convexo e outro nao.

Conjunto Convexo Conjunto Ndo Convexo

Figura 1.1: Conjuntos convexo e nao convexo.

Uma classe de funcoes que tem étimas propriedades, particularmente no contexto
de otimizacao, é a classe das fungoes convexas. Seja C' C X um conjunto convexo.
Dizemos que a fungao f: X — IR é convexa em C quando

L=tz +ty) < (1 —1t)f(z)+tf(y)

para todos z,y € C et € [0,1].
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Figura 1.2: Funcao convexa.

Geometricamente, podemos dizer que qualquer arco no grafico da funcao convexa

esta sempre abaixo do segmento que liga as extremidades. Veja na Figura 1.2 um exemplo
de funcao convexa.

Um subconjunto K C X é um cone com vértice na origem quando para todo
A>0eh e K tem-se A\h € K. Se K é um cone com vértice na origem, entao xg + K é

um cone com vértice em xy. Um cone K é um cone convexo, se dados y1, 2 € K, entao
1 t+y2 € K.

Agora introduziremos o conceito de cone dual, que sera utilizado neste trabalho.

Seja K um cone em z, entdao o cone dual K* C X’ é definido como o conjunto de todos
os funcionais lineares continuos nao negativos em K, ou seja,

K*={feX : f(x) >0, Vox € K}.
Por definicdo K* é um cone convexo com vértice em 0. Para K = ), K* = X',

pois caso contrério, deveria existir um funcional f € X’ e algum = € K tal que f(x) <0,
o que é um absurdo.

Exemplo 1.1 Seja X =IR" e K = IR}, ou seja,
K={(z1,...,2,) € R": 2y,...,2, > 0}.
Entao K € um cone fechado em X com K* = K.
Exemplo 1.2 Considere o Espaco de Banach X = IR? e o cone K dado por

K ={z=(v1,72) :a’x>0,b"2 >0, coma, b€ R? firos } C R?

entao
K* = {fe]Rz . f:>\1(l+>\26, )\17 )\2 20}

Veja Figura 1.3.

Uma consequéncia imediata da definicao é dada no seguinte lema.

Lema 1.3 Sejam K, e Ky cones em X. Se K; C Ky, entao K; C Kj.
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Figura 1.3: Cone K e seu cone dual K* em IR?.

Demonstragao. Seja f € K, entdao f(x) > 0, V x € K. Como K; C K, temos
f(z) >0, Ve K, e portanto f € K. O

Antes de enunciarmos os préximos teoremas recordemos algumas definigoes.

Definicao 1.4 Seja C' um subconjunto nao vazio de X.

e Se C ¢ fechado na topologia da norma, isto €, se dada uma sequéncia (x,) C X
tal que ||z, — z||x — 0 quando n — oo, temos que x € C, entdo diz-se que C é
fortemente fechado.

e Diz-se que C ¢ fracamente fechado, se ele for fechado na topologia fraca, ou seja,
se dada uma sequéncia (x,) C C, tal que lim,_,o f(z,) = f(z), V f € X', entdo
xeC.

e Diz-se que C € fechado na topologia fraca® ou C' é fracamente* fechado se dada
uma sequéncia (x,) C C, com lim,_, f(x,) = f(x) para todo f € J(x) C X", onde
J: X — X" € aimersao canonica, entdao x € C.

Em espacos normados de dimensao finita a topologia da norma, fraca e fraca*
sao equivalentes. Além disso a topologia fraca* é mais fraca que a topologia fraca de X' e
portanto qualquer conjunto fracamente fechado em X’ é fraco* fechado; estas topologias
sao equivalentes quando X é um espaco de Banach reflexivo.

Teorema 1.5 Seja C' um conjunto convexro em X. Entao C € fortemente fechado se, e
somente se, ele € fracamente fechado.

Demonstragao. Consulte Brezis [3, Teorema II11.7, p.38]. 0O

Teorema 1.6 Sejam K;, i = 1,...,n, cones convezos, fracamente fechados e y . | K}
fraco* fechado, entao
n * n
() - X
i=1 i=1

Antes de demonstrar este Teorema enunciamos o Lema abaixo, cuja demonstracao
pode ser encontrada em Girsanov [8, p. 34 e 35].
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Lema 1.7 Sejam K; C X cones, parai=1,...,n, entdao
¢ (U?:l K;) = ﬂL K,
e Se K; sao converos parai=1,...,n entio |J;_, K} => " | K

e Se K ¢ fracamente fechado entao K** = K.
Demonstragao do Teorema [1.0]

Seja Q@ = 1| K entdo
- 0
i=1 i=1

*%
Ki

I
DL

1

-
Il

I
IDE

K.
1

.
Il

Assim Q" = (N, Ki)". Mas Q** = @ e portanto segue o resultado.

Teorema 1.8 [Teorema de Krem/ Sejam K um cone convexo com vértice na origem, o
qual contém pontos interiores, e L um subespago tal que intK N L # (. Seja g(x) uma
forma linear sobre L tal que g(z) > 0 sobre KNL. Entdo existe uma forma linear continua
g(x) sobre o espago de Banach X, de tal maneira que

g(z) = g(z) para todo & € L;
g(z) > 0 para todo & € K.

Demonstragao. A demonstragao deste teorema pode ser encontra em Girsanov [8, p. 32].
|

Lema 1.9 Sejam K;, i =1,...,n cones abertos convezos, (\i_, K; # 0. Entdo

() - X

i=1 i=1

Demonstragao. Definamos o espago Y = [[I, X, onde X é Banach, isto é, o espago
Y={t=(21,...,20) 2, € X, i=1,...,n}.

Assim
Y/:{f:<f1,...,fn)1fi€X/, Zzl,,n}

Deste modo, podemos dizer que cada F' € Y’ tem a representacao
:Zfi(xi), para todo T = (z1,...,x,), (1.1)
i=1

onde f; € X', para todoi=1,...,n.
Consideremos ainda, o conjunto

K={t=(x1,...,2,) 0, € K;, i=1,....,n} CY.
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Aqui , K é um cone convexo aberto, porque é o produto direto de cones convexos abertos
(K = H?:l K;).

Definamos L = {# = (z,...,z) : x € X} C Y, onde L é um subespago vetorial
de Y. Por hipétese, existe o € Kj, i =1,...,n, logo LN K # (.

Seja f € (N, K;)*. Tomemos o funcional linear f definido sobre L, como segue

f(@) = f(), (1.2)

onde T = (z,...,z) € L.

Seja &g = (zg,...,29) € LN K. Como zy € (), K, entdao f(x¢) > 0 e portanto
f(&o) > 0, para todo 7y € LN K.

Usando o fato de int K = K, pois K é aberto, temos que L NintK # (). Deste
modo, podemos aplicar o Teorema de Krein (Teorema e desta forma conseguimos a
existéncia de F' = (f1,..., f,) € Y/, tal que

F(#) >0, Ve K; (1.3)

F(z) = f(z), V7 € L. (1.4)

Assim, para todo Ty € L, temos por (L.1)) que F (%) = »i", fi(2o). Por (L.4)
F(%o) = f(Zo) e por |’ f(Zo) = f(wo). Logo,

|

(Zo) = f(z0) = Zfi(l’o% V 7o € L.
i=1
Entao, para Ty = (2o, ..., %), To € ()., K, também teremos

f(zg) = Z fi(zo), o que equivale a

i=1

fzzn:fi, onde f € (ﬁKZ> )

Devido a (1.3), segue que F(Z) > 0, onde F(z) = Y1, fi(x;), para todo z; € K;,
i=1,....nex = (x1,...,x,). Consequentemente, f;(z;) > 0, V x; € K;, ou seja,
fieKr i=1,....n

Agora de acordo com a andlise feita para T, onde o € (;_; K;, podemos usar o re-
sultado obtido acima e concluirmos que f(zg) = >.., fi(zo), com f; € K/,
para i = 1,...,n. Portanto, dado f € (N, K;)", existem f; € K/, i = 1,...,n,
tais que f = >_" | f;. Em outras palavras, ((\_, K;)" C >_._, K;.

Por outro lado, seja f € > » | K7, isto é, f = > " | f;, com f; € K/ para todo
i=1,....,n. Se xg € i, Ki, segue que fi(xg) > 0, para i = 1,...,n. Logo, f(zo) >
0, Voo € N, K. Assim, f € (i, Ki)" e concluimos que >0 | KF € (N, Ki)". o

Teorema 1.10 Seja X um espago de Banach de dimensao finita. Entao:
a) K* ¢ fechado.
b) K* = (clK)*, ou seja o cone dual de um cone e de seu fecho sao iguais.

Demonstracao.
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a) Seja (f,) C K*, com lim,_, f, = f. Fixando x € K arbitrario e passando o limite
quando n — oo em f,(z) > 0, obtemos f(x) > 0. Portanto, como x € K era
arbitrario, f € K* o que mostra que K* é fechado.

b) Temos que K C clK, logo pelo Lema[L.3) (cIK)* C K*. Por outro lado, seja f € K*
e x € clK arbitrarios. Entao existe uma sequéncia (z,) C K tal que lim,,_,, x,, = x.
Agora passando o limite quando n — oo em f(z,) > 0, como f é continuo, obtemos
f(z) > 0. Portando f € (clK)*, o que completa a prova.

O

Definicao 1.11 Dizemos que um funcional linear continuo nao nulo f separa dois con-
guntos A C X e B C X se existe a € IR tal que

f(@) <a< f(y), Ve e A, VyeB.

Figura 1.4: Hiperplano separando dois conjuntos A e B.
Teorema 1.12 Se os conjuntos A C X e B C X sao convexos, nao vazios e disjuntos, e
A € aberto, entao existe um funcional linear continuo nao nulo separando A e B

Demonstragao. A demonstragao deste teorema pode ser encontra em Alekseev et al. [,
p. 77]. O

1.2 Calculo Diferencial

Defini¢ao 1.13 Um funcional f(z) em um espago de Banach X € dito derivavel em um
ponto zy segundo a diregao h se

lim f(xo+eh) — f(x0)

e—0t €

existe; neste caso, este limite serd denotado por f'(xg, h).
Se X = IR entdao f(z) é uma funcdo de uma varidvel, assim a existéncia de

f'(xo, h) é equivalente a existéncia de derivada da direita (para h > 0) ou esquerda (para
h < 0) de f(x) no ponto z.



Preliminares Técnicos 9

Definigao 1.14 Seja f : X — Y, sendo X, Y espagos de Banach. A funcio f(z) €
dita diferenciavel ou Fréchet-diferencidvel em um ponto xq se existe um operador linear
A: X =Y tal que para todo h € X,

f(xo +h) = f(wo) + A(h) + o[ |A]])-

O operador linear A é denotado por f'(zg) e é chamado de derivada ou derivada
de Fréchet da fungao f(x) no ponto xg.

Defini¢ao 1.15 Seja f : X — Y, sendo X,Y espagos de Banach. A fungao f(x) € dita
estritamente diferenciavel no ponto xy, se existe um operador linear A : X — Y tal
que para todo € > 0 eziste 6 > 0 tais que para todos x1 e xo satisfazendo ||z1 — xo|| < J e
||z — x0|| < 6, tem-se a sequinte desigualdade:

1f (1) = f2) = Ay — o) || < |21 — 22 (1.5)

Colocando xy = xg € 1 = 2o + h em (|1.5)), obtemos que a fungao é diferencidvel
e A= f'(zo).

Teorema 1.16 [Teorema do Valor Médio] Sejam X eY espagos de lineares normados, e
seja U C X um conjunto aberto contendo o intervalo [a,b]. Se f: U — 'Y € diferencidvel
no ponto x € |a,b] entdo

1£(b) = f(a)ll < sup_[[f(c)l] [1b— all.

c€la,b]
Demonstragao. A prova pode ser vista em Alekseev et al. [1l p. 93]. 0

Corolario 1.17 Suponha que todas as condigoes do Teorema do Valor Médio sao satis-
feitas, e seja A um operador linear. Entao

1f(0) = f(a) = A(b—a)|| < sup |[f'(c) = All [|b—all

c€la,b]
Demonstracao. A prova se reduz a aplicacao do Teorema do valor médio para a funcao
g(x) = f(x) — Aw. O

Corolario 1.18 Sejam X, Y espagos de Banach, U uma vizinhanca de xo em X e
f U =Y diferencidvel com f'(z) continuo no ponto xy, entdo a funcao f ¢é estrita-
mente diferencidvel em xg.

Demonstra¢ao. Como f’(x) é continua em xq, dado € > 0, existe § > 0 tal que
|z =zl <6 = [If'(z) = f(zo)]| <e. (1.6)
Se ||z1 — zo|| < 6 e ||xa — x| < 6, entdo para qualquer x = 1 + t(xe — x1) € |21, 22],
0<t<1, temos
lz —2ol| = [lo1 + t(x2 — 21) — 20|
= |[t(z2 — m) + (1 — 1) (21 — o)
< |y = wol| + (1 — 1) [[z1 — o]
< to+(1—1t)d =9,
e portanto, em virtude de (1.6, temos || f'(z) — f'(zo)|| < €.
Aplicando o Corolério a A = f'(xy), obtemos

1f(21) = fl@2) = f'(@o) (@1 —z2)|| < sup || f'(x) — f'(zo)ll [lo1 — 22| < elz1 — a2l

z€[z1,22]

que implica que f é estritamente diferencidvel em xy. 0O
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Teorema 1.19 Sejam X um espaco topologico, Y e Z espacos de Banach, W uma vizi-
nhanga do ponto (xg,yo) em X X Y, ¥ uma func¢iao de W em Z e (xo,y0) = 29. Se

1) a fun¢io x — ¥(x,yo) € continua no ponto xo;

2) existe um operador linear continuo A 1Y — Z tal que, para todo € > 0 existe um
numero 6 > 0 e uma vizinhanca V' do ponto xy possuindo a propriedade a sequir: a
condi¢ao x € V' e as desigualdades

llyr — woll <6 e [ly2 —wol| <0

implicam a desiqualdade
(2, 91) — (2, y2) — Ayr — v2)|| < ellyr — v2ll;

3) \Y = Z;

entao existem um numero k > 0, uma vizinhanga U do ponto (xg,z9) em X X Z e uma
aplicacao ¢ : U — 'Y tais que

a) P(x, §(x, 2)) = 2;
b) [l¢(x, 2) — wol| < kl[¥(z,y0) — zl|.

Demonstra¢ao. A demonstragao deste teorema pode ser encontra em Alekseev et al. [,

p. 103]. 0
Lembramos que se X e Y sao espacos de Banach e se A : X — Y é operador

linear continuo, entao o operador adjunto A* : Y’ — X’ é definido pela igualdade

(A'y,x) = (y,Az), Ve e X eyeY'

O conjunto
L'={yeX :(yr)=0,VaeclL}

¢ chamado de anulador do subespaco linear L de um espacgo de Banach X.

Lema 1.20 [Lema da Fatorizagio] Sejam X, Y e Z espagos de Banach, e sejam A :
X =Y eM: X — Z operadores lineares continuos tais que ImA =Y e KerA C KerM.
Entao existe um operador linear continuo N : Y — Z tal que M = N o A.

Demonstra¢ao. A demonstragao deste Lema pode ser encontra em loffe et al. [12] p. 15].
O

Teorema 1.21 Sejam X e Y espacos de Banach, e seja A: X — 'Y um operador linear
continuo tal que ImA =Y, entdo (KerA)* = ImA*(isto é, o anulador do nicleo de A é
igual a imagem do operador adjunto de A).

Demonstracao. Seja y € ImA*, entao y = A*z para algum z € Y’'. Logo as seguintes
igualdades valem para qualquer x € KerA

(y,x) = (A*2,2) = (2, Az) = 0.

Segue que y € (KerA)=,.
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Reciprocamente, seja y € (KerA)*, entdo (y,2) = 0 para todo x € KerA. Assim
KerAC {z € X : (y,z) = 0} = Ker(y).

Como y é operador linear continuo de X em IR, todas as hipéteses do Lema da Fatorizacao
(Lema [1.20]) s@o satisfeitas para A: X — Y e y: X — IR. Portanto existe um funcional
linear continuo z € Y’ tal que

(z,Az) = (y,x), Vx € X.

Isso significa que y = A*z, isto é y € ImA*. O

1.3 Analise Convexa

Na Secao 1 discutimos algumas defini¢coes e propriedades de fung¢oes convexas
a valores reais. Nesta Secao, discutiremos as propriedades fundamentais das funcgoes
convexas, com valores na reta estendida.

Uma funcdo f : X € IR" — IR ¢é dita prépria se f(x) < +oo para pelo menos
um z € X e f(x) > —oo para todo x € X.

Definimos o epigrafo de uma funcio f : X C R"” — IR como um subconjunto
do R"™! dado por

epi(f) = {(z,w):z € X,w e R, f(z) < w}.

Seja €' um subconjunto convexo do IR". Um funcdo f : C' — R é dita convexa
se epi(f) é um subconjunto convexo de IR™.
Agora, se epi(f) é um conjunto fechado, dizemos que a fungao é fechada.

Epigrafo \ f(x) Epigrafo

Af(x)

L
y

Fungdo Convexa Funcdo Nao Convexa

Figura 1.5: Epigrafo de funcoes convexas e nao convexas.

Observamos que para funcoes convexas a valores reais, esta definicao coincide
com a definicao de funcao convexa dada na Secao 1.

Um conjunto afim em IR" é um conjunto X da forma X =%+ .S, onde T é um
vetor no IR" e S é um subespaco do IR".

Se C' é um subconjunto do IR" a envoltéria afim de C, denotada por aff(C), é
a interseccao de todos conjuntos afim contendo C'.

Seja C' um conjunto convexo nao vazio. Dizemos que x é um ponto do interior
relativo de C' se z € C' e existe uma bola aberta B centrada em z tal que BNaff(C) C C,
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isto é, x é um ponto interior de C' relativo a envoltéria afim de C. O conjunto de todos
pontos interiores relativo de C' é chamado de interior relativo de C e denotado por
ri(C'). O conjunto C é dito relativamente aberto se ri(C') = C.

O cone normal a um conjunto () no ponto x( é definido por

N(Q;x) = {y € R (x — 20)"y <0, Vo € Q}.
Os resultados abaixo sao muito conhecidos em Andlise Convexa

Proposicao 1.22

a) [Principio do segmento] Seja C' um conjunto convero ndo vazio. Se x € ri(C) e
T € cl(C) entao ax + (1 —a)z € 1i(C) para a € (0,1].

b) Seja C' um conjunto convexo, nao vazio em IR". Entao z € ri(C) se, e somente se,
para todo x € C, existe > 1 tal que (1 — p)x + pz € C.

c) Seja C' um conjunto convero em IR™. Entdo z € 1i(C) se, e somente se, para todo
y € R", existe € > 0 tal que z +cy € C.

d) Se Q € um conjunto convexo e int@ # B, entdo cl(int@) = clQ.

e) Seja C' um conjunto convexo fechado nao vazio que nao contém a origem e seja K
um cone convexo gerado por C'. Entao

K =U{AC : XA >0 ou A = 0}.

Demonstragao. A demonstracao dos itens (a) e (b) pode ser encontrada em Bertsekas et
al. [2, Proposi¢ao 1.4.1, p. 40], (c) em Rockafellar [24, Corolario 6.4.1, p. 47], (d) em
Alekseev et al.[I, Proposigao 1, p. 139], e (e) em Rockafellar [24, Teorema 9.6, p. 78].

A seguir veremos as propriedades de fungoes convexas nao-diferencidveis. Esta
¢ uma classe de fungoes muito importante porque a perda da diferenciabilidade acontece
com frequéncia em otimizagao.

Seja f : R" — IR uma funcdo convexa. Dizemos que um vetor d € IR" é um
subgradiente de f no ponto x € IR" se

f(z) > f(z) + (2 —2)Td, V z € R™.

O conjunto de todos subgradientes de uma funcao convexa f em x € IR" é chamado de
subdiferencial de f em x e é denotado por Of(z).

Se f ¢ diferencidvel em xy entao 0f(xg) = {V f(x)}, porque o gradiente V f(xy)
¢ entao o unico subgradiente de f em xy.

O subdiferencial é um conjunto convexo e fechado. Além disso zy é minimizador
de f em IR" se, e somente se, 0 € df(xg). Outra propriedade do subdiferencial é que

3[2 Aifil(wo) D Z I[N fil(wo) = Z Aid fi(o).

Para maiores detalhes ver Rockafellar [24] e Bertsekas [2].
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Teorema 1.23 Seja f uma funcdo convexa propria. Entao

a) 0f(xg) € um conjunto limitado e nao vazio se, e somente se xq € int(domf).

b) para o € R, a > inf f,
c{x € domf : f(x) < a} =cl{z € domf : f(z) < a} = {z € domf : clf(z) < a},
ri{z € domf : f(z) < a} =ri{z € domf : f(z) < a} = {z €ri(domf) : f(x) < a}.

c) o cone normal para C' = {z € domf : f(z) < f(xo)} em xg € o fecho do cone
convezo gerado por Of(xg), onde xo € um ponto tal que f é subdiferencidvel em x,
emin f < f(xo).

Demonstra¢ao. A demonstracao pode ser encontrada em Rockafellar [24], item (a) Te-
orema 23.4, p. 217, item (b) Corolario 7.6.1, p. 59 e item (c) Teorema 23.7, p. 222.
O
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Capitulo 2

Formalismo de Dubovitskii-Milyutin

Neste capitulo estudaremos a teoria desenvolvida por Dubovitskii e Milyutin para
o estudo de condigoes necessarias de otimalidade. Consideraremos o seguinte problema
de otimizagao:

Minimizar f(x)

. "= (P)
sujeito a x € Q = ﬂ Qi
i=1

onde f : X — IR, sendo X espaco de Banach, ); C X, ¢ = 1,...,n sao conjuntos com
interior nao vazio e @),,.1 C X possivelmente nao possui pontos interiores.
Na formulacao usual, os conjuntos );, ¢ = 1,...,n representam as restricoes de
desigualdade do problema e (), ;1 representa as restrigoes de igualdade do problema.
Neste capitulo, salvo mencao em contrario, X é um espaco de Banach e f é uma
funcao a valores reais, definida em X.

2.1 Condicoes necessarias de otimalidade

Primeiramente faremos algumas defini¢oes e propriedades que serao necessarias
para a obtencao da Equacao de Euler-Lagrange através do formalismo de Dubovitskii e
Milyutin.

Defini¢ao 2.1 Um vetor h € dito uma diregao de descida do funcional f(x) no ponto
xo se existe uma vizinhanca U de h, a < 0 e g9 > 0, tais que para todo 0 < € < g €
qualquer h € U

fzo+¢eh) < f(xo) + ca. (2.1)

O congunto de tais diregoes serd denotado D(f,xq). O funcional f(z) é dito regular de
descida se o cone das direcoes de descida no ponto xy € convero.

Lema 2.2 As dire¢oes de descida geram um cone aberto D(f;xg) com vértice em 0.

Demonstracao. Se h é diregao de descida entao Ah, X\ > 0 também ¢é direcao de descida,
& . . -y
basta trocar U por AU, &y por XO e a por a\. Assim D(f;xy) é um cone com vértice

em 0. Além disso se h € D(f;x0) e h € U, entdo h € D(f;x), basta tomar o mesmo
U, «, g9 na definigao de diregao de descida . 0O

15
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Definicao 2.3 Sendo Q) um conjunto de restrigcoes de desiqualdade, dizemos que o vetor
h € uma direcao factivel para () no ponto xq se existe uma vizinhanca U de h tal que
para todo 0 < ¢ < g e todo h € U, xg + ch € Q. Uma restricio de desigualdade Q é
regular no ponto xq se o conjunto de diregoes factiveis F(Q; o) para Q em xy € convexo.

Veja Figura [2.1] a seguir.

Figura 2.1: Direcao factivel.

Lema 2.4 O conjunto de diregoes factiveis F(Q,xq) € um cone aberto com vértice em 0.

Demonstracao. Se h € F(Q;xo) entdo Ah € F(Q;xp), para A > 0, basta trocar U por
AU, g por %. Além disso se h € F(Q; o) entdo todo h € U também estard em F(Q;x)
|

Para restricoes de igualdade o conjunto de direcoes factiveis é vazio. Assim,
torna-se necessaria uma ligeira modificagao em tal conceito para este tipo de restricao.

Definicao 2.5 Seja (Q um conjunto de restrigoes de igualdade, dizemos que o vetor h é
uma diregao tangente a ) no ponto xy se para qualquer 0 < € < g existe um ponto
z(e) € Q tal que se x(e) = xg + ch + r(e) entdo o vetor r(e) € X € tal que, para

qualquer vizinhanca V' de zero, —r(e) € V' para todo € > 0 suficientemente pequeno, ou,

equivalentemente, ||r(e)|| = o(e). O conjunto de tais dire¢oes serd denotado T(Q;xo).
Além disto, diremos que a restricao de iqualdade Q) € reqular no ponto xy se o conjunto
T(Q; o) € convezo.

Veja Figura 2.2, a seguir.

zo el

Figura 2.2: Direcao tangente.
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Observacao 1 Observamos que h € uma dire¢cao tangente ao conjunto () no ponto xy se
e somente se para toda vizinhanga V de h e qualquer numero real gy, existem y € V e
e € (0,e9) tais que xg + ey € Q.

De  fato, se h € wuma direcao  tangente, entao  para  qualquer

r(e)

0 < e < g, existe z(e) € Q, x(e) = xg + eh + r(e), tal que — € U, para qualquer

vizinhanga U de zero e € suficientemente pequeno. Logo

x(g):x0+€h+7’<€):Qfo+€(h+r(€_€)):$0+5ya

r(e
onde h + ——= pertence a alguma vizinhanca V de h. Agora se para toda vizinhanca V de

h e qualquer nimero real €y, existe y € V e e € (0,e0) tal que x = x9 + €y € Q, tem-se
que
r=x9+ey=x9+elh+r),

onde r pertence a alguma vizinhan¢a U de zero, entao h € diregdao tangente, com r(e) = er.

Lema 2.6 O conjunto de dire¢ées tangentes T(Q; o) € um cone com vértice em 0.

Demonstragao. Se h € T(Q; xq) entdo Ah € T'(Q; xo) para A > 0 e basta trocar € por ; na

definicao de direcao tangente. O

Note que toda direcao factivel é também direcao tangente. De fato se h é direcao
factivel entao para todo 0 < € < g9 e todo h € Uy, xog + ch € Q. Em particular
x(e) = xo + eh € Q, assim h é dire¢do tangente com r(g) = 0.

Lema 2.7 Seja K um cone com vértice em xg e f € X' tal que f(z) > o, V x € K,
entao f(x) > f(xg),Vx € K.

Demonstra¢ao. Suponha por absurdo que existe y € K tal que f(y) < f(zg). Pela
definicao de cone, para t > 0,
zo +t(y — xp) € K.

Como f é um funcional linear

f(xo +t(y — w0)) = f(zo) +(f(y) — f(20)),

e sendo f(y) < f(zo) quando t — o0 temos f(xg) + t(f(y) — f(zy)) — —o0, 0 que
contradiz o fato de f(x) > a, V z € K. 0

O Lema 2.8 enunciado a seguir, serd de fundamental importancia na obtencao
da condicao de necesséria de otimalidade para o problema (P), conhecida como equagao
de Euler-Lagrange.

Lema 2.8 Sejam K;, i = 1,...,n + 1 cones converos com vértice em 0, onde K;,
1
1 =1,...,n sao abertos. Entao ﬂ"+ K; = 0 se, e somente se, existem funcionais li-
neares g; € K, 1=1,...,n+ 1, nao todos nulos, tais que
n+1

Z g; = 0.
i=1
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fix}=f(xs)

f{X):OC

Figura 2.3: Interpretagao geométrica do Lema [2.7]

Demonstracao.

Necessidade: Seja K = ﬂKi #0e K,;yNK =1{. Como K é aberto e com vértice

i=1
em 0, aplicando o Teorema (Teorema de Separagao) juntamente com o Lema
obtemos que existe g € X', g # 0, tal que

g(x) >0V e K,
g(x) <0V x e K.

Pelo Lema [1.9] .
W:(ﬂm):Eyq
i=1 i=1

Portanto g € K* e

n
gzzgz‘; g K, i=1...,n.
i=1
n+1
Defina g,41 = —g, entao g,11 € K, gnt1 7 0 e obtemos Zgi = 0.
n i=1
Mas se ﬂ K; = 0, entao existe 1 < s < n tal que
i=1

K=K #0
i=1

e

s+1

(K =0.

i=1
Ao aplicar o resultado anterior trocando n por s, obtemos g; € K7, ¢; #0,1=1,...,s5+1,
tais que

s+1

Z gi=10.
i=1
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Tomando g; = 0, para i = s+ 2,...,n + 1 obtemos os n + 1 funcionais desejados.

Suficiéncia: Suponha
n+1

> 9i=0; g:#0,
=1

e que
n+1
(K #0.
i=1
Entao existe zg € K;, © = 1,...,n 4+ 1. Por outro lado, para algum 1 < j < n deve
n
existir g; € K3, g; # 0 (pois caso contrdrio deverfamos ter g,.1 = — Z g; = 0), e entao
i=1

gj(xo) > 0, pois K; é aberto. Portanto

n+1

0= gi(z0) > gj(w0) >0
i=1
o que é um absurdo. 0O
O seguinte Teorema fornece condicoes necessarias de otimalidade para o problema
(P).

Teorema 2.9 [Dubovitskii-Milyutin] Suponha que o funcional f(x) assume um minimo
local em @ = ﬂ?:ll Qi no ponto xo € Q. Suponha ainda que f(x) € reqular de descida em
xg, com direcoes de descida no cone Ky; as restri¢oes de desigualdade Q;, 1 = 1,...,n
sao requlares em xq, com direcoes factiveis no cone K;, a restricao de igualdade (), 1
também € regular em xy, com dire¢oes tangentes no cone K, 1. Entdao existem funcionais
lineares continuos g;, € K7, 1= 0,1,...,n+1 que satisfazem a equacdo de Euler-Lagrange

n+1

Z g: = 0.
i=0

Demonstracao. Vamos primeiramente provar que a condi¢ao necessaria para o funcional

ter um minimo em x( é
n+1

() EKi=0 (2.2)

ou seja, nenhuma dire¢do de descida do funcional f(x) pode ser factivel para todas as
restricoes. Suponha que isto é falso, entao existe h € K;, i =0,...,n + 1. Pela definicao
de K; parai =0, ...,n existe uma vizinhanca U de h tal que, quando 0 < ey < ee h € U,
qualquer vetor

To + €E € ﬂ Kl
i=0
e satisfaz a desigualdade B
f(xo +eh) < f(xo) + e

para algum o < 0.
Agora considere o vetor z(e) = zo + eh + r(¢) € Qn41 como na definicdo de direcao

tangente, e seja 1 tal que —7(¢) € U — h, ou seja h(e) = h+ —r(e) € U para 0 < ¢ < ;.
£ 5

Entao quando 0 < & < min{gg, &1} os vetores

z(g) = xo + eh(e) = 29 +ch + 7(¢)
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n
estao, por um lado, em ﬂ Q; e, por outro lado, em ), 1. Assim eles satisfazem todas as

=0
restricoes. Mas eles também satisfazem a desigualdade

f(@(e)) = f(o + eh(e)) < f(wo) +ea < f(x0),

o que contradiz o fato de xy ser um ponto de minimo local. Portanto

n+1

i=0
Além disto, K; para i = 0,...,n sao cones abertos convexos e K, 1 é um cone convexo.
Obtivemos assim as hipoteses necessarias para a utilizacao do Lema [2.8] e isso implica o
resultado desejado. 0

Observacao 2 Analisando a demonstracao do teorema podemos afirmar que uma condi¢do

suficiente para que fo # 0 é
n+1

() Ki #0.

=1

A conclusao € valida para qualquer f;, i=1,... ,n+ 1.

Observagao 3 Observe que a condi¢ao necessdria de otimalidade dada pela equacao
¢ valida, sem quaisquer hipoteses de reqularidade nos cones de diregoes.

2.2 Calculo dos cones e de seus duais

Segue do Teorema de Dubovitskii-Milyutin que, se quisermos determinar as
condicoes necessarias para um minimo local em um problema especifico, devemos deter-
minar os cones de dire¢oes de descida, direcoes factiveis e de diregoes tangentes e construir
os duais destes cones. Nesta Se¢cao veremos como calcular tais cones.

2.2.1 Direcoes de descida

Derivadas direcionais fornecem uma ferramenta conveniente para construir o cone
de direcoes de descida.

Teorema 2.10 Se h € D(f;x0) e f'(xo,h) existe, entao f'(xg,h) < 0.

Demonstra¢ao. Como h € D(f;xg), temos da definigao de dire¢ao de descida que existem
e >0ea <0 tais que
fzo+eh) < f(xg) + ea.

Logo

f(zo) +ea — f(zo)

f'(xg, h) = lim f(xo +eh) — f(o) < lim =a<0.

e—0t £ e—0t 9

O

A reciproca é valida somente para algumas classes de funcionais. Estudaremos
alguns desses casos.
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Teorema 2.11 Se f(x) € diferencidvel em xg, entdo D(f;x0) = {h € X : f'(z0)h < 0}
e f(z) € regular de descida em xy.

Demonstragao. Como f(x) é diferencidvel, possui derivada direcional em qualquer dire¢ao
e do Teorema obtemos que D(f;z9) C {h € X : f'(x¢)h < 0}.

Reciprocamente, se f(x) é diferencidvel em z, entdo para todo n € X,

f(@o+n) = f(xo) + f'(za)n + o(|nl]).

Como por hipétese f'(zo)h < 0 e tomando n = h, onde h pertence a uma vizinhanca de
h, segue imediatamente que h é uma diregao de descida, isto é h € D(f; o).

Como {h € X : f'(zg)h < 0} é convexo, pois é um semi-espa¢o ou o conjunto vazio,
teremos que f(z) é regular de descida. 0

Teorema 2.12 Seja f(x) um funcional convero continuo em um espago de Banach X,
entao:

a) f(x) tem derivada direcional em qualquer ponto e em qualquer dire¢ao;
b) f(zo+h) > f(xo) + f'(xo, h);
c) D(f;zo0) ={h € X : f'(z0,h) <0};
d) f(z) € reqular de descida em qualquer ponto zo € X.
Demonstracao.

a) Seja zg € X e considere a fun¢ao de uma variavel real

Y(e) = f(zo +¢ch).

Como f(x) é convexo e continuo, 1(¢) também é convexa e continua.
De fato, para A € [0, 1] e 1,2 € IR temos:

v(Aer + (1 —=Nea) = flag+ (Aer + (1 — N)ex)h)
= f(AMzo +e1h) + (1 = A) (o + £2h))
< AMf(wo+e1h) + (L= A)f(zo + e2h)
Ap(er) + (1 = A)h(ea).

Assim, para qualquer t € [0, 1] temos

b(te) = ¢(te + (1 = 1)0) < tep(e) + (1 —1)1(0),

ou seja, para € > 0,

U(te) —(0) < t(e) — t(0).

Logo
U(te) = 9(0) _ vle) = (0)
te - £ ’
portanto segue que a fungao ¢ : R — IR definida como
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b)

¢ mondtona decrescente para ¢ — 0. Além disso para € > 0 temos

— € € 1
¢(O):w(5+1+5+1) §€+1¢(—1)+€+1¢(€),

e portanto
(e 4+ 1)(0) < erp(=1) + ()

ou, equivalentemente,

¥(e) — (0)
£

Entao ¢(g) é limitada para ¢ > 0. Logo o limite lim, o+ existe. Mas

segue da definicao de derivada direcional que

Portanto a derivada direcional existe em qualquer ponto e em qualquer direcao.

Do item a) temos que

¢(8) _ ¢(5) ; ¢(0)
¢ monotona decrescente, o que implica
(1) = $(0) > lim M7

ou seja,

f(zo+h) > f(xo) + f'(xo, h).

Pelo Teorema temos que D(f;x¢) C {h € X : f'(x9,h) < 0}. Resta provar a
inclusdo contraria. Considere h € X tal que f'(zg,h) < 0. Segue da defini¢ao de
derivada direcional que existe €y > 0 tal que

f(lE() + 50h) < f(I())
Defina
0= f(SCo) — f($0 + 50}1) > 0. (23)

Como f (x) é continuo, considere U uma vizinhanga do vetor h tal que para todo
h € U se verifica

£ (20 + 20h) — Flao + coh)| < g

Entao,
f(zo + coh) < f(mo + eoh) + g,
e por ([2.3),
f(zo + eoh) Sf(xo)—é—i-g:f(xo)—g. (2.4)
Agora da condicao de convexidade, para 0 < € < gy temos
flzo+eh) = flzo— gioxo + gioxo + 630505)
- fla- ;—O)xo + 530(:50 +20h)

< (1= ) f(wo) + = flwo + coh),
€0 o
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e por (12.4)),
_ € € J
f(zo+eh) < flxo) — —flwo) + —(f(m0) — 3)
€0 €0 2
)
= fl(wo) — 2—60~
Ou seja, a condi¢ao de direcao de descida é satisfeita para a = 5 portanto
0
h S D(f, LU()).

d) Para mostrar que f(x) é regular de descida vejamos que D(f;zq) é convexo.
Sejam hy, hy € D(f;20) e A € [0,1]. Como f(z) é convexo temos que

f(zo+¢eh) — f(x0) f(xo + (Mg + (1 = AN)hy)) = f(x0)

< /\f(SL’() + Ehl) + (1 - >\)f($0 + €h2) - f(.To)
ALf (o + ehy) — flzo)] + (L = N)[f (w0 + ehg) — f(ili'o)]‘

£
Portanto,
f(wo, h) < A/ (wo, ha) + (1 = A) f' (w0, ha).
Como hy, hy € D(f;x0) entao f'(xo,h1) <0 e f'(zo,h2) < 0. E assim,

f,<l’0, h) < O,

ou seja, h = Ahy + (1 — N)hy € D(f;x¢) e portanto D(f;xq) é convexo, isto é, f(x)
é regular de descida.

2.2.2 Direcoes factiveis

Vamos considerar o caso em que o conjunto () é definido por algum funcional
f(z), isto é,
Q={zeX: f(z) < f(zo)}

Observagao 4 Se xy € intQ entio F(Q;x9) = X. Portanto, nos interessa considerar
somente o caso em que To estd na fronteira de Q, ou seja x € Fr(Q).

Lema 2.13 O cone de direcoes de descida D(f;xq) estd contido no cone de diregoes
factiveis F(Q; xo).

Demonstracao. De fato, se h € D(f;xg), pela definicdo de dire¢io de descida, existem
a < 0eegy> 0 tais que _
f(zo+¢eh) < flxo) +ea < f(xo)

para todo h em alguma vizinhanga U do vetor h e todo 0 < & < &.
Portanto z¢ + ¢h € @, para quaisquer h € U, e ¢ € (0,g0). Mas essa é a definicao de
diregdo factivel, logo h € F(Q; xo). O

Em alguns casos importantes os cones de direcoes de descida e de diregoes factiveis
coincidem. Os Teoremas e se referem a esta questao.
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Teorema 2.14 Suponha que f(x) possui derivada direcional em xo em qualquer diregao,
f'(xo,h) € convera em h e assuma que existe h tal que f'(xo,h) < 0. Entdo
F(Q;x0) C D(f;20) ={h € X : f'(zo,h) < 0}.

Demonstracao. Seja h € F(Q; xy). Pela defini¢ao de direcao factivel

To+eh e, V0 <e<eg,

ou seja,
f(zo+eh) < f(xg).
Logo,
f(xo+¢eh) — f(xo) <0
€
e portanto,
f/(ﬁo, h,) S 0

Além disso, o cone F(Q; z¢) é aberto, (Lema[2.4). Logo existe uma vizinhanga U do vetor
h tal que U C F(Q; ). Seja vy > 0 tal que hy, =h+~vy(h—h) € U. Como h, € F(Q;xo)
temos que f'(zo, h,) < 0 e segue da convexidade de f’(zo,h) em h que

Plant) = f (0t + 120

v 14y
< Plaohy) + — (20 )
- 14y 1+~
VY e T
< — L F(xo,h) <.
= 1—|—7f(x0 )

Teorema 2.15 Assuma que uma das sequintes condigoes € satisfeita:
a) f(x) € um funcional convexo, continuo e existe T tal que f(T) < f(xo);
b) f(z) € diferencidvel em xo e f'(xq) # 0.

Entao F(Q;x0) = D(f;x0) ={h € X : f'(x9,h) < 0}.

Demonstracao.

a) Do Teorema temos que f(x) possui derivada direcional em xy, em qualquer
direcao, e consequentemente,

D(f;20) = {h € X : f'(z0,h) <0}
e tomando h = T — o,
f'(@o,h) < flao +h) — f(x0)
= f(@) = flx0) <0.
Assim sendo podemos utilizar o Teorema e concluir que D(f;x¢) = F(Q;xo).
b) Pelo Teorema [2.11] D(f;x0) = {h € X : f'(x0,h) < 0} e f'(xg, h) é convexa em h.

Além disso como f(x) é diferencidvel em x, entao possui derivada direcional em zq
em qualquer diregao, e por hipétese temos que f'(xy) # 0, entdo existe h € X tal
que f'(zo)h < 0. Podemos assim aplicar o Teorema e concluir a igualdade.
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O

Teorema 2.16 Seja (Q um conjunto convexo, entdo o cone de diregoes factiveis no ponto
xo € dado por F(Q;x0) = {h € X : h = XMz — z¢),z € intQ, X > 0} e este conjunto é
CONVETO.

Demonstra¢ao. Vamos demonstrar a inclusao F(Q;xg) C {h € X : h = XMz — z¢),z €
int@Q,\ > 0}. Seja h € F(Q;x), entdao pela definicao de dire¢ao factivel existem uma
vizinhanca U do vetor h e g9 > 0 tais que

zo+eh € Q, Vh e U, Ve € (0,5).
Considere € € (0,¢) fixo, entao
vo+eU={xcX: o=29+¢h, hecU}

¢é vizinhanga de xg + ¢€h, logo o + U C Q. Assim x = z¢ + €h € int@Q e portanto
1 1

h=-(x—xz9) €{he X :h=XNz—x),r €int Q, A >0}, com A\ = —.
€ £

Agora vamos demonstrar a inclusao contraria. Seja h € {h € X : h = Az —
zg),x € int@Q, A > 0}. Entao existe x € int@ e A > 0 tal que h = Az — xp). Como
r € intQ, existe uma vizinhanca V de x tal que V C @. Tome U = AV — Axg e

g9 = % entdo U é uma vizinhanca de h e para todo h € U e 0 < € < " tem-se que

T +eh = xg+e(Av—Azg) onde v € V. Assim z¢+ch = e v+ (1 —eX)zy. Por outro lado
temos 0 < el < 1, v, x9 € Q e da convexidade de Q, segue que zy + ch € Q. Portanto
h € F(Q; o).

Agora para mostrar que F(Q,zq) é convexo, considere hy, hy € F(Q; ), entao
hi = A(z1 — x9) € hg = Ag(xe — x9) com Ay > 0, Ay > 0 e x1, 22 € intQ). Além disso
sejam 7y; e 7, escalares nao negativos com vy, + vy, = 1.

Vamos mostrar que y1hy + y2ho € F(Q; x0).

De fato,
Yiht +72he = mA(x1 — o) + YA (22 — x0)
71)\1 ’72)\2
= (1AL + 72 + — 10 ) .
(A1 +922%) (71/\1 +72)\2x1 YA +72>\2x2 xo)
= Az — x9),
A A
onde A = 1 A\ + A >0, 2 = fiial z e

1 Zo.
1AL + 2o 1AL+ Y22
Pela convexidade de @, = € intQ, de modo que y1h; + Yhy = Az — xg) €

F(Q; xg), segue que F(Q, xg) é convexo. 0

2.2.3 Direcgoes tangentes

O Teorema de Lyusternik provado a seguir é uma forte ferramenta para o calculo
de direcoes tangentes. Observamos que utilizando o Teorema [1.19| nao necessitamos que
a funcao seja de classe C'', mas apenas estritamente diferencidvel.

Teorema 2.17 [Lyusternik] Sejam X, Y espacos de Banach, U uma vizinhan¢a do ponto
zgem X, P:U — Y e P(xg) = 0. Se P ¢ estritamente diferencidvel no ponto xq e
P'(xg) € sobrejetora, entao o conjunto de diregcoes tangentes T(Q;xo) para o conjunto
Q ={zx e X : P(x)=0} no ponto xy € o subespaco T(Q;x) ={h € X : P'(x¢g)h = 0}.



Formalismo Dubovitskii-Milyutin 26

Demonstra¢ao. Primeiramente suponhamos que h € T(Q;xg). Se r : [0,60] — Y é tal
que 2o +eh + r(e) € Q, com ||r(¢)|| = o(¢), para ¢ — 0T, entdo, como P é estritamente
diferenciavel segue que

0= P(xo+ch+r(e)) = P(xo) + eP'(x0)h + o(e) = eP'(x9)h + o(e).

Portanto P'(zo)h = 0.

Agora para provarmos a outra inclusao aplicamos o Teorema [1.19 a funcao
Y(z,h) = P(x + h), com hg = 0 e 29 = 0. Decorre da diferenciabilidade estrita de P
que a fungdo x — ¥ (x,0) é continua no ponto xy e que dado € > 0, existe § > 0 tal que

|P(z + h1) — P(x + ha) = P'(20)(hn — ha)|| < €][h1 — ha|

quando ||z — zo|| < 8, [|h]| < d e ||ha|] < . A condigao 3) do Teorema [1.19] também
é satisfeita, uma vez que P'(xg) é sobrejetora. Portanto, de acordo com esse teorema,
existem k > 0 e uma fungao ¢ : U — X, onde U é uma vizinhanga do ponto zy em X
tais que

(i, 6(x)) = 0 & Plx+ 6(x)) =0,

lp()]] < Kl (2, 0)|] = K[| P(x)]].

Definimos r(a) = ¢(x¢ + ah), entdo
P(xzo+ ah+r(a)) = P(xo + ah + ¢(zo + ah)) = 0.
Assim segue que xg + ah + r(a) € (). Temos também que
[Ir(a)[| = llg(zo + ah)l| < k||P(xo + ah)]]
= K[|P(zo + ah) — P(xo)]]
= k|[P(zo)ah + of[lah]])]
= k||aP'(zo)h + o(a)]].

Se h € KerP(xy), entao ||r(«)|| = o(«). Assim pela defini¢ao de dire¢ao tangente, resulta
que h € T(Q;xg). Portanto T'(Q;x¢) = {h € X : P'(x9)h = 0}. 0

Observacao 5 No caso que P'(xg) ndo é sobrejetora podemos afirmar somente que
T(Q;x0) C {h € X : P(x9)h = 0}.

O Teorema [2.18| a seguir nos fornece uma caracterizagao do cone tangente a )
no ponto xy para o caso em que o conjunto () nao é necessariamente definido por uma
restrigao de igualdade de tipo P(x) = 0.

Teorema 2.18 Seja () um conjunto convexo, entao o cone de direcoes tangentes no ponto
xo € dado por T(Q;x¢) = cl{h € X : h = AMx — x¢),x € Q,\ > 0} e este conjunto é

COnvexo.

Demonstragao. Considere h € T(Q);xy), entdo, pela Observacao , para toda vizinhanca
V de h existem b/ € V e e > 0 tais que x = 29 + eh’ € Q. Logo

1
W= —(w—m)€{h€X h=ANw—m)xE QA>0}
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1
com A = —. Portanto pela definicao de fecho de um conjunto temos que
€

hec{he X :h=Xz—xy),z€ Q,\>0}.
Reciprocamente, seja h € cl{h € X : h = ANz — z¢),x € @, A > 0}, entdo pela
defini¢ao de fecho, para toda vizinhanga V' de h existe b’ = Az —zg) € V, com A > 0 e
1
x € Q. Ou seja, x = x¢ + Xh/ € . Como @ é convexo para todo 6 € (0,1) temos

0
Io—i‘xh/:.%’o—i‘e(l‘—l‘o)e@.

Assim para toda vizinhanca V de h e g > 0 existe b/ € V e ¢ =
xo + eh’ € Q, ou seja h € T(Q; xy). Portanto T(Q;x0) = cl{h € X :
Q,\>0}.

0
X € (0,e9) tal que
h =Xz —1x9),z €

Para mostrar que T(Q,x¢) é convexo, considere hi,hy € T(Q;zp), entdo
hi = M(x1 — ) e hg = Aa(xg — ) com Ay > 0, Ay > 0 ez, 2 € Q. Além disso
sejam 71 e 7y, escalares nao negativos com vy, + 7, = 1.

Vamos mostrar que y1hy + y2ho € T(Q; o).
De fato,

Yihi + Y2he = mAi(z1 — 20) + Y2Xa(x2 — 20)

1A 1)
= (1A + oA + )
(71A1 +92)2) (71>\1+72)\2x1 71>\1+72)\2x2 xo)
= A(x_‘rO)?

ML " Y22 .
1 2.
1AL+ P2Ae VAL + YeAe
Sendo @) convexo, x € @), temos que Y1 hy+y2hy = Ax—10) € T(Q, x0) € portanto
T(Q,xo) é convexo. 0

onde A = 1A\ + A >0, 2 =

2.2.4 Cones Duais

Nas Secoes anteriores vimos como calcular os cones de direcao de descida, de
direcoes factiveis e o subespago tangente. Para a aplicacao do Teorema de Dubovitskii-
Milyutin devemos construir os cones duais. Este serd o tema desta secao.

Teorema 2.19 Seja K um subespaco vetorial de X , entao K* = {f € X' : f(z) =
0,VzeK}.

Demonstragao. Seja f(x) > 0 para algum z € K e f € K*. Como K é subespago vetorial
—x € K e f(—z) = —f(x) < 0 o que contradiz o fato de f € K*. Analogamente se

flz) <0. O
Teorema 2.20 Seja f € X' um funcional linear fixado.

a) Se Ko ={x € X : f(z) >0}, entao K; = {\f: XA >0};

b) Se K3 ={x € X; f(x) > 0}, entdo Kj = X' se f =0 e K5 = K} se f #0.
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Demonstracgao.

a) Como K; C K,, pelo Lema [1.3] K; C Kj. Logo, se g € Kj, temos
g(x) = Af(xz) > 0 para todo € K3. Uma vez que f(x) > 0 em K, concluimos que
A > 0.

b) Se f = 0, temos K3 = ) e portanto K5 = X'. Sendo f # 0 temos clK3 = K e
assim K3 = K.

O

Definicao 2.21 O conjunto de funcionais suporte para um conjunto () no ponto xy é

definido por Q* = {f € X' : f(x) > f(x),V x € Q}.

Em alguns casos os duais dos cones de direcoes factiveis e de diregoes tangentes
coincidem com o conjunto dos funcionais suporte para () no ponto xg.

Teorema 2.22 Seja Q um conjunto convexo. Entao T*(Q;x¢) = Q. Além disso se

int@ # 0, entao F*(Q;x9) = Q*.

Demonstragao. Seja f € Q*, h € T(Q;xy). Pela definicdo de direcao tangente, dado

(e)

r
0 < e < g, existe z(e) € Q, z(e) = xg + eh + r(¢), tal que —= € U, para qualquer
£

vizinhanga U de zero e ¢ suficientemente pequeno. Como z(¢) € Q e f € Q*, segue que
f(z(e)) > f(zo) e portanto,

fla(e)) = fzo) = f(r(e) o _ (7“(6))
> —f :

9 9

f(h) =

r(e)

Mas f (—) — 0 quando € — 0", pois como f é continua, para todo § > 0 existe uma
€

vizinhanga U de zero tal que |f(x)| < para z € U e portanto ‘f (@)‘ <, parae >0

suficientemente pequeno. Logo f(h) > 0, ou seja f € T*(Q; xo).

Reciprocamente, seja f € T*(Q; ), * € Q. Entdo h = x — xy é uma dire¢do tangente
(para 0 < e < 1, tome zp+¢ch € @, donde obtém-se que zg+ch = (1 —¢e)zog+ex € ), uma
vez que Q é convexo). Como f € T*(Q;x), segue que f(h) > 0, ou seja f(x) > f(zo), e

isso significa que f € Q*. Deste modo temos provado que T%(Q; zo) = Q*.
Agora se intQ # (), entao pelo Teorema [2.16]

F(Q;x0) ={h € X :h=Xx—x0), A >0, z € intQ}.
Portanto, se f € F*(Q; ), entao
fMx —x0)) >0, A >0, z € intQ.

Logo, pela linearidade de f,
A () = Af (o)

para todo z € int@ e todo A > 0, em particular para A = 1. Mas como intQ # 0 e Q é
convexo, pela Proposicao (d), temos cl(int@) = cl@. E assim, pela continuidade do
funcional f, o fato que f(z) > f(zo) para todo = € int@ implica que f(z) > f(x) para
todo z € cl@, ou seja, f € Q* e assim F*(Q;xg) C T*(Q; o) = Q*.

Por outro lado F(Q;zo) C T(Q; z¢), e portanto, pelo Lema[L.3] F*(Q;z0) D T*(Q; z) =
Q*. Donde se conclui que F*(Q;xg) = Q*. 0
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2.3 Condicoes suficientes de otimalidade

Agora vamos determinar quais condi¢oes necessarias para minimo sao também
suficientes. Naturalmente, exemplos elementares nos mostram que em geral isso nao é
verdadeiro. No entanto, veremos que as condigoes necessarias de minimo sao também
suficientes em uma importante classe de problemas, os problemas convexos.

Um problema é convexo quando o funcional objetivo a ser minimizado e as res-
tricoes sao convexas. KEsses problemas possuem uma propriedade importante: o minimo
local e global coincidem.

Teorema 2.23 Sejam Q um subconjunto convexo e nao vazio de X e f : QQ — IR um
funcional convexo. Se xg € @ é minimizador local de f, entao xo é minimizador global de

7.

Demonstragao. Seja V' uma vizinhanga de zg tal que f(z) < f(x) para todo z € VN Q.
Considere y € @ arbitrario e tome A € (0,1) tal que z = (1 — A\)zg+ Ay € V. Como Q é
convexo segue que Ty € (), portanto ), € VN Q e assim f(zg) < f(z)).

Pela convexidade do funcional f,

f(@o) < flan) < (1= A)f(zo) + Af(y),
donde segue que f(xg) < f(y), e isso significa que zy é ponto de minimo global. 0

Teorema 2.24 Sejam f(x) funcional convezo e continuo, Q;, i = 1,...,n+ 1 conjuntos
coOnVeTos e assuma que existe um ponto T € intQ;, parat=1,....n eT € Qn 1. Sejam
Tg € Q= ﬂnH Qi, Ko cone de diregoes de descida de f(x) em xo, K;, 1 =1,...,n cones
de diregoes factiveis para Q1,...,Q, e K,11 cone de direcoes tangentes para QQn11 em
xo. Entdo xy € ponto de minimo para f(x) em Q) se e somente se existem, g; € K}, para
1=0,1,...,n+ 1, nao todos nulos, tais que

Z gi = 0.
i=0

Demonstracao.

e Necessidade Como f(x) é funcional convexo e continuo, pelo Teorema é regu-
lar de descida. Além disso como ); sao conjuntos convexos para ¢ = 1,...,n entao
os cones factiveis K;, i = 1,...,n sdo regulares, pelo Teorema [2.16l Além disto
como 41 € convexo, pelo Teorema o cone K, 1 é regular. Agora o resultado
segue do Teorema de Dubovitski-Milyutin, 2.9

e Suficiéncia Suponha que existe z; € @ tal que f(x;) < f(zp). Defina
zy = AT+ (1 — N)xg para 0 < A < 1. Como os conjuntos (); sdo convexos e
TEQ;,parai=1,...,n+1, segue que x\ € ; parai=1,...,n+ 1. Além disto
como T € intQ); parai=1,...,n, entao x) € intQ; parat=1,...,n.

Tome A > 0 suficientemente pequeno de modo que f(xy) < f(x¢) (isso pode ser
feito pela continuidade de f(z) e pelo fato de f(z1) < f(xo)).

Defina h = x), — x¢. Entao para 0 <e < 1,

f(wo +eh) < ef(xx) + (1 — &) f (o),
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e assim
f(wo,h) = lim f (o + af? — /(o)
< i L@+ A=) f(@0) — flzo)
T e—0t c
— lim E(f(l‘)\) - f($0))
e—=0t+

= f(.%)\) — f(:li'o) < 0.

Portanto, pelo Teorema [2.12, h € K.

Além disso, h € K;, ¢ = 1,...,n, pois xg + eh = o + e(z)y — x¢) € intQ); para
0<e<l,ehe K, pois xg+ch € Qni1, para 0 < e < 1.

1 . . . .
Logo h € ﬂz:ro K;. Além disso os cones K;, i = 1,...,n sao abertos e convexos.

Agora pelo Lema , isso contradiz o fato de Z?jol g; = 0.

Assim a hipdtese de f(z1) < f(zo) deve ser falsa e 2y ¢ um ponto de minimo global.

O



Capitulo 3
Aplicacoes

Neste capitulo veremos como a teoria desenvolvida por Dubovitskii e Myliutin
pode ser utilizada para obter condicoes necessarias de otimalidade para problemas de
programagao nao linear e de controle 6timo com um unico objetivo. Além disto vemos
que sob certas hipdteses de convexidade e regularidade tais condicoes sao suficientes.

3.1 Problemas de programacao nao linear
Consideraremos o seguinte problema de otimizagao:

Minimizar f(x)

gl<x>§07?‘:177r (P)
hij(z)=0,j=1,...,m

onde f: X =R, g: X =-R,e=1,...,reh; : X = 1R, j=1,...,m, sendo X um
espaco de Banach.

Vejamos agora as condigoes necessarias para que um ponto seja solucao do pro-
blema anterior, conhecido na literatura por teorema de Fritz-John.

sujeito a:

Teorema 3.1 Considere os funcionais f(x), g;(x), i =1,...,r, diferencidveis e h;(z),
7 =1,...,m estritamente diferencidveis em uma vizinhanca de xy. Se xg € dtimo local
do problema (P), entdo existem nimeros reais \;, i1 =0,1,...,7r e p;, j=1,...,m, nao

todos nulos, tais que:

Mof' (o) + D Nigilwo) + Y pihf (o) = 0, (3.1)
1=1 Jj=1

N>0,i=0,1,....7 (3.2)

)\zgz('TO) = 0, 1= 1, e, T (33)

Demonstracao. Dividiremos a demonstragao em 2 passos. No primeiro faremos uma
analise dos casos triviais e no segundo passo, a analise dos casos nao triviais baseada
no formalismo de Dubovitki-Milyutin.

1° passo (Casos triviais)

e f'(rg) = 0, entdo as equagoes , - e sao satisfeitas, com
=1, \=0,parai=1,. ’r’e,uj—Oparaj_l

31
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Se g.(zg) = 0 com gs(x) = 0, para algum s € [1,r] entao (3.1)), (3.2) e (3.3) séo

satisfeitas com A =1, \; =0 parai=0,...,r,i#sepu; =0paraj=1,...,m.
Se os vetores h] (x9) com j =1,...,m s@o linearmente dependentes, entao existem
v, J = 1,...,m nao todos nulos tais que

m

j=1
Assim podemos tomar \; = 0, ¢« = 0,1,...,7 e u; = 75, 7 = 1,...,m e serao

satisfeitas as equacgoes (3.1)), (3.2) e (3.3).
2° passo (Casos nao triviais)

Consideremos conforme no capitulo anterior,

Qi={reX;gx)<0}, Vi=1,...,r

Qry1={r € X;hj(x) =0, Vj=1,...,m}

Entao nosso problema sera

Minimizar f(z)
r+1

sujeito a x € ) = ﬂ Q;.

i=1
Analisemos agora os cones de direcoes de descida, factivel, tangente e seus respectivos

duais para este problema.

Como f é diferencidvel em zg e f'(xg) # 0, pelo Teorema [2.11] o cone de diregoes
de descida é dado por
D(f, .2?0) = {d e X: f/(ilfo)d < 0}

e pelo Teorema [2.20),
D*(f;20) = {=Xof (20) : Ao > 0} (3.4)

Agora, determinemos K; o cone de diregoes factiveis para Q;, i = 1,...,r. Se g;(zo) < 0,
segue diretamente da definicao que K; = E, logo K = {0}. Agora se g;(xg) = 0 e
gi(xg) # 0, como g; sao diferencidveis em zy para i = 1,...,r, pelo Teorema [2.15, temos

K;={de X : g/(x0)d < 0}

K7 = {~Nig)(xo) : i > 0} (3.5)

Para determinar o cone de direcoes tangentes queremos utilizar o Teorema (Teorema
de Lyusternik). Para isto, definamos a aplicagdo H : X — IR™, tal que

H(z) = (hy(@),. .., ho(2)).

Por hipdtese o ponto zy é 6timo local, h; é estritamente diferencidvel em z, para todo
j=1,...,m, os vetores h(x¢) sdo linearmente independentes, entao
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a) H(xg) = (hi(xo),...,hm(xo)) =(0,...,0);

b) H é estritamente diferenciavel;

c) A aplicagao H'(zp) : X — IR™ ¢ sobrejetora.
Assim as hipdteses do Teorema de Lyusternik sao satisfeitas e

K1 = KerH'(xg) ={d € X : H'(20)d =0} ={d € X : Dj(20)d =0, Vj=1,...,m}
Como KerH'(xg) é subespaco, pelo Teorema

K., ={yeX :(yd) =0, Vde K}
Logo y € (KerH'(z))*. Segue do Teorema que
Im(H'(x0))* = (KerH'(z0))*

onde (H'(zg))* é o operador adjunto de H(zg). Portanto, y € Im(H'(zg))*, ou seja,
H( 0)*(—=2), para z € IR™ fixo. Consequentemente, para todo d € X e z =
(,ul, oy i) € IR™ fixo, temos que y € X’ pode ser representado como

(y,d) = (H'(xz0)"(=2),d) = (=2, H'(zo)d).

Desta forma
K:H:{—Zujh;(xo): ujelf{,jzl,...,m}. (3.6)
j=1

Através de (3.4)), (3.5)) e (3.6 temos a existéncia dos multiplicadores \; > 0,i=1,...,r
e t; € IR, para j = 1,...,m, nao todos nulos tais que (3.2) e (3.3) sdo verdadeiras, e
usando o Teorema (Teorema de Dubovitskii-Milyutin) é valida a igualdade (3.1)).

Vamos agora analisar este resultado, indicando quando podemos assumir que
Ao # 0 (problemas desse tipo sdo conhecidos como regulares ou nao degenerados).

Teorema 3.2 Sob as hipoteses do Teorema assuma que oS funcionais g;, 1 =1,...,7r
sdo convezos, h;, j = 1,...,m sdo lineares e existe T tal que ¢;(T) < 0, i =1,...,r e
hij(@) =0, j=1,....,m. Entdo, na equagao Ao # 0, ou seja a condi¢do necessdria
para minimo em xq €:

F(@o) + D Nigi(wo) + Y pyh(wo) = 0, (3.7)

i=1 j=1
N >0, i=1,...,r (3.8)
Nigi(xg) =0, i=1,...,7. (3.9)
Demonstragao. Seja Q; = {x € X : gi(x) < 0}, i« = 1,...,7. Como os funcionais
gi, © = 1,...,r sao convexos, entao, pelo Teorema [2.16|, os cones de diregoes factiveis K;
sao convexos e pelo mesmo Teorema temos que T — zy é uma direcao factivel no ponto
xo para todo . Além disso, para o conjunto convexo Q,41 = {x € X : (hy,..., hy) =0},

pelo Teorema [2.18] * — xy ¢ uma direcao tangente no ponto xy e o cone de diregoes

tangentes é convexo. Portanto
n+1

(K #0
i=1
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e pela Observagao [2| esta é uma condicao suficiente para que fy # 0 e portanto Ao # 0.

As equagoes , e sao conhecidas como condicoes necessarias de
Karush-Kuhn-Tucker (KKT). A condigao utilizada anteriormente de as restrigoes de desi-
gualdade serem convexas, as de igualdade lineares e existir 7 tal que ¢;(Z) <0, i =1,...,r
e hj(T) =0, j =1,...,m é conhecida como condigao de qualificacdo de Slater, a qual
garante que as condicoes de KKT sao necessdrias para a otimalidade local. Existem
muitas outras condicoes de qualificacao, tais como Guignard, Mangasarian-Fromovitz, in-
dependéncia linear dos gradientes, mas nao trataremos delas neste trabalho. Para maiores
detalhes ver [7, O, [14]

Além das restrigoes de desigualdade e igualdade podemos ter uma condicao adici-
onal que nao é necessariamente determinada por um funcional. Neste caso nosso problema
é expresso da seguinte forma:

Minimizar f(x)
gi(x) <0,i=1,...,r
sujeito a:  hj(x) =0,j=1,...,m
x E Q?

onde f: X - 1R,g: X —=>R,i=1,....,7reh; : X =R, j=1,...,m, sendo () um
subconjunto nao vazio do espaco de Banach X.

Vejamos agora como ficam as condigoes necesséarias para que um ponto seja étimo
local do problema anterior.

(")

Teorema 3.3 Seja xy dtimo local do problema (P’) e assuma que os funcionais f(x), g;(z),

i=1,...,n, hj(x),j =1,...,m sao diferencidveis em uma vizinhanga de xo, Q € convezo
e int@ # 0. Entao existem nimeros reais N, 1 =0,1,...,n e p;, j=1,...,m, nao todos
nulos, tais que:
Ai>0,1=0,1,..,r, (3.10)
)\191(330) :0, 1= 1,...,7’, (311)
f=Xof (o) + > Nigi(ao) + >yl (o) (3.12)
i=1 j=1

¢ um funcional suporte para @) no ponto x.

Demonstragao. A demonstracao segue a mesma linha da demonstragdo do Teorema [3.1]
No entanto agora temos mais uma restricao dada por x € ). Como () é um conjunto
convexo e intQ # (), pelo Teorema temos

FHQizo) = Q" = {f € X : [(2)> f(x0), ¥z €Q) (3.13)

ou seja o cone dual do cone de direcoes factiveis para () no ponto xy coincide com o
conjunto dos funcionais lineares que sao suporte para () no ponto z.

Do Teorema temos que as equagoes (3.10) e (3.11)) sao satisfeitas. E através
de (3.4), (3.5) e (3.6) obtidas no teorema anterior e (3.13]), obtemos como consequéncia

do Teorema (de Dubovitskii-Milyutin) que (3.12)) é vélida. 0
Vamos reformular o Teorema para o caso em que os conjuntos ();, para
i = 1,...,n + 1 sao definidos por funcoes e assim determinar quais sao as condi¢oes

suficientes para o problema de programagao nao linear (P).
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Teorema 3.4 Sejam f, g; : X — IR, i =,1,...,r funcdes convexas diferencidveis e
hj: X = 1R, j=1,...,m funcoes lineares. Assuma que existe um ponto T € X tal que
gi(T) <0, i=1,...,r, h;j(T) =0, j=1,...,m. Entao f(x) possui um minimo no ponto

xo se, e somente se, existem numeros N;, ¢ =1,...,r ep;, j=1,...,m tais que
Fl(@o) + > Nigi(wo) + > pihl(xo) =0, (3.14)

i=1 j=1
ANi>0,0=1,...,r (3.15)
/\zgz(xO) :07 1= 17...,7". (316)
Demonstracao.

e Necessidade Segue do Teorema [3.2

e Suficiéncia Seja z; um ponto vidvel arbitrério, isto é, g;(x1) < 0, i = 1,...,r e
hj(l‘l) = 0, j = 1,...,m.
Como as funcoes f, g¢;, para i =1,...,r sao convexas temos
f(z1) > f(zo) + f'(z0) (@1 — 20), (3.17)
9i(1) > gi(o) + gi(wo)(x1 — x0), para i =1,...,r. (3.18)

E como as fungoes h; sao lineares
hj(x1) = hj(wo) + hy(wo) (21 — 20), para j=1,...,m. (3.19)

Multiplicando as desigualdades (3.17)) e (3.18]) por nimeros nao negativos \;, i =
1,...,r e as igualdades (3.19) por u; € IR, j = 1,...,m e somando os resultados
obtemos

f(x1) + Z Aigi(z1) = f(xo) + Z Aigi(o) + (f' (o) + Z Aig; (o)

+ Y (@) (w1 — o).

j=1

Como por hipdtese \; > 0 e g;(z1) < 0 entao \;g;(z1) < 0parai=1,...,r. Além

disso por (3.14)),segue que

f(x1) > flx1) + Z Aigi(z1) > f(w0),

i=1
ou seja, f(z1) > f(xo) e portanto xg é um ponto de minimo.
O

Note que a prova de suficiéncia nao fez uso da hipdtese que T existe para garantir
que Ay # 0.

A suficiéncia das condigoes (3.14)), (3.15)) e (3.16), ou seja, das condigoes de KKT,
é valida para uma classe mais ampla de fungoes, chamadas convexas generalizadas. Os
interessados em aprofundar no tema podem consultar [10, 1T, [13], 26].
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3.2 Problemas de Controle Otimo

Nesta Secao estudaremos o problema bésico de controle 6timo em tempo continuo
e o resultado fundamental para obter a solucao 6tima do problema de controle 6timo: o
principio do maximo de Pontryagin. Mais informacoes sobre o problema de controle Otimo
podem ser encontradas em [I], 19, 27, 2§].

O problema de controle 6timo trata de otimizar sistemas que evoluem ao longo
do tempo. Dado um sistema que evolui ao longo de um periodo de tempo dado [to, 1],
cuja situacao inicial é dada pelo vetor n-dimensional xg, e que evolui no tempo, procura-se
controlar o sistema de maneira 6tima ao longo de um periodo de tempo determinado, de
acordo com o objetivo previamente fixado. Tal evolugao depende do valor que se dé a
certas variaveis, chamadas variaveis de controle, que permitem influenciar no sistema.

Consideramos o seguinte problema de controle 6timo:

Minimizar / " P(et), ult), Ot (3.20)
sujeito a: %x(t) = f(x(t),u(t),t) (3.21)
z(0)=c¢ (3.22)

#(T) = d (3.23)

u(t) e M qt.p0<t<T, (3.24)

onde z(t) € R", u(t) € R", f(x(t),u(t),t) é uma fungao vetorial, F(z(t),u(t),t) é uma
funcdo escalar, z € C™[0,T], u € LY [0,7] e M C R". Sendo

e C™I0,T] o espaco das funcdes continuas de [0,7] em IR", com a norma ||z|| =
maxo<i<r ||2(4)]]-

o LY [0,7] o espago das fungoes de [0,7] em IR", mensuraveis segundo Lebesgue,
essencialmente limitadas, com norma |[|u|| = ess supy<,<p ||u(t)||, onde ess sup
denota o menor nimero A tal que ||u(t)|| < A para quase todo t € [0, T].

e u(t) o vetor r-dimensional de varidveis de controle no instante ¢ e x(t), para cada
t € [0,T], o vetor n-dimensional chamado de vetor de varidveis de estado, que nos
indica a situagao do sistema no instante .

Existem outras versoes do problema de controle diferindo na forma das condigoes
de contorno, nas restrigbes impostas no controle, e em alguns problemas o tempo final
nao é fixo. O caso em que a solugao é estipulada para ter dominio [tg, T], to # 0, pode ser
reduzida ao caso anterior por uma simples substituicao de variaveis.

Além disso existem diferentes formas que podemos encontrar o funcional objetivo.
Anteriormente definimos o funcional objetivo como

/ ' F(x(t), u(t), t)dt. (3.25)

Este funcional é dito que estd na forma de Lagrange. Se o funcional é do tipo

/0 " P(e(t), u(t). Ot + S[(T)]. (3.26)
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dizemos que estd na forma de Bolza. Caso tenhamos somente
Sla(T)], (3.27)

dizemos que o funcional estd na forma de Mayer.
No entanto podemos formular cada um dos problemas em cada uma das outras
formas, conforme o seguinte teorema.

Teorema 3.5 Os trés problemas de controle, (3.25)),(5.20)),(3.27), sio equivalentes, no
sentido que qualquer um deles pode ser formulado em cada uma das outras formas.

Demonstracgao.
e Lagrange = Mayer

Consideraremos o problema de controle 6timo, com funcional objetivo tipo Lagrange

t1
Minimizar / Fa(t), u(t), £)dt

to
sujeito a: 2/(t) = f(x(t),u(t),t)
[ x(te) = o
ot { u(t) € M qtpty <t <t

Vejamos que pode-se expressar na forma de Mayer. Para isso introduz-se uma nova
variavel de estado x,.1(t) e considera-se

2/ (t) = fx(t),u(t),t), com x(ty) = xg
x4 (t) = F(z(t), u(t),t), com z,41(to) = 0.

Assim o objetivo é

t1
Minimizar / Ty 4 () dt = Ty (t1)

to

) = Fat),u(t), )
suetto { T (8) = Fla(t),u(t), )
.’E(to) = X
com: Tpi1(to) =0

u(t) e M qtpty <t<t

que é um problema na forma de Mayer.

e Bolza = Mayer

Partimos agora do problema

Minimizar / 1 F(xz(t),u(t), t)dt + S[z(t1)]

to

sujeito a: z'(t) = f(x(t),u(t),t)

com: { x(tg) = xo

u(t) € M qt.p to <t <t
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Fazendo o mesmo processo que no caso anterior, obtém-se que o problema dado

pode-se expressar como

Minimizar / 1 x4 (t)dt + S[x(ty)] = zpia(t1) + S[z(th)]

to

.« . . t
sujeito a: { a1 (1) = F(z(t), u(t),t)

I(to) = 29
com: Tnt1(to) =0
u(t) € M qt.pto <t <t.

e Bolza = Lagrange

Consideramos o seguinte problema:

Minimizar / 1 F(z(t),u(t), t)dt + S[x(t1)]

to

sujeito a: 2/(t) = f(x(t),u(t),t)

com: { z(ty) = g

u(t) € M qt.pty <t <t.

Verifica-se

Sle(t)] — Sle(ty)] = / L Sa(t))ar = / US(a(t))a (.

to

Para cada funcao admissivel do nosso problema

Slx(to)] = S[zo)-

Portanto, u*(t) é solucao 6tima do problema considerado se, e somente se u*(t) e

solugao 6tima do problema

Minimizar / 1 [F(z(t),u(t),t) + VS(x(t)) f(z(t),u(t),t)]dt

to

sujeito a: x'(t) = f(x(t),u(t),t)

com: z(to) = o
' u(t) € M q.t.pto <t <t.

e Mayer = Lagrange

Repetimos a mesma argumentacao do caso anterior, porém, com F' = (0

Minimizar /t VS(2(0) f( (), ult), H)dt

sujeito a: z’(t) = f(x(t),u(t),t)

com: { (to) = o

u(t) € M q.t.p to <t <t.
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e Lagrange = Bolza
O problema com funcional objetivo na forma de Lagrange ja estd com funcional
objetivo na forma de Bolza, porém sendo S = 0.

e Mayer = Bolza

O problema na forma de Mayer ja estd na forma de Bolza, considerando-se que
F=0.

|
A seguir apresentamos o conceito de sistema nao degenerado, e demonstraremos

dois lemas que serao necessarios na demonstracao do teorema do Principio de Maximo de
Pontryagin.
Considere o problema de valor inicial

—T —
dt (3.28)

onde A(t) e B(t) sdo matrizes n X n e n X r respectivamente, e u(t) é uma fungao arbitraria
em L[0, 7.

Definigao 3.6 (i) Dizemos que o sistema dado por satisfaz a condi¢ao de nao
degeneracio (A) se qualquer solugdo nao nula ¥ (t) da equacao

d T
V) =—A4 ()v(t) (3.29)

satisfaz a condi¢do

BT (t)y(t) # 0, em um conjunto de medida positiva. (3.30)

(ii) Seja D C IR"™ o conjunto de todos os vetores T(T), onde x(t) satisfaz o problema
de valor inicial . Dizemos que o sistema satizfaz a condigdao de nao
degeneragao (B) se D = IR".

Lema 3.7 A condi¢cio de ndao degeneragio (A) implica a condi¢io de ndao degeneragdo

(B).

Demonstra¢ao. Suponha que a condigdo de nao degeneracao (B) ndo é vélida, isto é,
D # IR". Como uma consequéncia da linearidade da equacgao diferencial, D é um su-
bespaco e disto segue que existe um vetor nao nulo v € IR" ortogonal a D, ou seja
a'Z(T) = 0 para todo Z(t) que é solucao da equacao (3.28)).

Considere o sistema

d

Sult) = —AT(@0u(t)

(T) = a.
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Como a # 0 segue que 9 (t) # 0. Entdo para qualquer solucdo Z(t) de
0 = [ WO+ aTo) o) T
= (T B(T) - v / OE T / W) (AW) 7(0)dt
- / W) (@ (1) — A(t) 7(0)de
- / V(1) (B() a(t))dt

Logo para todo u(t) € LY temos

/0 (BT (t) (1)) u(t)dt = 0.

Mas isso é possivel somente se BT (¢)1(t) = 0 em quase toda parte de [0, T'], onde chegamos
a uma contradi¢do com a condicdo (3.30). Temos portanto o resultado desejado. 0O

Lema 3.8 Seja U = {u € LY[0,T): u(t) e M q.tp 0<t < T}, onde M C R eug € U.
Entao se o funcional linear definido por

¢ suporte para U no ponto ug, com g(t) € LY) 0, T entdo g(t)" (u — ug)(t) > 0, para todo
u(t) € M e quase todo t € [0,T] (isto é para quase todo t € [0,T] o vetor g(t) € R" €
suporte de M no ponto ug).

Demonstracao. Suponhamos que a afirmacao é falsa, ou seja, existe um subconjunto Ry C
[0,7], u(R;y) # 0 (onde p(R;) denota a medida de Lebesgue de R;), tal que para todo
t € Ry, existe u(t) € M tal que g(t)" (W —1wug)(t) < 0. De acordo com o Teorema de Lusin!,
dado um intervalo J, se uma funcao ¢ : J — IR" é mensuravel, entao, dado ¢ > 0, existe
um conjunto fechado J. C J tal que u(J \ J.) < € e ¢ é continua em J.. Logo existem
subconjuntos Ry C [0,7T], u(R2) < %, Ry C [0,T], u(R3) < g, tais que g é continua
sobre [0,7] \ Ry e ug é continua em [0,7] \ Rs. Desde que u(Ry) + u(Rs) < u(Ry),
existe um ponto ty € Ry, to ¢ Ry U R3. Agora, como g e uy sdo continuas em t; e
g(to)(@(to) —uo(ty)) = v < 0, existe Ry C [0,T], u(Ry) > 0tal que g(t)(u(ty) —uo(t)) < Z,

2
para todo t € R4. Consideremos a fungao

[ al(ty), set € Ry
s (t) = { uo(t), set €[0,7]\ Ry.

Deste modo, u; € U e ao mesmo tempo,
T
fl) = [ o+ | i) - u(o)
< f(uo)—l—%u(R4),

[1] Para melhores esclarecimentos sobre o Teorema de Lusin consulte [6] [15] 20]
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ou seja, f(uy) < f(ug). Isto contradiz o fato de f ser um funcional suporte para U no
ponto ug. O

Vejamos agora quais sao as condig¢oes necessarias de otimalidade para problemas
de controle 6timo.

Teorema 3.9 [Principio de Mdximo Local de Pontryagin/ Sejam f(x(t),u(t),t)
F(z(t),u(t),t) continuas em x, u, mensurdveis em t, continuamente diferencidveis com
respeito a x e u. Além disso sejam fo(x(t),u(t),t), fu(z(t),u(t),t), F.(z(t),u(t),t,),
Fo(z(t),u(t),t) limitadas para todos x,u limitados. Seja M um conjunto convexo fechado
em R", com int M # (). Sejam xo(t), uo(t) solugoes do problema (PC), entdo existem um
nimero Ao > 0 e uma fungao y(t), satisfazendo a equagao

Ey(t) = — [, (zo(t), uo(t), )y(t) + NoFu(wo(t), uo(t), ), (3.31)
tais que Ao € y(t) ndo podem ser ambos nulos, e além disso

(= 1T (o(t), uo (1), Dy(2) + AoFu(wo(t), uolt), D] (u(t) — uo(8)) =0 (3.32)
para quase todo 0 <t < T e todou € M.

Demonstracgao. Consideremos o espago X = C™[0, T] x Lo [0, T]. Denotemos por
Q1 = {(z,u) € X : satisfazem (3.24)}

Q2 = {(z,u) € X : satisfazem (3.21)), (3.22)), (3.23)}.

Assim nosso problema é

Minimizar J(x,u)z/o F(z(t),u(t), t)dt

sujeito a: (z,u) € Q = Q1) Qa.

Vamos agora proceder a andlise do problema de acordo com nosso esquema geral, onde
()1 € o conjunto de restricoes de desigualdade e ()5 o conjunto de restricoes de igualdade.
Primeiramente vamos determinar os cones correspondes e entao calcular os respectivos
cones duais.
a. Analise do funcional objetivo:
T
Visto que J(z,u) = / F(z(t),u(t),t)dt, onde F(x(t),u(t),t) é continua em z, u,

0
mensuravel em ¢, continuamente diferencidvel com respeito a = e u, F(x(t), u(t),t,),
Fu(z(t),u(t),t) limitadas para todos z, u limitados, ou seja continuas em x, u, t,
obtemos que:

7' (0, uo) (T, ) = / [F(olt), wolt), 1), T(E) + Fu(wo(t), wo(t), £), Tt
Pelo Teorema [2.11],
D = {(z,u) € X : J(xg,u0)(T,u) < 0}

_ (@@ EX: / uo(E),1, ), T(t) + Fu(zo(t), uo(t), 1), T(H)]dt < 0}
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Pelo Teorema item b), se D # (), entao, para qualquer gy € D*,

gO(T7 ﬂ) = _)‘0/0 [Fm(xo(t%Uo(t)?t? )7E(t) + Fu<x0(t)7UO(t)7t)7ﬂ<t>]dt; )\0 > 07

(3.33)
ou seja
D* = {—)\0J/(.1’0,U0) : )\0 > O}

b. Analise da restrigao de desigualdade Q;: O conjunto de fungoes
U={ueL? ult)eMqtptel0,T]}

é convexo fechado no espaco LY e intU # (), devido ao fato de M ser convexo

fechado e intM # (). Portanto o conjunto Q; = C™ x U é também um conjunto
convexo e fechado em X, e

intQ, = C™ x intU # 0.

Seja F'(Q1; (xo,up)) o cone de diregoes factiveis para ()1 no ponto (zg, up). Entao se
g1 € F*(Qq; (z0,up)) segue que g; = (0,g;) onde g; € LY 6 um funcional suporte
para U no ponto uy conforme Teorema [2.22]

c. Analise da restricao de igualdade ()5: Queremos calcular o subespaco tangente
T(Q2; (z0,up)) ao conjunto

Qo = {(:U,u) € X:x(t) = c—i—/otf(:v(T),u(T),T)dT, VO<t<T,exz(T)= d}

no ponto (xg,up). Para isto, definimos o operador P : X — Xj, onde
X, =CM0,T] x R" e

P(z,u) = (az(t) - /0 t Fla(r),u(r), 7)dr, a(T) — d) .

Entao
Q2 = {(z,u) € X : P(z,u) = (0,0)}.

De acordo com as hipdteses relativas as derivadas f,(x(t), u(t),t) e fu(z(t),u(t),t)
teremos pela expansao de Taylor de primeira ordem que

P(zo + T, ug +u) — P(xo,up) =

@@—AmmmmmeWM+nwmmmmﬂmﬂm@@Q+5

onde para o resto ¢ podemos encontrar a estimativa: § = o (\/HEH% + HﬂH%m) :
Também notamos que

@@—AMMMW%@JWW+%@WMMﬂﬂWﬂWﬁ@0

é um operador linear de X em X;. Logo P(z,u) é diferencidvel em (xq,up) e

mem@m:(ﬂw1£mmwmwmmﬁm+nmwwmmﬂMﬂmj@Q
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Além disso, P’(xg,up) é continua em uma vizinhanga de (xo,ug), portanto é estri-
tamente diferencidvel (Coroldrio [L.18).

Queremos determinar quando esse operador linear é sobrejetor, pois assim pode-
mos utilizar o Teorema de Lyusternik (Teorema para exibir o cone tangente
T(Q2; (o, uo)).-

Afirmamos que se a condi¢ao de nao degeneragao (A) é satisfeita para o sistema

%f(t) = A(t)F(t) + B(t)a(t)
(3.34)

z(0) =0

com A(t) = fo(zo(t),uo(t),t) e B(t) = fulwol(t), uo(t),t), entdo P'(zg,ug) é sobreje-
tor, ou seja, P'(xq,ug)X = Xj.

Assim todas as condi¢oes do Teorema de Lyusternik sao satisfeitas para o operador
P e entao o cone tangente T'(Qs; (2o, ug)) consiste de todos os pares (Z,u) € X tais
que

E(t) = /0 [fz(xm U, T)E(T) + fu<x07 Ug, T)H<T>]d7_7 f(T) = 0.

Ou em termos da equacao diferencial linear

d
%f(t) = fx(xo(t)’ uo(t)v t)f(t) + fU(x0<t)v U()(t), t)ﬂ(t)v f«)) =0, (335)
z(T) = 0. (3.36)
Seja V' C X o conjunto de todos os pares (T,u) satisfazendo (3.35) e W C X o
conjunto de todos os pares satisfazendo (3.36). Entao V' e W sao subespacos e

T(QQ, (Io,uO)) = Vﬂ W

Como V' é um subespaco vetorial, segue do Teorema que para qualquer g, € V
temos go(Z,u) = 0 para todo (7,u) € V.

Como W é subespago, se g3 € W*, g3(Z,u) = 0, para todo (Z,u) € W. Assim,
g3 € W* se, e somente se, existe ¢ = (a,b) € R™" tal que

g3(Z(T),w(T)) = ¢" (&(T),u(T)) = a"Z(T) + b u(T).

E claro que b = 0, por isso g3(Z(T),w(T)) = a Z(T). Logo se g3 € W*, teremos
que g3(7,u) = a'Z(T), com a € IR". Como W ¢é definido por n funcionais lineares
T;, W* é n-dimensional. Portanto V* 4+ W* é fechado, logo fracamente* fechado.
De fato, se Ve W sao subespacos fechados de um espaco de Banach e W é finito
dimensional, entao V+W é fechado. Como V' e W sao subespacos, logo sao convexos,
e pelo Teorema [I.5] sao fechados se, e somente se, sao fracamente fechados. Além
disso todo conjunto fechado na topologia fraca é fechado na topologia fraca*. Logo
podemos aplicar o Teorema, e segue que T*(Qa; (xg,up)) = V* + W*. Portanto
se g € T*(Q2; (w9, up)), entdo g(T,u) = go(T,u) + g3(Z,u) = a ' Z(T); a € R™

d. Equagao de Euler Aplicando o Teorema de Dubovitskii-Milyutin (Teorema
a0 nosso problema segue que existem g¢g, g1, g2, g3 € X', ndo todos nulos, tais que

90(Z, @) + 1(T, @) + 92(T, @) + g3(T,w) = 0, V(T, 1) € X. (3.37)

onde go(Z, ) é dado por (3.33)), ¢1(Z,w) = gy(u) é suporte para @)} no ponto uy,
g2(%, ) = 0 para todo (7,u) satisfazendo (3.35) e g3(Z,u) = a'Z(T); a € R™.
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e. Analise da Equagao de Euler A equacao (3 deve Valer para todos (7,u) € X.
Seja w arbitrario e determine T = Z(u) solucao da equagao . Com essa escolha
de (Z,w) temos ¢2(Z,u) = 0 e entao a equagao ([3.37)) torna—se

g, (u) = A0/0 [Fu(o(t), uo(t), )T(t) + Fulo(t), uo(t), t)u(t)ldt — a'z(T). (3.38)

Suponhamos que #(t) é solucao do sistema (3.31) com a condi¢do de fronteira
Y(T) = a. Entao

/\0/0 Fy(xo(t), uo(t), )T (t)dt — a'Z(T) =
/0 (W) + £ (xo(), wo(t), E0(6) TF(E)dt — o T(T) =
/0 (W/(8)) T (t)dt + / (T (olt), (), 1)) TE(E)dt — 0 (T,

Integrando por partes obtemos que

[yt [0, 000) 0 - =) =
sl - [ oo [ T(¢(t))T(fx($0(t)aU0(t) O)E(t)dt — aTT(T),
e usando o fato que (Z,%) satisfaz as equagoes e (3.36]), obtemos

/ SO () — Fulaolt), uolt), Oz(6))dt =
- / ()T (Fulzolt), uolt), () dt =
~ [ Tt wle) w0y )

0
Assim sendo,

Mo / F(o(t), uot), T (t)dt — a #(T) = — / (T Ceo(t), uolt), £)e6(8) Ta(t) .

Portanto a condigao ([3.38)) torna-se

gi(ﬂ)z/o (= fo (zo(t), uo(t), )(t) + NoFu(wo(t), uo(t), 1) "a(t)dt

onde @ é arbitrario e g] é funcional suporte para U no ponto ug. Logo, pelo Lema

B8,
[ f (o (1), uo(t), (1) + Ao Fu(wo(t), uo(t), )] (u(t) — uo(t)) > 0,

para quase todo 0 <t < T e para todo u(t) € M.

Sob essas hip6teses, o caso A\g = 0, ¥(¢) = 0 ndo pode ocorrer, pois entao deveriamos
ter go(7,u) =0, a =¢(T) = 0. Mas assim, por (3.38)), g;(@) = 0, logo
go =91 =93 =0.

A equacao (3.37) implica também que g» = 0 0 que contradiz a hip6tese de que os
funcionais g;, © = 0, 1,2, 3 nao sao todos nulos.
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f. Analise dos casos excepcionais - casos triviais No decorrer da prova fizemos
duas hipdteses adicionais:

- D#0;

— o sistema (|3.34) é nao degenerado.

Vamos mostrar agora que essas afirmagoes sao supérfluas.
De fato, se D = () entao

/0 (F(a(t), u(t), £, 3(t) + Fu(w(t), ult), tya(t))dt = 0

para todo (Z,u). Tomando A\g = 1 e v solugao do sistema (3.31]), com (7T") = 0,
entao

[ Futeuto oy =
/OT(w’(t) T (zo(t), uo(t), (1) TT(t)dt =
OGN /OT o ()T (t)dt + /OT T () fulo(t), uo(t), T (H)dt.
Novamente pelo fato de (,7) satisfazer temos
- /0 ) WTO () = fulao(t), uo(t), t)T(t)]dt =
- /0 ' DT @) (fulwo(t), uo(t), t)a(t))dt =
- /0 T(fu(xo(t), uo(t), 1)(1)) "a(t)dt.
Portanto

/OT Fo((t), u(t), ¢, )z(t)dt = — /OT(fu(fvo(t),uO(t),t)@/)(t))Tﬂ(t)dt
Assim .
/0 (=fu (zo(t), uo(t), )9 (t) + Fu(wo(t), uo(t), 1)) "au(t)dt = 0
para todo u. Logo
—fu (@o(t), uo(t), )¥(t) + Fulzo(t), uo(t), t) =0

para quase todo t € [0, 7], ou seja a desigualdade é satisfeita.
Agora se o sistema é degenerado, entao existe 1(t) # 0 que é solugao da
equacao , com A\ = 0, tal que

— [l (o (t), uo(t), )1b(t) = 0.
Isto mostra a veracidade da equacgao , com g = 0.
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O

Observagao 6 Se soubermos que o sistema linearizado ¢ nao degenerado, entao
podemos assumir Ag = 1.

Vejamos agora sob quais hipdteses as condigoes necessarias sao também suficientes
para o Problema de Controle Otimo.

Minimizar / " P(t), ult), Ot (3.39)
sujeito a: %m(t} = A(t)x(t) + B(t)u(t) (3.40)
z(0) =c (3.41)

2(T) =d (3.42)

u(t)e M qtp0<t<T. (3.43)

Teorema 3.10 Assuma que F(z(t),u(t),t) € convexa e continuamente diferencidvel com
respeito a x, u e continua em t, A(t), B(t) sio matrizes que dependem continuamente
det e M € conjunto convexo fechado em IR", com interior nao vazio. Assuma além disso
que a Condi¢io de Nio Degeneragio (A) € satisfeita, ou seja B (t)(t) # 0 para toda
solug¢ao nao nula (t) do sistema

dp(t) 1
BT —A(#)p(1).

Entao, o Principio do Mdximo Local é condicao suficiente para minimo.
Demonstracao. Como assumimos a condicao de nao degeneracao temos que A\g > 0 e

d
ax(t) = A(t)z(t) + B(t)u(t). Assim as equagoes (3.31)) e (3.32)) tornam-se

d

Ey(t) = —A(t) Ty(t) + Fy(xo(t), uo(t), t), (3.44)

[=B(t)"y(t) + Fulwo(t), uo(t), )] (ult) — uo(t)) > 0
ou seja,
Fu(wo(t), uo(t), 8) " (uo(t) — u(t)) < y(t) " B()(uo(t) — u(t)) (3.45)

para quase todo 0 <t < T e todo u € M.
Como a funcao F(z(t),u(t),t) é convexa, temos que

F(zo(t), uo(t),t) — F(x(t), ult),t) < Fi(xo(t),uo(t),t)(wo(t) — x(t))
+ Fu(xo(t), uo(t), t)(uo(t) — u(t)).

Seja (z,u) € @ arbitrario. Vejamos que

Jo = /TF(xo(t),uo(t),t)dt < /T Fa(t), u(t), t)dt = J
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Usando a desigualdade anterior obtemos
Jo—J = /0 [F(zo(t), uo(t),t) — F(x(t),u(t),t)]dt
< /0 [Fa(zo(t), uo(t), 1) (wo(t) — x(£)) + Fulwo(t), uo(t), t)(uo(t) — u(t))ldt.
Aplicando as condicoes e do Principio do Maximo obtemos
Jo—1J < / {/(8) + A Ty (@o(t) — () + y() T BE) (o (t) — u(t)) }at.
Resolvendo por partes a seguinte integral
| Ot = a)it = o)t~ 2O — [ w0 (0 - o 1)
= = [ v - s
= = [ T A0 + B0 - Ab)ate) ~ BOu(o).
e substituindo, obtém-se finalmente que

Jo—J < /0 y(t) T [=A()xo(t) — B(t)uo(t) + A(t)z(t) + B(t)u(t) + A(t)(xo(t) — (1))
FB(1) (uo(t) — u(t)))dt = 0.

Portanto Jy — J < 0 e o teorema esta demonstrado. 0O
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Capitulo 4

Formulacao do problema, conceitos
de solucao e escalarizacao

4.1 Formulacao do problema e conceitos de solucao

Consideraremos o seguinte problema de otimizagao multiobjetivo:

Minimizar f(z) = (fi(z),..., fs(z))
sujeito a z € Q = (F] (MOP)

=1 1
onde f: X = 1IR*, @; C X,i=1,...,psao conjuntos com interior nao vazio, e Qp+1 C X
nao possui pontos interiores, sendo X espaco de Banach.

Varios conceitos de solu¢ao podem ser associados ao problema (MOP). Talvez,
os mais conhecidos sejam os seguintes:

e Solugao Pareto fraca: zy; € IR" é solugdo Pareto fraca (ou solugao fracamente
eficiente) de (MOP) se xy € @ e ndo existe x € Q, x # o tal que f;(z) < f;(z0)
paraj =1,...,s.

e Solugao de Pareto: z, € IR" ¢ solucao de Pareto (ou solugao eficiente) de (MOP)
se T € () e ndo existe z € Q, x # x¢ tal que fj(x) < f;(x) para j =1,...,s, com
a desigualdade estrita para pelo menos um j.

e Solucao propriamente eficiente: z; € IR" é solucao propriamente eficiente de
(MOP)) se ela ¢ eficiente e se existe M > 0 tal que, para cada 1 < k <

fr(zo) — fr(x)
fi(z) — fi(xo)

para algum j tal que f;(xo) < f;(z) quando z € Q e fi(z) < fr(xo).

<M

Para problemas de maximizacao multiobjetivo, os correspondentes conceitos de
solucao sao obtidos revertendo-se os sentidos das desigualdades.

E imediato das definigoes: eficiéncia prépria = Pareto = Pareto fraca.

As reciprocas sao falsas, como mostram os seguintes exemplos:

Exemplo 4.1 Moulin e Soulié¢ [21)
Seja o problema:

Mazimizar f(x) = (fi(v), fa()) (4.1)
sujeito a: x € Q |

49
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onde f : IR* — R? com fi(z) =z e fo(x) =2, e Q = {xEIR2:x%+$§ < 1}U[—1,0]><

[0,1] € IR%.
i,
Jl ;_

Figura 4.1: Conjunto factivel Q.

e O ponto a1 = (\%, \/Lg) nao pode melhorar estritamente f, sem diminuir estrita-
mente fo. O ponto ay € solucdo de Pareto pertencente ao conjunto B, onde B € o
arco compreendido entre (1,0) e (0,1).

e O ponto ay = (_71, 1) pode melhorar fi sem diminuir estritamente fo, (consideremos
por exemplo, o ponto (0,1)), mas nao pode melhorar os dois critérios ao mesmo
tempo. O ponto ay € By entretanto as pode nao pertencer a B. Com:

By={BU(\1):—1<A<0}

Exemplo 4.2 Considere o problema:

Minimizar f(x) = (fi(x), f2(x))

sujetto a: x > 0, x € R,

onde fi(z) = —a? e fo(x) = x3. Temos que o ponto x = 0 € Pareto, porém nao é
propriamente eficiente. De fato, a razdo

f1(0) = fi(z) 1

fa(z) = f2(0) =z

¢ limitada quando x tende a zero pela direita.
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4.2 Escalarizacao

O termo escalarizagao apresenta para o problema multiobjetivo uma familia de
problemas de otimizagao escalar, de tal maneira que as solugoes do problema multiobjetivo
podem ser obtidas como solugoes de um problema classico de programacao nao linear.
Consideraremos o Método da Ponderacao e o Método da e-restricao.

1. Método da Ponderagao: Seja W ={w e R*:w; >0, 1 <j<se Z;Zl w; = 1}.
Para cada w € W, consideraremos o seguinte problema (ponderado)
Minimizar 377, w; f;(z)

sujeito a: x € Q. (Pw)

2. Método da e-restricao: Para cada vetore € R°e 1 < k < s, definimos o problema

Minimizar fi(z)

sujeito a:

filz)<e1<j<s, j#k (Pe(©))
T € Q.

Agora descreveremos algumas relagoes existentes entre as solugoes do problema
multiobjetivo (MOP) e as solugoes dos problemas escalarizados (P,,) e (Pg(¢)).

Teorema 4.3 Se existe w € W tal que o € Q € solug¢ao de (P,), entdo xqo € solugao
Pareto fraca de (MOP).

Demonstrag¢ao. Suponha que xy nao é solu¢ao Pareto fraca de (MOP), entao existe z € @
tal que f;(z) < f;(xo), para cada 1 < j < s. Se multiplicamos estas desigualdades por
w; > 0 e somarmos sobre 1 < j < s obtemos > 7, w;fj(z) < 377 w;fi(wo) o que é
absurdo, pois zg € @ é solucao de (Py). 0

Teorema 4.4 Suponha que todas as func¢oes de (MOP) sejam converas. Se xq € uma
solugdo Pareto fraca de (MOP) entdo existe w € W tal que xy é solugio de (P, ).

Demonstra¢ao. Suponha que xy € @ é solugao Pareto fraca de (MOP). Seja z € @ e
defina:

U = {uelR*:u>0}
V = {velR%:v < f(zg) — fx)}.

Entao, UNV = (. Além disso, U e V sao convexos e nao-vazios. Logo, pelo Teorema de
Separacao de Hahn-Banach (Teorema [1.12)) existe um vetor w € IR*, w # 0 tal que

whv<0<wlu,YVueUVveV.
Portanto, w > 0. E claro que v = f(zo) — f(x) € V. Assim,
w’ (f(wo) — f(2)) <0

e, portanto
W f(ae) < W' f(2),V 2 € Q

ou, equivalentemente, zq é solugao de (P,). 0
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Teorema 4.5 Se existem w € W tais que w > 0 e xg € Q € solugao de (P, ), entdo xq €
solugdo propriamente eficiente de (MOP).

Demonstragdo. Vamos supor que w > 0 e que Y 7 w;fj(wo) < Y27 w;fi(w), Vo € Q
e, por absurdo, suporemos que z nao € solu¢ao de Pareto de (MOP). Neste caso, existe
r1 € Q tal que fj(z1) < fj(xo) para j = 1,...,s., com a desigualdade estrita para pelo
menos um j, e como w > 0, terfamos E‘;:l w; f(zo) > ijl w; f;(z1), o que é absurdo.

. w; , ~
Agora, definimos M = (s — 1) max — > 0. Vamos demonstrar que xq ¢ solucio

propriamente eficiente de (MOP), com respeito a este M.
Suponha por absurdo que zy nao é solu¢ao propriamente eficiente de (MOP) para
este M. Entao, para algum 1 < k < s, e algum x € @), temos

fi(@o) — fe(x) > M(f;(x) — fj(20))
para cada j com f;(xg) < fj(x) e fi(z) < fr(zo). Logo, para cada j # k temos

")  fyao)

fi(xo) — fr(z) >

e, multiplicando a desigualdade acima por b 7 e somando todas as desigualdades obtidas

sobre j # k, obtemos
wi(fie(wo) = fi(x)) > Y wi(fi(x) = f(x0))

JF#k
donde
S S
> wjfilwe) > Y wifi(x)
j=1 j=1
o que contraria o fato de xg ser solu¢ao 6tima de (P,). 0

Teorema 4.6 a) Se xy € Q € solugdo de Pareto de (MOP), entdo xo € solugcdo étima
de (Px(g)), para todo 1 < k < s e algum € € R".

b) Seja xy € Q. Defina €; = fj(xg), para cada 1 < j < s. Se xy € solugao unica de
(Pr(€)), entao xg € Q € solugao de Pareto de (MOP).

Demonstracao.

a) Se xg ¢ solucao de Pareto de (MOP), entao nao existe € @ tal que f(x) < f(x).
Definindo-se ¢; = f;(x¢), para cada 1 < j < s, temos que fj(xy) < ¢;, para
1 <j<s. Fixado 1 <k < s temos que zg é factivel para (Pg(e)). Além disto, zg é
solucao étima de (Py(e)). (Caso contrério, existiria um = € @ tal que f;(z) <¢; =
fi(xo),j # ke fu(x) < fr(zo), 0 que contraria a eficiéncia de z.)

b) Suponha que zq é solugao tinica de (Px(¢)) e, por contradigao, que xy nao é solugao
de Pareto de (MOP). Entao, existe z € @ tal que f;(z) < f;(zo) para 1l < j <'s,

com a desigualdade estrita para pelo menos uma j € {1,...,s}.
Entao x é factivel para (Pg(e)) e fr(x) < fi(zo). Logo, fr(z) = fr(xo), €, por
unicidade, terfamos z = g, o que é absurdo, pois f;(z) < f;j(zo) para j =1,...,s

com a desigualdade estrita para pelo menos um j.



Capitulo 5

Formalismo Dubovitskii-Milyutin
Multiobjetivo: solucao Pareto fraca

Neste capitulo estudaremos as condicoes de otimalidade para problemas multiob-
jetivo utilizando o conceito de solucao Pareto fraca.

5.1 Condicoes Necessarias e Suficientes para otima-
lidade de Pareto fraca

O préximo teorema é uma generalizacao do Teorema de Dubovitskii-Milyutin
(Teorema para o problema multiobjetivo (MOP), para a obtengao de condigoes ne-
cessarias para a Pareto eficiéncia fraca do mesmo. No caso de s = 1, o problema é escalar
e retorna ao Teorema 2.9

Teorema 5.1 [Dubovitskii-Milyutin Multiobjetivo: solu¢ao Pareto fraca] Sejam f: X —
IR*, K; o cone de diregoes de descida de f;(x) em xo parai=1,...,s, Q; o conjunto de
restrigoes com intQ # 0 parai =1,...,p, Qps1 0 conjunto de restrigoes com intQpi1 = 0,
com xg € Q = ﬂf;rll Qi, M; o cone de direcoes factiveis de QQ; em xg para i1 =1,...,p e
My,11 o cone de diregcoes tangentes de Q1 em xo. Os cones K;, M;, parai =1,...,s
ej=1,....,p+ 1 sdo todos convexos. Se xy € solucao fracamente eficiente local para o

problema entdo

p+1

Y hit Y =0
1=1 k=1

onde hy € K parat=1,...,s el € M} para k =1,...,p+ 1 sao funcionais lineares,
nao todos identicamente nulos.

Demonstracao. Uma condigao necessaria para xy ser solucao fracamente eficiente local

para o problema [MOP]é
s p+1
(ﬂ KZ-> ﬂ (ﬂ ]\/[k> = 0. (5.1)
i=1 k=1

Para ver isso assuma o contrario, ou seja, que existe z € X que pertence a
s p+1 ~ 1.
(M= K:) N(Mi=; My) e portanto sao validas

e UL, i >0: filzo+ay) < fi(ze) VyeU, Vac (0,a0); paratodo j=1,...,s;

o JUF, aF >0: zo+ay € Qy, vy e Uk, VaG(O,J); para todo k =1,...,p;

23
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onde U! e U¥ sao vizinhancas de z. Seja U, a vizinhanga de z definida por

S p
Uv.= (U [ U*
=1 k=1

Y

e seja & o numero real definido por
a=min@@{i=1,...,s),a(k=1,...,p)).

Como z também pertence a M,,;, existe & € (0,@) e y € U, tal que zg + &y € Qp+1.
O vetor g = xo + ay satisfaz xq # 79 € @, onde Q = ﬁfillQZ e fi(#y) < fi(zo) para

todo i = 1,...,s e isso contradiz o fato de xy ser solucao fracamente eficiente local. A
conclusao agora é obtida aplicado o Lema a equacao (5.1)). 0

Vejamos agora sob quais hipdteses adicionais as condi¢oes necessarias para oti-
malidade de Pareto fraca sao suficientes.

Teorema 5.2 Sejam f; : X — IR fung¢oes convexas para todo i =1,...,s. K; o cone de
diregoes de descida de f;(x) em xg parai =1,...,s, M; o cone de dire¢des factiveis de Q;
emxgparai =1,...,p e M,y o cone de diregoes tangentes de QQpy1 em xg. Os conjuntos
de restrigoes Q; sao convezos para todoi=1,....,p+1 e Qpi1 (-, IntQ;) # 0. Entao,

xo € solugao fracamente eficiente para o problema[MOR se, e somente se,

p+1

Z hi + Z I, = 0;
i=1 k=1

onde h; € K} paraj=1,...,s el € M} parak =1,...,p+ 1 sao funcionais lineares,
nao todos identicamente nulos.

Demonstracao.

e Necessidade Como f;(x) é fungao convexa, pelo Teorema2.12] é regular de descida,

parat=1,...,s. Como (); sao conjuntos convexos para i = 1,...,n, pelo Teorema
os cones M;, 1 = 1,...,n sao convexos. Além disso o cone M, ; é convexo

porque o conjunto ()41 ¢ convexo, Teorema Assim todas as hipdteses do
Teorema [5.1] sdo satisfeitas e a condi¢ao segue.

e Suficiéncia Suponha que zy nao é solucao fracamente eficiente, entao existe xy €
Q, x1 # o tal que fi(z1) < fi(xo) paratodoi=1,...,s.
Por hipétese existe T € Qpi1( (-, int@;). Defina, para 0 < A < 1,
xy = AT + (1 — A)zy, entdo a convexidade implica que z € Q; parai=1,...,p+ 1.
Além disso, pela Proposicao [1.22] z, € intQ; parai=1,...,p. Como f; é continua
para todo i, podemos tomar A € (0,1) suficientemente pequeno de modo que
filzy) < fi(xo) parai=1,...,s.
Defina h = x) — xy. Por definicao h # 0. Vamos mostrar que:

(i) h € My para todo k=1,...,p;
(i) h € Mpyq;
(iii) h € K; paratodoi=1,...,s.
p+l

Dessas trés afirmacoes temos que ((;_; K:) (Mo Mx) # 0 o que contradiz a
equacao mencionada no Lema [2.§|
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(i) Como zg € Q; e x) € int@Q;, para todo i = 1,...,p, pela Proposicao [1.22] (a)
temos
o +eh =xo+¢e(x)y —x0) = (1 —€)xg + €2\ € IntQ;
para todo 0 < & < 1. Mas xg + ¢h € intQ); para todo 0 < & < 1 significa que
h € M; paratodot=1,...,p.
ii) Paratodo 0 <e <1, xg+¢h € 1, pois xg e ) pertencem a 1 € assim
ii) P do 0 1 h p+1, DO pert ot i
h e M,..

(i) Parai=1,...,s, fi(z\) < fi(zo). Para 0 < ¢ < 1 temos da convexidade de f;
que
fizo +eh) = fi(1 — e)zg +exx) < (1 —¢) filwo) + e filzn).

Entao a derivada direcional de f;, 1 =1,...,s em xg na direcao de h é
. fi(zo +€h) — fi(zo)
(ra h) = 1
fileo.h) =l :
< lim elfi(zy) — filwo)]
T e—=0t g

= filzx) = fi(zo) < 0.
Assim, pelo Teorema [2.12, h € K;.

O

5.2 Aplicacao a Problemas de Programacao Matematica
Vetorial

Considere o seguinte problema de programagao matematica vetorial:

Minimizar f(x) = (fl(x)v ) fs('x))
; < =1,...

sujeito a: 9;(x) __O’ Loop (VOP)

onde f: X =R’ g;: X =R, j=1,...,peh,: X =R, k=1,...,m, sendo X um

espaco de Banach.

Teorema 5.3 Sejam f;, g;, i =1,...,s ej=1,...,p funcoes diferencidveis em uma vi-
zinhanca de g, h,
k=1,...,m estritamente diferencidveis em uma vizinhanca de xy. Se xg € solucao fra-

camente eficiente local para o problema entao existem A € R®, pe€ R? ea € R™
com (A, p,o) #0, i >0parai=1,...,s epu; >0paraj=1,...,p, tais que

Z i fi(xo) + Z 1395(2o) + Z aghy () = 0, (5.2)
i=1 j=1 k=1

D> #igi{wo) = 0. (5.3)

Demonstra¢ao. Dividiremos a demonstragao em 2 passos. No primeiro faremos uma
analise dos casos triviais e no segundo passo a andlise dos casos nao triviais baseada
no formalismo de Dubovitski-Milyutin.
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10

20

passo (Casos triviais)

Se f/(z9) = 0, para algum [ € {1,..., s}, entdo as equagoes (5.2)), (5.3)) sdo satisfei-
tas, com \; =1, \; =0parat# [, u=0e a=0.

Se ¢/(xzg) = 0 com g,(xg) = 0 para algum r € {1,...,p}, entdao (5.2)), sa0
satisfeitas com p, =1, p; =0, para j #r, A=0ea =0.

Se os gradientes {h}.(x)}7-, sao linearmente dependentes entao
kah;(ajo) =0 com Z’yﬁ #0
k=1 k=1
e (5.2), (5.3)) valem com a escolhade A=0, u=0e ap =~y parak=1,...,m.

passo (Casos nao triviais)
Para os funcionais objetivo {fi(z)};_,, de acordo com o Teorema [2.11} o cone de
direcoes de descida é dado por
D;={de X : fl(xg)d < 0}
e pelo Teorema [2.20
parat=1,...,s.

Agora, determinemos M; o cone de direcoes factiveis para Q; = {z € X : g;(x) <
0}, j=1,...,p. Se j étal que g;(wo) <0, entdo M; = X e M; = (). Agora se j é
tal que g;(7o) = 0 e gi(wo) # 0, como g; sdo diferencidveis em o para j = 1,...,p
pelo Teorema temos

M; ={d e X : gj(x0)d < 0}

M; = {—p;g;(xo) : p; = O}. (5.5)

Assuma que {h},(xo)}i-, s@o linearmente independentes. Neste caso o cone dual do
cone de diregoes tangentes de @41 no ponto xg ¢ My = {d> 1, axhj(xg) : p € R™}
(conforme obtido na demonstragao do Teorema [3.1)).

Aplicando o Teorema [5.1] segue o resultado.

O
Observamos que a argumentacao utilizada na prova do Teorema [5.3| é bastante

similar a utilizada na demonstragao do Teorema (3.1} referente as condicoes necesséarias de
Fritz-John para problemas com um tnico objetivo.



Capitulo 6

Formalismo de Dubovitskii-Milyutin
Multiobjetivo: solucao de Pareto

Neste estudo desenvolveremos condicoes de otimalidade para problemas multiob-
jetivo utilizando o conceito de solucao de Pareto.

6.1 Condicoes Necessarias para a otimalidade de Pa-
reto

Para abordarmos o problema multiobjetivo, considerando a otimalidade de Pa-
reto, através do formalismo de Dubovitskii-Milyutin precisamos do conceito de direcao de
nao crescimento.

Defini¢ao 6.1 Um vetor h € dito uma dire¢ao de nao crescimento do funcional f(x)
no ponto xy se existem uma vizinhan¢a U de h e @ > 0 tais que para todo o € (0,@) e
qualquer h € U

fzo+ ah) < f(xo).

Lema 6.2 As direcoes de nao crescimento geram um cone aberto com vértice na origem,
que contém o cone de direcoes de descida no mesmo ponto.

Demonstragao. Seja z uma diregao de nao crescimento e A > 0 arbitrério, entao Az também
¢ uma direcao de nao crescimento onde, ao invés de uma vizinhanca U e um ntimero real
o > 0, a vizinhanca AU e & = % > () sa@o tomados. Logo as direcoes de nao crescimento
geram um cone com vértice na origem. Se z é uma direcao de nao crescimento entao
existe uma vizinhanca U de z, tal que todo y € U é uma direcao de nao crescimento e
portanto o cone é aberto. A inclusao é clara. 0O

Denotaremos por K; o cone de diregoes de descida para f;(x) no ponto zg, L; o
cone de direcoes de ndo crescimento para f;(z) em x¢ para ¢ = 1,...,s, M; o cone de
direcoes factiveis para @), 7 =1,...,p em zp e M,1; o cone de diregoes tangentes para
@p+1 em Zo.

O seguinte teorema nos fornece as condigdes necesséarias de otimalidade local de
Pareto para o problema de otimizagao multiobjetivo (MOP). Quando aplicado ao caso
particular s = 1, coincide com o Teorema de Dubovitskii-Myliutin (Teorema .

o7
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Teorema 6.3 [Dubovitskii-Milyutin Multiobjetivo: solu¢ao de Pareto]

Sejam f: X — IR, Q; o conjunto de restri¢oes com intQ # O para j = 1,...,p, Qps1
o conjunto de restrigoes com intQp1 = 0 e xg € Q = ﬂﬁi Q;. Suponha que os cones
K, Liy Mj,parai=1,...,sej=1,...,p+1 sao todos convezos. Se xy é Pareto 6timo
local para o problema (MOP) entdo as sequintes s equagioes devem valer

s p+1
hi+ S R +3 1 =0, =1,
j=1 k=1

J#i

onde h; € K h(‘i)EL;f para j =1,...,s, j;éz'el,(j)EM,j para k=1,...,p+1 sao para

i
todo i =1,...,s funcionais lineares, nao todos identicamente nulos.

Demonstra¢ao. Uma condicao necesséaria para que xg seja minimo local de Pareto para o
problema (MOP) é

p+1

ﬂ Mk> =, paratodoi=1,...,s. (6.1)
k=1

K ﬂLJ ﬂ(

Para ver isso assuma o contrario, ou seja, que existe 7, 1 <1 < s, tal que

() QLj N erMk) # 0.

i#i
Entao existe z € R™ que pertence a K; ﬂ(ﬂijzl L) N(NEE My) e portanto sao vélidas:
o 3 sz: a>0: fz(wo +CYZ/> < fz(lﬁo) Vye Ui, Vaoce (O,ai);

e U, a7 >0 fi(xvo+ ay) < fi(zg) Vy € Ui, ¥Va e (0,a7); para todo j =
]‘""787.].%7:;

e IUF @ >0: 29+ay € Qi YycUF, Vaec(0,a); paratodok=1,...,p;

onde U!, UJ e U sdo vizinhangas de 2. Seja U, a vizinhanca de z definida por

Y

v=uN|Ne|N

J#i

p
(o
k=1

e seja & o numero real definido por
a=min{a", @(j=1,...,s;5#4i),a" (k=1,...,p)}.

Como z também pertence a M, 1, existe & € (0,@) e y € U, tal que xg + &y € Qpy1.
O vetor Zy = xg + &y satisfaz x¢ # 79 € @, onde @ = ﬂfif@i e fi(2o) < fi(zo) para
todo j = 1,...,s com pelo menos uma desigualdade estrita e isso contradiz a otimalidade

de Pareto de zy. A conclusao agora é obtida aplicado o Lema a equagao (6.1]) para
1= 1, Lo, S O
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Observacao 7 Se para algum indice i (1 <i <s), K; € vazio entio K} = R" e pode-se
escolher algum hy) € L3 arbitrdrio para j =1,...,s, j #1i e algum l,(;) € M arbitrdrio,
para k=1,...,p+ 1 e colocar

s - p+1
hi=— B+ 3 (i)
j=1 k=1

i

Entao h; € K e a condi¢ao necessaria para Pareto dtimo local de xy € satisfeita para
tal i. Se para algum indice j, L; = () entdo o mesmo raciocinio € verdadeiro para todo
1 =1,...,8 e a condicao necessdaria para Pareto otimo local de xy € satisfeita para todo
1=1,...,s.

Corolario 6.4 Se além das hipdteses do Teorema[0.3, f € tal que para todo i =1,...,s,
K> = L} entao as s equagoes da conclusao se reduzem a sequinte equagao

s p+1
D hit ) =0,
i=1 k=1
onde h; € K} parai=1,...,5 el € M} para k =1,...,p+ 1, sao funcionais lineares,

nao todos identicamente nulos.

6.2 Caracterizacao dos cones duais

Na sequéncia verificaremos que sob hipoteses de convexidade e subdiferenciabili-
dade dos funcionais f;, a hipotese adicional K = L} ¢ satisfeita, sem a necessidade de
K;=L,.

Definicao 6.5 Seja Q@ C IR" um conjunto ndao vazio e xqg € Q). Temos trés diferentes
definicoes de cone de direcoes factiveis de (Q no ponto xy:

e 1 =F(Q;x) ={z€R"/Ja>0, vo+az e Q};
o b, =F(Q;x0)={z€eR"/Ta>0, xp+aze@Q@Vac(0,a)};

o F3 = F3(Q;x0) ={2z€R"/JU(2), Ia>0,z0+ay e Q, VyeU(z) eV ae
(0,@)}, onde U(z) € vizinhanga de z.

Os trés cones sao bastante usados na literatura e F5(S;xzq) é o cone de diregoes
factiveis como definido no Capitulo 2.

Conforme demonstrado no Capitulo 2, Lema (2.4), o cone F3(S;z¢) é aberto.
Quanto aos cones Fi(S;zq) e F5(S;x9) nao podemos garantir que eles sdo abertos, as-
sim para podermos utilizar o Teorema de Dubovitskii-Milyutin devemos utilizar o cone

Fg(S; Z’Q).
Lema 6.6 F(Q;xo) € o cone minimo que contém Q — xg.

Demonstragao. F1(Q; xy) é o cone minimo que contém @) — ¢ se, e somente se, F1(Q;zo)
¢ a intersecao de todos os cones K, que contém ) — xg.

Sejam A um conjunto de indices e K, cones, tais que Q — z9 C K,, V a € A. Como
F1(Q; o) é um cone e contém @ — g entdo Nyea Ky C F1(Q; 0).

Por outro lado seja z € Fi(Q;x), entdo existe § > 0 tal que xy + Sz € Q. Logo
Bz € Q —xy C K,, ouseja fz € K, para a € A. Como K, é cone segue que z € K,
para todo a € A e portanto z € Npea K. O
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Lema 6.7 Se Q é convezo e F3 # () entdo clF3 = clFy.

Demonstrag¢ao. Da definicao dos cones temos que F3(Q;x) C F1(Q;x). Pelo Lema ,
Q—1x9 C F1(Q;x). Além disso, como F3 é aberto e nao vazio por hipétese entao int Fy # ()
e assim int@ # (). Vamos mostrar que intQ) — zo C F3. Seja x € intQ, entao existe uma
vizinhanca V' de zero tal que x + V' C intQ.

Seyex—z9o+Vede(0,1) temos

zo+ 0y = (1 = 0)xo + 0(x0 + ¥).

Mas g+ y € 4+ V C intQ e xg € cl@Q, entdo como @ é convexo, pela Proposicao [1.22]
(a), temos que zg + dy € int@ para 6 € (0,1). Isto mostra que z — xy € F3, ou seja
th —x9 C Fg.

Pela convexidade de @ e como int@QQ # @, pela Proposicao [1.22] (d), temos
cl(int@Q) — zp = cl@ — g, logo

Q — xg C clQ) — x¢ C clF3.

Mas como Fj é cone minimo que contém () — xy entao I} C clF3. Isso juntamente como
o fato de F3 C F; implica que clF} = clFj3. 0

Teorema 6.8 Se Q ¢ convero e F3(Q; o) # 0 entao Fy(Q,x0) = F5(Q,x0) = F5(Q, o).

Demonstracao. Pela definicao dos cones temos que F3 C Fy C F;. O Lema [6.7] implica
que clF} = clFy = clF5. O resultado segue do fato que o cone dual de um cone e de seu
fecho sdo iguais, Teorema [L.10] (b). 0

Definicao 6.9 Os sequintes conjuntos sao denominados conjuntos de nivel de um fun-
cional f : IR" — IR, onde xg € domf:

o S3(xo) ={z € R™ f(x) < f(xo)};
o Si(wo) ={r € R"; f(z) < f(z0)};
o S7(w) ={z € R"; f(z) = f(zo)}.

< ’ . ~ ~ . .
O cone F3(S} (9); 7o) ¢ o cone de diregées de nao crescimento do funcional f no
ponto xg. Considerando o Teorema [6.8] seu cone dual serd caracterizado pelo calculo de
< : < (-
FY(SF(20); 70). Os seguintes teoremas e lemas serdo necessarios.

Teorema 6.10 Seja xy € IR" e Q C R", entao N(Q;zo) = —F;(Q; xo).

Demonstragdo. Seja y € —Ff(Q;xo), entdao 2Ty < 0, V 2z € Fi(Q;z0). Como
Q—1xo C F1(Q; x0), de acordo com o Lema em particular z7y <0, V 2 € Q —x¢. Logo
(x —20)Ty <0, Vo € Q,ousejay € N(Q;zp). Para provar a outra inclusiao considere
y € N(Q; 1), entao (z — z0)Ty <0, Vo € Q. Em particular para todo z € Fi(Q;xo)
e a > 0 tal que 7 + az € Q temos (rg + az — x9)Ty < 0, V 2z € Fi(Q;7). Logo
2Ty <0, V2 € Fi(Q;x), ousejay € —F7(Q; xo). O

Teorema 6.11 Seja f uma fungdo convexa propria, xo € int(domf) e minf < f(xo).
Um vetor y € N(Sf (x0); o) se, e somente se, existe A > 0 tal que y € AJf(x).
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Demonstragao. Do Teorema (c) temos que N(S?(fbo); xg) é o fecho do cone convexo

gerado por df(xp). Como f é fungdo convexa prépria, xg € int(domf) e min f < f(xo),
entao o subdiferencial é um conjunto convexo e fechado. Além disso pelo Teorema [1.23
(a) o conjunto df(xy) é ndo vazio e limitado, e como xy ndo é minimizador de f entao,
df (z9) nao contém a origem. Agora aplicando o Teorema [1.22] (e), obtemos que o fecho
do cone convexo gerado por df(xg) é a unido dos conjunto AJf(xg) para A > 0. 0

Lema 6.12
a) Se@ C R" € convexo e xy € cl(Q), entdo int@ # () se, e somente se, F3(Q;xo) # 0.
b) Se f:IR" — R ¢ uma fungdo convexa propria e o € int(domf), entdo

S5 (o) # 0 = intSF (zo) # 0.

Demonstracao.

a) Da definigao de F3 temos que se int @ = () entao F3(Q;x¢) = (. Agora se x € intQ,
entdo y = x — xy € F3, pois 2y + ay = (1 — o)z + a(xy + y), onde x5 € cl(Q) e
o +y = x € int@. Pelo Principio do Segmento (Proposigao (a)), ro + ay €
int@Q # 0 para todo o € (0,1). Assim, int@Q — xy C F3(Q;xg) e segue a conclusao
desejada.

b) Temos que Sf(a:o) = S5 (o) U S5 (20) e como SF(xp) ndo tem pontos interiores
entdo intSy (zg) C S?(xo). Para z¢ € int(domf) a funcio f é continua, logo S} (zo)
¢ um conjunto aberto, sendo assim ¢é igual ao seu interior e segue a conclusao.

O

O préximo teorema nos fornece a caracterizagao do cone dual do cone de diregoes
de nao-crescimento de um funcional convexo nao diferencidvel.

Teorema 6.13 Seja f : R" — IR wma funcdo conveza prépria, xo € int(domf) e assuma
S5 (wo) # 0. Entdo

F:(S?(xo);xo) ={Ar: A<0,z€0f(x0)}, parai=1, 2, 3.

intS7 (z) # 0 implica que Fg,(SfS (20); xg) # 0. Entao tome Q = S? (x9) no Teorema [6.8]
assim Fy = Fy = f3. Além disso, ST (x0) # () equivale amin f < f(z0) como necessitamos
no Teorema [6.11] e juntamente com o Teorema [6.10] obtemos

Demonstracao. Temos que xy € S? (xg) que é um conjunto convexo. Pelo Lema |6.12]
8

—Fl-*(S?(xo);xo) = N(S?(xo);xo) ={\x: x€0f(xg) e\ >0}, parai=1, 2, 3,

ou seja,
F-*(S?(xo);xo) ={\z: x€0df(xg) e\ <0}, parai=1, 2, 3.

1

|
A condigao g € int(domf) equivale a 0f(xy) limitado e nao vazio, pelo Teorema

1.23| (a), e assim assegura a subdiferenciabilidade de f em .

A luz do Teorema o problema de encontrar o cone dual do cone de direcoes
de nao crescimento é equivalente a calcular o subdiferencial de f em x.

O préximo teorema que relaciona S?(:co) e ST (wp) nos permite caracterizar o
cone dual do cones de direcoes de descida.
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Teorema 6.14 Seja f uma funcao propria convexa, xo € domf e assuma que
inf f < f(zo), entao

a) f fechada = clS5 (o) = Sf (x0).
b) domf relativamente aberto = riS?(xo) = S5 (20).

Demonstracgao.

a) Como f é fechada clf = f, logo do Teorema [[.23] (b) obtemos
{z € domf : f(x) < a} = {z €domf : clf(z) < a} = {z € domf : f(z) < a},
ou seja, clS5(zo) = SF (o).
b) Por hipétese ri(domf) = domf, entdao do Teorema [1.23] (b)
ri{z € domf : f(z) < a} = {z € ri(domf) : f(zx) < a} =ri{z € domf : f(z) < a},

ou seja, riSf(xo) = S5 (20).

Teorema 6.15 Se Q1 C Qo entao F3(Qq;x0) C F3(Q2; o).

Demonstragao. Seja z € F3(Q1; ), entao existe uma vizinhanca U de z e @ > 0 tal que
o+ ay € Q1 C @, para todo y € U e todo a € (0,@). Portanto z € F3(Qo; xo). 0

Teorema 6.16 Se ) # Q C R" entao F3(Q;xo) = F5(intQ; o).

Demonstragdo. Pelo Teoremal[6.15] F3(intQ; z9) C F3(Q;x0). Para provar a outra inclusao
considere z € F3(Q; ), entdo existe uma vizinhanga V de ze@ > 0 tal que Vy € Ve
a € (0,@), temos que zg+ ay € @, ou seja A = xo + Uae(o,a) aV C Q. Como A é aberto,
A C intQ e portanto z € F3(int@; o). 0

Teorema 6.17 Se () # QQ C R" entao clF(clQ;zg) = clF1(Q; xg).

Demonstracao. Como Q C cl@, pelo Teorema temos F(Q;xo) C Fi(clQ;xg), logo
clF(Q; zo) C clFy(cl@; zo).
Para ver a outra inclusao tome y € clFj(clQ; zo).

(a) y € clFi(clQ; xo) = {2,152, C Fi(clQ; xo) tal que z, — y, quando n — oo.

(b) z, € Fi(clQ;zp), YVn>1= 3 «a, >0 tal que zy + a,z, € clQ, Vn > 1.
Denote z¢ + a2, = w, e observe que

(¢) wy, €clQ =V n>13F{wr}r, cQ tal que w® — w,, quando k — oco.

Temos que mostrar que existe uma sequéncia {u;}2, C F1(Q;xo) tal que u; — y
quando 7 — oo.
Defina i
wr —
ub =20y >1, V> 1.

On
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Para todo n natural fixado, quando fazemos k — oo temos

k
w, — To W, — Lo
uk = n % —= ZTL
an an

por causa de (c) e das definicoes e u¥ e w,. Assim para g; = 27 existe um nimero
natural N; tal que para todo k > N;, |uf — z;| < 277, Agora para todo i > 1 defina
w; = ul

Para todo n > 1 e todo k > 1, u* € Fy(Q; ), pois

wk —
k k
x0+anun:xo+an(—” ):wnEQ,

Qn

k

onde a existéncia de a, > 0 é garantida por (b) e wy

Portanto u; € F1(Q;xo), Vi>1.
Para provar que a sequéncia {u;}°, converge para y tome € > 0 arbitréario, (a)

€ @ de acordo com (c).

5
implica que existe um nidmero natural M tal que para todo k > M, |z, —y| < 3

€
Como lim,,_,o 27™ = 0, existe J € IN tal que 277/ < 3 De acordo com a construcao

L , £
da sequéncia {u;}22, temos que para todo i > J, |u; — 2] <27% <277 < ~. Agora

seja N = max{M, J}, entao para todon > N, |u, —y| < |u, — 2,] + |20 — y| < e.

O

Teorema 6.18 Seja f : IR" — IR wma funcdio convexa propria e assuma que
zo € int(domf) e Sf(:z:o) # (. Se f é fechada ou tem o dominio efetivo relativamente
aberto, entao

F*(ng(xo);xo) = F;(Sf(xo);xo) para todo i, j =1, 2, 3, (6.2)

)

e todos esses cones sao iguais a {Ax : A <0, x € 0f(x)}.

Demonstragcdo. S5 (xo) # ) implica que min f < f(w).

Sob a hipétese que f é um fungdo fechada, temos do Teorema/6.14} item (a) que ClSJf (xg) =
S? (x9). Escolha @ = ST (xg) no Teorema entdo clF(SF (7o); xo) = clF1(SF (20); 7o)
Agora pelo Teorema ﬁ%O‘(b) Ff(S}?(mo);xo) = FY(S7(z0);20) e Sy(zg) # 0 implica
que Fg(SfS(.Z'[));Qjo) # 0 (Lema M{a)), portanto podemos aplicar o Teorema , com
S = S?(xo) para obter ﬂ*(S?(mO);xo) = Fy (S5 (z0);70) para i = 1, 2, 3. Além disso,
S5 (o) é aberto, convexo e ndo vazio (pois como f é convexa e zo € int(domf) por
hipétese, entdo f é continua em xg), assim intsf< (z9) # 0 e 0 Lema W(a) garante que
F3(S7 (z0);20) #D e 0 Teorema pode ser aplicado novamente, agora com Q = S5 (zo)

para obter (6.2]).
Sob a hipdtese que domf é relativamente aberto temos do Teorema [6.14(b) que

riS?(a:O) = 57 (20). Aqui escolha Q = S5 (70) no Teorema , entao

Fg(S?(xo); x0) = F5(S5 (20); 20) e assim F;(Sf(.ro);:ro) = F5 (S} (20); o).

Aplicando o Teorema obtemos Fj‘(SfS (20); w0) = F} (S5 (20); w0) parad, j=1, 2, 3.
A 1ltima afirmacao segue o Teorema [6.13] 0
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6.3 Condicoes necessarias e suficientes para otimali-
dade global de Pareto

Nessa Secao vamos mostrar que sob hipéteses adicionais o conjunto de s equagoes
do Teorema [6.3| é condi¢ao necessaria e suficiente para otimalidade global de Pareto para
o problema multiobjetivo (MOP). Em problemas multiobjetivo, como em problemas es-
calares, convexidade das fungoes objetivo e dos conjuntos de restri¢coes garante que étimo
local e global coincidem.

Teorema 6.19 Sejam f; : R" — IR funcionais convezos para i = 1,...,s e @ C R"
conjunto convexo. Entao todo ponto dtimo local de Pareto para o sequinte problema
Minimizar f(x) = (fi(z),..., fs(z)) (6.3)

sujeito a x € Q)
¢ também ponto otimo global de Pareto.

Demonstracao. Seja xg um ponto 6timo local de Pareto, isto é, existe uma vizinhanca U
de xg tal que ndo existe z # xg em QNU tal que f;(x) < fi(xo) parai=1,...,s com pelo
menos uma desigualdade estrita. Tome x; € @ arbitrario, defina z) = xo + A(z1 — x9) €
escolha A € (0,1) tal que x € U. A convexidade de @) assegura que x) € @ para todo
Ae(0,1).

A otimalidade local de xq significa

filza) < fi(zo), i=1,...,8 = filxx) = filwo), i=1,...,

»

Para provar a otimalidade global de x(y sobre () vamos mostrar que

filz) < filwo), i=1,...,8 = fi(x1) = filzo), i=1,....s.

De fato, a convexidade de f;(z) implica que f;(xy) < Afi(x1) + (1 — ) fi(zo) para todo i,
¢ com fi(z1) < filao) temos fi() < fi(xo) que por sua vez implica que fi(zx) = fi(z0)
e assim fi(zg) < Afi(z1) + (1 — N)fi(zg). Como A > 0 obtemos que f;(xg) < fi(xy).
Juntamente com a hipdtese que fi(z1) < fi(zo) temos que f;(xg) = fi(x1) para i =

1, ey S O
Definiremos um tipo particular de convexidade, que serd necesséaria na sequéncia.

Definicdo 6.20 A funcdio f:IR™ — IR serd chamada Ponstein-convexa se

f(z2) < f(x1) = f(Ax1 + pwe) < f(21)

sempre que x1 # To, onde \ € |1 $Go numeros reais positivos sendo X\ + p = 1.

Esse tipo de convexidade foi chamado de “unnamed convexit” por Ponstein em
[22] e abreviada como XC. Ressaltamos que a classe das func¢oes Ponstein-convexas
contém a classe das fungoes estritamente convexas (isto é, f(xq) < f(z1) = f(Ax14pxs) <
f(z1), A, p >0, A+ p=1), logo tem uma interse¢ao nao vazia com as fungdes convexas.
A relacao entre estas classes de fungoes pode ser vista na Figura 6.1.

Lema 6.21 Se f € Ponstein-convera entao S?(a:o) ¢ um conjunto convezo.
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Convexas

Estritamente
Convexas

Figura 6.1: Comparagao tipos de convexidade.

Demonstragao. Sejam x1, xo € S?(ZB()), com f(xg) < f(x1), entdo como f é Ponstein-
convexa para todo 0 < A < 1 temos f((1 — ANz + Azxe) < f(x1) < f(zo). Assim
(1 =Nz + Ay € Sf (x¢) e portanto S?(xo) é convexo. 0

Para funcoes Ponstein-convexas temos o seguinte lema.

Lema 6.22 Seja f : R" — IR continua e Ponstein-conveza. Se xy € domf e
inf f < f(zo) entdo intSfS(xo) # 0 e S5 (x0) = intSfS(J:O).

Demonstragao. xy € S?(xo) e como inf f < f(zg) existe pelo menos um gy, € S?(xo),
Yo # o, isto é f(yo) < f(x). A Ponstein-convexidade implica que f(z,) < f(zo) para
todo 0 < A < 1, onde z) = Azp + (1 — A\)yo e a continuidade de f implica que existe
alguma vizinhanca de ), que estd contida em ng (o) e assim intSfS (o) # 0.

Como f é Ponstein-convexa, pelo Lema , Sf (x¢) é convexo. Agora pela Proposigao
1.22| (b), z € intSfS (x¢) implica que existe p > 1 tal que (1 — p)zg + puz € ng (x0), isto é,

1
f((1 = p)xo + pz) < f(xg). Escolha A = 1 — — e, aplicando a Ponstein-convexidade,
i

obtemos que
fao + (1= A)((1 = p)wo + p2)) = f((1 - %)wo + %((1 — p)zo + pz)) = f(z) < f(xo),

assim z € S5 (7o)

Agora seja z € S5 (), entao f(z) < f(x¢). Suponha que z ¢ intSf (x0). De acordo com
a Proposicao (c), existe y € IR" tal que para todo e > 0, z+ ey ¢ S? (x0), isto é,
f(zo) < f(z+ey). Tomando € — 0, temos da continuidade de f que f(zo) < f(2), o que
¢ um absurdo. O

Considere o problema

Minimizar f(z) = (fi(z),..., fs(z))

p+1

sujeito a x € Q = ﬂ Q; (6:4)
i=1
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onde f; : IR" — IR*, Q; CIR",2=1,...,p sdo conjuntos convexos com interior nao vazio,
e Qp+1 C IR"™ conjunto convexo que possivelmente nao possui pontos interiores.

O proximo teorema nos fornece condigoes necessarias e suficientes para otimali-
dade global de Pareto do problema multiobjetivo (MOP). Assemelha-se ao Teorema
para o caso escalar, exceto que aqui nds requeremos que as fungoes devem ser nao somente
convexas, mas também Ponstein-convexas.

Teorema 6.23 Sejam f; : X — IR, fungdes convexas préprias, continuas e Ponstein
convezas com xo € domf; e inf f; < fi(xo) para todo i = 1,...,s. Suponha que 0s
conjuntos de restricoes (Q; sao convexos para todoi=1,...,p+1 e Qp+1 NN, intQ;) #
0. xo € Pareto dtimo local para o problema (MOP) se, e somente se, as segumtes s
equagoes sao satisfeitas

p+1
hit ) h’>+Zl(l i=1,...,s

J#

onde h; € K} R GL;k» para j = 1,...,8, j #1 el,(f) € Mg parak =1,...,p+ 1 sao,

177
para todo i =1,...,s, funcionais lineares, nao todos identicamente nulos.

Demonstracao.

e Necessidade A convexidade das fungdes f; assegura a convexidade de S} (zo) e
ij(azo) Portanto K; = F3(S5 (70);m0) e L; = Fg(S ~(w0); w9) a0 cones convexos
pelo Teorema [2.16 “ O mesmo Teorema implica a convex1dade de M; = F3(Qy; )
para todo ¢ =1,...,p. O cone M, é convexo porque o conjunto (),4+1 é convexo,
pelo Teorema Assim todas as hipéteses do Teorema sdo satisfeitas e a
condicao segue.

e Suficiéncia Suponha que ¢ nao é 6timo de Pareto, entao existe x1 € @), x1 # xq tal

que fi(z1) < fi(xo) paratodoi = 1,..., s com pelo menos uma desigualdade estrita.
Por hipétese existe T € Qpi1 ﬂ(ﬂ _,int@;). Defina, para 0 < XA < 1,
) = AT+ (1 — A)xy, ent@o a convexidade implica que z) € Q; parai=1,...,p+ 1.

Além disso, pela Proposicio [1.22] (a), z) € int@; para i = 1,...,p. Como f; é
continua para todo ¢, podemos tomar A € (0, 1) suficientemente pequeno de modo
que fi(xy) < fi(xo) parai = 1,...,s com desigualdade estrita na mesma compo-
nente como em f;(z1) < fi(zo).

Defina h = x\ — xy. Por definicao h # 0, vamos mostrar que:

(i) h € M; paratodoi=1,...,p;

(i) h € Mpyq;

(iii) h € K; para pelo menos um j, 1 < j <'s;

(iv)

Dessas quatro afirmagées temos que K; (2, L) N(NZEL M) # 0 para pelo
menos um j o que contradiz o conjunto de s equagoes mencionadas no Teorema (

veja Lema .

(i) Como zy € Q; e zx € intQ;, para todo ¢ = 1,...,p, pela Proposi¢ao [1.22 (a)
temos

he L;paratodoi=1,...,s, i # j.

o+ eh =x0+e(xy —x0) = (1 — &)z + £\ € IntQ);
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para todo 0 < € < 1. Mas xy + eh € int@Q); para todo 0 < € < 1 significa que
h € M; para todot=1,...,p.

(ii) Para todo 0 < e <1, xg+¢ch € Qpt1, POis Tg € ) pertencem a ()41 € assim
he M,.

(iii) Seja j tal que f;(zn) < fj(zo). Para 0 < ¢ < 1, temos da convexidade de f;
que

fiwo +eh) = f;((L = )zo + exy) < (1 =€) fj(wo) + £f; (@)
Entao a derivada direcional de f; em xy na direcao de h ¢
i J3(%0 +€h) — fi(@o)
e—=0t €
< pim @A) = fi(@o)]

e—0t €

= fi(zx) = fi(@o) <O0.
Assim pelo Teorema h e K;.

(iv) Para i = 1,...,s, i # j, fi(zx) < f(zo). Se a desigualdade é estrita entao
h € K; C L;. Agora se f;i(z)) = fi(zo) entao para todo 0 < & < 1 temos, pela
Ponstein convexidade de f; que

fi<$0 + €h> = fi<€l’)\ + (1 — 5)1’0) < fl(dio)

Assim xg + eh € S () = intSfi(:co) # () para todo 0 < € < 1, pelo Teorema
m, e portanto h € Dg(Sﬁ (x0);x0) = L.

f],(x()’h> -

O

6.4 Escalarizacao de Problemas de Otimizacao Mul-
tiobjetivo

O objetivo é encontrar relacoes de inclusao entre o conjunto de solugoes de Pareto
para o problema multiobjetivo e o conjunto de solugoes 6timas para a familia de problemas
escalares. A abordagem aqui € utilizar a teoria desenvolvida por Dubovitskii e Milyutin
para problemas escalares e a caracterizacao do problema multiobjetivo de acordo com
o Teorema [6.3| e entao utilizar esses teoremas de caracterizagao para obter relagoes de
inclusao entre os conjuntos de solucoes.

Considere o seguinte problema multiobjetivo

Minimizar f(z) = (fi(z),..., fs(z))
sujeito a € Q = ﬂnil (MOF)

i=1 {

onde f : R" — IR°, @Q; € IR",i = 1,...,p sdo conjuntos com interior nao vazio, e
Qp+1 C IR™ nao possui pontos interiores.
Este problema se relaciona com a seguinte familia de problemas escalares

Minimizar )7, X fi(z)

sujeito a z € Q = (V7 Q (P))

=1 i

onde A = (Aq,...,As) € R® é um vetor parametro.
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Defina os seguintes conjuntos de parametros:

A={XeR:> N=1XN>0Vi=1...s},

=1

={AeR:>Y N=1 A>0,Vi=1.., s}
=1

Defina também os seguintes conjuntos de solugoes:
M = {x € R" : x é 6timo de Pareto para (MOP))},

E ={z € R": z resolve para algum A € A1}

Os conjuntos A e AT estao relacionados através do seguinte lema.
Lema 6.24 cIAT = A.

O proximo teorema especifica uma relagao de inclusao entre o cone dual e diregoes
de descida de uma funcao objetivo de e a soma dos cones duais dos cones de diregoes
de descida dos funcionais objetivos de . A demonstracao utiliza a caracterizacao
desses cones duais e propriedades do subdiferencial.

Teorema 6.25 Sejam f; : IR®™ — IR fungdes convewas préprias e fechadas para
i = 1,...,s. Assuma também que para todo i, xy € int(domf;) e S5 (o) # 0, K;
e K denotam o cone de direcoes de descida de f; e > ;| \ifi em xo, respectivamente.
Entao Y ;| K C K* para todo A € A™.

Demonstracao. Primeiramente observe que para todo A € A"

}:Aﬁ o) D§:8Aﬂ o) }:Aaﬁxo (6.5)

Agora de acordo com o Teorema [6.18

K" = F(S5 5, 5. (w0);20) = {0y 0 < 0,y € 9 Aifi(wo)}.

i=1

Vamos provar a inclusao do teorema mostrando que

ZK; CclLC K*, onde L={0y:0 <0,y € Z)\ﬁfi(xo),)\ e AT}

i=1 i=1

Seja z € clL, entdo existe uma sequéncia {z;}72, com z; € L, Yk e limy_, zk = z. Pela
definigao de L temos que z, = Oyyy, onde O, <0 ey =Y, )\Ek)yf ) com yl ) e fi(xo)
e M®) € AT, para todo k.

De temos que L C K* e assim z, € K* para todo k. Como o cone dual K* é sempre
fechado, pelo Teorema M(a), entao limy_,o 2 = z € K*. Portanto clL. C K*. Para
provar que y ., K C clL lembre que

Z Kj = Z D3 (S5 (w0); wo).
i—1

=1
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Assim se z € Y 7| K entdo z = Y77, z tal que z; € F5(ST (0); 7o)
Do Teorema [6.18 temos que z; = 6Oy, 6; < 0 e y; € Ofi(xg), que assegura que

z =7 0y, com 0 <O0ey € dfi(xg). Defina § = >7 0; e N = % Assuma
sem perda de generalidade que z # 0 (para z = 0 a inclus@o é claramente valida). § = 0
implicaria que ¢; = 0, para todo 7, ou seja z = 0, logo ¢ < 0, assim >0 para todo
1<i<sed., N =1 Portanto z = Y7  Oy; = D5 1)\6% =03, Ay, isto é
z =0y, com # <0 ey:zle/\}y,;, A€ A =clAT.

Agora vamos provar que existe uma sequéncia {v}72; de elementos de L que converge
para z.

Temos que Jf;(xg) é fechado. Entdo para todo y; € 0f;(xy) existe uma sequéncia

{yik)}zoz1 de elementos de Jf;(z) tal que limy_, yi(k) = y,;. Agora escolha uma sequéncia
real {ax}32, convergindo para 6 com ai < 0 para todo k. Além disso, tome uma
sequéncia {A®)}2 de elementos de A* convergindo para A € clA*. Agora defina v, =

(k
gy i 1 ®) (k) Da construgao de {v;}72, é claro que vy, € L para todo k e limy_,o v =
0> Niyi; = z e portanto z € clL o que completa a prova. 0O

Pelo Teorema a seguir obtemos a seguinte relagao entre os conjuntos solugoes M
e I, definidos anteriormente.

Teorema 6.26 Sejam f; : R" — R fungdes convexas proprias e continuas para todo
i =1,...,s. Assuma que todo xo que € étimo de Pareto do problema (| cumpre
xo € int(domf;) para todo i e ﬂ1=1 St (wo) # 0. Sejam Q; conjuntos de restrigoes como

definidos em para i = 1,.. p + 1, todos convexos e Qpi1 (i IntQ;) # 0.
Entao M C E.

Demonstracao. Tome xo € M. Utilizando o Teorema (a convexidade dos cones de
direcoes segue da convexidade dos conjuntos de restrigoes e das f/s como explicado na
parte da prova de necessidade do Teorema, juntamente com o Teorema obtemos
que K} = L7, uma vez que f; é convexa prépria e continua, entao é fechada e como por
hipétese (1;_; S}, (z0) # 0 entdo S} (o) # 0 para todo i e assim pelo Coroldrio [6.4] temos

p+1

Zh +sz=o

onde I € M parak =1,....p+1eh;, € K} = Lf = {0y, : 0 <0,y; € 0fi(xo)} para

1 =1,...,s sao funcionais lineares nao todos identicamente nulos.
Seja qb ZZ 1 hi, vamos primeiramente mostrar que ¢ # 0. Pois se ¢ = 0 entao ZPH Iy =
0 e entao [ deve ser identicamente nula para todo k = 1, ..., p+1, pois caso contrario, pelo

Lema devemos ter (-, 1 M, = 0 contradizendo a hlpotese que todos os conjuntos de
restrlcoes convexos cumprem Q1 ()((iZ; int@;) # 0. Com todos I} identicamente nulos
devemos admitir que h;, 2 = 1,...,s nao sao todos identicamente nulos, mas juntamente
com ¢ = 0 e novamente pelo Lema isso significa que

@ ﬂK ﬂFg Sf .2?0) 330 Fg(mSZ(.Io),.To)
=1 i=1

Agora pelo Lema [6.12((a) temos que int ();_; S, (z¢) = @ que implica em (j_; S5 (w0) = 0,
uma vez que S;- (x0) sao conjuntos abertos e isto contradiz a hipétese, assim a possibilidade
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de ¢ = 0 é descartada.
Utilizando o Teorema [6.25| concluimos que ¢ € K*, o cone dual do cone de direcoes de
descida de > ;_; A\ fi em xg, A € A*. E o Teorema garante que xg € F. O

Nas hipédteses feitas, toda solucao de Pareto é obtida por escalarizacao. Este
resultado também vale para fungoes invexas nao diferencidaveis, no entanto, finito-valuadas.
Para maiores detalhes consultar Brandao [25].

A inclusdo E C M é vélida sem nenhuma hipétese sob os problemas (MOP) e
(Py), conforme demonstrado no Teorema . Portanto, sob as hipdéteses do Teorema
temos E = M, e o problema de encontrar solugao de (P) reduz-se ao problema de
otimizagao paramétrica de resolver (Py) enquanto percorre todo A™.

O proximo teorema mostra que no Teorema [6.25 a inclusao é realmente uma
igualdade, porque a observacao anterior nao adiciona nenhuma hipoétese para escalarizagao
e ¢ dado aqui por uma questao de rigor somente.

Teorema 6.27 Nas notacoes e sob as hipoteses do Teorema K* C >0 K para
todo A € AT,

Demonstrag¢do. Como os cones Kj, ..., K, sdo abertos e convexos e [;_; K; # 0 pelo

Lema 1.9 .
(ﬂ Ki> => K;.
i=1 i=1

Vamos mostrar que [);_; K; C K e assim, pelo Lema [1.3] K* C (., K;)*. Para isso
usaremos os seguintes fatos que sao consequéncias da definicao:

o F3(A;x0) N F3(B;x0) = F3(AN B;xo);

* Mz SE(Q;O) C Sixiﬁ(l’o), A€ AT

o A C B = Fg(A, .To) C Fg(B : Io).

Assim

(K = (IFs(S5 (0); z0)]
=1 =1
= F3(N;=1S5, (w0); 7o)
C F3(S55y, 1 (w0);m0) = K, VA € AT

O

6.5 Problemas de programacao matematica vetorial

Da mesma forma que a teoria original de otimizacao escalar de Dubovitskii e
Milyutin, a teoria apresentada nas secoes anteriores pode ser aplicada a uma variedade
de problemas de otimizacao multiobjetivo. Nesta se¢ao o problema de programacao nao
linear multiobjetivo é estudado. O Teorema (6.3, em conjunto com os resultados sobre a
construgao dos cones de direcoes de descida, nao crescimento, factivel e tangente e seus
respectivos duais, sao aplicados para obter uma generalizacao do Teorema de Fritz-John
para tais problemas.
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Considere o seguinte problema de programacao nao linear multiobjetivo

Minimizar f(x)

< Y
sujeito a: (xx)) . ]‘{:7 11 - ,p (VOP’)
onde f:IR" - IR*, g;  R"—=1R,j=1,...,peh: R" =R, k=1,.

Teorema 6.28 Sejam f; : R" — IR funcdes préprias convezas, fechadas ou com dominio
efetivo relativamente aberto, assuma xo € int(domf;) e S5 (o) # 0 para todoi =1,...,s,
As fungoes g; : IR" = IR, j =1,...,p, satisfazem as thoteses anteriores, hy : ]R" — IR
sao estritamente diferencidveis em uma vizinhanca de xo para todo k =1,...,m. Se xqy €
otimo local de Pareto para o problema entao existem A € IR*, p € R ea € R™
com (A, p,a) 20, Ny >0parai=1,...,s eu>0paraj=1,...,p, tais que

S p m
DA+ D mizi+ Y axVhi(wo) =0 (6.6)
=1 i=1 k=1

p
> 1gi(we) =0 (6.7)
j=1
onde, y; € 0fi(xo) parai=1,...,5 e z; € 0gj(xg) para j =1,...,p.

Demonstracao. Se os gradientes {Vhg(zo)}}, sdo linearmente dependentes entao
S wVhi(zg) = 0 com Y 72 #0e e valem com a escolha de A = 0,
p=0ear=yparak=1,...,m

Portanto assuma que {Vhy(z¢) }ir; sdo linearmente independentes. Neste caso o cone dual
do cone de diregoes tangentes de (41 no ponto xo é My = {d> 1, axVhi(x) : p € R™}
(conforme obtido na demonstra¢ao do Teorema [3.1]).

Para os funcionais objetivo { f;(z)};_;, de acordo com o Teorema temos

KZ* = L;k = {Azyz : )\’L S 0, Yi - af1<$0)}, para todo 7 = ]_, e, S

Para as restricoes de desigualdade, se j é tal que g;(z) < 0, entdo M; = IR" e M} = ().
Agora se j é tal que g;(vo) = 0 entdo M; = F3(Qj;70) = {1525 : p; <0, 25 € dg;(wo)},
pelo Teorema [6.18]

Aplicando o Teorema e o Coroldrio [6.4] segue o resultado. 0



Conclusao

Nesta Dissertacao, estudamos o formalismo de Dubovitskii-Milyutin, o qual é
uma ferramenta poderosa para tratar véarios problemas de otimizagao que aparecem em
diferentes areas. Em particular, estudamos como esta teoria pode ser utilizada no trata-
mento de problemas de programacgao nao linear e de controle 6timo, para problema com
um objetivo e para problemas de programagcao nao linear com varios objetivos.

Nesta teoria, o conhecimento do cone tangente e de seu dual (obtidos via Teorema
de Lyusternik) é fundamental. O prosseguimento natural deste trabalho é caracterizar
este cone quando as hipdéteses do Teorema de Lyusternik nao se aplicam. Por exem-
plo, relaxando-se as hipéteses de diferenciabilidade ou quando o operador P’(z() nao for
sobrejetor.

Outra possibilidade é utilizar este formalismo a outros problemas de otimizacao
como Problemas de Controle Otimo envolvendo equacoes em derivadas parciais, multiob-
jetivos ou ainda em Teoria de Jogos.

Estudamos as condigoes necessérias e suficientes de otimalidade para Problemas
Multiobjetivo, analisando os conceitos de solucao de Pareto e Pareto fraca, espera-se
estender essa teoria para analisar os Problemas Multiobjetivo através do conceito de
solucao propriamente eficiente.
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