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Resumo

Neste trabalho estudamos a dinamica do valor esperado de operadores A(&T, a), con-
siderando que o estado inicial do sistema é um estado coerente. Desenvolvemos duas
férmulas para <A), uma expressao semiclassica obtida via aproximagcao do ponto de sela e
uma representacao formal em série de poténcia, que ganha carater aproximativo quando
a truncamos. Para fins de comparacao, também trabalhamos com uma aproximacao
classico-estatistica analoga a (121> jé existente na literatura, obtida via formalismo Liouvil-
liano. Aplicamos essas abordagens a trés sistemas: oscilador harmonico simples, particula
livre e oscilador quartico. De modo geral, as trés aproximacoes se mostraram satisfatérias
para tempos curtos, entretanto, para tempos maiores, a qualidade do resultado estd inti-
mamente ligada a relevancia de h. As aproximagoes classicas e semiclassicas apresentaram
melhores resultados no regime semiclassico, formalmente equivalente ao limite A — 0. Por

outro lado, a representacao em série mostrou-se melhor no regime super-quantico, em que

h é mais relevante.
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Abstract

~

In this work we study the dynamics of the expectation value of operators A(a',a),
considering that the initial state of the system is a coherent-state. We have developed two
formulas for <fl), a semiclassical expression obtained through the saddle point approxi-
mation and a formal power series representation, which becomes an approximation when
it is truncated. For comparison purposes, we also work with a classical-statistics appro-
ximation analogous to (A), already studied in the literature and obtained through the
Liouvillian formalism. We apply these approximations to three systems: simple harmonic
oscillator, free particle and quartic oscillator. In general, all these three approximations
are accurate for sufficiently short times, however, for longer times, the quality of the re-
sults depends on the relevance of h. The classical and semiclassical approximations show
better results in the semiclassical regime, formally equivalent to the limit &~ — 0. On the
other hand, the series representation is proved to be better in the super-quantum regime,

in which A is more relevant.
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Capitulo

Introducao

Com o intuito de estudar um sistema fisico, podemos utilizar, em principio, dois for-
malismos distintos, o quantico ou o classico. Para decidirmos sobre qual utilizar, devemos
olhar para a acao classica § do sistema. Quando & > h podemos, em geral, utilizar o
tratamento cléssico e, para valores em que S ~ h, utilizamos o quantico. Na regiao entre
os dois limites, surge a Teoria Semiclassica, que, por meio de aproximacoes apropriadas,
decifra como elementos do formalismo quantico estao associados a ingredientes cléssicos.
Do ponto de vista conceitual, este tipo de estudo contribui para uma melhor compreensao
da transicao quantica-cléssica. Pelo lado pratico, sua contribuicao se evidencia pela faci-
lidade com que alguns calculos quanticos podem ser efetuados quando escritos em funcao
de elementos classicos. O cendrio semiclassico é amplamente estudado na literatura, com
vérios livros abordando o tema (veja, por exemplo, as referéncias [1-5]), sendo também
nosso tema principal de investigacao. Em particular, buscamos encontrar expressoes para
o valor esperado de operadores quanticos no referido regime, que é formalmente equiva-

lente a considerar o limite A — 0.

Embora existam intimeras contribui¢oes que nao fazem uso destes [1-5], para desen-
volvermos nosso estudo semiclassico, consideramos conveniente utilizar a base de estados
coerentes [6-9]. Esta afirmacao se justifica pois, de certa forma, esses sdo os estados quan-
ticos que mais se aproximam de estados classicos; por terem a incerteza minima, segundo
o principio de Heisenberg, eles sao os estados mais proximos em Mecanica Quantica de

um ponto no espaco de fases. Essa classicalidade naturalmente faz com sejam ideais para



estudar a conexao com o tratamento classico.

Aproximacoes semiclassicas usando estados coerentes aplicadas a evolucao temporal
de pacotes de onda sdo muito bem estudadas na literatura [10-18]. De um modo geral,
esses estudos siio baseados na férmula semiclassica [10] do propagador (z|U(T)|z), em
que |z1) e |z9) sdo estados coerentes e U(T') é o operador de evolugao temporal, escrita
em funcgao de trajetdrias classicas complexas. Em contrapartida, o calculo semiclédssico da
média de operadores nesta representacao ainda nao foi tratado com a mesma intensidade
na literatura. FEm parte, acreditamos que isso é devido a inexisténcia de uma férmula
semicldssica para o retro-propagador (z;|UT(T)|z) (elemento fundamental para o calculo
do valor esperado) andloga ao propagador. Recentemente uma férmula semicldssica para
tal objeto foi desenvolvida [19], abrindo caminho para um calculo direto da média de um

operador genérico A, definida como (A) .

Devemos mencionar que existem outras abordagens semiclassicas que tratam da mé-
dia de operadores. Por exemplo, alguns trabalhos fazem uso do formalismo de Weyl-
Wigner [20, 21], em que o valor esperado é escrito em termos da fungdo de Wigner do
estado e da transformada de Weyl do operador em questao. Como este ultimo se escreve
geralmente como uma expansao regular em h, a aproximagao consiste em estimar a contri-
bui¢ao dos primeiros termos ao célculo da média [20, 22]. Em outro trabalho [23], médias
de operadores sao calculadas via propagador semicldssico de Herman-Kluk [24]. Nesse
caso, como o tratamento é numérico, o retro-propagador envolvido na férmula é tratado
simplesmente como o complexo conjugado de um propagador usual. Além destas abor-
dagens, podemos citar a referéncia [25], que, ao calcular semiclassicamente a dinamica
de valores médios, faz uso de trajetorias classicas propagadas e retro-propagadas, assim
como o presente trabalho, porém sem identificar propagadores e retro-propagadores. Por
ultimo, gostariamos de comentar a referéncia [26], que associa apropriadamente o Teorema
de Ehrenfest e a aproximacao de Heller [27] para definir uma acelerac¢do semicléssica, e, a

partir desta, definir valores médios para posicao e momento.

A priori, a vantagem do formalismo semiclassico aqui desenvolvido, com relacao aos
outros, reside no fato de toda informacao dinamica do céalculo estar contida apenas no
propagador e retro-propagador semicldssicos. Sendo assim, toda a experiéncia adquirida
a partir da evolugao semicldssica de pacotes de onda neste formalismo [10-18] pode ser

diretamente aplicada para o calculo de valores esperados. No entanto, como veremos, a



expressao obtida para este objeto, deduzida via aproximagao usual de Ponto de Sela [28],
¢ muito simples, e se assemelha ao teorema de Ehrenfest, em que médias quanticas seguem
as trajetérias classicas. O fato é que essa simplicidade, como é de se esperar, s6 reproduz
os resultados quanticos no limite de 2 muito baixo. Isso nos motiva a buscar na teoria
de evolugao semicldssica supracitada técnicas que nos permitam, em um futuro proximo,

estender esse intervalo de validade.

Ainda como parte dos resultados desta dissertacao, na busca por melhores aproxi-
magoes, voltamos a representacao integral exata de <A) e, a partir dela, derivamos uma
expressao que envolve uma série de poténcias de operacoes de derivada. A expressao é
exata, mas aproximacoes podem ser implementadas no truncamento de seus termos. No
entanto, a féormula revelou ser mais apropriada para o limite super-quantico, i.e., regime
em que h é grande (comparado a uma agao tipica do sistema). Para valores menores de
h, é necessario somar mais termos, o que aumenta indesejavelmente o custo computacio-
nal. Para contribuir no estudo das aproximagoes, utilizamos ainda um célculo puramente
cléssico, andlogo a (A), desenvolvido a partir do formalismo Liouvilliano [29]. O uso

dessa expressao acabou sendo importante porque, de certa forma, conseguimos separar

comportamentos puramente quanticos dos classicos.

Finalmente, com relacao ao calculo das médias, em um extremo temos o calculo quan-
tico, no outro, o clédssico e, entre eles, duas formulas aproximadas. Essas expressoes inter-
medidrias ou se demonstraram de alto custo computacional (representacdao em série) ou
indesejavelmente simples (férmula semiclassica). Isto sugere que uma possivel combinagao
das duas abordagens possa ser promissora, rota que também pretendemos continuar em

trabalhos futuros.

Ap0s esta breve visao geral sobre o trabalho e o contexto em que estd inserido, apre-
sentaremos a disposicao dos assuntos tratados na dissertacao. No Capitulo 2 faremos uma
breve exposicao dos estados coerentes, na qual apresentaremos os resultados que utilizare-
mos como base para este trabalho. No mesmo capitulo, exibiremos as aproximagoes semi-
classicas para o propagador e o retro-propagador, que serao utilizadas, posteriormente, no
desenvolvimento da férmula semiclassica para calcular o valor médio. Mostraremos, ainda
neste capitulo, um estudo comparativo do efeito da adicao das trajetérias complexas no
calculo do propagador. No Capitulo 3, deduziremos, enfim, as aproximacoes para a dina-

mica do valor esperado. No Capitulo 4, compararemos as aproximacoes desenvolvidas no



capitulo anterior com a média calculada via Mecanica Quantica. Para tal, selecionaremos
cinco operadores e aplicaremos a teoria desenvolvida aos seguintes sistemas: harmonico,
particula livre e quértico. Posteriormente, analisaremos os resultados. E, no Capitulo 5

concluiremos o trabalho e discorreremos sobre as perspectivas futuras.



Capitulo

Conceltos Preliminares

Neste capitulo apresentaremos os principais conceitos necessarios para o entendimento
do célculo de médias de operadores quanticos, que é o foco desta dissertacao. Inicialmente,
introduziremos os estados coerentes e, em seguida, discorreremos sobre o propagador nesta

representacao.

2.1 Estados Coerentes

Os estados coerentes |z) sdo de suma importancia para este trabalho, pois todas as
aproximacoes aqui desenvolvidas fazem uso de uma base composta por estes estados. Sua
utilizagao esta bem disseminada em varias areas da fisica; podem ser encontrados em teoria
quantica de campos, fisica atomica e molecular, matéria condensada, informacao quéntica,
etc. [6-8]. O primeiro que se interessou em estudar esses estados foi Schrodinger [30,
31], que estava procurando estados capazes de mimetizar o comportamento cléssico, i.e.,
procurava estados cuja dinamica do valor médio de um operador fosse semelhante ao seu

analogo cléssico.

Schrodinger investigava, em particular, estados |z) do oscilador harménico simples

(OHS), cujo Hamiltoniano é dado por

A 1
Hoh = th (de + 5) s (21)



2.1. Estados Coerentes 6

que deveriam satisfazer

(21X (1)]2) = x(t) e (z[P(t)]z) = p(t), (2.2)

e, além disso, serem estados de minima incerteza, i.e., AXAP = Nessa equagcao,

NS

x(t) e p(t) representam a trajetéria no espaco de fases obtida através de um tratamento
classico, enquanto que X e P sao os operadores de posi¢ao e momento, respectivamente.
Os operadores de aniquilacio a e criacao a', também chamados de operadores escada

nesta dissertacao, sao escritos em funcao de X e P como

1 X+,P 4+ 1 (X P 23
a = ——= - 1— e a' = ——= —_— — 11— .
V2 \ b c V2 \ b c]’

com b = \/h/mwy e ¢ = /hmwy. Aqui, wy ¢ a frequéncia angular do sistema, m a massa
da particula em questao e h é a constante de Planck dividida por 27. A partir da relacao
de comutacao [X , ]5] = ih, podemos mostrar que [a,a’] = 1. A atuacdo desses operadores

em um auto-estado de energia |n) de H,y, se dd da seguinte maneira:
a'ln) =vn+1ln+1) e aln) =+vnln—1), (2.4)

dado que a'a|n) = n|n), sendo n» um nimero natural qualquer.

Embora historicamente os estados coerentes tenham sido introduzidos com este pro-
posito de estudar a transicao entre a Mecanica Quantica e a Classica, nesta dissertagao
optamos por utilizar maneiras equivalentes para construi-los. Uma delas, por exemplo,
define |z) como um auto-estado do operador aniquila¢do, sendo que seu autovalor é o

numero complexo que o rotula,
alz) = z|z). (2.5)
Por esta defini¢ao, podemos decompor |z) na base de auto-estados |n) do OHS, i.e.,

[2) = Cul2)In). (2.6)

Uma maneira de encontrar os coeficientes C,,(z) é aplicar m vezes o operador a na equa-



2.1. Estados Coerentes 7

¢ao (2.6), que implica em

n!

M2y = Culz)y | ———In—m). (2.7)

(n—m)!

Entao, calculando o produto interno com o estado de vacuo, temos

ZTL

Cn(z) =

9

!

Co(2) pode ser encontrado ao impormos que o estado |z) deva ser normalizado, de forma

que

PIEACDIEDY %wo(z)ﬁ: | Col2) =1

1212

= [Co(z)[=e 7. (2.9)

Finalmente, a menos de uma fase global advinda da fase de Cy(2), podemos escrever |z)

CO1mMo

=Y \jm|n>. (2.10)

A partir da relacao acima é simples mostrar que estados coerentes nao sao ortogonais

entre si:

*m /T
<Z|Z/> _ e—\z2*|2€—\;/|2 Z A4 <m|n> _ €7|22|27%2+Z*Z/. (211)
m,n

vm!n!

Relacoes de completeza para estados coerentes podem ser escritas como

[ S = - [ dels) d(tmlz) |2
_ /d2d2*|z><z|: 1, (2.12)

21

podendo ser facilmente comprovada ao escrevermos o estado coerente na base de |n) e,

em seguida, resolvermos a integral.

Retornando as ideias de Schrodinger, o estado mostrado na equacao (2.10) satisfaz a
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equagao (2.2) desde que

L_ L <<z|f<<t>|z> +Z.<z|13<t>|z>> | (213

Além dessa propriedade, o estado coerente possui outra que o aproxima da Mecanica
Cléssica. Sao estados de minima incerteza segundo o Principio de Heisenberg, AXAP =

g, portanto sao os estados que mais se aproximam de um ponto no espaco de fases.

Destacamos também que as funcoes de onda que descrevem esses estados na repre-
sentacao de coordenada ou momento sao gaussianas de largura b e ¢, respectivamente. E,
ao ser submetido ao potencial harmonico (2.1), o pacote de onda mantém a coeréncia e

pode-se mostrar que o desvio padrao é constante, fundamentando a escolha do seu nome.

Devemos salientar que mesmo tendo sido os estados coerentes deduzidos a partir do
OHS, eles podem representar o estado de uma particula independentemente do sistema ao
qual ela interage. Porém, algumas conclusoes tomadas acima nao serao mais véalidas. Por
exemplo, ao interagir um sistema com uma particula, esta descrita inicialmente por um es-
tado coerente, o estado resultante pode passar a nao ser mais descrito pela equagao (2.10),

deixando portanto de ser coerente.

Antes de encerrarmos a secao, é conveniente apresentarmos uma terceira forma de
construir |z), que tem a vantagem de facilitar a deducao de suas fungoes de onda. Trata-
se de escrevé-lo como um deslocamento a partir do estado de vacuo. Definimos o operador

deslocamento D(z) como

A

D(z) = *4'—#"4, (2.14)
Utilizando uma versao simplificada da férmula de Baker-Campbell-Hausdorff

el = eAtBeslAB] (2.15)
valida quando [[A, B], A] = [[4, B], B] = 0, podemos escrever o operador acima como

S _lz?

D(z)=¢ 2z e (2.16)



2.1. Estados Coerentes 9

Para obter o estado |2), aplicamos D(z) no estado de vacuo de forma que

A 22 .t =12 zat
D())0) = e e |0y =2 Z< " oy

n

_ e-"fz\j—%\m 12, (2.17)

que pode ser verificada através da equagdo (2.10). Com a igualdade acima, podemos
facilmente escrever |z) na representagdo de posicdo e momento. Para isso, utilizando a

equacio (2.3), escrevemos o expoente de D(z) em funcao de X e P:

1 ok *
z&T—z*d:—<Z ZX—¢Z+ZP>. (2.18)

V2 b c

Utilizando novamente a equagao (2.15), podemos escrever o operador deslocamento como

. (=2 g ;42 p *2 52

D(z)=e w2 Te vz e T, (2.19)

Com o resultado acima, podemos obter

(z—z )X 71(Z+Z )P 2*2_52
4

(z|z) = (z|D(2)|0) = (z|e vz “e " vz e 0)
S¥2_,2 z—z*)
= T N — (2 4 27)/(0VD)0)
— ()M eV e, (2.20)

onde utilizamos o operador translacao e~iAP/ " que aplicado no estado |x) o translada

para |z + A), e a fungao de onda para o estado fundamental do OHS [30]
2

(2]0) = (nt?) Ve (5a) (2.21)

Com o resultado acima, podemos calcular o produto interno entre o estado coerente e um

vetor da base de momento, obtendo

0l = [ Bl = [ Sl
= (me?) Vb (BivE) i) (2.22)

Y
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em que simplesmente resolvemos a integral gaussiana complexa presente na primeira linha.

Observe que, ao calcular o médulo ao quadrado da equagao (2.20), obtemos

ale)P = (x?) e H (BB e (VB e
12 (z_G9)? _ (e—(%))*
= (w?) Ve G = () e (2.23)

e, de modo similar, para a equagao (2.22),

_ (p—(P))?
[(pl2) 2= (we?) e, (2.24)

onde foi utilizado a definicdo de z (2.13). Note que encontramos uma gaussiana em
posicao e uma em momento com larguras b e ¢, respectivamente, como mencionamos

anteriormente.

2.2 O propagador

2.2.1 Propagador quantico

O propagador K, (z,,z,,T) em estados coerentes é um objeto fisico que nos da a
amplitude de probabilidade de um dado |z,) evoluir para |z,), apés um determinado
tempo 71", quando submetido a um Hamiltoniano geral H. Nesta dissertacao, é conveniente
definir um propagador para valores negativos de tempo K_(z,, z,,T), que, para os casos
tratados aqui, representa uma retro-evolugao temporal do estado |z,) seguida por uma

projecao em |z,). Representaremos estes dois objetos através de

Ke(zy, 20, T) = (29|Ue(T)|2), (2.25)
em que £ = + representa uma evolucao temporal, enquanto que ¢ = — uma retro-

evolugao. U, é o operador unitario de evolucao temporal e U_ pode ser interpretado como
o operador unitario de retro-evolucao temporal. Para um Hamiltoniano independente do

tempo, temos:

Ue(T)=e " w . (2.26)
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O propagador de Feynman e o limite semiclassico

Como uma forma de preparar o leitor para o entendimento da férmula semiclassica
do propagador em estados coerentes (2.25), discutida logo a seguir, decidimos revisar
brevemente o propagador de Feynman no limite semiclassico, tema que, sem duvida, é

muito conhecido.

Na formulacio de Feynman [32], o propagador K (2/,z",T) = («'|U(T)|2") na repre-
sentacao de posi¢cao é expresso como uma soma de todos os caminhos possiveis que levam
2’ a 2”, no intervalo de tempo T. A contribuicao de cada caminho na soma é dada pelo
iS/h

nimero complexo e/ em que S é a sua acao cldssica. Essas ideias sao expressadas

através da integral [32-34],

K(m’,x”,T):/ » e Dx(t), (2.27)

onde Dz(t) é formalmente definido por

Da(t) = Jim (0 )W [ﬁdxk], (2.28)

N—oo \271he

em que se admite a discretizacao do tempo T em N intervalos de tamanho € sendo que
o Indice k faz referéncia direta com esses intervalos intermedidrios de tempo. A rela-
gao (2.27) é bastante conhecida e pode ser demonstrada, em um contexto exclusivamente
quantico, escrevendo-se o propagador como um produto de propagadores infinitesimais e

inserindo-se identidades de maneira conveniente entre eles.

No limite semicldssico S/h — o0, ao longo de caminhos vizinhos, o integrando da
equagao (2.27) oscila com frequéncia muito alta em torno de zero e consequentemente o
resultado da integral é praticamente nulo. Os tinicos caminhos importantes para o célculo
sao aqueles em que se verifica pequenas variacoes na acao .S, i.e., apenas caminhos para os
quais 65 = 0 contribuem efetivamente. Pelo principio da minima acao de Hamilton, esses
sao, justamente, as trajetorias classicas do problema. Expandindo a agao S em torno de

uma trajetéria classica obtemos

K, 2", T) ~ e /efﬁ&SQDx(t), (2.29)



2.2. O propagador 12

que nada mais é do que uma integral gaussiana multidimensional de resolucao simples.
Como vemos, no limite semiclassico, a integracdo sobre todos os caminhos recai sobre
) ) s

apenas um, que trata-se justamente da trajetéria classica.

2.2.2 Propagador semiclassico em estados coerentes

Uma férmula semiclassica para o propagador em estados coerentes (2.25) pode ser
encontrada utilizando, essencialmente, o mesmo tipo de aproximacao utilizada acima.
Como nao é objetivo desta dissertacao apresentar esta dedugao em detalhes, a seguir,
apresentaremos apenas sua ideia geral e, em seguida, mostraremos o resultado final. A
deducao do propagador semiclassico em estados coerentes pode ser encontrada em diversos
artigos [10, 35, 36]. Porém, nesta secao utilizamos como referéncia principal o artigo [10].

Para o caso do retro-propagador, detalhes podem ser encontrados na referéncia [19].

Iniciamos o estudo discretizando o tempo 7', no propagador (2.25), em N intervalos
infinitesimais de duracéo €, de tal forma que Ue(T) = [[>_, Ue(¢). Entre cada operador

Ug(e) introduzimos uma identidade (2.12), obtendo, ao final do processo,

) N1 dgzj —igHe
Ke(zy, 2, T) = ]\}g)nm\//l_[ T (zgle™*
— A}gn@//H( )Kg (2, 2N-1,€) ... Ke(21, 2, €).

Ao calcular cada um dos propagadores infinitesimais dessa equagao, podemos escreve-la

ZN_1> e <Zl‘€_i§bHE

Zu)

CcOo1mo

Ke(zy.20.T) = Jim / / H( )exp [%sg(w)], (2.30)

onde w ¢é o conjunto de pontos (z;, 2y _1,---, 25, 2y ZN—1,- -, 2u) € 0 objeto Sg(w) estd

relacionado a acao classica.
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Trajetorias criticas complexas

De maneira similar a integral (2.27), a equagao (2.30) pode ser interpretada como
uma soma de contribuicoes de todos os caminhos que ligam z, a z,. Assim como na
integral (2.27), no limite semiclassico apenas caminhos criticos contribuem efetivamente
para o calculo da integral. Novamente observamos que tais caminhos podem ser identifi-
cados como trajetérias classicas a seguir especificadas. Em termos de varidveis complexas

auxiliares u e v, elas sao as solugoes das equacoes de Hamilton:

0H 0H
s _ i 2.31
5 iht e 5 ih, (2.31)
em que a Hamiltoniana auxiliar classica H é dada por H(u,v) = H(z,2z*) = (z|H|2),

expressao que também define implicitamente a transformacao para u e v. Além do mais,
as trajetdrias contribuintes devem obedecer as seguintes condigoes de contorno:

* —

n para é- - +7

" / * (2'32)
u'=u(T) =2, e vV =v(0)=z, para §=—.

Note que utilizamos linha unica sobrescrita para se referir ao tempo inicial, enquanto que

linha dupla para o tempo final, notagao que sera mantida ao longo desta dissertagao.

Nesse momento se faz necessario explicar o porqué de utilizar as variaveis auxiliares
u e v ao invés de simplesmente manter z e z*. Também precisamos esclarecer a relagao
entre as equagoes (2.31) e as equagoes de Hamilton usuais em um espago de fases posigao-

momento.

Tendo em consideracao a equagao (2.13), escrevemos

z:%<%+iz—;> e zz%(%—z%) (2.33)

Se simplesmente realizarmos esta mudanca de variaveis (z, 2*) — (Z, p), as equagoes (2.31)

se tornam

W _s e _y (2.34)
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(XTI pTI T )

(X Py T )
®

Figura 2.1: Espaco de fases arbitrario. Dado um sistema e a condigao inicial (x,,p,,t =
0), pelo determinismo da Mecanica Cléssica, existe apenas uma tunica trajetéria (curva
continua) que a conecta ao ponto (zp,pr,T), passado um intervalo 7. Considerando
0 mesmo sistema, podemos concluir que é impossivel encontrar uma trajetéria (curva
pontilhada) que conecte o ponto (z,,p,,t = 0) ao ponto (z,,p,, T).

onde H = H(z[%,p],2*[Z,P]), que evidenciam a relacio pretendida. A partir da equa-
¢ao (2.33), fica evidente que as condigbes de contorno (2.32) sdo super-restritivas, como

ilustramos na figura 2.1. Ou seja, dados 2

5 € Zu, Posicoes e momentos iniciais e finais sao

determinados, de modo que, em geral, encontrar uma trajetoria classica que os conecte
é tarefa impossivel. Porém, realizar uma extensao analitica do espaco de fases resolve
este problema. Neste procedimento z e p passam a ser variaveis complexas, de modo que
z e 2*, na equacao (2.33), deixam de ser complexo conjugado um do outro. Por isso,

redefinimos

u =

7( —l—zp) e vz%(%—i%), (2.35)
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em que é explicito que u* = \/iﬁ (% — p?) = v, exceto no caso muito particular em que

exista uma trajetoria classica real.

A forma final do propagador semiclassico

Expandindo a fungao S¢(w) da equagao (2.30) em torno da trajetdria classica até
segunda ordem, e resolvendo a integral gaussiana remanescente, encontra-se a férmula

semicldssica para (2.25),

K (25,20 T) = > Pe e (Se+Ge) =, (2.36)

traj.

onde a soma deve ser efetuada sobre todas as trajetérias complexas que sejam solugoes
das equagoes (2.31) e satisfazem as condigbes (2.32). A agdo complexa S¢ = S¢(zy, 2, T)

¢ escrita como
1 ", n
—Sg S uv—vu)—ﬁH dt+2(uv + u"v") (2.37)
e o funcional G¢ = G¢(27, 2, T) como

i, & (T (ioH
596 = 5/0 (ﬁmm) dt. (2.38)

O termo de normalizacao A é dado por

1
A= 3 (1292 42]?) - (2.39)
Para finalizar, apresentamos o pré-fator

i 2S¢
h 02,0z, ’

Pe = (2.40)
Observe que a tinica dependéncia explicita do propagador (2.36) com z, e z,, se encontra na
normalizacao A. Isto significa que, excluindo-se e *, a Eq. (2.36) é uma funcio analitica
de z; e z,, fato que permitird diversas manipulagoes conforme veremos no decorrer do

n
texto.
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Matriz instabilidade

A matriz instabilidade M ou matriz tangente de uma trajetéria é uma matriz que
equaciona os desvios infinitesimais dos pontos finais gerados pela propagacao de desvios

iniciais arbitrarios:

ou” ou’ M, MS, ou’
= M, = : (2.41)
o o’ MS, MS, o’

Ela se mostrara 1til pois é possivel escrever o pré-fator Pe, dado pela equagdo (2.40),
em funcao de seus elementos, facilitando a implementacao computacional do calculo do
propagador. Para relacionar M, com as derivadas da agao S, utilizamos a equagao (A.12),

obtida no Apéndice A,

i0S; | v, para (=4,
h 82“ V" , pala 5 =
(2.42)
i0S, | u" , para =+,
h 0z, v, para §=-—
Para construir a matriz M, primeiramente para £ = +, devemos recordar que v’ =
v'(u,0") e u” = u"(u,v"), onde u’' e v" sdo, por defini¢do, z, e z;, respectivamente.
Diferenciando a equagao (2.42) encontramos
i 0°S i 0*S
Sv = — + Su' 4 — + 5,0//’
h Ou'0u’ h ov"ou!
i 0°S i 0°S
su’ = 5w 4 ————0" (2.43)

h Ou'Ov” Y h Ov"ov"

Reescrevendo os termos de modo a deixar os deslocamentos finais em func¢ao dos iniciais,

encontramos as expressf)es

v’ Ou’ au/2

2 -1 2 2 -1
s = —(25) ZSreu + (25) o,

(2.44)

—1 -1
; 9%S 9%S 9%S 9%S 9%S 9%S
5u” - % |:8u’8:)_” - av//; ( 81}”8-:1,’ ) au/; :| 5'&/ + avl/; (81}”8‘;’ ) 51/ .
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Escrevendo este resultado na forma matricial e comparando com a equacao (2.41), obtemos

os elementos de M :

i [ 95, 928, ( 925, )_1 o2s. | 825, ( 928, )_1
h

m ou' Ov'’ - 8’0”2 v’ Ou’ au/Q 61}”2 v’ ou’

M, = 2 N NS (2.45)
028, [ 9284 i 928,
"%\ ov" o’ h Ou’ov"
Para £ = —, o processo é andlogo, com z, = u” e z; = v'. Tendo em mente esse detalhe,
encontramos
i s\ (oS \ Tl ers.
h ou'' ov’ ou'' v’ v'?
M_ (2.46)

~

s (*s. \' | s, s [o*s. \ 'S
au//Q ou' O’ i3 v’ ou!’ au//Q ou' o’ (91)’2

A partir das duas tdltimas equagoes, o pré-fator (2.40) pode ser identificado como

[ 1 1
M_;;] == P+ (§ _M_u = P—« (247)

Escrever o pré-fator em termos da matriz tangente é de grande ajuda nos casos em que
as trajetdrias sao obtidas numericamente, pois é mais facil encontrar M, do que calcular

derivadas da agao conforme a primeira prescricao para P [equacao (2.40)].

2.3 Propagador semiclassico — aplicacoes

Para ilustrar a formula (2.25) utilizamos como exemplo os casos do OHS, particula
livre e o oscilador quartico. Os dois primeiros apresentam resultados semiclassicos coin-
cidentes com os exatos, pois a férmula (2.36) foi desenvolvida a partir de uma expansao
em ordem quadratica, entao, para Hamiltonianos até essa ordem, o resultado é exato.
Enquanto o ultimo sé pode ser resolvido numericamente e possui infinitas trajetérias

contribuintes.
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2.3.1 Particula livre

O Hamiltoniano para a particula livre é dado por

- h
Hy = 5—=——= (a'a' +aa - 2a'a - 1), (2.48)
em que o parametro wy é escolhido como sendo o mesmo da equacao (2.3). A Hamiltoniana

auxiliar, que é a média do Hamiltoniano no estado |z), pode ser facilmente calculada e tem

_ hwo

“0 (v? — 2uv +u® — 1). Assim, as equacoes de movimento (2.31)

a seguinte forma Hp =

se tornam
—(u—v)=iw e —(u—v)=1iu. (2.49)

Note que as trajetérias contribuintes para K7° sao governadas pelas mesmas equagoes
de Hamilton, mas as condigoes de contorno sao diferentes. Por isso escrevemos as duas

solugoes de (2.49), [uy(t),v4(t)] e [u—(t),v_(t)], como

us(t) = —MTO(Ai C Bt AL e wvat) = _%(Ai ~B)t+By.  (2.50)

Impondo as condigoes de contorno (2.32), encontramos as constantes arbitrarias

* iwoT _wwoT %
A, —» B, — Pnt T A - [T e B —
+ + = 1+ion ) - 1_iw0T - n
2

2

Verifica-se, portanto, que, para a particula livre, as trajetérias envolvidas no céalculo de
K estao completamente determinadas. Além do mais, dados z,, 2z, e T, existird apenas
uma Unica trajetoria contribuinte para K%°, e outra para K*¢, reduzindo o somatério da
equagao (2.36) a apenas um termo. Inserindo as trajetdrias para o calculo do propagador,

obtemos

g BT oz (e m (AR T
h ¢ 4 2 1_+_i§°;0T 2 1_'_i§u;0T i 3 4
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e o pré-fator Pe = (1 + @TOT)_I. Concluindo, o resultado final para o propagador semi-

classico é

_A * i{on * 7;£UJOT ¥
sc __ € T + 5 Au 2y [ 2 —+ 52
fe o ﬁexp{ 2 (T B | T\ T e ) (- (2.51)
1+ =% 3 .

O resultado exato, por outro lado, pode ser obtido ao inserirmos duas identidades na

representagao de momento na equagao (2.25):

Ke = /dpndpu<zn|pn><pn|6_i€leT/h|pu><pu|zu>

B /<Zn’P><p|Zu>eiépQT/?mhdp

*

6—%‘(zu+z;)—7"(z;+zn)

~3(B-ivas) -4 (2 ivan) it T/2mh g

= e
Vre?
z¥ * 2
e—%(zu+z;)—7"(z:’+z7,) T2 Z;‘,2+Zﬁf% (ZWWZZ)T
- 2 wntT © T
w
mc? I+ =3
sc
— K, (2.52)

onde usamos a equagao (2.22) e resolvemos a integral gaussiana complexa completando
quadrados. O resultado acima nao apresenta nenhuma novidade, pois, conforme comen-
tado na segao anterior, o propagador semiclassico foi desenvolvido a partir de uma expan-
sao em segunda ordem. Entao, é esperado que, para um Hamiltoniano até essa ordem, o

resultado seja igual ao exato.

2.3.2 OHS

O Hamiltoniano do OHS é dado por

H ﬁ2+1 2 — hup (ata + 2 (2.53)
= — 4+ —mwot” = hwy | a'a + = .
oh = 5 5o 0 5]
onde novamente escolhemos a frequéncia angular wy igual a do estado coerente. A Ha-
miltoniana auxiliar é encontrada ao calcular a média do Hamiltoniano em um estado |z).

Nesse caso, é simples ver que H,, = hwy (vu + %) Aplicando-o as equagbes de movi-
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mento (2.31), obtemos
—WeU =10 € Woll = 1. (2.54)

Pelas condigoes de contorno dos propagadores, obtemos duas solucoes distintas para as

trajetorias referentes a K3° e K*¢, que podem ser escritas respectivamente como

* zwot T)

Tt e uy(t) = 2 :

us(t) = z,e

2.55
u_(t) = Zue_iwo(t_T) e v_ ( ) * Zwot ( )

Usando essas solucoes diretamente na definicao dos elementos do propagador, obtemos

h(JJofT hng

Ge = 5 Se = 5~ ihz,zpe e wotT ¢ Pe = g~ wotT

O que nos leva ao resultado:

iwo€T 1 2_1 2 %, —iwgET
sc __ — —2|2ul?—52n|? jzuzie w0
K3 =e 72 e 2l 2l fnn ,
que é idéntico ao exato:
. T Ata 1 _imogT .
Ke = (zle fwoeT (@ a+2)|zu> =e 2 (zle WOSTZ;)
iwgET 2 1y, 12 * —iwg €T

= 67 % 67§|ZP4| 7§‘Z"7| ez,uzne iwpé ) (256)

Como esperado, novamente para um potencial quadratico, o resultado semiclassico ¢é idén-

tico ao exato.

2.3.3 Oscilador quartico

s

O 1ltimo exemplo a ser estudado é o sistema quartico, que esta relacionado com
o Efeito Kerr Optico [37]. Esse efeito é oriundo da mudanca do indice de refracao do
material em resposta ao campo elétrico aplicado, induzindo, no material, efeitos épticos
nao-lineares. Como essas correcoes sao pequenas, esses efeitos se tornam significantes em

feixes de luz muito intensos, como por exemplo, o laser. Por simplicidade, utilizaremos
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apenas o Hamiltoniano da interacao nao-linear, que é definido como*

1
= (hw] (a*a*&& + 2a'a + Z) : (2.57)

onde ¢ é um parametro cuja unidade é o inverso da energia e, novamente, escolhemos a
frequéncia do OHS como wy.

A Hamiltoniana auxiliar classica ¢ dada por H, = (h*w? [(1+ uv)? — 2], e as equagdes
de movimento sao

—wl+w)v=10iw e [W(1+uv)u=1iu, (2.58)

onde definimos @ = 2(hwi. Essas relagoes implicam claramente que uv é constante.

Usando isto, conclui-se facilmente que as trajetérias contribuintes para K5 sao dadas por
ui(t) _ Aie—i&;(l—&-uv)t e U:t(t) — Bie—l-id;(l—l-uv)t. (259)

Aplicando as condicoes de contorno (2.32), podemos concluir diretamente que Ay = z,
e B_ = z;. No entanto, é um pouco mais complicado encontrar as constantes By e A_,
pois elas devem satisfazer as seguintes condigoes:
. " .~ o
A e iwzp AT Zue—HwT e B_i_@—sz“B"'T — Z;;@ sz’ (260)
que sao equagoes transcendentais com infinitas solugoes. Cada solugao de A_ e B, obtidas

numericamente a partir do tltimo conjunto de equagoes, podem ser escritas como a,, e b},

respectivamente, com indice n = 1,2, .... Assim, as trajetérias sao explicitamente dadas
por
uf) (t) = z e~ @mmbite=idt ¢ Uin) () = b*etiPmubitetiot (2.61)
o™ (t) = ape~@m=te=it o v(_”)(t) — Zze-&-i@anz;‘]te-i-id)t‘

!Note que, nesta dissertacio, chamamos de Hamiltoniano quértico o Hamiltoniano do OHS ao qua-
drado, que nao deve ser confundido com a defini¢io comum de oscilador quartico p?/2m + A\G*.
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Com as trajetérias em maos podemos calcular cada elemento do propagador (2.25):

Eng 1 1
= ¢hoT [% - g} —ihs e G =¢naT {7,5 + 5} : (2.62)
onde 7,7 = z,bf e, = anz,. O pré-fator Pg pode ser calculado da seguinte maneira.
Dado um conjunto (z;, z,, T ), encontramos as solugdes b e @, da equacio (2.60). Se nés
fizermos uma pequena variagao da forma (z; + dz;, 2, + 62,,T), as novas solugdes serao
b + 6b% e @, + da,. Agora, substituindo essas solucoes na Eq. (2.60), encontramos, ao

desprezar as variagoes em 22 ordem,

T 1 ;~ B* 2T
= (el e (S,

Zy \1+iwz, b5 T 1+ w0z,b:T

Qn

Z

1 iwa:T (2.63)
S I ) g,
3 (1 —i@z*anT) et <1 —sz*anT) “n

n

oa, =
n

Destas equagoes podemos concluir que

oby, by, ( 1 > oby < iw(b:)*T )
0zr = \l+iwz,b:iT )’ 0z,  \l+iwz,b:T)’
n n H-n I H-n
da,  an 1 da, iwan*T (2.64)
0z, 2z, \1— iwzia T )’ 0z o\l - iwzha T )

Usando os resultados acima, de acordo com a equagao (2.40), e a expressao de Sg(n) en-

contrada na equagao (2.62), o pré-fator pode ser escrito como

1/2
P = { i ( ! )] . (2.65)
ZuZy \1+ ioysT

Finalmente, escrevemos a equagao (2.36) como

1/2
K = o Ler AZ [ " ( 1 )} ST+ (1o (2.66)
— 22y \1 —I—Z&WET

O resultado exato, por outro lado, pode ser escrito através da série

Ke = (zle 55 @ard) |, ) = o AZ (2 Z“ o~ nn+1) (2.67)
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que, em principio, pode nao ser expressa por uma férmula fechada. Em particular, para
T =kt = 2nk/®, com k inteiro, a série pode ser calculada de modo que K¢(zy, 2, kT) =
K¢ (2, 24,0). Note que o parametro 7 = 27/@ é, portanto, um perfodo para K. Assim,
o valor de T normalizado por 7, quantidade definida por § = T'/7, é uma importante

referéncia para medidas de tempo e serd usada no futuro em aplicagbes numeéricas.

Para T' — 0, se mantivermos nos calculos apenas a primeira ordem em 7', é facil
mostrar que as duas ultimas expressoes sao equivalentes. No entanto, para valores maiores
de T precisamos fazer um calculo numérico para compara-las, o que sera nossa préxima

tarefa. Para os parametros envolvidos em H,, escolhemos ( = wy = m = 1 em unidades

—~ "RefF1=0]
— Im[F]=0 |

o
o
T

50

-5

-

50 100

—-100L,
-100 -50

ol

—
o
-~

Figura 2.2: Curvas para as quais Re[F| = 0 (azul) e Im[F] = 0 (vermelho) no plano
complexo B, onde ' = B et@sB+T _ z;e_i(&’)T. As solucoes que procuramos sao as
interseccoes das curvas de nivel. Utilizamos valores diferentes de tempo para demonstrar
o aumento do nimero de solugoes contribuintes com o aumento de 7. Nas figuras (a)-(c)
utilizamos T'= 0,005, T'= 0,05 e T' = 0, 5, respectivamente. Fizamos h = 0, 3.
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arbitrarias. Com relacao aos estados |z,) e |z,), fixamos seus rétulos

14

2y = 2y = .
H n /_2h

Os outros dois parametros livres T e h sao variados conforme discutido a seguir.

(2.68)

Para o calculo do propagador semicldssico (§ = +), encontramos as solugoes a,, e
b da equagao (2.60) de maneira grafica e aproximada, e as aprimoramos utilizando um
método numérico de busca de raizes. Como ja discutimos, para um dado valor h e T', é
possivel encontrar infinitas solucoes. Porém selecionamos apenas aquelas que contribuiam
significativamente ao calculo, que sao, justamente, as solugoes que se encontram préximas
a origem. Como pode ser observado na equacio (2.66), para valores grandes de 75 o
propagador semicldssico pode divergir ou ir a zero, contudo, para valores de 75 préximos
de zero, o propagador (2.66) pode convergir em um valor com médulo menor do que 1. Por
exemplo, para T' = 0, é possivel calcular (mesmo analiticamente) uma unica solugao da
equagdo (2.60): A_ =z, e By = z;. Grosso modo, todas as outras solugdes se encontram
no infinito para este parametro. Para valores de T' suavemente maiores, verifica-se que a
solugao anterior também é alterada suavemente. Por exemplo, para T = 0,005 e h =0, 3
podemos verificar que uma solugao é dada por z; + 4, onde § = 0,017 + 0,016i. No
entanto, outras solugoes podem migrar do infinito e passar a contribuir, como visto na
figura 2.2. Quanto maior o valor de 7', maior ¢ o nimero de solugdes contribuintes.
Define-se uma familia de trajetérias como o conjunto daquelas originadas de solucoes a,,

e b} continuamente obtidas a partir da variagao de 7.

Na figura 2.3, no lado esquerdo, comparamos o propagador calculado via Mecanica
Quantica [equacao (2.67), com a série convergida em n = 50] com o semicléssico (2.66),
para h = 0,07 em funcao de #. Para o lado direito consideramos h = 0, 3. Para ilustrar a
dependéncia do niimero de trajetérias contribuintes em fungao de T', no lado esquerdo da
figura 2.3, mostramos o propagador semiclassico quando apenas uma tnica familia contri-
bui (curva azul). Verifica-se que o resultado é satisfatério apenas para valores pequenos
de T. Ao incluir uma segunda familia (verde), a concordancia se estende para valores
maiores de 7. Quando se inclui quatro familias (vermelha), o resultado semiclassico con-
corda bem com o exato para praticamente todos os valores de T' mostrados. Na figura 2.3,

lado direito, utilizando um valor de & um pouco maior, pudemos calcular o propagador
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0.8 0.80y

0.9 0.60)

0.40

0.4

0.2 0.20

Figura 2.3: A esquerda: propagador exato (curva preta) e semicldssico em funcao do
tempo adimensional #, para i = 0,07. O propagador semiclassico envolvendo somente
uma familia de trajetorias é representado pela curva azul. Para duas, trés e quatro
familias, os propagadores semiclassicos sao representados pelas curvas verde, laranja e
vermelha, respectivamente. A direita: propagador exato (curva preta) e semicldssico
incluido 6 familias de trajetérias (vermelha) em fun¢ao do tempo adimensional , para

h=0,3.
0.8 o.]

0.6 0.6}

04 04

0.2 k 0.2

085 (0] 02 03 0 o 02 03
0 0

-0

Figura 2.4: Retro-propagador exato (curva preta) e semicldssico (vermelha) em func¢ao do
tempo adimensional 0, para A = 0,07. Lado esquerdo: 4 familias de trajetérias. Lado
direito: 6 familias de trajetdrias.

por um periodo completo 7. Seis familias de trajetérias foram necessarias para reproduzir
aproximadamente o resultado quantico. De fato, como, para este grafico, o valor de h ja

é consideravelmente alto, consideramos o resultado bastante satisfatorio.

Na figura 2.4, para h = 0,07, mostramos que comportamento do retro-propagador
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K*¢ é andlogo ao K%°. No lado esquerdo, incluimos apenas quatro familias no calculo
semiclassico, enquanto que, no grafico do lado direito, seis familias sao incluidas. Note,
novamente, que a inclusao de trajetérias estende a concordancia com o resultado exato

para valores maiores de T'.



Capitulo

Aproximacoes para o valor médio

Neste capitulo, nos dedicaremos ao principal objetivo do trabalho que é desenvolver
aproximacoes para a dinamica do valor médio de um operador quantico. Para tal, conside-
ramos um operador genérico na representacao de Schrodinger escrito como A, = A(al,a),
onde A(a',a) é uma funcdo ordenada dos operadores a' e @, i.e., cada termo da expan-
sao em série de A pode ser escrito na forma (af)™(a)". Na representacio de Heisenberg
temos A, = UtA, U. Assumindo que o estado inicial é dado pelo estado coerente |zj), a

quantidade de interesse é calculada como

Ay = (z|UTAT]2)
. /d221 d222 <22|AS|21>

K_ t) K t
- <22|21> <2’2\21> (20,22,) +(Zl,20,)

dzydz]dzyd 2z 2, 2
= /—Zl él )222 ZQA(zg,zl) 2l E =gl K _(zo, 20, t) K (21, 20, ), (3.1)
i

em que A(z3,z1) = %. Na equagao acima foi utilizado a resolucao de unidade (2.12)

e a equacao (2.11). No decorrer do capitulo focaremos em desenvolver aproximagoes para

a equagao (3.1).

27
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3.1 Formula semiclassica

O primeiro método desenvolvido para calcular o valor esperado de um observavel
A, utiliza-se da mesma aproximacao utilizada na derivacao dos propagadores semiclassi-
cos (2.25), a qual consiste em calcular as integrais da férmula (3.1) pelo método do ponto

de sela.

O método do ponto de sela (ou método do declive mais ingreme — steepest descent

method) é utilizado para resolver, no plano complexo z, integrais de linha da forma

I, = /g(z)eéf(z)dz, (3.2)

C

no limite em que A — 0. Uma discussao detalhada do método encontra-se na referén-
cia [28]. Sua ideia geral consiste em resolver aproximadamente a integral ao longo de um
caminho conveniente C’ e justificar, via Teorema de Cauchy, a equivaléncia do resultado
entre os dois caminhos. De fato, esta justificativa sé é factivel para problemas simples
(baixa dimensionalidade e fungées nao muito complicadas). Para o caso tratado aqui,
simplesmente assumimos que existe equivaléncia entre C' e C’, e eventuais resultados nao-
fisicos sao atribuidos a utilizacao indevida desta hipétese. O caminho conveniente é aquele
que atravessa um ponto de sela z, possui parte imaginaria de f(z) constante, e zZ deve ser
um maximo da parte real de f(z) ao longo do caminho. Pode-se demonstrar que, dentre
os caminhos que emanam de Z, aqueles que satisfazem estes critérios sao os de descida

mais ingreme [para a parte real de f(z)], o que justifica um dos nomes do método. O

af(z)

2=~ = 0, e a facilidade para calcular a integral neste novo

ponto de sela é definido por
caminho se justifica por dois motivos: o integrando nao oscila abruptamente e enRe(/(2))
pode ser aproximada no limite assintotico h — 0 por uma gaussiana. Em termos praticos,
simplesmente expandimos f(z) em torno de z até segunda ordem e resolvemos a integral

gaussiana remanescente. O resultado é

2hm
|f"(z

I.~ g(%) I exp lfgj) + ia—} : (3.3)

onde 7/2 é a fase de f"(z).

Voltando a Ay, substituiremos, na equagao (3.1), os propagadores exatos pelos andlo-
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gos semicléssicos (2.25), obtendo

dzy du” dv’y dz ik
4;(: — e_\ZO|2 / ;ﬂ-i - 1 ](Z;, Zl) P (ZS’ UIL, T) ,P+<Ugl_, 20, T) eg]—'(z2,u,,v+,z1,T)7
(3.4)

onde reescrevemos zj e 2o como v’} e u” e definimos
Z’ — " I 1 "
ﬁ}_ = —z-u” +z§ co =V S (25,ul, T) + Sy (v, 20, T)
"
+ g (ZO’ )+g+(v+7207T)'

Por simplicidade, assumimos que K*¢ e K7 possuem, cada um, apenas uma trajetoria
contribuinte. Note que a tltima equacao consiste em uma integral de linha nas seguintes
varidveis: z3, u”, v/ e z;. Resolver a integral significa, para cada ponto ao longo do
caminho, encontrar as trajetérias contribuintes para g e calcular as fungoes presentes

no integrando. Em seguida, soma-se a contribuicao de cada ponto do caminho.

Segundo o método ponto de sela, no limite semiclassico, nao precisamos levar em

consideracao todos os pontos do caminho, mas apenas a vizinhanca do ponto critico
r=(z,u",7,0}), dado por

oF 52+ oF 5 " oF 52 n oF
02 - o’ 07 ! o'l N

Como cada uma das variagoes é independente entre si, podemos separar a equagao (3.5)

o t = (3.5)

de modo a obter o seguinte conjunto de equagoes:

' 0S S
%(%z:o, Lm0, e —d@ 45 =0, (3.6)

—/ —
Z2 U= 0, =&+ i ou

em que desconsideramos as derivadas sobre G4, ja que, segundo a referéncia [10], a me-
lhoria causada pela eventual adicao deste termo é menor que o erro da aproximacao em

si. Utilizando a equagdo (2.42) na (3.6), obtemos

=1/ =1 = =1 =% =1 =
=2, U =%, 0. =%, u =2. (3.7)

Essas quatro equagoes implicam em novas condi¢oes de contorno para as trajetorias de-

finidas pelo ponto critico: @ = u” = z; e v’ = ¥] = Z;, i.e., os pontos finais das duas
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trajetérias criticas (§ = %) coincidem. Partindo do pressuposto que elas sdo governadas
pela mesma Hamiltoniana e pelas mesmas equagoes de movimento (2.31), concluimos que
as duas trajetérias sao iguais. Dadas as condigoes iniciais 4/, = Zy e v = Z; e as con-
digoes finais, a nica maneira de obedecé-las completamente é considerando a trajetéria
critica como sendo a trajetoria real, u = v*. Utilizando a conclusao acima a respeito das
trajetorias, eliminamos o indice £ relacionado a trajetoria e comegamos a trabalhar com

apenas u e 0.

Apos finalizar a discussao sobre o significado do ponto critico, voltamos para resolver

a integral (3.4). Expandindo o integrando até segunda ordem ao redor de T, temos

d[oz5] d[ou" ] d[ov"] d[6z] EF

21 27

Aic — A(Q_)//J_L”) P_(Zg,ﬂ//,t) P_,_(T)”,th)/ y (38)

em que foi definido dz; = z; — z; (analogamente para as outras varidveis) e

(521
Sv"
2 _ " 7 * +
0°F = (521 ov u’ 5Z2>Q sur |
025

onde

P F P F P F P LT

21,21 21,25
2 2 2 2
Q _ avlmf 81)171]1‘7 avl’u/_/f 81)1’52“7

8,3// Zl f 8,3// ’Uf(_ -F 8,3// ’LL// f 8,3// Z; f
2 2 2 2
PouF Oy F P W F O F

V2,21

r

Assumindo que exista uma transformacao de varidveis unitaria Q que leve QTQ € a ter
uma forma diagonal, com autovalores \;, para j = 1,2, 3,4, é possivel escrever a tltima

integral como um produto de integrais gaussianas, cuja solucao ¢é vista abaixo,

4

dloz;] d[ou” ] d[ov]]d[6z1] 1507 1 13,62
/ 271 271 ¢ B _4_77'2j:1 /6 ac

4 i

1

_ ——H —27T: e
r? 2\ /]det Qf

(3.9)
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em que o é a fase total da integracao. De um modo geral, pouca atencao é dada para
a forma desta fase por causa de uma série de imprecisoes do método. Em aplicacoes,
entretanto, seu calculo pode ser muito importante, mas, neste caso, argumentos fisicos

contribuem para a sua avaliacao.

O valor de det Q pode ser calculado da seguinte maneira. A matriz Q, escrita de

forma explicita, é dada por

0 -1 0 1
S R (|
Q _ h o( +) . o 7 (310)
U CA
1 0 —1 0

cujo determinante é

- i 025, \ (i 05
der@ = 1= (ﬁaww (ﬁaw")?)
= 1- |: _uv (Mvv)_l] [Mvu (Muu)_1:|
o Muquv - Muvau o 1 (3 11)
N Mvauu B Mvauu' .

Para chegarmos a este resultado foi utilizado a equivaléncia das trajetérias M*T = M~
e a identidade M,,M,, — M,,M,, = 1. Esta tltima identidade se origina no teorema
de Liouville, que expressa a conservacao de volume do fluxo Hamiltoniano no espaco de
fases [33]. Substituindo este resultado e utilizando a equagao (2.47), a forma final para o

valor esperado é
(2| UTAU|20) &~ A = A", ad"). (3.12)

Para calcular a média semicldssica para um operador A precisamos obter as trajetorias,
dada as condigbes iniciais u' = zy e v' = 2§, evolui-las até o tempo final T', e substitui-las

na funcao A. Para facilitar futuras comparagoes, notamos que
(z0|U" (a")™ (@) U 20) = AG™ = (@)™ (u")". (3.13)

A féormula acima aparenta ser muito simples, o que nos leva a crer que ela nao sera capaz
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de mimetizar efeitos quanticos mais complexos.

3.2 Representacao em série

Nesta secao, de fato, nao realizaremos uma aproximagao semiclassica. Na realidade,
resolveremos formalmente a integral da equacao (3.1) de modo que A; seja representado

por uma série infinita. Comegaremos escrevendo a equacao (3.1) como

d?z1d? “24
Ay = e ol / fad = e T BV (ES ) k_(z5,22,T) ky(27,20,T), (3.14)

2
onde ki = K, é o propagador quantico nao-normalizado. Para dar continuidade,

realizaremos a seguinte mudanca de variaveis:

1 .
Zj(l’j,])j) = E (ZL’j + ij) s (315)

onde 7 = 1,2. Assim, podemos definir
® = A(z3[w2, p2], 2a[w1, ;1)) k(25 22[2, 2], T) k(21 [0, 1, 29, T)e el alenml (3 16)

Nessas varidveis, a equagao (3.14) é dada por

dzydxadpd 1
A = 6—|z0|2 / %e*g(ﬁﬂﬁﬂgﬂé)@u}b:L‘l,pg,xQ,T). (3.17)

Utilizando o resultado (B.4), desenvolvido no Apéndice B, a equagao (3.17) fica escrita

CO1mo

A = 6_\ZO|2 [eh<8§1+8§1)65(622—%812,2)(1)(2?1’ T1, P2, To, T)} . (318)

(p1,21,p2,22)=0

Ao retornar as varidveis antigas, obtemos

A, = eIl [eazwf e (e A(25, 21) k(2 20, T) ki (2], ZO,T))} . (3.19)

(#3.22,27,21)=0

Para utilizar a formula acima, precisamos calcular os propagadores quanticos exatos e a

funcao A, em seguida, efetuar as derivadas e, por fim, fazer todos os centros arbitrarios
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(23, 29, 27, 21) iguais a 0. Podemos avangar um pouco mais ao notar que as derivadas em
2} e z; atuam apenas no termo e*2* A(z3, z;). Para o caso particular A(af,a) = (a")™(a)",

entdo A(z3, z1) = (25)™(21)" e podemos concluir que

al+k

(57 A(4, 2) _ NE'O(I —m)O(k —n) (5[‘(1 —m) — (k—n)]

,(3.20)

em que ¢ é a funcao delta de Kronecker e © a fungao degrau de Heaviside. Utilizando o

resultado acima, o valor esperado nesta representacao em séries é dado por

(20|07 (a")™ (@) U 20) = AL™
= ¢ 1F [eazf’@ [k(_m)(za‘,ZQ,T) kin)(zf,zo,T)” . (3.21)
(#2,21)=0

em que k7 = Onk_(z5,22,T) e kS:L) = 0% k4 (21, 20, T). Esse resultado facilita a utilizacao
do método, pois diminui o nimero de derivadas que precisam ser calculadas. No entanto,
essa aproximacao pode ser extremamente dificil de implementar caso o propagador nao
possa ser expresso analiticamente. Observe que as férmulas (3.19) e (3.21) sdo exatas,
dessa forma, nao precisamos analisar o tamanho dos termos e a convergéncia da série,
no entanto, quando aplicarmos as féormulas acima, discutiremos com mais cuidado esses

elementos.

3.3 Classico-estatistico

Nessa secao faremos um contraponto as expressoes desenvolvidas anteriormente, uma
vez que calcularemos as médias exclusivamente através da Mecanica Classica, conforme
desenvolvidas na referéncia [29]. Definiremos a fungao cléssica A(z, p) = A(v[z, p|, u[z, p]),

em que

u:%<%+z§) e v:%<%—i§). (3.22)

A média cléassica desta funcao, no formalismo Liouvilliano, é dada por

(A(z,p))a = /dﬂ?idpi p(xi, pi) Alx(xi, pi, ), p(x, pi, 1)), (3.23)
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em que p(x;,p;) é a densidade cldssica de probabilidade inicial, que deve ser escolhida
convenientemente para representar o analogo classico de um estado coerente. Escolhemos
uma distribuicao gaussiana de larguras b, ao longo do eixo de posicao, e ¢, ao longo
do momento, centrada no ponto (xg,py) (que deve ser equivalente ao centro do estado

coerente |zg)). Explicitamente, escrevemos

_ (z;—20)? _ (ps—p0)>
e v¥ooe o

7h

p(xi,pi) = (324)

Substituindo na integral (3.23) e utilizando a equagao (B.4) do apéndice B, obtemos

v2

(A(z,p))a=€" 830+%6§0«4[I($o,p07 t), p(zo, po, t)] (3.25)

ou, equivalentemente,

2

(A(v,u))q = eaZS’ZOA[U(ZS, 20, 1), u(zg, 20, t)]. (3.26)

A média classico-estatistica para uma funcao A pode ser obtida substituindo as trajetorias
u(t) e v(t), dada as condigdes iniciais u(0) = zo e v(0) = 2, na funcao classica e aplicando

as derivadas nos pontos iniciais. Para o caso particular A(v,u) = v™u™, temos

2

0 * * *
(W) = AT = e =650 [u (20, 20, )] (2, 20, )] (3.27)
Uma outra maneira de interpretar o calculo realizado nessa secao ¢é através do formalismo
de Weyl-Wigner [21]. Nesse caso, na expressao (3.23), p(z;, p;) pode ser interpretado como
a fungao de Wigner de um estado coerente |zy), enquanto que A(zx,p) é a transformada
de Weyl de um operador /l, mantendo somente o termo de ordem zero, sem corregoes em
h.

3.4 Consideracoes sobre os métodos

Esse capitulo é o mais importante para a dissertagao, pois nele estda contido todo
o desenvolvimento das aproximacoes aqui utilizadas. As trés féormulas apresentadas fo-

ram desenvolvidas utilizando conceitos completamente diferentes. Acreditamos que as
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duas primeiras expressoes trabalhadas, equagoes (3.12) e (3.19), sejam originais. A f6r-

mula (3.26) ja havia sido desenvolvida em [29].

A aproximagao semicldssica (3.12) foi elaborada utilizando o método do ponto de
sela, em que partimos do pressuposto que estamos no limite em que 2 — 0. O modo
de utiliza-la é muito simples: para calcular médias quanticas, basta aplicar o tratamento
clédssico prescrito ao sistema fisico, e encontrar a trajetéria com condigoes iniciais u(0) = zg
e v(0) = z5. Os valores calculados u(T") e v(T") devem ser diretamente utilizados na
férmula (3.12) para obter o valor aproximado da média quantica. Note que este resultado
estd estreitamente ligado ao Teorema de Ehrenfest [30]; médias quanticas de posi¢ao e

momento, por exemplo, seguem, aproximadamente, trajetorias classicas.

Para a aproximagao (3.19), utilizamos uma manipula¢oes matemética que possibi-
litou transformar a integral (3.1) em uma série de derivadas. A férmula (3.19) é uma
representacao em série da média (3.1), em que aproximagoes podem ser implementadas
ao se efetuar o truncamento da expansao do termo exponencial. Essa aproximacao se
mostra interessante, pois o resultado pode ser melhorado ao se adicionar mais termos a
série, porém umas das maiores inconveniéncias é a necessidade de utilizar o propagador
quantico exato, que, na maioria das vezes, nao é facil de se obter. Mesmo assim, em geral,
a equagao (3.19) pode ser mais simples que a expressao exata, pois nao envolve nenhuma

equacao diferencial.

Em relacao a expressao classico-estatistica (3.27), fizemos simplesmente uma analogia

ao calculo da média quantica utilizando apenas a teoria classica.

No préximo capitulo utilizaremos todas estas aproximacoes para calcular a dinamica
do valor esperado em alguns sistemas de interesse e compararemos com o resultado quan-
tico exato. Assim, poderemos estudar quais sao as vantagens e limitagoes de cada uma
delas. Por termos utilizado aproximacoes tao distintas, sera interessante observar em qual

regime de A as férmulas melhor se adequam.



Capitulo

Aplicacoes

Neste capitulo, utilizaremos as aproximacoes desenvolvidas no Capitulo 3 para calcular
o valor médio dos observdveis X, P, X%, P? e Sy p[X?P], para os seguintes sistemas:
particula livre, OHS e oscilador quartico. O elemento S¢ p é um superoperador que

simetriza qualquer operador escrito na forma XmPr formalmente definido como
Sgp=e 2XTTx0p, (4.1)

Para utiliza-lo, devemos expandir a equacao acima e aplicé-la no operador que desejamos
simetrizar. No nosso caso, para X2P, temos
—ih

Sy (=it sy
Sy plXPP) = ) o OROpXP
— k!

- {1—%8X8p+...]X2P:X2P—ihX
X?P + XPX + PX?

- 5 . (4.2)

Os cinco operadores acima foram escolhidos para sistematizar o calculo e a analise
de resultados. Os dois primeiros sao os operadores usuais que definem uma trajetéria
média. Os dois seguintes podem ser utilizados para calcular a variancia, e o ultimo, que
convenientemente definimos como Y = Sy, p[f( Qf’], foi selecionado por apresentar uma

combinagao assimétrica simples de posicao e momento.

36
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Escrevendo esses operadores, de forma ordenada, em funcao dos operadores esca-
das (2.3), obtemos, ao definir A = (at)™(a)",

X = % (A(m) +A(10)> ’

P i (400 )
X? = g (A<02) + AR 42400 4 1) , (4.3)
p2 — _TCQ <A(02) Ry CONEDY (. 1) ’

D _Z-b_f; A03) _ AB0) ¢ 402 @21 4 401) _A(m)).

Para todos os calculos numeéricos efetuados neste capitulo, escolhemos m = wy = =1

e para o rotulo do estado coerente zy = \1/% O tempo de evolucao T e h sao parametros

livres.

4.1 Calculo quantico exato

Nesta secao, calculamos o valor esperado exato utilizando as diretrizes da Mecanica
Quantica. Para tal, encontramos as equacoes de movimento para os operadores a(t) e a'f(t)
via equacao de Heisenberg, substituimos no operador em questao e efetuamos o calculo do
valor esperado. A equacao de Heisenberg para os operadores escada, que nao dependem
explicitamento do tempo, é definida como

d 7.~ d

Ecz(t):ﬁ[H,a] e Eeﬁ(t):

l

ﬁ[H, a'l. (4.4)

As condigoes iniciais, para todos os potenciais, sao dadas por a(0) = a, e a'(0) = al, cujas

médias avaliadas no estado |z) se reduzem a

(a) =2 e (al) =z (4.5)
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OHS

O Hamiltoniano para o OHS, escrito em funcao de a e a', é dado pela equacio (2.1).

Utilizando a equagao (4.4) e as condigoes iniciais (4.5), encontramos
a(t) = ase™™t e al(t) = ale™. (4.6)

O OHS é um dos poucos casos que apresenta uma expressao fechada para o valor esperado

do operador A" = Ut (at)™(a)"U, cuja férmula é dada por
A = (A = () (o) el (@)

A partir deste resultado, todos os operadores da equagao (4.3) podem ser diretamente

obtidos.

Particula livre

O Hamiltoniano da particula livre é dado pela equagao (2.48). Utilizando novamente
a equacao de Heisenberg (4.4) e as condigoes iniciais (4.5), obtemos
iwo in

at) = == (as — abt+a, e a'(t)= e aht +afl. (4.8)

Diferentemente do potencial harmonico, esse Hamiltoniano nao apresenta uma férmula
ordenada fechada para o valor esperado de Aﬁm”) em funcao de a, e al. Entdo, para

calcular a média dos operadores selecionados substituiremos a equagao acima no conjunto
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de equagoes (4.3) e calculamos a média no estado coerente |zg), obtendo

= (X)) = 5 [isalzo— )T+ 20+ 5],

= (P) = —ig (0 - 3).

i = (X(1)?) = (@ + 24

P = (PTP) = () + 5,

opt = (1)) = (@) — i % [RiweT (20 + ) + (28T = 1) (20 — 7))

Oscilador quartico

O Hamiltoniano do modelo quértico é dado pela equagao (2.57). Ao aplicar a equagao

de Heisenberg (4.4) para a e a' obtemos, respectivamente,
a=—iw(a'a+1)a e o =iva' (a'a+1). (4.9)

A equacdo diferencial acima pode ser resolvida ao observar que o operador afa é indepen-

dente do tempo. Entao, aplicando as condigoes de contorno (4.5), obtemos

a(t) = e @(@ast)t 5o gf(p) = g ei@(@kas 1)t (4.10)
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Analogamente aos outros potenciais, as médias sao dadas pelas seguintes equagoes:

x;nq — % [Zoefia,Tﬂzo‘?(l,e—iDT) +ZS€MT*|ZO‘2(176MT)
2
P = —is [Zoe—in_|ZO|2(1—e—mT) B ZSGMT_|Z°|2(1_6M) ’
2
f;nq = % [(20)26_3i°~JT—|20|2(l—e*Zi@T) + (25)263i@T—|z0‘2(1—e2iJ/T>
+ 22925 + 1] ,
= _% [(ZO>26—31'@T_|ZO|2(1_572MT) n (z(}")263"°~JT_|ZO|2(1_62MT)
— 2 — 1],
Uflq — _Z-\b/_% [(Zo)gefﬁi@T—|zo|2(176—31':;T) + (25)3661'(1;T7|zo\2(17631'@7“)
+ (20)2Z36_2i°3T—|20\2(l—e*i‘DT) _ (Z8)2Z8€2iLDT—|ZO|2(1_ez‘ajT)
+ ZoefiovaleP(lfe—i@T) _ o pi®T |20 (16T
0 .

Com estas ultimas expressoes, completamos o calculo exato da média dos cinco operado-

res (4.3), para os trés sistemas fisicos considerados.

4.2 Formula semiclassica

A primeira aproximagao utilizada para calcular a dinamica do valor médio é aquela
obtida via método do ponto de sela (3.12) ou (3.13). Dado um Hamiltoniano quantico,
podemos obter as trajetérias classicas utilizando as equagoes de Hamilton (2.31) e as
condigbes de contorno da trajetéria real u' = zp e v' = 2J. A aproximacao é obtida
ao substituirmos o valor calculado de u” e v” na equagao (3.12). Todas as equagoes de
movimento para os sistemas estudados ja foram tratadas na Secao 2.3, portanto aqui

apresentaremos diretamente as trajetorias contribuintes.

OHS

Utilizando as equagoes de movimento (2.54) e impondo as condigdes iniciais obtemos

—iwot

u(t) = zoe e o(t) = zge™. (4.11)
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Para esse sistema é possivel encontrar uma solucao fechada para um operador escrito na
forma A Substituindo a equacao (4.11) na férmula (3.13), obtemos

(2| UTAM™T | 20) &2 AT = ()™ () el m—m)woT (4.12)

sC Y

cujo resultado ¢ idéntico ao quantico exato Al = Amn). Logo, todos os operadores (4.3)
calculados com esta aproximagao concordam com o resultado exato, pelo menos para o

OHS, como esperado.

Particula livre

Para a particula livre, a trajetoria real é obtida aplicando as condigoes de contorno
na equacao (2.49) e é dada por
iUJO itdo

u(t) = —7(2’0 —25)t+20 e 0(t) = —7(2’0 — 25t + 2. (4.13)

Substituindo a equagao acima na férmula (3.12) e aplicando no conjunto de equagoes (4.3),

obtemos

Q

sC __ mq
:Ct *xt )

sc _ .mq
by =D

b2
~sc __ ~mnq 22
Ty =T, + 5w0T ,

Q

~SC ~mq

~ Py =D

~
/'_j?
=
~ S~ ~——
%

sc mq bthT
o, =0y +1 NG

em que enfatizamos que o simbolo = foi inserido para indicar que média foi calculada via

P
/t_ﬂ\>
=

~—"

Q

[i(z0 + 25) + woT (20 — 23)] (4.14)

aproximagao (3.12). Para a particula livre notamos que os resultados semicldssicos nao
concordam completamente com o quantico, como vemos para as médias dos operadores
X2 e Y. Porém, no limite em questao, esta discrepancia torna-se desprezivel, ja que b — 0

quando h — 0.

A média semicldssica é igual a exata para os operadores X, P e P?. O resultado
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referente aos dois primeiros observaveis pode ser explicado ao observarmos que

Wy . . . m LR R R n
Amn) = {2 |:—70(CL5 —ah)t + ai] |:—70(CL3 —aht + as] |20)
W T dw "
R B S ORI

exceto quando m =len =0oum = 0 e n = 1. Para o operador P? o valor esperado
calculado semiclassicamente foi exato, pois esse observavel estd relacionado com a energia

do sistema, que é uma quantidade conservada,
2
c N N At A
(PA(T)) = (P(0)) = 3 ((a5) + ((ah)?) —2(ala,)).

Para os outros observaveis,em que notamos que os resultados nao coincidem, verificamos
que esse fato é consequéncia da férmula semiclassica nao ser capaz de reproduzir efei-
tos oriundos da nao-comutagao de operadores, conforme vemos na pentltima equacao.
Lembramos, entretanto, que poderiamos esperar que o calculo fosse equivalente ao exato,
ja que, conforme comentamos no final da Se¢ao 3.2.1, as aproximacoes sao baseadas em
expansoes até segunda ordem, mesma ordem do Hamiltoniano em questao. A impreci-
sao decorre do fato de termos tratado a fungao A(z3,z1,T) na equagao (3.4) como uma
constante. Se a tratarmos exatamente, expandindo-a também, o resultado deve se tornar

idéntico ao exato.

Oscilador quartico

Integrando a equacao (2.58) e aplicando as condigoes iniciais, obtemos

i@ (1+|20)?)t

u(t) = zpe~ e u(t) = zSei@(1+|z°‘2)t. (4.15)

A aproximacao semicldssica é dada ao substituir a equac¢ao acima na férmula (3.13), cujo

resultado é

AL = (29) ()i m—mIS(+Ha0)T, (4.16)

sC
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A partir desta equagao, todas as médias sobre os operadores (4.3) sdo obtidas:

e = % <Z(=)ke—id)(1+|zo|2)T +20€¢a;(1+|zo\2)T>7

P = _i% [deficb(lﬂzoF)T _ Zoeiw(1+|zo\2)T:| ,

Fo = % [(28)2672i®(1+|20‘2)71+ (zo)zeQia(leo‘Q)T—i-2za‘zo+ 1} :

o= _TCQ [(26‘)26*2@(1“‘20‘2” X (20)2€2io3(1+|z0\2)T 22— 1] ’

o* = —i% |:<ZS)36732'®(1+|20|2)T _ (20)363i®(1+|zo|2)T I (ZO)<ZS)2(¢@(1+|ZO|2)T

- ) L ) " )
(20)2(22) @ H DT | pxo=ia(tlzo)T _ cis( ol )T} ‘

O resultado acima é claramente diferente da média exata. Para A = A™", observamos

que

At A m e AT A n
Aglzn) — <ZO||:&2 efzw(aias#»l)t] [ezw(aias+1)t&8:| |ZO>

m

LAl [20 ei@(u\zOP)T] [ZS e—iw<1+|zO|2)Tr

SC
em que fica evidente a falha da aproximacao ao tentar imitar as propriedades do forma-
lismo quantico. Adiante, mostraremos alguns resultados obtidos numericamente para as

expressoes acima, em que a comparacao dos métodos fica mais clara.

4.3 Representacao em série

Para a representacdo em série, nao foi possivel avancar analiticamente (de forma
simples) nos modelos da particula livre e quartico. Os resultados para estes sistemas
foram resolvidos numericamente e os graficos comparativos se encontram na Secao 4.5.
Aqui, mostraremos apenas o exemplo do OHS, no qual foi possivel obter uma férmula

analitica igual a exata.
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OHS

Para encontrar o valor das médias, simplesmente substituimos o propagador (2.56) na
equagao (3.21). Ao calcular as derivadas conforme a férmula prescreve, encontramos uma

série que pode ser reagrupada. O calculo é efetuado da seguinte maneira:

k
AGm = el (g gt [Z o (eZ”Se%TeZV“MT)]
rs k!
k ' (22,27)=0
* k
_ —|20|? [ Lx\m 0 iwo(m—n)T (ZOZO> _ (o \m n iwo(m—n)T
= e (25)"2pe - (z5)"z0e : (4.17)
3 !

Como esperado, este concorda com o resultado exato, pois pudemos somar todos os termos

da série.

4.4 Classico-estatistico

Para esta secao, por simplicidade calculamos o valor esperado classico-estatistico dire-
tamente nas variaveis z e p, dado pela equacao (3.25), ao invés da férmula (3.26), escrita
em funcao das variaveis u e v. Obviamente, uma expressao pode ser convertida para a
outra através de (3.22). Para fazer analogia ao rétulo do estado coerente |zy), definimos

as condigoes iniciais como xo = x(zg, 20) € po = p(z, 20) na equagao (3.24).

OHS

A Hamiltoniana do oscilador harmonico, escrita em funcao de x e p, é dada por
1
Hop = — + —muwja”. (4.18)
As equagoes de movimento, dadas as condigoes iniciais, sao as seguintes:

x(t) = xo cos(wot) +

sin(wet) e p(t) = pocos(wot) — mwoxgsin(wet).  (4.19)
mwo
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Aplicando a equagao (3.25) o resultado acima e convertendo para zj e zp, obtemos

_ mq
cd = Ty

o mq
cd = Pt

(7))
()
?(T))a = ",
(7))
()

b T cd = ﬁ::nq7
PO = o

Como os estados coerentes sao descritos como uma combinacao de auto-estados do OHS,
de tal forma que o valor médio segue a dinamica classica, é esperado que uma aproximagao

classico-estatistica seja capaz de reproduzir o resultado quantico para esse modelo.

Particula livre

A hamiltoniana da particula livre pode ser escrita como

2

D
H, =— 4.20
cujas equagoes de movimento sao as seguintes:
_ Pot _
x(t) = xo + e p(t) = po. (4.21)

Utilizando a equagao (3.25), também encontramos resultados idénticos aos exatos. Como
a funcao de onda se propaga acompanhando a trajetoria classica, sem se auto-interferir,

é de se esperar que a média classico-estatistica fosse igual a exata.

Oscilador quartico

No caso quartico, temos

o1 ’
H,= <— + —mwga:) : (4.22)
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que resulta nas seguintes equacoes de movimento:

2 2 2,2 2 2 2,2
z(t) = xgcos lwot (po o woxo)} + 20 g {wot (Zw)} . (4.23)
0

m mw m
2 2 2.9 2 2 2.9
p(t) = pocos [wot (W)} — MW Sin [wot (w)} . (4.24)
m m

Para esse potencial foi mais conveniente calcularmos a integral da equagao (3.23) a utilizar
a equagao (3.25). As integrais puderam ser resolvidas analiticamente, no entanto, como
as expressoes eram complicadas de analisar, preferimos nos restringir a uma comparacao

grafica mostrada na secao seguinte.

4.5 Comparacao dos métodos

OHS

Todas as aproximacoes aqui utilizadas para calcular a dinamica do valor esperado,
para o potencial harmonico, apresentaram resultados idénticos ao quantico. Devemos
nos lembrar que a motivacao inicial para desenvolver a base de estados coerentes foi,
justamente, encontrar uma base em que a média de posicao e de momento mimetizasse o
andlogo classico. Além do mais, esses estados sao autofuncoes do operador a que, para o
OHS, possui dependéncia temporal extremamente simples. Esta simplicidade da solugao
das equacoes de movimento implica na auseéncia da necessidade de considerar comutagoes

entre os operadores escada ao calcular a média de UtAmm .

Particula livre

Em relacao a particula livre, apenas a aproximacao classico-estatistica apresentou
resultados equivalentes aos exatos para todos os operadores. Esse método calcula a média
de uma funcao da posicao e momento, dada uma distribuicao inicial de probabilidade.
Uma das explicagoes para o resultado positivo é que, para esse potencial, a funcao de
onda média se propaga acompanhando a trajetoria classica sem auto-interferir. Neste

cenario, ao adicionar esse elemento probabilistico a Mecanica Classica, ela nao apresenta
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(a) (b)
100 T T T 3 T T T
80| 1
2t ]
60 |- 4
40 B
AL 1
20 1
0 L L L 0 L L L
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
T T
() (d)

Figura 4.1: Comparagao entre médias de operadores segundo métodos de calculo diferentes
para a particula livre. O resultado quantico exato é representado pela curva preta, o
semiclassico pela curva azul e o via representacao de série pela vermelha. Lembramos
que a média cldssica é idéntica a quantica exata. No grafico (a), mostramos os célculos
relativos a X. Em seguida, nos graficos (b)-(e), apresentamos as curvas para P, X 2 P2e

3], respectivamente. Para o calculo via representacao em série, truncamos a expansao em
65 termos. Utilizamos h = 0, 03.
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dificuldades para mimetizar a Mecanica Quantica.

O método semiclassico nao apresentou resultados exatos para todos os operadores
estudados. Conforme ja comentamos, podemos observar que esta abordagem nao leva em
consideracdo a comutacdo entre a e af. Para ilustrar esta afirmacdo, note, por exemplo
que (zo|UTa2U|z) = (z0]a(t)?|2). Por outro lado, segundo a férmula semicldssica, este

termo ¢ aproximado por
2 . . _ 401 401
u” = (z0la|z0)(20]a|20) = (20| A""|20) (20| A | 20), (4.25)

que ignora claramente a comutacao entre d, e al [veja a equagao (4.8)]. Para os operadores
em que a aproximacao foi fiel ao cédlculo exato, observamos alguns elementos simplifica-
térios que cancelam os termos referentes a nao-comutacao. Para X e P nao é necessdrio
a comutacao entre os operadores escada, como visto através das equagoes (4.3) e (4.8),
e P? ¢ um operador constante, representando justamente, a energia do sistema. Para os
outros dois observaveis, como pode ser observado pela figura 4.1, quanto maior o expo-
ente, pior é a aproximacao. Ao aumentar a ordem dos operadores, estamos adicionando
mais operacoes de comutacao que, ao serem ignoradas, resultam em um erro maior. No
limite de & baixo, as discrepancias observadas na equagao (4.14), tendem a zero, o que

causa uma melhora progressiva ao diminuir /, conforme mostramos na figura 4.2.

A média calculada via representacao em série é um caso um pouco mais complexo. Ob-
servamos, pela figura 4.1, que a série nao converge para valores grandes de T', mesmo utili-
zando os propagadores exatos. Uma das suposicoes € que, para potenciais nao-confinantes
(caso da particula livre), sé hé convergéncia quando o nimero de termos acompanha o
aumento de T'. No entanto, para tempos curtos, o método apresenta bons resultados. Pela
figura 4.2 notamos que a representagao em série ¢ mais eficiente no regime de h grande,
se opondo ao limite de validade da féormula semiclassica. Ao diminuir A observamos que
o método em série, para o truncamento em mesma ordem, tende a piorar. Porém, ao

aumentar a ordem da expansao com h fixo, o resultado melhora (figura 4.3).
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100 T T T

80 —

60 -

40+ 4

20 —

Figura 4.2: Comparacao entre as diferentes aproximacgoes para o valor esperado do ope-
rador 3 considerando diferentes valores de i para a particula livre. O resultado quantico
exato é representado pela curva preta, o semiclassico pela curva azul e o via representagao
de série pela vermelha. No gréfico (a) mostramos a evolugao da média do observavel para
h =0,7. No grafico (b) escolhemos i = 0,3 e, no grafico (c), selecionamos 7 = 0,07. Em
relagao a representacao em série, truncamos a expansao em 65 termos.
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Figura 4.3: Comparacao do método de série, utilizando diferentes ordens de truncamento,
com o quantico exato para a dinamica da média do operador X , em funcao do tempo T,
para a particula livre. O quantico exato estd representado pela curva preta e a represen-
tagao em série truncada em 45, 55 e 65 termos € representada pela curva verde, roxa e
vermelha, respectivamente. Fixamos h = 0, 3.

Oscilador quartico

O oscilador quartico apresenta uma dinamica muito rica, pois ocorre o fendomeno
de auto-interferéncia do pacote [29], o que ndo acontece para os outros sistemas aqui
estudados. Dessa maneira, ele é de vital importancia para a nossa discussao e conclusao

sobre os métodos aqui desenvolvidos.

Primeiramente, baseados na figura 4.4, observamos que apenas os resultados da re-
presentacao em série concordaram com os equivalentes exatos, porém devemos enfatizar
que isto nao acontece em todos os cendrios, como sera visto adiante. O método classico-
estatistico, como visto na figura 4.4, reproduziu aproximadamente o resultado quantico
nos instantes iniciais. Apds um certo tempo, a dindmica quantica apresenta uma perio-

dicidade em contrapartida a classica, que vai a zero. Essa diferenciacao é causada pela
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os5H| |\ ]
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Figura 4.4: Comparacao entre médulo das médias de operadores segundo métodos de
calculo diferentes para o sistema quartico. O resultado quantico exato é representado
pela curva preta (sobreposta a vermelha), o semicldssico pela curva azul, a representagao
em série pela vermelha e o cldssico-estatistico pela curva verde. No grafico (a), mostramos
os céleulos relativos a X. Em seguida, nos graficos (b)-(e), apresentamos as curvas para
P, X 2 P? e i], respectivamente. Para a representacao em série, truncamos a expansao
em 65 termos. Utilizamos h = 0, 3.
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nao-existéncia de auto-interferéncia no cenario classico. A esse fenomeno periddico nés
chamaremos ressurgéncia. Visto que o método classico nao foi capaz de mimetizar esse
comportamento, podemos concluir que, nesse caso, a ressurgéncia é um efeito puramente

quantico e sem analogia classica.

A aproximacao semiclassica apresentou o pior resultado dentre as aproximagoes es-
tudadas. Novamente observamos que o problema se encontra em nao levar em conta as
comutagoes ao substituir a trajetdria classica na equacao (3.12). Podemos, indutivamente,
acreditar que quanto maior a nao-linearidade do potencial, pior serda a qualidade do mé-
todo. No entanto, analisando o comportamento de f], na figura 4.5, notamos que, com a
diminuicao de h, o resultado semiclassico tende a melhorar. O clédssico-estatistico, para
esse regime, também apresenta uma melhora significativa, porém ainda nao é capaz de

mimetizar a ressurgencia.

Voltando a figura 4.4 observamos que a representacao em série apresenta os melhores
resultados, o que, por um lado, nao nos surpreende pois trata-se de uma férmula exata,
mas, por outro, surpreende quando recordamos dos resultados obtidos com a particula
livre. Explicamos isso pela forma do potencial, que confina a dinamica, e converge in-
dependentemente do valor de T'. Podemos observar, pela figura 4.6, que, ao diminuir
h, mantendo os mesmos numeros de termos na da série, a aproximagao piora mas nao
diverge ou vai a zero, diferentemente da particula livre. Como observado anteriormente,
a representacao em série e a aproximacgao pelo método do ponto de sela trabalham em
regimes diferentes. Enquanto a primeira vale no limite super-quantico, i.e., h grande, o

segunda é melhor no limite semiclassico.
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Figura 4.5: Comparacao entre os métodos no calculo do médulo do valor esperado de 5
utilizando valores diferentes de h para o sistema quartico. O resultado quantico exato é
representado pela curva preta, o método semicléssico pela curva azul e o classico-estatistico
pela curva verde. No gréfico (a) foi utilizado & = 0,3, no (b) foi utilizado 7 = 0.03 e, em
(c), h = 0.003.
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0.0

Figura 4.6: Comparagao do método de série, utilizando diferentes ordens de truncamento,
com o quantico exato para a dinamica da média do operador X em funcao do tempo
T para o sistema quartico. O quantico exato estd representado pela curva preta e a
representagao em série pela curva vermelha que foi truncada nos graficos (a)-(c) em 30,
40 e 50 termos, respectivamente. Utilizando h = 0, 03.



Capitulo

Conclusao

O valor esperado em Mecanica Quantica é um elemento essencial, pois estd relacio-
nado a medida e a obtencao de informacao de um observavel. Mesmo tendo um papel tao
importante na teoria, nao existem muitos trabalhos que analisam a dinamica da média
de operadores no limite semiclassico, utilizando estados coerentes. A teoria do propaga-
dor semiclassico K nesta representacdo ja existe a bastante tempo [10, 35, 36], porém
somente apds a dedugao do retro-propagador K¢ [19], foi possivel construir diretamente
uma aproximagao semiclassica para a dinamica do valor esperado, envolvendo os mesmos

elementos da teoria bem estabelecida de evolugao semicldssica de pacotes de onda [6-8].

Como forma de compreender melhor o modo de operacao da teoria semiclassica em
estados coerentes, iniciamos o trabalho aplicando a férmula dos propagadores semiclassicos
para £ = 4, para alguns Hamiltonianos. Em particular, acreditamos que a aplicacao ao
sistema quartico é original, e, apesar de apresentar algumas dificuldades técnicas, ilustra
muito bem o papel da inclusao de muitas trajetorias complexas ao calculo do propagador.
Mostramos numericamente que, para ambos os propagadores, a adicao de trajetorias
contribuintes melhora o resultado significativamente. Uma outra constatagao foi a forte
influéncia de h. Para valores baixos de h obtivemos resultados mais proximos ao exato,
para ambos os propagadores. Considerando que os propagadores foram deduzidos para
atuar no limite semiclassico h — 0, conclui-se que os resultados que obtivemos sao bastante

positivos.

Em relagao ao valor esperado, nesse trabalho utilizamos trés aproximacoes para cal-
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cular essa quantidade. A primeira é uma aproximacao semiclassica que foi desenvolvida
ao resolver a média de operadores, escrita em uma forma integral, via método do ponto de
sela. Nela, substituimos os propagadores exatos pelos analogos semicldssicos e aplicamos
o método em questao. O resultado obtido foi uma férmula excessivamente simples, facil
de calcular, que, por tal motivo, demonstrou incapacidade em reproduzir comportamentos
quanticos mais complexos. A segunda aproximacao é uma representacao em série do valor
esperado. Na realidade, ela é uma expressao formal exata escrita como uma série infinita
de derivadas, onde a aproximacao se da ao efetuarmos o truncamento da série. Final-
mente, utilizamos também uma média classico-estatistica construida em analogia ao valor
esperado quantico. De fato, a selecionamos por sinalizar comportamentos que podem ser

mimetizados por um formalismo exclusivamente classico.

As aproximagoes acima foram aplicadas ao potencial harmonico, a particula livre e ao
oscilador quartico. Para o potencial harmonico, todos os métodos apresentaram resultados
idénticos ao quantico exato. Em relagao a particula livre, o método classico-estatistico
reproduziu os resultados exatos. Entretanto, o método semiclassico e a representacao em
série apresentaram algumas limitagoes. A aproximacao obtida via método do ponto de sela
apresentou problemas porque é incapaz de reproduzir efeitos relacionados a comutacao
entre os operadores. Porém, no limite em que h se torna irrelevante, esse problema
nao gera grande discrepancia. A representacao em série apresentou um bom resultado
para tempos curtos e, com a adicao de mais termos, é possivel melhora-la também para
tempos maiores, porém o custo deste procedimento pode torna-lo invidvel. Quanto ao
potencial quartico, a representacao em série obteve resultados excelentes para h grande,
no entanto, ao diminuirmos A, mais termos da expansao devem ser somados para polir
o resultado. A aproximacao via ponto de sela nao obteve um desempenho satisfatério
em comparacao com os outros métodos. O método classico-estatistico, para i pequeno,
se mostrou muito bom, porém foi observado que essa aproximacao nao foi eficaz para
mimetizar a ressurgéncia. Esse fato nos faz concluir que essa propriedade do oscilador
quartico é estritamente quantica e que nao pode ser explicada utilizando uma teoria

classico-estatistica.

De modo geral, para tempos curtos, as aproximagoes desenvolvidas sao boas. No limite
semiclassico, a aproximacao pelo método do ponto de sela e a classico-estatistica produzem

resultados muito bons. No outro extremo, no limite super-quantico, a representacao em
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série truncada apresenta melhores resultados. No entanto, obtivemos esses resultados para
sistemas simples. Se os potenciais fossem mais complexos, sem solucao analitica, seria
muito complicado utilizar os métodos de série e classico-estatistico, pois, para esses casos,
seus procedimentos estariam relacionados com derivadas de funcoes numéricas. Entao,
se estivermos interessados em estudar sistemas complexos, para tempos curtos e para h
pequeno, é mais viavel utilizar a férmula semicléssica, pois, além de ser mais simples de

implementar, nesse regime apresentou bons resultados.

Para trabalhos futuros pensaremos em maneiras de melhorar a aproximacao via ponto
de sela e a representacao em série. Como a inclusao de mais trajetorias contribuintes foi
bastante bem sucedida no calculo do propagador, uma das tentativas de melhorar o valor
esperado semiclassico serd utilizar uma extensao do método do ponto de sela que se adeque
a inclusao de mais trajetérias contribuintes. E, com relacao a representacao em série,
gostariamos de investigar como ela se comporta ao utilizarmos o propagador semicldssico

ao invés do quantico exato, transformando-a em uma aproximacao semiclassica.
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Apéndice A

Derivadas da acao

Considere a agao
i ER D! i~ .
—Se(uq,t1;v9,ts) 25/ {— (w0 —vi) — —H | dt + A, (A.1)
h no L2 h
onde definimos
~ 1
A= 5 (Uﬂ)l + UQUQ) . (AQ)

Para & = 4+, os sub-indices 1 e 2 representam os instantes iniciais e finais, respectivamente
e, para £ = —, os sub-indices 1 e 2 representam os instantes finais e iniciais, respectiva-

mente. Chamaremos de (u(t),v(t)) a trajetéria vizinha a (u(t), v(t)). Matematicamente,
u(t) = u(t) +ou(t) e o(t) =v(t)+ dv(t). (A.3)
Definimos a variagdo Au como

Au = u(t+ At) —u(t)

(t) + (t) At — uf

<~
~—

(A.4)

Il
2l

em que At é um intervalo arbitrdrio de tempo e consideramos u(t)At = u(t)At, pois

a diferenca é de segunda ordem. Repetindo de forma andloga para Av e utilizando a
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equacao (A.3), encontramos
Au = du(t) + u(t)At e Av=dv(t) + 0(t)At. (A.5)

Apoés calcular a variacao nas variaveis u e v, observaremos o que ocorre com a ac¢ao. A

variacao na acao é dada por
AS = S(Ul -+ Aul, tl + Atl, Vg + AUQ, tz -+ Atz) — S(Ul, tl, Vo, tg) (A6)
Nesse instante, definimos a fungao L¢(u,, v, 0,t) como
. r, . .
Le(u,t,v,0,t) = 55 (w0 — i) — —H. (A.7)

Assim, a variagao da agao pode ser escrita como

i tf-i-Atf ) . Ly ~
“AS = / Lé(ﬂ,a,‘,q‘;,t)dt—/ Le(u,@,v,0,t)dt + AA
h ti+At; t;
t; _ tf _ tf"rAtf B tf _
- / Ledt + / Ledt + / Ledt — / Ledt + AA
ti+AL; ti ty ti

_ _ tr 5
= —Le(t)At; + Le(ty) Aty + / (Le — Le)dt + AN

ti

_ _ ty -
= —Lg(ti)Ati+L£(tf)Atf+/ SLedt + AA. (A.8)
t;

Resolveremos separadamente o terceiro e o quarto termo da equagao (A.8). Comegando

pelo terceiro:

ti ti

S oLedt = € 7 [§ (ubi+ 60w — vdi — wdv) — 4 (YEou + 9Lov) | at

— &[4 (wdv) = 2000 - (vdu) + 200u) — £ (YLou+ Yov) | at.
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Reorganizando os termos,

ftif SLedt = ¢ j;if

D=

- : . i 0H . i 0H
((uév) — (v5u)) + (U — ﬁ%) ou — (u + ﬁ%) dv | dt.
— —

(A.9)
Identificamos os termos nulos da equagdo acima como as equagoes de Hamilton (2.31).

Entao, finalmente, obtemos

/titf dLedt = g/ttf [(uév) - (véu)] dt = g [uév — viul if

i

Iy

= 2 [u(t)(Av — 0(t)AL) — v(t) (Au — () AL)] | (A.10)

(\V]

em que foi utilizado a equacéo (A.3). A variacdo A é dada por

AN = Lfa(t; + At)o(t; + At) — u(t;)v(t;) + alty + Aty)o(ty + Aty) — u(ty)v(ty)]

= Lo(t;)Au; + u(t;) Av; + v(ty) Auy + u(ty) Avg),
(A11)

em que novamente utilizamos a equacao (A.3) e desconsideramos os termos em segunda
ordem. Com todos os termos ja calculados, podemos substituir na equagdo (A.8) as
equagoes (A.10) e (A.11). Com isso, obtemos

'AS

*
h

Lg(t)Atﬁf + % [u(t)(Av — o(t)At) — v(t)(Au — u(t)At)] if

+ %[v(ti)Aui +u(t;)Av; +v(ty) Auyp + u(ty)Avg]
=[5 (®)a(t) — u(t)o(t)) + Le(t)] At\ij + L2 o (t;) Au; + u(ty) Avy)
+ 50 lty) Aug 4 u(t;) Avy

—EH(t)At

t
tf + S () A+ ulty) Avg] + 358 [u(ts) Auy + u(t) Avy)
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Como os deslocamentos At, Au e Av sao arbitrarios e arbitrariamente pequenos, identi-

ficamos as seguintes relagoes:

i 08, |
houty Tt

i 08, |

108, |

hoot, TH ),

08, |

hot, —H{(ty);
O = )

hé’u(tf)

L0S- ). (A.12)

h ot



Apéndice B

Método de integracao

Para resolver a integral

dv  _z?
Z/m e o f(x), (B.1)

] = /m e 2 ulLI?O f(:L‘—|—J]0-U)

2

: dr _22 |
= Jim | [ 5 e Fetrtro—u] (B:2)

onde assumimos a convergéncia das expressoes e utilizamos e*%o f(z9) = f(z¢ + ), que é
. ~ N N . ,Lai)

equivalente a operagao de deslocamento em mecanica quantica e” 2?|z) = |z + a) na base

de posicao, em que xy ¢ um numero arbitrario. Para prosseguir, completaremos quadrados

na exponencial
- 2
I = lim {/ — e_(ﬁ_ga’”o)Qe%a%of(mo - U)}

d z 2 2 2
[ R
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deixando toda a dependéncia na varidvel de integragdo x na exponencial gaussiana. O

resultado da integracao produz simplesmente

I = [ flxo —u) : (B.4)

To=u



