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RESUMO

Sabe-se que o estudo da estabilidade de pontos criticos para sistemas de equagdes
diferenciais ordinarias com mais do que duas equacdes nao-lineares tem limitacdes,
por causa da complexidade dos parametros e da dificil compreensdao geométrica da
dindmica. Apresenta-se a fundamentagao tedrica da teoria qualitativa de equacgdes
diferenciais e uma introducdo aos modelos matematicos em ecologia. Realizou-se a
revisdo de um modelo de predagao seletiva na ocorréncia de doenga contagiosa na
populacao de presas. E a partir desse modelo, propde-se o estudo de projecdes do
sistema de equacdes diferenciais. As projecdes consideradas de interesse sao as dos
planos com origem nos pontos criticos do sistema. Como observado, os sistemas que
descrevem as projecdes podem ter pontos criticos que néo sao projecdes dos pontos
criticos do sistema.

Palavras-chave: Biomatematica, predagéo seletiva, predador-presa, analise qualita-
tiva, projecoes.



ABSTRACT

It is known that the study of the stability of critical points of ordinary differential equa-
tions for systems with more than two non-linear equations has limitations due to the
complexity of parameters and the difficulty to understand the geometric dynamics. We
present the theoretical basis of qualitative theory of differential equations and an in-
troduction to mathematical models in ecology. We conducted a review of a model of
selective predation in the occurrence of contagious disease in the prey population. And
from this model, we propose the study of the projections of differential equations. The
projections considered of interest are the plans formed from the critical points of the
system. As noted, the systems that describe the projections may have critical points
which are not projections of the critical points of the system.

Key-words: Biomathematics, selective predation, predator-prey, qualitative analysis,
projections.
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1 INTRODUCAO

No estudo dos sistemas naturais sdo aplicadas diversas técnicas pelos ecologos.
A observacgao, o desenvolvimento de hipbteses e o teste das hipbteses sao as mais
importantes das técnicas. A realizacdo de experimentos no sistema natural é uma
ferramenta importante no teste das hipéteses, mas podem ocorrer dificuldades para
isso. Quando o ambiente ndo se presta a experimentacao, a forma de contornar o

problema € utilizar modelos matematicos.

Tendo ciéncia da complexidade de um sistema natural e das limitagbes das fer-
ramentas matematicas, € necessaria a simplificacdo do problema, para que entao

possamos entender, por varios conjuntos de interagdes, uma parte de sua realidade.

Em 1798, Thomas Robert Malthus publicou o livro “An Essay to the Principle Popu-
lationt” (MALTHUS, 1798), onde supds o crescimento da populagdo como exponencial
e em um mesmo momento a producao de alimentos com crescimento aritmético, de
forma a ndo satisfazer a procura pela demanda. Ele argumentou que a menos que
a populacdo seja marcada por desastres como epidemias, fome ou guerras, seriam
a pobreza generalizada e a degradacao resultados inevitaveis. Apds 40 anos da pu-
blicacdo do estudo de Malthus, foi introduzida nos estudos de ecologia, por Pierre
Francois Verhulst, a equacao do crescimento logistico (VERHULST, 1938). Ela é a
equacao mais simples de crescimento populacional considerando recursos limitados.
Mais detalhes sobre essa equacao, exemplos e analise das solucdes sdo encontradas

em Keshet (2005), Murray (2002).

Foi durante o século XX que surgiram os primeiros modelos considerando intera-
cbes populacionais. A partir da equagéo logistica, Alfred J. Lotka (1880-1949) e Vito
Volterra (1860-1940) criaram, separadamente, um modelo para competicdo. Ambos

também desenvolveram o modelo mais simples para um sistema predador-presa, que
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leva os seus sobrenomes, o modelo de Lotka-Volterra. Volterra procurava entender
a dindmica entre o pescado de fanecas e os tubardes no Mar Adridtico (VOLTERRA,
1926), problema proposto pelo bidlogo italiano D’Ancona. Ja Lotka encontrou as equa-
cbes na modelagem de um problema de reacdes quimicas. Encontra-se em Begon,
Townsend e Harper (2007) o estudo ecologico do sistema e em Boyce (2006) o estudo

matematico.

Também no século XX foram desenvolvidas muitas ferramentas matematicas que
contribuem para o estudo de modelos de equacdes diferenciais ordinarias. A teo-
ria de estabilidade e a analise geométrica dos planos de fase, em conjunto com as
ferramentas computacionais sdo fundamentais para a compreensao dos modelos. O
estudo qualitativo das solugbes de um modelo permite interpretacdes ricas para os
problemas. Encontra-se uma introdugdo ao assunto em Keshet (2005) e em Soto-

mayor (1979).

1.1 OBJETIVOS

Dissertar sobre as formas de obter informacdes de modelos matematicos, descri-
tos por equacgdes diferenciais ordinarias, a partir da situagéo de dindmica de predacéo

na ocorréncia de doenca infecciosa.

1.1.1  Objetivo Geral

Descrever as ferramentas matematicas utilizadas no estudo de modelos de dina-
mica de predacao. Verificar a possibilidade do estudo de projecdes dos sistemas de

equacoes diferenciais como alternativa para descrever a dindmica do sistema.

1.1.2 Objetivo Especifico

Em (DAS; ROY; CHATTOPADHYAY, 2009), foi estudado um sistema, com trés

equacoes diferenciais ordinarias, descrevendo a dinamica de predacao seletiva na
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ocorréncia de doenca contagiosa na populacao de presas. Com o objetivo de com-
preender a dindmica do modelo formulado, foi proposto pelos autores, o estudo das
populacdes duas a duas, a partir da auséncia da terceira. Com o mesmo objetivo,
propde-se o estudo das projecbes do sistema. Observa-se que a simplificacao feita
por Das, Roy e Chattopadhyay (2009) se trata de projetar o sistema de trés equagdes
nos planos de cada uma das coordenadas do ponto de equilibrio nulo. Dessa forma,
além das projecdes nas coordenadas do ponto de equilibrio nulo, também propde-se o

estudo dos sistemas das projecdes das coordenadas de todos os pontos de equilibrio.

1.2 JUSTIFICATIVA

E cada vez mais frequente o desenvolvimento de modelos matemaéticos para ex-
plorar interagdes predador-presa com a ocorréncia de infeccbes em alguma das po-
pulagdes (DAS; ROY; CHATTOPADHYAY, 2009; KOOI; VOORN; DAS, 2011; HILKER;
MALCHOW, 2006; SIEKMANN; MALCHOW; VENTURINO, 2010; RODRIGUES; OS-
SANI; MISTRO, 2013). Esses modelos tem explorado a dindmica da transmissao
dessas infeccdes com a ocorréncia de contato entre as espécies. Porém, a interpreta-
¢ao da dindmica do sistema se torna mais dificil a medida que o nimero de variaveis
e parametros aumenta. Em alguns casos, torna-se complicado, até mesmo, escrever
as expressoes para os pontos de equilibrio, inviabilizando o estudo da estabilidade.
Por exemplo, como ocorre em Rodrigues, Ossani e Mistro (2013), onde nao foi reali-
zado o estudo de estabilidade do ponto critico com a situagéo de coexisténcia das trés

populacdes.

1.3 ESTRUTURA DO TRABALHO

O trabalho inicia-se com o capitulo 2, dedicado a fundamentacao tedrica. Ele esta
separado em trés sec¢des: equacgdes diferenciais ordinarias, modelos matematicos em
ecologia e métodos numéricos. O foco da primeira secao é resumir alguns dos princi-

pais resultados de equagdes diferenciais ordinarias referentes a andlise qualitativa de
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solucdes. Sao, brevemente, explicados os primeiro e segundo métodos de Lyapunov.
Na secédo de modelos matematicos em ecologia, é feita uma pequena introducao a di-
namica de predacao e ap0s é realizado o estudo do modelo de Lotka-Volterra. Depois
sdo apresentadas algumas maneiras de melhorar modelos predador-presa. E, em
seguida, é realizado o estudo do modelo de Rosenzweig-MacArthur. A ultima secéo
apresenta o método de Runge-Kutta de quarta ordem, como alternativa de resolucao

numeérica de equacgdes e sistemas de equagdes diferenciais ordinarias.

O capitulo 3 tem por objetivo apresentar o modelo de predacgéo seletiva na ocor-
réncia de doenga contagiosa proposto por Leonel (2011). Séao feitas corre¢cdes nas

contas e demonstracoes apresentadas no estudo de estabilidade dos equilibrios.

O estudo de projecdes de sistemas de equacodes diferenciais é a proposta do ca-
pitulo 4. O modelo apresentado no capitulo 3 € utilizado como exemplo. A partir dele

séo feitas as projecdes e uma delas é estudada em detalhes.

O apéndice A traz alguns resultados referentes aos sistemas de Gause e Kolmo-

gorov, 0s quais sao utilizados em demonstragdes no capitulo 4.

Para criar as figuras do trabalho foram utilizados os programas pplane8, odesolve,
rk4 e ode45, do Matlab, o programa Geogebra e a biblioteca Matplotlib do Python. Foi
implementado o método Runge-Kutta de quarta ordem na linguagem Python 3.2, para

isso, foi utilizada a biblioteca Numpy. O programa esta no apéndice B.
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2 FUNDAMENTACAO TEORICA

As equagdes diferenciais possibilitam um olhar matematico para os fenbmenos a
nossa volta. Com elas é possivel expressar e compreender problemas fisicos, quimi-
cos, econémicos e até mesmo bioldgicos. Mesmo de maneira deterministica, simpli-
ficando a complexidade dos fenbmenos em sua realidade, as equacdes diferenciais

possibilitam previsdes e a tomada de decisao em diversas situacoes.

2.1 EQUACOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS

Uma equacao descrita por F <t,x,x’,x”, . ,x(’”)> =0, onde x é uma funcdo de uma
variavel, € chamada de equacéo diferencial ordinaria. Uma equagéao diferencial ordi-

naria de primeira ordem pode ser definida como:

onde f: WCRxR—R.
Quando a variavel t ndo esta explicita em f, a equagéo:

dx_

E _f(x)7 (2)

com f:D C R — R, é chamada de equacao diferencial auténoma. Ja a equagao com

a variavel ¢ explicita, como em (1), € chamada de equacao diferencial ndo-auténoma.

Definicao 2.1.1 Sejam E = R" um espacgo euclidiano n-dimensional e Q um subcon-
junto aberto de R x E. Uma fungé&o diferenciavel ¢ : I — E é chamada de solugéo da

equacégo (1) no intervalo I se:

i. oconjunto {(r,¢(¢));t€l} CQe
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. d . , . ‘
Ii. d_(f(t) = f(t,¢(z)) Vt € 1. Set é um ponto extremo do intervalo I, a derivada ¢é a

derivada lateral respectiva.

No caso de uma equacao diferencial autbnoma, como (2), sabe-se ainda, pela
definicdo de sistema dinamico (HIRSCH; SMALE; DEVANEY, 2004; SOTOMAYOR,
1979), que a fungao continuamente diferencidvel ¢ : R x R” — R” onde ¢(z,x) = ¢ (x)

satisfaz:

I. ¢ : R" — R" é a funcao identidade, ou seja, ¢o(xo) = xo;

ii. ¢;0¢,=¢,.,paracadat,seR.

2.1.1 Existéncia e Unicidade de Solucdes

As equacodes diferenciais podem depender de alguma condicdo inicial em deter-
minados problemas. Quando isso ocorre, 0 conjunto da equacao diferencial com a
condicéo inicial é chamado de problema de Cauchy ou problema de valor inicial, resu-

midamente PVI. Por exemplo:

onde f:DCR —R.

Existe um resultado geral afirmando que, dentro de algumas hipéteses restritivas,
as solugdes de equacgdes diferenciais ndao se intersectam. Para escrever esse teo-
rema € necessario definir a continuidade de uma funcéo no sentido de Lipschitz. Isso
significa que uma determinada fungéo f(x) é continua e também satisfaz uma desi-

gualdade.

Definicao 2.1.2 Uma fungdo f : D — R com dominio D C R, aberto e conexo, é cha-
mada de Lipschitz continua se existe uma constante L > 0 tal que |f(x) — f(y)| < L|x—y|

para todo x,y € D.
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Teorema 2.1.1 (Picard-Lindel6f) Sejam f: D — R uma fungao Lipschitz continua e

xo a condicdo inicial em D. Ent4o, existe um € > 0 tal que o problema de valor inicial:

dx
E = f('x)7
x(0) = xo,

tem solugdo unica x(t) para0 <t < €.

De maneira mais geral, com menos restricdes, pode-se garantir a existéncia de

solucdes, porém perde-se a possibilidade de determinar a unicidade.

Teorema 2.1.2 (Peano) Seja f continua em Q =1, X By, onde I, = {t;|t —to| < a} e

By ={x;|x—x0| <b}. Se |f| <M em Q, entdo

dx_

E_f(tv)o (4)

~ . b
tem pelo menos uma solugdo em I, onde o = min {a, i }

Detalhes sobre os teoremas de existéncia e unicidade, bem como as demonstra-

¢Oes, encontram-se em Sotomayor (1979).
2.1.2 Crescimento Exponencial

Um exemplo simples de equacao diferencial ordinaria autbnoma é:

dx
— = ax. 5
priis (5)
A solugao de (5) é dada pela familia de fungdes xi(t) = ke®. Se a equagao (5)
esta acompanhada da condigéo x(f9) = xo, entdo pelo teorema 2.1.1 a solugdo Unica
é x(1) = xpe® ), A partir da transformagao t = r — 1o, obtém-se x(ro + ) = xpe**. Sem

perda de generalidade, pode-se considerar ¢y = 0 na condi¢&o inicial. Assim a solu¢ao

é x(7) = xpe®".
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Uma solucao, dentre as possiveis descritas pela familia de solucdes de (5), € a
solucdo constante x(z) = xp. Solugbes constantes como esta recebem o nome de
solucao de equilibrio e sao muito importantes no estudo das solugdes de equacdes

diferenciais.

A constante a pode ser considerada como um parametro, pois para cada valor
assumido por o a equacao diferencial muda e também as solugbes. Assim, é in-
teressante descrever qualitativamente o comportamento das solugdes decorrente da

mudancga do sinal de «a.
Se o > 0, entdo lim xpe™ é « quando xg > 0 e —oo quando xy < 0.
t—>o0
Se o = 0, entdo xpe* = x.
Se o < 0, entdo tlim xpe™ =0.
—>00

O comportamento qualitativo das solucdes esta ilustrado na figura 1.
4 -
35} Y — a=10
3t / e a=-1
2,5} .

B 2f Pl

1,5

1 o

[
L —_
e

(S
-,

055 Tem—nl

il

00 0,5 1 1,5

FIGURA 1: Comportamento das solugbes de (5) coma=1>0,a=0ea=—-1<0, paraa
condicdo inicial x(0) = 1,5.

Em termos biolégicos, a equacao (5) com a > 0 pode ser considerada como um
modelo simples de crescimento populacional, onde a taxa de variacao da densidade
populacional é assumida como linear. Ou seja, a variagdo da densidade populacional
descrita por % € igual ao crescimento diretamente proporcional menos o decresci-

mento diretamente proporcional, descrito por nx — mx, onde n € a taxa de natalidade
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instantanea e m é a taxa de mortalidade instantdnea. Desta forma, a constante «a
pode ser interpretada como a taxa de crescimento instantanea, obtida da diferenca
entre a taxa de natalidade instantanea n pela taxa de mortalidade instantdnea m, ou

seja, a =n—m.

Uma andlise detalhada da equacéao diferencial (5), sob ponto de vista do cres-
cimento populacional e apresentando exemplos empiricos pode ser encontrada em

Gotelli (2007).
2.1.3 Crescimento Logistico

O crescimento exponencial de uma populagéo nao é um bom modelo populacional
a longo prazo. De fato, ocorrem limitagées do crescimento de populagdes devido a
varios fatores, como espaco e alimento, por exemplo (GOTELLI, 2007). Considerando
a possibilidade de regulagédo da populagdo em suas taxas de natalidade e mortalidade,

por influéncia destes fatores, Pierre P. Verhulst (1804-1849) propds a equagao:

dX X

onde a > 0 e k¥ > 0. A constante « representa a taxa de crescimento instanténea e x

representa a capacidade de suporte do ambiente.

As solucdes de equilibrio podem ser obtidas sem encontrar uma expressao expli-
cita para as solugdes da equacao. Se % = f(X) e busca-se por f(X) =0, obtém-se

X=0eX=x.

Ao considerar a condigdo inicial X (0) = X, para a equagéo (6), com o método de
separacao de variaveis € possivel escrever uma expressao para a funcéo solucao do

PVI, como segue:

. XoK
 Xo+(k—Xo)em

X (1) (7)

Em particular, se Xo =0, entdo X(¢) = 0, para todo ¢t. Agora, se X, > 0, entdo
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tli_)mX (t) = k. Portanto, a solu¢do X (t) = k € uma solugdo assintoticamente estavel. Bi-

ologicamente, isso indica que a populacao ficara préxima da capacidade de saturacéo

K, para qualquer tamanho inicial da populagéao X, > 0.

Mais detalhes sobre o comportamento das solucdes do modelo logistico podem
ser encontrados em Boyce (2006) e sobre a interpretacao biolégica do modelo, com

exemplos empiricos, em Weiss (2009) ou Vries et al. (2006).

2 X(0)=2
1
\ —X(0)=1
i)
1804 - = X(0)=0.05
N
\‘
.
et ] ~ —— fan
0,5}
% 2 4 6 8 10

FIGURA 2: Comportamento das solugdes de (6) com o = k = 1, para a condi¢des iniciais
x(0) =2, x(0) =1 e x(0) =0,05.

2.1.4 Adimensionalizacao

Muitos modelos possuem varios parametros livres. A matematica tem a vanta-
gem de estudar o comportamento de um modelo para toda combinacao de parame-
tros. Uma importante técnica que reduz a quantidade de parametros sem modificar as
propriedades dos modelos é chamada de adimensionalizacdo. O intuito da adimen-
sionalizacdo estd em encontrar um sistema diferencialmente equivalente ao estudado
(SOTOMAYOR, 1979), mas no qual os parametros e as variaveis sdo adimensionais,
ou seja, sem unidades de medida. Para exemplificar, sera feita a seguir a adimensio-

nalizagcdo do modelo de crescimento logistico (6):
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Inicialmente deve-se considerar a dimensao das variaveis e dos parametros envol-

vidos no modelo, como segue:
X]=[x]=P, [a]=T"'e[t] =T,

onde P é alguma unidade para a densidade populacional e T é alguma unidade de
tempo. Denota-se por I a auséncia de dimensao, ou seja, quando tem-se a adimensi-

onalidade do parametro.

Escolhe-se uma mudanca para as variaveis, por exemplo:
X
X=—eT1T=u0ut.
K

Dessa forma, pela Regra da Cadeia:

1704 B dX dxdt dx

ar " dxarar “%ar

. : ax ~ .
Substitui-se o resultado obtido para = na equagao (6), donde obtém-se:

=x(1—x). (8)
Ambos os parametros da equacgao (6), o e k desaparecem na equacgao (8). A
partir da transformacéo usada, pode-se retornar para a funcao original:
X(t) = kx(our).

Assim, para entender o comportamento de X (z) é suficiente o estudo da equacgéo

(8).
2.1.5 Sistemas Lineares

Como muitos dos problemas fisicos, quimicos e biolégicos envolvem mais de uma

variavel o estudo de sistemas de equagdes diferenciais sera necessario.
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Considere um sistema autdbnomo em R?, dado por:

dx

N :f(xay)a

dt

dy (9)
E:g(%)’),

onde f,g: Q C R* — R sdo continuamente diferenciaveis e (xo,yo) € Q.

Quando f e g em (9) sdo fungdes lineares, ou seja, f(x,y) =ax+by e g(x,y) =
cx+dy, com a, b, ¢ € d constantes; de tal forma que o sistema pode ser escrito como

segue:

d | x a b X
tly d
. - ., dX . , .
ou, resumidamente em notacgao vetorial, 7 = Ax. O sistema (10) é nomeado sistema

auténomo linear. Caso contrario, € chamado de um sistema auténomo nao-linear.

O conteudo matematico e exemplos sobre os sistemas de equacdes diferenciais
lineares podem ser encontrados em Boyce (2006), Doering e Lopes (2005), Hirsch,

Smale e Devaney (2004) e Sotomayor (1979) .

Do ponto de vista da algebra linear, pode-se compreender geometricamente o
comportamento das solucdes, a partir do estudo dos autovalores da matriz A, como é
descrito na tabela 1.

TABELA 1: Propriedades de estabilidade de sistemas lineares x' = Ax com det(A—AI)=0e

det(A) # 0.
Autovalores Tipo de Ponto Critico Estabilidade

AM>A>0 N6 Instavel
A <A <0 N6 Assintoticamente estavel

A <0<y Ponto de sela Instavel

M=4>0 NG proprio ou improéprio Instavel
AM=A<0 NG proprio ou impréprio | Assintoticamente estavel

A, A=A +iucomA >0 Ponto espiral Instavel
AM,Ay=AtigcomA <0 Ponto espiral Assintoticamente estavel

M=iu, Ay =—iu Centro Estavel
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Alguns exemplos da classificagéo da estabilidade a partir dos sinais dos autova-
lores como ilustrado na tabela 1 podem ser encontrados em Ribeiro (2010) e Pinotti

(2013).

2.1.6 Sistemas Nao-Lineares

Considere um sistema n&o-linear em R3, dado por:

dx

E —fl(xy)’,Z),

D hey2) (11)
dt 1 Vik)s

dz

E f3(X,y,Z),

onde fi, f», f3 : Q C R? — R sdo continuamente diferenciaveis e (xo,yo,20) € Q.

Cada ponto (x*,y*,z") que satisfaga f(x*,y*,z*) =0, g(x*,y*,z*) =0 e h(x*,y*,z") =0

€ chamado de ponto de equilibrio ou estado estacionario do sistema (11).

Definicao 2.1.3 1. Um ponto de equilibrio € chamado de estavel se uma solugéao
que comecga proxima permanece proxima. Ou seja, (x*,y*,z") é estavel se para
todo € > 0 existe um § > 0 tal que a solugdo no ponto inicial (x°,y°,z°) com
11(x0,52,20) — (x*,y*,2)|| < & satisfaz ||(x(¢),y(t),z(t)) — (x*,y*,z%)|| < € para todo

t > 0. Onde || - || denota alguma norma para vetores em R?.

2. Um ponto de equilibrio que nao é estavel é chamado de instavel. Ou seja, existe

pelo menos uma solugcdo que comega proxima, mas ndo permanece proxima de

(X*,y*,Z*).

3. Um ponto de equilibrio (x*,y*,z*) € chamado de assintoticamente estavel se
(x*,y*,z") é estavel e toda solugdo proxima de (x*,y*,z*) converge para (x*,y*,z*).
Ou seja, (x*,y*,7*) € assintoticamente estavel se é estavel e existe um é > 0 tal
que a solugdo no ponto inicial (x°,y°,z°) com ||(x°,y°,2°%) — (x*,y*,2*)|| < & satisfaz

Tim [[(x(2), y(2), 2(2)) = (7,57, 27)[| = 0.
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4. Um ponto de equilibrio (x*,y*,z*) € chamado de globalmente estavel se ele é
estavel e para todo ponto (x°,y°,2°) € R? temos que (x(1),y(t),z(t)) == (x*,y*,2%).

Ou seja, além da estabilidade, toda solugéo tende para o ponto de equilibrio.
5. Um ponto de equilibrio (x*,y*,z*) € chamado de isolado, se ele é o unico ponto
de equilibrio contido em um disco centrado em (x*,y*,z*).
A estabilidade do ponto de equilibrio pode ser determinada pela linearizagao do
sistema (11) para algumas condicoes.
Sejam
x(t) =x"+r1(2),
y(t) =y +r(t),
2(t) =" +r3(1),

onde ri(t), rp(t) e r3(t) assumem valores muito pequenos, de maneira que sao con-
sideradas como perturbacdes do estado estacionario. Ao denotar x = (x*,y*,z*), r =
(r1,r2,r3) € f = (f1, /2, /3), a expansdo de Taylor de f em torno de x é escrita como:

f(x+r) = f(x)+Jf(X) r+termos de ordem mais alta,

onde

adfi dfi dfi
533
L _ | 22 92 df
Jf(x) = dx Jdy 0z 12
dfs dfs dfs
ox 8y dz (x,y,2)=(x*y*,2%)

contém as derivadas parciais de f calculadas em (x,y,z). A matriz (12) é chamada de

matriz Jacobiana de f em (x,y,z).

Substitui-se a expansao de Taylor no sistema (11) e ignora-se os termos de ordem
mais alta. Entdo, obtém-se o sistema linear controlado pela dindmica da perturbacéao

r, COmMoO segue:
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adfi dfi dfi
r dx dy Jz "
d | 9dfr dfs dfp 13
di || | ox 9y oz 2 (13)
rs Ifs s Ifs ||,
dx dy 0z

Assim, € possivel o estudo de um sistema néo-linear através do sistema linea-
rizado. As conclusdes sobre os estados de equilibrio do sistema linear podem ser

transferidas para o sistema n&o-linear original, mas n&o todas.

Definicao 2.1.4 x= (x*,y*,z*) € chamado de ponto hiperbdlico se todos os autovalores

da matriz Jacobiana J f (X) tém parte real ndo nula.

Teorema 2.1.3 (Hartman-Grobman) Seja x um ponto de equilibrio hiperbdlico. Entao,
em uma vizinhanga de x, o plano de fase do sistema n&o-linear (11) é topologicamente

equivalente (SOTOMAYOR, 1979) ao plano de fase do sistema linear (13).

2.1.7 Ciritério de Routh-Hurwitz

Para um sistema de equacdes diferenciais ordindrias autbnomas, o critério de
Routh-Hurwitz (MURRAY, 2002; ANAGNOST; DESOER, 1991) mostra condicées ne-
cessarias e suficientes para que todos os autovalores de uma tenham parte real ne-

gativa.

Teorema 2.1.4 (Routh-Hurwitz) Considere a matriz A € M3(R) e o polinémio caracte-

ristico de A, p(A) = A3 4 c1A? + 2 + c3. Se forem satisfeitas as condigées:

I. ¢y >0,
ii. c¢3>0,

fii. cicp—c3 >0

e p(A) =0, entdo Re(1) < 0.
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A demonstracado do teorema 2.1.4 pode ser encontrada em Anagnost e Desoer

(1991).

Se aplicado ao caso de uma matriz jacobiana calculada em um ponto de equili-
brio, o teorema 2.1.4 implica a existéncia de estabilidade assintética localmente nesse
ponto. Ou seja, se verificadas as condi¢des, o ponto sera chamado de atrator local

assintético.

A matriz jacobiana das func¢ées F(u,v,w), G(u,v,w) € H(u,v,w):

F, F F,
Ju,yw)=1 G, G, G, |- (14)
H, H, H,
tem como polindmio caracteristico:
p(l)=l3+cllz+czl +c3, (15)

onde:
¢y =—(F,+G,+H,),
¢, = F,H,, — FyH, + F,G, — F,G,+ G,H,, — G,,H, e
c¢3 = —(F,G,H,+F,G,H,+ F,G,H, — F,,G,H, — F,G,H,, — F,G,H,).

Logo, ocorrerd a estabilidade assintética local de um ponto de equilibrio quando

satisfeitas as seguintes condigdes:

. c1= —(FM-I—GV -I-HW) >0,
i. c3=-(F,G/H,+F,G,H,+F,G,H,—F,GH,—F,G,H,, —F,G,H,) >0,

iii. cico—c3=[—(Fy+ Gy+H,y)|[FuHyy — FyHy + F,G, — F,Gy + GyH,, — GyyH,)| + [FyGyH,+
+F,G\H, + F,,G,H, — F,,G,H, — F,G,H,, — F,G,H,] > 0.

O teorema 2.1.4 pode ser estendido para qualquer matrizA € M,,(R),n € N e para o

caso de sistemas de equagbes discretas, as condi¢des de Jury funcionam de maneira
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analoga (MURRAY, 2002).

2.1.8 Método Direto de Lyapunov

As fungdes de Lyapunov sao uma ferramenta para determinar a estabilidade local
e as vezes permitem provar também a estabilidade global para um ponto de equilibrio.
A estabilidade local é usualmente determinada usando o primeiro método de Lyapu-
nov, ou seja, pela linearizacdo. Quando ndo € possivel utilizar a linearizagdo para
determinar a estabilidade, pois 0 ponto de equilibrio ndo é hiperbdlico, entdo segue-se
para o segundo método de Lyapunov, o método direto. O principal valor do segundo

método de Lyapunov esta na possibilidade de se estabelecer a estabilidade global.

A seguir esta enunciado o teorema da estabilidade de fungdes de Lyapunov para
um sistema de duas equagdes, mas todos os resultados se mantém para sistemas

maiores de maneira analoga.

Teorema 2.1.5 (Estabilidade de funcoes de Lyapunov) Para um sistema auténomo

da forma:
dx
Z :f(x’y)v
(16)
=gl
dt g 7y7

onde f e g sdo de classe €', supondo que (x*,y*) € D é um ponto de equilibrio isolado.

Supondo que existe uma fungdo L : D C R? — R, com as seguintes propriedades:

i. L(x*,y*)=0;

ii. existe um disco aberto D centrado em (x*,y*) tal que L(x,y) > 0 para todo (x,y) €

D\ (x*,y");
ii. se(x(t),y(t)) # (x*,y*) denota uma solugdo do sistema (16) e temos:

d dx dy
—L =L,— — < R.
CL(0) () =L+ 1, <0V €



28
Entéo (x*,y*) é um ponto de equilibrio estavel.

iv. e se ocorre:

%L(x(t),y(t)) <0VteR, (17)

entdo (x*,y*) é um ponto de equilibrio assintoticamente estavel. Além disso, se D = R?

e L(x,y) — o enquanto x> +y*> — o, entdo (x*,y*) é um ponto atrator global.

Definicao 2.1.5 Uma fungdo L que satisfaz os itens i, ii e iii do teorema 2.1.5 é cha-
mada de fungéo de Lyapunov. Se o item iv também é satisfeito, chama-se L de fun¢éo

de Lyapunov estrita.

Existe uma versdo mais fraca do resultado local, a qual unicamente requer que
L(x,y) > 0 para (x,y) € D\ (x*,y") para verificar que (x*,y*) € um ponto fixo estavel. Um
ponto fixo estavel, o qual poderia ser um centro, tem a propriedade de que para todo
€ > 0 existe 0 > 0 tal que qualquer condigao inicial dentro do disco centrado em (x*,y*)

com raio 6 permanece dentro do disco centrado em (x*,y*) com raio € para todo ¢ > 0.

Em dindmica de populacdes, a versao global do teorema € aplicada para um ponto
de equilibrio (x*,y*) com x*,y* > 0, onde D = R? é substituido pela regido de frente

invariante x,y > 0, ou seja, para Q = {(x,y); x, y > 0}.

Existe uma pequena colecdo de fungbes para testar se sdo fungdes de Lyapu-
nov. O trabalho de Pinotti (2013) tem alguns exemplos dessas familias de funcoes
de Lyapunov e também explica como encontrar fungcdes de Lyapunov a partir dessas

colecdes de funcoes.

E verdade que todo ponto de equilibrio localmente atrator tem uma funcdo de
Lyapunov (MASSERA, 1949), mas usualmente a funcado de Lyapunov pode nao ser

expressa de forma fechada.
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2.1.9 Teorema de Poincaré-Bendixson

O teorema de Poincaré-Bendixson limita a complexidade dos conjuntos limite de
oOrbitas limitadas de um sistema de duas equacdes diferenciais ordinarias autbnomas.
Ele estabelece que as orbitas limitadas podem somente acumular no ponto de equili-
brio, érbitas fechadas ou conexdes heteroclinicas (SOTOMAYOR, 1979). O resultado
andlogo é geralmente falso em dimensdes maiores, onde cada trajetoria pode aproxi-
mar atratores estranhos com dindmica cadtica. Assim, uma importante consequéncia
€ que para sistemas de duas equacodes autdbnomas, ndo ocorrem atratores estranhos

(KESHET, 2005; WEISS, 2009).

Considere um sistema auténomo em R?, dado por:

E :f(x7y>7
d
d—f = g(x,y), (18)

(x(0),(0)) = (x0,0),

onde f,g: Q c R? — R séo continuamente diferenciaveis e (xo,y) € Q. Seja ¢;(p) uma
solugéo para o sistema de equagdes (18) com ¢ > 0 e a condig&o inicial p = (xg,yo) € R.
Neste texto, chama-se de 6rbita o conjunto y= {¢,(p)|t > 0}. Um ponto p* é chamado
de 6-periddico se ¢;,(p) = ¢,+10(p) = p*, onde p é a condi¢go inicial, kK € um namero
inteiro positivo e ¢y é o primeiro instante em que a solucao passa por p*. Com isso,
chama-se uma érbita de 6-periddicase V p e v, ¢:(p) =p parar =0 e ¢,(p) # p para
t € (0,0). Dessa forma, ¢:(p) = ¢(¢,p) € uma curva fechada simples, separando o

plano em duas regides, denominadas interior e exterior.

Definicao 2.1.6 O conjunto de todos os pontos q de uma drbita y tais que existe pelo

menos uma sequénciat, — - e ¢, (p) — q € chamado de conjunto w-limite e denotado

por o (p).

Quando uma érbita periddica for isolada no conjunto de todas as érbitas periddicas
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do sistema, sera chamada de ciclo limite.

Teorema 2.1.6 Considere y C R* como uma 6rbita periédica para o fluxo bidimensio-

nal e zy € R?> um ponto néo periédico no exterior. Entéo,

i. y é estavel pelo exterior se, e somente se, y = w(zp) ou, para todo € > 0, existe

uma orbita periodica y. no exterior tal que d(y,v:) < €;

ii. v é assintoticamente estavel pelo exterior se, e somente se, Yy = ®(z).

De forma analoga para um ponto ndo periédico no interior, trocando exterior por inte-

rior.

Teorema 2.1.7 (Poincaré-Bendixson) Considere ¢,(p) uma solugdo do sistema (18).
Se para t > 1y a trajetéria é limitada e ndo se aproxima de nenhum ponto singular,
entdo esta trajetoria € uma orbita periodica, ou se aproxima de uma orbita periodica

parat — oo,

A relagéo entre fungdes de Lyapunov e ciclos limite, decorrente do teorema 2.1.7,

€ estabelecida pelo seguinte corolario:

Corolario 2.1.1 Se L é uma fungéo de Lyapunov estrita para um sistema planar, entdo

nao existem ciclos limite.

A demonstragéo do teorema de Poincaré-Bendixson 2.1.7 e do corolario 2.1.1 po-
dem ser encontradas em Hirsch, Smale e Devaney (2004), assim como outros teore-

mas e corolarios relacionados.

2.2 MODELOS MATEMATICOS EM ECOLOGIA

No estudo dos sistemas naturais sdo aplicadas diversas técnicas pelos ecologos.

A observacgéao, o desenvolvimento de hipbteses e o teste das hipbteses sao as mais



31

importantes das técnicas. A realizacdo de experimentos no sistema natural é uma
ferramenta importante no teste das hipéteses, mas podem ocorrer dificuldades para
isso. Quando o ambiente ndo se presta a experimentagao, a forma de contornar o

problema € utilizar modelos matematicos.

Tendo ciéncia da complexidade de um sistema natural e das limitacdes das ferra-
mentas matematicas, € necessaria a simplificacdo do problema, para que se possa
entender, por varios conjuntos de interagdes, uma parte de sua realidade. Das intera-
cbes entre populacoes, a distingao feita pelos ecologos é entre as categorias: compe-
ticdo, predagéo, simbiose ou mutualismo, parasitismo e detritivorismo. A competicéo €
a interacao onde ocorre 0 uso de algum recurso em comum por mais de um organismo
e por consequéncia isso influéncia no crescimento, fecundidade e mortalidade deles.
Essa dinamica pode ser intra-especifica ou interespecifica. Quando ocorre consumo
de um organismo por outro organismo, entende-se essa interacao por predacdao. O
mutualismo € a situagéo de beneficio entre ambos os organismos quando interagem.
Um organismo que obtém nutrientes de outro organismo, € chamado de parasito € a
interacdo entre o parasito e seu hospedeiro é o parasitismo. Por sua vez, o detriti-
vorismo € o consumo de organismos mortos, mas onde nao ocorre influéncia sobre

taxas vitais (BEGON; TOWNSEND; HARPER, 2007).

2.2.1 Predacéao

Os efeitos da predacao na dinamica das populagdes de presas e predadores tém
variados padrboes. Existem casos em que a predacdo & nociva apenas as presas,
como também outros em que é benéfica. Alguns exemplos evidenciam flutuagdes con-
juntas das espécies em sua abundancia, mas em muitos outros casos as flutuagdes
sdo de forma aparentemente independentes. E uma das principais tarefas dos eco-
logos compreender os padrdes e explicar diferencas entre sistemas predador-presa.
Sabe-se que esses sistemas nao existem isolados, mas sim como parte de um maior,
sob a influéncia de outras espécies e condicbes ambientais. Como a complexidade in-

tegral ndo € compreendida sem antes compreendermos seus componentes isolados,
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busca-se por modelos simples deduzir os efeitos produzidos e examina-los, para com-
preender os efeitos combinados. Assim que sdo confirmadas as previsdes do modelo,
temos sua consolidagdo; no caso de refutacdo, se acompanhada de explicacéo, pode

ocorrer um progresso.

Para descrever a situacao de predacao a partir de uma populagao de presas e
uma populacdo de predadores, descritas por x e y respectivamente, considera-se 0

modelo matematico como segue:

dx
Z = f(xay)v
(19)
D gny)
dt - g 7y )
onde f e g descrevem variacdo da densidade populacional de cada uma das espécies.
- af dg
Com a condicao de que 8_y <0e 5 > 0.

2.2.2 Modelo de Lotka-Volterra

O modelo Predador-Presa de Lotka e de Volterra estuda a interacao entre duas
espécies. A espécie chamada de predador tem como base alimentar a outra, chamada
de presa. O modelo ndo descreve as complexas relacoes existentes na situacdo de
predacdo, mas o seu estudo € um ponto de partida para a compreensao de situagdes

mais complicadas.

Consideram-se as densidades populacionais, para o instante de tempo ¢, como
sendo x(r) e y(z), para presas e predadores respectivamente. Por se tratarem de

quantidades populacionais, entdo x(t),y(t) > 0.

Para formular o modelo sdo tomadas como hipéteses:

I. Nn&o ocorre emigragao e nem migracao;
ii. as presas sdo a unica fonte alimentar dos predadores;

iii. na auséncia de predadores a variacdo da populacao de presas € crescente e

, R . . R . dx
proporcional a taxa de crescimento instantanea. Entao o = onde a > 0;
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iv. na auséncia de presas, a variacao da populacao de predadores é decrescente e

, R . . n )
proporcional a taxa de decrescimento instantédnea. Entao d—f = —cy, onde ¢ > 0;

v. 0 numero de encontro entre as populagbes é diretamente proporcional as duas
populacdes. Entdo a variacdo da populagao de presas diminui por bxy € a variacao
da populacao de predadores aumenta por exy. Onde b € a taxa de eficiéncia de
predacao e e é o produto da taxa de eficiéncia de predacgao e da taxa de conversao

de biomassa.

Com base no que foi assumido, pode-se escrever 0 modelo:

dx

— = ax — bxy,
@ = —cy+ex
dt - y y?

onde a,b,c,e > 0.

Para obter informacdes sobre o comportamento das solugcdes préximas desses
pontos, considera-se o estudo da estabilidade local dos pontos de equilibrio. Inicial-
mente, deve ser verificado se as condi¢cdes para o primeiro método de Lyapunov séo

satisfeitas.

O sistema (20) tem dois pontos de equilibrio, Py = (0,0) e P, = (g,%). E a matriz

Jacobiana do sistema é:

a—by —bx
J(x,y) =
dy —cHex
A matriz Jacobiana do ponto B, é:
a 0
J(0,0) =
0 —c

Pelo sinal dos autovalores verifica-se que Py um ponto hiperbdlico e consequen-
temente, a partir do primeiro método de Lyapunov e do teorema 2.1.3 € um ponto de

sela localmente.
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Ja a matriz Jacobiana do ponto P; é:

bc
c a 0 —
GD-la o)
e'b “ )
b

cujo trago € zero e o determinante é positivo, entdo os autovalores sao imaginarios
puros. Assim, P, € um ponto de centro. Como P, ndo é um ponto hiperbdlico, entdo o
método de estabilidade linear e o teorema 2.1.3 ndo podem ser aplicados. Por esse

motivo recorre-se ao segundo método de Lyapunov.

Para procurar uma funcao de Lyapunov adequada ao ponto P;, sera considerado
o modelo de Lotka-Volterra para x > 0 e y > 0. Pela regra da cadeia e a derivada da
funcéo inversa, apds dividir as equacodes de (20):

dx
dx _ gr _ x(a—by)
dy dy  y(—c+ex)’
dt

c . ~ . . Lo L
onde x # —, obtém-se a equacgao diferencial de variaveis separaveis:
e

— —b
c—i—exdx:a ydy.
X y

Como solucéo da equacao diferencial, tem-se a funcao:
V(x,y) = ex—clIn(x) + by —aln(y), (21)

gue em suas curvas de nivel contém cada trajetéria do sistema.

Dessa forma, uma candidata a funcdo de Lyapunov é:

L(x,y) =V(x,y)—V (g’ %) (22)

= ex —cln(x) + by —aln(y) —c+cln£—a+aln?—),
e

A demonstracao de que a fungéo (22) é uma funcéo de Lyapunov para o ponto
critico P, do sistema (20) pode ser encontrada no trabalho de Kleina (2009). Assim,

pelo teorema de Lyapunov 2.1.5, o ponto P; € um ponto de equilibrio estavel.
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Uma vez verificado que a fungéo L(x,y) € uma fungéo de Lyapunov e mais do que
isso, uma fungéo de Lyapunov estrita, € uma consequéncia do corolario 2.1.1 que néo

existem ciclos limite, como segue enunciado no teorema:

Teorema 2.2.1 Toda solugdo do sistema (20) é uma O6rbita fechada em D = {(x,y) €

R x>0,y >0 e (x,y) # P }.

A demostracdo do teorema pode ser encontrada em Hirsch, Smale e Devaney

(2004).

Também é possivel verificar que o sistema (20) é hamiltoniano, ou seja, deve sa-
tisfazer (25), como veremos a seguir. A partir da mudanca de coordenadas, x = In(r)

e y =In(s), aplicadas no sistema (20) e na fungao (22), obtém-se:

r_ a—bexp(s),
s _ —c+eexp(r)
dt - p )
e
H(r,s) = eexp(r) — cr+bexp(s) — as. (24)
Com isso, verifica-se que a func¢ao (24) € hamiltoniana para o sistema (20), pois
satisfaz:
9H _ds
or  dt’
JH  dr (25)
ds  dt’

O plano de fases para o sistema Predador-Presa esté ilustrado na figura 3.
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(a) Plano de fases do sistema (20). (b) Comportamento oscilatério das fungées x(r)
e y(1).

FIGURA 3: Comportamento das solugdes para o sistema de Lotka-Volterra

Com isso, é possivel concluir que para populagdes iniciais ndo nulas e diferentes
de Py, as populacdes de presas e predadores oscilam ciclicamente. Ou seja, nenhuma

das populagdes desaparece ou cresce indefinidamente para essas condig¢oes.

2.2.3 Modelos Predador-Presa com Respostas de Holling

Sabe-se que o modelo predador-presa de Lotka-Volterra apresenta imperfeigcdes
para com a descrigdo de problemas reais. Por esse motivo estudam-se outras formas
de descrever a relacdo entre predador e presa, buscando-se representar essa relacéao

de maneira mais real. Enquanto os modelos perdem a simplicidade de resolugao, por

outro lado isso melhora a previsao de realidade.

Sejam as populagdes de presas X e predadores Y descritas em suas variacoes

temporais pelo sistema:

dx
— =F(X,Y),
fl’; (26)
 —GIX)Y
dt (X,Y),
. . . . L. JF
onde F e G sao fungdes que descrevem a interacdo entre as espécies X e Y, % < 0

G , , ~ ~
e ox > 0. Para descrever com um pouco mais de realismo a equacgao da populagao

de presas, pode-se considerar o crescimento logistico da populagédo de presas como
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visto na subsecéo 2.1.3 e a relacdo de predacao, da seguinte forma:

F(X,Y) = aX (1 _ )—’i) _¥p(X), (27)

com o,k >0, onde o é a taxa de crescimento intrinseco da populacao, k é a taxa de

capacidade de suporte do ambiente e p(X) descreve a relagdo de predacgao.

O termo p(X) é chamado de resposta funcional da predagao sobre a densidade
populacional de presas, onde geralmente leva-se em consideracao o efeito da satura-

¢éo na alimentagéo, como proposto por Holling (1959).

No modelo de Lotka-Volterra, a resposta funcional é a mais bésica, do tipo 7, onde

a taxa de consumo cresce linearmente com a densidade de presas, ou seja:

P1(X) = 0X, (28)
onde w > 0.

A resposta funcional do tipo 11 € observada com maior frequéncia dentre as inte-

racdes de predacdo e é descrita por:

wX

S Trux (29)

p2(X)
onde @, u > 0. A taxa de consumo tende a aumentar com a densidade, mas acaba
desacelerando, o que esté relacionado a forma e capacidade de forrageamento.
E a resposta funcional do tipo 111, tipica de predagdo com permutacao, é:

wX?

X)=——=

onde w, u > 0. Essa resposta forma uma curva sigmoidal, como ilustrado na figura 4.
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P3(X))

(©) p3(x)

FIGURA 4: Comportamento das respostas funcionais.

Mais detalhes sobre as respostas funcionais e como elas descrevem a iteracao de

predacao, encontram-se em Begon, Townsend e Harper (2007).

Para a equacgéao da populagao de predadores, duas possibilidades sao:

_ ny
G(X,Y) = 0y (1 - 7) (30)
e
G(X,Y)z—}/Y—I—ep(X)Y, (31)

com 6,1n,7,€ >0, onde 6 € ataxa de crescimento intrinseco da populagéo de predado-
res, n é constante de ajuste da limitacdo da populacédo de predadores inversamente
a de presas, y € a taxa de mortalidade da populacado de predadores, € é a taxa de

eficiéncia da conversao de biomassa pelos predadores e p(X) € a resposta funcional
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utilizada na equacgao da populacao de presas. Em (30) ocorre crescimento logistico da
populacdo de predadores, onde a capacidade de suporte do ambiente € diretamente
proporcional a densidade de presas, mas com essa escolha, ndo ha possibilidade de
auséncia de presas. Uma outra possibilidade seria estipular uma capacidade de su-
porte para a populacao de predadores constante, de modo que o modelo descreva a
situacao de sobrevivéncia da populacédo de predadores mesmo na auséncia das suas

presas naturais.

2.2.4 Modelo de Rosenzweig-MacArthur

Rosenzweig e MacArthur (1963) estudaram a modificacao do sistema predador-
presa onde se incluiu a resposta funcional de Holling do tipo 77, como em (29), para
descrever a variagdo da densidade de presas e também, como descrito em (31), a

variacao da densidade de predadores. O sistema correspondente é:

X X XY
d—zOtX(l——) @

dt k) 14+upx’

2
dY  ewoXY (32)
dt — 1+uX

Antes de iniciar a analise do sistema é interessante realizar a sua adimensiona-
lizacdo, assim como visto na subsecédo 2.1.4. Entretanto, para os resultados serem
utilizados posteriormente, sera acrescentado um parametro § tal que [8] = T~ 'P~ 1.

Assim, a partir da seguinte mudanca das variaveis:

X Y e1=fx«t
x:—, = — = y
K Y K
e da mudanca de parametros:
o 0] Y
a=—-—b=—-m=uxkeg=-—,
Bx B Bx

substituidas no sistema (32), obtém-se o seu equivalente adimensional:
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dx bxy

—=ax(1—x)— )

drt I +mx (33)
dy  €bxy

dt  1+mx &

O interesse agora é descobrir quais sdo os pontos de equilibrio e, via primeiro
método de Lyapunov, como se comportam localmente as solugdes do sistema de
Rosenzweig-MacArthur préximo desses pontos. De maneira analoga ao que foi feito
no sistema predador-presa de Lotka e Volterra na subsecao 2.2.2.

O sistema (33) possui trés pontos de equilibrio, Py = (0,0), P, = (1,0) e P, =

g ea(eb—mg—g)
eb—mg’  (eb—mg)?

) . E a matriz Jacobiana do sistema é:

b —b
a(l —2x)— Y *
J(x,y) = (1+mx)?  1+mx
Y= eby ebx
(14 mx)? T+mx ©
A matriz Jacobiana do ponto P é:
a 0
J(0,0) = :

0 —¢

onde os autovalores ja estdo explicitos e como tém sinais contrarios, isso implica que

Py € um ponto de sela.

Para o ponto P, a matriz Jacobiana é:

—b

J(1,0) = dkm (34)
~8

14+m

No caso da matriz (34), o autovalor A; = —a < 0, enquanto para o autovalor A, =
1i—bm — g ndo sabe-se o sinal. Se o autovalor A, > 0, entdo P; é um ponto de sela. Se
o autovalor 4, < 0, entdo P; € um ponto atrator e, além disso, o ponto P, ndo esta no
quadrante positivo. E caso o autovalor A, = 0, os pontos P; e P, coincidem, porém o

primeiro método de Lyapunov nao pode ser utilizado.
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O sistema (33) é um caso particular do sistema de Gause como descrito no apén-

dice A:

dx

77 = (1=x) = p()y,

dy

=Ly _ 35
I~ Py — gy, (35)

x(0) >0ey(0) >0,

onde p(x) € uma fungdo continua, tal que p(0) =0 e p'(x) >0 para 0 < x < 1. Todas as

respostas funcionais de Holling satisfazem essas duas propriedades de p(x).

Para verificar se o ponto de equilibrio (x*,y*) € globalmente estével no primeiro

quadrante do plano xy, Hsu (1978) introduz a funcao de Lyapunov:

~ [*ep(€)—¢g yn—y*
L(x,y)—/X*Wd§+/y* Ldn. (36)

A demonstracéo de que a funcéo (36) € de fato uma fungédo de Lyapunov foi pro-
posta por Cheng, Hsu e Lin (1981), junto com outros resultados sobre a estabilidade

global do modelo predador-presa de Gause.

Com a funcao de Lyapunov (36), pode-se escrever para o ponto de equilibrio P, do

sistema (33):

L(x,y) = (1 —mg)(x—x%) —gln(i) +b(y—y*)—bln (%) , (37)

x*
g  ¢ea(eb—mg—g)
onde (x*,y*) =
S (8b—mg’ (eb—mg)?

Dessa forma, sabe-se que o ponto de equilibrio P, é globalmente estavel no pri-

meiro quadrante do plano xy.
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(a) Plano de fase com ciclo limite estavel e  (b) Comportamento de x(¢) e y(r) no ciclo li-

trajetdrias interna e externa ao ciclo limite. mite.

— =)
- y(t)

50 100 150 200 250 300 30 400

(c) Comportamento de x(r) e y(r) paraatra- (d) Comportamento de x(¢) e y(¢) para a tra-

jetéria externa ao ciclo limite. jetéria interna ao ciclo limite.

FIGURA 5: Comportamento das solugbes para o sistema de Rosenzweig-MacArthur.

2.3 METODOS NUMERICOS

As solucdes analiticas de equacdes diferenciais e sistemas de equacdes diferenci-
ais nem sempre sao possiveis de serem encontradas para uma grande quantidade de
problemas nao-lineares (BOYCE, 2006). Uma forma de encontrar aproximagdes das
solugbes das equacgdes diferenciais é através de métodos numéricos. A partir deles,

também, é possivel criar figuras que possibilitam a interpretacdo geométrica.

O método de Euler é um dos mais simples e antigos entre os métodos de apro-
ximacao numérica. Ele é também conhecido como método da reta tangente. Sua
equacao é:

X1 = Xn+ f(tnyXn) (tyr1 —1,), n=0,1,2,...,

ou seja, consiste em calcular um passo posterior utilizando o passo anterior a partir
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de um ponto inicial, com o objetivo de resolver numericamente o problema de valor

inicial:

dx
E :f(tax)a
x(l‘()) = X0.

Os métodos Runge-Kutta sdo uma classe de métodos iterativos que generalizam
os métodos de Euler. Foram inicialmente desenvolvidos pelo matematico e fisico ale-
mao Carl David Runge (1856-1927), com o objetivo de explorar as solugdes numéricas
de equacoes diferenciais. O método foi aprimorado para resolver sistemas de equa-
¢Oes diferenciais pelo matematico alemao Martin Wilhelm Kutta (1867-1944)(BOYCE,
2006).

2.3.1 Método Runge-Kutta de Quarta Ordem

A férmula que descreve o método Runge-Kutta engloba uma média ponderada de
valores da funcdo f(¢,x) em pontos diferentes no intervalo de tempo [t,,%,+1]. Segue

uma das formas possiveis de escrever a equagao:

kn1 + 2k + 2k,3 + k
X1 = %o —|—h( nl n2 ; n3 n4) ’ (38)
onde:
kn1 = f(tnvxn)a
1 1
kpp=f (tn + §h7xn + Ehkm) s
(39)

1 1
kpz = f (tn + §h7xn + Ehkn2> )

kna = f(tn +h,x, +hkn3) .

Maiores detalhes sobre a obtencao do método e outras formas de escrevé-lo po-

dem ser encontrados em Ascher e Petzold (1998).
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2.3.2 Convergéncia, Erros e Estabilidade

Algumas questdes precisam ser investigadas antes de se aplicar o método numé-
rico e se obter a solucdo de um problema de valor inicial. Uma dessas questbes é
a convergéncia do método. Para ser convergente, muitas vezes, quando o tamanho
do passo tende a zero, entdo os valores da solugdo numérica tendem para o valor
correspondente da solugdo exata. Nesse contexto, é importante saber quao rapido a
solucao numérica tende para a solucao exata, ou seja, qual é a ordem de convergéncia

(ASCHER; PETZOLD, 1998; BOYCE, 2006).

Existem erros iniciais, decorrentes da modelagem matematica e os inerentes aos
dados que estdo sendo utilizados. E também, ocorrem erros no processo de calculo,
relacionados ao uso de métodos numéricos. Ao resolver um problema matematico
utilizando um método numérico, se produz uma solucéao aproximada para o problema,

gue por sua vez esta sujeita a erros de truncamento e de arredondamento.

Tratando-se de um problema onde se tenta aproximar uma solu¢do ¢(z) conhecida.

A partir da diferencga:

E, = (P(tn) — Xn, (40)

onde x = ¢(¢) representa a solugdo do problema de valor inicial e x, é obtido a cada

passo, a equacao (40) determina o erro de truncamento global.

Ao se supor que ¢(t,) = x,, 0 Unico erro efetuado em cada passo é o erro de

truncamento local e denotado por e,,.

O erro de arredondamento R, € devido ao calculo aritmético com numero finito de

digitos. Ele € denotado por:

Ry = xn — Xy, (41)

onde X,, é o valor calculado pelo método numérico.
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O erro total € a diferenga entre a solugéao ¢(z,) e o valor calculado pelo método

sem arredondamento X,,.

O valor absoluto do erro total é limitado pela soma dos valores absolutos dos erros

de arredondamento e de truncamento, ou seja:

|9 (tn) = Xn| < |En| + [Rnl. (42)

Com a introdugao de pequenos erros durante a resolugdo numérica, procura-se
por reduzi-los durante o processo. Essa possibilidade é o que se pode chamar de
estabilidade numérica. Logo, se os erros tendem a aumentar durante o procedimento,
entdo ocorre a instabilidade do método. Dessa forma, € importante observar a pos-
sibilidade do método introduzir instabilidade em um problema estavel. Os problemas
onde € necessario um passo muito menor do que 0 passo necessario para a precisao

do método sdo chamados de problemas rigidos.

O método Runge-Kutta de quarta ordem possui erro de truncamento local O(%°) e
erro de truncamento global O(4*). A tabela 2 mostra a relagdo do nimero de estagios
do método Runge-Kutta pela melhor ordem atingivel, com isso é possivel entender em

parte o por que o método Runge-Kutta de quarta ordem é tdo conhecido.

TABELA 2: Relagao entre o nimero de calculos de fungao por passo, ou seja, 0 numero de
estagios do método com a ordem do erro de truncamento local.

Numerodeestagios |2 3 4 5 6 7 8 9 10

Melhor ordem atingivel |2 3 4 4 5 6 6 7 7

2.3.3 Sistemas de Equacgdes de Primeira Ordem

As equacgdes diferenciais de ordem mais alta podem ser reescritas como um sis-
tema de equacdes diferenciais de primeira ordem (SOTOMAYOR, 1979). Por esse

motivo, os métodos numéricos para a resolucao desses sistemas sao utilizados.

O método Runge-Kutta pode ser generalizado para a resolucado de sistemas de



46

equacoes diferenciais de primeira ordem (ASCHER; PETZOLD, 1998). O passo de 1,

para t,.; € descrito por:

onde:

) S :xn+h(

knl + 2kn2 + 2kn3 + kn4)
6 )

knl - f(tnaxn) )

1 1
kn2 =f (tn + §h7xn + Ehknl) )

1 1
kn3 =f (tn + Ehyxn + Ehan) s

K. = f(l‘n + h, X, +hkn3) .

No apéndice B o método Runge-Kutta de quarta ordem para sistemas esta imple-

mentado na linguagem de programacgao Python 3.2.
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3 SISTEMA DE PREDAGAO SELETIVA NA OCORRENCIA DE DOENCA
CONTAGIOSA

Recentemente, tém sido desenvolvidos modelos matematicos para explorar inte-
racbes predador-presa com a ocorréncia de infecgdes em alguma das populacgées.
Quando consideradas as presas infectadas, tem-se uma quantidade de dindmicas in-
teressantes de interagdes ecoldgicas, estudadas por muitos autores. Esses modelos
tém explorado extensivamente a dindmica da transmissao dessas infec¢gdes com a
ocorréncia de contato entre as espécies (DAS; ROY; CHATTOPADHYAY, 2009; HIL-
KER; MALCHOW, 2006; SIEKMANN; MALCHOW; VENTURINO, 2010; RODRIGUES;
OSSANI; MISTRO, 2013).

3.1 O MODELO SIP

De acordo com Das, Roy e Chattopadhyay (2009), onde foram estabelecidas con-
dicdes para uma situacao de predacao seletiva, considera-se um problema tedrico em
ecologia, onde ocorre a predacao de individuos nao infectados por uma determinada
doenca. Para representar essa situacgéao, foi levado em consideragéo que a populacéao
de presas esté dividida em duas classes quando na ocorréncia da doenga. Seriam S
os individuos suscetiveis a doenca, ou seja, a parcela saudavel da populagao total; e
I os individuos infectados pela doenga. Supondo que a populagdo contaminada pela
doenca nao seja capaz de se reproduzir, entdo a variacdo da densidade populacio-
nal de presas ocorrera apenas dentre os individuos suscetiveis. Também se releva a
capacidade ambiental x para um determinado nimero de individuos e portanto o cres-
cimento da populacao suscetivel € admitido como sendo logistico (GOTELLI, 2007). A
taxa de crescimento intrinseco da populagéo de presas suscetiveis é descrita por uma
constante a. E importante observar que a limitagdo para o crescimento leva em con-

sideracao a populagao total de presas, porque se supde que os individuos infectados
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também competem por alimento e espago com os saudaveis.

A presenca da doenca na populacao de presas terd como resposta a diminuicao
de individuos suscetiveis, que por sua vez passam a classe de infectados. Aqui é con-
siderada a forma de transmissao direta de parasitos, de um hospedeiro para o outro,
ou seja, ndao houve necessidade de um vetor para a sua transmissédo. Para a maioria
das infecgbes, a taxa de transmissao por contato aumenta proporcionalmente a densi-
dade da populacgao. Dai, a taxa de producao de novas infec¢oes € igual a fSI, onde 3
€ o coeficiente de transmisséo. Isso € chamado de transmissdo dependente da den-
sidade e também conhecido por lei da agdo de massas. Considera-se que a doenga
leva a morte e de forma mais rapida que a morte natural, por isso desconsidera-se a
mortalidade das presas suscetiveis. Nao ocorre recuperacao uma vez que infectado.

E a mortalidade dos individuos infectados ocorre a taxa §.

A predacao seletiva ocorre pela preferéncia pelos individuos suscetiveis, pois, por
alguma razao bioldgica, conseguem detectar quais individuos possuem ou nao a do-
enca. A diminui¢cdo que ocorre na variagao populacional de presas suscetiveis é dada
pela equagao de Holling da resposta funcional do tipo 2 (HOLLING, 1959). Essa res-
posta leva em consideragcao um tempo de manipulacéo de cada presa que o predador
consome e ocorrera a uma taxa de eficiéncia da predagdo w e uma constante de

saturagdo média u.

Das, Roy e Chattopadhyay (2009) supdem que a variacao da populagcao de pre-
dadores P ocorre logisticamente e aumenta com a resposta funcional da predacéao
de individuos suscetiveis vezes a constante de conversdo de biomassa da predagéo,
descrita por €. Por essa razao, € proposta uma outra situacado de variacao da densi-
dade populacional dos predadores ao problema. A populacao de predadores depende
da eficiéncia da predagao para aumentar e considera-se a morte de individuos a uma
taxa y. Ou seja, esta € a modificacdo do modelo de Rosenzweig-MacArthur (RO-
SENZWEIG; MACARTHUR, 1963), ja discutido na subsecéao 2.2.4 do capitulo 2, onde

considera-se a ocorréncia da doenga afetando a populacao de presas.
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Com base no que foi assumido em Leonel (2011), segue 0 modelo matematico:

d I P
S—aS(l—%)—BSI— ©P3

dr 14 us’

dI

— =BSI—4l,

dt (45)
d_P_ eWPS B

dt  1+us ’

§(0) >0, 1(0) >0e P(0) >0,
onde «, B, x, @, U, 4, € € y sao positivos.

Com o objetivo de simplificar as contas e reduzir a quantidade de parametros,

optou-se pela seguinte mudancga das variaveis:

S 1 P
u=—,v=—, w=— e 1=prk;
K K K
e a mudangas de parametros:
o 0] 0 y
a=—-—, b= m=uxK,d=-—eg=—-—.
Bx B Bx Bx

Ao substituir no sistema (45) essas novas variaveis e parametros, obtém-se o sistema

adimensional:

d—u—au(l—u—v)—uv— buw
dt 1+mu’
j—::uv—dv,
46
dw  ebuw (46)

dt T+mu 7
u(0) >0, v(0) >0e w(0) >0,

onde a,b,w,m,d e g SA0 positivos.

3.2 EQUILIBRIOS E ESTABILIDADE

Do ponto de vista biolégico, 0 maior interesse é saber o que ocorrera no sistema
a longo prazo (LUDWIG; JONES; HOLLING, 1978). Por isso, buscam-se por informa-

¢cbes sobre o comportamento das solu¢des quando o tempo tende ao infinito. Para
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isso, uma possibilidade é o estudo das solugdes do sistema pelo primeiro método de
Lyapunov (BOBKO, 2010). Pelo qual é possivel descrever o comportamento das solu-
¢bes quando estdo proximas dos pontos de equilibrio. E nesses pontos em que pode

ocorrer a estabilidade das densidades das populagdes quando o tempo ¢ cresce.
O sistema (46) tem quatro pontos de equilibrio, Py = (0,0,0), P, = (1,0,0), P, =
a(l—d) g ca(eb—mg—g)
d,——=,0|eP= 0 .
( "(a+1)" ) 3 (.E‘b—mg7 " (eb—mg)?

Chama-se o ponto Py de solucéo trivial do sistema. Em termos biologicos, €

quando ocorre a auséncia de todas as populacbes. Em P, nota-se a presenca ape-
nas da populacédo de presas suscetiveis, tanto a populagdo de predadores quanto a
de presas infectadas estdo ausentes. Agora em P,, se observa a presenca apenas de
presas, tanto de individuos suscetiveis como de infectados. E em P; € onde ocorre
a auséncia de individuos doentes, uma situacao de existéncia de predadores e pre-
sas suscetiveis. Portanto, apenas observando os pontos criticos, conclui-se que nédo
ocorre situacao de coexisténcia das espécies com a presenca da infeccao, isso mos-
tra a possibilidade de ocorrer uma aparente competicdo entre individuos infectados e

predadores.

Para analisar a estabilidade desses pontos, € necessario calcular a matriz jaco-
biana. Ela representa a melhor aproximacao linear de uma fungéo diferenciavel nas

vizinhangas de um ponto. A matriz jacobiana do sistema (46) € expressa por:

bw —bu
1= 2u—v)—v——2  _ya+1
a( u—v)—v ()2 u(a+1) e
J(”?‘)a W) = 1% u—d 0 : (47)
ebw 0 gbu
(1 +mu)? Ttmu ©

A forma pela qual os parametros influenciam na configuragdo de cada um dos

possiveis casos, segue enunciada nos teoremas a seguir:

Teorema 3.2.1 O ponto de equilibrio Py é localmente instavel para toda combinacdo

de pardmetros.
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Demonstracao 3.2.1 Sendo a matriz jacobiana (47) calculada no ponto Py:

a O 0
‘](PO) = ‘](07070) = 0 -d 0
0 0 -—g

Como J(Py) é uma matriz diagonal, seus autovalores Ay, A, e A3, ja estao explicitos.
Logo, para quaisquer parametros temos que Ay =a >0, A, = —d <0 e A3 =—g <0, pois
foram supostos positivos na formulacdo do modelo. Portanto o ponto P, é localmente

instavel.

Teorema 3.2.2 O sistema (46) tem dois pontos de equilibrio em O = {(u,v,w);u >
0, v>0, w>0}: By e P; e oponto de equilibrio P, é localmente assintoticamente

estavel se as seguintes condi¢cées forem observadas:
i (1-d)<0;
.. eb
Il — < 0.
< 1+m g)

Demonstracao 3.2.2 Os pontos P, e P; ndo estdo em O = {(u,v,w);u >0, v>0, w>

0}, pois como 1 —d < 0, entdo em P, a segunda coordenada [a(1 —d)/a+ 1] <0 e para
Ps, como (eb/1+m)— g < 0 entdo a terceira coordenada ea(eb—mg —g)/(eb—mg)? < 0.
Quanto a estabilidade de P, observamos que todos os autovalores da matriz jacobiana

sS40 negativos:

b
—a —le+l)
JP)=J(1,0,0)= 0 1-d 0 :
eb
0 0 —
14+m g

a qual é uma matriz triangular, entdo seus autovalores, explicitos na diagonal principal,

sdo: A =—a<0,,=1-d<0eAzs=(eb/14+m)—g<0.

Portanto, o ponto sera localmente assintoticamente estavel nessas condigbes.
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Teorema 3.2.3 O sistema (46) tem trés pontos de equilibrio em O = {(u,v,w);u >0, v >
0, w>0}: Py, P, € P,; e o ponto de equilibrio P, é localmente assintoticamente estavel

se as seguintes condicées forem observadas:

i (1—d)>0;

i (£ <0

Demonstracao 3.2.3 O ponto P; ndo esta em O = {(u,v,w);u >0, v>0, w > 0}, pois

(eb/1+4+m) — g < 0, entdo a terceira coordenada de Ps, ea(eb—mg — g)/(eb—mg)? < 0.

Calculando a matriz jacobiana (47) no ponto P;:

—b
—ad  —d(a+1) 1—|—nc1ld
1—-d
J(P) = “(Hl) 0 0 : (48)
ebd
0 0 —
1 +md J

a qual tem o polinbmio caracteristico:

pr(A) =27+ [ad— (ﬁbid—g)} A*+ad |:(1—d)— (libid —g):| A+

Heana-a (04

1+md
, ebd
I. ad — — 0,
@ (1+md g) ”

ji. (—ad)(1—d) <1ibid —g) >0,

i <ad— (lib’id—g)>ad<(l—d)— <1ib:;d—g>)+ad(1—d)(1ib;id—g) > 0.

Logo, as condigdes do critério de Routh-Hurwitz sdo satisfeitas. Portanto o ponto

P, é localmente assintoticamente estavel.

Teorema 3.2.4 O sistema (46) tem trés pontos de equilibrio em O = {(u,v,w);u >0, v>
0, w>0}: Py, P, € P3; e o ponto de equilibrio P; € localmente assintoticamente estavel

se as seguintes condigcbes forem observadas:
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i. (1-d)<0;

i (P >0

Demonstracao 3.2.4 O ponto P, ndo esta em O = {(u,v,w);u >0, v>0, w > 0}, pois

(1—d) <0, entdo a segunda coordenada de P, a(1—d)/(a+1) <O.

Calculando a matriz jacobiana (47) no ponto P;:

ag(m(eb—mg—g)—eb) —glat+l) —g
eb(eb—mg) eb—mg €
J(Py) = 0 gbfmg d o |, (50)
g(sb—mg—g) 0 0

a qual tem o polinémio caracteristico:

pp3(x)=/13+{—“g(m<‘zl;(_8;”f;§))_eb)—( : —dﬂz%

eb—mg
ga ag(m(eb—mg—g)—¢eb) (g
* {Ei(gb_mg 8+ eb(eb—mg) <8b—mg a >] At G1)

do qual pode-se concluir que:

£b—mg_

e )

ga 8
Lb(sb mg g)(sb—mg d)}>0,

e ()]

eb—mg
ga ag(m(eb—mg—g)—eb) (g
A2Z(eb—me— 4l =
Lb(g mg —g)+ eb(eb—mg) eb—mg

iz g o)
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Logo, as condicées do critério de Routh-Hurwitz sdo satisfeitas e portanto, o ponto

P; é localmente assintoticamente estavel.

Teorema 3.2.5 O sistema (46) tem os quatro pontos de equilibrio em O = {(u,v,w);u >
0, v>0, w> 0} e o ponto de equilibrio P, € instavel e P; localmente assintoticamente

estavel se as sequintes condicbes forem observadas:

i (1—d)>0;

i (€ ) >o:
. l+m 8 ,

Demonstracao 3.2.5 A partir da demonstracao do teorema 3.2.4, com o calculo da

matriz jacobiana no ponto P; (50) e seu respectivo polinbmio caracteristico (51), se

&b ebd ~
(1-d)>0, (r—g) >0e <1+ d—g) > 0 entgo:
m m

(e o

FTT )

g (o)
im0 (o)

Tz mra (g ]

Logo, as condicées do critério de Routh-Hurwitz sdo satisfeitas e portanto, o ponto

P; é localmente assintoticamente estavel.

Teorema 3.2.6 O sistema (46) tem os quatro pontos de equilibrio em O = {(u,v,w);u >
0, v>0, w>0} e o ponto de equilibrio P; € instavel e P, localmente assintoticamente

estavel se as seguintes condi¢cées forem observadas:

i. (1—-d)>0;
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Demonstracao 3.2.6 A partir da demonstragdo do teorema 3.2.3, com o calculo da

matriz jacobiana no ponto P, (48) e seu respectivo polinbmio caracteristico (49), se
eb ebd
1— —_—— 0e — 0 ento:
( d)>0’(1—l—m g)> <1+md g)<
ebd
d— — 0,
. (1 +md g) ”

(—ad)(1—d) (1ibid—g> >0,

(ad— <1ibid—g>)ad ((l—d)— (libid—g)>+ad(1—d) <1ibid—g> > 0.

Logo, as condigées do critério de Routh-Hurwitz sdo satisfeitas e portanto, o ponto

P, é localmente assintoticamente estavel.

3.3 NULICLINAIS

O estudo das nuliclinais € uma forma de interpretar geometricamente o que ocorre
na dindmica do espaco de fases de sistemas ndo-lineares, principalmente no caso de
sistemas planares. O conjunto de nuliclinais consiste no conjunto de pontos para os

quais um sistema x} = f;(x) comx € R" e i = 1,...,n, ndo varia, ou seja, x; = 0.

Para o sistema (46), tem-se a seguinte situacao:

buw
0= l—u—v)—uv—
au(l—u—v)—uv -
0=uv—dv,
ebuw
= —gw.
1 +mu &

Dessa forma, sabe-se que o conjunto de nuliclinais € formado por u =0, v =0,

g —am , m(a+1) am—1)  (a+1) a
ew= — _ ¢
eb—mg w b u b uv+ b u b v—i—b

w=0,u=d,u=
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Assim, é possivel observar que as condicoes referentes a estabilidade dos pontos
criticos e os préprios pontos criticos, sdo estabelecidos a partir de combinagdes e
intersec¢des das nuliclinais, respectivamente (6).

Um caso importante, obtido a partir das nuliclinais, € a relagdo formada pelos

5 .
eb—mg’

parametros, se w#0eu=d, parau =

8
= ) 2
eb—mg (52)

A equacao (52) pode ser interpretada como uma superficie no espago dos parametros,
a qual interfere como separatriz das condigdes de estabilidade, como enunciado nos

teoremas 3.2.3, 3.2.4, 3.2.5, e 3.2.6.

FIGURA 6: Nuliclinais do sistema (46).
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4 PROJEQ@ES DE UM SISTEMA DE EQUACOES DIFERENCIAIS
ORDINARIAS

Sabe-se que o estudo da estabilidade de pontos criticos para sistemas com dimen-
sao maior do que dois tem limitacdes, por causa da complexidade dos parametros e
da dificil compreensdo geométrica da dinamica . Por esses motivos, propde-se o es-
tudo das projecdes dos sistemas. As projecdes consideradas de interesse sdo as
dos planos com origem nos pontos criticos do sistema. Os sistemas que descrevem
as projecdes podem ter pontos criticos que nao sédo proje¢des dos pontos criticos do

sistema.

4.1 PROJECOES DO SISTEMA SIP

No capitulo 3 apresentou-se um modelo para predagao seletiva na ocorréncia de
doencga contagiosa na populacédo de presas, descrito por (46). Como visto, este mo-

delo possui quatro pontos criticos (FIGURA 7), a saber:

i. Py=(0,0,0),

i. P=(1,0,0),

B a(l —d)

. P, = (d,m,o) e

. g ea(eb—mg—g)
. Py = 0 .
V- 13 <8b—mg’ " (eb—mg)? )
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Py

K

————
P
Py

<

FIGURA 7: Pontos criticos do sistema uvw.

Ao fixar, a partir do ponto Py, a coordenada w = 0, entdo o sistema (46) passa a

ser escrito como:

d

—u:au(l—u—v)—uv,

i =
%:uv—dv.

O sistema (53) € a projecao do sistema (46) quando w = 0.

De maneira analoga, pode-se considerar as outras projecdes do sistema (46) para
cada coordenada dos pontos criticos. Dessa forma, seriam encontrados 12 sistemas
descrevendo projecdes do sistema (46). Porém, para esse caso, como alguns dos

sistemas se repetem, resultam 8 sistemas para estudo.

4.1.1 Sistemas obtidos a partir das coordenadas do ponto critico P,

Para o sistema (46), quando w = 0, obtém-se o sistema (53). E quando v =0, 0

sistema encontrado é:
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du buw
— =au(l—u)— ,
dw_ ebuw "

dt  1+mu Ew-

E importante destacar que (54) é o sistema de Rosenzweig-MacArthur, conforme es-

tudado na subsecéo 2.2.4 do capitulo 2. E quando « = 0, tem-se:

d

d_V = —dV,

d; (55)
ar &

4.1.2 Sistemas obtidos a partir das coordenadas do ponto critico P,

Considerando as coordenadas do ponto P, = (1,0,0), obtém-se novamente os sis-

temas (53) e (54). E para u = 1, o sistema encontrado é:

Z—;:v—dv,
d_w_ ebw Cow (56)
dt  1+m Ew-

4.1.3 Sistemas obtidos a partir das coordenadas do ponto critico P;

g ga(eb—mg—g)
eb—mg’ ' (eb—mg)?
vamente o sistema (54) e para as coordenadas nao nulas:

Com as coordenadas do ponto P; = ( ) , encontra-se no-

dv g—d
— V.
drt eb—mg) "’

I
o
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du buw*

—=au(l—u—v)—uv— :

drt 1+ mu

y (58)
v

E = MV—dV,

ea(eb—mg—g)

onde w* =
" (eb—mg)*

4.1.4 Sistemas obtidos a partir das coordenadas do ponto critico P;

a(l—d)
(a+1)

Em cada uma das coordenadas do ponto P, = (d, ,0), encontra-se nova-

mente o sistema (53) quando w = 0 e 0s sistemas:

dv
dt
dw _ ebdw (59)
dt  1+md &%
parau=d e
ﬂzau(d—u)— buw ,
drt 1 +mu (60)
d_w_ ebuw B
dt  1+mu g
1—-d . ; , . .
quando v = a(( +1)). O sistema (60) é, também, um sistema de Rosenzweig-Mac-
a

Arthur. Neste caso, ele apresenta dependéncia da constante adimensional d, a qual
representa a capacidade de suporte deste sistema adimensional. O estudo desse

sistema é o foco da proxima secao.

a(l—d)

4.2 ANALISE DO SISTEMA uvw PARA v =
(a+1)

Enquanto os pontos criticos resultantes da maioria dos sistemas encontrados sao
projecdes dos pontos criticos do sistema (46), no caso do sistema (60) encontra-se

um ponto critico com uma coordenada que nao € projecao.
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O sistema:
du buw
°r d—u) —
dt au(d —u) 1 +mu’
dw ebuw
PE— — oW
art 1 +mu EW,

possui trés pontos de equilibrio:

i. Ey = (0,0),

ii. E = (d,()) e

g &a g
. Er, = d— .
? <€b—mg’ (eb—mg) ( Sb—mg))

A forma pela qual os parametros influenciam na configuragdo de cada um dos

possiveis casos para as condi¢des de estabilidade dos pontos criticos em Q = {(u,w) €

R?|u > 0,w > 0}, segue enunciada nos seguintes teoremas:

Teorema 4.2.1 O ponto de equilibrio Ey é um ponto de sela para toda combinac¢ao de

parametros.

Demonstracao 4.2.1 A matriz jacobiana do sistema (60) é:

(d—2u) bw —bu
a —ZU) —
1 2 1+
J(u,w) = o vg + mu) eb”mli , (61)
1 4+ mu)? 1 +mu g
( )
Calculada no ponto Ey, resulta em:
ad 0
J(0,0) =
0 —g

Como J(Ey) € uma matriz diagonal, seus autovalores ja estdo explicitos. Logo, para
quaisquer parametros temos que A, = ad > 0, A, = —g < 0, portanto o ponto Ey é um

ponto de sela.
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Teorema 4.2.2 O sistema (60) tem dois pontos de equilibrio em Q (Ey € E;) e 0 ponto

v , , ebd
de equilibrio E, é localmente estavel se —g ) <O.
1+ md

Demonstracao 4.2.2 O ponto E, néo pertence a Q, pois se (ebd/1+md)— g < 0, entdo

a segunda coordenada de E, é negativa.

Para o ponto E| a matriz jacobiana é:

—bd
—ad

J(d,0) = dpbmd (62)

1 +md —8

Neste caso, os autovalores da matriz sGo ambos negativos. Portanto o ponto E; é

localmente estavel.

A seguir, sdo apresentados alguns resultados sobre a estabilidade do ponto de
equilibrio E;:
ebd

14+md
librio em Q. Neste caso, o ponto de equilibrio E, € um ponto de sela. E o ponto de

Teorema 4.2.3 Se < — g) > 0, entdo o sistema (60) tem os trés pontos de equi-

equilibrio E, é:

, . . , dm—1
i. localmente assintoticamente estavel se u* = g > ;

J

eb—mg 2m

.. o, dm—1
ii. localmente instavel se u* = g < m )

eb—mg 2m

e W

: 25
ac ‘ |
/‘T\ - E((]iu)(ler“) / :
i ad E

ﬂ(Ier) —(1+4m)

b H dm —1 b :“\ _ dm —1
tuy = H 2
: ! 2m ! =m
t w 1 H d u
! : g - wie 9
“m : u = m YT 2 —my
: eb—mg poc 9

(a) Localmente assintoticamente estavel se (b) Localmente instavel se u* < uy.

w= %(!l —u)(1 4+ mu)

u* > uy.

FIGURA 8: Posicao do ponto de equilibrio E, e a classificagdo da estabilidade.
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Demonstracao 4.2.3 E, € Q diretamente da definicdo de Q e E, € Q, poisd > 0. Como

1+md B
0.

ebd ~ .
( g) > 0 entdo (ebd —mgd —g) > 0 e (eb—mg) > 0. Assim, sabe-se que E, €

A matriz (62) € a matriz jacobiana do ponto E,. Por ser uma matriz triangular, os
seus autovalores ja sdo conhecidos e neste caso sdo um positivo e outro negativo.

Portanto E; é um ponto de sela.

A partir da matriz jacobiana (61) do sistema (60), obtém-se a matriz jacobiana para

0 ponto E»:
; leb(md — 1) — mg(md + 1)] —8
J( g —= (d_ : )): : eb(eb —mg) € 1. (63
eb—mg’ (eb—mg) eb—mg g(sbd—mgd—g) 0

O determinante e o tragco da matriz (63) sao, respectivamente:

detJ(E>) = % (ebd —mgd — g)

[eb(md — 1) —mg(md +1)]
eb(eb—mg) '

tr(J(E;)) = ag

E possivel determinar o sinal dos autovalores através do sinal do traco e do deter-
minante. Dessa forma, como (ebd —mgd — g) > 0 entdo detJ(E,) > 0. Portanto, a parte

real dos autovalores sdo ambas positivas ou ambas sgo negativas.

d
8 > m
eb—mg 2
crevendo a desigualdade da forma a seguir:

—1
Se ocorre a situagdo do item i, onde u* = - (FIGURA 7(a)). Rees-
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g dm—1
> ;
eb—mg 2m
2mg > (eb—mg)(dm—1),
2mg > eb(dm—1) —mg(dm—1),
2mg+mg(dm—1) > eb(dm—1),
0> éeb(dm—1)—mg(dm+1),
conclui-se que tr(J(E,)) < 0. Entdo a parte real dos autovalores da matriz (63) séo

ambas negativas. Portanto, E, € localmente assintoticamente estavel.

Para o item ii (FIGURA 7(b)) a demonstragao € analoga a do item |i.

dm—
m
mente estavel no interior de Q.

Teorema 4.2.4 Se

1 - oy ‘
< u* < d entdo o ponto de equilibrio E; = (u*,w*) € global-

Demonstracao 4.2.4 A prova é decorrente do teorema A.1.1. Sabe-se que E; é local-

mente assintoticamente estavel a partir do teorema 4.2.3. Assim satisfaz-se a primeira

Pwusw) _ o ald—w

condicdo, ou seja, f(u*) <0 onde f(u) = a% (ug(u)) — () e

Agora, deve-se verificar se:
( ) fu)
u*)

(
—p(
Ii. d (%) <Opara0<u<d.

e¢! e

du

A partir dos valores de:

plu) = p(w’) = 13% - 1fiu* G +ZI(Z);1M2W*>
e
flu) = F(u") =a(d—2u)—%_a(d_2u*)_%
W G Gl

(14 mu)(1+mu*)’
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obtém-se:
f)—f) _a
p(u)—p(u*) b

E com (64) obtém-se:

d (f(u) — f)
du \ p(u) — p(u)

(1+md) —2(1 +mu)(1 +mu*) € €. (64)

) ==2m(14+mu*) <0, para0 < dm <u<d. (65)

Portanto E, é globalmente estavel no interior do primeiro quadrante.

Com a funcéao de Lyapunov (68), descrita no apéndice A, pode-se escrever para o

sistema (60):

L(u,w) = (e — 28 (u—u) —§1n(1) +(w—w")—w'ln (WK> : (66)

onde (u*,w*) = E,. Essa é outra forma de verificar que o ponto de equilibrio E, é

globalmente estavel no interior de Q.

A figura 12 ilustra o comportamento das trajetérias do sistema (60) para alguns
valores de ¢. E possivel observar que as trajetérias inferiores convergem para o ponto
E,, enquanto as trajetérias superiores se mantém afastadas, elas convergem para o

ciclo limite, como pode ser também observado nas figuras 9, 10, 11 e 12.

g dm—1

Teorema 4.2.5 Seu* = < , entao existe uma solugao periodica de (60).
eb—mg 2m
~ g dm—1 ~
Demonstracao 4.2.5 Sabe-se, do teorema 4.2.3, que se < , entao E,
eb—mg 2m

é instavel. Pelo teorema de Poincaré-Bendixson, segue que o conjunto w-limite de
toda soluggo iniciando no interior de Q, exceto o ponto de equilibrio positivo, tem uma
Orbita periédica como seu ciclo limite.

dm—1
E >

Eb—mg m
(60). Toda solugdo em Q, converge para o ponto de equilibrio E,.

Teorema 4.2.6 Seu* = , entao ndo existe uma solugao periodica de

Demonstracao 4.2.6 A demonstragcdo pode ser encontrada em Hsu (1978) e Cheng,

Hsu e Lin (1981).
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(b) Comportamento das fungdes u(t) e w(7), re-
ferentes a trajetoria externa.

— u(7)

09

08
07
08

05

uew

04
03

02

01

(d) Comportamento das func¢des u(t) e w(), re-
ferentes a trajetoria interna.

FIGURA 9: Comportamento das solugdes para o sistema (60).

Também é possivel verificar a unicidade do ciclo limite para o caso do sistema

(60) dentro da classe de sistemas de Gause, vide apéndice A, como demonstrado por

Kuang e Freedman (1988).
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FIGURA 10: Nuliclinais, a esquerda, e trajetoria do sistema (60), a direita, para alguns valores
de €. A trajetoria converge para o ponto de equilibrio E,. Foram utilizados os parametros:

a=0,5b=2,5;d=1,1;m="17,0 e g=0,26. Condi¢des iniciais u(0) = 1,2 e w(0) = 0,44
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FIGURA 11: Nuliclinais, a esquerda, e trajetoria do sistema (60), a direita, para alguns valores

de €. A trajetoria converge para o ciclo limite. Foram utilizados os parametros: a =0, 5;
b=2,5;d=1,1;m=17,0 e g=0,26. Condigbes iniciais u(0) = 1,2 e w(0) = 0,44



(b) Trajetérias nas condigdes iniciais u(0) = 0,34 e w(0) = 0,54.

FIGURA 12: Trajetérias do sistema (60)
parametros: a =0,5; b =

p
2,

a
5

ra
i d

alguns valores de . Foram utilizados os
=1,1;m=7,0e g=0,26.
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5 CONCLUSAO

De acordo com Justus (2008), o uso de algumas ferramentas matematicas aplica-
das ao estudo de dindmicas biolégicas deve ser cauteloso. Sabe-se que as dindmicas
bioldgicas sdo muito mais suscetiveis a instabilidade devido a pequenas alteragdes do
gue os problemas fisicos em mecanica, por exemplo, para os quais foram desenvolvi-

das as ferramentas matematicas, inicialmente.

Nos problemas apresentados, utilizam-se fungdes para as quais os teoremas de
equagodes diferenciais garantem existéncia e unicidade das solugbes. Fora dessas
condi¢des os problemas se tornam cada vez mais complicados de se resolver e de-
mandam de conceitos matematicos bem mais sofisticados. A analise qualitativa € um
exemplo dessa situacdo. Quando nao € possivel escrever de forma direta uma ex-
pressao para a solucao de determinada equacao diferencial, ou até mesmo, quando a
expressao é dada por muitos termos, sendo dificil interpretar a dindmica da solucéo,

busca-se por respostas através da analise qualitativa.

Modelos predador-presa com suposicdées menos limitantes, como as do de Lotka-
Volterra, tém capacidade de gerar varios padrées de abundancia, como pontos de
equilibrio estaveis, ciclos multi-geracionais, caos e outros. Esses padrdes séo en-
contrados no estudo de populagdes reais e o desafio é utiliza-los de forma a obter
respostas sobre o comportamento das populagdes reais junto aos outros fatores am-

bientais.

Sobre a predacdo com selecdo devido a presenca de determinada doenca na
populacao de presas, a sobrevivéncia do predador é dependente da dinamica da co-
munidade de presas suscetiveis e infectadas. Como sempre, esse modo de predagéo
afeta a dindmica da populagao de presas infectadas por contato, de forma indireta.

Nesse trabalho, foi realizada a revisao do trabalho de Leonel (2011). Algumas contas
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foram corrigidas e melhor escritas. No modelo S7P descrito por (45), observa-se a nao
coexisténcia da populacdo de predadores e da doencga, ou seja, ndo existem com-
binagbes de pardmetros nas quais ambas permanecem no meio. Essa dindmica se
assemelha a competicao de predadores, recebendo o nome de aparente competicao

(HOLT, 1977).

A influéncia de um parasito na dindmica populacional do hospedeiro ainda é uma
questao nao resolvida em ecologia de populagdes, pois mesmo sabendo da influéncia
gue os parasitos tém sobre taxas demograficas e que modelos matematicos apontam
o potencial de um parasito sobre a dindmica do hospedeiro, ainda sdo incomuns dados
reais sobre esse tipo de interacao afetar de forma significativa (BEGON; TOWNSEND;
HARPER, 2007).

A aparente situacao de competicdo (HOLT, 1977) é revelada pelo comportamento
das solugbes. Pensamos na populagédo de presas suscetiveis na situagéo de recurso
explorado pela populacdo de predadores e pelo parasito responsavel pela doenca
infecciosa, o que se configura como competicao de exploracao, pela interacao indireta

mediada pelo recurso compartilhado.

Experimentos futuros e conjuntos de investigagbes podem ajudar a verificar quan-
do ou n&o 0s processos prescritos por esse modelo funcionam num modo similar ao

do mundo real.

Sabe-se que o estudo da estabilidade de pontos criticos para sistemas com di-
mensao maior do que dois tem limitacdes, por causa da complexidade dos parame-
tros (RODRIGUES; OSSANI; MISTRO, 2013) e da dificil compreensao geométrica da
dindmica. Por esses motivos, foi proposto no capitulo 4 o estudo das projecoes do
sistema (46), com o objetivo de ser este um exemplo. As projecdes consideradas de
interesse sao as dos planos com origem nos pontos criticos do sistema. Como obser-
vado, os sistemas que descrevem as projecdes podem ter pontos criticos que néo séo

projecdes dos pontos criticos do sistema, como ocorreu no estudo do sistema (60).
a(l—d)
(a+1)°

Neste caso, o ponto de equilibrio E; surge no plano uw com v =
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Uma interpretagdo a situacao encontrada, seria controlar a populacdo em v =
a(l—d)
(a+1)

senzweig-MacArthur onde a capacidade de suporte do ambiente € determinada pela

, tornando possivel uma situacao de coexisténcia regida pelo modelo de Ro-

constante adimensional d. E a taxa crescimento adimensional é ad. Dessa forma os
parametros dimensionais f3 e J, referentes a contaminagédo e mortalidade da doenca,

respectivamente, influenciam e modificam a capacidade de suporte do ambiente.

5.1 TRABALHOS FUTUROS

Pretende-se seguir para o estudo de modelos com a ocorréncia de dispersao.
Para tanto, inicialmente, serdo considerados os problemas propostos por Kenkre e

Kuperman (2003) e Xu (2008).

Em Kenkre e Kuperman (2003) é estudada a aplicabilidade da equacgéo de Fisher,
a qual combina difusdo com a nao-linearidade logistica. O objetivo dos autores € es-
tudar a forma de colbnias de bactérias. Sdo considerados na descricdo da dinamica a
taxa de crescimento a, um parametro referente a competicao de recursos b e o coefi-
ciente de difusdo D. A equacéao basica que descreve essa dinamica espago-temporal
da populagéo de bactérias, descrita por u(x,t), onde a posigao é representada por x e

o tempo por ¢, é a equacao de Fisher:

du(x,t) Dazu(x, t)

o5 3.2 + au(x,1) — bu*(x,1).

Ja o trabalho de Xu (2008) tem por objetivo a prova da existéncia de solucdes

globais para modelos predador-presa com difusdo cruzada. E estudado o sistema:

uy —A[(dy + aqu+ appv)ul = u(a; —byu—civ) em Q x [0,00),
vi —Al(dy 4 op1u+ 0p2v)v] = u(a; — byu — cpv) em Q x [0,00) ,

u(x,0) =up(x) >0, u(x,0) = up(x) >0emQ,
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onde Q Cc R", com n > 1, € um dominio limitado com contorno suave dQ, n é o vetor
normal unitario externo do contorno dQ e d, = d/dn. o;; s&o constantes ndo-negativas
parai,j=1,2. Ed,;, b;, c;,parai,j=1,2, € a; S0 constantes positivas, apenas a, pode
ser nao-positiva. Ao considerar u e v como fungdes nao-negativas, elas representam

as densidades populacionais de presas e predadores, respectivamente.

Uma introdugéo ao estudo de equacgdes diferenciais difusivas pode ser encontrada
em Jones, Plank e Sleeman (2010), Malchow, Petrovskii e Venturino (2008) e Murray

(2002).
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APENDICE A - SISTEMAS PREDADOR-PRESA

Alguns resultados sobre a estabilidade global de sistemas predador-presa foram
estudados por Kuang e Freedman (1988), Hsu (1978), Cheng, Hsu e Lin (1981) e sédo
apresentados a seguir.

A.1 SISTEMA DE GAUSE

Sejam x(r) e y(r) as densidades populacionais de presas e predadores no tempo
t, respectivamente. O sistema predador-presa de Gause é:

& = ()~ ep(x)y,
2 = (po) - dp, (67)

x(0) >0ey(0) >0,

onde g(x) € uma funcdo descrevendo a taxa de crescimento intrinseco da espécie de
presas, p(x) € uma funcdo descrevendo a taxa de crescimento especifico da espécie
de predadores, ¢ > 0 € a taxa de conversao e d > 0 é a taxa de mortalidade da espécie
de predadores. Assume-se que g(x) e p(x) satisfazem:

i. g(0) >0 e que existe uma constante K > 0talque g(K) =0e g(x) >0para0 <x<K.

i. p(0)=0ep'(x)>0parad<x<K.

A partir de (67), ¥’ =0 se, e somente se, y = &EX; ey =0 se, e somente se, x = x*,
cplx
xg(x)

onde x* satisfaz p(x*) = d. Chamam-se y = e x = x* de nuliclinais.

cp(x)
Kuang e Freedman (1988) verifica que um unico ponto de equilibrio (x*,y*) existe
se x* < K e (x*,y*) é localmente assintoticamente estavel se provado que:

(Yo

Para verificar se o ponto de equilibrio (x*,y*) € globalmente estavel no primeiro
quadrante do plano xy, Hsu (1978) introduz a fungao de Lyapunov:
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_ ) —d . Py
L(x,y)—/X* S et /y Ldn. (68)

A demonstracéo de que a funcao (68) € de fato uma fungao de Lyapunov foi pro-
posta por Cheng, Hsu e Lin (1981), assim como o seguinte resultado:

Teorema A.1.1Para o sistema descrito em (67), satisfazendo as condi¢cbes descritas
anteriormente para as fungées g e p, e supondo que:

i. (x*,y*) é localmente assintoticamente estavel, ou seja, f(x*) <0 onde f(x) =

d P )

. (xg(x)) o0

SO 1) o d(F0) =) )
e ¢ 0 (G pey) <OpmROS <K

entéo (x*,y*) é globalmente estavel no interior do primeiro quadrante.

A2 SISTEMA DE KOLMOGOROV

Sejam x(¢) e y(t) as densidades populacionais de presas e predadores no tempo
t, respectivamente. O sistema de Kolmogorov é:

dx

E :xf(xay)v

d

d—y = yg(x,y), (69)

T
x(0) >0 e y(0) > 0.
Ao serem satisfeitos os itens abaixo:

i. existe K > 0tal que (x—K)f(x,0) <0 paratodox>0ex+#K,
ii. existe y > 0talque (y—7)f(0,y) <Oparatodoy>0ey#y;
.. Of

i a—y<0emQ:{(x,y); x>0, y>0};

iv. paracada (a,f) € Q, %(a,ﬁ)aqtg—]yc(a,ﬁ)ﬁ <0;

v. existe £ > 0 tal que (x —£)g(x,0) > 0 paratodo x >0 e x # %;

vi. % <0emQ;
dy
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vii. para cada (a,f) € O, %(a,ﬁ)ajtg—i(a,ﬁ)ﬁ > 0;

viii. £<K;

entdo a solugéo (x(r),y(r)) € Q é positiva, limitada e existe um unico equilibrio (x*,y*) €
0O (CHENG; HSU; LIN, 1981).

Teorema A.2.1Sejam assumidos os itens anteriores. Assume-se também que (x*,y*)

af dg

é localmente estavel e x—=—(x,y) —|—ya—(x7y) <0Opara0<x<K ey>0. Entdo (x*,y*) é
y

ox
um atrator global de (69).

Maiores detalhes sobre a estabilidade global do sistema de Kolmogorov, bem
como a demonstracao do teorema A.2.1, podem ser encontrados em Cheng, Hsu
e Lin (1981) e Hsu (2005).



APENDICE B - PROGRAMAS

B.1 PROGRAMA IMPLEMENTADO EM PYTHON 3.2

O codigo a seguir foi utilizado para gerar as figuras 11(a) e 11(b).

# du/dt = a*u*(d-u)-b*u*w/(l+m*u)
# dw/dt = epsilonxb¥ukw/ (1+m*u)-g*w
# u=x[0] e w=x[1]

import numpy as np
import matplotlib.pylab as plt
from mpl_toolkits.mplot3d import Axes3D

fig = plt.figure()
ax = fig.add_subplot(111l, projection=’3d’)

def sis(t,x):
vet = np.array( [a*x[0]*(d-x[0])-b*x[0]*x[1]/(1+m*x[0]),
epsilon*b*x[0]*x[1]/(1+m*x[0]) - g*x[1] 1)
return vet

def rk4(t,x,h):

k1 = hxsis(t,x)

k2 = h*sis(t+h/2,x+k1/2)

k3 = hxsis(t+h/2,x+k2/2)

k4 = h*sis(t+h,x+k3)

xn = x + k1/6.0 + k2/3.0 + k3/3.0 + k4/6.0
return xn

epsilon = 0.90
for j in range(0,10):

h=1.0
t = [0.0]
x = [np.array([0.34,0.54]1)]
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= int (1000/h)
= 0.5

mas o
1]

O = NN

N O o

for i in range(0,n):
tn = t[0]+(i+1)*h
xn = rk4(t[i],x[i],h)
t.append(tn)
x .append (xn)

X = np.array(x)

ax.plot(x[:,0], x[:,1], epsilon, zdir =’z’)
ax.set_xlabel(r’$u$’, fontsize=18)
ax.set_ylabel(r’$w$’, fontsize=18)
ax.set_zlabel(r’$\varepsilon$’, fontsize=18)
epsilon = (epsilon*100 + 1)/100

plt.show()

B.2 PROGRAMA IMPLEMENTADO EM MATLAB

A seguir esta o codigo da funcdo que define o sistema de equacdes diferenciais
ordinarias.

function dydt = sistemaE(t,y)

dydt = zeros(2,1);

a =20.5;

b = 2.5;

d =1.1;

e = 0.9;

m=7.0;

g = 0.26;

dydt(1) = (a.*x(d-y(1)) - (b.*xy(2)./(1+m.*xy(1)))) .*xy(1);
dydt(2) = ((e.*b.xy(1) ./(1+m.*xy(1))) - g).*xy(2);

end

A rotina a seguir chama o programa rk4.m ou ode45.m para resolver, através do
método Runge-Kutta de quarta ordem, o sistema acima para as condi¢des iniciais
informadas.



tfinal = 300;
yo = [1.2; 0.8];

[t,y] = rk4(’sistemaE’, [t0 tfinal],y0, (tfinal-t0)./1000);
hlt,y]l = ode45(’sistemaE’, [t0 tfinal],yO0);

[t,y]
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