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RESUMO

Desenvolvemos uma teoria cinética para uma mistura bindria de gases monoatomicos e
poliatomicos rarefeitos. As particulas do gds monoatomico foram caracterizadas por esferas
perfeitamente rigidas, eldsticas e lisas, enquanto que as moléculas do g4s poliatémico por
esferas perfeitamente rigidas, eldsticas e rugosas. No método de Grad caracterizamos ini-
cialmente o estado macroscépico da mistura através de 29 campos escalares de densidades
parciais, velocidades parciais, tensores pressio parciais, fluxos de calor translacional par-
ciais e fluxo de calor rotacional parcial. Os coeficientes de transporte da mistura (difusdo,
fator de termo-difusdo, condutividade térmica, viscosidade volumétrica e cisalhante) foram
obtidos através de um procedimento conhecido como iteragdo Maxwelliana. No método
de Chapman-Enskog caracterizamos a mistura por 6 campos escalares de densidade, con-
centracio do constituinte monoatdmico, velocidade e temperatura da mistura. Através
da segunda aproximacio para a funcio de distribuigdo, determinamos os coeficientes de
transporte da mistura. Como aplicacdo, comparamos os coeficientes de transporte deter-
minados pelo método de Grad com resultados experimentais e ainda com os coeficientes
obtidos através do método de Chapman-Enskog.
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ABSTRACT

A kinetic theory for a binary mixture of rarefied monatomic and polyatomic gases
is developed. The particles of the monatomic gas are characterized by perfectly smooth,
elastic and rigid spheres, while the molecules of the polyatomic gas by perfectly rough,
elastic and rigid spheres. We characterize a macroscopic state of the mixture by 29 basic
fields of the partial densities, partial velocities, partial pressure tensors, partial transla-
tional heat fluxes and partial rotational heat flux. In the method of moments of Grad,
the transport coefficients (diffusion, thermal-diffusion factor, thermal conductivity, shear
and volume viscosities) are obtained from an iterative scheme akin to the Maxwellian it-
eration method. In the method of Chapman-Enskog we characterize a mixture by 6 fields
of density, concentration of the monatomic gas, velocity and temperature of the mixture.
The transport coefficients in this method are derived from the second approximation of
the distribution function. We compare the transport coefficients obtained by the method
of Grad with experimental data and with those from the Chapman-Enskog method.
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Capftulo 1
INTRODUCAO

A teoria cinética como ciéncia moderna surgiu em meados do século XIX, e entre
os principais fundadores destacam-se Maxwell e Boltzmann. A lei de distribuigio das
velocidades moleculares de um gis em um estado de equilfbrio foi determinada em 1859
por Maxwell. Sete anos mais tarde, dedicou-se ao estudo de um gds em um estado ndo
uniforme e escolheu um modelo molecular cuja forga variava inversamente com a quinta
poténcia da distincia ( moléculas Maxwellianas ). Desta maneira, Maxwell conseguiu
contornar um grave problema: este modelo nao necessitava do conhecimento da fungao de
distribuicao. Assim, o primeiro a determinar teoricamente os coeficientes de viscosidade,
condutividade térmica e difusao de gases foi Maxwell.

Porém, o objetivo ainda era o de descrever um estado qualquer do gés e para isso
ser possfvel, o conhecimento da fungio de distribui¢ao é indispensivel. Em 1872 Boltz-
mann estabeleceu que qualquer funcio de distribuicao deveria satisfazer uma determinada
equacio fntegro-diferencial ( que posteriormente ficou conhecida como equacao de Boltz-
mann ) independente do estado em que o g4s se encontrava. A partir daf virias tentativas
foram feitas para resolver esta equagdo. Lorentz obteve sucesso para o caso especial de
uma mistura onde as massas moleculares de um componente eram despreziveis em relagao
a0 outro ( teoria de elétrons ). Depois, Hilbert tentou através de aproximacdes sucessivas
para a funcio de distribuicio ( originalmente, isto foi proposto por Maxwell ) para o caso
especffico de esferas rigidas, mas nao obteve éxitos.

Em 1911 David Enskog concluiu que um gradiente de temperatura provocaria uma
difus3o em uma mistura de gases cuja composi¢io era uniforme e um ano mais tarde ele
calculou o coeficiente de termo-difusio para um gds do tipo elétron-fon. Enskog foi o
primeiro a fazer uma previsio tedrica sobre este tipo de fendmeno de transporte, que mais
tarde veio a ser utilizado para separar isétopos em uma mistura.

Mas a solugdo geral da equagio de Boltzmann permanecia ainda desconhecida, até que
em 1916 Sydney Chapman, adotando o método de Maxwell das equacdes de transferéncia,
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cgnseguiu obter a segunda aproximagio para a funcio de distribuicio. Os coeficientes de
viscosidade e condutividade térmica foram expressos como a razio entre dois determinantes
mﬁmtps. No ano seguinte, tomando como base os trabalhos de Hilbert das aproximagoes
sucessivas, Enskog obteve a partir da equagio de Boltzmann a funcio de distribuicio e
assim conseguiu determinar os coeficientes de viscosidade, condutividade térmica e difusio
para gases puros e misturas.

Embora o8 métodos desenvolvidos por Chapman e Enskog se baseassem em funda-
mentos diferentes ( Chapman usou a equacio de transferéncia de Maxwell e Enskog tomou
como ponto de partida a equagao de Boltzmann ) os resultados obtidos pelos dois, inde-
pendentemente, foram rigorosamente iguais ( vide por exemplo [1] ).

Em 1949 Harold Grad [2] usou uma expansio em velocidades.através dos polinémios de
Hermite para exprimir a funcao de distribuicao e caracterizou um gis monoatomico através
de 20 campos escalares, conhecidos como 0s momentos da funcio de distribuicao. Com este
procedimento, Grad obteve a primeira aproximagao para os coeficientes de viscosidade e
condutividade térmica calculados anteriormente por Chapman e Enskog.

E com base nos métodos de Chapman-Enskog e Grad que iremos desenvolver uma
teoria cinética para uma mistura binéria de gases monoatdmicos e poliatomicos rarefeitos.
Para os dois tipos de moléculas assumiremos que o potencial de interacao é do tipo de
esfera rigida, o qual nao admite nenhum tipo de forca de atragao entre as moléculas.

No capitulo 2 mostraremos as equagbes de impacto para cada tipo de colisao. Esta
descrigdo foi baseada em dois modelos distintos: caracterizamos a partfcula monoatomica
por uma esfera perfeitamente eldstica e lisa, e a poliatomica por uma esfera perfeitamente
eléstica e rugosa. A diferenca entre os dois modelos ( lisa/rugosa ) reside no fato que
as moléculas poliatomicas possuem energia interna relacionada aos graus de liberdade
rotacional e/ou vibracional, e isto deve ser analisado.

O modelo de esfera rugosa foi proposto inicialmente por Bryan em 1894, porém quem
o utilizou pela primeira vez no método de Chapman-Enskog foi Pidduck [3]. Por ser de
simetria esférica com os centros de massa e gravidade coincidentes, este modelo é o mais
simples de todos, para este caso particular, pois ndo hd necessidade de se introduzir outras
varidveis para especificar a orientagdo da molécula no espago.

No modelo de Bryan quando duas moléculas colidem, uma se adere a outra sem que
haja deslizamentos, de tal modo que a velocidade relativa dos pontos que entram em contato
( em geral a velocidade destes pontos ndo é a mesma ) ¢ revertida pelo impacto. Assim, a
energia de deformacdo é totalmente convertida em energia de translacdo e rotago.

Portanto, com estes modelos é possivel escrever as equagdes de impacto para cada tipo
de colisio, levando em conta as particularidades de cada evento. Por exemplo: no caso dos
gases poliatémicos o intercimbio entre energia de translacio e rotagdo nio ¢ instantaneo
e este tempo introduzird uma viscosidade volumétrica que se opord ao movimento de
expansio ou contracdo do gés. Por outro lado, a viscosidade cisalhante é caracterizada
pela transferéncia de momento linear de uma camada do gds para outra. A analogia pode
ser extendida i condutividade térmica e 3 difusdo: estes processos sdo caracterizados pela
transferéncia de energia e matéria, respectivamente.
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Assim, os fenomenos de transporte podem ser vistos como fluxos generalizados de
matéria, momento linear e energia, causados pelas respectivas foras generalizadas de gra-
dientes de concentragdo, velocidade e temperatura. Todos estes processos refletem o efeito
dos movimentos e interagGes moleculares.

Pode-se provar que os coeficientes de viscosidade, difus3o e condutividade térmica
830 positivos. O mesmo n3o se pode afirmar sobre o coeficiente de termo-difusio. Este
fenémeno aparece toda vez que tivermos uma mistura de gases de concentragio uniforme
submetida a um gradiente de temperatura, provocando assim, a difus3o do constituinte
mais pesado para as regioes onde a temperatura é menor.

O objetivo deste trabalho é determinar através da teoria cinética os coeficientes de
transporte para uma mistura binaria de gases monoatémicos e poliatdmicos, e ainda com-
parar os resultados téoricos com valores experimentais .

Neste trabalho é usado a notagdo Cartesiana para tensores com a convengio de soma
de Einstein. Além disso, usamos a seguinte definicio:

- parénteses ponteagudos em torno dos indices representam a parte simétrica dos tensores
em relacio aos mesmos sem o traco:

1 1
bis) = §(tii + i) - §trr5ij-



Capftulo 2
FUNDAMENTOS DA TEORIA CINETICA

2.1 Conceitos Bésicos:

Neste capitulo enfocaremos alguns conceitos bésicos da teoria cinética. Para isso nos
baseamos no trabalho desenvolvido por Chapman-Cowling [1] em 1939.

Os métodos da teoria cinética sao muito valiosos para fornecer resultados de interesse
pratico, como sao os coeficientes de transporte, ainda que para alguns tipos de moléculas
os resultados obtidos provém de modelos moleculares bastante. simples, como o presente
caso.

Os gases rarefeitos ( ou ideais ) sao constituidos por um grande nimero de moléculas
separadas por grandes distincias em relagio aos seus didmetros, que se movem indepen-
dentemente no interior de um recipiente. Assim, a trajetéria de uma molécula somente
serd alterada quando esta colidir com outra molécula, ou eventualmente com as paredes
do recipiente que as contém.

Seja um gds ideal constitufdo de moléculas que serdo caracterizadas por esferas rigidas
de didmetro a. Sob condigdes normais de temperatura e pressio (T = 273,15K e p = 1 atm)
um mol desse gis ocupa um volume de 2,24 x 10~2m? e contém 6,022 x 1023 moléculas.
Dividindo o volume de um mol pelo mimero de moléculas encontraremos o volume ocupado
por apenas uma molécula: 3,72 x 1026 m3. Se considerarmos esse volume como o volume
de um cubo, cada aresta terd 3,34 % 10~° m. A distincia média entre os centros de duas
moléculas vizinhas pode ser considerada igual a este valor.

Considere uma molécula que se move com uma velocidade relativa média 3. O volume
descrito por este deslocamento é 7a2g e o nlimero médio de colisdes entre pares de moléculas
é denominado de frequéncia de colisoes v :

= nna’y,
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ont'ie~n éa depsidade do niimero de moléculas do gds. Portanto, o tempo médio entre
colisbes sucessivas, que corresponde a0 inverso da freqiiéncia pode ser expresso por:

1 1

v nma?g’

. O tempo médio é outro parimetro que auxilia a caracterizacdo do g4s. Se o tempo
de interacao entre as moléculas durante a coliso 7, for desprezivel em relagio ao tempo
médio, podemos tratar o gds como ideal ou rarefeito.

O movimento entre colisdes sucessivas de moléculas caracterizadas como esferas ri-
gidas, nao submetidas a campos de forga, é livre de qualquer influéncia mitua. Cada
molécula percorre um livre caminho médio entre duas colisoes e esta distincia serd maior
ou menor em funcao da densidade do gds. O livre caminho médio ! é definido como o
produto entre a velocidade média da molécula ¥ e o tempo entre duas colisoes:

l=9r1.

E necessdrio também o conhecimento da interagio entre as moléculas durante o pro-
cesso da colisio. Ndo estamos interessados aqui em conhecer exatamente os detalhes da
colisio. Os resultados experimentais indicam que a grandes distancias, quando compara-
das is dimensdes moleculares, as moléculas exercem uma fraca forga de atragao sobre as
outras, e a distancias da ordem do didmetro molecular elas se repelem violentamente. As-
sumiremos uma lei de interacdo e a conveniéncia dessa lei serd testada comparando os
resultados obtidos através dela com resultados experimentais.

Um dos primeiros e mais simples modelos é o da esfera perfestamente eldstsca, rigida
e lisa. O potencial de esfera rigida é bastante simples:

¢(r)

a r

Fig. 2.1 Potencial de Esfera Rigida

_ {0, ser>a,

¢(r) {oo, ser<a.
onde a é o didmetro molecular. O impulso entre as duas esferas na coliso representa a forga
repulsiva entre as moléculas durante a colisdo. Esta representacdo é apenas aproximada,
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poig as mgléculas apresentam estruturas eletronicas complicadas. A interagio molecular
varia continuamente quando uma molécila se aproxima da outra. Quando consideramos
o potencial de esfera rigida, ignoramos os efeitos das forcas de atracao.

Para podermos tratar um gés classicamente, através da mecanica newtoniana, de-
vemos estar atentos aos limites de pressio e temperatura. Gases neutros submetidos a
pro.xg("m de até 100 atmosferas podem ser considerados como ideais, pois neste caso as
colisGes terndrias s3o minimas e seus efeitos despreziveis em relacio is colisdes binarias.
Além disso, em uma faixa de temperatura entre 50 e 100.000 K o gds pode ser tratado
classicamente, pois os efeitos relativisticos e quinticos n3o s3o relevantes. Esses limites
ndo sdo fixos. Devemos levar em conta a equagio térmica de estado que relaciona a pressio
a temperatura T e densidade p:

p=nkT = p—:;T.

onde k é a constante de Boltzmann e m a massa da molécula.

Entretanto, se o comprimento de onda de de Broglie de uma molécula for muito
menor que a distincia média entre as moléculas e ainda se a velocidade térmica média de
uma molécula ¥ for muito menor que a velocidade da luz no vicuo, estaremos tratando
seguramente de um caso cldssico.

2.2 Dinamica da Coliséo Binéria:

Na mistura em andlise podem ocorrer trés tipos de colisoes bindrias:

(i) de uma particula monoatomica com outra monoatomica;
(i) de uma molécula poliatomica com outra poliatomica e
(iil) de uma partfcula monoatémica com uma molécula poliatomica.

Como 0s modelos para os dois tipos de moléculas sio diferentes ( a particula mo-
noatomica é caracterizada por uma esfera rigida lisa e a molécula poliatémica por uma
esfera rigida rugosa ) é necessdrio estudarmos os trés casos isoladamente. Quando uma
particula monoatémica colide com uma molécula poliatémica ou ainda com outra particula
monoatomica, a forca que cada uma exerce sobre a outra é dirigida ao longo da linha que
une os seus centros. K suposto que, quaisquer forcas externas que agem nas moléculas sio
tao pequenas quando comparadas as que tomam lugar durante a colisio, que seus efeitos
podem ser desprezados na dinamica da colisao bindria.

Para os nossos propésitos, a colisio bindria estar4 suficientemente especificada quando
determinarmos as velocidades finais das moléculas que colidem em funcao de suas respec-
tivas velocidades iniciais. Entao, o que precisamos fazer é estabelecer relagoes entre as
velocidades pré e pds-colisionais.

Simplificaremos um pouco a notagdo: a velocidade final diferird da inicial por um “”,

duas moléculas do mesmo tipo serio diferenciadas pelo fndice “1” sobrescrito e a particula
monoatdmica serd caracterizada pelo fndice a enquanto que a molécula poliatomica por 5.
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221 Colisio monoatémico - monoatémico: Seja a colisdo de duas particulas monoato-
micas a e a! com massas My, didmetros a, e velocidades pré e pés-colisionais (cq, 1) e
(€as €g ), respectivamente. Na figura (2.2a) k, é um vetor unit4rio que bissecta o angulo
formado pelas velocidades relativas, denominado de vetor de colisio ou apsidal:

ka = ]&—_g?[, (2.2.1)

8a = c(‘t —Cq, 8a =Cq —Cq. (2.2.2)

Com base na conservagio do momento linear e da energia, respectivamente, as se-
guintes relacoes sao vilidas:

catcl=cp+ck, (2.2.3)

o = G (2.2.4)

Como 0s médulos das velocidades relativas gq e g, s3o iguais, e se ko bissecta estas
velocidades, entao é possfvel escrever:

ka ‘ga = "'ka . g; = k; . g;, (2.2.5)

ou ainda:
8o — 8o = 2ka (Ko - Ba) = —2ka (Ko - Ba)- (2.2.6)

A combinagio de (2.2.6) com a equagio (2.2.3) fornece as relagoes entre as velocidades
finais em fungao das velocidades iniciais:

c:, =Cq — ko (Ko - 8a), (2.2.7)
ctl; P~ CL + ka (ka . ga). (2.2.8)

Neste caso, para qualquer colisdo direta com velocidades iniciais (cq, €3), velocidades
finais (c:,', cl) e vetor de colisio k,, hd sempre uma colisdo inversa com velocidades
iniciais (cq, €l ), velocidades finais (cq4, cl), e vetor de colisdo —k,.

2.2.2 Colisio poliatémico - poliatéomico:  Vamos considerar agora a colisio de duas
moléculas poliatdmicas de massas mg, didmetros ag e momentos de inércia Ig. Antes



8a
ko

@ 8;

Fig. 2.2: a) Colisao a — a b) Colisdo § — g c) Colisdo a — f

da colisdo, as velocidades lineares e angulares das duas moléculas sio denotadas por (cg,
ch, wg, wh) e apds a colisdo por (c5, ¢}, wp, wh).

Na figura (2.2b) kg é um vetor unitario na direcio da linha que une os centros das

duas moléculas g e g': ’
86 — 8p
kg = =T (2.2.9)
85 - ]

e g3, g;, s30 as velocidades relativas antes e apds a colisao:
g = cj — Cp, g5 =ch —cg. (2.2.10)

Podemos também definir o momento de inércia adimensional xg:

kg = 41

= a (2.2.11)

xg pode variar de zero, o que significa uma concentracio de massa no centro da esfera,
até 2/3 que corresponde a uma concentragao de massa na superficie da esfera.

Se J 5 representar o impulso exercido na molécula A pela molécula § durante a colisio,

as equagoes de impacto serao: ,
mgcg = mgeg — I, (2.2.12)
mgch = mgeh +3p, (2.2.13)

Ipwlﬂ = Igwg + %Ekp x Jg, (2.2.14)
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Igwh = Igw} + i‘zﬁkﬁ x J5. (2.2.15)

Representaremos a velocidade relativa dos pontos das esferas que entram em contato
antes da colisao por Vg:

a
Veg=cp- Tpkp X Wg — Cp — aTﬁkp X Wp. (2.2.16)

No modelo de esfera rigida rugosa é suposto que a velocidade relativa dos pontos que
entram em contato é revertida na colisio. Entio, a velocidade final sera:

Vp=-Vp=—c5+Lhy x wp+ch + Lhy x w}. (2.2.17)

Se somarmos as equagdes (2.2.16) e (2.2.17) e simplificarmos o resultado com as
equacoes de impacto, é possfvel escrever:

1
mgVp =-Jp+ ;;[(kﬂ -Jp)ks — I, (2.2.18)
Para determinar o impulso basta multiplicar escalarmente esta equagao por kg:
o= -mg—P (Vg4 Lis(ks- V) (2.2.19)
(1+xs) kg ' -

Assim, as velocidades finais em funcio das iniciais sdo obtidas quando substitufmos o
impulso nas equagdes de impacto (2.2.12)—(2.2.15):

= Kg ag 1
cg=cp+ m{sﬂ - ks x (wp+wp) + Ekﬂ(kﬂ : Sﬂ)}, (2.2.20)
P _% 1 L x(ks-
cp =cp T+ {gp 5 ks x (wp +wp) + Icpkﬁ(kp gp)}, (2.2.21)
N S _8s 1 9.9.99
W5 =Wp ag(l-l-kp){kﬁxgp kaX[kpX(Wp +Wp)]}, (2.2.22)
' 2 ag 1
L _S% ‘ . 2.
wh =W} o ETT {kp Xgp— 3 ks x [kg x (wp + Wp)]} (2.2.23)

Observa-se aqui que se kg e ainda I tenderem a zero nas equagges (2.2.20) e (2.2.21), estas
recairdo no caso de esferas rigidas lisas, conforme as equagoes (2.2.7) e (2.2.8). Neste caso
particular, as velocidades lineares independem das velocidades angulares e vice-versa. Ou
seja: a transferéncia entre energia translacional e rotacional é praticamente inexistente.
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Para esse tipo de molécula ( esfera rugosa ) nio existe possibilidade de uma colisio
inversa que corresponda a uma colisdo direta. Entio designaremos por (ch, ci*, wp, wh*)
as velocidades iniciais que correspondam s velocidades finais (cg, ¢}, wg, w}) e vetor de
cc_alisaf'o —kp. Neste caso, as relagoes para o vetor de colisdo e para a velocidade relativa
830:

k3 = —kg, gp =c5' —cj. (2.2.24)
Da equagao (2.2.24) e das relagoes entre as velocidades iniciais e finais é ficil concluir que:
g5 kp = g; . kb (2.2.25)

2.2.3 Colisao monoatéomico - poliatomico: Vamos analisar a colisdo de uma particula
monoatomica com massa m,, didmetro a, e velocidade pré-colisional ¢, com uma molé-
cula poliatémica com massa mg, didmetro ag, momento de inércia I e velocidade linear
e angular pré-colisional (cg, wg), respectivamente. Apés a colisdo a particula possuird
velocidade linear c,,, e a molécula possuir4 velocidade linear e angular (cg, W), respecti-
vamente. Na figura (2.2c) kg é um vetor unitirio na direcao da linha que une os centros
das moléculas a e §:

kﬂa = Mﬁ.’ (2.2.26)
o2

gBa © g;ga sao as velocidades relativas iniciais e finais:

g8a = €8 — Cq, 5o = €5 — Cqy (2.2.27)

e ainda, a distancia a.g entre os centros das esferas é relacionada aos didmetros a, e ap
por: .
8ap = 5(0“ + ag). (2.2.28)

Neste tipo de colisdo as relagGes entre as velocidades iniciais e finais sdo obtidas da.\s
equagdes de uma mistura de gases poliatomicos [4], quando fazemos o momento de inércia
adimensional da particula monoatomica &, tender a zero:

: 2
€ = Ca+ o kpa(kpa  Bpa), (2.2.29)
' 2
¢p = s — —Lkga(kga - Bgo), (2.2.30)
mg
W, =Wg =0, Wy = wp, (2.2.31)

onde myp é a massa reduzida: e
maﬂ = ——a—-—ﬁ——. (2.2.32)
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Este modelo permitg uma collisio' inve'rsa, ou colisdo de restituicio. Neste caso um
choque com velocidades iniciais (cq » €9, Wg) e vetor de colisio —kg, implica em veloci-
dades finais (cq, cg, Wg). As relagoes que caracterizam a colisio inversa sio:

85a - kga = Bha - Kpa = ~83q - kga, (2.2.33)

kso = —kga. (2.2.34)

2.3 A Equacio de Boltzmann:

As propriedades macroscdpicas de um gis podem ser determinadas através do co-
nhecimento da fungdo de distribuicio. Uma mistura composta por dois constituintes,
um monoatdmico e outro poliatomico, é caracterizada por duas funcdes de distribuigio:

Ja(x,ca,t) e fo(x,ca,wp,t), tais que:
fa(X, Ca, t) dx dcg,

representa o nimero de particulas monoatomicas que no intervalo de tempo ¢ se encontram
no elemento de volume entre x e x + dx, com velocidades entre ¢, e ¢4 + dco; € ainda:

fﬁ(xa C3,Wg, t) dx de de,

representa o niimero de moléculas poliatomicas que no intervalo de tempo ¢ se encontram
no elemento de volume entre x e x + dx, com velocidades linear entre cg e cg + dcg e
velocidade rotacional entre wg e wg + dwp.

Vamos considerar que cada particula do gds monoatomico est4 sujeita a acao de uma
forca externa especffica F*(x,t). Apés um intervalo de tempo At a posicio e a velocidade
de uma particula serao alteradas para x + c,At e ¢, + F,At. Portanto, o nimero de
particulas que se encontram agora no elemento de volume entre (x+c,At) e (x+coAt)+dx
com velocidades entre (c, + FoAt) e (cq + FoAt) + dc, no intervalo de tempo entre ¢ e
t+ At é

fa(Xx + coAt, cq + F At t + At)dx dc,.

Se admitirmos que durante este tempo nao ocorram colises:
fa(x, Cay t)dx dcd = fa(x + cht, Ca + FaAt, t + At)dx dCa. (2-3.1)

Quando levamos em consideragao as colisdes, h4 uma variagdo na densidade do mimero
de particulas que est3o no elemento de volume dxdc,. Algumas moléculas podem tanto
entrar como sair desse elemento e a taxa de variacdo da funcdo de distribuicdo causada
pela colisdes, deve ser proporcional o elemento de volume e ao intervalo de tempo:

CadxdegAt.
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Esta~taxa. dg va:riagio do mimero de moléculas deve ser equivalente 3 diferenca entre as
fungoes de distribuicdo no instante ¢ e ¢ + At:

fa(X + calt,ca + FoAl t + At)dx deg — fo(x, Ca, t) dxdcy = Codxdc Al.  (2.3.2)

Sg ‘:ividirmos a equagio (2.3.2) por dxdc, At e tomarmos o limite de At tendendo a zero,
obtemos:

0fa | o8fa | padfa _
3 +c -3—2? + F'QEE = Ca. (2.3.3)

Durante a colisdo devemos analisar tanto a criacio de pontos com velocidade ¢, no
elemento de volume dx dc, durante o intervalo de tempo At, quanto a destruigdo de pontos
no espago de fase  com a mesma velocidade ¢, e no mesmo elemento de volume dx dc,.
Além disso, temos que levar em conta os dois tipos de colisio que podem ocorrer neste
caso: a-a e a-f. Portanto, C, resulta de quatro contribuicdes:

onde os indices - e + sobrescritos indicam a destruigao e a criagao de pontos no espago de
fase, respectivamente.

Para determinar C, iremos assumir algumas hipéteses:

() fa(x,cq,t) é uma fungdo continua durante a colisio;
(ii) em qualquer posi¢ao x e tempo ¢ as velocidades de duas particulas sao independentes
(hipétese do caos molecular);
(iii) a probabilidade de ocorréncia de colisGes ternarias é desprezivel em relagao as colisoes
bindrias.

Seja a colisdo de duas particulas a e o' de massas m, e didmetros a, com velocidades
iniciais cq e cl, vetor de colisdo k, e velocidade relativa g, (Fig. 2.3a).

Em um intervalo de tempo At todas as particulas com velocidades c} que se encontram
no interior do cilindro de colisio de volume a2 (k4 - go) dko At

f;(x’ ctln t) dc}ra?x (ka ' ga) dka At’

colidirdo com as moléculas com velocidade ¢, que se encontram no elemento de volume
dxdc,:

Ja(X, Cq, t)dx dcg.
Portanto, o ndmero total de colises que ocorrem no elemento de volume dxdc, e intervalo
de tempo At é:

fa(x, CQ, t) dXdCQ fé(x, ctl,, t) dc‘l!ag(ka * ga) dka At. (2-3.5)

+ Espago de 6 dimensdes (3 coordenadas de posigio e 3 de velocidade linear) onde uma
partfcula monoatomica é especificada através de um ponto, e de 9 dimensdes (3 coorde-
nadas de posicdo, 3 de velocidade linear e 3 de velocidade angular) onde uma molécula
poliatomica também é especificada por um ponto.
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Fig. 2.3: a) Geometria de colisio a —a  b) Geometria da colisio a — §

Se dividirmos esta expressio por dx dc, At e integrarmos sobre todas as componentes da
velocidade, —0o a +00, e sobre todas as direcdes de ko, que em coordenadas esféricas 6 e
¢t possuem os limites 0 < 6 < 7/2 e 0 < ¢ < 27, chegaremos 4 densidade do nimero de
colisoes o —a por intervalo de tempo At que anula pontos no espaco de fase com velocidade
Co 1O elemento de volume dxdc,:

¢ = / Sa(%, €ay ) F1(%, €1, )02 (ke - ga) dKodcl. (2.3.6)

Por outro lado, a criagao de pontos com velocidade ¢, no elemento de volume dx dc,,
é resultante da colisdo de particulas com velocidades iniciais c,, e ¢, velocidades finais cq
e ¢! e diregio do vetor de colisdo k,, = —kg, ou seja: de uma colisdo inversa. Da mesma
forma, a densidade do mimero total de colisdes a — a que ocorrem no elemento de volume
dxdc, e tempo At para este tipo de colisao é:

fa(%,¢a, 1) f3 (x, €X', t)a2 (k, - g,) dk,, At dc} dxde,. (23.7)

A relagdo entre os elementos de velocidade dcl dc,, e dcl dc, é determinada pelo
Jacobiano da transformacao :

del deg = |J]dcl dc,,, (2.3.8)

que calculado através das relagoes (2.2.7) e (2.2.8) assume o valor 1. Através da equagio
(2.2.5) é possivel agora encontrar a densidade do mimero de colisdes a — a que cria pontos

1 6 é o dngulo entre k, e gq; € é 0 dngulo entre o plano que contém k, e g, e um plano
de referéncia. Assim, é possfvel definir: dk, = senfdfde.
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Zo espago de fase com velocidade ¢, no elemento de volume dx dc,, e no intervalo de tempo
t:

C?; = / fé'(x’ ctlxla t)ft'!(xs c:n t)az(ka : ga) dka dcllx' (2'39)

Falta ainda analisar as colisdes a — §, onde as moléculas possuem velocidades lineares
e angulares iniciais (cq, cg, Wg), vetor de colisio kg, massas m, e mp, e didmetros a,
e ag, onde gga é a velocidade relativa (Fig. 2.3b). Todas as moléculas com velocidade
g, W5 que se encontram no cilindro de colisdo de volume a25(ksq - 8ga) dkga At dcg dwg
;c’)‘lil;ﬁrﬁo com as moléculas com velocidades ¢, que se encontram no elemento de volume
Ca:
Ja(X, Ca, t) dx dc,.

Em um intervalo de tempo At o nimero de colisdes & — § que ocorrem no elemento
de volume dx dc, é:

fa(X,¢q,t) fo(x,c8,Wpg, t)a?,ﬂ(kpa * 88a) dkge Atdx dcy deg dwg. (2.3.10)

A divisao desta expressio por dxdc, At e a respectiva integracao, fornece a densidade do
niimero de colisdes a — § que no intervalo de tempo At anula pontos do espaco de fase
com velocidade ¢, no elemento de volume dxdc,:

;p = /fa(x, Ca, t)fﬁ(x) cﬁ) Wp, t)agﬁ(kﬂa ‘ gﬁa) dkﬁa ,de de (2311)

Para a colis3o inversa, o nimero de colisoes a — # que ocorrem no elemento de volume
dxdc, em um intervalo de tempo At serd:

Ja(X, €0y t) f5(X, €5, W5, t)a2 5 (K, - 8ga) dkg, deg dwp de, dx At (2.3.12)
Mas, o Jacobiano da transformagio de velocidades para este caso, também é unitério:
dc, deg dwg = de,, deg dwp, (2.3.13)

Se procedermos como em (2.3.11), ou seja, dividirmos (2.3.12) por dxdcq At e inte-
grarmos, obtemos a densidade do némero de colisdes a — f que cria pontos no espago de
fase com velocidade ¢ no elemento de volume dx dc, no intervalo de tempo At:

Chs= / JalX, € ) f5(x, €3, Wg, 1)a25 (kg0 - 85a) dkpo deg dwp, (2.3.14)

onde usamos a relacio (2.3.13).

Para simplificar, introduziremos algumas abreviagdes que serdo utilizadas até o final
deste trabalho:

= falX, Cq,t f¢lx=fa ) }:nt)a
fz = fag:, ziat; fl' = fa(z;’ccg’ t)?
fo = fa(x,cp,wp,1) f} = fa(x,ch, wh, 1),

fé = fﬁ(x,c’ﬁaw‘ﬂat) fé' = fp(x, cy,wy,t).
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Todas as funges de distrjbuigio sdo avaliadas no mesmo ponto x no instante da colisio.
Em outras palavras: as dimensGes moleculares nio sio levadas em consideragio.

{\ densidade total do niimero de colisdes pode ser obtida através da substituicio das
relagdes (2.3.6), (2.3.9),(2.3.11) e (2.3.14) na equagio (2.3.4):

Ca= / (fofX = faft)od (ko - ga) dka del

+/(f;f; - fafﬁ)agﬁ(kﬁa . gﬁa) dkﬁa dcp de. (2315)

Com esta relagdo torna-se possivel escrever a equagdo de Boltzmann para o gds mo-
noatomsco:

i} i} 0 .y
%4—03-‘9{%4‘&“8—@; =/(fa o — faf3) a3 (ko - 8o) dkq dcl,

+ / (fafs — fafs) 825 (kga - Boa) dkpa deg dwp. (2.3.16)

Esta equagao descreve a variacao da fungio de distribui¢do f, em um ponto fixo, devido
as colisdes a — a e a — . K uma equagio fntegro-diferencial, cuja solugio nio é simples.

O procedimento é andlogo para o gis poliatomico. A diferenca fundamental reside no
fato que neste caso nao hd colisoes inversas. Entao, consideramos colisdes onde as moléculas
possuem velocidades iniciais (cj, c}*,wg,w}*), velocidades finais (cg, cj,wp,w}) e vetor
de colisio k%. Assim, se repetirmos as idéias descritas a partir da equagao (2.3.5) até a
equagio (2.3.16), obteremos a equacdo de Boltzmann para o gds poliatomsco:

Fe+ 5+ s = [318  1o13) o3 s ) dkpdch v

+ [Ualy = ful) 825 (k- B30) g dec, 23.17)
onde:
I3 = fa(x,ch, wh,t) 15 = fa(x,cp*, wi', t).

2.4 A Equacdo de Transporte:

A equagio de transferéncia ou de transporte é obtida quando multiplicamos a equagéo
de Boltzmann para um g4s monoatémico por uma fungio arbitriria Ya(X,Cq,£) e inte-
gramos em todos os valores de c,; e analogamente para o gés poliatomico, multiplicamos
por uma fungio arbitraria ¥5(x, cg, g, ) e integramos em todos os valores de cs e wg.



16
Va.x;xos ana.hsar em ~detalhes a obtencdo da equagdo de transporte para o gis monoatomico.
Apds a multiplicagdo e a respectiva integragio chegaremos 4 expressio:

o 8 8
A pudea+ [ B padea+ / Fe %m dea

= /'/’a(f; ;' - fafé)a'i (ka - ga) dkq deq de,

+ / Valfafs — fafs)als (Kpa - Bpa) dkpa deo deg dwp. (24.1)

Porém, as velocidades moleculares ndo dependem explicitamente da posigaot:

Q
Bc,- _

7o =0 (2.4.2)

e se usarmos o teorema da divergéncia podemos verificar que a integral

/ 0YaF fo

dc deq

¢ nula, pois a grandes velocidades a funcao de distribuigdo decai rapidamente a zero. Isto
é vdlido para pontos infinitamente distantes que compéem o elemento de superficie dS,
com vetor unitario ng":

/ f VaF? fan? dSe = 0.

Sob estas consideragoes podemos reescrever a equagao (2.4.1) da seguinte maneira:
a 3 o a ¢a o a¢a o a’l)a
gi [ oludeat g [estfadea~ [ e +erle + pogle] fade.

= /¢a(f; g - faf;)ai (ko - ga) dkq dea dcclx
+ / !/’a(f;fé - fafﬁ)a?xﬁ (kgo - 88a) Ak deq deg dwp. (2.4.3)

Se trocarmos as velocidades das moléculas que colidem de (cq,c}) para (c;zci‘,') e
ainda usarmos as relagdes (2.2.5) e (2.3.8) que caracterizam a colisdo de restituicdo, é

possivel escrever a seguinte identidade:

] Valfafl = faft) 62 (Ko - Ba) dka deq dch

1 Esta afirmativa é vilida também para as velocidades angulares.
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= f (Vs — o) fa fL dea dTq = 3 / (Vo + 9L = B = 9X)SL' Lo = f1fa) dea dTa. (2.44)

Na segunda mtegra.l, invertemos o papel das moléculas que colidem, isto &, trocamos
(Caycy) por (c ,c4 ). Isto é possivel porque as duas moléculas & e a! possuem massas e
didmetros iguais.

Por outro lado, se mudarmos as velocidades das moléculas que colidem de (cq, cg)
para (c,, cp), obteremos uma identidade para a outra integral de colisio:

/ Ya(fofs — fafs) %5 (Koo - 8pa) dkpa dea deg dwp

= /(¢; - '/’a)fafﬁ dcadraﬁ = ';'/('/’a - ¢':x)(f¢;f;9 - fafﬂ) dca drap, (2.4.5)

onde usamos as equagoes (2.2.33) e (2.3.13), vilidas para a colisao de restituigao.
Nas duas identidades anteriores introduzimos algumas definicoes:

dra = a?, (ka . ga) dka dctl!, dl‘aﬂ = azp (kﬂa . gﬂa) dkﬂa dCﬁ dWﬂ. (2.4.6)

Assim, a equagao de transporte para o constituinte monoatomico pode ser expressa
da seguinte maneira:

i [ Vetadeat g [ Vot udea- [ [Fe + o Bl s reGle] fodee

= ] (V! = V) f1fadeq dTq + f (Vo' — Vo) fafpdeadlas,  (24.7)

ou ainda, de uma forma simpliﬁcada.:

v,
3 + 3z; ('I'., vf + @) = Sa + Pa, (2.4.8)
onde ¥, é a densidade de uma quantidade aditiva arbitréria:

¥, = / Ve fo e, (2.49)
®, a densidade de fluxo dessa quantidade:
&, = / $oC® o dea, (2.4.10)
S4 a densidade de suprimento relacionada as forcas externas:

S, = / Fad¥a ‘;ﬁ; fudea, (2.4.11)
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e P, o termo de produgaot:

d a, a
P, = /[ 'I) 61/: ]fa a+/(¢a 'l’a)fafadca dra+/(¢a '/"0) fafﬁdca drap,
(2 4. 12)

Além destas quantidades, foi introduzida também a velocidade peculiar C# definida
como a velocidade da molécula em relagdo & velocidade do fluido:

C# =cf —vf. (2.4.13)

A obtencao da equacao de transporte para o constituinte poliatomico é andloga ao
g4s monoatémico. O resultado final é:

= / ¢pfpd¢dep+5;'_- / ¥ & fpdeg dwg — / [8¢'ﬁ cﬂ"'p" +Fﬂ3¢ﬁ] fadegdwg

= /('/};9 - ¢’B)fﬁfé dcgdwg dls + /(10;9 —¥p)fafpdcgdwpdl g,, (2.4.14)
onde

dTs = a% (kg - g) dkg dc}; dw, dTpa = 625 (kga - 8pa) dkga dea.  (2.4.15)

Também é possivel escrever a equacao de transporte para o constituinte poliatomico
em uma forma genérica:

a‘I’p
ot T oz

Embora cada termo possua defini¢oes diferentes, tém os mesmos significados que os des-
critos em (2.4.9)-(2.4.12):

3z; (‘I’ﬂvf +®g) = S+ Pp. (2.4.16)

¥s = [ Vafpdesdw, (2417)
95 = / ¥p Cf f5 deg dwg, (2.4.18)
Sp= / gl 28 Iy dep dws, (2.4.19)

d
Pg:/[—gf-{-c?%?]fad(:pd‘lp

+ / (s — V) fafh depdwp dTp + / (¥ —¥p)fafpdegdwp dT go. (2.4.20)

+ O primeiro termo é denominado de produgdo prépria e os outros dois de produgio
devido as colisdes.
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Capftulo 3
O METODO DE GRAD

Neste capitulo mostramos uma solugao para a equagio de Boltzmann, baseada no
método dos momentos de Grad. Este método originalmente descreven um gés monoatdmico
através de 20 campos escalarest, e o que se faz aqui é descrever inicialmente uma mistura
bindria de gases monoatomicos e poliatomicos por 29 campos escalares utilizando a mesma
técnica desenvolvida por H. Grad [3]. Depois, reduziremos esta teoria para apenas 6
campos a fim de determinar os coeficientes de transporte da mistura.

3.1 - A Teoria de 29 Campos Escalares:

3.1.1 - Campos Bdsicos e Definigoes:

Para descrever o estado macroscipico de um gis usamos quantidades denominadas de
campos bdsicos. O que define o niimero de campos a ser utilizado é o método empregado
e as caracteristicas do gis em anilise.

Seja uma mistura bindria de gases ideais formada por constituintes monoatomicos e
poliatomicos, ndo submetida a torques externos. Iremos assumir que a velocidade de spin
do constituinte poliatdmico é nula e além disso, vamos atribuir uma temperatura T para
a mistura. Portanto, esta mistura serd caracterizada no método dos momentos de Grad

por 29 campos escalares de:
(i)densidade de massa parcial:

Pa(x,t) =/mafa dca, (3.1.1)

pa(x,t) = / mp fp dep dwg, (3.1.2)

t Paralelamente a este desenvolvimento, Grad utilizou também 13 momentos para
descrever o gds monoatdmico.
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(ii)velocidade linear parcial:

W2 (x, 1) = p‘l; / Mol fadea, (3.1.3)

vP(x,t) = ;l; / mgc? fg deg dwp, (3.1.4)
(iii)tensor pressdo parcial:

PR, 1) = / MaCECS fo dea, (3.15)

i, 1) =/mﬁ CPCF fgdeg dwp, (3.1.6)
(iv)fluxo de calor translacional parcial:

a7c,) = [ ma e O fodes 3.17)

¢ (x,t) = / mg %ﬁ C! fpdeg dwg, (3.1.8)

(v)fluxo de calor rotacional parcial:
p = Wb 8
hi(x,t) = /IﬁT C; fadcg dwg. (3.1.9)

Relacionamos os campos a algumas grandezas fundamentais em teoria cinética, como
é o caso da densidade total do nimero de moléculas, que representa o nimero total de
moléculas por unidade de volume no instante de tempo ¢:

n(x, t) = nq(x,t) + ng(x, t). (3.1.10)

A densidade de massa parcial po e/ou pg pode também ser expressa através da den-
sidade de mimero:

pa(,t) = mana(x, 1), pp(x,0) = mpmp(x,f),  (3..11)
e a densidade total de massa p é ent3o, a soma das densidades parciais:
p(x,t) = pa(x,t) + pp(x,1). (3.1.12)

Em misturas, além da velocidade peculiar linear de cada constituinte C#, G,‘-‘9 definida
como a diferenga entre a velocidade molecular c?, ¢/ e a velocidade linear vg, v?:

OF = ¢ — v, Cl=cf -8, (3.1.13)
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utiliza-se também a velocidade peculiar linear de cada constituinte em relagio 4 mistura

a ¢B.
& &
& =cf -, ¢ = -y, (3.1.14)

onde v; é a velocidade linear da mistura:

1
%= ;(pav{’ + ppv?). (3.1.15)
A diferenga entre a velocidade linear de cada constituinte e a velocidade da mistura é
denominada de velocidade de difusao:

uf = ovff —v;, uf =vf -, (3.1.16)

Pode-se mostrar, através de (3.1.15) que:
pati® + ppul =0, (3.1.17)

ou seja, para uma mistura bindria ha apenas uma velocidade de difusao independente. O
produto entre a densidade e a velocidade de difusdo é definido como fluzo de dsfusao:

J? = pauf, JP = pguf. (3.1.18)

3.1.2 - Equagoes de Balango:

Cada campo bdsico requer uma equagao de balango, e estas sao obtidas quando subs-
tituimos nas equagoes de transporte (2.4.7) e (2.4.14) ¥, e g por:

()Balanco de massa parcial: ¢, =m,, ¢5=mg:

a;;, + a‘;‘;:f? =0, (3.1.19)
doav?
"_;t& + —%%L =0, (3.1.20)

A natureza e o nimero de moléculas sio supostos inalterados pelas colisoes, tal que pro-
cessos COmo reagoes quimicas e ionizagdo sdo excluidos nesta andlise. Por esta razao, o
termo de producdo das equagoes de balango de massa é nulo.

(ii)Balango de momento linear parcial: ¢4 =macd, Y= mac?:

a
oL+ g putfsf +05) = paFP + P, (3.1.21)



dpgv!

d
-t a_z,-(”ﬁ”? o + ) = po Ff + PP°,

onde:
P = [ Male§’ — ¢2)fafp dea dTap,
PP = / mg(c] — cf)fufp deg dwg dT'ga.
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(3.1.22)

(3.1.23)

(3.1.24)

Pode-se mostrar, através das relagées (2.2.29) e (2.2.30) que o termo de produgio da

mistura é nulo:
PP 4 PP =,

e assim, 0 momento linear da mistura é conservado.

(iii) Balango do tensor pressdo parcial: o = m,CC?,
7

a;’;’ + oz; Pl + P58 + p%.-g:—? + o8 g:
a"z + o (Pﬁkﬂ’ﬁvf)ﬂf,az +p€,-a,
onde:
Pk = / maCFCYCE fodca,
= [ meCPOCE Iy dep dw,
P = [ ma(CE'CY - C2CS) fufp dea das,
Pl = [ mo(CP G - COGP)fulpdey dwp dTpe,

P = / ma(CH CF' = CACF)faf} deq dTa,

P = f ma(CP'CF' - GPCP) [ [y deg dwg dT's.

¥p = mgC? C'f :

=P +Pg,

(3.1.25)

(3.1.26)

(3.1.27)

(3.1.28)
(3.1.29)
(3.1.30)
(3.1.31)
(3.1.32)

(3.1.33)

(iv)Balango do fluxo de calor translacional parcial: 9, = kmC2C?, 45 = kmpC3CP:

i) ovg & ;
"aq"""'az (qf’,+q. )+pukak+q1'5z—j-——

(3.1.34)
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%f 08 5. 558 ovf | 509f _pf Orl;
o T 9z, (455 +47vy) +Pﬁ'k55.; +q; 32—; ~ s 0z,
_lpr‘?rapg'_ 8 Pa ppk a lpﬂ 8
e =Ol QB e, s
onde:
02
¢ = / Ma—*CFCF fo dea, (3.1.36)
o = / mp-?ic*?cf fodesdws, (3.1.37)
@t = [ GRCHCE - CROP ol dea T, (3.1.38)
Qf = / T2 (CH CF' - CROP) fy 1} deg dwg T, (3.1.39)
Q2 = / S2(CECE' — CECP)fafp dca dTa, (3.1.40)
Qfe = / T8 (CF CF — GBCF) fafp des dwp dTpa. (3.1.41)

(v)Balango do fluxo de calor rotacional parcial: ¢ = %Ipwng :

ah? d g 8.8 pav? 3kT p{’, apg' — P Pa 3kT }ﬁ fo
"5?'+8_z,-(h""+h‘ AL Pri (mp - 203) 5z o HHC - (Wp—_ﬁgﬂ |
(3.1.42)
onde:
8 W} 58
S, = / Iy 0P CP f deg dwp, (3.1.43)
Is, 2 g
Hf = / L (w§ OF ~ wjCP) fp} deg dwp dT, (3.1.44)
| A
HP* = / L (wg CF — whCl)falp deg dwp dT po. (3.1.45)

Nas equagdes de balango apareceram quantidades novas: os momentos da fungdo
de distribuicio Sy, Poik> 98, ¢ e hY, e o8 termos de produgio PIP, PP, PP,

Pg"‘, P, Pg, 2 Q,ﬂ , Q¥ @5, HP e H,:ﬁ"‘..Esta,s quantidades, momentos e termos de
produgao, s30 denominados de termos constitutivos. Para o sistema formado pelas equagoes
de balanco ser solivel é necessério determinar estes termos em fungao dos campos bisicos.

Isto exige que conhecamos as fungdes de distribuicdo fa(X, ca,t) € fo(x, cg, Wp, t).
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3.1.3 - Fungées de Distribuigao:

O nosso objetivo aqui é encontrar funcdes de distribuigdo fu(x, cq,t) € f5(x, cs, wg, {)
que descrevam o comportamento do gds préximo ao equilfbrio. Além disto, iremos utilizar
a segunda aproximagao 1 para caracterizar as funcdes f, e fs.

. Entre algumas maneiras que hi para se obter as funcdes de distribuigio, podemos
citar a expansao das velocidades em termos dos polinémios de Hermite e a maximizacio
da entropia. Nos restringiremos 4 segunda, via multiplicadores de Lagrange.

Este método consiste em encontrar o extremo da densidade de entropia da misturai:

ps = —k f faln fodco — k / faln f5deg dws, (3.1.46)

sujeita aos seguintes vinculos: pq, v¢, pf; € ¢f; pp, 2, i @, hfeT.

A temperatura da mistura T é definida com base no principio de equiparticdo de
energia. Pelo principio, a cada grau de liberdade das moléculas corresponde uma energia
especifica de

Lkq

2m’
Para as moléculas monoatomicas a energia é correspondente aos 3 graus de liberdade
translacionais: 3 k

€ == —
T 2my

enquanto que a molécula poliatomica possui 3 graus de liberdade adicionais (graus rota-
cionais) em relacao & monoatomica:

T, (3.1.47)

€5 = 37nk',;T‘ (3.1.48)

Em teoria cinética podemos exprimir a temperatura, relacionada nestas duas equagoes, da
seguinte maneira:

21 c2 11 C3  w}
T(x, t) = gm m,,.———fadca - §m / (mﬁT + IﬂT fﬂ de dWﬂ (3149)
Neste trabalho estamos considerando somente uma temperatura para a mistura.

A maximizacio da entropia é um problema equivalente ao de encontrar o extremo do
funcional F:

t A primeira aproximagio é a fun¢do de distribuigdo de velocidades de Maxwell.
1 Vide Apéndice A4
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c2 . w C? z
_ Af’mp c?_ Ag-mpC’?Cf— ,\.ﬁmﬂTﬁc{’ _,\f Ip—zﬂoﬁ g (mp 2ﬂ 1,91”2£ }fﬁ,

' 3kng
3.1.50)
que nao estd sujeito a vinculos. Os multiplicadores de Lagrange A%, A?, Ag, Af & Aﬁ-,

Ag, Aﬂ Aﬁ *, Ap 830 independentes das fungées de distribuigio fa e fp.
Se determinarmos o extremo do funcional F

oF

3 0

obtemos uma expressio para fq:
f=ap{ Tl rne segorde]l e

onde foi substitufda a velocidade peculiar linear C# pela velocidade peculiar em relagio a
mistura { e desprezados todos os termos nao lineares.

O tensor pressio pode ser decomposto em duas partes: o trago do tensor e por um
outro termo denominado de deviante do tensor pressdo (i)’

1
P = 30705 + ). (3.1.52)

Por sua vez, a pressio pZ é identificada com o traco do tensor pressio dividido por
3. Portanto, pode-se escrever p{; como:

P5; = Padij + o) (3.1.53)

O multiplicador de Lagrange Ag; est4 relacionado ao tensor pressao e assim, também serd
dividido em duas parcelas:

A% = §Agr6“j + AaJ) (3154)

Apés a substituigao de AZ; na equagdo (3.1.51), podemos considerar a fungéo f, como
formada por duas partes distintas:

fa=f2(1+ ¢a), (3.1.55)

onde fE representa a parte em equilfbrio e ¢, o seu desvio. Desta maneira, f, se reduz &
seguinte expressio:

fomen{-Te [t a s i gt] Joo{ e e s apperg o0 e J}
(3'156)
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' A segunda exponencial, que representa a parte fora do equilbrio, é um termo pequeno,
pois estamos tratando de processos préximos ao equilibrio. Portanto, vamos expandi-la da
seguinte maneira:

exp z~ 1+ 2. (3.1.57)

Sob esta consideracio f, torna-se:

1,, 02 Ma €2
f=taen(ghne) [1- R [ee e el e

onde: .
— Maf Kk | &
Aq -exp[ A (ma +A )] (3.1.59)
No equilfbrio a fungao f, é a prépria funcao de distribuicao de velocidades de Maxwell,
§
5 _ pa Mo _Ma
a (xa ca)t) - Mq (27fk ) exp ( 2kT€a)’ (3160)
o que permite fazer a identificagao do primeiro multiplicador de Lagrange:
3m
a . T
A = S ET (3.1.61)

Para determinar os demais multiplicadores é necessdrio substituir a equacio (3.1.58)
nas equagdes (3.1.1), (3.1.3), (3.1.5) e (3.1.7) as quais definem os vinculos: pq, v, pf; €
q?. Isto resulta em:

3
= Pa [ Ma
fo=L2 (mT) , (3.1.62)
2 1 2
N=-fr (%) ¢f, (3.1.63)
« G (ma)_uf 4
A% = paT(lcT) i (3.1.64)
_ 1mg Py :
Afy = "E'ﬁg’f%' (3.1.65)

Com os multiplicadores de Lagrange determinados é possivel expressar a funcio de
distribuicdo do constituinte monoatomico através da relagao:

o a § a My 2?," o ca

2
+(%‘g) %% (5';:—%55 - 1) &+ -?T‘iu:-"f?}. (3.1.66)
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Pal.'a determinar fg procede-se da mesma maneira. Primeiro encontra-se o extremo
do funcional
oF

2 =0,
0fp
o que implica em:

mg

+Aﬂ3—k%p; (%ﬁ_ + -'%%3 - efuf)] } (3.1.67)

mg| k . Ig W
fﬂ=exp{-7”{—+A" +AP€f + Al +A?§2é££’ +2f -,,,—‘;—2365’

A pressao exercida pelas moléculas poliatomicas é a soma da pressio em equilibrio pﬁ
( pressdo estética ) com a pressdo fora do equilfbrio wp (pressdo dinimica):

ps = 1§ + @p = ngkT + wp. (3.1.68)

A pressao dindmica é uma consequéncia do processo de relaxacio que ocorre no gis. A
troca de energia interna entre as moléculas nao é instantinea durante a colisio, e neste
curto intervalo de tempo ocorre uma expansio ( ou contragao ) no sistema, provocando
variagoes no volume do gas. Isto nao ocorre em um gds monoatémico ( ndo hd troca de
energia interna entre as moléculas ) e a pressao do gds é a prépria pressio em equilibrio.

Assim, podemos escrever o tensor pressio pﬂ COmo:
Pl = By + (05 + )5, (3.1.69)

e o respectivo multiplicador, Aﬁ por:
1
A?j = A?ij) + gAf,.ﬁ.'j. (3.1.70)

Neste caso, A8, nio representa mais uma quantidade no equilibrio. Por outro lado, podemos
dividir Ap em duas partes A§ e AYF que representam a parte em equilbrio e fora do

equilibrio, respectivamente:
Mg = A +ANE. (3.1.71)

Apés a substitui¢io da equagdo (3.1.71) na equagdo (3.1.67) podemos, como no caso
da fun¢3o f4, dividi-la em duas partes:

2
o= tooss| -5 f (4 2P| f1- T [weer + g o5

podo Whep, 1 \wp (S8 IovE
DAL Rl (2 +2 2|} (3.1.72)
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com:

Ag =exp[—ﬂkﬁ-(mi +Aﬁ)]. (3.1.73)

Um gds poliatomico em um estado de equilibrio é caracterizado pela fungio de dis-
tribuicao de Maxwell:

E — fﬁ_(mﬂlﬂ)% 2
50 cawart) = o e P\ R - s

o que nos permite identificar o multiplicador A% F como:

AE = 1‘# (3.1.74)

Se substituirmos a expressdo (3.1.72) nas equagdes de definicdo dos vinculos: (3.1.2),
(3.1.4), (3.1.6), (3.1.8), (3.1.9) e (3.1.49), encontraremos os demais multiplicadores:

Ag= ’i—‘;%, (3.1.75)

M, =322 17T, (3.1.76)

Ay = 'El;‘%fic‘%‘z”ﬁf)’ (3.1.77)

AYE = 37,1-2-13,,, (3.1.78)

A = ‘%E;I'T (;"_72)2(,{’, (3.1.79)

A = _gMLT (%)2,4?, (3.1.80)
M=_dypyme 1 s mo 1 s (3.1.81)

Assim, a fungio de distribuigdo fg fica completamente determinada:
_ pp (mplp)t _ s *Pli) ¢t g8
fﬂ(xacﬁ,wﬂ,t)—'@m ( 2ka§ 2lcT ){1+(kT) 2pp£ §;

2 g
(37 B0~ ) ) G- e
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20
mo\“hy (Ip o \eB, ™8 5o
+(kT) P (3IcTwi‘5"l & +ﬁ“a & } (3.1.82)

3.1.4 - Termos Constitutivos:

Pafa determinar os momentos da fungio de distribuicio é necessirio apenas substituir

as fungbes fq e fg, definidas através das relagdes (3.1.66) e (3.1.82), nas equacdes (3.1.28),

?.1:29)., (3.1.36), (3.1.37) e (3.1.43) e integrar nas respectivas velocidades. Os resultados
inais sdo:

Pk = 2(aPbse + a0k + 283, (3183

Phix = %(‘I? 8k + 42 6ik + q{ 6i5), (3.1.84)

05 = % (,’;—Ta) zpaﬁq + % (,—';%) Plis) (3.1.85)

¢ = g (%) 2pp6.-,- + -;- (%) Py +5 (%) wgbis, (3.1.86)
W=> (’%) " pobis + g(%) ey (3.1.87)

Foram desprezados todos os termos nao lineares. As férmulas usadas para proceder a
integragao encontram-se no Apéndice Al.

Os termos de produgio requerem um cdlculo mais trabalhoso. Primeiro todas as
velocidades finais devem ser transformadas em velocidades iniciais, através das equagoes
deduzidas na se¢ao 2.1. Depois, substituimos as velocidades peculiares Cf e C,-ﬂ e veloci-
dades moleculares c¢ e cf’ pelas velocidades peculiares em relagao & mistura & e E{-’ e
velocidades de difusao uf e ,u,-ﬁ . Por iltimo, fazemos uma mudanga nas varidveis de inte-
gracao, introduzindo as velocidades do centro de massa linear G e angular Z e ainda as
velocidades relativa linear g e angular z, dependendo do tipo de colisao:

(i)Colisao a — a:

1
Go = 5(81 + o), 8o = &5 — €a- (3.1.88)
(ii)Colisao o — p:
Gga = Tno: o+ Tn? €p; goa = §p — §a; Zgo =12po =Wp.  (3.189)
(iii) Colisso # — B:
1 1
Gp=5(Eh+&s),  ge=E& &,  Zp=3(Wh+ws),  2p=Wp—Wp.

(3.1.90)



Para os trés tipos de colisdo o Jacobiano da transformaco ¢ unitsrio, ou seja:

d(:adcz = dfadfé = dgadGa, (3.1.91)
deqadeg = d€qdép = dgpadGaa, (3.1.92)
dededede dfpd{gdede dgpdGpdzgdZpg. (3.1.93)

No Apéndice A2 encontra-se um cdlculo mais detalhado de um termo de produgio.
Aqui nos limitaremos apenas aos resultados, devidamente linearizados:

4 -
Paﬂ g ( 2”’:’;?# ) nanpa?,p [kT(“,ﬂ a) + - maﬁ (qﬂ z‘ )]’ (3'1'94)
3 p o
[J‘.ﬂa = —g (——-—-—-—2“;;‘03) nanpaap [kT(u - ua) + = ma (Z—'ﬂ - Zt)]) (3195)
aﬁ _ 16 aﬁ . z ) -—
Ps'j = —3—(21rkTm,,ﬂ)§nanpm—+—ma [_ ﬂ iy~ (ma mﬂ :);(}11)16

16 | o 3\ 2ma
Pg_a = ——3—(2ﬂ'kTmap)%nanﬁm [— ﬁ 17 y + —Lp:)- (mp + B—ma) '—'5- p—apgji,
(3.1.97)

5, 2m
Qf"9=4(21rkTmap)’f'nang — +mﬂ [( ﬁ)”‘(“ - u])

1

w1 1
( (2ma+ smi+z mamp) o5 T ) \3

(lmamp+ lsmg)], (3.1.98)

2 5 2
Qb = 4(2kamag)bnanﬂm (§+ ';n;)kT(u — uf)

¢ 1 9.6 9.7 g 1 1 32
& . m2 4L — 3.1.99
+p,9 (e +m5) (Zmp+5ma+5mamp oo et ma) \ 3 3Mamg+7zm , )

Hf* = 4(2:rkTmaﬁ)inan,9 [kT(u )+"‘°ﬁ (qp % )+3-'-"£h? , (3.1.100)

P Pa) 3 pB
KT\ ?
Pi=-% (1:7‘01) naa3pfiy, (3.1.101)
1 (mkT\} 2 8
Pf=- T+ rp) ( ™ ) ngaj [g:cpwp&, + 75(13K + e)p{’,.j)], (3.1.102)

4
Q= —% (%) nae3gs, (3.1.103)
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1 kT ¢ 8 40 |
Q? = 1+ Kg)? ( mg ) npa% [—TS-(‘! + 17'%)9? + gnﬂh?Js (3.1.104)

1 kT * 8 8 |
B = e ( u ) npad [gn,,q{’ - S (a3 + 205+ l)h?]. (3.1.105)

Quando substitufmos os termos constitutivos nas equacdes de balango, estas passam a ser
denominadas de equagdes de campo. Cada solugio do sistema formado pelas equagdes de
campo é denominado de processo termodsndmsco.

3.2 - A Teoria de 6 Campos Escalares:

Embora a teoria de 29 campos esteja completamente determinada (todos os ter-
mos constitutivos sdo conhecidos), nao é possivel ainda calcular os coeficientes de trans-
porte, como a viscosidade cisalhante e volumétrica, difusio, termo-difusdo e condutividade
térmica da mistura. Isto exige uma redugdo dos 29 campos iniciais para apenas 6 campos
escalares. S3o eles:

(i)densidade da mistura:
p(x,t) = palx,t) + pp(x, 1) = / Mo fo dca + / mpg fp dcg dwg, (3.2.1)
(ii)velocidade linear da mistura:
vi(x,t) = %[pav,‘-"(x, t) + ppvP (x,1)] = %[ / Mo fo deo + / mgc? fg deg de], (3.2.2)
(iii)temperatura da mistura:

_ 2 G2 e = L Ch | vB
T(X, t) = m/manadca = m/(mpT + IpT) fp de dWﬂ, (323)

(iv)concentragao parcial:

calX,t) = ”;’é:’t;). (3.2.4)

Neste caso a concentragao estd definida para o constituinte monoatomico, mas também é
possfvel definir para o poliatémico:

calx,t) = L% 1) (3.2.5)

e pela equagdo (3.2.1) é facil perceber que a soma das concentragoes é obviamente unitaria:

ca(x,t) + ca(x,t) = 1. (3.2.6)
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3.2.1 - Equagoes de Balango:

As equagdes de balanco necessirias provém da teoria de 29 campos com algumas
modificagoes:

(i) Balango de massa da mistura: somam-se as equagdes de balango de massa de cada
constituinte (3.1.19) e (3.1.20):
dp

m'l'

Opvi _
e 0. (3.2.7)

(ii) Balango de momento linear da mistura: somam-se as equagoes correspondentes ao
balango de momento linear parcial (3.1.21) e (3.1.22):

Opv; 0
-0+ 3—%7(1’%'”:' +pis) = paF2 + po FY, (3.2.8)
onde:
pi; = pi; + pﬁ + patfu + ppuf . (3.2.9)

(iii) Balango de energia da mistura: substitui-se 4 € ¥ nas equacdes de transporte (2.4.7)
e (2.4.14) por o = Lmack, e 5 = Impc} + FIpw} t:

0 1 0 1
3i [P (6 + -2-02\)]4--3; [P(E + -2-02) v; +¢i + p.-,-v,-]= PaVi Y + pﬁva,-ﬁ, (3.2.10)

onde foram introduzidas algumas definigoes:

1
pe = pata + ppep + 5 (Patiz + ppup), (3.2.11)

1 1
=@ +97 + 47+ pa (e,, + §u3>u? +pp (Gp + 5u?,) uf +prus +pful.  (3.2.12)

(iv) Balango de concentragio parcial: é obtida através da divisdo da equagdo (3.1.19) pela
densidade da mistura, p: 5 5 P
OCq OCa | 10poYy _ 3
5t TGt e =0 (3.2.13)

Nesta teoria os termos constitutivos passam a ser:

ud velocidade de difusdo,
Pij tensor pressio da mistura,
g fluxo de calor da mistura,

t Para se obter o bé,lango de energia da mistura é necessirio somar as duas equagoes
logo apés as substituicoes de Yq € ¥p.
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08 quais devem ser expressos em funcio dos 6 campos basicos. As 24 equagoes de balango
restantes, apds algumas modificagdes e a respectiva linearizagio, serdo usadas para deter-
minar estes termos constitutivos que estio definidos em fungao de uf, pg-j), (i) @8> 9

q?eh?.

(i)equagdo linearizada da velocidade de difusdo: dividindo as equagoes de balanco de mo-
mento linear parcial pelas respectivas densidades parciais, obtém-se:

dvg | 1T0pE  OP%n1_ . 1 pas

W+p_a[3—2:;+ 9z; ]—F, +P—aP£ ) (3.2.14)
ovf 1 [00F  dmp  OPi)]_ pp. 1 ppa
—t 4 - = FP 4+ — PP, 3.2.15
ot +pﬁ[8z,~ + 0z; + 0z; ] k +pﬁP' ( )

Se subtrairmos uma equagio da outra, a expressio final linearizada resulta em:

0ug  papp[1 Opf 1095 pu e

dp%.. Bpﬂ.. 9
p89P%s) _ paOPlis) _ Pa 08 _ pas 3.2.16
Y Bs; T 0x;  p Ba ik (5:216)

onde a expressao entre colchetes é denominada de forga generalizada de difusdo, d¢*1:

E 10 B
Al I

e a equacao linearizada para a velocidade de difusao passa a ser:

0vl! g pﬂapi:'_&%_fg?ﬂﬁ_ af 2.18
Pagy TP d§’+7 dz; p O0z; p Og; =R (3.2.18)

(ii)equagdes linearizadas para pf;;y, p(ﬂ‘-j) e wg: substitui-se o8 momentos da funcao de

distribuicao pjy e p‘?jk, definidos através das relagdes (3.1.83) e (3.1.84), nas equagdes de
balango do tensor pressao parcial. O resultado linearizado é:

00 , 200 | 200 20qr, . g (Oup Ou),
ot +§az,-+'5'ax.-+56z,6"+pa 6z,+3zr 4

ou® 8u3" ov; 30, — pa af
+"5(az',- + 5 * 5 +az,-)’P' + P,

1 Para mais detalhes vide Apéndice A3.
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e ainda:

opf; 207 | 2 3q}  20¢? g
£ 208, | o[04  du\.
5t T 50z, T 505 5oz, T 6 (a ,+55}’)5"

“i du] Ov; av] Y Ba
+p,’,?( _+(9 +6, a,) PP + PP,

Se subtrairmos das equagdes acima o respectivo trago dividido por trés, que é obtido
quando contraimos os indices (i = j):

BHE (G )k o

D () e e
encontraremos as equagoes para pz" i) € pﬁ,,)

31;‘(2.-,-) i g:g + 298 (g;‘% + %): Pl +PLS. (3.2.22)

Por outro lado, se multiplicarmos as equagdes (3.2. 19) e (3.2.20) por $e3, , Tespectivamente,
e somarmos as equagdes resultantes, chegaremos 3 equacio para a pressio dindmica wpg:

61:73 1 Bv, duf 10q° 10h8
a5t T3kl g+ ”"Ta +39 "33z

+3pa8¢(FE — Ff) = 5(P + 3 PA2), (3.2.23)

onde a derivada temporal da temperatura foi eliminada através do balanco de energia,
equacdo (3.2.10).

(iii)equacoes hneanzadas para ¢, qﬂ e hﬁ a substituicio dos momentos da fungao de

distribuicao g, qU e hw definidos pelas relagoes (3.1.85), (3.1.86) e (3.1.87) nas equagoes
de balango do fluxo de calor translacional e rotacional parcial, e a posterior linearizagao

fornecem as equagoes desejadas:

dqf k \2.0T kT 9pf; _ of §kT ap
dg¢ +2,,( )T6z¢+ma Tl = Qr +@f P, (3.2.24)

9 5 (k\®.OT  KTOPly SkTdws _ g, opa_ 5kT s
—4+—p(—) T-éz—""—';; 32.‘_,' +§‘"—‘;-8T'_—Q,-+Q,~ P ’ (3225)
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oY 3 [ k\% oT 3kTanp_ 0 ¢ g _ 3 kT pa

Temos agora as equagdes necessdrias para determinar os termos constitutivos desta
teoria.

3.2.2 - Iteragao Maxwelliana:

Para obter os termos constitutivos iremos utilizar um procedimento conhecido como
steragdo Mazwelliana [5]: substitui-se no lado esquerdo das equagGes linearizadas os valores
em equilibrio dos termos constitutivos:

ug‘:p‘(".j)zp(ﬂ‘.j)=Wp=q?=q?=h'-ﬁ=0’

e obtém-se no lado direito os valores referentes 4 primeira iteracio dos mesmos termos:

(pE + p§)dg = PP®, (3.2.27)
av 3 af
2pE = Py + Py (3.2.28)
Bv ;
g 0% _ o6
> pa ( k ) TQZ-Q. #+Qpf - XX per (3.2.30)
m
gp ( k ) T— =Qf + @b - > "TP”", (3.2.31)
3 (k\20T _ .. pa BT
o (—) To5. = B + Bf* - 3PP, (3.2.32)
kTgv' =P8+ %P,”,". (3.2.33)

A solugdo destas equagoes fornece as leis de Navier-Stokes, Fick e Fourier, as quais serao
exploradas ao final deste capftulo. Nos limitaremos somente a esta primeira iteragao .

A iteragao Maxwelliana desacoplou o sistema inicial de 23 equagGes escalares, (3.2.18),
(3.2.21)—(3.2.26), resultando em 2 sistemas independentes:

2A1T40v(; /025y = Bipfyy + Bzigia')’ (3.2.34)
2A2T§60(.-/3$j) = B3pa-j) + By (55)
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Cng‘da = DlpTu“ + qu‘ + Daq' + D4
CoT49T/0z; = DspTu? +Deg® + Dyf + Dsh?’

3.2.35
C:;TiBT/B:c. Dngtl°r + Dloq, + Duq; + Dlz A ( )
C4T§3T/Bz, Dy3pTug + D14g? + Disql + Dygh?.
e ainda uma equagio para a pressio dinimica:
ov,
EIT*E-E = Fiwg (3.2.36)
onde:
k
Al - 'nTa'ca)
k
Az = m—g(l — ¢a),

1642 [ mk\*? 16/ 21k \?  mg 2 mg\, .. _
B‘“"FE(E) ca_ﬁ(maﬂ) (ma + may o8 5+ 35, ) (1 = e
2k mg a2 c
2= 15 maﬂ (ma+mﬂ)2 af®a
ok \ ? My
REE (maﬂ) (s + mapeae(1 = ce)
_ 8aag (7k 3 (13xk5 +6) 16 ( 27k 4 M2 (5, 3Me),
B4———l—g-’:"_ﬁ(ﬁ) (t- )(l+’°ﬁ)2 15\ mag ) (ma+mg)2 *° mg |
k

k
Cl — m—QCQ + _(l - Ca),

5/ k\?
C2=§(m—) Car

a

mp
3/ k\?2
04—§(m_3> (l"ca):
8 ( 21k \*? “'ﬁﬂ

Dy =0,

3
D3=-§-( 2% ) Map 025 Ca,
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ok \ ¢ a2 k)%
De = —= k af mg 2n k aaﬁ
s 3 (maﬁ) (ma + 'nﬂ)2 (5 + ema) ety 3 (maﬁ Mmq Mo + mg Ca,

a2 4 (2xk\¥ a2
Ly - I3 ( 7 ) af (30m§ + 16mamg + 13m3)(1 - ca),

ay

32m% + Smamg)cq — = C
(32m} amg)Ca 3(m.,p Mg My +mg

AN m 2 (2nk\* ka2
Dy = = k af —lea— = af
T3 (map) (ma + mp)? (5 + Gmﬁ)ca 3 (map> mg mq + mg o

B
af 2(1 _
(e + mg)p a1~ )
i a2
5 (44 17xp) _
mg (14 Kp)? (1= ca)

2nk 3 azp 2 2
~15 ( ) (et m)? (30m3% + 16mamp + 13m3)c,,

2k ) 3 Mag agp

5
]
|
| o0
/"\
\./ N—

map
_40(nk\Ya} g
Dl2 = K(E) mg (l + ”ﬁ)z( ca),
Dl3 - 01
D4 =0,

- Ca),

D"’:"(mp) g (2n§+2np+1)( )"(2“‘)& a2,

3 mg (14+kg)? Mag | Mg+mg *
El = (1 - CQ)k
_ nk } Kg yms mg ap
F] = 32(mﬁ) (l ¥ Kﬂ)z aﬁ (l c,,) 8(2ﬂ'km p) - m Ca.

Precisamos agora resolver os dois sistemas de equagoes, que irao fornecer pz’”), p"”),
q, qB h” e u?; e ainda encontrar wg, o que se faz diretamente através da equagdo (3.2.36).

3.2.3 - Os Termos Constitutivos e os Coeficientes de Transporte:
A solucdo do sistema (3.2.34) fornece as seguintes relacdes para os deviantes do tensor
pressao: 5
V(s

ov N
pa]) = _2I‘a'5;% p’g,) = —2”5—3-;3';’ (3.2.37)
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onde:
_ Ai1By— AsBy 1y _ A3B, — A Bs
Ba Bl B4 _ BZBaT ) P = mT§ (3238)

A pressdo dinimica é obtida diretamente da equagio (3.2.36):

ov,

TR (3.2.39)

W =

By Kpaj r \} 2rmag\t a2, !
"—FlT —np[32w(m) nﬁ+8( kT ) mna] . (3240)

Com os deviantes do tensor pressao e a pressao dinamica determinados é possivel
z(xgora expressar o tensor pressio da mistura através destas quantidades de acordo com:
3.2.9)}:

dvy; 0
pii = 05+ 0% = iy + 0y + (05 + 1 +0p)6i5 = —2;;5;% -q%&.-,-+nkT6,-,-, (3.2.41)
3
onde:
_ _ 15 (2kT 4 (ma + mp) 4ca(l — ca) — A*ca — B*(1 — ca)
#-ua+up-§2-( - ) ey o) B 24

com A* e B* definidos abaixo:

. 2 (ma +mp) { ag \2(6+ 13x5) (1 — ca) Ca
A0 = V2(ma o
4 mgﬁ (aap) (1+x5)% mpt +(5mp + 3mq) my’

m af aaﬁ a mﬂ
A equacgio (3.2.41), que expressa a relacao entre o tensor pressio da mistura e as
suas causas (o deviante do gradiente de velocidade, o divergente da velocidade e a prépria
pressio) é conhecida como les de Navier-Stokes. Os coeficientes de transporte, que fazem
a conexio entre a forca (causa) e o fluxo (efeito), sao identificados como:

p  coeficiente de viscosidade cisalhante,
n coeficiente de viscosidade volumétrica.

t Considerando somente os termos lineares.
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O outro sistema de equages pode ser escrito em uma forma matricial:

gl 32 1133 0 pTu C, Td?

5 Do D 0} | & |_ Cy 9T /0z;

Dy Dy Dy Dy, q? =T# Cs 8T /0z; |- (3.2.43)
0 0 Dis D h? Cy 8T 0z

Comq se trata de uma equagao matricial de ordem 4 as solugdes explicitas para os termos
constitutivos sao muito extensas e por esta razao nao serao mostradas, apenas indicadas:

pTug = MT#d + MzT*g—Z, (3.2.44)
¢f = MsT#d? + M4T*g—£, (3.2.45)
¢f = MsTHd? + MeT? g%, (3.2.46)
W = MyT4d? + MsT4 g—ﬁ. (3.2.47)

onde M, (v =1,...,8) é a solugio da equagdo (3.2.43) expressa em fungao dos coeficientes
Cs (6=1,..,4) eD, (y=1,..,16). Com base em (3.2.44) é possfvel reescrever a equagao
para a velocidade de difusao:

uff = —Dgpdf - D;%, (3.2.48)

onde: .
Dy = —%3 M,, (3.2.49)

, T}
D, = s M,. (3.2.50)

A equacio (3.2.48) é a representagdo matemdtica para a les generalizada de Fick, que
relaciona a velocidade de difusdo A forca generalizada de difusdo e ao gradiente da tem-
peratura, sendo que D;p e D, representam os coeficientes generalizados de difusio e de
termo-difusao, respectivamente.

Como a velocidade de difusdo é proporcional a d¢ ; pode-se afirmar-que este-movi-
mento das moléculas no gés é resultante de: (i) gradientes de densidade: quando a com-
posi¢do do g4s nio é uniforme, a difusio surge para reduzir estas diferencas e homogenizar
a mistura; (ii) as forgas externas podem causar efeitos distintos nos dois constituintes,
resultando em velocidades de difusao diferentes para as duas moléculas; (iii) pressdo nao
uniforme: quando isto acontece, as moléculas mais pesadas se deslocam para as regides
onde a pressao é maior.
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Além disso, a velocidade de difusdo possui uma componente devido a um gradiente
de temperatura. Quando a difusdo é causada pela nio uniformidade da temperatura é
denominada de termo-difusio.

Segundo Chapman-Cowling [1], a lei de Fick pode ser expressa como:

olnT
aa:.- !

n2
W= (1= ) [Dmd:-’ + Dy

(3.2.51)

onde D, é identificado como o coeficiente de difusdo da mistura e Dy como o coeficiente
de termo-difusdo da mistura. Se compararmos as equagdes (3.2.48) e (3.2.51), obtemos as
seguintes relagoes:

m ’
D2 = m; : Ca — D, (3.2.52)
CQ + %‘:‘(l - CQ)
m ] [ ] ‘
Dy =D a - D.. (3.2.53)

Ca + p2(1-ca)

A razao entre D3 e Dy é denominada de razdo de termo-difusao:

Dr _ D,
= ==& 3.2.54
T Diz Daﬁ ( )

Muitos resultados recentes em termo-difusao tém sido apresentados em fungio de uma
outra grandeza, denominada de fator de termo-difusdo:

_ nsz _ 1 D:,

= e = e D (3.2.55)

ap2

A expressio linearizada para o fluxo de calor da mistura, obtida através da equagao
(3.2.12), também est4 relacionada 2 forca generalizada de difuso e ao gradiente de tem-
peratura e é conhecida como les generalizada de Fourier :

aT

¢ = —D*d? - ,\*a—a, (3.2.56)

onde: k k
D* = —(Ms + M5 + M;)T% - (gm—a ~ 4m—ﬁ) MiT¥cq, (3.2.57)
A* = —(My+ Mo + Ms)T4 - (g—’i - 4—"—) MyThe..  (3259)

My mg

A lei de Fourier mostra que o fluxo de calor pode resultar tanto de diferencas na tempe-
ratura do gis, quanto do fluxo de moléculas. Este dltimo processo pode ser reconhecido
como um efeito inverso & termo-difusio, ou seja, uma difusao-térmica.



41

Quando néo h4 difusdo de moléculas na mistura (u® = 0), a relacio entre a forca
generalizada de difusao e o gradiente de temperatura é expressa através de kp:

10T

d? = —kTT%'.

(3.2.59)

A substituicio desta equagdo na lei de Fourier fornece uma relacio simples para o fluxo
de calor:
aT

%= "\}9?.-’ (3.2.60)

onde A é definido como o coeficiente de condutividade térmica da mistura:

A= [kr(Ms + Ms + My) — (Mg + Mo + Mp)|T%. (3.2.61)

Os gases em um estado nao-uniforme atingem o estado de equilfbrio através do movi-
mento de moléculas que transportam massa, momento linear, e energia. Ou seja, através
dos fendmenos de transporte (difusdo, viscosidade e condutividade térmica), os quais re-
presentain as tendéncias naturais para uniformizar a composigao, velocidade e temperatura
do gas.

No capftulo 5 serdo mostrados os resultados ( em forma de gréficos ) para os coe-
ficientes de viscosidade cisalhante e volumétrica, condutividade térmica, difusao e também

para o fator de termo-difus3o de misturas compostas de gases nobres com metano, tetra-
fluoreto de carbono e metano-deuterado. Os resultados foram comparados com medidas

experimentais, existentes na literatura.
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Capftulo 4
O METODO DE CHAPMAN E ENSKOG

Neste capxtulo mostraremos como ¢é possfvel obter, através de uma outra forma, a
soluga.o da equagdo de Boltzmann. O método de Chapman-Enskog é caracterizado por
a.prox1ma.§oes sucessivas, mas como no capitulo 3 nos restringiremos somente  segunda
aproximagao.

4.1 Definicoes B4sicas:

Vamos caracterizar uma mistura binria de gases monoatomicos e poliatomicos através
de 6 campos escalares:

p(x,t)  densidade da mistura,
vi(x,t)  velocidade linear da mistura,
T(x,t) temperatura da mistura,
ca(X,t) concentragio parcial,

definidas pelas equagdes (3.2.1)-(3.2.4).

As equagoes de balanco para esta teoria sio as mesmas da teoria de 6 campos do
capitulo anterior:
(i) balango de massa:
ap

dpvi —
% 0, (4.1.1)

+3,

(ii) balango de concentragao parcial:

Ocq dcq , 10pul

5t " Y%en T

2 ~o, (4.1.2)
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(iii) balango de momento linear:

dpv; 0
B T gg; (Pvivi + Pis) = paFY + p Y, (4.1.3)

(iv) balango de energia:

0 0 1
at |P [ (e +3Y )]+EE [p (E t '2'”2) vi+gi+ Ps‘j”j]= PV FY + pgl P, (4.14)

(()nde o;s termos constitutivos p;;, ¢; e uf sdo definidos pelas equagdes (3.2.9),(3.2.12) e
3.1.16

4.2 FuncGes de Distribuicao:

Vamos dividir as fungbes de distribuigdo fa(x, ca, t) e fg(x, g, wg, t) em dois termos,
0s quais representam a primeira e a segunda aproximagio para estas funcdes:

falx,€ast) = f (%, €a,t) + [ (%, oy ), (421)
fa(x,ca,wp,t) = féO)(x’ cg, W, t) + fél)(x’ cp, Wg,t). (4.2.2)

O gis em um estado de equilibrio é caracterizado pela fun¢io de distribuigao de
velocidades de Maxwell. Para processos proximos ao estado de equilibrio a funcio de
Maxwell di a prlmelra aproxnma@ao para a funcao de distribuicdo. Portanto, os dois
primeiros termos f& e fé correspondem 3 funcao de Maxwell, que fornece os valores
locais dos campos basicos para um gds monoatdémico e polia.témico, respectivamente:

?r
Pa

ps (mgls)t m I
féO)(x’ €, Wp,t) = ;‘%L(Efic'%))?exp ( 2’65‘02 2kﬂT ) (4.2.3)

A segunda aproximagao serd expressa como o produto entre a fungdo de Maxwell e o
seu desvio, ®, (X, Cq,t) e Pp(x, cp, wg, t):

f&l)(xs cd) t) = ng) (xa Ca, t) Qa (x: ct!) t)’ (4'2'4)
I$9(x, 5, wp,8) = £ (x, ¢, Wp,t) B5 (x, 5, W5, 8). (4.2.5)

O desvio caracterizard o gis fora do equilibrio, descrevendo assim os fenomenos de
transporte como a viscosidade, condutividade térmica e a difusdo. Desta maneira, as
fungdes de distribuicdo, de acordo com (4.2.4) e (4.2.5), passam a ser:

fa(®,€a,t) = f) (X, a, t) {1+ Ba (X, Ca, )}, (4.26)
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fﬂ(x1 Cﬁ,Wﬁ,t) = fé())(xv cg, Wﬁ,t) {1 + Qﬂ (x’ Cp,Wg, t)} (4‘2'7)

4.3 A Equacio de Boltzmann e as Leis de Conservagao:

Se substituirmos as equagdes (4.2.6) e (4.2.7) na equagio de Boltzmann para o gis
monoatdmico e poliatomico, e levarmos em conta que estamos interessados em uma teoria
linear, na qual devem ser desprezados produtos entre os desvios e as derivadas da fungao
de distribuigdo local, e termos como:

0®
a:;ﬁ ) Qa@ﬁ ) QGQL y Qﬂ@}g
chegaremos as expressoes:
0) 0) 0) ] '
ag tel aaff. + Fi“—aaf,‘,(’q = / SOFEY (@5 + @, — 8L — 84) dT,
+ [ O 18 (@, + @ — @ — 85) dT (43.1)

6;;0) ﬂaféO) p6f§°’ _ 0) /(0)" (m1e o o )
ot T o ag TH 3 = / S5 (@ + @5 - 8} — @) dT
+ [ A1 @, + 8~ 80 - 85) T, (432)

No lado esquerdo foram mantidas apenas as derivadas da fun¢io de Maxwell.

Através da conservagao de massa, momento linear e energia prova-se que as seguintes
relagoes, necessdrias na obtengao das equagdes (4.3.1) e (4.3.2), sio vilidas:

JO SO = O fOF g0 g0 = 0 O p(0) fl0) — glo) pl0)’,

Algumas vézes torna-se mais ficil trabalhar com as equagées (4.3.1) e (4.3.2) na forma
de operadores:

Daft(!o) = Ia[Qa] + Iaﬁ[@a + Qﬁ], (4.3-3)
Dpf§") = I5[®3) + Ipal®a + Bg), (43.4)
onde:
é i} o 0
Da=gptelgnth 3’

_ 0 (i} g 0
Dp—m"'cg'aT'_’FF;a g

]



45
[o]8] = / O SO0 @Y + 8, - 8 - ,)dT,,
Ipl®) = / I @ + 3 - 9} - &) dr,
Logl®a +@5] = [ [0 1(@, + 8 - 8, - 85) T,

Ipa[®q + ®5] = / SO 0@, + &) — B, — B5) dT 50

Se a e~quag50 de Boltzmann era caracterizada como uma equagio integro-diferencial, as
equagdes (4.3.1) e (4.3.2) sdo apenas equagdes integrais nio homogéneas, pois o lado es-
querdo é definido em termos das funcdes de distribuicio de Maxwell.

Vamos multiplicar (4.3.3) por uma fungio arbitraria Yo = a(X, Cq, t) € integri-la em
dc, e analogamente, multiplicar (4.3.4) por ¢3 = ¥5(x, cg, W, t) e integré-la em deg dwp.
A soma das duas equagdes resulta em:

/ YaDaf) deo + / ¥pDp f{" deg dwp = / Yo SO O (L + &), — BL — &,) dcg dT
+ [ e+ 9O 1@, + 8 - 0 - 85) dea dTg

+ / 'pﬁféo)féo)l (@}3‘ + &3 - &L — ®g) deg dwp dT'g. (4.3.5)

Estas equagoes podem ser transformadas, através dos mesmos argumentos usados na segio
2.4 em:

/ YaDaf(V) deg + / ¥pDp S5 degdwg = ] B0 SO fOV (Y + 9o, — ¥L — va) deq dT4
+3 [ (@ + 8 - 00— 05) 1901590 + 5 — ¥, — ¥5) dea dTap

+ / a5 1) (05" + 05 — ¥h — ¥p) deg dwp dT5. (4.3.6)

Quando ¢, e ¥ anulam o lado direito da equagio (4.3.6) dizemos que estes ¢ represen-
tam os snvarsantes de soma do sistema, pois durante a colisao estas grandezas se conservam.
Para uma mistura os invariantes de soma s3o:

(i) Massa: ¢q=my € g =mpg
/ Mo Do fO) deo + / mgDp f§°) degdwg = 0. (4.3.7)

Esta equacao possui uma particularidade: pode ser desacoplada. Isto porque trata-se
de um gis quimicamente neutro e inerte, onde a massa de cada constituinte permanece

inalterada durante a colisao:
/ MaDa f{ deg =0, / mgDs f5) deg dwpg = 0. (4.3.8)
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(ii) Momento linear da mistura: ¢, = macd e Y5 =mge?
/ macd Do fO) deo + / mgc? Dy fg’) dcg dwg = 0. (4.3.9)

(iii) Energia da mistura: ¢, = imyc2 e ¥ = §mpch + LIpw}

/ >MacZ Do f{") dey + / ( 2m,9cp +5 I,gwp) Dg fé )deg dwg = 0. (4.3.10)
Os invariantes de soma do sistema podem ser expressos através de uma tnica equagao:
¥, = / V8 fudeo + / WA fadesdws (A=0,...,4) (43.11)
onde:
Vo=0p se ¢$’—ma e W—mﬁ,
V; = py; se =Macd e ¢ = mpcﬂ
Vy=p(e+Lv?) se apg =mact e 9§ = L(mpcd + Isw}).

Por outro lado, as funces de Maxwell também fornecem o mesmo valor para estes campos.
Portanto, a seguinte identidade é vilida:

/ V3 fo dea + / ¥4 f3 deg dwg = / V31O de, + / Wi 1V degdwp (A=0,...,4).

(4 3 12)
Em consequéncia desta relagdo, temos:
/'/’ﬂfgo)q’a deq + / !/Jgféo)@p degdwg =0 (4.3.13)

Para solucionar as equacdes (4.3.3) e (4.3.4) ¢ necesssrio determinar Do f$) e Dg fisO)
em fungao dos campos bdsicos. O cdlculo das derivadas das fungoes de Maxwell resulta

em:

(0) = f(0)[ 1 0pa _810T + M av, mq 5 18T
+_— “ bz a Z; 2 Ta:t, af’ a + szﬁ 1 T-a_; kTF1 ) (4314)

T ot 2kT§%T at 2kT AT ot
2ﬂ13T 1p 2.610T mpFﬂEpl
)

Dpf°)=f§°){pl 3;;9 316T mp 6v. laT Ig wzlaT

dpp 10T +ms p 0v; g1 8T mg
°ﬁ L =3l 50 T T e+ 9k B T30 * 9k T o (
431
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As equagles necessirias para eliminar as derivadas temporais sio obtidas quando
substituimos as equagdes (4.3.14) e (4.3.15) nas equagdes (4.3.8)—(4.3.10), respectivamente:

0pa | Opavi _ Opp Mva _
apvg 8 a ﬂ
st 13z z: (pviv; + p°8i5) = pa FY + pp FY, (4.3.17)

0 1 0 1
3 (pe + §pv2) +-3——_- [(pe + Epvz) v; + p? v,-] = (pal‘}" + ppF,p ) ;. (4.3.18)

Estas equagoes 830 um caso particular das equagdes de balango (4.1.1) (4.1.3) e (4.1.4),
onde pi; = pE6ij, ¢i =0 e u¥ = 0. Sdo conhecidas como as equa.goes de campo para um
flusdo de FEuler, as quais ca.ractenzam um fluido ndo viscoso, nio condutor de calor e sem
difusao. A eﬁminagéo das derivadas temporais das equagoes (4.3.14) e (4.3.15) resulta em:

(0) — £(0) 2 6ln T P o o
Dafa —fa {(2kT€ )61 az‘ d

a

B‘U(, nﬁ 2 av,-
ESEJ 0z ta +ng (3I¢T6 ) dz, } (4.3.19)
0) = £{0) Is pOIT _ 9% g4a , ™8 58 0%
Doty = 13 {(21:7‘5!’ T )5' Bn g s YIS,
n Ip ng \ 0,
+n+n‘9 (3ka'2’_ gl +E’;)%}. (4.3.20)

4.4 As Funcoes @, e ®4:

As equagdes integrais nao homogéneas resultantes da substituigdo das relagoes (4.3.19)
e (4.3.20) em (4.3.3) e (4.3.4) sdo

ma lnT o Ma oo aavi
o {(Fe-3)eT, + L ar+ e gt

n :—ﬁnp (3kT€2 ) 6:, } Io[®a] + Lap|®a + B4, (4.4.1)
¢ ah‘T _ 0% cBa, ™B ch e _ﬂt_
fé°’{(2kT£3+2,,T uh - ) it SLAR e

ng n Iﬁ 2 avr I N 5 "
+"+”ﬁ (3"'T£p 3np kT wp + )02} I5[®p] + Iga[®a + P5]- (4.4.2)
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O lado direito destas equagdes é linear tanto em ®, como em ®, e o lado esquerdo em
0T [9z;, dv; /02:1), dv, [0z, e d?. Entao, vamos expressar &, e &5 como uma combinagio
linear destas quantidades:

I T dug Ou

~Ae " _ Dade o] Y%
. (X,Cq,t) = —AS e Dydy - 2Bf; 5z, B, P (4.4.3)
®p(x, cp, wp,t) = —A" al"T + Dfde - 2353—”(‘- g;" (4.4.4)

onde A?, D&P sio vetores, B‘-"-"9 tensores e B escalares.

A substituicdo de o € D5 em (4.4.1) e (4.4.2) implica que A% DXP Bﬁ-’ﬁ e B*P
830 solugdes especiais das equagoes:

1O (G - 5) € = LlAT)+ Lglt? + 40, (4.45)
- [(756-5)+ (b -3) |0 = 1A+ flr + 40, (449
- f(°)"E = I,|D¢] + Is|D® — D?}, (4.4.7)
—fé°’ﬂ§££’=1pwﬂ—1paw:-*—Df’l, 449)
— I 3E €065 = Lol Byl + LasBRyy + By, (4.4.9)
-1 28 s €4 €h = 1a1Bfj)] + ToalBij) + By, (4.4.10)
_ng a o Y.
O (-G )= BN LB+ B, (s
Ok P [( o €5~ 2) ( 2 uh- §)]: I5|B?) + Ipa[B® + BP). (4.4.12)

As tnicas varidveis envolvidas neste conjunto de equagoes sao os vetores {7, 5‘@ e wﬁ
além dos escalares po, pg e T. Portanto, AP D&P, B“’ﬂ e B 330 funcoes destes vetores
e escalares, e assim, usaremos pohnomjos em veloc1dades para expandir estas grandezas,
tomando como base as equagdes (4.4.5)—(4.4.12), as quais devem ser satisfeitas:

A’ = al£1 +az (2 2kT€g)& ’ (4413)

5

I,
A" aa(, + a4 (;2 - 2kT€p) £ﬁ +as (g - 7]:%'”’2’) fp, (4.4.14)
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= di §f, (4.4.15)

Df = da¢?, (4.4.16)

By = b &RER, (4.4.17)

Bf;y = ba€fi€), (4.4.18)

B* =0, (4.4.19)

B? =bs (2kT & - m. p) (4.4.20)

onde a,(7 = 1,...,5), ds(6 = 1,2) e be(e = 1,2,3) sdo escalares que dependem somente
depa, ppeT

Duas relaces muito tteis so obtidas a partir da equacio (4.3.13), a qual @, e P
devem satisfazer:

a = —%Eia;;, d ’;g dg (4.4.21)
a a

Assim, eliminamos duas constantes restando determinar a,, a3, a4, a5, d1, b1, b2 e b3
para especificar completamente as fungées de distribuigao:

fa(X,Cast) = f&o)(x: ca’t){l— [al+az(2 2kT£a)]£' L - 2blq’£% 4 l
(4.4.2
fa(x,cp,wg,t) = fé°)(x, cp,w,g,t){l - [—ﬁgal + a4 (g - %Z—g,—f%) +as (2 2kTw%)j

pOIT | na, coga_ gpcheh 0% _ 5o,
x& 32; npdl& af 2b2£(1€.1) 0z; (2kT£§ 2kT g) . (4.4.23)

A multlphcagao da equaga.o (4.4.5) por £F e (5 — M E2)EF , e da equagdo (4.4.6) por

{3)(, e(d- w3)é?; ea posterior integragio em d¢, e ds dwp, respectiva-

mente ornece um sustema. j equacées para as constantes a,, 0 qual pode ser escrito
em forma matricial:

Xi X2 X3 0 ay 0
X5 Xe X7 0 . (15)] — _i Y2 4.4.24
Xs X0 Xu X2 (9 T Y3 |’ (4.4.24)
0 0 X5 Xie as Y,
onde:
1 1
Xl— l"‘Ca)ma
Xy = LMas
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— _1map
Xs = 2m}’
10\ 1
Xs= (420 + 2} —
s (nu+-3)0—md’
Xe=_i‘.[2.(_“_°_)2£e Matmp _10ma __Tmp __ __6m3
3 \Gap/ np (mapma)* (ma+mg)  (ma+mpg) ma(mq +mg)’

Xy = 5 m? 432
Srmglma T3] * 3 (e £ 3)
10m 1
Xo = p
° (‘” 3 m.,> T=ca)’
2

X0 -2 i 32 mp

3 m,,,(ma +mg) 3 (mq+mg)’
Xy, = V2 ( 85 \*ng ma+mp (1355 +4) | 10ms + Tmq 6m2

"3 \Gap ) na maﬁimg (1+x)2 * (ma+mg) ~ mg(ma +mp)

Xig = — 5\/5( ) ng Matmg  Kp

—3_ ks
18 = 3T
X16=_(l+4ﬂp+2ﬁ%)‘_ aap )\ a (2mas\?
(1+kp)2 ag ) ng\ mg |’

Y; = 5vZ (ma +mp) 1
8 (ﬁkmap)i npa
Yo = — 5/2(mo +mp) 1
8 (nkmaﬂ)§ n.,,a
3 mp 1

Como no método de Grad, nos limitaremos a indicar a solugao para as constantes,
uma vez que a forma explicita é muito extensa:

0 X2 X; 0
_ Y Xe X7 O —1m—
0y = det Ys Xio Xu Xio ATITH,
Yo 0 Xis Xie

Xi 0 X 0
_aulXs Yo Xo 0 | A_im—y
az = det Xo Ys Xu Xz AT,
0 Yy Xis Xie



Xy Xa 0 0
Xs X¢e Y2 O

Xo X0 Y3 Xi2
0 0 Y. Xie

X1 X2 Xs O
X5 Xa X7 Y2

a4 = det

= —1p—
G = det Xo Xi0o Xuu Ya AT,

0 0 X5 Y,
onde A é o determinante da matriz principal:

X1 X2 X 0
_aalXs X Xr 0
A =det Xo Xio Xu Xi2|

0 0 Xis Xie

A-IT-4,

ol

Por outro lado, a multiplicacio da equagio (4.4.7) por £ e a integragao em dé®

fornece diretamente o valor de d;:

i = 3/Zmgmg n 1 1
1~ 716 & nq pazg (1kT)Y

(4.4.25)

A determina.gio de by e by se faz através da multiplicacdo de (4.4.9) por (L7 e de
(4.4.10) por fﬁ £ eda respectiva integragio em d€° e d€P dwP. Estas operagdes resultam

em um snstema. e duas equagdes:
Zuby + Zoby = Wi T4,
Zaby + Zybgy = W,T- 4,

onde:
Pa Mp (mq + mp) 2mp 10
2y =2
! \/-(aap) P8 m3 Map? t3
_ 4m,
5= —3mg
= _dmp
Za= 3mg’
7 _V2( g ? pp mq (ma+mp)(6+13xp)+2ma+_l_9
4 6 \Gap /) Po mg map} (l + Kp)z 3’
W _5_ =7 mamg (mo + mp)
YT 8 (2nk)d peads  mapt
W _5_ = mamp (m,,-l-mp)
27 8(2nk)t Pabls mapt

(4.4.26)
(4.4.27)
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Desta forma, b; e b; passam a ser:

WiZy=WaZa_y WaZ, - WiZs

b R e ce——— g e
1 Zl Z4 - ZzZa ! b2 Zl Z4 - Z2Z3

T-%. (4.4.28)

A obtengio <'ie bs requer mais atengdo. O termo em dv,/dz, tanto em (4.3.19) como
em (4.3.20) provém do balango de energia, o qual pode ser reescrito da seguinte forma:

oT 0 ou? p
(Pata+ ppes) 5 + 5 (0 +q?+h?)+kT(na;.,-‘;—: +np%§;—+n§§:—)= pavf (FE - Ff),
(4.4.29)

onde: 3

Paka = inakT e pseg = 3ngkT.
(}omo a energia interna especifica de um gds monoatdmico é diferente de um gés po-
liatomico, devemos levar em conta este fato para obter b3 e para isso procedemos da
seguinte maneira: primeiro multiplicamos a equagdo (4.4.11) por 2( &4 €2 —2) e a equagio
(4.4.12) por 3(54€2 — 3). Apds a respectiva integragio em dé* e déP dwﬁ, SOmMaImos as
duas equagoes e a resultante fornece o valor de b3:

-1

kT (2rmapkT)?
ba = |51 aff 2 4.
3 [ﬂp ng+8 (e £ M) aaﬁna] , (4.4.30)
onde: )
1 (1+£5)%2 1 (kTm
'Ip=§§—-—————( nﬁ") - ('T ") . (4.4.31)

4.5 Os Termos Constitutivos e os Coeficientes de Transporte:

Com as fungoes de distribuigdo determinadas, e todas as constantes relacionadas a pq,
pp e T, é possivel agora obter os termos constitutivos desta teoria.
(i) Velocidade de difusao:

A diferenca entre a velocidade de cada constituinte e a velocidade da mistura foi
definida como a velocidade de difusdo. Isto em teoria cinética se traduz em:

ul = —L/mafaff dc®. (4.5.1)
Pa

Portanto, se substituirmos a fungio de distribui¢io fo na relagao anterior e procedermos
i integragao, obtemos ug:
o kT 0lnT , kT

a — _ @, .0,
uf e dy — ds (4.5.2)
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Ou ainda,. Se compararmos esta expressio com aquela obtida por Chapman-Cowling 1],
podemos identificar os coeficientes de termo-difusio Dr e de difusido Dys:

a_ _ mg [Ca + %(1 - ca)lz o onT

U, = o c Dy2d? + Dr -5;:‘—), (4.5.3)

onde: -
Dr = - o a1, (4.5.4)

Ca + Ra(l - cq) g
Di2 = — fo — fmzdl. (4.5.5)

Cat Ba(l—co)|

J

Como a expressao para a; é muito -extensa, nao mostraremos a forma analitica do coefi-
ciente de termo-difusao. Por outro lado, é possivel determinar através da substituicao de
(4.4.25) em (4.5.5) o coeficiente de difusdo da mistura:

3/ kT \? 1 1
D2 = 3 (21"" ) m;,zmp = (4.5.6)
aﬂ aﬂ [mpCQ + ma(l - CQ) p

Se os coeficientes de difusdo e termo-difusdo sdo conhecidos podemos determinar
também o fator de termo-difusdo da mistura:

n? Dr _ n? q

= —_. 4.5.7
neng D1z nang d; ( )

aiz =

(ii) Tensor pressao da mistura:
De acordo com a equagdo (3.2.9) p;; é definido da seguinte maneira:

pii = p% + F + paufud + ppulul.

Porém, estamos interessados em uma teoria linear, o que implica em desprezar produtos
entre gradientes e/ou derivadas. Assim, o tensor pressio da mistura pode ser considerado
apenas como a soma dos tensores pressao parciais:

pij = 0%+l = / MaCECS fodeq + / maCPCE fydepdws.  (45.8)

A substituicio das fungdes f, e fg na equagdo anterior e a respectiva integragao fornece o
resultado final:

v, kT \? kT \2, 10w
Pi; = pE&'j - nﬁkas —a—z-:&ij -2 [2/)0, (E;) bl + 2pp (E) b2] &f‘; (459)
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Também ¢é possfvel escrever a lei de Navier-Stokes de uma maneira simplificada:

ov, dv

R E . T e gt

Pij=p — N 7—0i; — 2 4.5.10
dz, 0z’ ( )

gnde 1 é o coeficiente de viscosidade volumétrica e y o coeficiente de viscosidade cisalhante
a mistura:

2rmag\ Y -
= ngkThs =ng |22 +8 af ap ‘
n=ng 6 [ m T ) marm™| (4.5.11)

”=2pa(kT) by + 205 [ FL kT bz___ 2kT %(ma+mp)4pa,,ﬁ_A.pa_B.pﬂ’
Ma T a%ﬂmzp 4papﬂ—A‘B‘

(4.5.12)

onde:

f (mq + mg) ?(6+13x5) pp Pa

Q

3v2 (ma +mp) ( 8 \*_pa P
B* = 5mq + 3mg) —.
2 miﬁ 8af | myt +(5ma ) mg

Q

Como o objeto em estudo trata-se de uma mistura biniria de gases, vamos verificar
se no limite das concentragbes parciais tendendo a O e 1, os coeficientes de viscosidade
cisalhante e volumétrica sdo iguais aos respectivos coeficientes para um gds monoatomico
e poliatdmico. Primeiro vamos tomar o limite de cg = pg/p tendendo a 1, considerando
um gas poliatomico puro:

_ . _ 1 (1+kg2 1 (mgkT\?
_ 15 (mgkT\ ¥ (1+xp)? 1

Estes coeficientes sio exatamente iguais aos coeficientes de viscosidade volumétrica e cisa-
lhante de um gis poliatdmico constituidos de esferas rugosas [1].

Agora vamos tomar o outro limite: ¢ = po/p tendendo a 1, ou seja, um gis
monoatémico puro:

Mea=1 =0, (4.5.15)

5 (makT\? 1
”Ic¢,=l=l—6( = ) Z (4.5.16)
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n[¢,=1 e p|¢g= 1 representgm 08 coeficientes de viscosidade volumétrica e cisalhante de um
gas monoatomico, respectivamente, constituidos de esferas lisas, considerando a primeira
aproximagao de Chapman-Enskog [1].

A v'iscosida.de volumétrica é um fendmeno relacionado diretamente energia interna
das moleculas.‘ Portanto, é natural que este coeficiente seja nulo para um gds monoatomico,
que é caracterizado pela auséncia de varigveis internas.

(iii)Fluxo de calor da mistura:
Através da equagao (3.2.12) definimos o fluxo de calor da mistura:
6=+l +h +pa(ea+ %ui)u;’ + 08 (Gﬁ + %u?;) uf + pug + phul.
Mas, a linearizagio fornece uma relagao simples para ¢;:

=gt +a’ +h? + gnakTu:-’ + dngkTuf

= / ma%?ecg fodeq + / (mﬁcﬁ +131”§3L)c?fp deg dwg

2
5 kT kT :
s [ malattdeat 4 / mefp€f deg dwp, (45.17)
que através da substitui¢ao das fungoes de distribuicao e a posterior integragao se reduz a:
T _ o,

gi=-A 3z D*dg, (4.5.18)

onde:
. 1 kT\2[/5  ma 5 kT\%[5 3
At = T{Pa (;;";‘) [(‘5 - 47n-;)al - 5“2] —Ps (Fp-) [504 + 505] }, (4519)
. [kT\%[(5  m,
D* = Pa (m_a) [(5 - 4&;)](11 (4520)

Esta equagao representa a lei generalizada de Fourier, e podemos considerar o caso no qual
nio ha processos de difusdo no gis (u® = 0):
de = _& 9T
¢ dy 0z °
Se substituirmos esta relagio na equagao (4.5.18) obtemos o coeficiente de condutividade
térmica da mistura A pois,

(4.5.21)

oT
6= -Ngr (4522
onde: 1 (s KT\ ? 5 3 KT\ 2
A= —T{-i'pa (;;;) az + <'2‘a4 + Eas) pPs ("'n';) } (4'5'23)

Desta maneira encerramos a parte de cilculos. O capitulo 5 enfocard os resultados
finais, onde serio comparados alguns resultados experimentais com aqueles obtidos pelo
método de Grad. Além disto, vamos verificar se as solu¢es obtidas através do método de
Grad e de Chapman-Enskog sdo as mesmas.
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Capftulo 5
RESULTADOS e CONCLUSOES

5.1 O Método de Grad:

A partir das expressoes genéricas obtidas no capitulo 3 para os coeficientes de trans-
porte, iremos agora determinar estes coeficientes para algumas misturas binirias, em
funcao da fragao molar do constituinte monoatomico.

A fracao molar é definida como a razao entre a densidade de nimero parcial e a total:
Zo = l'nﬁ = Ca . (5.1.1)
Mg [ﬁ:— + (12ca)

onde ¢, é a concentragao do gds monoatémico. Quando z, for igual a O e 1, teremos os
casos limites de um gas poliatomico e monoatomico puro, respectivamente.

A escolha para o gds monoatomico recai nos gases nobres: hélio (He), nebnio (Ne),
argonio (Ar), criptonio (Kr), e xendnio (Xe), enquanto que o gds poliatomico requer
um cuidado especial. Caracterizamos as moléculas poliatémicas como possuindo sime-
tria esférica e ainda consideramos que estas moléculas ndo eram polares. Assim, entre
alguns gases que se encaixam dentro destas caracterfsticas, destacamos o metano (CH,),
o tetrafluoreto de carbono (CF4) e o metano-deuterado (CDy).

Além de consideracoes sobre a simetria e a polaridade das moléculas, estabelecemos
também que somente a energia de rotagio das moléculas estava excitada. Neste caso,
a temperatura passa a ser um parimetro muito importante. Sabe-se que a cada grau
de liberdade est4 associada uma energia média de kT/2 por molécula. Isto corresponde a
uma energia média especffica de 3kT para as moléculas poliatomicas, quando consideramos
apenas os graus de liberdade translacionais e rotacionais. O calor especffico molar a pressdo
constante, correspondente a esta energia, é de 4 R ou 33,26 J/(mol K), onde R é a constante
universal dos gases.
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Na tabela 1 encontram-se alguns valores do calor especifico molar cp em fungao da
temperatura para o metano, tetrafluoreto de carbono e metano-deuterado [6]. A tempe-
raturas muito baixas ( T = 60 K ) o calor especifico dos trés gases j4 é superior a 33,26
J/(mol K). Se para o metano e o metano-deuterado a variagio de Cp com a temperatura
é suave, o mesmo ndo se pode dizer do tetrafluoreto de carbono. Desta maneira, o ideal
é trabalhar com temperaturas inferiores ou préximas a 60 K para assegurar que a energia
de vibragdo do tetrafluoreto de carbono nio seja excitada.

Tabela 1: ¢, em fungio da temperatura

T CH, CF. CD,
K J/mol K | J/mol K | J/mol K
60 33.46 33.35 -

80 33.43 33.73 33.38
100 | 3342 | 34.76 33.38
120 33 41 36.49 -
160 33.42 41.60 33.72
200 33.60 47.28 34.79
240 - 53.84 -
260 34.60 - 38.04

Além da faixa de temperatura em que é possivel trabalhar, é necessirio conhecer
também, alguns valores caracteristicos dos gases que serdo analisados, como massa, dia-
metro, momento de inércia e ainda o momento de inércia adimensional. Os didmetros
sao determinados a partir das expressoes que a teoria cinética fornece para a viscosidade
cisalhante de um gis monoatémico e poliatdmico puro, considerando o modelo de esfera
rigida lisa e rugosa:

5 (makT\ % 1
2y = Té(’“:r—) >, (5.1.2)
a
_ 15 (mgkT &(1+Nﬁ)2 1
ke = _5-( T ) 6+ 13xg a3’ (5.1.3)

A equagao (5.1.2) fornece uma relagio direta para o didmetro do gis monoatémico em
fungao da viscosidade, enquanto que na equagao (5.1.3) precisamos substituir £g por I,
cuja relacao é fornecida pela equacao:

K = 41
g = m P) a%)

para determinar o didmetro do gis poliatomico. Entao, a partir dos valores experimentais
da viscosidade cisalhante dos gases nobres [7] e moleculares (4 excegdo do CDy) [8], e ainda
das massas e momentos de inércia destes gases [6], determinamos os didmetros para uma
temperatura de 0°C e pressiao de 1 atm. Para o caso especifico do CDy4, o coeﬁcjente
de viscosidade cisalhante usado na determinacao do didmetro foi calculado partir da
viscosidade cisalhante do metano, através da seguinte relagao [9):

pcp, = 1.142 pcH,.- (5.1.4)




Os resultados finais se encontram nas tabelas 2 e 3:

Tabela 2: Valores caracteristicos para os gases nobres

Gas HBa Mq o
10~%Pas | 10~2%kg | 10~1°m

He 18.81 0.66 2.16

Ne 30.13 3.35 2.56

Ar 21.08 6.63 3.64

Kr 23.43 13.92 415

Xe 21.04 21.80 4.90

Tabela 3: Valores caracteristicos para os gases poliatémicos
Gas g mg ag Is kg
10®Pas | 10~26kg | 10~'°m [10~*4"kg m?

CH, 10.33 2.66 4.12 5.47 0.048
CF, 16.17 14.61 5.04 101.30 0.109
CD, 11.80 "3.33 4.08 10.44 0.075

o8

Com estes dados é possivel representar graficamente a variagiao dos coeficientes de
transporte da mistura, obtidos através do método de Grad.

(i) Coeficiente de difusdo:

Definimos em (3.2.52) o coeficiente de difusio D;s:

m c ’
D12 = m; 2 3 Daﬁ) (51.5)
[ca + Ra(l- ca)]
onde D;B representa o coeficiente generalizado de difusao, conforme (3.2.49):
' ]
D = —%—-Ml. (5.1.6)

Quando determinamos Mj, que é uma solugdo do sistema (3.2.43),estamos aptos a re-
presentar graficamente o produto entre o coeficiente de difusdo e a densidade da mistura:
Dj2p. Isto estd ilustrado nas figuras (5.1)-(5.3), as quais representam a variagao de Djp
em funcao da fragao molar do constituinte monoatémico, considerando uma temperatura
de 25°C, para misturas binarias.

(i) Fator de termo-difusdo:

Em misturas é comum a op¢ao pelo fator de termo-difusdo a2 ao invés do coeficiente

de termo-difusao Dr. A definicao de a2 estd representada em (3.2.55):
DI

— l Qa
Q2 = z———l — ca) m,

(5.1.7)
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onde D, é o coeficiente generalizado de termo-difusio da mistura, definido em (3.2.50).
A representagio gréfica de a2 para misturas bindrias, em fungio da fragio molar do gis
nobre, estd ilustrada nas figuras (5.4)(5.6). O sinal de ay5 é determinado pela massa do
gas poliatomico: se for maior que a massa da particula monoatdmica, o coeficiente sers
negativo ( as moléculas mais leves estio se deslocando para as regioes mais quentes ); caso
contrdrio serd positivo ( as moléculas mais pesadas estio se deslocando para as regioes
mais frias).

(iii) Coeficiente de viscosidade volumétrica:

Em (3.2.40) definimos o coeficiente de viscosidade volumétrica da mistura:
_ Nﬂa% .4 3 2mmag 4 a?,p -1
= "np [32(1 + Kg)? (kTmp) "t 8( kT My + mg ol (5.1.8)

Quando consideramos xg = 0 (ou ng = 0), ou seja, no caso de um g4s monoatdmico
puro, a viscosidade volumétrica do gis é nula. Por outro lado, x5 =1 (ou ng = 1) nos
fornece o coeficiente de viscosidade volumétrica do gds poliatomico puro. Isto est4 re-
presentado nas figuras (5.7)-(5.9), as quais mostram a variagio de 5 em fungio da fracio
molar do constituinte monoatémico para misturas binarias, a uma temperatura de 25°C.

(iv) Coeficiente de viscosidade cisalhante:

A equagdo (3.2.42) fornece a viscosidade cisalhante da mistura:

(5.1.9)

15 (2kT> ¥ (my +mp) 4ea(l — ¢a) — A*c — B*(1 - ¢4)

B=pa+pg= J
aTPE= 3\ 1 agﬁmgp 4cq(1 —co) — A*B*

onde:

A* = ﬁ(ma +mﬁ) ( ag )2(6+ 13&5) (1 —-co,) n (5mp +3ma);(%,

4 mip 6ap )] (1+K5)2 mgt
2 —
Blﬁ = 3\/§ (m0+mﬂ) Ga Ca + (5ma +3mﬁ) (l Ca).
2 mzﬁ 8aB ] Mgt mg

A representagao gridfica de y em fungao da fracao molar do constituinte monoatomico,
a uma temperatura de 25°C, para misturas bindrias est4 ilustrada nas figuras (5.10)-
(5.12). Para este coeficiente foi possivel encontrar alguns dados experimentais, o que
permite fazer uma comparacao entre teoria e experiéncia. Portanto, junt.amente. com a
representacao tedrica, sao mostrados os resultados experimentais das seguintes misturas:
He-CH4, Ne-CHy4 e Ar-CH, [10]; He-CF4, Ne-CF4 e Ar-CF,4 [11}; Kr-CH4 e Kr-CFy [12].



(v) Coeficiente de condutividade térmica:

Definimos em (3.2.61) o coeficiente de condutividade térmica da mistura, A:

A= [kT(M:; + Ms + M']) - (M4 + Mg + Ms)]T*, (5.1.10)

onde kr representa a razio de termo-difusio e M as solugdes do sistema (3.2.43). Paraa
condutividade foi possivel apenas encontrar valores experimentais para o caso de misturas
de He - CH, [13], Ne— CH, e Ar—CH, [14]. Nas figuras (5.13)~(5.15) encontra-se a
representagdo grfica do coeficiente de condutividade térmica para misturas bindrias, a
uma temperatura de 27.5°C, juntamente com os resultados experimentais.

Para o caso da viscosidade cisalhante e da condutividade térmica podemos avaliar o
desvio entre o valor calculado e o experimental através da relacao:

. _ valor calculado — valor experimental
Desvio = >
valor experimental

X 100%. (5.1.11)

Assim, podemos reunir os desvios em apenas dois gréficos, figuras (5.16) e (5.17). O
desvio médio para a viscosidade cisalhante foi de —3.92% (desvio padriot = 1.30%) para
misturas de gases nobres com metano, e de —4.35% (desvio padrio = 1.30%) para misturas
de gases nobres com tetrafluoreto de carbono. Nestes dois casos a precisio experimental
foi da ordem de £0,1%. Quanto 4 condutividade térmica, o desvio médio ficou em —8.83%
(desvio padrao =4.63%) e o erro experimental é da ordem de +0,3%.

5.2 O Método de Chapman-Enskog:

No capftulo 4 mostramos como é possivel abordar 0 mesmo tema através de outra
maneira, conhecida como o método de Chapman-Enskog. Determinamos todos os coefi-
cientes de transporte da mistura e faremos agora uma anilise destes resultados, compa-
rando-os com aqueles obtidos no método dos momentos, através da seguinte expressio:

Desvio = valor calculado(Chapman — Enskog) — valor calculado(Grad)

valor calculado(Grad) X 100%.

(5.1.12)

(i) Coeficiente de viscosidade volumétrica e cisalhante: As expressdes que definem a vis-
cosidade volumétrica e cisalhante (4.5.10) e (4.5.11) no método de Chapman-Enskog sio
idénticas aquelas obtidas no método de Grad (3.2.40) e (3.2.42). Desta maneira, os resul-
tados obtidos através do método de Chapman sio rigorosamente iguais aos do método de
Grad.

(ii) Coeficiente de condutividade térmica: A variagio observada entre as expressdes para
a condutividade térmica do método de Chapman, equagio (4.5.18), e do método de Grad,
equagdo (3.2.61), foi em média de 0.27% (desvio padrio = 1.71%).

t desvio padrio = /Y i, (z:i — Z)Z/n.
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(iii) Coeficiente de difusdo: Para este coeficiente o desvio entre 0s dois métodos agoes
, equ
(4.5.5) e (3.2.52), ficou em —3.07% (desvio padrio = 1.63%), em média. .

(iv) Fator de termo-difusdo: Aqui, o desvio entre as expressoes do método de Chapman

para o fator de termo-difusde, equagio (4.5.7), e do método de Grad, equacio (3.2.55), foi
em média de 5.30% (desvio padrio = 7.86%). » 6quagdo ( ), foi

5.3 Discussées:

Aptes (!e passarmos as discussoes, é importante ressaltar que todos os valores experi-
mentais obtidos nao se enquadram na faixa de temperatura ideal destes modelos, conforme
a tabela 1. Como as temperaturas em que as experiéncias foram realizadas sio superiores
aos limites determinados pelo calor especifico, é possfvel que estejamos levando em conta
0 'm.oc.io vibracional da molécula poliatomica, fugindo totalmente de nossas consideragdes
iniciais.

Quanto aos resultados obtidos no método de Grad e comparados com os dados ex-
perimentais, hd uma razio para que os resultados obtidos para a viscosidade cisalhante
sejam melhores, quando comparados i condutividade térmica. A viscosidade cisalhante é
caracterizada pela transferéncia do momento linear de uma molécula, que se move com
uma velocidade ¢. O fluxo do momento linear se fard através de um plano perpendicu-
lar & velocidade da molécula. Assim, apenas a componente perpendicular influenciard o
transporte deste momento linear, e consequentemente da viscosidade. Por outro lado, cada
componente de velocidade contribui para a transferéncia de energia. As grandes veloci-
dades contribuem muito mais para o transporte de energia ( condutividade térmica ) do
que para o transporte de momento linear ( viscosidade ) [15].

Quanto ao fator de termo-difusdo, admite-se que o erro é muito maior para kr ( e
consequentemente para a2 ) do que para qualquer outro coeficiente de transporte da
mistura. Para este coeficiente, o0 modelo de esfera rigida ndo fornece bons resultados (vide
por exemplo [1]). Assim, ndo mostramos nenhum resultado experimental para o fator de
termo-difusao, pois o desvio neste caso é muito grande.

Como nio encontramos nenhuma medida de difusio em fungdo da concentragio e/ou
da fragio molar, a principio ndo podemos avaliar o resultado desta teoria. Quanto a
viscosidade volumétrica, nao é possivel medi-la diretamente. Isto é feito através de medidas
de atenuagdo de ondas sonoras em gases, que fornecem parimetros para o cdlculo deste

coeficiente [16].

Quanto ao método de Chapman-Enskog, a concordancia obtida com os valores da
viscosidade cisalhante e volumétrica provenientes do método de Grad, é certamente o re-
sultado de que as aproximacdes relacionadas a estes coeficientes de transporte, feitas na
obtencdo das fungdes de distribuicio sio equivalentes. Os outros desvios, da condutivi-
dade, difusdo e fator de termo-difusio, sugerem que as aproximagoes nestes casos 530
diferentes. Em outras palavras: a primeira aproximagio obtida através do método de
Chapman-Enskog para os coeficientes de difusdo, termo-difusao e condutividade térmica
ndo é equivalente 3 primeira aproximagio para estes mesmos coeficientes determinados
através do método dos' momentos de Grad, para o caso especifico de misturas [17].
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Se 0 modelo de esfera rigida ( lisa/rugosa ) fornece valores com boa concordincia para
a viscosidade cisalhante e também para a condutividade térmica, os outros coeficientes de
transporte mostram que estes modelos tém limitagdes. Mesmo assim e principalmente pela
simplicidade matemadtica deste modelo em relagio aos outros, acreditamos que o modelo
de esfera rigida ainda é um bom caminho para se ilustrar os fenémenos de transporte.

80

60

Di2 p

_ 40
(10-° 2£)

20

0

T T T T T T T L )

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
Xa

Fig. 5.1: Coeficiente de difusdo multsplicado pela densidade @ uma temperatura de 25°C
para misturas de gases nobres e metano.
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Fig. 5.2: Coeficiente de difusdo multiplicado pela densidade a uma temperatura de 25°C
para misturas de gases nobres e tetrafluoreto de carbono.
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Fig. 5.8: Coeficiente de difusdo multiplicado pela densidade a uma temperatura de 25°C
para misturas de gases nobres e metano-deuterado.
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Fig. 5.4: Fator de termo-difusdo para misturas de gases nobres e metano.
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Fig. 5.5: Fator de termo-difusdo para misturas de gases nobres e tetrafluoreto de carbono.
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Fig. 5.6: Fator de termo-difusdo para misturas de gases nobres e metano-deuterado.
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Fig. 5.7: Coeficiente de viscosidade volumétrica a uma temperatura de 25°C, para misturas
de gases nobres e metano.
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Fig. 5.8: Coeficiente de viscosidade volumétrica a uma temperatura de 25°C, para misturas
de gases nobres e tetrafluoreto de carbono.
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Fig. 5.9: Coeficiente de viscosidade voluméirica a uma temperatura de 25°C, para misturas
de gases nobres e metano-deuterado.
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Fig. 5.10: Coeficiente de viscosidade cisalhante a uma temperatura de 25°C, para mssturas
de gases nobres e metano.
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Fig. 5.11: Coeficiente de viscosidade cisalhante a uma temperatura de 25°C, para misturas
de gases nobres e tetrafluoreto de carbono.



68

35 1

(10~ Pa s)

10 T ¥ T T I L] I 1 T 1

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
Xa

Fig. 5.12: Coeficiente de viscosidade cisalhante a uma temperatura de 25°C, para misturas
de gases nobres e metano-deuterado.
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Fig. 5.18: Coeficiente de condutividade térmica a uma temperatura de 27.5°C, para mss-
turas de gases nobres e metano.
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Fig. 5.14: Coeficiente de condutividade térmica a uma temperatura de 27.5°C, para mis-
turas de gases nobres e tetrafluoreto de carbono.
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Fig. 5.15: Coeficiente de condutividade térmica a uma temperatura de 27.5°C, para mis-
turas de gases nobres e metano-deuterado.
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Fig. 5.16: Desvio da viscosidade cisalhante para misturas de gases nobres e metano e de
gases nobres e tetrafluoreto de carbono.
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Fig. 5.17: Desvio da condulividade térmica para He-CH,, Ne-CHy ¢ Ar-CH,.
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Apéndice Al
Férmulas Empregadas no Célculo dos Termos Constitutivos

Para um vetor ¢ pertencente a um espago vetorial euclidiano tri-dimensional é vilido
afirmar que:

[ it de = 38 [ 21 de (A1)
/ cieenf(¢?) de.= o (Bijbu + BB + Babi;) / () de. (AL2)
Como trabalhamos com fun¢ées maxwellianas as respectivas férmulas s3o muito dteis:
[ e ao= T 0 ()+ (AL3)
L Antg—ac? g, _ ';’ (é)"“_ (A1.4)
E na integragao em k usamos as seguintes integrais:
[ gy a= T (AL5)
[ gy d= Egig, (416)
[ Kikill g dk = 2626 + i) (a17)
/ kik;ki(k - g)" dk = T 22)1(:1 + 4) 9" 3(¢%(9:6;k + gibix + grbij) + (n - l)g.-gjs(n;)l,' .

2 — e
/kikjkrka(k -g)"dk = m+1)(n :3)(11 ¥5) g" 4[94(6"1'5" + 8irbjs + bisbyj)

+n9g2(9ig;0rs + 9i9rOss + 9i9s6jr + 9rg;Bis + 9s g5 0ir + Grgsbis) + n(n — 2)gig;grgs)). (A1.9)
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Apéndice A2
Célculo de um Termo de Producio

Vamos escolher um termo de produgio e mostrar como se faz para determin4-lo. Seja
por exemplo Pg definido através da equacio:

Pfi= / mp(Cf Cf — COCF) faf} o} (ks - gp) dkpdes dehdwpdwh.  (A2.1)

Como se trata de uma mistura, é interessante ter os resultados em fungdo da velocidade
de difusdo, e isto pode ser facilmente obtido através das equagGes (3.1.18) e (3.1.20):

Cf = & -
Portanto, a relacio em velocidades peculiares Cf na integral acima é equivalente i:
@cf -cleh)=¢ ¢ - -l - -J& -¢), (422
onde foram desprezados os termos nao-lineares. Antes de passar 4 integragao é necessdrio
transformar as velocidades finais em iniciais. Isto é feito através das relacdes deduzidas

na secao 2.2.2 . Como o termo de produgio Pg- provém de colisdes entre moléculas po-
liatomicas, considera-se somente as velocidades para este tipo de colisao:

& =¢+ (l—f%F{yf - ‘;—ﬂeuk"f(wfl +wf) + ;}prk?(kp : Sp)}, (42.3)

& =€ ~ e - Fenk ol +ol)+ K1), (429

onde transformamos as velocidades moleculares cf em peculiares em relacao 3 mistura £f ,
utilizando a equagao (3.1.20).

Outra transformacao itil é a que introduz as velocidades de centro de massa linear
GP e angular Z?, além das velocidades relativas linear g e angular z°:

1 1
Gp = 5(€} + ép), gs =& - &p, Z° = 5(wh +wp), %5 = Wh — Wp,
(A2.5)
pois o Jacobiano destas transformagoes é unitario:

degdepdwgdwy = dégdEhdwadwp = dgsdGpdagdZs. (A2.6)
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Apds todas estas transformagoes, a rela¢do para o termo de velocidades que governa
a integral P passa a ser:

(0F of - ofcf) = et + Glef —ulef - $f + (1% 1)

1 K
+ (- - . )aﬁ (g?fjrakfzgp + gfeirakfzsp) —ape;,,Gfkuf - aﬂej"Gipngsﬁ

2 1+«

1 K
- (5 B 1 +ﬂnﬁ) ( A gﬁ)(gﬂkp )+ ﬂaﬁflnf]mnk k ZBZﬁ-i'apGJ"upkpZﬁ

+E(kﬁ -88)(GP K + GPK?) - m(kp - 86) (€irs kT K2 25 + €5y s k2K 2P)
1 1
+ageirsulkE 260 - LR go)(u? k7 + ulkf) + NH—K—’#’ K (ks - 85)2}- (42.7)

E necessdrio também fager estas transformacoes de velocidades na fungio de dis-
tribuicdo fg. Desta maneira, o produto de fz com f} se reduz a:

Iofs = ( )22:1:;;:“”[ FRCh+ 1) - (2B + 5 )]{
+(38) Dacctar+ fatr+ () 2[r+ 2t~ oy + L)

2 5IcT
+= (2"7‘3) qﬁ(GzG" 4g,,c:"+ gﬂﬁaﬁ )

zmﬁfﬁh 198,15 38,8 3kT 5 ms 8o\
s (zzc + 7368 + g2t - ot )l (42.8)

onde foram desprezados todos os termos nao-lineares.

Agora, é 86 substituir as equagdes (A2.6)-(A2.8) na equagdo (A2.1), e transformar as
coordenadas cartesianas em coordenadas esféricas:

+00 400 [+00
/ dC = / / / dC, dC, dC,
—00 J-00 J-o0
400 7 2% +o00
- / ] C? senf dp df dC = 4x / C?dC. (A2.9)
0 0 0 0

Para integrar sdo necessdrias apenas as férmulas do Apéndice Al. O resultado final

1 xkT\?2 32 8
Pl =~ (g (g ) o8 [ momets + g5 (13ws + | (4210
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Apéndice A3
For¢a Generalizada de Difusao

. I?a 8ecao (32~l) introduzimos uma grandeza denominada de forga generalizada de
dsfusdo. A definiao de d7, para um constituinte qualquer é ( vide por exemplo [18] ):

: —_?_. ny By Py 3lan 1p v
d] = a"(")J'(T—}T)—az.- —EE‘}[PH—;MW], (A3.1)

onde F! é a forga externa que age sobre o constituinte 4, n é a densidade total do mimero
de particulas, e p¥ a pressdo hidrostitica total:

n= zq:n., = q —'%7;, pf = Zy:pf = nkT. (A3.2)

Se somarmos a forca de difusao sobre todos os constituintes, o resultado sera:

[ 4
Y dl=o. (A3.3)
1=1
Para uma mistura bindria isto significa que ha apenas uma forca independente:
g = —d?, (A3.4)

Entao, se substituirmos a densidade total n e parcial n, e ng pela pressio total e
parcial em equilfbrio na equagao (A3.1), obtemos:

E e E
de 0 (p_a.)+(£€’. - Pa) 1 dp, Lp—a (PF.'O‘ - paF¥ - PﬂF;P)’ (43.5)

VT on\pE)T\pE T p )PE0a T PE p
que apés alguns arranjos é equivalente A:
o Papp[1008 1005 oo oo
ir = - (B RO (436)

De acordo com a equagao (A3.1), a difusdo aparece por causa de diferengas entre as
forgas externas que agem nas particulas, por gradientes de pressao, ou ainda por gradientes
de densidade.
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Apéndice A4
A Entropia

Vamos explorar a equagio de transporte. Sejam as funcdes Ya € Yg:
Yo = —kln fo, ¥s = —kln fp. (A4.1)

Alsubstltmgao destas funges nas equagdes de transporte (2.4.8) e (2.4.15) fornecem as
relagdes:

: :
gilose) + g8 +pusent) = =k [ (e v gle+ rrgle] e

_k / In % foft dea dTy — k / In .;—: fafpdca dTap, (44.2)

at(ﬂﬂ’ﬁ) tom (¢‘6 + ppopt?) = —k / [w" +ef =2 oJp +Fﬁa7f:?] deg dwp

)
—k / In % fof} degdwp dT's — k / In -ffé fafpdepdwpdTpa,  (A4.3)
onde introduzimos as seguintes definicoes:
Pada = —k / foln fo dcq, psp = —k / faln fgdeg dwp, (A4.4)
oF = —k / C2faln fo deq, ¢ = —k / CPfslnfpdcgdwp.  (A4.5)

O lado direito da equacao (A4.2) pode ser alterado através das relacdes (2.4.4) e
(2.4.5). O resultado final é:

a a a0fa
at(Pasa)+ 9z, (¢s + pasatf) = k/[af 3f -I-F af ]dca

] lnf;’;; — fufl) deqdTy+ X / In Je (fafp ~ falp) deadlop.  (446)



76

Por outro lado, podemos considerar a seguinte identidade:

/ Vs f3 [ o} (kg - 8p) dkp dcp dc) dwp dw)
= / V605 1} a3 (k5 - g3) dkj de dek* dws dw®
= / Vs fo £ a3 (ks - gp) dks deg deh dwp dw}, (44.7)

que é obtida quando levamos em conta as equagdes (2.2.24) e (2.2.25). Para este caso, o
Jacobiano da transformacao entre as velocidades também é unitario:

dcg dej dwp dw) = dcj del dw dw)'. (A4.8)

A segunda igualdade em (A4.7) é o resultado de uma renomeacio dos sfmbolos: deno-
tamos as velocidades iniciais (cj,c}*, w§, w}*), vetor de colisio k3 e velocidades finais
(ca, ¢}, Wp, wp) por (cg,cp, W, W}), kg e (cj,ch, W, W), respectivamente.

Com base em (A4.7) é possivel escrever outra identidade:

/ Yo (f3/5" — fsf}) deg dwp dTp = / (¥ — ¥p) S5/} dcg dwp dT

1 / /
=3 / (¥} + ¥ — ¥ — ¥s) fof} deg dwp dTp. (44.9)
Na segunda igualdade apenas invertemos o papel das moléculas que colidem: trocamos
(cy’cé,w};,w}g) por (cg,cp,Wg, Wp).

Através da identidade (A4.9) e da relacio (2.4.5) podemos reformular o lado direito
da equagao (A4.3):

8 9 _ 0fs 896 , ppdJs
m(ﬂﬁsﬁ) +3—%(¢f+l’ﬁ8ﬂ1’?) = —"/[W +°?az'. + F o dcp dwp

] ll () ,
—g-/]n ‘;ﬁ‘;ﬁ fofhdcpdwpdls + g—/ln%(faf; — fafp)dcgdwpgdlgy. (A4.10)

Se tomarmos ¥ = 1 e Y3 = 1 na equacao de transporte é ficil provar que os termos
abaixo se anulam:

0fa , aBfa | padfa _ 0fs , 89Js , ppdJs -
/(at +°?az,-+ﬂaac$)d°""°’ /( ot +°faz;+F'5c_{i’ dc”dw”( 0. )
A4.11
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~Ta.mbém ¢ simples mostrar, com base nos argumentos descritos na obtencio da e-
quagao (A4.9), que a seguinte relagio é verdadeira:

fl ll
/ fpfé (IL‘?";%- - l) a?; (ks - gs) dkg dcg dck dwg dw}, =0. (A4.12)

Se somarmos as equagoes (A4.6) e (A4.10), e ainda usarmos a relagio (A4.12), obte-
remos a seguinte expressio:

3 oS (1 g
Tt o) = [wledegyy - g ge,ar,

k[ Solg pp
+5 [R5~ fofo) dea Teg

K / {ln ¥ 1s (fé'ff? 1) } f5 £} deg dwp dTs =0, (A4.13)

2 i \1ifs

onde levamos em consideracao a equagdo (A4.11), e introduzimos algumas definicGes:

p8 = pasa + ppsp, 0 = 0% + 0P + pasau + ppsgu’. (A4.14)

K interessante notar que o ( equagio (A4.13) ) serd sempre positivo ou igual a zero,
nunca poderd decrescer. Esta andlise se baseia no fato de que paratodoz >0ey>0¢é
vélido afirmar que:

lnz-(z-1) <0, m%(z—y)zo. (A4.15)

Portanto, podemos reescrever a equacao (A4.13) da seguinte maneira:

dps , 0 ,, _ A

—5{' + 3?'(¢, + psv,) 2 0. (A4.l6)
Esta equagdo pode ser reconhecida como o balango da denssdade de entropia da mistura se
fizermos as seguintes identificacoes:

pa8a densidade de entropia especifica do gds monoatomico,
ppss  densidade de entropia especffica do gds poliatomico,
p8 densidade de entropia da mistura,

¢ fluxo de entropia do gds monoatomico,

e fluxo de entropia do gis poliatomico,

b fluxo de entropia da mistura.
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A relagio (A4.17) vem demonstrar que a produgio de entropia da mistura é positiva ou
zero, sempre.

Vamos explorar a desigualdade entrépica através da determinagio da producio de
entropia da mistura o:

8¢,
dt 3 =0 20. (A4.17)

Com base em (A4.14) é possivel calcular a variagio temporal da entropia:

ds _ Padsa | pg dsg | 8a dpa | 8p dps dp
dat = pdt ry p dt o p dt +— p dt (Pasa +Pﬁ3ﬁ)7{[- (A4.18)

As densidades de entropla. parciais sao obtidas quando substitufmos as fungées de
distribuicdo fo e f3 nas equagdes (A4.4) e procedemos i integragdo. O resultado final é:

__pay [ 3 1 [pa( ma\} _ 08, v [se (mplp)*
Pade = e { 2+1n[ma(2wkT) ]}’ Po% = mpk{ 3+ln mpm
AA4.

A partir destas expressoes podemos determinar as derivadas temporais das entropias
parciais:

dsa k(ldp., 314T) dsg _ k(ldl’ﬂ 3£T.), (44.20)

At T ma\ps dt 2Tdt ) At " “mp\pg dt T

Outra maneira de expressar estas relagoes é obtida quando usamos as equacées
(3.1.47) e (3.1.48), as quais caracterizam a energia interna especifica do constituinte
monoatomico e poliatomico, para eliminar a derivada temporal da temperatura:

dsa _ k (ldpa maldea‘) dsg _ _ k (ldﬂﬁ mﬁld‘ﬂ) (44.21)

@t ~ mgo\pa dt kT dit dt ~ mg\pg dt kTt

Assim, apds as substituigoes das equacoes anteriores na equacdo (A4.18) e alguns
arranjos, a derivada temporal da entropia da mistura pode ser expressa da seguinte forma:

N

onde fizemos uso das equagoes (3.2.4) e (3.2.6). O préximo passo é eliminar as derivadas
temporais da energia, densidade e concentragao através das respectivas equagoes de balanco
(3.2.10), (3.2.7) e (3.2.13):

ds 1 da.: Ovys
p;{[ - 7 {(F‘a - F,p)Paug - 3% - (P(ij) + wﬂ&j)ﬁ;%
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+ [(g:_f - 4%) (60 - Sp)T] a’;—‘:‘_‘g}. (44.23)

O fluxo de entropia da mistura ¢; foi definido na equagio (A4.14), e para determins-
lo torna-se necessirio o conhecimento prévio de e ¢? . Os fluxos de entropia parciais

.sfa'.o obtidos quando substituimos as fungdes de distribuicio f, e Js nas equagdes (A4.5) e
integramos nas respectivas velocidades. O resultado destas operagoes nos fornecem:

1 1
¢ = 7t # = 7(af +4). (44.24)

Através destas relagoes ¢ possivel expressar o fluxo de entropia da mistura em funcao dos
fluxos de entropia parciais:

1
¢i = 7(aF +f +h7) + pasav? + ppspf, (44.25)
ou ainda, em funcdo do fluxo de calor da mistura, definido em (3.2.12):

§i = 70 = Fopar? [(g% _ 4%) ~(8a - Sp)T]. (44.26)

Se agora determinarmos o divergente do fluxo de entropia e somarmos 4 derivada
temporal da entropia ( equagdo (A4.23) ), obteremos a producio de entropia da mistura:

ds  0¢4i _ 1 Byp e — L, 0T 9
Tt =T {(F‘a = B )pav? — gy — (i + wﬁ&J)azﬂ
o (598 _ PE\_(, _ ol
—E[(fﬁ; —41’6) (o sﬁ)T] S e

Apds a substituigao de 84 e 85 definidos em (A4.19) e da inclusido da forca generalizada
de difusao ( equagdo (3.2.17) ), é possivel escrever o da seguinte maneira:

= PP ege T 1. N
0—_57"“3 & -T2 5z, T(P(u)+wn5u)az,_, (A4.28)
onde:
5pE  pf
=6 (g, T, P A4.29
“ =4 (2 Pa pp)pau ( )

De acordo com a teoria desenvolvida neste trabalho, vamos considerar as seguintes
relacOes constitutivas lineares entre os fluxos e as forgas:

o ov
Pis) = —214%%, @ = -5, (44.30)
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a__P8_ " : T Y/
u; 9 namp (szdf' + Dr 3z, ) ¥ T -A . - D*d?. (A4.31)
Segue da equagdo (A4.31a) que:
a __l_ P Ralip Dr 6T
df = D1z (pp n2 ul + ng—‘) (A4.32)

Se substituirmos as relacoes (A4.30), (A4.31b) e (A4.32) na equagdo (A4.28) que
define a produgdo de entropia da mistura, obteremos uma desigualdade, conforme (A4.17):

Rattg (PP 1 aya, A (TN 2u(005\" 0 (0
n2 (pp) T Dyq uf) -'-T2 0z; +T az,-) +T 0z,

pEp 1 Bafp ne\ o 0T
+—T2-p;-ﬁ; Dr+ WD )"i Ez_' >0, (A4'33)
onde:
_ys_1D'Dr
A=) T Dy (A4.34)

Desta desigualdade conclui-se que os coeficientes de viscosidade cisalhante p, viscosidade
volumétrica , difusio D2 e condutividade térmica da mistura A sdo todos positivos.
Por outro lado, ndo podemos obter nenhuma informagdo a respeito dos coeficientes de
termo-difusdo Dr e difusdo-térmica D*.
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