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RESUMO

Desenvolvemos uma teoria cinética para uma mistura binária de gases monoatômicos e 
poliatômicos rarefeitos. As partículas do gás monoatômico foram caracterizadas por esferas 
perfeitamente rígidas, elásticas e lisas, enquanto que as moléculas do gás poliatômico por 
esferas perfeitamente rígidas, elásticas e rugosas. No método de Grad caracterizamos ini­
cialmente o estado macroscópico da mistura através de 29 campos escalares de densidades 
parciais, velocidades parciais, tensores pressão parciais, fluxos de calor translacional par­
ciais e fluxo de calor rotadonal parcial. Os coeficientes de transporte da mistura (difusão, 
fator de termo-difusão, condutividade térmica, viscosidade volumétrica e cisalhante) foram 
obtidos através de um procedimento conhecido como iteração Maxwelliana. No método 
de Chapman-Enskog caracterizamos a mistura por 6 campos escalares de densidade, con­
centração do constituinte monoatômico, velocidade e temperatura da mistura. Através 
da segunda aproximação para a função de distribuição, determinamos os coeficientes de 
transporte da mistura. Como aplicação, comparamos os coeficientes de transporte deter­
minados pelo método de Grad com resultados experimentais e ainda com os coeficientes 
obtidos através do método de Chapman-Enskog.
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ABSTRACT

A kinetic theory for a binary mixture of rarefied monatomic and polyatomic gases 
is developed. The particles of the monatomic gas are characterized by perfectly smooth, 
elastic and rigid spheres, while the molecules of the polyatomic gas by perfectly rough, 
elastic and rigid spheres. We characterize a macroscopic state of the mixture by 29 basic 
fields of the partial densities, partial velocities, partial pressure tensors, partial transla­
tional heat fluxes and partial rotational heat flux. In the method of moments of Grad, 
the transport coefficients (diffusion, thermal-diffusion factor, thermal conductivity, shear 
and volume viscosities) are obtained from an iterative scheme akin to the Maxwellian it­
eration method. In the method of Chapman-Enskog we characterize a mixture by 6 fields 
of density, concentration of the monatomic gas, velocity and temperature of the mixture. 
The transport coefficients in this method are derived from the second approximation of 
the distribution function. We compare the transport coefficients obtained by the method 
of Grad with experimental data and with those from the Chapman-Enskog method.
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Capitulo 1 
INTRODUÇÃO

A teoria cinética como ciência moderna surgiu em meados do século XIX, e entre 
os principais fundadores destacam-se Maxwell e Boltzmann. A lei de distribuição das 
velocidades moleculares de um gás em um estado de equilíbrio foi determinada em 1859 
por Maxwell. Sete anos mais tarde, dedicou-se ao estudo de um gás em um estado não 
uniforme e escolheu um modelo molecular cuja força variava inversamente com a quinta 
potência da distância ( moléculas Maxwellianas ). Desta maneira, Maxwell conseguiu 
contornar um grave problema: este modelo não necessitava do conhecimento da função de 
distribuição. Assim, o primeiro a determinar teoricamente os coeficientes de viscosidade, 
condutividade térmica e difusão de gases foi Maxwell.

Porém, o objetivo ainda era o de descrever um estado qualquer do gás e para isso 
ser possível, o conhecimento da função de distribuição é indispensável. Em 1872 Boltz­
mann estabeleceu que qualquer função de distribuição deveria satisfazer uma determinada 
equação íntegro-diferencial ( que posteriormente ficou conhecida como equação de Boltz­
mann ) independente do estado em que o gás se encontrava. A partir daí várias tentativas 
foram feitas para resolver esta equação. Lorentz obteve sucesso para o caso especial de 
uma mistura onde as massas moleculares de um componente eram desprezíveis em relação 
ao outro ( teoria de elétrons). Depois, Hilbert tentou através de aproximações sucessivas 
para a função de distribuição ( originalmente, isto foi proposto por Maxwell) para o caso 
específico de esferas rígidas, mas não obteve êxitos.

Em 1911 David Enskog concluiu que um gradiente de temperatura provocaria uma 
difnaâft em «ma mistura de gases cuja composição era uniforme e um ano mais tarde ele 
calculou o coeficiente de termo-difusão para um gás do tipo elétron-íon. Enskog foi o 
primeiro a fazer uma previsão teórica sobre este tipo de fenômeno de transporte, que mais 
tarde veio a ser utilizado para separar isótopos em uma mistura.

Mas a solução geral da equação de Boltzmann permanecia ainda desconhecida, até que 
em 1916 Sydney Chapman, adotando o método de Maxwell das equações de transferência,
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conseguiu obter a segunda aproximação para a função de distribuição. Os coeficientes de 
viscosidade e condutividade térmica foram expressos como a razão entre dois determinantes 
infinitos. No ano seguinte, tomando como base os trabalhos de Hilbert das aproximações 
sucessivas, Enskog obteve a partir da equação de Boltzmann a função de distribuição e 
assim conseguiu determinar os coeficientes de viscosidade, condutividade térmica e difusão 
para gases puros e misturas.

Embora os métodos desenvolvidos por Chapman e Enskog se baseassem em funda­
mentos diferentes ( Chapman usou a equação de transferência de Maxwell e Enskog tomou 
como ponto de partida a equação de Boltzmann ) os resultados obtidos pelos dois, inde­
pendentemente, foram rigorosamente iguais ( vide por exemplo [1]).

Em 1949 Harold Grad [2] usou uma expansão em velocidades através dos polinómios de 
Hermite para exprimir a função de distribuição e caracterizou um gás monoatômico através 
de 20 campos escalares, conhecidos como os momentos da função de distribuição. Com este 
procedimento, Grad obteve a primeira aproximação para os coeficientes de viscosidade e 
condutividade térmica calculados anteriormente por Chapman e Enskog.

É com base nos métodos de Chapman-Enskog e Grad que iremos desenvolver uma 
teoria cinética para uma mistura binária de gases monoatômicos e poliatômicos rarefeitos. 
Para os dois tipos de moléculas assumiremos que o potencial de interação é do tipo de 
esfera rígida, o qual não admite nenhum tipo de força de atração entre as moléculas.

No capítulo 2 mostraremos as equações de impacto para cada tipo de colisão. Esta 
descrição foi baseada em dois modelos distintos: caracterizamos a partícula monoatômica 
por «ma. esfera perfeitamente elástica e lisa, e a poliatômica por uma esfera perfeitamente 
elástica e rugosa. A diferença entre os dois modelos ( lisa/rugosa ) reside no fato que 
as moléculas poliatômicas possuem energia interna relacionada aos graus de liberdade 
rotacional e/ou vibracional, e isto deve ser analisado.

O modelo de esfera rugosa foi proposto inicialmente por Bryan em 1894, porém quem 
o utilizou pela primeira vez no método de Chapman-Enskog foi Pidduck [3]. Por ser de 
simetria esférica com os centros de massa e gravidade coincidentes, este modelo é o mais 
simples de todos, para este caso particular, pois não há necessidade de se introduzir outras 
variáveis para especificar a orientação da molécula no espaço.

No modelo de Bryan quando duas moléculas colidem, uma se adere à outra sem que 
haja deslizamentos, de tal modo que a velocidade relativa dos pontos que entram em contato 
( em geral a velocidade destes pontos não é a mesma) é revertida pelo impacto. Assim, a 
energia de deformação é totalmente convertida em energia de translação e rotação.

Portanto, com estes modelos é possível escrever as equações de impacto para cada tipo 
de colisão, levando em conta as particularidades de cada evento. Por exemplo: no caso dos 
gases poliatômicos o intercâmbio entre energia de translação e rotação não é instantâneo 
e este tempo introduzirá uma viscosidade volumétrica que se oporá ao movimento de 
expansão ou contração do gás. Por outro lado, a viscosidade cisalhante é caracterizada 
pela transferencia de momento linear de uma camada do gás para outra. A analogia pode 
ser extendida à condutividade térmica e à difusão: estes processos são caracterizados pela 
transferência de energia e matéria, respectivamente.
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Assim» 08 fenômenos de transporte podem ser vistos como fluxos generalizados de 
matéria, momento linear e energia, causados pelas respectivas forças generalizadas de gra­
dientes de concentração, velocidade e temperatura. Todos estes processos refletem o efeito 
dos movimentos e interações moleculares.

_ Pode-se provar que os coeficientes de viscosidade, difusão e condutividade térmica 
são positivos. O mesmo não se pode afirmar sobre o coeficiente de termo-difusão. Este 
fenômeno aparece toda vez que tivermos uma mistura de gases de concentração uniforme 
submetida a um gradiente de temperatura, provocando assim, a difusão do constituinte 
mais pesado para as regiões onde a temperatura é menor.

O objetivo deste trabalho é determinar através da teoria cinética os coeficientes de 
transporte para uma mistura binária de gases monoatômicos e poliatômicos, e ainda com­
parar os resultados téoricos com valores experimentais .

Neste trabalho é usado a notação Cartesiana para tensores com a convenção de soma 
de Einstein. Além disso, usamos a seguinte definição:

-  parênteses ponteagudos em torno dos índices representam a parte simétrica dos tensores 
em relação aos mesmos sem o traço:

*(»/) — 2 ^  +  fy*) “  3 trrõij.
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Capítulo 2 
FUNDAMENTOS DA TEORIA CINÉTICA

2.1 Conceitos Básicos:

Neste capítulo enfocaremos alguns conceitos básicos da teoria cinética. Para isso nos 
baseamos no trabalho desenvolvido por Chapman-Cowling [1] em 1939.

Os métodos da teoria cinética são muito valiosos para fornecer resultados de interesse 
prático, como são os coeficientes de transporte, ainda que para alguns tipos de moléculas 
os resultados obtidos provêm de modelos moleculares bastante; simples, como o presente 
caso.

Os gases rarefeitos ( ou ideais) são constituídos por um grande número de moléculas 
separadas por grandes distâncias em relação aos seus diâmetros, que se movem indepen­
dentemente no interior de um recipiente. Assim, a trajetória de uma molécula somente 
será alterada quando esta colidir com outra molécula, ou eventualmente com as paredes 
do recipiente que as contêm.

Seja um gás ideal constituído de moléculas que serão caracterizadas por esferas rígidas 
de diâmetro a. Sob condições normais de temperatura e pressão (T =  273,15K e p =  1 atm) 
um mol desse gás ocupa um volume de 2,24 x 10_2m3 e contém 6,022 x 1023 moléculas. 
Dividindo o volume de um mol pelo número de moléculas encontraremos o volume ocupado 
por apenas uma molécula: 3,72 x IO-26 m3. Se considerarmos esse volume como o volume 
de um cubo, cada aresta terá 3,34 x 10-9 m. A distância média entre os centros de duas 
moléculas vizinhas pode ser considerada igual a este valor.

Considere uma molécula que se move com uma velocidade relativa média <J. O volume 
descrito por este deslocamento é ira2g e o número médio de colisões entre pares de moléculas 
é denominado de freqüência de colisões v  :

v — »7Tfl2gf,
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onde n é a densidade do número de moléculas do gás. Portanto, o tempo médio entre 
colisões sucessivas, que corresponde ao inverso da íireqãência pode ser expresso por:

1 1 
~ v ~  nwa2g'

O tempo médio é outro parâmetro que auxilia a caracterização do gás. Se o tempo 
de interação entre as moléculas durante a colisão rc for desprezível em relação ao tempo 
médio, podemos tratar o gás como ideal ou rarefeito.

O movimento entre colisões sucessivas de moléculas caracterizadas como esferas rí­
gidas, não submetidas a campos de força, é livre de qualquer influência mútua. Cada 
molécula percorre um livre caminho médio entre duas colisões e esta distância será maior 
ou menor em função da densidade do gás. O livre caminho médio l é definido como o 
produto entre a velocidade média da molécula Q e o tempo entre duas colisões:

l =  Vr.

É necessário também o conhecimento da interação entre as moléculas durante o pro­
cesso da colisão. Não estamos interessados aqui em conhecer exatamente os detalhes da 
colisão. Os resultados experimentais indicam que a grandes distâncias, quando compara­
das às dimensões moleculares, as moléculas exercem uma fraca força de atração sobre as 
outras, e a distâncias da ordem do diâmetro molecular elas se repelem violentamente. As­
sumiremos uma lei de interação e a conveniência dessa lei será testada comparando os 
resultados obtidos através dela com resultados experimentais.

Um dos primeiros e mais simples modelos é o da esfera perfeitamente elástica, rígida 
e lisa. O potencial de esfera rígida é bastante simples:

t t r )

a r

Fig. 2.1 Potencial de Esfera Rígida

*(r) = J°- 8er> a;Yy ' 1 oo, se r < a.
onde a é o diâmetro molecular. 0  impulso entre as duas esferas na colisão representa a força 
repulsiva entre as moléculas durante a colisão. Esta representação é apenas aproximada,
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pois as moléculas apresentam estruturas eletrônicas complicadas. A interação molecular 
varia continuamente quando uma molécula se aproxima da outra. Quando consideramos 
o potencial de esfera rígida, ignoramos os efeitos das forças de atração.

Para podermos tratar um gás classicamente, através da mecânica newtoniana, de­
vemos estar atentos aos limites de pressão e temperatura. Gases neutros submetidos a 
pressões de até 100 atmosferas podem ser considerados como ideais, pois neste caso as 
colisões ternárias são mínimas e seus efeitos desprezíveis em relação às colisões binárias. 
Além disso, em uma faixa de temperatura entre 50 e 100.000 K o gás pode ser tratado 
classicamente, pois os efeitos relativísticos e quânticos não são relevantes. Esses limites 
não são fixos. Devemos levar em conta a equação térmica de estado que relaciona a pressão 
à temperatura T  e densidade p:

p = nkT — p—T.m
onde k é a constante de Boltzmann e m a  massa da molécula.

Entretanto, se o comprimento de onda de de Broglie de uma molécula for muito 
menor que a distância média entre as moléculas e ainda se a velocidade térmica média de 
uma molécula d for muito menor que a velocidade da luz no vácuo, estaremos tratando 
seguramente de um caso clássico.

2.2 Dinâmica da Colisão Binária:

Na mistura em análise podem ocorrer três tipos de colisões binárias:
(i) de uma partícula monoatômica com outra monoatômica;
(ii) de uma molécula poliatômica com outra poliatômica e
(iii) de uma partícula monoatômica com uma molécula poliatômica.

Como os modelos para os dois tipos de moléculas são diferentes ( a partícula mo­
noatômica é caracterizada por uma esfera rígida lisa e a molécula poliatômica por uma 
esfera rígida rugosa ) é necessário estudarmos os três casos isoladamente. Quando uma 
partícula monoatômica colide com uma molécula poliatômica ou ainda com outra partícula 
monoatômica, a força que cada uma exerce sobre a outra é dirigida ao longo da Unha que 
une os seus centros. É suposto que, quaisquer forças externas que agem nas moléculas são 
tão pequenas quando comparadas às que tomam lugar durante a colisão, que seus efeitos 
podem ser desprezados na dinâmica da colisão binária.

Para os nossos propósitos, a coUsão binária estará suficientemente especificada quando 
determinarmos as velocidades finais das moléculas que colidem em função de suas respec­
tivas velocidades iniciais. Então, o que precisamos fazer é estabelecer relações entre as 
velocidades pré e pós-colisionais.

SimpUficaremos um pouco a notação: a velocidade final diferirá da inicial por um “lr>, 
duas moléculas do mesmo tipo serão diferenciadas pelo índice “1” sobrescrito e a partícula 
monoatômica será caracterizada pelo índice a enquanto que a molécula poliatômica por /?.
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2.2.1 Colisão monoatômico - monoatômico: Seja a colisão de duas partículas monoatô- 
micas a e a 1 com massas ma, diâmetros aa e velocidades pré e pós-colisionais (c0, c^) e 
(ca , c* ), respectivamente. Na figura (2.2a) k* é um vetor unitário que bissecta o ângulo 
formado pelas velocidades relativas, denominado de vetor de colisão ou apsidal:

k- Ê 3 í r  <2-2 , >

onde ga , gó são as velocidades relativas lineares antes e depois da colisão, respectivamente:

ga =  4  -  ca , =  4  -  ca. (2.2.2)

Com base na conservação do momento linear e da energia, respectivamente, as se­
guintes relações são válidas:

Ca + 4  = 4  + 4» (2.2.3)

9a = g'a- (2.2.4)

Como os módulos das velocidades relativas g a  e ga são iguais, e se k a  bissecta estas 
velocidades, então é possível escrever:

ka - ga = -ka • gá = 4  • gá> (2.2.5)

ou ainda:
g a  -  g a  =  2 k a  ( k a  • g a )  =  - 2 k 0  ( k a  • g á ) .  ( 2 . 2 . 6 )

A combinação de (2.2.6) com a equação (2.2.3) fornece as relações entre as velocidades
finais em função das velocidades iniciais:

cá =  C a  -  k a  ( k a  • ga), (2.2.7)

4 = 4 + M k a - g « ) .  (2.2.8)

Neste caso, para qualquer colisão direta com velocidades iniciais (ca , 4 ) ,  velocidades 
finais (c^, 4 )  e vetor de colisão k a , há sempre uma colisão inversa com velocidades 
iniciais (ca , 4 ) ,  velocidades finais (c0, 4 ) ,  e vetor de colisão - k a .

2.2.2 Colisão poliatômico - poliatômico: Vamos considerar agora a colisão de duas 
moléculas poliatômicas de massas mp, diâmetros ap e momentos de inércia Ip. Antes
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Fig. 2.2: a) Colisão a -  a b) Colisão P — P c) Colisão a -  P

da colisão, as velocidades lineares e angulares das duas moléculas são denotadas por (cpt 
c j, W£, Wjk) e após a colisão por (c^, cjj, w^, wfa').

Na figura (2.2b) é um vetor unitário na direção da linha que une os centros das 
duas moléculas /? e P1:

=  ^ Í Z l L } (2.2.9)

e gp, gp são as velocidades relativas antes e após a colisão:

g p - c } -  cpf g0 = ^ 0 -c p .  (2.2.10)

Podemos também definir o momento de inércia adimensional np:

Kf =  (2.2.11)
MV“?

Kp pode variar de zero, o que significa uma concentração de massa no centro da esfera,
até 2/3 que corresponde a uma concentração de massa na superfície da esfera.

Se 3p representar o impulso exercido na molécula pela molécula P durante a colisão,
as equações de impacto serão: ,

mpCp — mpcp -  3pt (2.2.12)

mpCp = mpCp + 3 Pt (2.2.13)

b w 0 =  x (2.2.14)



b™p =  k ^ p  +  ¥ k0 x 3p.
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(2.2.15)

Representaremos a velocidade relativa dos pontos das esferas que entram em contato 
antes da colisão por Yp:

Vp = c p -  p x Wjj — Cp — ^ k p x wy (2.2.16)

No modelo de esfera rígida rugosa é suposto que a velocidade relativa dos pontos que 
entram em contato é revertida na colisão. Então, a velocidade final será:

y p  = ~y'p = -Cp +  ^ k P xw'p + 4  +  ^ k P x w j'. (2.2.17)

Se somarmos as equações (2.2.16) e (2.2.17) e simplificarmos o resultado com as 
equações de impacto, é possível escrever:

mpYp =  -3 p  + -Í-((kp • 3p)kp -  J/?].Kp (2.2.18)

Para determinar o impulso basta multiplicar escalarmente esta equação por kp:

3p =  -m p Kp
(1 + Kp) Y ,  + ± W v - V t ) (2.2.19)

Assim, as velocidades finais em função das iniciais são obtidas quando substituímos o 
impulso nas equações de impacto (2.2.12)—(2.2.15):

cp = cp + jg p ~  y k0 x W  + w/*) +  ^ k^ k* ‘ w) J»

c lp =  4  -  {«/* -  y k0 x W +w *)+ *g^}>

vt'p =  w p -  — p y ^ jjk i?  x g , - ^ k p x [k* x (w£ + w^)]|,

= W* ~  0^(l +  Kp) {fy  x W -  Y kf> x lk* x W  +  w*)]}-

(2.2.20)

(2.2.21)

(2.2.22)

(2.2.23)

Observa-se aqui que se Kp e ainda Ip tenderem a zero nas equações (2.2.20) e (2.2.21), estas 
recairão no caso de esferas rígidas lisas, conforme as equações (2.2.7) e (2.2.8). Neste caso 
particular, as velocidades lineares independem das velocidades angulares e vice-versa. Ou 
seja: a transferência entre energia translacional e rotacional é praticamente inexistente.
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Para esse tipo de molécula ( esfera rugosa ) não existe possibilidade de uma colisão 
inversa que corresponda a uma colisão direta. Então designaremos por (c^, cjf, v/p, w^*) 
as velocidades iniciais que correspondam às velocidades finais (c/j, Cp, v/p, w«) e vetor de 
colisão — k/j. Neste caso, as relações para o vetor de colisão e para a velocidade relativa 
são:

k£ =  -kg , g j =  c j‘ -  c j. (2.2.24)

Da equação (2.2.24) e das relações entre as velocidades iniciais e finais é fácil concluir que:

g/?.k0 =  g j.k > . (2.2.25)

2.2.3 Colisão monoatômico - poliatômico: Vamos analisar a colisão de uma partícula
monoatômica com massa ma, diâmetro aa e velocidade pré-colisional ca com uma molé­
cula poliatômica com massa mp, diâmetro ap, momento de inércia Ip e velocidade linear 
e angular pré-colisional (c^, wp), respectivamente. Após a colisão a partícula possuirá 
velocidade linear ca, e a molécula possuirá velocidade linear e angular (cjj, w|j), respecti­
vamente. Na figura (2.2c) k.pa é um vetor unitário na direção da linha que une os centros 
das moléculas a e j3:

k Pa —
  Sßa 8Pa

Sßa ~  gpa \
(2.2.26)

gpa e gpa são as velocidades relativas iniciais e finais:

g pa = cp — Ca, gpa =  c p — ca , (2.2.27)

e ainda, a distância aap entre os centros das esferas é relacionada aos diâmetros aa e ap 
por:

<*«/? =  jjfa« +  af>)' (2.2.28)

Neste tipo de colisão as relações entre as velocidades iniciais e finais são obtidas das 
equações de «ma mistura de gases poliatômicos [4], quando fazemos o momento de inércia 
adimensional da partícula monoatômica Ka tender a zero:

cá =  c„ + ^ k #<,(k* , • g*,), (2.2.29)ma

2m,
c^ = C í" ^ âk#“(k#“ w “)’ ( 2 - 2 - 3 0 )

w* = w« =  0, v/p =  v/p, (2.2.31)

onde map é a massa reduzida:
= (2.2.32)

p ma +  mp
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Este modelo permite uma colisão inversa, ou colisão de restituição. Neste caso um 
choque com velocidades iniciais (c*, c0i w'p) e vetor de colisão -k p a implica em veloci­
dades finais (ca , cp, wp). As relações que caracterizam a colisão inversa são:

S/fa " ^pa Si9a ’ ~~Spa ’ k/?a i (2.2.33)

k ia  =  -k^o. (2.2.34)

2.3 A Equação de Boltzmann:

As propriedades macroscópicas de um gás podem ser determinadas através do co­
nhecimento da função de distribuição. Uma mistura composta por dois constituintes, 
um monoatômico e outro poliatômico, é caracterizada por duas funções de distribuição: 
/a(x, ca,t) e fp(x, cp,wp,t), tais que:

/ a (x, ca,t)dxdca,

representa o número de partículas monoatômicas que no intervalo de tempo t se encontram 
no elemento de volume entre x  e x  + dx, com velocidades entre ca e ca +  dca ; e ainda:

//?(x, cp,w p,t)dx dcp dwp,

representa o número de moléculas poliatômicas que no intervalo de tempo í se encontram 
no elemento de volume entre x  e x  +  dx, com velocidades linear entre cp e cp +  dcp e 
velocidade rotacional entre wp ew p + dwp.

Vamos considerar que cada partícula do gás monoatômico está sujeita a ação de uma 
força externa específica F “ (x, í). Após um intervalo de tempo A í a posição e a velocidade 
de uma partícula serão alteradas para x +  caAt e ca +  FaAí. Portanto, o número de 
partículas que se encontram agora no elemento de volume entre (x+caAf) e (x+c0Af)+dx 
com velocidades entre (ca +  FaAt) e (ca +  F aAí) +  dca no intervalo de tempo entre t e 
t +  Aí é:

f a(x +  ca Aí, ca +  Fa Aí, í +  Aí)dx dca.

Se admitirmos que durante este tempo não ocorram colisões:

/a(x, c«, í)dx dca =  /a (x  +  ca Aí, ca +  Fa Aí, í +  Aí)dx dca . (2.3.1)

Quando levamos em consideração as colisões, há uma variação na densidade do número 
de partículas que estão no elemento de volume dxdca. Algumas moléculas podem tanto 
entrar como sair desse elemento e a taxa de variação da função de distribuição causada 
pela colisões, deve ser proporcional ao elemento de volume e ao intervalo de tempo:

CadxjdcaAt.



Esta taxa de variação do numero de moléculas deve ser equivalente à diferença entre as 
funções de distribuição no instante í e í 4- Aí:

/o(^ “1* ®aAí, C« 4* FoiAi) í 4* AfjdxdCa /a(x, Ca? í) dxdCct =  Ca dxdca Aí. (2.3.2)

Se dividirmos a equação (2.3.2) por dxdcaAt e tomarmos o limite de At tendendo a zero, 
obtemos:

+ c<»r-/g . pgd fa  _  r  f î s ’fl
dt * dxf * dcf ~ '

Durante a colisão devemos analisar tanto a criação de pontos com velocidade ca no 
elemento de volume dxdca durante o intervalo de tempo At, quanto a destruição de pontos 
no espaço de fase f com a mesma velocidade ca e no mesmo elemento de volume dxdca. 
Além disso, temos que levar em conta os dois tipos de colisão que podem ocorrer neste 
caso: a-a e a-/?. Portanto, Ca resulta de quatro contribuições:

C. = Ci - Cz + C+p -  C~g, (2.3.4)
onde os índices - e 4- sobrescritos indicam a destruição e a criação de pontos no espaço de 
fase, respectivamente.

Para determinar Ca iremos assumir algumas hipóteses:
(i) / a(x, ca , í) é uma função contínua durante a colisão;
(ii) em qualquer posição x e tempo t as velocidades de duas partículas são independentes 
(hipótese do caos molecular);
(iii) a probabilidade de ocorrência de colisões ternárias é desprezível em relação às colisões 
binárias.

Seja a colisão de duas partículas a e a1 de massas ma e diâmetros aa com velocidades 
iniciais ca e c*,, vetor de colisão ka e velocidade relativa ga (Fig. 2.3a).
Em um intervalo de tempo Aí todas as partículas com velocidades c^ que se encontram 
no interior do cilindro de colisão de volume a£(ka * ga) dka Aí

/a(x, c i, í) dcja* (ka • ga) dka Aí,

colidirão com as moléculas com velocidade ca que se encontram no elemento de volume 
dxdca:

/a(x,Ca,í)dxdCa.
Portanto, o número total de colisões que ocorrem no elemento de volume dxdca e intervalo 
de tempo Aí é:

/a (x ,e«» í) dxdca /*(x,cj,, í) dcjaj(ka • ga) dka Aí. (2.3.5)

f Espaço de 6 dimensões (3 coordenadas de posição e 3 de velocidade linear) onde uma 
partícula monoatômica é especificada através de um ponto, e de 9 dimensões (3 coorde­
nadas de posição, 3 de velocidade linear e 3 de velocidade angular) onde uma molécula 
poliatômica também é especificada por um ponto.

12
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Fig. 2.3: a) Geometria de colisão a — a b) Geometria da colisão a  — P

Se dividirmos esta expressão por dxdca A t e integrarmos sobre todas as componentes da 
velocidade, —oo a + 00, e sobre todas as direções de ka , qne em coordenadas esféricas 6 e 
ef possuem os limites 0 < 0 < n/2 e 0 < e < 2tt, chegaremos à densidade do número de 
colisões a —a por intervalo de tempo A t que anula pontos no espaço de fase com velocidade 
ca no elemento de volume dxdca:

Cã =  J  fa(x, Ca, O /a fa  Cír> 0 4 (k «  * ga) dkadc*. (2.3.6)

Por outro lado, a criação de pontos com velocidade ca no elemento de volume dxdca 
é resultante da colisão de partículas com velocidades iniciais cá e c ^ , velocidades finais ca 
e c^ e direção do vetor de colisão ká =  — ka , ou seja: de uma colisão inversa. Da mesma 
forma, a densidade do número total de colisões a — a  que ocorrem no elemento de volume 
dxdca e tempo A t para este tipo de colisão é:

/á(x, cá, O/a (x> ca , 0°a(ka • gá) dclá dxdca . (2.3.7)

A relação entre os elementos de velocidade dc^ dcQ e dc\, dca é determinada pelo 
Jaeobtano da transformação:

dCa dca =  \ J\ dCa dca, (2.3.8)

que calculado através das relações (2.2.7) e (2.2.8) assume o valor 1. Através da equação 
(2.2.5) é possível agora encontrar a densidade do número de colisões a - a  que cria pontos

t 9 é o ângulo entre ka e gtt; e é o ângulo entre o plano que contém ka e ga e um plano 
de referência. Assim, é possível definir: dka = senddBde.



no espaço de fase com velocidade ca no elemento de volnme dx dca e no intervalo de tempo 
At:

£(* J  fa  (^i ca > f)/a(x, ̂ a> l)®o(ko ' 8o) dk® rfcj,. (2.3.9)

Falta ainda analisar as colisões a  — /?, onde as moléculas possuem velocidades lineares 
e angulares iniciais (ca , cp, wp), vetor de colisão k^a, massas ma e mp, e diâmetros aa 
e ap, onde g/?a é a velocidade relativa (Fig. 2.3b). Todas as moléculas com velocidade 
cp, wp que se encontram no cilindro de colisão de volume a%p(kpa • gpa) dkpa At dcp dy/p 
colidirão com as moléculas com velocidades ca que se encontram no elemento de volume 
dxdca:

fa{x, ca, t )d x d c a .

Em um intervalo de tempo A t o número de colisões a -  fi que ocorrem no elemento 
de volume dxdca é:

f a (x,ca ,t)fp{x,cp,Wp,t)alp(kpa • gpQ) dkpa Atdxdca dcp dy/p. (2.3.10)

A divisão desta expressão por dxdca At e a respectiva integração, fornece a densidade do 
número de colisões a -  j3 que no intervalo de tempo At anula pontos do espaço de fase 
com velocidade ca no elemento de volume dxdca:

C~p =  J  /a(x , ca , t)fp{x, Cp, y/p, t)alp{kpa • gpa) dkpa dcp dy/p. (2.3.11)

Para a colisão inversa, o número de colisões a - f í  que ocorrem no elemento de volume 
dxdca em um intervalo de tempo At será:

/«(*, 4  «)/#(*, 4  * 4  t)a lf  ( 4 ,  • g ^ )  dk'Pa ic e iWf, i c . i x U .  (2.3.12)

Mas, o Jacobiano da transformação de velocidades para este caso, também é unitário:

dca dcp dy/p =  dcQ dcp dy/p, (2.3.13)

Se procedermos como em (2.3.11), ou seja, dividirmos (2.3.12) por dx dca At e inte­
grarmos, obtemos a densidade do número de colisões a — f) que cria pontos no espaço de 
fase com velocidade ca no elemento de volume dx dca no intervalo de tempo At:

Cí/Í =  J  /«(x> có j 0 /J(x . w£> • g0a) dkpa dcp dy/p, (2.3.14)

onde usamos a relação (2.3.13).
Para simplificar, introduziremos algumas abreviações que serão utilizadas até o final 

deste trabalho:
f ? =  /a(x, Cp, t) = /«(x, cL t),
fa — /<*(x > ca> 0  fa  “  / <*(x > Ca > 0»
fp = fp(x, Cp, y/p, t) f lp = fp(x, c'p, y/ lp, t),
fp =  //?(x, c^, w^, t) f} '  =  fp(x, c xp , y/xp , t).
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Todas as funções de distribuição são avaliadas no mesmo ponto x  no instante da colisão. 
Em outras palavras: as dimensões moleculares não são levadas em consideração.

A densidade total do número de colisões pode ser obtida através da substituição das 
relações (2.3.6), (2.3.9),(2.3.11) e (2.3.14) na equação (2.3.4):

Ca = -  fa f l K ( k a  ■ ga) ic ‘a

+ f  UaJfi -  fa fp )4${* ta  • gfa) dkfia dcp dwp. (2.3.15)

Com esta relação torna-se possível escrever a equação de Boltzmann para o gás mo- 
noatômico:

W +c?^ +F'!' ^ = f í / ° f ° -  4  (k . • *«) & a K

+ J ( fa fe  ~ !a h )  alp  (kí« • 6»«) dcp dm p. (2.3.16)

Esta equação descreve a variação da função de distribuição f a em um ponto fixo, devido 
às colisões a  -  a  e a  -  j0. É uma equação íntegro-diferencial, cuja solução não é simples.

0  procedimento é análogo para o gás poliatômico. A diferença fundamental reside no 
fato que neste caso não há colisões inversas. Então, consideramos colisões onde as moléculas 
possuem velocidades inicia» (c£, c^*,W£,w^*), velocidades finais (cp, c^,W£,w^) e vetor 
de colisão kS. Assim, se repetirmos as idéias descritas a partir da equação (2.3.5) até a 
equação (2.3.16), obteremos a equação de Boltzmann para o gás poliatômico:

= J  - M) 4 (ko • w) <>4 * 4

+ í{ fa /p  “  fa fp ) 4 p (k/?a' gfia) dkpa dca, (2.3.17)

onde:
yj = //?(x, c j, w j, t) fi*  =  /s(x , c y , w y , t).
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2.4 A Equação de IVansporte:

A equação de transferência ou de transporte é obtida quando multiplicamos a equação 
de Boltzmann para um gás monoatômico por uma função arbitrária ^a(x ,ca ,f) e inte­
gramos em todos os valores de ca ; e analogamente para o gás poliatômico, multiplicamos 
por «ma. função arbitrária V>/?(x, cp, W/j, t) e integramos em todos os valores de cg e w/y.



Vamos analisar em detalhes a obtenção da equação de transporte para o gás monoatômico. 
Após a multiplicação e a respectiva integração chegaremos à expressão:

I  f < M c a + 1C f ^ a dca + J

= J  -  fa flW a  (ka • ga) dka dca dcj,

+ J  ~ fafp)aa0 (k/?a * gj9a) dkpa dca dcp d\tp. (2.4.1)

Porém, as velocidades moleculares não dependem explicitamente da posiçãof:

g = ° >  <2" -2>

e se usarmos o teorema da divergência podemos verificar que a integral

f dj>aF?fq ■
J K

é nula, pois a grandes velocidades a função de distribuição decai rapidamente a zero. Isto 
é válido para pontos infinitamente distantes que compõem o elemento de superfície dSa 
com vetor unitário n?:
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i f il>aF ?fan f dSa =  0.

Sob estas considerações podemos reescrever a equação (2.4.1) da seguinte maneira: 

d
dt I  *°f° <tCa + w i J *.-/Pr+4!+F' W .

= I  M f J a  -  / « / X  (k° • 8«) * «  'fco K

fa dca

+ J  M fa fn  -  f<*fp)ali3 (k/?a • g/?«) dkjja dca dcp dv/p. (2.4.3)

Se trocarmos as velocidades das moléculas que colidem de (ca ,cá) para (cá,c„) e 
ainda usarmos as relações (2.2.5) e (2.3.8) que caracterizam a colisão de restituição, é 
possível escrever a seguinte identidade:

J  M fa fa  -  /a / í )  «J (ka * ga) dka dca dcla

f Esta afirmativa é válida também para as velocidades angulares.



= J W a  -  M U l  dc„dTa = l  I  (* . + tó - V á - tó ') ( / a / á  -  /« /«) * „  rfT„. (2.4.4)

Na segunda integral, invertemos o papel das moléculas que colidem, isto é, trocamos 
(co>co) P°r (ca>ca )• Isto é possível porque as duas moléculas o e a 1 possuem massas e 
diâmetros iguais.

Por outro lado, se mudarmos as velocidades das moléculas que colidem de (ca ,Cj?) 
para (ca ,c^), obteremos uma identidade para a outra integral de colisão:
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/ M fa fß  -  fotfß) alß (k/fcr • gßa) dkßa dca dcß dv/ß 

= jw«~ MUß <kdTaß = U w „- M W J ß  -  U ß )  *„ d t  aß, (2.4.5)

onde usamos as equações (2.2.33) e (2.3.13), válidas para a colisão de restituição.
Nas duas identidades anteriores introduzimos algumas definições:

dYa = a?a (ka • ga) dka dei, dTaß = a2aß (kßa • gßa) dkßa dcß dwß. (2.4.6)

Assim, a equação de transporte para o constituinte monoatômico pode ser expressa
da seguinte maneira:

fa| j *.«f A*.
= J  { ta  -  M  fafa  dc„ dTa +  J (Í>a ~ $a) faffi dca dTa0, (2.4.7)

ou ainda, de uma forma simplificada:

9~ W  +  +  $<** =  + Pa< (2-48)

onde é a densidade de uma quantidade aditiva arbitrária:

* « =  (24.9)

$ a a densidade de fluxo dessa quantidade:

* « =  (2.4.10)

Sa a densidade de suprimento relacionada às forças externas:

Sa = J f ? j £ f a d c a, (2.4.11)



e Pa o termo de produçãof:

“  J  | dt ~̂C* dx~]̂ a<fca + J (V'a#—V,a)/â/â CadTa+j[̂ >a ~Í}a) fafpdca dTap,
(2.4.12)

Além destas quantidades, foi introduzida também a velocidade peculiar C f definida 
como a velocidade da molécula em relação à velocidade do fluido:

C f =  cf -  vf. (2.4.13)

A obtenção da equação de transporte para o constituinte poliatômico é análoga ao 
gás monoatômico. O resultado final é:
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fp dcp dwpWt J  + * ^ fedCfiwe - f [ ^ +^7£ +F?7$
= IW fi  -  ^ p) M  dcP dwe dXp +  J W p  ~ ^p)fafp dcp dwp dTpa, (2.4.14)

onde

dTp = a2p (kp g p )d kp d c lpdw lp, dTpa = a2a0 (k/?a • gpa) <&pa dca. (2.4.15)

Também é possível escrever a equação de transporte para o constituinte poliatômico 
em uma forma genérica:

a- i f + + * * > = s » + p»  <2-416>

Embora cada termo possua definições diferentes, têm os mesmos significados que os des­
critos em (2.4.9)-(2.4.12):

*P = J  1>pfpdcpdwp, (2.4.17)

$p = J  rf)p C ffp  dcp dwp, (2.4.18)

Sp = I  F f ^ f p d c p d w p ,  (2.4.19)

P& =  /  + ^ j £ \ h dcpdwp

+ J i i ’p -  M fp fp  dtp dwp dVp +  J (tfp  -'P pjfa fp  dtp dwp dTpa. (2.4.20)

f O primeiro termo é denominado de produção própria e os outros dois de produção 
devido às colisões.
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Capftulo 3 

O MÉTODO DE GRAD

Neste capítulo mostramos uma solução para a equação de Boltzmann, baseada no 
método dos momentos de Grad. Este método originalmente descreveu um gás monoatômico 
através de 20 campos escalaresf, e o que se faz aqui é descrever inicialmente uma mistura 
binária de gases monoatômicos e poliatômicos por 29 campos escalares utilizando a mesma 
técnica desenvolvida por H. Grad [3]. Depois, reduziremos esta teoria para apenas 6 
campos a fim de determinar os coeficientes de transporte da mistura.

3.1 - A Teoria de 29 Cam pos Escalares:

3.1.1 - Campos Básicos e Definições:
Para descrever o estado macroscópico de um gás usamos quantidades denominadas de 

campos básicos. O que define o número de campos a ser utilizado é o método empregado 
e as características do gás em análise.

Seja uma mistura binária de gases ideais formada por constituintes monoatômicos e 
poliatômicos, não submetida a torques externos. Iremos assumir que a velocidade de spin 
do constituinte poliatômico é nula e além disso, vamos atribuir uma temperatura T para 
a mistura. Portanto, esta mistura será caracterizada no método dos momentos de Grad 
por 29 campos escalares de:
(i)densidade de massa parcial:

Pa(x, f) — J ' TTlctfctáCci, (3.1.1)

P0(x,t) = J  mpfpdcpdwp, (3.1.2)

f Paralelamente a este desenvolvimento, Grad utilizou também 13 momentos para 
descrever o gás monoatômico.



(ii)velocidade linear parcial:

« ? ( * .  * )  =  £  /  / «  * « ,  ( 3 . 1 . 3 )

• f M  =  J ^ Í  ( 3 . 1 . 4 )

(iii) tensor pressão parcial:

Pij ( x ,  0  =  J  maC ?C ffQ dcQ, ( 3 . 1 . 5 )

P?;(x, t) = J m p  C fC ffy  dcp dw/j, (3.1.6)

(iv)fluxo de calor translacional parcial:

gf (x, t) = j m a^  C?fa dca, (3.1.7)

g? (x, <) =  J mf > y  c i b  àc0 dwp, (3.1.8)

(v)fluxo de calor rotacional parcial:

hf  (x> *)= f  b y  c i b  dcP (3.1.9)

Relacionamos os campos a algumas grandezas fundamentais em teoria cinética, como
é o caso da densidade total do número de moléculas, que representa o número total de
moléculas por unidade de volume no instante de tempo t:

n(x, t) =  na (x, t) + np(x, <). (3.1.10)

A densidade de massa parcial pa e/ou pp pode também ser expressa através da den­
sidade de número:

pa(x, t) = mana(x, f), pp(x, t) = mpnp(x, <), (3.1.11)

e a densidade total de massa p é então, a soma das densidades parciais:

p{x, t) = pa(x, t) + pp{x, t). (3.1.12)

Em misturas, além da velocidade peculiar linear de cada constituinte C f, C f definida
como a diferença entre a velocidade molecular c f, cf e a velocidade linear wf, vf:

C ?  =  c ? - » f ,  C f  = « ? - « ? ,  ( 3 . 1 . 1 3 )
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utiliza-se também a velocidade peculiar linear de cada constituinte em relação à mistura
C?»

É? =  c ? - v $, Çf = c ? -v i ,  (3.1.14)

onde V{ é a velocidade linear da mistura:

*  = ^{pav? + pßvf). (3.1.15)

A diferença entre a velocidade linear de cada constituinte e a velocidade da mistura é 
denominada de velocidade de difusão:

=  = >*. (3.1.16)

Pode-se mostrar, através de (3.1.15) que:

pav f  +  ppU? = 0 , (3.1.17)

ou seja, para uma mistura binária há apenas uma velocidade de difusão independente. O 
produto entre a densidade e a velocidade de difusão é definido como fluxo de difusão:

J ?  =  Pa«?, J ?  =  Pp«?* (3.1.18)
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3.1.2 - Equações de Balanço:
Cada campo básico requer uma equação de balanço, e estas são obtidas quando subs­

tituímos nas equações de transporte (2.4.7) e (2.4.14) rf)a e V>p por:

(i)Balanço de massa parcial: tl>a =  ma, ^p =  mP:

w + i i £ = o ' ( 3 U 9 )

1 ?  +  1 fx7l = 0 ' (3 L2 0 )

A natureza e o número de moléculas são supostos inalterados pelas colisões, tal que pro­
cessos como reações químicas e ionização são excluídos nesta análise. Por esta razão, o
termo de produção das equações de balanço de massa é nulo.

(ii)Balanço de momento linear parcial: if)a =  mac?, ^p — mpc?:

+  gfrOx»«’.“* ?+ pS) =  +  *3*. (»•*•**)
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«? + P?,) =  P p f f  +  P f ° , (3.1.22)

onde:

P f  =  J  m«(cf' - e?) f j p  *« (3.1.23)

P ? °  =  J m t { 4 -  c? )/„/, <fc# áw# <OV (3.1.24)

Pode-se mostrar, através das relações (2.2.29) e (2.2.30) que o termo de produção da 
mistura é nulo:

p f  + p?<* -  o, (3.1.25)

e assim, o momento linear da mistura é conservado.

(iii)Balanço do tensor pressão parcial: tpa =  maG?Cf, tpp =  mpCfC^:

d- §  +  ã ^ « í *  +  m )  +  P & S  + P t , j f k = PZl> + PS< (3126)

¥  + 4 ^  +  ̂ )  + í i £  + ^  (3127)

onde:

p?,t = f  m < £ ? C f C t  U à c « , (3.1.28)

pfjjc =  J  m pCfcfC^fpdcpdwp, (3.1.29)

P í f  = J  m ^ c f c f  -  C ?C f)U fpdca dT„p, (3.1.30)

l f  = l  m p(C f C f  -  C?C f)f«fp dcp dwp dTpc,, (3.1.31)

P* = j ma( C f c f  -  C f C f )/„/*  dCa d ta, (3.1.32)

Pf,=  J  m p ( C fc f  -  C?Cf)JpJp dcp dwp dtp. (3.1.33)

(iv)Balanço do fluxo de calor translacional parcial: ipa =  JmaC2<7f, ^  :

dqf . d ( „ a a) a dvg d v f VikdV%j 
~ w + + qi ] + ^ d T j  +q>dz~

- \ ^ = Q' +Q? - v- k py - r t p?e ' {3 lM )
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? s t  + J L t J .  + A ? )  +  J t . M .  +d t + dxy «« + «* V + Kj* flXy + % QXj p0 d x j
f Prr ^Pi] _  Q0 , Q0a _  pffc pPQ _  2. Prr p0a
2 pp Ô Xj pp * 2 pp * ’

(3.1.35)

onde:

95 = I  m J f C f C f t ' ,  d ea , (3.1.36)
4 =  í  me <Y c <c i U ic f>iv e, (3.1.37)

Q ? = J  ^ ( C Z C ?  -  C l c n u í  d ca  d í c , (3.1.38)
Q i = f  % f ( C # < f  -  c?c? ) f , f ' ,  d e ,  d w ,  i r , ,  (3.1.39)
Q f  = J  ~ { C Í G f  -  C * C ? ) U ,  dc„  i r « , ,  (3.1.40)
<??° = J  ̂ ( C g C ?  - ( % C f ) ! « ! , d e , i * , i r , a . (3.1.41)

(v) Balanço do fluxo de calor rotacional parcial: ^p =  j/p o ;|C f:

-ih? +h?vP) + hV—* --  ^ — HP + H?a - ( ^ ^ - — \p P ay( ‘J + ‘ í , +  í ^  \ m p  2ppJ«*y " t +  t Vmp 2 p J  * *(3.1.42)
onde:

k ^  =  j l , ^ C f f , d c , d y > , ,  (3.1.43)
H f = J  ̂ (u#Cf -  v $ C f ) f , f i  d e ,  d w ,  i r , ,  (3.1.44)
H f ” = I  ! f ( w $ C ?  -  <4C f ) f « f ,  d e ,  d w ,  i r , « . (3.1.45)

Nas equações de balanço apareceram quantidades novas: os momentos da função 
de distribuição pgfc, p?jfc, gg, g?- e h?y, e os termos de produção P?*, Pí a, P% , 
P fa, P f , P f , Q ft Q?, Qi^, Qia, H f  e H fQ. Estas quantidades, momentos e termos de 
produção, sao denominados de termos constitutivos. Para o sistema formado pelas equações 
de balanço ser solúvel é necessário determinar estes termos em função dos campos básicos. 
Isto exige que conheçamos as funções de distribuição /<*(x, ca , í) e /p(x, cp, wp, í).

a*? ad t  d x



3.1.3 - Funções de Distribuição:

0  nosso objetivo aqui é encontrar funções de distribuição f Q(x, ca,t)e  fp(x, cp,wp, t) 
que descrevam o comportamento do gás próximo ao equilíbrio. Além disto, iremos utilizar 
a segunda aproximação f para caracterizar as funções f Q e fp.

Entre algumas maneiras que há para se obter as funções de distribuição, podemos 
citar a expansão das velocidades em termos dos polinómios de Hermite e a maximização 
da entropia. Nos restringiremos à segunda, via multiplicadores de Lagrange.

Este método consiste em encontrar o extremo da densidade de entropia da misturaf:

ps = - k  J  f a ln f a dca -  k J  fp  ln fp dcp dwp, (3.1.46)

sujeita aos seguintes vínculos: pa, v f , pg e qf] pp, vf, pfy, q f , h f e T.

A temperatura da mistura T é definida com base no princípio de equipartição de 
energia. Pelo princípio, a cada grau de liberdade das moléculas corresponde uma energia 
específica de

1 Ar
2 m

Para as moléculas monoatômicas a energia é correspondente aos 3 graus de liberdade 
translacionais:

<„ =  5 - 7 ,  (3.1.47)

enquanto que a molécula poliatômica possui 3 graus de liberdade adicionais (graus rota- 
cionais) em relação à monoatômica:

ep =  3— T. (3.1.48)
H m p  ' '

Em teoria cinética podemos exprimir a temperatura, relacionada nestas duas equações, da 
seguinte maneira:

T(X**> = ÍS3F /  m«T/“‘,Co = 5 + T ) f?dCfiv,f- (31-49)
Neste trabalho estamos considerando somente uma temperatura para a mistura.

A maximização da entropia é um problema equivalente ao de encontrar o extremo do 
funcional F:

F= í - t l n /o -  A«m„ -  Af m,cf -  Agm^CfCf -  Af ) /„ +

f A primeira aproximação é a função de distribuição de velocidades de Maxwell, 
í  Vide Apêndice A4
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-A fm pcf -?  -  A f^ C fC ?  -  A?ms f c f  -  A f V ^ C f  -  ( mgf  +  U ,

. (3.1.50)
que não está sujeito a vínculos. Os multiplicadores de Lagrange Aa, hP, Af, Af, Ag, Afy,
A“ , , Af*, Ap são independentes das funções de distribuição f a e fp.

Se determinarmos o extremo do funcional F

^  = 0 a u  u
obtemos uma expressão para f a:

u=e!£p{-x +A°+w + +A?f Í?1 }■ <31-51>
onde foi substituída a velocidade peculiar linear C f pela velocidade peculiar em relação à 
mistura £f e desprezados todos os termos não lineares.

O tensor pressão pode ser decomposto em duas partes: o traço do tensor e por um 
outro termo denominado de deviante do tensor pressão p^y-

Pij = I p?A} + P(i3)- (3.1.52)

Por sua vez, a pressão p f é identificada com o traço do tensor pressão dividido por 
3. Portanto, pode-se escrever pg como:

Pij = PaÔij + P%y (3.1.53)

O multiplicador de Lagrange Ag- está relacionado ao tensor pressão e assim, também será 
dividido em duas parcelas:

Ag =  i O o  +  % )-  (3.1.54)

Após a substituição de Ag- na equação (3.1.51), podemos considerar a função f a como 
formada por duas partes distintas:

/«  =  / í (  l  +  M  (3.1.55)

onde f ^  representa a parte em equilíbrio e <j>a o seu desvio. Desta maneira, f a se reduz à 
seguinte expressão:

/ .  =  e x p ( - ^  [ ̂  +  A» +  ÍA £ .g ] +  A fo ff «f +  Af
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A segunda exponencial, que representa a parte fora do equilíbrio, é um termo pequeno, 
pois estamos tratando de processos próximos ao equilíbrio. Portanto, vamos expandi-la da 
seguinte maneira:

exp x & 1 + x. (3.1.57)
Sob esta consideração f a torna-se:

/„ = 4<,exp^A?rí ^  ( l  -  ^  + Afoffí? + Afâg.1 J, (3.1.58)

onde:
Aa — exp
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; x ( i +A* )]-  <3 1 -59>

No equilíbrio a função f a é a própria função de distribuição de velocidades de Maxwell,

IS  (X. c ., D =  £  ( 2̂ )  ‘ exp . l31-60)

0 que permite fazer a identificação do primeiro multiplicador de Lagrange:

A£ = (8.1.61)

Para determinar os demais multiplicadores é necessário substituir a equação (3.1.58) 
nas equações (3.1.1), (3.1.3), (3.1.5) e (3.1.7) as quais definem os vínculos: pa, v f , pg e 
q f . Isto resulta em:

A- - £ ( s â & ' ) 1- (3162)

v ~ ! s r  ( í s r ) *  <3 I6 3 >

(3 L6 4 )

= (3.1.65)
2 por JkT2 v '

Com os multiplicadores de Lagrange determinados é possível expressar a função de 
distribuição do constituinte monoatômico através da relação:

/„(x.Ca.í)  =  eXP(~2Ã Tí “) { 1+  ( t f )

( 3 l M }



Para determinar fp  procede-se da mesma maneira. Primeiro encontra-se o extremo 
do funcional

ÈL=0
dfy '

o que implica em:

h  =  « p { - ^  [ 4  +  A" +  * *  +  +  A f f í f  +  A f

<3 1 O T >

A pressão exercida pelas moléculas poliatômicas é a soma da pressão em equilíbrio pjij 
( pressão estática) com a pressão fora do equilíbrio wp (pressão dinâmica):
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pp =  pp +wp = npkT + wp. (3.1.68)

A pressão dinâmica é uma consequência do processo de relaxação que ocorre no gás. A
troca de energia interna entre as moléculas não é instantânea durante a colisão, e neste
curto intervalo de tempo ocorre uma expansão ( ou contração ) no sistema, provocando 
variações no volume do gás. Isto não ocorre em um gás monoatômico ( não há troca de 
energia interna entre as moléculas ) e a pressão do gás é a própria pressão em equilíbrio.

Assim, podemos escrever o tensor pressão pf; como:

Ptj =  tfij) +  (Pp + (3.1.69)

e o respectivo multiplicador, por:

4  =  Ak  +  (3.1.70)

Neste caso, Afr não representa mais uma quantidade no equilíbrio. Por outro lado, podemos 
dividir Àp em duas partes e XpE que representam a parte em equilíbrio e fora do 
equilíbrio, respectivamente:

\p  = \fj  + \ $ E. (3.1.71)

Após a substituição da equação (3.1.71) na equação (3.1.67) podemos, como no caso 
da função / a, dividi-la em duas partes:

fp = Ap exp



com:
Ap =  exp
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k ym p U  (3.1.73)

_ Um gas poliatômico em um estado de equilíbrio é caracterizado pela função de dis­
tribuição de Maxwell:

f i ( x  eu Wfl t) =  P0 r in í  m0 ^  ^  « AJp{ , p,wp,tj mp (2irkT)3 2kT &

o que nos permite identificar o multiplicador Ajf como:

A f = 3 ^ £ .  (3.1.74)

Se substituirmos a expressão (3.1.72) nas equações de definição dos vínculos: (3.1.2), 
(3.1.4), (3.1.6), (3.1.8), (3.1.9) e (3.1.49), encontraremos os demais multiplicadores:

<3 i r e >

A?r = - ^ i t f 2 * P ,  (3.1.76)

A?*>) = ~2 pp kT trfvV  (3.1.77)

\ Np E =  p, (3.1.78)

x* = ~ z j ã { w )  q 3̂L79^

X'* = ~ZppT  ( k r )  h"  ^  L80^

A? =  ~ f “? +  +  ^ k T * h*' (3.1.81)

Assim, a função de distribuição fp  fica completamente determinada:

/p(x,cp, wp,í) =  ^  (2^7)3  exp( “ 2*T #  ~ 2KTŴ )  {* +  ( l t r )

» - ■ ) < ?



(3.1.82)
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3.1.4 - Termos Constitutivos:

Para determinar os momentos da função de distribuição é necessário apenas substituir 
as funções f a e //?, definidas através das relações (3.1.66) e (3.1.82), nas equações (3.1.28), 
(3.1.29), (3.1.36), (3.1.37) e (3.1.43) e integrar nas respectivas velocidades. Os resultados 
finais são:

P?,t =  f  (»?«,* +  +  qiSij), (3.1.83)

r fjt = f  («?«>* +  +  «?%). (3.1.84)

<«•»>

«S = f  ( S ) * ^  + 5 + (3L86)

* & = | ( S ) 2̂ + I  ( S ) d w -  <3X87>
Foram desprezados todos os termos não lineares. As fórmulas usadas para proceder a 
integração encontram-se no Apêndice Al.

Os termos de produção requerem um cálculo mais trabalhoso. Primeiro todas as 
velocidades finais devem ser transformadas em velocidades iniciais, através das equações 
deduzidas na seção 2.1. Depois, substituímos as velocidades peculiares C f e C f e veloci­
dades moleculares cf e cf pelas velocidades peculiares em relação à mistura e e 
velocidades de difusão u f e u f. Por último, fazemos uma mudança nas variáveis de inte­
gração, introduzindo as velocidades do centro de massa linear G e angular Z e ainda as 
velocidades relativa linear g e angular z, dependendo do tipo de colisão:
(i)Colisão a -  a:

G„ = i ( f i  +  («), g . =  & - ( « •  (3.1.88)

(ii)Colisão a -  ft:

Gpa = g = Ztfo = = w„. (3.1.89)

(iii)Colisão p:

Gp = + (p), g0 = í p -  fr, Zp =  + wp), Z0 = w l0 -  wp.
(3.1.90)



Para os três tipos de colisão o Jacobiano da transformação é unitário, ou seja:

dcadclQ = dtcdÇ* =  dgadQa, (3.1.91)

dcadcp = d£ad£p = dgpadGpa, (3.1.92)

dcpdcpdwpdv/p =  dÇpdÇpdv/pdwp =  dgpdGpdzpdZp. (3.1.93)

No Apêndice A2 encontra-se um cálculo mais detalhado de um termo de produção.
Aqui nos limitaremos apenas aos resultados, devidamente linearizados:

p í f=| ( ^ w 1 )  [*r(«f - o + i m ^ ( f p - v£ ) \  (31'94>
^ nanPa%P[«■(«? -  U?) + i » > „ ,(£  -  ^ j , (3.1.95)

P?f = £ ( * « * * )  i „0„ , í- i k - T[ a O(,í, . . +  f * ) + f  » í Ü ,
(3.1.96)

(3.1.97)

=  4(2xtTm„»)i„a„»F A _ J [ + ^ * T ( « f  -  «?)

mp) ( 2m l+ í m^ + l m‘ mA) +Í ima l  mp) <3198>

< jf  = - 4 ( 2 , ) » „ « » ,  *T(»? -  O

» ( 5 ^ )  ( w + r ( g m „ m , + f f  m j ) ] . (3.1.99) 

f l f  = -4(2,*T m o9) i„ Q„ ^ [ * T ( , ? - < )  +  ^ ( | - - (« •« » )

^  =  - y ( ^ ) Í »««'JpÇ,). {3.1.101)
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P'i =  "  ( 1 + W  ( ? )  ^  [ j ^ 6'1 + Â (1^  +  6)pW>
(3.1.102)



Q' = ( T + W  (  m ^) "n^  [” ê (4 + + f  */»*?]. P i ! « )

H? =
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( T + W  ( V )  H a %  [ 1 * ^  ”  1 { 2 k í  +  2 K p  +  1 ) / l ? ] '  ( 3 U 0 5 )

Quando substituímos os termos constitutivos nas equações de balanço, estas passam a ser 
denominadas de equações de campo. Cada solução do sistema formado pelas equações de 
campo é denominado de processo termodinâmico.

3.2 - A Teoria de 6 Campos Escalares:

Embora a teoria de 29 campos esteja completamente determinada (todos os ter­
mos constitutivos são conhecidos), não é possível ainda calcular os coeficientes de trans­
porte, como a viscosidade cisalhante e volumétrica, difusão, termo-difusão e condutividade 
térmica da mistura. Isto exige uma redução dos 29 campos iniciais para apenas 6 campos 
escalares. São eles:
(i)densidade da mistura:

P(x, t) =  Pa (x, t) + P/?(x, t) =  J  mafa dca + J  mpfp dcp dW0, (3.2.1)

(ii)velocidade linear da mistura:

V»(x, t) = i[pa< (x , t) + P0V?{x, <)] = macffa dca + J  mpd-fp dcp dw^j, (3.2.2)

(iii)temperatura da mistura;

r(x ’í) =  3 ^ f c /m°^ íadc° = 3^kj +  (3'2'3)

(iv)concentração parcial:

<3 ! U >

Neste caso a concentração está definida para o constituinte monoatômico, mas também é 
possível definir para o poliatômico:

ĉ t)=eiè w  ( 3 - 2 5 )

e pela equação (3.2.1) é fácil perceber que a soma das concentrações é obviamente unitária:

ca (x, t) + cp(x, t) = 1. (3.2.6)



3.2.1 - Equações de Balanço:

As equações de balanço necessárias provêm da teoria de 29 campos com algumas 
modificações:

(i) Balanço de massa da mistura: somam-se as equações de balanço de massa de cada 
constituinte (3.1.19) e (3.1.20):

<**>>

(ii) Balanço de momento linear da mistura: somam-se as equações correspondentes ao 
balanço de momento linear parcial (3.1.21) e (3.1.22):
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+ Jx~(pViVj + Pij  ̂=  paF° + Pí)F' ' (3-2-8)
onde:

Pij =  Pij + Pfj +  Pcufuf +  ppuf up. (3.2.9)

(iii) Balanço de energia da mistura: substitui-se tj)a e nas equações de transporte (2.4.7) 
e (2.4.14) por =  \rna<?ay e ^  =  + ^Ipwj f:

K̂í+̂ )]+̂*K£+̂2)"‘+q'+ = i,°'v'F'+ ( 3 ' 2 1 0 >

onde foram introduzidas algumas definições:

pi =  Paia +  ppip + |(p««a + PpVp), (3.2.11)

qi =  qf + qf + h f +  pa ^a  + «f + Pp ( ip  + «f + P ijt f  + • (3-2-12)

(iv) Balanço de concentração parcial: é obtida através da divisão da equação (3.1.19) pela 
densidade da mistura, p:

% - + » . ^ + i ^ r £ = o .  (3.2.13)
ut OX\ p uX%

Nesta teoria os termos constitutivos passam a ser:

u f  velocidade de difusão,
pij tensor pressão da mistura,
qi fluxo de calor da mistura,

f Para se obter o balanço de energia da mistura é necessário somar as duas equações 
logo após as substituições de i>a e 'Pp-
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08 quais devem ser expressos em função dos 6 campos básicos. As 24 equações de balanço 
restantes, apos algumas modificações e a respectiva linearização, serão usadas para deter­
minar estes termos constitutivos que estão definidos em função de u f, pg^, p ^ ,  top, qf,
qf e h f .

(i)equação linearizada da velocidade de difusão: dividindo as equações de balanço de mo­
mento linear parcial pelas respectivas densidades parciais, obtém-se:

to?  » 1
dt pa dxi dx

tot + ± .
dt pp dxi dxi dxj

= f ? + ~ p f ,Pa

= F f + — Pf*.
* PP '

(3.2.14)

(3.2.15)

Se subtrairmos uma equação da outra, a expressão final linearizada resulta em:

1 dpg 1 ^Pfdu f papp
pa~ w + ~ r

. h  H a )  p« dm  Pa dwp _  pafj
p dxj p dxj p dxi ~  * ’ (3.2.16)

onde a expressão entre colchetes é denominada de força generalizada de difusão, d?f‘

r,ejá  _  PoPP 1 d p g  1 dpp ^  ^
* PPE Pa dxi pp d x i ' * ' y

(3.2.17)

e a equação linearizada para a velocidade de difusão passa a ser:

Pa'
pa ÔWp p a p

dt p dxj p dxj p dxi * ’ (3.2.18)

(ii)equações linearizadas para p ^ ,  p ^  e vjp: substitui-se os momentos da função de
distribuição pf)k e pf^, definidos através das relações (3.1.83) e (3.1.84), nas equações de 
balanço do tensor pressão parcial. O resultado linearizado é:

M +  +  H M +  H M  +
dt 5 dxj 53*; i  9xr \dX r dxTj "

f Para mais detalhes vide Apêndice A3.



34

e ainda:

M + ? M + i aA + ? M «..+ ^  ( M . + ê± \ * .  .
dt 5 dxj 5 dxi 5 dxr tJ @ ^ dxr dxr J

Se subtrairmos das equações acima o respectivo traço dividido por três, que é obtido 
quando contraímos os índices (i = j):

M  + 2 M  + (? < . _l HOl \ - i / p «  4. paP\ (q 9 iq\
dt +  3 dxr 3 * ^ dxr + dxr) ~  S ' (3.2.19)

dA  + + * *  ( dJ Í  + \ -  iíPP  +  P M  tq o om
dt dt 3 dxr 3 ^  dxr J ~  3 ' "  "  *' (3.2.20)

encontraremos as equações para p f^  e p f^ :

^  +2pf (S+fe)=̂ +̂  (3-221)
^ ^  (£f+S ) = + <3-2-22»

Por outro lado, se multiplicarmos as equações (3.2.19) e (3.2.20) por § e 3, respectivamente, 
e somarmos as equações resultantes, chegaremos à equação para a pressão dinâmica w$:

+ ip « « JW  -  F f) = \ ( p f  +  \ p f ? ), (3.2.23)

onde a derivada temporal da temperatura foi eliminada através do balanço de energia, 
equação (3.2.10).

(iii)equações linearizadas para qf, qf e hf: a substituição dos momentos da função de 
distribuição çg, ç f e hf-, definidos pelas relações (3.1.85), (3.1.86) e (3.1.87) nas equações 
de balanço do fluxo de calor translacional e rotacional parcial, e a posterior linearização 
fornecem as equações desejadas:



dh\f 
dt +
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- pá T —- — -  —  ̂ 32. — # 0  _L #0« _  § ^  p0a  / ,  n oc\
2W (km(JJ  l dxi 2m 0 dzi - “ ' + iii 2 7 ^ / '  ' <32 '26>

Temos agora as equações necessárias para determinar os termos constitutivos desta 
teoria.

3.2.2 - Iteração Maxweliiana;

Para obter os termos constitutivos iremos utilizar um procedimento conhecido como 
iteração Maxweliiana [5]: substitui-se no lado esquerdo das equações linearizadas os valores 
em equilíbrio dos termos constitutivos:

<  =  P{ij) = rfij) = = 0? =  qf = h f =  0,

e obtém-se no lado direito os valores referentes à primeira iteração dos mesmos termos:

tâ + P fi)‘‘° = P?S, (3.2.27)

2̂  = Pt-1) + PM> (3-2-28)
CJ>

2^ §  = / & >+ í $ ) -  P-2-29)

p -2-30»

( 3 - 2 - 3 i )

= * + * ? ■ - ! £ * ■ •  p-2-32)

nf k T ^ -  = l t  + \ l f .  (3.2.33)

A solução destas equações fornece as leis de Navier-Stokes, Fick e Fourier, as quais serão 
exploradas ao final deste capítulo. Nos limitaremos somente a esta primeira iteração .

À iteração Maxwelliana desacoplou o sistema inicial de 23 equações escalares, (3.2.18), 
(3.2.21)—(3.2.26), resultando em 2 sistemas independentes:

í 2AIT id v {i/d z j) =  B iff,,, +  B tfL v  
1 2A2Thdv{i/dXj) =  B3pfij} +  , ' *



I G ^ d f  = DlPT u f  +  D2qf + D3qf + D4h(,
C2T td T /d x i  = DspTuf + Dsq? + D7qf +  D&h\, 
CzThdT/dxi = D9pTuf +  DÍOqf + Dn qf +  Dl2hf, (3'2-35) 
C íT^dTjdxi — Di3pTuf + D uqf + D\3qf + Dwhf. 

e ainda uma equação para a pressão dinâmica:

=  (3.2.36)

onde:

A‘ = ^ c«>

A i= ^ (1 - Co)’

n _ _ I® a2 / '» * ')* . 1 6 /2 jt* \* m«, 2 A . „ms \ „  ,
1 í « . \ » . ) í ' 1 5 (ma + m/>)2<I“tf( m a J P  Ca)’

p _  32 /  2 n k \ ^  mp 2

2 “  15 (ma + m^)2a^ Ca’
D _  32 /  2jr* \  * ma 2 , .
3 “  15 \ma t)  (m<1+m„)2a“', * c“*'

B. =  - i . f i ) (13«o +  6 ) 16/21r * \ *  mg .  / .  ,m « \
15 mp ^mpy (1 + np)2 15 \m ap J  (ma + mp)2 a/? y m p j a’

@1 =  "ca +  —~ (1 ”  ca),ma mp'

« - \ { é h

f t  =  5 ( 4 ) 2(1- c«>'

^ ( i ) 2«1 -=«)■

n  -  8 (  m<*P ~2 „
3 15 ^map*y ma + m^ a’

0 4  =  0,
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•Coi mp ’

° 5 _ _ 5 ( l ^ )  * K + ^ ( 5 + 6 ^ ) c* + f  ( l £ )  ^ s c r h s r « -

C , = _ l 5 ( s r )  A ( J ^ )  (ma + ms)5(30m“ + 16m«m« + 13míH 1 -««).

°7 = ÍtÍ~ ) V ffi \a(3M + - í f—V15 \m ap j  (ma + mp)3v p p’ 3 \m ap j  ma ma + mp ’
^8 =  0>

^ = < ( H ! l ) V °l> (5+6M “ (M) 4J_ Aik
3 \m ap )  (ma +  mp)2 y m p)  3 \m ap )  mpma +  n

10 5 ( m 0/j J  (dio +  mí)»

D _  8 / i r * \ i 4 ( 4  +  17K#). .
5 ,1 "  I s ( m ? J  ^ ( 1 + « ^ (1 Ca>

“ K  ( S )  * K a|m ^ 3 (30m^ + 16m«”*  +  13m«)c«'
n  _  4 0 / nk\ba%  Kp ( .

12 $ \ m p j  m p (l +  Kp)2  ̂ C“^
Di3 =  0, 
Cm =  0,

“ - í ^ l i T T f c F " - » '  

J " - - í í ? ) , # " , K y ' >" - • • i - i í i l r V i r h r ' -3 \m p J  mp (1-Mp)3 o \ m ap J  ma + mp
E i  =  { l -  ca)k,

F i= - 3 2 ( 0 w r f o tti  <> -  c*> -

Precisamos agora resolver os dois sistemas de equações, que irão fornecer pf^, 
çf, çf, hf e uf; e ainda encontrar wp, o que se faz diretamente através da equação (3.2.36).

3.2.3 - Os Termos Constitutivos e os Coeficientes de Transporte:
A solução do sistema (3.2.34) fornece as seguintes relações para os deviantes do tensor 

pressão:

p f o = -  4 i ) = - * »  I í ^ '  <3-2-37)



onde:
. .  _  ^1^4 -  M Bïrpl
l*<x p  P  P  P  )DlJJA ~~ JD2&3

.. — ~ M B sml
Pß D D R f í  Bl&A — 02 &3
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(3.2.38)

A pressão dinâmica é obtida diretamente da equação (3.2.36):

dvr
"»  =  - 'd T r '

(3.2.39)

onde:

í - f /  (1 + Kßf  [kT m ßJ B|, + 8( kT )  m» + mg n<x
- i

(3.2.40)

Com os deviantes do tensor pressão e a pressão dinâmica determinados é possível 
agora expressar o tensor pressão da mistura através destas quantidades de acordo com
(3.2.9)f:

PU =  P?]+Pij =  P(xj)+P(i])+{PZ + P f+&(j)6ij =  “ 2P ~ r,W r 6i}+nkTèij’ (3241)

onde:

_  , . _  15 / *  (m<* + m/0 4c«(! “  c«) ~ A*ca ca)
J - ^ 5 ---------- 40.(1 - « J - A . f i . -------- ' (3.2.42)

com A* e B* definidos abaixo:
2A. . j 5 1 - s + a d / A . )  ( 6 + i ^ ) ( i - o . )  ) i ; _

4 mj* Va«/?/ í1**/?)2 mp* v p ma

B* =  M K + ! 2 â )  ( « s V  + (Sm. + 3 m ,)íl^ 2 Í.
m \» c ß )  m j

A equação (3.2.41), que expressa a relação entre o tensor pressão da mistura e as 
suas causas (o deviante do gradiente de velocidade, o divergente da velocidade e a própria 
pressão) é conhecida como lei de Navier-Stokes. Os coeficientes de transporte, que fazem 
a conexão entre a força (causa) e o fluxo (efeito), são identificados como:

li coeficiente de viscosidade cisalhante,
r) coeficiente de viscosidade volumétrica.

f Considerando somente os termos lineares.
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0  outro sistema de equações pode ser escrito em uma forma matricial:

D\ D2 D3 0
D$ Dq D<j 0
Dg Diq D\\ D\2
0 0 Dis Diq

( p T u f \

%  
h f

= T*
CxT df 

C2 dT/dxi 
C3 dT/dxi 

\C A ÔTIdxi
(3.2.43)

Como se trata de uma equação matricial de ordem 4 as soluções explícitas para os termos 
constitutivos são muito extensas e por esta razão não serão mostradas, apenas indicadas:

pTuf = MxTtd? +

qf = M3T U f  + M4T * 

qf = MsT U f  + MqT* 

h? =  M7T U f  + M8r*

dT_ 
d xi’
a r

ar
a®,'

(3.2.44)

(3.2.45)

(3.2.46)

(3.2.47)

onde Mv ( v — 1,.. .,8) é a solução da equação (3.2.43) expressa em função dos coeficientes 
Cs (ó = 1 ,.. .,4) eD 1  (7 =  1 ,.. .,16). Com base em (3.2.44) é possível reescrever a equação 
para a velocidade de difusão:

onde:

« _ n' ,« n' ainT~ Dapd{ Da ,

n ' 72 iif D ap =  — —  M l,
p

.li
p

m 2.

(3.2.48)

(3.2.49)

(3.2.50)

A equação (3.2.48) é a representação matemática para a lei generalizada de Fick, que 
relaciona a velocidade de difusão à força generalizada de difusão e ao gradiente da tem­
peratura, sendo que D'ap e Da representam os coeficientes generalizados de difusão e de 
termo-difusão, respectivamente.

Como a velocidade de difusão é proporcional a d f , pode-se afirmar que este movi­
mento das moléculas no gás é resultante de: (i) gradientes de densidade: quando a com­
posição do gás não é uniforme, a difusão surge para reduzir estas diferenças e homogenizar 
a mistura; (ii) as forças externas podem causar efeitos distintos nos dois constituintes, 
resultando em velocidades de difusão diferentes para as duas moléculas; (iii) pressão não 
uniforme: quando isto acontece, as moléculas mais pesadas se deslocam para as regiões 
onde a pressão é maior.
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Além disso, a velocidade de difusão possui uma componente devido a um gradiente 
de temperatura. Quando a difusão é causada pela não uniformidade da temperatura é 
denominada de termo-difusão.

Segundo Chapman-Cowling [lj, a lei de Fick pode ser expressa como:

rr
nanp (1 -  c«) D lid?+ D T^ (3.2.51)

onde D é identificado como o coeficiente de difusão da mistura e Dt como o coeficiente 
de termo-difusão da mistura. Se compararmos as equações (3.2.48) e (3.2.51), obtemos as 
seguintes relações:

“  Ca

Dt  —

2 ^afii (3.2.52)

(3.2.53)

'« + Sí(i -  ««)
A razão entre D\2 e D t é denominada de razão de termo-difusão:

Dt _  _D'„
T/a0kr =  T7~ ~  W  D12 D„

(3.2.54)

Muitos resultados recentes em termo-difusão têm sido apresentados em função de uma 
outra grandeza, denominada de fator de termo-difusão:

0(12
n2kn 1 D'
naU0 (1 - c a)D l2' (3.2.55)

A expressão linearizada para o fluxo de calor da mistura, obtida através da equação 
(3.2.12), também está relacionada à força generalizada de difusão e ao gradiente de tem­
peratura e é conhecida como lei generalizada de Fourier :

a — - D* d9 —
9' ~  ' Ô X i'

onde:
D* = -{Ms + A/5 + M,)Tl - ( | j £ -  -  4 ^ ) m, TÍ c„

a- = -IM, + Me + M,)TÍ - ( f  £  -

(3.2.56)

(3.2.57)

(3.2.58)

A lei de Fourier mostra que o fluxo de calor pode resultar tanto de diferenças na tempe­
ratura do gás, quanto do fluxo de moléculas. Este último processo pode ser reconhecido 
como um efeito inverso à termo-difusão, ou seja, uma difusão-térmica.
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Quando não há difusão de moléculas na mistura (uf =  0), a relação entre a força 
generalizada de difusão e o gradiente de temperatura é expressa através de kr'

(3.2.59)

A substituição desta equação na lei de Fourier fornece uma relação simples para o fluxo 
de calor:

*  =  (3.2-60)

onde A é definido como o coeficiente de condutividade térmica Aa mistura:

A =  1 kT(Ms +  M5 +  Mi) -  (M4 +  Me + M8)]T*. (3.2.61)

Os gases em um estado não-uniforme atingem o estado de equilíbrio através do movi­
mento de moléculas que transportam massa, momento linear, e energia. Ou seja, através 
dos fenômenos de transporte (difusão, viscosidade e condutividade térmica), os quais re­
presentam as tendências naturais para uniformizar a composição, velocidade e temperatura 
do gás.

No capítulo 5 serão mostrados os resultados ( em forma de gráficos ) para os coe­
ficientes de viscosidade cisalhante e volumétrica, condutividade térmica, difusão e também 
para o fator de termo-difusão de misturas compostas de gases nobres com metano, tetra- 
fluoreto de carbono e metano-deuterado. Os resultados foram comparados com medidas 
experimentais, existentes na literatura.

,a _  , I d T  
* “  T dxi
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C apítulo 4

O M ÉTODO DE C H A PM A N  E ENSKOG

Neste capítulo mostraremos como é possível obter, através de uma outra forma, a 
solução da equação de Boltzmann. O método de Chapman-Enskog é caracterizado por 
aproximações sucessivas, mas como no capítulo 3 nos restringiremos somente à segunda 
aproximação.

4.1 Definições Básicas:

Vamos caracterizar uma mistura binária de gases monoatômicos e poliatômicos através 
de 6 campos escalares:

p(x, t) densidade da mistura,
v»(x, t) velocidade linear da mistura,
T(x, <) temperatura da mistura,
ca (x, f) concentração parcial,

definidas pelas equações (3.2.1)-(3.2.4).

As equações de balanço para esta teoria são as mesmas da teoria de 6 campos do 
capítulo anterior:

(i) balanço de massa:

(4.1.1)

(ii) balanço de concentração parcial:

(4.1.2)



(iii) balanço de momento linear:

T T  + ^ pViVj + =  P«1?  +  P0Ff> (4.1.3)

(iv) balanço de energia:

^  [*>(< +  5 ^ ) ] + ^ -  +  J«'2)«'. + V  + Í W  =Pc,<Ff + p0v fF f, (4.1.4)

onde os termos constitutivos p,y, qi e u f  são definidos pelas equações (3.2.9),(3.2.12) e 
(3.1.16).

4.2 Funções de D istribuição:

Vamos dividir as funções de distribuição / a (x, ca , t) e fp(x, cp, wp, t) em dois termos, 
os quais representam a primeira e a segunda aproximação para estas funções:

/a(x, Coe, t) =  / i 0)(x, Ca , t) +  /W (x, Ca, t), (4.2.1)

/p(x, Cp, Vip, í) = f f i ( x ,  Cp,Vip, t) + f^ {x ,c p ,v ip ,t) . (4.2.2)

O gás em um estado de equilíbrio é caracterizado pela função de distribuição de 
velocidades de Maxwell. Para processos próximos ao estado de equilíbrio a função de 
Maxwell dá a primeira aproximação para a função de distribuição. Portanto, os dois 
primeiros termos e correspondem à função de Maxwell, que fornece os valores 
locais dos campos básicos para um gás monoatômico e poliatômico, respectivamente:

/ Í W o .O  = exp( “ ã á 50“) ’

w ,,l) =  ( - 3 J .C J  -  ^ j ) .  (4.2.3)

A segunda aproximação será expressa como o produto entre a função de Maxwell e o 
seu desvio, (x,cQ,í) e $p{x, cp,vip,t):

/ i J)(x, C a , t) =  /£°>(x, C a , <) (x, Ca , t), (4.2.4)

(x, Cp, Vip, t) =  4°> (x, c p, Vip, t) $p (x, c p, Vip, t). (4.2.5)

O desvio caracterizará o gás fora do equilíbrio, descrevendo assim os fenômenos de 
transporte como a viscosidade, condutividade térmica e a difusão. Desta maneira, as 
funções de distribuição, de acordo com (4.2.4) e (4.2.5), passam a ser:

fa(x, Ca, t) = fí°)(x,Ca, t ) { l + $ a (x,Ca,t)}, (4.2.6)
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//?(x, C0 , w *  í) = 4 0)(x, c^, w/j, <) { 1  +  $/? (x, Cj9, W0, f)}. (4.2.7)
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4.3 A Equação de Boltzm ann e as Leis de Conservação:

Se substituirmos as equações (4.2.6) e (4.2.7) na equação de Boltzmann para o gás 
monoatômico e poliatômico, e levarmos em conta que estamos interessados em uma teoria 
linear, na qual devem ser desprezados produtos entre os desvios e as derivadas da função 
de distribuição local, e termos como:

, * a * t  ,

chegaremos às expressões:

¥ + c° a- ã r I  M A *  <*« + < - * 0 - * . )  < p .

+  J  / i 0)/ r  (*á +  *'t -  *« -  * t)  dtae, (4.3.1)

¥ + + F ? i ü f = j  W  w + n - n - •#) a ,
+ j  A 0)4 0) ( * ; + -  *„) <af . ,  (4.3.2)

No lado esquerdo foram mantidas apenas as derivadas da função de Maxwell.
Através da conservação de massa, momento linear e energia prova-se que as seguintes 

relações, necessárias na obtenção das equações (4.3.1) e (4.3.2), são válidas:

/ w = w w “ s p i r = j f f i j j f» = W f f -

Algumas vêzes torna-se mais fácil trabalhar com as equações (4.3.1) e (4.3.2) na forma 
de operadores:

í . /4 0) =  /«[*«) 4-/„!*<, +  * ,], (4.3.3)

^ 4 0) =  b l* f]  +  b«[*a  + *>]. (4.3.4)
onde:



W  = / /W  (#>.'+#;-•*- •.) a . ,  
h \H  = I  / f / r  ( * } * + -  *#) <fl>,

/«*|*a +  * # ] = /  + * ' / - * * -  * f)  iTaü,

W * «  + * ) ] = !  / í 0)4 0)($ . +  -  * ,)  d tfa .

Se a equação de Boltzmann era caracterizada como uma equação íntegro-diferencial, as 
equações (4.3.1) e (4.3.2) são apenas equações integrais não homogêneas, pois o lado es­
querdo é definido em termos das funções de distribuição de Maxwell.

Vamos multiplicar (4.3.3) por uma função arbitrária i()a — (x, ca,t) e integrá-la em
dca e analogamente, multiplicar (4.3.4) por $0 =  ip0(xi c^, w^, /) e integrá-la em dcp dwp. 
A soma das duas equações resulta em:

J  dca + J  W tfl)  ic0 iVf> = I  i,af$)f$Y (*j'+ ♦ ; - * • -  *.) dca dr„

+ [(<P* + - */») <fc« <o>
+ J  + $ J -  Q0 - Í 0)dc0 dwfdF0. (4.3.5)

Estas equações podem ser transformadas, através dos mesmos argumentos usados na seção
2.4 em:

J  ta D a ffl  dca +  J  dc0 dwp = J  fcc/jp/i0*1 -  if)a) dca dTa

+ \  J{$'a  + -  $/?) + dca dTa0

+ J  M 0)4 0)1 W  +  -  tyfi) dcp dw0 dTfj. (4.3.6)

Quando ij}a e ^  anulam o lado direito da equação (4.3.6) dizemos que estes if) represen­
tam os invariantes de soma do sistema, pois durante a colisão estas grandezas se conservam. 
Para uma mistura os invariantes de soma são:
(i) Massa: i>a = mQ e ^  =  m0

J  m aD affl dca +  J  m pV pffl dcp dw0 -  0. (4.3.7)

Esta equação possui uma particularidade: pode ser desacoplada. Isto porque trata-se 
de um gás quimicamente neutro e inerte, onde a massa de cada constituinte permanece 
inalterada durante a colisão:

J  WaDafi,°* dca = 0, j  m pP pffi dcp dwp =  0. (4.3.8)
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(ii) Momento linear da mistura: =  mQcf e if)p =  mpcf

j  macf P a ffi dca +  J  mpd- P p ffi dcp dy/p =  0. (4.3.9)

(iü) Energia da mistura: =  ^ « c 2 e

J  lrnac*Dafjf)  dca + J  ^mp<% + |/ / ? « ^  P p ffl dcp dy/p =  0. (4.3.10)

Os invariantes de soma do sistema podem ser expressos através de uma única equação: 

* A =  j  %fa dca + j  ^Afp dtp dy/p (A =  0 , . . . ,  4) (4.3 .1 1 )

onde:

*0 = P se = ma e i(>jj = mp,
— pvi se = macf e = mpcf,

¥4 =  />(* + 5 V2) se ^4 -  è«*ac2 e ^4 = è (m)»4 +

Por outro lado, as funções de Maxwell também fornecem 0 mesmo valor para estes campos.
Portanto, a seguinte identidade é válida:

J  fà fa  dca +  J  tâ f p  dcp dy/p = J  f â f g )  dca +  J  $  a dcP dwP (A = 0,. . . ,  4).

Em consequência desta relação, temos:  ̂ ^

f  « / í 0)* ° * .  +  /  ̂ 4 %  <kf dw , =  0 (4.3.13)

Para solucionar as equações (4.3.3) e (4.3.4) é necessário determinar Paf f l  e P p ffl  
em função dos campos básicos. O cálculo das derivadas das funções de Maxwell resulta 
em:
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n rio) _  r(o) í  1  0Pa 3 1 dT  ma ca^Vi , ma e2 1 dT
Ja [Pa dt 2 T  dt *  k T  * dt  +  2kT*a T  dt

a. J L c9^£sL — - C<*}-Ê2L 4 . m<* ca Cd ^ v3 , m a & -a 1 _  jJJJap a  £Çt 1 /a 3  14)
+ Pa ' dxi 2 '  T d x i  +  kT  ' *  dxi  +  2 k T K a x T d x i  kT  ' *  J ’  * '

f ( ° )  í  1  9PP o  1  d T  |  rnp gdvj mp  1  d T  Ip  ,  1  dT
~ Jt> \p p  dt T  dt  +  k T *  dt  +  2 k T K0T  dt  +  2kT PT  dt

■ 1  r0 dP0 Q j g  1  d T  I mPe0 e 0 dv3 |  m P f 2 J ?  1 9 T  Ip 2 fí 1  dT m p F0f p \
*  p p { dxi  * T  dxi  +  k T  { v  dxi  +  2kT T d Xi +  2kT 0 i T  dx{ kT  * *  f

(4.3.15)



As equações necessárias para eliminar as derivadas temporais são obtidas quando 
substituímos as equações (4.3.14) e (4.3.15) nas equações (4.3.8)-(4.3.10), respectivamente:

i r + & > * « ,• + p * íí> )= fa fr + n > f f ,  (4.3 . i7)

+  (p„I?  + ti(. (4.3.18)

Estas equações são um caso particular das equações de balanço (4.1 .1 ) (4.1 .3) e (4.1 .4), 
onde pij = pEôij> =  0 e uf =  0. São conhecidas como as equações de campo para um 
fluido de Euler, as quais caracterizam um fluido não viscoso, não condutor de calor e sem 
difusão. A eliminação das derivadas temporais das equações (4.3.14) e (4.3.15) resulta em:

-£a ■ S  C
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l . l í '  - / ? >  j  ( £ . 6  - ) } ! ! ' • H

* r - i r  { ( » « *  5 * * *

4.4 As Funções $ a e

As equações integrais não homogêneas resultantes da substituição das relações (4.3.19) 
e (4.3.20) em (4.3.3) e (4.3.4) são:

/£» { - 1)  * % £ + g e r  ■*+

W +̂ + ( 4 4 1 )
/ r  { ( s . « * +

+ + * *  ( 4 ' 4 ' 2 )



0  lado direito destas equações é linear tanto em $ a como em $/?, e o lado esquerdo em 
dT/dxi, dv^/dxj), dvr/dxr e df. Então, vamos expressar $ a e como uma combinação
linear destas quantidades:

(x,c«,,i) =  -  Dfd? -  -  B * £ ,  (4.4.3)

* ,(x , cf , Wf, t) =  - A f  ̂  + D f<  -  -  Bp § | ,  (4.4.4)

onde A f^ , D f'^  são vetores, B f f  tensores e Ba^  escalares.

A substituição de e em (4.4.1) e (4.4.2) implica que A f^ ,  Df ’̂ , B f ^  e Ba,P 
são soluções especiais das equações:

~ f ía) ( S f t a  -  ! )  f f  =  4 W l + WI-4? +  Af], (4.4.5)

- f f  { S r " ?  “1)]̂  = 4K?) + + 4?1. (4-4.6)

- / í 0) j £ f f  =  4 |0 f  ] +  -  c f l, (4.4.7)
Va

~ f f  £ í ?  =  4 [C ?] -  W Z *  -  Of], (4.4.8)
Pp

~ f íOÍ +  Z«»(%> +  Bfi,)]. (4.4.9)

- f f f f r f â = <4-410> 

-* i (í í^ í (sr<° - ! ) = +̂ + ( 4 -4U)

As únicas variáveis envolvidas neste conjunto de equações são os vetores f  “ , f f  e tof, 
além dos escalares pa, ppe T. Portanto, D f,/?, B f f  e B a’P são funções destes vetores 
e escalares, e assim, usaremos polinómios em velocidades para expandir estas grandezas, 
tomando como base as equações (4.4.5)-(4.4.12), as quais devem ser satisfeitas:

A? = al (? + aí f è - % f e & y ? ,  (4.4.13)

Afi =  «sff+«4  +  “s ( f  -  W T wf y i  > (4-414)
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í f = < t e f ,

f l f o - w f à -
Ba = 0,

~  63 ( 2*7 $

(4.4.15)

(4.4.16)

(4.4.17)

(4.4.18)

(4.4.19)

(4.4.20)
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2E T ^ ) '
onde 0^(7 =  1,...,5), dg(6 = 1,2) e 6£(e =  1,2,3) são escalares que dependem somente 
de pa, pp e T.

Duas relações muito úteis são obtidas a partir da equação (4.3.13), a qual 4>a e $p 
devem satisfazer: „ *

<(, =  ! < ( ,.  (4.4.21)

Assim, eliminamos duas constantes restando detenninar ai, a2, a4, a», di, 6i, h  e h  
para especificar completamente as funções de distribuição:

 ̂ L \  n (4.4.22

M x , C f , v f ,t) =  4 0)(x ,c/s,W ((,l)|l -  [ ~ “1 +  -  ^ ^ + “5 ( 2  -  2 0 ^ )

^ d- W + “ h  " ãw5”̂ } '  ( 4 ' 4 2 3 )

A multiplicação da equação (4.4.5) por {f e (§ -  g f S J í ?  . e da equação (4.4.6) por 
(5 _ ü»t£2)£^ e ( |  -  4êr^%)íi \ e a posterior integração em dfa e dÇpdwp, respectiva- 
menteTÍorae« um sistSÍa de l  equações para as constantes o qual pode ser escnto 
em forma matricial:

f X 1 X 2 X3 0
Xe Xe X j 0
X 9 X l0 X n  X l2
0 0 X is X\e

\ /Oj \ í ° \

/
a2a4

V®5 J
= T~l | *1\ yJ

(4.4.24)

onde:

y  _  _ _ J  L
A l ~  í T ^ I m a ’ 
„  _  1 ma0
^2 — õ 92 m i
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y  _  1 map

X6
■(

1
_ L  1 2 \  .________________

ma 3 )  (1 -  Cot) ’
_  4y/2 /  aa \  Wg ma + mp_____ 10ma_______ 7mp 6m |

3 \ao^y n0 (maj9»na)i (ma + mp) (ma +m^) ma (ma + mp)’

X  -  5  , m *  % I 3 2 , m<*7 3 m^(ma +  mp) 3 (ma +  mp)'

x , - ( t + * s e \ .  1-(< 3 m a j ( l -  o«) ’
m 2p 32

6m2

Xto = v " p_______ — —JUHê—— .
3 ma(ma + mp) 3 {ma +  mp) ’

^  _  \f2 (  ap \ 2np ma + mp (13«p +  4) 10mp + 7mtt
" “ 3 ^«„p/  n a ma^èm) í1*«/?)2 K  + Wí) +

y  _  5\ / 2 /  aP \ 2nff rna + mp Kp
12 3 ^aap /  na (mapmp)^ U + Kfi)2’

Kp
Xl5 3 (1 + Kp)2 ’ 
v  _  (l + 4Kp + 2/c|) f a ap \ 2 na (2m ap \ ^

16 ‘  ( i + ^ ) 2
y  _  5y/2 (ma +mp) 1

2 8 (;rfcmap )i nPaap ’
y  -  5y/^(mg +  mff) 1

3 8 {Kkmap )l W l p ’
V — ^ mP V

4 8 (jrfc) è npõj£

Como no método de Grad, nos limitaremos a indicar a solução para as constantes, 
uma vez que a forma explícita é muito extensa:

ai =  det

02 =  det

0 X2 
Y2 Xe 
Y3 X,o 
Y4 0

Xi 0 
X5 Y2 
X9 Va 
0 Y4

X3 0 
X7 0 
X n X12
Xj5 Xie

X3 0x7 o
Xn  X12 
X,e X,e
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a+ =  det

Xi JÍ2 0 0
X5 Xe Y2 0
X9 X 10 Ys X í2
O O Y\ Xie

as =  det

Xi
X5
X9
O

X2
Xe
X 10

O

X3
X 7
X „
X i5

0
y2
Y,t 
Y4

onde A é o determinante da matriz principal:

A = det

Xi X2 X 3 O
X5 X6 X 7 O
X9 X io X u  Xi2
0 O Xis Xie

Por outro lado, a multiplicação da equação (4.4.7) por e a integração em d£a 
fornece diretamente o valor de dr.

_  3\/2 mamp w 1 ____ 1 (4 4 25)
a i ~  16 na palp (xkT)l V

A determinação de bi e 62 sc ^  através da multiplicação de (4.4.9) por ® de 
(4.4.10) por (u tf) e da respectiva integração em df° e d£P dw^. Estas operações resultam ‘ * áe duas ~em um sistema equações:

Z\bi +  Z2b2 -  W iT  4 j 

Zsh  +  Æ462 =  Ŵ2 *̂  ̂»

(4.4.26)

(4.4.27)

onde:

\ a a p )  P p  m l  m a ( i *  m *  3

7 _  4m<**2 — A m »o mp 
7  - _ i m P"3 “  õ M 1om a
„ í  Ag ma (mtt -1- y»jg) (6 +  13*/?) . 2ma 10 

/>« m|  (1 +  ^ ) 2 «V 3 ’

5 ff mamp (ma + mp)

Wo=l
8(2x k ) t  Pp*lp map t  

* mQmp (mtt + mp) 
8 (2nk)í Pa*ip map i



Desta forma, 61 e 62 passam a ser:

6 1  =  ' i k - S T~>' 6 2 = <4 -4 - 2 8 >

A obtenção de 63 requer mais atenção. O termo em dvrfdxr tanto em (4.3.19) como 
em (4.3.20) provém do balanço de energia, 0 qual pode ser reescrito da seguinte forma:

( w . + w ) ^ + ^ W + í f + * f , + M ' ( » . g + ^ g + » g ) « # . < W - i f ) .
(4.4.29)

onde: 3
pa£a = 2 nakT e ppep =  ZnpkT.

Como a energia interna específica de um gás monoatômico é diferente de um gás po- 
liatômico, devemos levar em conta este fato para obter 63 e para isso procedemos da 
seguinte maneira: primeiro multiplicamos a equação (4.4.11) por §(p9k£« - 1) e a equação
(4.4.12) por 3(|£§rf! -  §). Após a respectiva integração em e dw*, somamos as 
duas equações e a resultante fornece o valor de 63:
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63 =

onde:

r*r _ , 0{2xmapkT)t _ 1 1
V p U f +  Z (m.+mg) «— ■] ’ í4'4'30»

4.5 Os Termos Constitutivos e os Coeficientes de Transporte:

Com as funções de distribuição determinadas, e todas as constantes relacionadas à pa, 
pp e T, é possível agora obter os termos constitutivos desta teoria.

(i) Velocidade de difusão:
A diferença entre a velocidade de cada constituinte e a velocidade da mistura foi 

definida como a velocidade de difusão. Isto em teoria cinética se traduz em:

=  7 -  /» » ./« { ? * " •  (4-51)Pa J

Portanto, se substituirmos a função de distribuição f a na relação anterior e procedermos 
à integração, obtemos 1tf:

a kT  dln T Â kT Ja lA c
«*? =  - fli - — õ T - “  ~ di • (4-5-2)ux%
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Ou ainda, se compararmos esta expressão com aquela obtida por Chapman-Cowling [1], 
podemos identificar os coeficientes de termo-difusão Dt  e de difusão D\2: *

«r = mr ( o 12á? + Dt
d\n T \  
dxi ) '

onde:
Dt  —

D\2 =

'Of

C<* + C«)

kT
mp

kT

Cq +  co)
mp di.

(4.5.3)

(4.5.4)

(4.5.5)

Como a expressão para a\ é muito extensa, não mostraremos a forma analítica do coefi­
ciente de termo-difusão. Por outro lado, é possível determinar através da substituição de 
(4.4.25) em (4.5.5) o coeficiente de difusão da mistura:

n  _  3 /  kT  \  * m a m p
12 8 ^2írmap )  a*p

1

mpca + ma (l -  Ca)

1
9

(4.5.6)

Se os coeficientes de difusão e termo-difusão são conhecidos podemos determinar 
também o fator de termo-difusão da mistura:

n2 ai (4.5.7)_  n2 D t ______________________

0112 ~  nanp D\2 nanp di *

(ii) Tensor pressão da mistura:
De acordo com a equação (3.2.9) Pij é definido da seguinte maneira:

Pii =  Pij +  Pij +  P<* < « ?  +  PPui uj  •

Porém, estamos interessados em uma teoria linear, o que implica em desprezar produtos 
entre gradientes e/ou derivadas. Assim, o tensor pressão da mistura pode ser considerado 
apenas como a soma dos tensores pressão parciais:

t i i  =  p?i + pf, =  I  maC fC ffa dca + J  m pC fC f/p  <fc„ iw 0. (4.5.8)

A substituição das funções f a e fp  na equação anterior e a respectiva integração fornece o 
resultado final:

t i ,  =  -  n f k T h ^ S , ,  -  2 6, +  2f f  fc] (4.5.9)

2



Também é possível escrever a lei de Navier-Stokes de uma maneira simplificada:
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P ij -  PE àij ~  -  2/1 (4.5.10)

onde i/ é o coeficiente de viscosidade volumétrica e p o coeficiente de viscosidade cisalhante 
da mistura:

,  = M a  = *  [ a + « ( 2 ^ ) * I=^ L _ r . ] " ,1 (4.5.11)

„ =  2p j E - ) \ 1 + 2 p J — ) \  = - ( — ) i (m° + m»] ~ Á' p° ~ B ' f>
\ m p )  32 7T J  alpmlp  4p«Pp-A*B*  ’

(4.5.12)
onde:

y A (ma +  m p)f  a p \  (6 + 13«),) pp . . p„
4  « * ,  W  ( !  +  k í ) 2  m p t  m a ’

B" = M M S l  + (Sm. + 3m,)ÍL.
2 r»ap V“^ /  m« i  m<*

Como o objeto em estudo trata-se de uma mistura binária de gases, vamos verificar 
se no limite das concentrações parciais tendendo a 0 e 1, os coeficientes de viscosidade 
cisalhante e volumétrica são iguais aos respectivos coeficientes para um gás monoatômico 
e poliatômico. Primeiro vamos tomar o limite de cp =  ppfp tendendo a 1 , considerando 
um gás poliatômico puro:

, 1 (1 + K0)2 1 (m p k T \*  ÍAti „A
« k » = »  =  ( ,  j  ’ (4U3)

• 1 5 *  (l +  «y)» 1 (4 5 u )
r t e ' = 1  8  \  i r  )  (6 + 13np)ay  1  ’

Estes coeficientes são exatamente iguais aos coeficientes de viscosidade volumétrica e cisa­
lhante de um gás poliatômico constituídos de esferas rugosas [1].

Agora vamos tomar o outro limite: ca =  pajp  tendendo a 1 , ou seja, um gás 
monoatômico puro:

*l\ca=i =  °» (4.5.15)

( 4 '5 1 6 )



*/[cor-i e ^|ca=i representam os coeficientes de viscosidade volumétrica e cisalhante de um 
gas monoatomico, respectivamente, constituídos de esferas lisas, considerando a primeira 
aproximação de Chapman-Enskog [1].

A viscosidade volumétrica e um fenômeno relacionado diretamente à energia interna 
das moléculas. Portanto, é natural que este coeficiente seja nulo para um gás monoatomico, 
que é caracterizado pela ausência de variáveis internas. ’
(iii) Fluxo de calor da mistura:

Através da equação (3.2.12) definimos o fluxo de calor da mistura:

Qi =  Qi +Q? + h? + Pa j  ttf + pfi (e/3 + |t t j | j  u? +  Pi3u f  + pfjU?.

Mas, a linearização fornece uma relação simples para $ :

Qi -  Qi + Qi + h f + | nakTuf + 4npkTuf

= J  ma(=%-C?fadca + J  (m p^ + Ip^^CPfpdCfidwp

+ f  jjj“  /  dco +  J  mpfpii dcp dwp, (4.5.17)

que através da substituição das funções de distribuição e a posterior integração se reduz à:

*  =  - A * g  -  D 'd f, (4.5.18)

onde:

di. (4.5.20)
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Esta equação representa a lei generalizada de Fourier, e podemos considerar o caso no qual 
não há processos de difusão no gás (uf = 0):

_  (4;5'21)
Se substituirmos esta relação na equação (4.5.18) obtemos o coeficiente de condutividade
térmica da mistura A pois,

A g .  ( « * )
onde: „ „

A = a a + ( f a i + l <,s) « ( ^ )  }• ( 4 '5 2 3 )

Desta maneira encerramos a parte de cálculos. O capítulo 5 enfocará os resultados
finais, onde serão comparados alguns resultados experimentais com aqueles obtidos pelo
método de Grad. Além disto, vamos verificar se as soluções obtidas através do método de 
Grad e de Chapman-Enskog são as mesmas.
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Capitulo 5 
RESULTADOS e CONCLUSÕES

5.1 O Método de Grad:

A partir das expressões genéricas obtidas no capítulo 3 para os coeficientes de trans­
porte, iremos agora determinar estes coeficientes para algumas misturas binárias, em 
função da fração molar do constituinte monoatômico.

A fração molar é definida como a razão entre a densidade de número parcial e a total:

Xa — —  — — f— — ----- t -  (5.1.1)n m. +Ca
m0 ' mp

(1—Co)

onde ca é a concentração do gás monoatômico. Quando xa for igual a 0 e 1 , teremos os 
casos limites de um gás poliatômico e monoatômico puro, respectivamente.

A escolha para o gás monoatômico recai nos gases nobres: hélio (He), neônio (Ne), 
argônio (Ar), criptônio (Kr), e xenônio (Xe), enquanto que o gás poliatômico requer 
um cuidado especial. Caracterizamos as moléculas poliatômicas como possuindo sime­
tria esférica e ainda consideramos que estas moléculas não eram polares. Assim, entre 
alguns gases que se encaixam dentro destas características, destacamos o metano (CH4), 
0 tetrafluoreto de carbono (CF4) e o metano-deuterado (CD4).

Além de considerações sobre a simetria e a polaridade das moléculas, estabelecemos 
também que somente a energia de rotação das moléculas estava excitada. Neste caso, 
a temperatura passa a ser um parâmetro muito importante. Sabe-se que a cada grau 
de liberdade está associada uma energia média de kT/2 por molécula. Isto corresponde a 
uma, energia média específica de 3kT para as moléculas poliatômicas, quando consideramos 
apenas os graus de liberdade translacionais e rotacionais. O calor específico molar a pressão 
constante, correspondente a esta energia, é de 4 R ou 33,26 J / (mol K), onde R é a constante 
universal dos gases.
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Na tabela 1 encontram-se alguns valores do calor específico molar cp em função da 
temperatura para o metano, tetrafluoreto de carbono e metano-deuterado [6]. A tempe­
raturas muito baixas ( T =  60 K ) o calor específico dos três gases já é superior a 33,26 
J/(mol K). Se para o metano e o metano-deuterado a variação de cp com a temperatura 
e suave, o mesmo não se pode dizer do tetrafluoreto de carbono. Desta maneira, o ideal 
e trabalhar com temperaturas inferiores ou próximas a 60 K para assegurar que a energia 
de vibração do tetrafluoreto de carbono não seja excitada.

Tabela 1: cp em função da temperatura
T 'CH4 ~ü f; "“ CD4
K J/mol K J/mol K J/mol K
60 33.46 33.35 -

80 33.43 33.73 33.38
100 33.42 34.76 33.38
120 33.41 36.49 -

160 33.42 41.60 33.72
200 33.60 47.28 34.79
240 - 53.84 -

260 34.60 - 38.04

Além da faixa de temperatura em que é possível trabalhar, é necessário conhecer 
também, alguns valores característicos dos gases que serão analisados, como massa, diâ­
metro, momento de inércia e ainda o momento de inércia adimensional. Os diâmetros 
são determinados a partir das expressões que a teoria cinética fornece para a viscosidade 
cisalhante de um gás monoatômico e poliatômico puro, considerando o modelo de esfera 
rígida lisa e rugosa:

< * - t  ( ^ ‘iríSSij- | u -”
A equação (5.1.2) fornece uma relação direta para o diâmetro do gás monoatômico em 
função da viscosidade, enquanto que na equação (5.1.3) precisamos substituir Kp por Ip, 
cuja relação é fornecida pela equação:

_  4Ip 
K0~ m pay

para determinar o diâmetro do gás poliatômico. Então, a partir dos valores experimentais 
da viscosidade cisalhante dos gases nobres [7] e moleculares (à exceção do CD4) [8], e ainda 
das massas e momentos de inércia destes gases [6], determinamos os diâmetros para uma 
temperatura de 0°C e pressão de 1 atm. Para o caso específico do CD4, 0 coeficiente 
de viscosidade cisalhante usado na determinação do diâmetro foi calculado partir da 
viscosidade cisalhante do metano, através da seguinte relação [9]:

Mc d 4 = 1-142 fic h 4- (5.1.4)
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Os resultados finais se encontram nas tabelas 2 e 3 :

Tabela 2: Valores característicos para os gases nobres
Gás Pa

10“ 6Pa s
ma

10- 26kg
«a

10-10m
âe 18.81 0.66 2.16
Ne 30.13 3.35 2.56
Àr 21.08 6.63 3.64
Kr 23.43 13.92 4.15
Xe 21.04 21.80 4.90

Tabela 3: Valores característicos para os gases poliatômicos
Gás V10-6Pas

mp
10“ 26kg

dp
10_10m

b
10-47kg m2

Kp

CH4 10.33 2.66 4.12 5.47 0.048
c f 4 16.17 14.61 5.04 101.30 0.109
c d 4 11.80 3.33 4.08 10.44 0.075

Com estes dados é possível representar graficamente a variação dos coeficientes de 
transporte da mistura, obtidos através do método de Grad.
(i) Coeficiente de difusão:

Definimos em (3.2.52) o coeficiente de difusão D12:

0,2 = m l  52----- 1 * ^ ’ (51'5)
«O + S?(* -  c«)

onde representa 0 coeficiente generalizado de difusão, conforme (3 .2.49):

D'*p =  (5.1.6)

Quando determinamos Mi, que é uma solução do sistema (3 .2.43),estamos aptos a re­
presentar graficamente 0 produto entre 0 coeficiente de difusão e a densidade da mistura:
Di2P- Isto está ilustrado nas figuras (5.1)—(5.3), as quais representam a variação de D12p 
em função da fração molar do constituinte monoatômico, considerando uma temperatura 
de 25°C, para misturas binárias.

(ii) Fator de termo-difusão:
Em misturas é comum a opção pelo fator de termo-difusão <»12 ao invés do coeficiente 

de termo-difusão Dj- A definição de 0-12 está representada em (3.2.55):

“ '2 =  ( T ^ ) Ê '  <5 1 7 >
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onde Da é o coeficiente generalizado de termo-difusão da mistura, definido em (3.2.50). 
A representação gráfica de a l2 para misturas binárias, em função da fração molar do gás 
nobre, está ilustrada nas figuras (5.4)—(5.6). O sinal de ori2 é determinado pela masaa do 
gas poliatômico. se for maior que a massa da partícula monoatômica, o coeficiente será 
negativo ( as moléculas mais leves estão se deslocando para as regiões mai« quentes); caso 
contrário será positivo ( as moléculas mais pesadas estão se deslocando para as regiões 
mais frias).

(iii) Coeficiente de viscosidade volumétrica:

Em (3.2.40) definimos o coeficiente de viscosidade volumétrica da mistura:

V = np o o  K0al  (  f f  ,  Q  / 2nmap \  ^  alp
( 1  +  Kp)2 y kT m p  J  P y  k T  j  m a + m p na

- i
. (5.1.8)

Quando consideramos xp =  0 (ou np = 0), ou seja, no caso de um gás monoatômico 
puro, a viscosidade volumétrica do gás é nula. Por outro lado, x p -  1 (ou n^ = 1) nos 
fornece o coeficiente de viscosidade volumétrica do gás poliatômico puro. Isto está re­
presentado nas figuras (5.7)—(5.9), as quais mostram a variação de rj em função da fração 
molar do constituinte monoatômico para misturas binárias, a uma temperatura de 25° C.

(iv) Coeficiente de viscosidade cisalhante:

A equação (3.2.42) fornece a viscosidade cisalhante da mistura:

_  ., , „ . _  15 (2 k T \ * (ma + mp) 4 c .(1 -  ca) -  A*ca -  B '(  1 -  ca)

onde:

=  (6+i 3? ) ( l - c  ) + ^
mlp  \ aW  + mpi ma

B* = M K + M  ( • £ . ) '  +  (5mc, + 3mí ) < i ^ l .
m aP  \ fl° W  m &

A representação gráfica de /i em função da fração molar do constituinte monoatômico, 
a uma temperatura de 25°C, para misturas binárias está ilustrada nas figuras (5.10)-
(5.12). Para este coeficiente foi possível encontrar alguns dados experimentais, o que 
permite fazer uma comparação entre teoria e experiência. Portanto, juntamente com a 
representação teórica, são mostrados os resultados experimentais das seguintes misturas: 
He-CH4, Ne-CH4 e Ar-CH4 (10); He-CF4, Ne-CF4 e Ar-CF4 [11]; Kr-CH4 e Kr-CF4 [12].



(v) Coeficiente de condntividade térmica:

Definimos em (3.2.61) o coeficiente de condutividade térmica da mistura, A:

A = [fcr(M3 + M5 + M7) -  {M4 + Aí« -f A/g)]T*, (5.1.10)

onde kx representa a razão de termo-difusão e M as soluções do aiatpnna (3.2.43). Para a
condutividade foi possível apenas encontrar valores experimentais para o caso de misturas 
de He-CH* (13J, Ne -  CH4 e Ar -  CH4 [14]. Nas figuras (5.13)—(5.15) encontra-se a 
representação grafica do coeficiente de condutividade térmica para misturas binárias, a 
uma temperatura de 27.5°C, juntamente com os resultados experimentais.

Para 0 caso da viscosidade cisalhante e da condutividade térmica podemos avaliar 0 
desvio entre 0 valor calculado e o experimental através da relação:

Desvio =  valor ca‘cu|ado~ viüor x i m  . . . .
valor experimental ' *

Assim, podemos reunir os desvios em apenas dois gráficos, figuras (5.16) e (5.17). O
desvio médio para a viscosidade cisalhante foi de -3.92% (desvio padrãof = 1.30%) para 
misturas de gases nobres com metano, e de —4.35% (desvio padrão =  1.30%) para misturas 
de gases nobres com tetrafluoreto de carbono. Nestes dois casos a precisão experimental 
foi da ordem de ±0,1%. Quanto à condutividade térmica, o desvio médio ficou em —8.83% 
(desvio padrão =4.63%) e o erro experimental é da ordem de ±0,3%.

5.2 O M étodo de Chapman-Enskog:

No capítulo 4 mostramos como é possível abordar o mesmo tema através de outra 
maneira, conhecida como 0 método de Chapman-Enskog. Determinamos todos os coefi­
cientes de transporte da mistura e faremos agora uma análise destes resultados, compa­
rando-os com aqueles obtidos no método dos momentos, através da seguinte expressão:

r> :___ valor calculado(Chapman -  Enskog) -  valor calculado(Grad)  ^
UeSV1°  valor calcttlado(Grad)--------------- :--------- x 100%'

(5.1.12)
(i) Coeficiente de viscosidade volumétrica e cisalhante: As expressões que definem a vis­
cosidade volumétrica e cisalhante (4.5.10) e (4.5.11) no método de Chaptna.n-Enakng são 
idênticas àquelas obtidas no método de Grad (3.2.40) e (3.2.42). Desta maneira, os resul­
tados obtidos através do método de Chapman são rigorosamente iguais aos do método de 
Grad.

(ii) Coeficiente de condutividade térmica: A variação observada entre as expressões para 
a condutividade térmica do método de Chapman, equação (4.5.18), e do método de Grad, 
equação (3.2.61), foi em média de 0.27% (desvio padrão = 1.71%).
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f desvio padrão =  ~  *)2/ n-
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(iii) Coeficiente de difusão: Para este coeficiente o desvio entre os dois métodos, equações
(4.5.5) e (3.2.52), ficou em -3.07% (desvio padrão =  1.63%), em média.

(iv) Eator de termo-difusão: Aqui, o desvio entre as expressões do método de Chapman 
para o fator de termo-difusão, equação (4.5.7), e do método de Grad, equação (3.2.55), foi 
em média de 5.30% (desvio padrão =  7.86%).

5.3 Discussões:

Antes de passarmos às discussões, é importante ressaltar que todos os valores experi­
mentais obtidos não se enquadram na faixa de temperatura ideal destes modelos, conforme 
a tabela 1. Como as temperaturas em que as experiências foram realizadas são superiores 
aos limites determinados pelo calor específico, é possível que estejamos levando em conta 
o modo vibracional da molécula poliatômica, fugindo totalmente de nossas considerações 
iniciais.

Quanto aos resultados obtidos no método de Grad e comparados com os dados ex­
perimentais, há uma razão para que os resultados obtidos para a viscosidade cisalhante 
sejam melhores, quando comparados à condutividade térmica. A viscosidade cisalhante é 
caracterizada pela transferência do momento linear de uma molécula, que se move com 
uma velocidade c. O fluxo do momento linear se fará através de um plano perpendicu­
lar à velocidade da molécula. Assim, apenas a componente perpendicular influenciará o 
transporte deste momento linear, e consequentemente da viscosidade. Por outro lado, cada 
componente de velocidade contribui para a transferência de energia. As grandes veloci­
dades contribuem muito mais para o transporte de energia ( condutividade térm ica) do 
que para o transporte de momento linear ( viscosidade ) [15].

Quanto ao fator de termo-difusão, admite-se que o erro é muito maior para k j  ( e 
consequentemente para »12 ) do que para qualquer outro coeficiente de transporte da 
mistura. Para este coeficiente, 0 modelo de esfera rígida não fornece bons resultados (vide 
por exemplo [1]). Assim, não mostramos nenhum resultado experimental para 0 fator de 
termo-difusão, pois 0 desvio neste caso é muito grande.

Como não encontramos nenhuma medida de difusão em função da concentração e/ou 
da fração molar, a princípio não podemos avaliar o resultado desta teoria. Quanto à 
viscosidade volumétrica, não é possível medi-la diretamente. Isto é feito através de medidas 
de atenuação de ondas sonoras em gases, que fornecem parâmetros para o cálculo deste 
coeficiente [16].

Quanto ao método de Chapman-Enskog, a concordância obtida com os valores da 
viscosidade cisalhante e volumétrica provenientes do método de Grad, é certamente 0 re­
sultado de que as aproximações relacionadas a estes coeficientes de transporte, feitas na 
obtenção das funções de distribuição são equivalentes. Os outros desvios, da condutivi­
dade, difusão e fator de termo-difusão, sugerem que as aproximações nestes casos são 
diferentes. Em outras palavras: a primeira aproximação obtida através do método de 
Chapman-Enskog para os coeficientes de difusão, termo-difusão e condutividade térmica 
não é equivalente à primeira aproximação para estes mesmos coeficientes determinados 
através do método dos momentos de Grad, para o caso específico de misturas [17].



, 9 esfera rígida ( lisa/rugosa) fornece valores com boa concordância para
a viscosidade cisalhante e também para a condutividade térmica, os outros coeficientes de 
transporte mostram que estes modelos têm limitações. Mesmo assim e principalmente pela 
simplicidade matemática deste modelo em relação aos outros, acreditamos que o modelo 
de esfera rígida ainda e um bom caminho para se ilustrar os fenômenos de transporte.
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-He-CEU
■Ne-CEi
Ar-CH4
Kr-CH4

-Xe-CHi

x«

Fig. 5.1: Coeficiente de difusão multiplicado pela densidade a uma temperatura de 25° C 
para misturas de gases nobres e metano.
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Fxg. 5.2: Coeficiente de difusão multiplicado pela densidade a uma temperatura de 25°C  
para misturas de gases nobres e tetrafluoreto de carbono.

-He-CD4
-Ne-CD4
Ar-CD4
Kt-CD4

-Xe-CD4

Xa

Fig. 5.8: Coeficiente de difusão multiplicado pela densidade a uma temperatura de 25°C 
para misturas de gases nobres e metano-deuterado.
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x«

Fig. 5.4: Fator de termo-difusio para misturas de gases nobres e metano.

-He-CH4
-Ne-CEU 
-Ar-CBU
Kr-CH4
Xe-CH4

-He-CF4
■Ne-CF4
Ar-CF4
Kt-CF4

-Xe-CF4

X a

Fig. 5.5: Fator de termo-difusão para misturas de gases nobres e tetrafluoreto de carbono.
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-He-CD4
-Ne-CD4
Ar-CD4

-Kt-CD4
-Xe-CD4

X a

Fig. 5.6: Fator de tcrmo-difusão para misturas de gases nobres e metano-deuterado.

X«

-He-CEi
Ne-CH4
Ar-CH4
Kr-CH4
Xe-CH4

Fig. 5.7: Coeficiente de viscosidade volumétrica a uma temperatura de 25? C, para misturas
de gases nobres e metano.
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Xa

Fig. 5.8: Coeficiente de viscosidade volumétrica a uma temperatura de 25°C, para misturas 
de gases nobres e tetrafluoreto de carbono.

Fig. 5.9: Coeficiente de viscosidade volumétrica a uma temperatura de 25° C, para misturas
de gases nobits e mctano-dcutcrado.
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— He-CH4
— Ne-CH4
......Ar-CH4
..... Kt-CH4
— Xe-CH4

+ He-CH4 [10]
x Ne-CH4 10
A Ar-CH4 10
*  Kr-CH4 12

x«

Fig. 5.10: Coeficiente de viscosidade cisalhante a uma temperatura de 2FC, para misturas 
de gases nobres e metano.

(IO"« Pa

x«

He-CF4
-Ne-CF4
Ar-CF4
Kr-CF4
Xe-CF4

+ He-CF4 [Hl
Ne-CF4 11

A Ar-CF4 11
Kr-CF4 12

Fig. 5.11: Coeficiente de viscosidade cisalhante a uma temperatura de 25°C, para misturas
de gases nobres e tetrafluoreto de carbono.
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X«

He-CD4
-Ne-CD4
Ar-CD4
Kt-CD4

-Xe-CD4

Fig. 5.12: Coeficiente de viscosidade cisalhante a uma temperatura de 25°C, para misturas 
de gases nobres e metano-deuterado.

— He-CH4 
— N e-C ^ 
— Ar-CEL*
 Kr-CH4
— Xe-CH4 
+ He-CH4 
x Ne-CH4 
a  Ar-CEj

13
14 
14

x«

Fig. 5.13: Coeficiente de condutividade térmica a uma temperatura de 27.5PC, para mis­
turas de gases nobres e metano.
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Xa

He-CF4
Ne-CF4
Ar-CF4
Kt-CF4
Xe-CF4

Fig. 5.14: Coeficiente de condutividade térmica a uma temperatura de 27.5°C, para mis­
turas de gases nobres e tetrafluoreto de carbono.

Xa

-He-CD4
Ne-CD4
Ar-CD4
Kt-CD4

-Xe-CD4

Fig. 5.15: Coeficiente de condvtividade térmica a uma temperatura de 27.5°C, para mis­
turas de gases nobres e metano-deuterado.
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Fig. 5.16: Desvio da viscosidade cisalhante para misturas de gases nobres e metano e de 
gases nobres e tetrafluoreto de carbono.
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Fig. 5.17: Desvio da condutividade térmica para He-CH^, Ne-CH^ e Ar-CH4
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_ Para um vetor c pertencente a um espaço vetorial euclidiano tri-dimensional é válido 
afirmar que:

J  CiCj f(<?) dc = i f y  J  <?/{<?) dc, (Al.l)

J  CiCjCkcif(c2) dc = j^{6ijêki + 6ik6ji + ÔiiÔkj) J  c* f(c*) dc. (A1.2)

Como trabalhamos com funções maxwellianas as respectivas fórmulas são muito úteis:

E na integração em k usamos as seguintes integrais:

j ( k gr á k = j ^ f ,  (Ai.5)

/'*;j(k g )"< ík = í^ y» - 'í((, (41.6)

J  *i*>(k ■«)"<*= (n + 1)[B + 3)g"~a( A )  + W9j), (41.7)

/ 2ir
bkjh(k ■ g)n dk= , 2\/w +  4\gw~3(g2(gAfc +  ffAk +  Çkàijj + {n-  % &&)],

(A1.8)

J  kikjkrk,{ k • g)" dk = (n + i)(B̂  3)'(» + 6ir6)*+ 6iê6r̂

Qjôra + ÇiQrfya + Qi9»^ jr  +  QrQj^ia + ÇaÇj^ir +  QrQa^ij) + Tl{n — 2)Q\QjQrQa)\- (A1.9)
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Vamos escolher um termo de produção e mostrar como se faz para determiná-lo. Seja 
por exemplo P^ definido através da equação:

P?j =  J  m0(Cf Cj ~ C f Cf) fp fp  afy (k/j • g^) dkff dcp dcp dy/p dw j. (A2.1)

Como se trata de uma mistura, é interessante ter os resultados em função da velocidade 
de difusão, e isto pode ser facilmente obtido através das equações (3.1.18) e (3.1.20):

Portanto, a relação em velocidades peculiares C f  na integral acima é equivalente à:

( c f  c f  -  C f C f) = e? f f  -  « f ( ( f  - { ? ) -  «?((?' -  íf ) . (A2.2)

onde foram desprezados os termos não-lineares. Antes de passar à integração é necessário 
transformar as velocidades finais em iniciais. Isto é feito através das relações deduzidas 
na seção 2.2.2 . Como o termo de produção Pf3 provém de colisões entre moléculas po- 
liatômicas, considera-se somente as velocidades para este tipo de colisão:

$  =  $  + (Ï4% ;)a +  * £ ) +  ^  t o  ’ } ’

tf*  =  í f  -  (H m ^)« \ f ~  ^ í €ijkk* WT +  w*)  +  ^ t o  • 8/?)}» (A2A)

onde transformamos as velocidades moleculares cf em peculiares em relação à mistura f f , 
utilizando a equação (3.1.20).

Outra transformação útil é a que introduz as velocidades de centro de massa linear 
e angular Z^, além das velocidades relativas linear e angular z^:

G/? = i ( $  + fr)> = Z^ =  i(w J+ w /í), z,? =  -  w ,̂
(A2.5)

pois o Jacobiano destas transformações é unitário:

dcpdcjjdwpdwp =  dfydQdvipdv/p -  dgpdGpdzpdZp. (A2.6)
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Após todas estas transformações, a relação para o termo de velocidades que governa 
a integral P? passa a ser:

(°fcf -  Cf Cf) =  +dtf -  «f,f - + ( - a _  - , )  t f
+ ( |  -  TT^jâ  +  J? Zi \ -<tf(ir.G*k?Zl -  ae<ir,Gfk?Z?

~{í~ l + K̂j ■ w ) (•?*? — j f  *?)+Y+~a%(inejmrtkÇk̂,ZfẐ + fl^fjrVíf tfZ f

+̂ (k# • W)(G? *? + G?t?) - j £ . ( k# • a>)(«r.tf tf Z/ + £j„*f k?Z>)  
+«,*„«?tfZ l  - i(k# • W)(«?t? + «?*?) + (k,. W ) » J .  (i42.7)
E necessário também fazer estas transformações de velocidades na função de dis­

tribuição fp. Desta maneira, o produto de fp  com /$ se reduz à:

M  = é )  + 3*> “ ̂  + 3*®] I1
+ ( ^ ) a ^ (G ?G ? +  1 * 0  +  ^  2  [<3, +  14  _  A  W  +  »4 ) ]

+5 ( $ ) '£  (<** + 3#* +

+l j H f j ; ( z eGi +  Í 4 Gf  +  J « W  -  ^ C ? ) + 2 $ « ? C ? j ,  (A2.8)

onde foram desprezados todos os termos não-lineares.

Agora, é só substituir as equações (A2.6)-(A2.8) na equação (A2.1), e transformar as 
coordenadas cartesianas em coordenadas esféricas:

/ r+oo r+oo r+oo
dC= dCx dCy dCz

J —00 J —00 J — 00

* -f-QO iif «2ir r+oo
= /  C2 sen$d<pd6dC = 4n I CfidC. (A2.9)

Jo J0 Jo JO
Para integrar são necessárias apenas as fórmulas do Apêndice Al. O resultado final

é:

=  - f T T ^ t e ’) 2”^  [ j K̂ 6'’ + ^ < 13^ + 6 >pfo)l • ^ 210>
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Na seção (3.2.1) introduzimos uma grandeza denominada de força generalizada de 
difusão. A definição de <£■, para um constituinte qualquer é ( vide por exemplo (18]):

¥ ~ f [ ^  -  í > 4  <*»>

onde F? é a força externa que age sobre o constituinte 7 , n é a densidade total do número 
de partículas, e p® a pressão hidrostática total:

B = E n’ = E £ L' = E ^ = nkT- (43-2>

Se somarmos a força de difusão sobre todos os constituintes, 0 resultado será:

£ < Ç = 0 .  (A3.3)
7=1

Para uma mistura binária isto significa que há apenas uma força independente:

df =  -d f . (A3.4)

Então, se substituirmos a densidade total n e parcial na e nß pela pressão total e
parcial em equilíbrio na equação (A3.1), obtemos:

*  = W<(í)+(w - % f  S  "

que após alguns arranjos é equivalente à:

<*? =
PaPß [ 1
pEp Pa

(A3.6)

De acordo com a equação (A3.1), a difusão aparece por causa de diferenças entre as 
forças externas que agem nas partículas, por gradientes de pressão, ou ainda por gradientes 
de densidade.
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Vamos explorar a equação de transporte. Sejam as funções j)a e

j>a =  -Arln/a , 0/? =  -Ar ln fp. (A4.1)

A substituição destas funções nas equações de transporte (2.4.8) e (2.4.15) fornecem as 
relações:

+  />«*«<'“) = - * J  + C f  ^  <*C«

- * /  In J ^ U l i  dea d t , - k f  In j± U U  de, dT,p, (A4.2)

dcp dwp

-Ar /  ln fpfp dcp dwp dTp -  Ar J  ln dcp dwp dTpa, (A4.3)

onde introduzimos as seguintes definições:

Pa «a =  “ Ar J  fa ln / a rfcQ, 00 «0 =  -Ar J  fphfp dcp dwp, (A4.4)

4>? = - k J  C?f,hUdca, t i  =  - *  J  Cffp)nfpdc,dwp. (A4.5)

O lado direito da equação (A4.2) pode ser alterado através das relações (2.4.4) e
(2.4.5). O resultado final é:

+ + 1=-kJ[w +c?̂ +F?̂ ] iCa

l / l n  J j t í M i '  -  M i )  d e ,d T , + U h  fp í J g  -  U M  d e . S t ,p. (A4.6)+ 4



Por outro lado, podemos considerar a seguinte identidade:

J  fp fl*  <*? (fy • gp) dkp dcp dc\ dy/p dwj
= 1 * f í f  sb‘ «b (kj • gj) «ÍCJ dcjf dwj dwj*

= J  i>'f f f  fb  ab (k? • Sf) i k f  ácf ácb i v f  dw}, (A4.7)

que é obtida quando levamos em conta as equações (2.2.24) e (2.2.25). Para este caso, o
Jacobiano da transformação entre as velocidades também é unitário:

dcp dclp dy/p dwj =  rfcj dclp* dwj dw£*. (A4.8)

A segunda igualdade em (A4.7) é o resultado de uma renomeação dos símbolos: deno* 
tamos as velocidades iniciais (cj,cj*,wj, wj*), vetor de colisão kj e velocidades finais
(C|?,cJ,W0,wJ) por (cp,c^,wp,w^), kp e (c^,c^',w^,w^), respectivamente.

Com base em (A4.7) é possível escrever outra identidade:

J  *l>0 (fpfp* ~ fpfp) dcp dy/p dTp =  J ( ^  -  ty )  fpfjj dcp dy/p dTp

= |  / W  + * ' f - * b -  M  Jflb  fc f  <tof r t f -  (A4.9)

Na segunda igualdade apenas invertemos o papel das moléculas que colidem: trocamos
(cj',4 ,w^',wj) por [c^cp .y/^ytp).

Através da identidade (A4.9) e da relação (2.4.5) podemos reformular o lado direito 
da equação (A4.3):
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d_
dt ( f f f )  + + /W «í) = ~k j [ w  + cl' j £  + F̂ } dCf!dV' >>

f In fg fb  dce dwp iT f  +  ̂J h f a j f - U f ) < k f d * f H , a. (A4.10)

Se tomarmos =  1 e $p — 1 na equação de transporte é fácil provar que os termos 
abaixo se anulam:

J ( w  +  e* j £  +  l ? W ) i ':,"= 0 ’ I { T Í  +  ^  +  F' ^ ) d C fi” ^ ° -



Também é simples mostrar, com base nos argumentos descritos na obtenção da e­
quação (A4.9), que a seguinte relação é verdadeira:

/  ^  ( j v fp  ~  *) ^  rfC/? dQlp dW0 =  °* (A4.12)

Se somarmos as equações (A4.6) e (A4.10), e ainda usarmos a relação (A4.12), obte-
• I w '  *remos a seguinte expressão:

W  + W i{*i+p,Vi) = l J h  ~  * •  dF’

+ 2 / 1“ -  fa í t )  dCadtap

- 5 / í 1" ^ -  ( ^ - 1 ) } / f f ( j 4 4 . 1 3 )  

onde levamos em consideração a equação (A4.ll), e introduzimos algumas definições:

ps =  paSa +  pfiSfo <l>i =  + PaSaVf + ppSfi ttf. (A4.14)

É interessante notar que <r ( equação (A4.13)) será sempre positivo ou igual a zero, 
nunca poderá decrescer. Esta análise se baseia no fato de que para todo £ > 0 e y > 0 é 
válido afirmar que:

ln ar — (ar — 1) < 0, ln -  (x -  y) > 0. (A4.15)
tf

Portanto, podemos reescrever a equação (A4.13) da seguinte maneira:

W  +  +  p8Vi  ̂ -  °* ^ 416^

Esta equação pode ser reconhecida como o balanço da densidade de entropia da mistura se 
fizermos as seguintes identificações:

pa8a densidade de entropia específica do gás monoatômico,
P080 densidade de entropia específica do gás poliatômico,
ps densidade de entropia da mistura,
<f>f fluxo de entropia do gás monoatômico,

fluxo de entropia do gás poliatômico,
<f>i fluxo de entropia da mistura.
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A relação (A4.17) vem demonstrar que a produção de entropia da mistura é positiva ou 
zero, sempre.

Vamos explorar a desigualdade entrópica através da determinação da produção de 
entropia da mistura a:

Com base em (A4.14) é possível calcular a variação temporal da entropia:

As densidades de entropia parciais são obtidas quando substituímos as funções de 
distribuição /«  e //? nas equações (A4.4) e procedemos à integração. O resultado final é:

A partir destas expressões podemos determinar as derivadas temporais das entropias 
parciais:

ä s a _ _ ± ( l _ d p a _ 3  1 £ \  dsí _  k ( l d p ß 3 d T \  
dt m ^ p c  dt 2 T  dt y ’ dt ~  mß \ p ß dt T  d t ) '  { ’

Outra maneira de expressar estas relações é obtida quando usamos as equações 
(3.1.47) e (3.1.48), as quais caracterizam a energia interna específica do constituinte 
monoatômico e poliatômico, para eliminar a derivada temporal da temperatura:

Assim, após as substituições das equações anteriores na equação (A4.18) e alguns 
arranjos, a derivada temporal da entropia da mistura pode ser expressa da seguinte forma:

onde fizemos uso das equações (3.2.4) e (3.2.6). O próximo passo é eliminar as derivadas 
temporais da energia, densidade e concentração através das respectivas equações de balanço

— — Lí — _ Ef.ÚE 
dt ~  T  |  dt (P dt

(3.2.10), (3.2.7) e (3.2.13):
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0  fluxo de entropia da mistura <j>i foi definido na equação (A4.14), e para determiná- 
lo torna-se necessário o conhecimento pievio de <f>f e <j>f. Os fluxos de entropia parciais 
são obtidos quando substituímos as funções de distribuição f a e fp  nas equações (A4.5) e 
integramos nas respectivas velocidades. O resultado destas operações nos fornecem:

t f  =  f t f , <t>i =  f { q f  + hf). (A4.24)

Através destas relações é possível expressar o fluxo de entropia da mistura em função dos 
fluxos de entropia parciais:

tf  =  fiq* +<li + hi)  + PaSauf + P080Uf , (A4.25)

ou ainda, em função do fluxo de calor da mistura, definido em (3.2.12):

h - f í i -  -  < £ ) - ( « «  -  °pW (A4.26)

Se agora determinarmos o divergente do fluxo de entropia e somarmos à derivada 
temporal da entropia ( equação (A4.23) ), obteremos a produção de entropia da mistura:

4 + w , = t { w -  - r * % ~  < m +

[ ( ! £ ■ -  4i )  -<*« -  '■ Ia*-*1)
Após a substituição de 8a e ap definidos em (A4.19) e da inclusão da força generalizada 

de difusão ( equação (3.2.17) ), é possível escrever a da seguinte maneira:

« = - j ; T u' á' +  <A4-28)

onde:

{ A m

De acordo com a teoria desenvolvida neste trabalho, vamos considerar as seguintes 
relações constitutivas lineares entre os fluxos e as forças:

m  =  - 2 / « ^ .  «W =  (44.30)



« ? = - f t .
q^ = - x ' w r D‘i f  ( A 4 - 3 , )

Segue da equação (A4.31a) que:

{ M J a )

Se substituirmos as relações (A4.30), (A4.31b) e (A4.32) na equação (A4.28) que 
define a produção de entropia da mistura, obteremos uma desigualdade, conforme (A4.17):

onde:

a = a* - t ^ -
Desta desigualdade conclui-se que os coeficientes de viscosidade cisalhante p, viscosidade 
volumétrica q, difusão D\2 e condutividade térmica da mistura A são todos positivos. 
Por outro lado, não podemos obter nenhuma informação a respeito dos coeficientes de 
termo-difusão D t  e difusão-térmica D*.
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