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RESUMO

Desenvolvemos uma teoria cinética para um gas de elétrons
em um metal, a partir do modelo de Lorentz e Sommerfeld, baseando -
nos no método dos momentos de Grad. Nesta teoria considera-se como
campos basicos os de densidade de massa, de energia e de corrente
elétrica e o campo do fluxo de calor, e determina-se a fungao de
distribuicao fora do equilibrio através da maximizagao da entropia.

Das equagoes de evolugao, da densidade de corrente elétri
ca e do fluxo de calor, obtivemos os coeficientes relativos aos
efeitos termoelétricos, galvanomagnéticos e termomagnéticos e veri

camos as relagoes de Onsager e Onsager-Casimir.



ABSTRACT

We develop a kinetic theory to an electron gas on a metal
from Lorentz and Sommerfeld model, which is based on Grad's moment
method. In this theory the fields of density of mass, energy and
electric current and heat flux are considered as basic fields, and
the distribution function out of equilibrium through entropy maximi

zation is determined.
From equations of evolution of electric current density

and heat flux we obtained the relative coefficients to thermo -
electric, galvanomagnetic, and thermomagnetic effects. The Onsager

and Onsager-Casimir relations are also verified.
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INTRODUGAO

Quem primeiro desenvolveu um modelo de gas de elétrons em
um metal, baseando-se na mecanica classica, foi Drude (vide, por
exemplo, [1]), que considerou os elétrons de valéncia do metal
movendo-se livremente com energia cinética igual a % kT entre os
ions de grande massa e fixos.

Este modelo, embora simples, foi de consideravel sucesso
na época e ainda hoje desempenha um papel importante na evolu -
¢ao dos novos modelos, propiciando estimativas de alguns feno-
menos de condugao elétrica e de calor através do metal.

Lorentz (2] aperfeicoou o modelo considerando que a fun-
cao de distribuicao apropriada ao comportamento dos elétrons era
a de Maxwell-Boltzmann, e que a equagao de Boltzmann, ja utiliea-
da em outras areas da fisica na época, aplicava-se na descrigao
da distribuigao dos elétrons em um metal.

0 modelo de Sommerfeld[3), [4), [5] e [6] concorda em
muitos aspectos com os modelos de Drude e de Lorentz, divergindo
basicamente com relagao a fungao de distribuigao. Neste modelo
considera-se que os elétrons obedecem a estatistica de Fermi-Dirac
para fermions #denticos.

Em todos os modelos despreza-se a interagao elétron-elé-
tron, enquanto a interagao elétron-ion € considerada de curto al-

cange, somente ocorrendo colisoes guando os elétrons atingem os
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fons (esferas de grande massa em comparagao com a dos elétrons)que
sao compostos de niicleo e das camadas eletrdnicas.

No capitulo I desenvolvemos os fundamentos da teoria ciné-
tica aplicada a um gas de elétrons em um metal com base no modelo
de Lorentz e Sommerfeld.Determinamos a equagao de transporte atra-
vés da equagao de Boltzmann e, na seqliéncia, as equagoes de balan-
¢o para os campos de nossa teoria.

O capitulo II é reservado ao estudo da entropia e da fun-
cao de distribuigdo. Por intermédio da maximizagdo da entropia fo-
ra do equilibrio & encontrada a fungao de distribuicao.

Destinamos o capltulo III para a prova das relagdoes de On-
sager [7] e Onsager-Casimir [8) e a& discussao do porqué da escolha
dos fluxos e forcas para que elas sejam verificadas.

Complementamos nosso estudo com o capitulo IV, cujo teor
trata da analise dos efeitos termo-elétricos, galvano-magnéticos e
termo-magnéticos [3], [4), (6], [9] a [12). Neste capitulo sao
feitas algqumas comparagoes com o artigo de Sommerfeld & Frank [3)
e analise das relagoes de Heulinger e Bridgman.

As conclusoes a respeito do trabalho sao encontradas no
capitulo V.

Utilizaremos a notagao cartesiana para os tensores.Os pa-
rénteses ponteagudos em torno dos Indices representam a parte si-

métrica dos tensores sem o trago, por exemplo:

A (p.. ) - 1 .
T(;.'A)“'Q‘("La T rﬁ") 3 rnn. 84‘(3’



carITULO I

A EQUACAO DE BOLTZMANN

I.1 - INTRODUCAO

Como objetivo principal deste capitulo, iremos deduzir a
equagao de Boltzmann para um gas de elétrons em um metal que esta
sujeito a um campo magnético e a um campo eleétrico externo. Tendo
em maos esta equagao encontramos a equagao de transporte e a par-
tir desta, as equagoes de balango para os campos basicos de nossa
teoria.

Consideraremos os elétrons distribuidos em células que
correspondem a elementos de volume de fase (§,g), onde x € o ve-
tor posigao de um elétron e ¢ o vetor velocidade associado a este
elétron.

O elemento de volume dxdc do espago de fase que aparecera
nas integrais no desenvolvimento do nosso trabalho, representa o
produto dxldxzdx3dcldc2dc3, onde os Indices 1, 2 e 3 significam
respectivamente as coordenadas cartesianas x, y e z.

A integral em dx seri tomada em todo o volume V no qual
estd contido o gis e a integral em dc serda avaliada de =~ o a +*
em trés integrais correspondentes a cada coordenada; em coordena-
das esféricas o elemento de volume no espago de velocidade &
igual a 4ic2dc e neste caso c varia de 0 a + . Nao explicitare-
mos estes limites de integragao no transcorrer do texto.



O estado do gas de elétrons €& caracterizado por uma fun-
gao de distribuigao f(x,c,t), tal que:

f(af-;s,f)olzg 01% )

nos da o nimero de elétrons que se encontram nas posigoes entre
Xex+ d§ com velocidades entre cec+ dg no instante t.

ApSs um intervalo de tempo infinitesimal At, os elétrons
ocuparao uma nova posicao no espago (x,*, c;*):

L
X,z Xi+ 0 AL

y F
Gz o+ LAz, (I.1.1)

t=1+ At
onde:

F‘Cz-——y—’-—(E,L"i'BAACJ .)) (1.1.2)

com:

Bi&' e éxa)/{ B}’{ .

E; e Bk sao respectivamente as componentes do campo elé-
trico e da indugao magnética e F;, a forga externa especifica to-
tal, a qual estao sujeitos os elétrons de massa m e carga elé-
trica (-e) no gas.

A nova fungdo de distribuigdo ser@ entao: f(x*,c*,t*) e
o numero de elétrons por elemento de volume de fase:

{2, datde

Como poderao existir colisdes com os Ions neste interva-
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lo de tempo, o nimero de elétrons que estavam no volume de fase
dxdc nao sera o mesmo daqueles que estarao no volume de fase
dx*dc*, Isto significa que devido a colisces com os Ions,os elé-
trons poderao entrar ou sair de um elemento de volume de fase a
todo o instante, durante o intervalo de tempo At. Esta mudanga
no numero de pontos de fase é proporcional a dxdc e € dada pela
diferenga:

J((zf’,,e*lf*)dzolg - f(lf,g-,t)d;gclg _ Polxdcht .
(1.1.3)

Na equagao acima foi considerado dx*dc* = dxdc, pois o
Jacobiano de transformagao entre (x,c) e (x*,c*) & unitario. P é
a taxa de criagao ou destruigao de pontos no elemento dxdc no
espaco de fase.

Dividindo (I.1.3) por dxdcAt e levando ao limite quando
At tende a zero, encontramos a equagéo de Boltzmann:

%%%%.+ fe) § C. & E}jii; = FD .

ax; * 2Cg (I.1.4)

Para o calculo da taxa P, devemos estudar a dinamica da
colisao binaria.

I.2 - DINAMICA DA COLISZO BINARIA

Analisemos agora a colisao entre um elétron e um Iion
dentro do metal.

Suponhamos que um elétron com velocidade c apos colidir
com um fon passe a ter uma velocidade c¢' conforme o esquema da
figura 1. Em razao do fon ter uma massa muito maior em compara-
¢ao com a massa do elétron, a velocidade do Ion apés a colisao
continuara nula e pela conservacao da energia cinética em um
choque perfeitamente eladstico Ic'| = |Ic].

Figura 1 - Geometria da colisao
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k € um versor chamado vetor colisdo que indica a diregdo
radial, com o sentido sendo o da superficie de raio S para o cen-
tro do Ion.

A variagao do momento linear que ocorre no sistema cons-
tituido de um elétron e um fon é:

)
A)r:/mg_mag, (I.2.1)
onde a componente tangencial & esfera considerada no ponto de

contato € nula e a componente radial no mesmo ponto é&:

—Lm(LeRIR (I.2.2)

donde obtém-se a velocidade final em funcao da inicial:

) . . . . (1.2.3)
¢, - e -2 ey RIR, .

Vamos supor que antes da colisao os elétrons tenham velo-
cidades entre c e ¢ + dc e dirijam-se para o elemento de superfi-
cie Szdg, onde dk = senfd®dé & o angulo definido entre k e
k + dk. Todos os elétrons proximos a um fon localizados dentro de
um volume cilindrico de area Szdg e de altura (c.k)dt irao coli-
dir com o fon no intervalo de tempo dt (figura 2). Assim:

f (2.¢c,t>de (gols)sg’dg ol

é o nilimero de tais colisoes.

Multiplicando pela densidade de niumero de Ions no metal
n,, dividindo por dcdt e integrando em todas as diregoes em que
€ possivel que um elétron com velocidade entre c e ¢ + dc choque
com o fon (0 < 6 ¢ §.e0c¢c 2{, ), determinamos a taxa de des-
truigao de pontos de fase que representamos por P- :

at 1
.
E: /no)((zc,g,zf)(gol,(\’)SO(!f :jfﬂo)((g.g,ijcsgmeameoleal¢.
A (I.2.4)

o
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Figura 2 - Todos os elétrons no cilindro de volume (c.k)dtSzdk

chocarsse-ao com o fon no elemento de superficie
dA = S"dk durante o intervalo de tempo dt.

A cada colisao direta em que um elétron muda sua velocida-
de c para c', existe uma colisao inversa tal que sua velocidade
passa de c' para ¢, havendo assim o que chamamos criagao de pontos
de fase.

A taxa de criagao por unidade de volume de fase pode ser
calculada de maneira similar & densidade da taxa de destruicao,
obtendo-se:

2 )
Er - mo{(z,g',t) (c'r')ysdk (I.2.5)

onde k' & igual -k.

A distribuicao fixa dos Ions dada por n_ pode ser determi-
nada em fungao do livre caminho médio (distancia média percorri-
da por um elétron durante o intervalo de tempo entre duas colisoces
sucessivas). O livre caminho médio € obtido levando em conta que
a segao de choque & um circulo de raio S. Se um elétron desloca-se
por entre estes fons e a cada choque desvia-se indo colidir com
outro fon, podemos idealizar um cilindro construido no intervalo
de tempo At, de comprimento cAt e area de base wsz. Se dividirmos
o percurso total do elétron neste intervalo (cAt) pelo niumero de
fons que se encontram no caminho deste (nows2

livre caminho médio:

cAt) obtemos para o

l. (r.2.6
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enquanto que a densidade do numero de Ions em fungao de g sera:

N S
"M st (1.2.7)

Assim (I.2.4) e (I.2.5) tomam a forma:

E =4 f}(z,s,tﬂsomd& ) (I.2.8 a)
mA
]
E - %[)((3&,1)(5.13)0(43 . (I.2.8 b)

Na equagao (I.2.8 b), considerou-se que:

HeH
W _
©
0
>y

(,%b‘ﬁ)-—’

- o R = =C. R (1.2.9)

em vista de (I.2.3).
A produgao P portanto € dada pela diferencga:

+

P: P ff: Flz_f(;-;) (c.R)AR (1.2.19)

e a equagao de Boltzmann para um gas de elétrons em um metal se-
gundo o modelo de Lorentz e Sommerfeld é&:

2 24 F.@_i-i_"‘_ (coR)Yd R .
5%4,@%4, o A (§-§) (¢ ) d R (1.2.11)

f' foi utilizado para representar f(x,c',t) e £ para f(x,c,t) e
esta serd a notagao usada daqui para frente.

1.3 - EQUACAO DE TRANSPORTE

Multiplicando-se a equagao de Boltzmann (I.2.l11) por uma
funqio arbitraria W(g,g,t) e integrando em todas velocidades en-

contramos a equagao de transporte:

%E 9’J(a/,§+§9_f "/Ja‘_.}d,g: ('g%rc‘%%'*% J["[$+

i

| : kVdwrde . (1.3.1)
7r_lj(‘f’ ) f (cok)dide
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No desenvolvimento desta passagem foram feitas as seguin-
tes consideragoes:

i) No primeiro membro

(. |
J%%Jsz% ‘f’}dg_ J(;ar;fd%/ (1.3.2 a)

(
Y, g{ de = 2 Yic de - e, §8¥de - %[%a{g

Ix,
J (¥.3.2 b)
(
2 {2 {)dg - . 2!
7 ‘5%2."(9 5,3_6 (PF§)dc V3G de _ﬁ(@gdc ,
(.3.2 c)
com

YL act -l 2 _(vE _ ] E: o . .3,
}Edg_ m(‘f@})a{g_ ‘,”J(gc{olg:o. (I.3.3)

Em (I.3.3) a primeira integral € nula em razao da veloci-
dade ser independente da posigao. Pelo teorema da divergéncia a
sequnda integral € igual a {( Y Fy ) da,, onde da, € um elemen-
to de area do espago das velocidades localizado no infinito, en-
gquanto que tende para zero quando a velocidade tende para o in-
finito. Ja a terceira € nula mesmo para as forgas dependentes da
velocidade, como € o nosso caso (forga de Lorentz), isto é:

Q0F .2 (_2¢ DBe y-_2c,, B o,=0.
2C ~ 9C; o dri AR o - (1.3.4)

ii) No segundo membro fazemos a seguinte alteracao na integral em
f':
a) trocamos ¢ por c¢', isto é, consideramos uma colis3o inversa:

1 (vs'ceonydud / "L(c'oR')dkdc!
mj‘f’; (ceR)dRdG fron FZ[V}(Q R')dk'dc ;

b) em seguida, visto que (c¢'.k') = (c.k) e dk'dc' = dkdc, esta
integral torna-se:

%J‘F’} (c.R)olR o/g ; onde 3‘": Yix,c'\ t) . (1.3.5)
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1.4 - CAMPOS BASICOS E EQUAGOES DE BALANGO

Em nossa teoria tratamos com os seguintes campos basicos:

/0 2//”’”7]( d,g’ J densidade de massa (I.4.1 a)

Q
[)M 3]%—0— )[ dﬁ’ / densidade de energia (I.4.1 b)

3;: ’—"j" QLJ( 0(5 / densidade de corrente (I.4.1 c)
eletrica

_'2/ .
%L :ﬁ(ﬁﬂ”)c C&;f d@— « fluxo de calor (r.4.1 Q)
92

As equagoes de balango sao obtidas fazendo-se respectiva-

mente Y = m, mc2 » —€c; e mczci na equagao de transporte (I.3.1):
2 2

i) Balango de massa: ¥ = m (%)

- m 20 -0 . (I.4.2)
S%? £ 0 X,

ii) Balango de energia: ¥ = ——

opm L, 29: - E;T, o . (I.4.3)
o Z 2 Xp
1ii) Balango de densidade de corrente elétrica: ¥ = -ec,
3% - B e R AP E A BT R,
onde:
r:_%_ /chJ( o(g:%_r,m:gl/o% J (I.4.5)

(*) Neste modelo a velocidade média dos elétrons e a densidade de
corrente elétrica estao relacionados através de: v, ="R_5
i e i
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= | m - - 4 )
feeg ATt Jde- iy~ 3 {rn 8‘3/ (I.4.6)

P ] \
oz -d lacdi-c ) b e-RrYdkde I.4.
A 77;1 5- ~ ~) ~ ~ ( 7)
2
iv) Balanco do fluxo de calor: ¥ = E%—ci
29 + 0 e o) 52 oF , 2 F .
R R e T T SRS
(I.4.8)
onde:
d  m st de _
%“'3' 7z J s =31 (I.4.9)

o
%uy = :?//“ c &y CJ> } "lEE = ?AA - —é—qnn y (I.4.10)

R (e, ey { (cok)drde . (I.4.11)

Na terminologia da teoria cinética dos gases pij_<ij7 PS4
e qij 3137 qsij sdo conhecidos como momentos da funcao de dis-
tribuicao, enquanto que Pi e Qi como os termos de produgao. O ter-
mo pij também é conhecido como sendo o tensor pressao.

O sistema de equagdes acima n3ao serve para a determinagao
dos campos bdsicos (I.4.1), pois contém novas quantidades: pij'Pi'
a, qij>e Qi Para determinagao destas novas quantidades, denomina-
das de termos constitutivos, necessitamos conhecer a fungao de
distribuigao através da maximizagdo da entropia no capitulo II.



CAPITULO II

A ENTROPIA E A FUNGCAO DE DISTRIBUICAO

II.1 - A ENTROPIA E A FUNCAO DE DISTRIBUICAO EM EQUILIBRIO

Da mecanica estatiIstica (vide, por exemplo, Pathria [li])
a entropia S € dada por:

5. R In W,

(IT.1.1)

onde W representa o numero de micro-estados que realiza um deter-
minado macro-estado. Na estatistica de Fermi-Dirac W & dado por:

\/\/:I | ol . (II.1.2)
o ma,! (%Q_ mo,)!

Em (II.1.2) g, € o numero de estados possiveis de ocupa-
¢ao por célula com energia Eaen, o nimero provavel de elétrons
em cada célula.

Para a determinagao do nimero mais provavel de elétrons,
maximizamos a entropia considerando fixos o nimero total de elé-
trons N e a energia E definidos por:
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2 o (II.1.3) ) 5 o Ca (II.1.4)

Para o nosso caso, Ea.é somente a energia cinética por
elétron, ou seja:

a 2 o ° (I1.1.5)

O sequinte funcional:
d-. S _aNC)E (II.1.6)

onde A e A sao multiplicadores de Lagrange, permite-nos maximi-
zar a entropia sem vinculos.

Derivando (II.l.6) em relagao a n_ e igualando a zero
encontramos:

ﬂﬂa = Q0o .
le(f%*'%§£a\*'i (X1.1.7)

Se utilizarmos a formula de Stirling (ln x! = xln x - x,
para x)»>1), a entropia pode ser escrita, segundo (II.l.l) e
(I1.1.2), na forma:

f;:: R %é gO_E‘QW.jagl__ - Ma }L1._le;w
a” Mo 3o Ja~Ma
Como o nimero de estados possiveis por elemento de volu-
me de fase [13] é:

J.ara.e

3
q =2 daxde (II.1.9)
oL },\3

podemos transformar a somatéria em a na equagao (II.l.3) em uma
integral varrendo o volume total do espago de fase, assim:

N: 3”’“3 dx do
4R zzr(Ag?Af) + 1

. (I1.1.10)
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Como fdxdc nos da o numero de elétrons entre x e X + dx
com velocidades entre ¢ e ¢ + dc, concluimos que a fungdo de
distribuigao f em termos dos multiplicadores de Lagrange A e N

é igual a:

3 )
: slm ! ) (II.1.11)

)(- » x"‘y»rug;\_g‘).,. 1
sendo:

ol

A
r (I1.1.12)

Com o auxilio da fungao de distribuicao (II.1.11) e com
a mudanga de somatdoria em a para integral em todo o volume de
fase, determinamos em fungao das integrais

- M
I,,ﬂ("() = “7(3 dX  (vide apd
= pendice A):
2 Q+ 1

i) a densidade de entropia no equilibrio (da equagao II.1.8):

/02 (Qm?) {.L_%,an. J-%)L[J_%]}dzd%

R
4 _ (I1.1.13)
cujo resultado em fungao das integrais I ) e:

/U”Z:R(ﬁg“?’) %){xl(«),a I(q/)} (II.1.14)

ii) a densidade de massa )2 (da equagao I.4.1 a):

%
y {
f: 37;‘;»« (;‘9"":\ ) L, () » (II.1.15)

iii) a energia especifica (das equagoes I.4.1 b e II.1.15):

M= R Ly (II.1.16)
Al .IQ(G<) /
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iv) a pressao (da equagao I.4.5)

[ pud

)aI () (II.1.17)

L)

Q Ilnw (
f 3N A

Em todas estas equagoes (II.1l.11l a II.1l.17) aparecem os
multiplicadores de Lagrange N e X, cuja determinagao sera nosso

proximo passo.
Observando a equagao (II.1.14) e a (II.1l.15), a entropia

especifica pode ser escrita:

- R 5:.Ig(d2 '
M _m_[ufjja(dH/ (I1.1.18)

£
sendo a sua diferencial:

d’Yl :—:’J_’—B_Ao(+é£ o("(.z)—z-’-‘l("")Czo(e
L m
¢ 1:2 (=) (I1.1.19)

Diferenciando// e A (equagoes II.1.15 e II.1.16) em fun~-
cao das variaveis A eX, eliminando 4\ das relagoes, utilizando

a relagao obtida para d g (II.1.19) obtemos:

-2 (da - ‘ta"{f ) (II.1.20)

dn

que, em comparagao com a relagao de Gibbs da Termostatica:
d L (duw- £ dp)
T = - /

permite-nos identificar:

)\:% : (II.1.22)

A entalpia livre especifica ou energia livre de Gibbs &

definida por:
(I1.1.23)

T
gem =T + £
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Com a substituicgao delk,ﬁL, o e/D(eqanSes: II.l.16,
I1.1.18, IX.1.17 e II.1.15) chega-se a:

- _RT «
Y- (II.1.24)
logo:
oL - S
Py (II.1.25)

onde T = mg € a entalpia livre por elétron ou potencial quimico
por elétron.

Por conseguinte, com a identificagao dos dois multipli-
cadores de Lagrange, a fungao de distribuigéoj., dada por
(IT.1.11) (que neste caso é a fungao de distribuig¢ao no equili-
brioJ( g) fica:

J(' )( i ) (II.1.26)
)'\3
enquanto que, as equagdes (II.1.15), (II.1.16) e (II.1.17), tor-
nam—-se:
> 2 & 3
F= (&R o2 T ) T* I, (x), (I1.1.27)
)ﬂa 2
U T Luo / (II.1.28)
m IQ (‘()
L s 3 s
2.2 3 5 %
15: (& RN ) T T («) (II.1.29)
AP 4

II.2 - O BALANGO DE ENTROPIA

Na secao II.1 vimos que a expressao que definia a densi-
dade de entropia era:

F7=- (igf {Ailnl:.& (.l )}n[‘l A_i]}olc (II.2.1)

o om>
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onde { era a fungao de distribuigao considerada no equilibrio .

Mostraremos que a equagao (II.2.1) representa a densidade
de entropia para uma fungao de distribuigao qualquer, fora do
equilibrio. Provaremos isto efetuando o balango da densidade de
entropia com a substituigao na equagao de transporte (I.3.1) de Yy
por:

P L PR Ny ’ _ L
SRV VIV T RN TR S

2w

Desta maneira obtemos a seguinte equagao de balango:

éfgfznl + gfggé =G, (11.2.3)
A
/MLé dado por (II.2.1),¢i por:

3 3 3 3 3
dz. 2o RICp ) [k I bt (U-bE) [ 1-45] }de,

(I1.2.4)
e o termo de produgao (Q por:
6—‘ & ( I— /gﬂ "63§\ 4 5 -{ |
Qm3 Q3
(IT1.2.5)

) ) -

Tanto para { > 4 como (< § resulta serQ nao negati-
vo, Consequentemente a equagao (II.2.3) € o balango da densidade
de entropia[D"Lcuja producao € nao negativa. O termo ¢ 4 dado por

(II.2.4) é o fluxo de entropia.

II.3 - A FUNCAO DE DISTRIBUICAO FORA DE EQUILIBRIO

Maximizamos agora a densidade de entropia:

3 3 3 3 : 3
AR I s e

(I1.3.1)
sujeita aos vinculos:

p:fmfo/s )P =f'2°“fo’f

(I1.3.2)
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J;

vl

_.ef:& C,;oLNC}

(I1.3.2)

H

fiefgp e, 5 e

\ \

Considerando A , A\ , Ai e )\i os respectivos multiplicado-
res de Lagrange def ,/)M, Jie q; e procedendo como na segao II.1,
obtemos um funcional que nao estad sujeito a nenhum vinculo. Deri-

vando este funcional em relagao a f e igualando a zero, vem:

3

Y
}n 2m3 - fﬁl( Af+-A2CQ) + q’l (I1.3.3)

-

onde:

§ . L A e A .
L(O‘ TR Mt + A TBQC_C ‘ (I1.3.4)
Explicitando f, na equagao (II.3.3), temos:
. 3 - m[/\“}—)\('.gj. (P
}:J;gm‘mi‘a”n) T }L (1II.3.5)

A e S S TR I R

Nosso objetivo € encontar uma fungcao de distribuicao
n as vizinhangas do equilfbrio que tenha a forma:

}:g (1+¢ ), (I1.3.6)
E

onde¢ o desvio de f , € considerado como uma quantidade peque-
na, isto é ¢<< 1.
Fazendo a consideragao Y<{<1 na equagao (II.3.5), tal

que ew"l +\0, podemos reescreve-la:
- Qe ({+ )
W +”"r{("" JA+g )} Ly @

L+ sxpf(gp)(N+fe*)]

(I1.3.7)

Por comparagao com a funcao de distribuit;ao mo equilibrio
(ou procedendo como II.l), identificamos N =2 -°<k e
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A =\ = % . Se desprezarmos os termos em 22 ordem em\Y e substi-
tuirmoslp por (II.3.7):

J(:ig"‘a_at-{ e {1+£"’~rfn_L/\1.£C -Mw:rcj 3
* e T i)+ 4 (11.3.8)

Substituindo f nas expressoes de Ji e q; em (I1.3.2) ob-
temos o sistema de equagdes que envolvem os multiplicadores de

Lagrange:
&,L,:O‘i/\( + Q,Q)\['
(11.3.9)
?L = lﬁ A[ + lﬁ AL
onde:
a o* 20® 4 gurd
R Sk e oE A
Oy = = Qo> 97 (9kT z
2T EER S EE) T E A
(1I1.3.10)
b - 203 47 kr‘% 2 I, (~
1S RS 2 g e )
b o _ o 2e® 4T 2KI¥ o
- @ T F Lo

Resolvendo o sistema (II.3.9) encontramos Ai e)\ i em fun-

¢ao de Ji eq,:

-1
A, { > (QKT).27’47’ L a5 1, —:uII:I} {7}«'7-]5 + 51, ?}

(II.3.11)

1
X { (QKT%M7W'EQSIQ—1LQLJB {Fé;j;2+3ggﬁ

(I1.3.12)
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Nas equagSes anteriores, supomos que:

(;251 -MLI, )+ 0 . (II.3.13)

Esta condigao s6 nao & verificada para o caso de um gas
completamente degenerado. Como estamos interessados no caso de

um gas poderadamente degenerado, podemos assumir a validade de
(Ir.3.13).

Levando (II.3.11l) e (II.3.12) na fungao de
(I1.3.8), vem finalmente:

- e 1 '
fr 4 e 1 St (oo ok

(I1.3.14)
Q
(5T, ~ 21 I ) [SKTS (2], - 1) 4 39, (5% )c}

distribuicao

TRT &

que € a fungao de distribuigao para um gas de elétrons fora do
equilibrio.



capITULO III

AS RELACOES DE ONSAGER E ONSAGER-CASIMIR

III.1 - OS TERMOS CONSTITUTIVOS

Nosso objetivo agora € a determinagao dos termos consti-
tutivos a&j)’ q, gijZ' Pi e Qi que constam das equagoes de ba-
lango obtidas na segao I.4.

Com a substituicao da funcao de distribuigao (II.3.14)
nas equagoes (I.4.6), (I.4.9) e (I.4.10) obtemos:

f<;'A> =0,
TR £

%:_é Qnn = (;Fnﬁ,m YT I, (), (III.1.1)
3

?(tp = 0 .

0 cilculo das produgoes, equagoes (I.4.7) e (I.4.11),
mostrado no apéndice B e nos fornecem os seguintes resultados:

(113

. o« k
- -5 Gy (KT ST+ S %Y g
|
W . _ 2 2rT¥ * ’
L“T(M){ﬁlﬂj‘*{?i}/ (III.1.3)
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onde:

o . 4511, {451, s’ 91,1, _{oI,T.

Q5 I -1, T, / Q5 I} - 91I,1¢
(I11.1.4)
Q*._._. QJI;,‘I -o?OIqj} "&*_ J5Iq]_-5 - 191, T,
Q5 I —24I,7, / T 85I —~24T,1; °

III.2 - EQUACOES DE EVOLUGCAO PARA A DENSIDADE DE CORRENTE ELETRI-
CA J, E PARA O FLUXO DE CALOR g,

i

Levando as equagoes (III.1l.1), (III.1.2) e (III.1.3) nas
equagoes de balango (I.4.4) e (I.4.8), com o auxilio da relacgao
de recorréncia (A.2) e ainda considerando as equagoes de
/9(11.1.27) e de p(II.1.29), obtidas antetriormente, resulta o se-
guinte sistema de equagoes diferenciais:

3%, + S Ry T I, 2/7 _ (2 I [ L23/7 L £
SO+ R ARV T L THT — (FWVT L[ 5T+ L]+
Il
FABS - iR (Mg (AT S e
% 3
o ir 5 2171134 E
g _EIRYy TR, 74T+3/{:;§,\V7’ ‘/[l_a%,t?tj_F
B 2 R z kr.or . »*
T ,cﬁ,g =“I(§m—qr){r + ?b:’l ) (III.2.2)
onde:
L35
Vo2 R i (III.2.3)
/h3

Para este sistema, estamos interessados em solugoes esta-
cionirias, onde a dependéncia temporal das equagoes (III.2.1) e
(I1I1.2.2) n3ao & considerada. Consequentemente o sistema de equa-
¢oes diferenciais recai num sistema de equagdes algébricas para
J; e q; em funcao de 0 Yo 25/T

B_x_‘:ea"é_"a—‘{‘*-

L'.

sl
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IIT.3 - RELACOES DE ONSAGER

Fazendo ZLEL = %rgi = 0 nas equagoes de evolugao (III.2.1)
at t g L] .

e (III.2.2) e resolvendo para Ji e q; obtemos (*):

J * 3/ ‘
3}; ._. H‘A 2 /(. QA["E% + &7, (111.3.1)
) o -
O N [ af/ .
%L‘ ("& 5773? + L s -7%]/ (III.3.2)

sendo:

H _RI_{[—(bIL,X‘+7-I5)—3I5TJQ 2L jg&

m RT “"'*

(;;—%—) (¢ (5144 31,8) 4 5(61,0 4 7L 6) 4 5T, ’;12—{7—* B0

”.,g:w[ [ (¥'+08) (5L +75,8) 4 (£6+68)(5Ty0 7L, ©) +

2 2
‘ AL L) 4 220 LB B
+ (5I‘IAA+ ‘[é )7—,* IYm KT 7T JBL J ﬁ/ (I11.3.3)

3
D‘:ZQ_XI 2 {31 51.8) Lol 4 2% 1
J.A ~ k—:)'—{[ 2 X+ ‘I)v“ 37_I 5%/)*'_}17'?*3‘]5"3'

[X\ (31&2(‘ +5I</5>+S 3_1'1-(1"'5‘1‘,9) 3 Qj 1 Bajé"aan*.

2
+ 1:17_ [ (s Q8)BIR Y, 57,8) + (SY+08)5T,6 430 2) 4

2 2
s 5T, 8) 4L 24 ! B ]B B

(*) Alguns detalhes deste calculo pode ser encontrado no apéndi-

ce C.l.
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C, 272 : ?
4 = 2(_1__ ﬁ{[@znﬁ%e).,, Y. __,;/KT%?BJ% _
2 4
_ 24 T(sTofs P8) 46510 o) 4 7L YO B
(3 T)3 ¢ L AN " (T*}i’mikTT’* jéJ“B"+

[ (51,4+ H,8) (06 +0X) 4 (51,.047L6)(6,08) 4

.2/\01}?7-

(7 e + 5T,0)_1 A

/
T S kT TIF %75 ) (II1.3.5)

) -
Qo= X o AT {[-(312n+51<,e)-31 A:_Zf / BJs,

4‘3 A 3
I
'y O (3T, +5148) 0600 +5L,0) 4 51, 1 /
o) 28 PRI ERLR e w*?‘?‘{‘ﬁr*ﬁﬂ B
——j%_r[<xﬂ+ne)m“ 51,5) {8 N+ 6L 0 45T, 6 4
sr,e) L 20" 4
31,
+ Gh s 5146 T S 8108 } . (1II.3.6)
Nas equagoes acima introduziu-se a constante:
3 :
RN K T y (1II.3.7)
34
e as relagoes entre as integrais
: ¥
@:%‘/qu _44L T ) $.8 _ 915 _son1,
/ ng — 9]31’)- yikd 9 I _— Bl}J:}
Lo 24 Telp - 2001y Y- XY 5L T 4T,
T 913 _ 81,15 ' T+ 9I7 - 8131
77 91 - @I Ty (I1I1.3.8)

2517 - 11,74
Nas equagoes acima (vide apéndice C.2) A & definido por:

2% & 9

(I11.3.9)
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Pode-se facilmente verificar que:

(51, ¢ 4 71,8) = (3I,0+5146) . (III.3.10)

Q (3T, % + 51y5)+60BLQ+5L,6)= X (51X +7L$)+5 (5T, 0+7T8)
(I11.3.11)

No apéndice C.3 mostramos que:

(¢ )BT, ¥ +38) + (85 +68) (574 2 +7Tye) _

(ITI.3.12)

= (Y 28) (B3I, 4 5T,8) + (s +6Y) (3L, N +5T,0 ),

Com base nas equagoes (II.3.3) a (III.3.6) e (III.3.10) a
(I11.3.12) verifica-se que as sequintes relagoes sao validas:

A, B 3@53 C.8)

L A £ - A’ ~
(111.3.13)

j C)-c' ' (Q:)" CJJL (‘5

Na terminologia da termodinamica dos processos irreversi-
veis (veja, por exemplo, de Groot & Mazur [9] ) os coeficientes
que relacionam os fluxos (J;, q;) com as forgas[:jl—é—

ilgi‘S/T %]nas equagoes (III.3.1l) e (III.3.2) satisfazem as

rela&Ses de Onsager (III.3.13).
Para provarmos as relagoes de Onsager-~Casimir, as quais

sao verificadas com outra escolha de fluxos e forgas, necessita-
mos do calculo deentropia¢>.
£

III.4 - O FLUXO DE ENTROPIA

Foi visto no capitulo II (equacdo II.2.4) que a expressao
do fluxo de entropia era dada por:
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Do ef ectemdy (28 v 1By A 84 Y] e

L M v Jm om (I11.8.1%)
a

Nossa meta sera mostrar que substituicao de f por

f.(1 +(§) leva a uma expressido para § em termos de J; e q;. se-
gue de (II.4.1l) que:

- k[({. { fs’ﬂ"% + }E¢/£aog% n 55’9“(“(})+J(E¢'&U+¢)+

ng /Y'V\3 OQMB E

. 3 ;o | . 3
e’ (4= de ) (4o Re)  f g (1o B )y (1 hge)

o jﬂ(l ——f‘-’—;ﬁ) @j“(-“~ }%E)lﬁ S (I111.4.2)

Depois de alguns calculos, lembrando que o € dado pela
equagao (II.1.26), considerando que a nossa teoria € uma teoria
linear (onde & valida a aproximag@o 1ln(l +¢) :(ﬁe sao despreza-
dos termos acima de 12 ordem emd)).,obtemos:

Sther -
¢ R]Q {3( (7+¢)[*E .2147'] /Z"\(-'{ + 4L & ‘””‘)L}o/a_
(I11.4.3)

A integral em logaritmo neperiano € nula e portanto:

@: % +_13; , (III.4.4)
4 27

que € a expressao do fluxo de entropia na teoria linear.

III.5 - RELACOES DE ONSAGER-CASIMIR

O passo sequinte consiste em encontrar o campo elétrico

no interior do metal:
é _ /1275 + £, (1II.8.1)
i £ 2 ; A

como fungao das varidveis gradiente de temperatura g——xT e densi-
i
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dade de corrente elétrica Ji' bem como o fluxo de entropia ¢ co-
mo fungdo das mesmas variaveis. A seqliéncia do calculo pode ser
encontrada no apendice C.4, onde obtemos:

* (I11.5.2)
b, - A& D3,

LA a
_.Cpé = 043 ;(9)_% —+ @LAIJA . (I11.5.3)

cujos coeficientes sao:

ok T, _ 33,3 (3, 5T, 5_
QJ Bt Z*(3I;¥+s;rqs>{[m5 = 3T ) ¢ SO -0 L)

- 2 <z
31, (51,303 ) L ¥ 1 B']s. _
+(3I°1¥'+5-Tq§) 1ok ) 7™ kT T1* J

| § (T —A5I5) £ D
@g%kr)é T (313 Yy 5Ty 5) e F

/
+ 313 8 (1L T - 2514 ) 2L LB g
(34 ¥+5T8 ) ?m 77 g /(111.5.4)
0*’
=X AT R __ 51— LI )
‘a - X £ 31;281‘5_.‘@8 A* & -+ x { %j_' —
—ad 1 35 s (2L N1 4 I1p }
(PPmRT)Z T (31 ¥+ 514%) *dn O 3L ¥+ 51,5 [ TEmkT T £ J
(IIT.5.5)
¥

D_ 4 Kk J
47 X AdT X A (3L$+§I9531{[(311”+5I‘15) +

+ 24 ?{?rjs“ér‘f*B Ts,. +(33“;“{Tnf [ P34 ST,8) 4

+$06L0 ,5Le) 3L 24" 1 pie.
2y 51ie) 4 T’*,kaTT’* jé‘d"

Bn. +

T,
‘L ) _ 5 (915, T —doT:T4) B B (III.5.6)
¥ OWmKkT T C3LY +5145) i)
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Do apéndice C.4, equagoes (C.4.7) e (C.4.8) observamos
que:
G*y3 = = A%y (II1.5.7)

Inspecionando as equagoes (III.5.4) a (III.5.7) verifica-
mos serem validas as relagoes de Onsager-Casimir (veja de Groot &

Mazur [9] ) para os coeficientes que relacionam os fluxos (8 ’ ¢)
2T

com as forgas (8 X

¢+ J;), ou seja:

HLQ(%»: Aa_&( @): GL‘ (L},):-GA“; (’Q\ (I11.5.8)

Qé (B) . %;(-Q) J C% (8) - GA B (II1.5.9)

As relagoes de Onsager-Casimir L8] formuladas por Casimir
sao mais abrangentes que as relagoes de Onsager [7] pelo fato de
tratar com forgas que podem ser fungoes tanto pares como Impares
do tempo.

Portanto para fungoes Impares do tempo tais como a densi-
dade de corrente elétrica Ji’ que aparece nas equagoes (III.5.2)
e (I11.5.3), sao validas as relagoes (III.5.8) e (III.5.9). Quan-
do existem apenas forgas que sao fungoes pares ou nao sao fungdes
do tempo, as relagoes de Onsager-Casimir se reduzem as proprias
relagoes de Onsager.

II1.6 - RELACOES DE ONSAGER, ONSAGER-CASIMIR E A PRODUGAO DE EN-
TROPIA

Uma prova de que estes sao os pares adequados de fluxos e
forgas para que as relagoes de Onsager e Onsager-Casimir sejam
verificadas, € dada através da obtencao da equagao de balango de
entropia a partir da equagao de Gibbs.

Das equagoes (I.4.2) e (I.4.3) temos:

%@ = %’éa_%f / (I11.6.1)
A
M%—Q + fd% + 2% . £ (III.6.2)
pois na teoria linearizada 'aat = d(.it'

Da equagao de Gibbs (II.1.21) segue que:
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il_gl,: :7_'_ (C%A_; - -;}::%‘{é) : (II1.6.3)

Substituindo gL’L-(obtido de III.6.2) e %P de (III.6.1),

escrevendo qu~ (Q#?ﬂ, ~£) e acrescentando em ambos os membros

qi@_ '%
ax eT i

qao de balango de entropia, teremos:

J.) tal que (III.6.3) assuma a forma da equa-

)

; 1 5 3.\ A l/
ST+ (502 g%+

AT e
(II1.6.4)
visto que; a entalpia livre por elétron € dada por:
7= ”“(“/“T”Z/+ £ . (III.6.5)

/0

Podemos escrever (I1I1.6.4) de outra maneira, lembrando
que da equagao (III.4.4); Q&zzjgg L =9,
L T 2T L

< k
13 (4 rF L) 4B ¢ £ B

2%E§

(II1.6.6)

Segundo Callen[i;] o problema envolvido na aplicagao das
relacoes de Onsager para qualquer classe particular de processos
esti na identificagao de fluxos e forgas.

Analisando os termos de produgdo nas equagoes (III.6.4)e
(I1I1.6.6), observamos existir uma liberdade na escolha de fluxos
e forgas e que de fato com a escolha a seguir, verificar-se-ao
relagoes de Onsager e Onsager-Casimir, como ficou demonstrado
nas segoes III.4 e III.5 respectivamente.
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Abaixo resumimos, na forma de um quadro, as relaqaes de

Onsager e Onsager-Casimir:

Fluxos Forqas] Dependénica Relagoes
Linear

)/ ‘3' _ i ) £ " 1
2 Y - QA%;_A@,I)%H)%Q (8)- A9 -6 (0.6 44

2 sz
Onsager J- .
'JZS?Lf*—f gf LA-D—{J + %[—53;497-;- Dﬁ(@):dg(‘ﬁ),‘ ‘-A(Q)= J;(‘@

2T b ¥
é ﬂ-.aj LD 3 g:HA@) -0, (B);C;E?)

Onsager- % —Sb i
Casimir L ¥ ¥ * *
al X ) . P (-




CAPITULO IV

EFEITOS TERMO-ELETRICOS, GALVANO-MAGNETICOS E TERMO-MAGNETICOS

IV.1 - OS EFEITOS

Definiremos a seguir os trés tipos de efeitos que serao

tratados neste capitulo:

i) Efeitos Termo-Elétricos: sao os efeitos causados em um metal

por uma corrente elétrica ou por um gradiente de temperatura,quan-

do nenhum campo magnético externo esta presente.

ii) Efeitos Galvano-Magnéticos: guando uma corrente elétrica per-

corre o metal e este esta sujeito a um campo magnético externo.

iii) Efeitos Termo-magnéticos: caracterizados pela existéncia de

um campo magnético externo e por um gradiente de temperatura apli
cado ao metal.

Em se tratando de efeitos galvano-magnéticos e termo-mag-
néticos consideraremos duas classes:
a) Efeitos transversais: que sucedem perpendiculazmente a um cam-

po magnético externo.
b) Efeitos longitudinais: que se manifestam no mesmo sentido do

campo magnético externo.

Apresentaremos todos os efeitos, tomando equagoes do campo



32

elétricoéi e do fluxo de calor q, em funcao do gradiente de tem-
peratura %}%— e da corrente elétrica Ji'

g impo%tante ressaltar que o campo elétrico no interior
do metalféi € composto de duas partes: a de origem externa que &

igual a E, = -S%?Z, onde ¥ é o potencial elétrico aplicado exter-

namente e a outra devido ao potencial quimico do metal‘j e que &
1273

dada por e o %,

IV.2 - AS EQUAGCOES ESTACIONARIAS PARA O CAMPO ELETRICO E O _FLUXO
DE CALOR

Da segao (III.5), equagoes (III.5.2) e (III.5.3) temos:

6. A, Q:A
X
~9a
C. 3,
¢ L(] © A
Observando a relagEo de Onsager-Casimir G* = - A* e

ij ij
lembrando que o fluxo de entropia(bi é dado pela equagao (III.4.4)

AR RS RS

reescrevemos o sistema de equagoes acima como sendo:

¥
é F)A 4;21_37 pd jé (IV.2.1)

_ K T sy
?0 4 91 ( i t > oy ) ) (Iv.2.2)
onde:

¥
k..;rcu , ﬁA:_Tﬁ /.

e cujos coeficientes A*i., C*ij e D*i. sao dados respectivamente
pelas equagoes (III.5.4) (III.5.5) e (III.5.6). Podemos expres-
sar as equagoes (IV.2.1) e (IV.2.2) em componentes cartesianas
X, Yy € z como:
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¥ * x I 4 * >
éx: Q?/ :5)(/ -+ pxg Ja -+ Qy}‘%’ + Axxag—iz——f 413935'—}/)13%/(1".2-3)
* ¥ o * * >
_ J
vof e _ ¥* _ L —
é{;-—- ijx + 83 Jy + 43 5+'qax%§ + @;3; *@2%/”" 2.3
S // o * ~X
Qx: Ny o3 - 18 Ll ':(9 ‘95 (h.zx +E‘):&"T’13 5 - “133} J (Iv.2.6)
x * % + ¥ i ¥
9y =K 2T - K, 3T~ Ky 3 - 77)(Jx—(ligé+3£352-“azbg(/w.z.?)

7 % B
- T3y S, _(H”#%’)%/(Iv.z.s)

Se estabelecermos que o metal reppusa no plano xy e que
o campo magnético exterior esta dirigido segundo o eixo positivo
dos z, isto é, o vetor indugao magnética é:

B = (0,0,B) (Iv.2.9)

os coeficientes assumem literalmente os valores:

¥ ] A o ol
. K A I,X4+ 5T, | 424
sz XeXT 2 E’(31310+5I¢,S)‘1[(3 R hg_zjﬁ.,?%nkﬁ’!_*aj
D*
23:#— 1_5/7 (3:z,z+512,5 o [BLY+51,8)+ 8 B0 4 500) 4
37,4 220 4B
ML ,{fmxT TT¥ (,2%»1«7')74—
- o 4 o
33° X 2 L (3L ¢ +5714S)
x * ¥ * * * x *
D _ 0 _D _o _ .
013: 9"'?5‘82'0’%2'0’“‘)03":‘0"?

(Iv.2.10)
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&

Arx =- L 3m L C¥(51,-3L%/kT) 4+ 5 (11, - 514, T/RT) 4
y 310 (51, -3L3/kT) 1, 347 4, B3]
3L,Y +5I,% 77*,23,»;«7- 77
¥ 2
A - R £ J l S (U T, - 25T ) [>
1‘) 2 3Iﬂ +9Ty 5 Z{}(Q"ka)I 1 (31:1{;2_;1-\‘3)
-
A. - _k 1 & (51,-31,3 S (21, _ 51,3
3% = T a4 3I,¥+515 Loty ) ¢ 5"5?)]
x ¥ * x ¥ x X *
- = /9 < = . = . --A
(IV.2.11)
*
/ 2 3
K - - T K NEED -24 1,1,
X ~ X£1 £ 31:,Y+53q57&£; T
14} Y (3I,%+5T¢S) NF TI*
.1,[ / I, P
”"’ 31_2{4-
_ 1T R Y] 95T - 21357,
Kaz = - X AT (311x+s:n,s,)( T <)
# * ” k *
Kx} Kg} = /(33 =0 ) Kg‘a = Kex 3 Kx“‘kzg (IV.2.12)
enquanto que
//‘.3. _ 7',4)4'(1 ) (Iv.2.13)
e ZX* € definido por:
¥ JA(J 2 2
- 2 31 . ‘ (IV.2.14)
A - 4 +,23/»1KT' ( 31, »*+ 53y 3 )6

IV.3 - EFEITOS TERMO-ELETRICOS

Para a determinagao destes efeitos fazemos nos coeficien-
tes das equagoes (IV.2.1) e (IV.2.2):
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/ (Iv.3.1)

e conseqlientemente de (1IV.2.14)

*
A =1, (IV.3.2)

Escolhendo uma diregao preferencial como por exemplo X,
temos para os campos éi e q:

24 %
é A aT . D3, (IV.3.3)

x T X oy x
¥ X -
?xv = — Km g{ — (i + g)J,,, (Iv.3.4)

Observando estas equagaes relacionamos os seguintes coe-

ficientes representativos de seus efeitos:

i) coeficiente da condutividade elétrica O
Quando a temperatura permanece constante em todo o metal

o campo elétrico em seu interior corresponde ao gradiente de po-
tencial aplicado externamente, visto ser o potencial quimico 3,
funcao unicamente da temperatura (vide equagao A.6), onde X = =7
eo(o =-i—%) . A razao entre a densidade de corrente elétrica que
percorre o metal Jx e este campo elétr:l.co(’gx € definido como o

coeficiente de condutividade elétrica. Assim:

S
O = (&z>%:o ' (Iv.3.5)

O valor deste coeficiente pode ser obtido de (IV.3.3) e
de (Iv.2.10):

Gz_l_’ - xJL/LTj% (34, Y+ 51,8) . (Iv.3.6)

Xx

Observando as expressdes deX, ¥ e & (segdo III.3)eos re-
sultados das integrais In (9 na tabela A.l do apéndice A, vem:

G - maed,

T (@ m %)X (Iv.3.7)
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ondem € a densidade do nimero de elétrons que é dado por:

)

—

)

~ 3
ngﬁp (ImTo) (Iv.3.8)

ii) coeficiente de condutividade térmica K

Este coeficiente € dado pela razao entre o fluxo de calor
e o0 negativo do gradiente de temperatura, sendo determinado a cir-
cuito aberto.

Por definigao:

X: (:%%—\)Sio ) (Iv.3.9)

que pode ser encontrado das equagoes (IV.3.4) e (IV.2.12). Assim:

¥ 2
XK . -x% AT R’ 951d-2DLT , (1v.3.10)
o L (3L +STyST!

ou escrevendo apdos a substituicao da constante X e de I,0 Iy, I,

* -~
Y, Sem , em funcao do resultado das integrais Inkd)(tabela A.l):

2,2
X- m TR T4, ) (IV.3.11)
3 (Qm:fo):i oD
sendo /vy a densidade do numero de elétrons (IV.3.8).

iii) coeficiente da forga termo-elétrica £

Quando um gradiente de temperatura é aplicado, verifica-
se que além de um fluxo de calor, uma corrente elétrica efetiva
percorrera o metal no sentido da regiao de baixa temperatura.

Apos ser atingido o estado estacionario (quando cessa
esta corrente), havera um acimulo de elétrons nesta regiao, e,
conseqlientemente a produgao de um campo elétrico.

O coeficiente da forga termo-elétrica € um coeficiente
que mede quantitantivamente o fenomeno do surgimento de um campo
elétrico quando existe um gradiente de temperatura num metal em
circuito aberto. Define-se:

£ (Lx

) , (Iv.3.12)
T /3.0
%

x
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Das equagoes (IV.3.3) e (IV.2.1l) temos:

E-fy - R b (T T-35304 5 01 - 5330 ]

(Iv.3.13)
Substituindo os valores de X, ) ,'S e as integrais In\q)em
funcao dos resultados da tabela (A.l), obtemos:

>

730

E._ R
= T . (IV.3.14)

QM=q

*
iv) coeficiente do efeito Peltier |
O efeito Peltier esta relacionado com o aumento ou de-

créscimo de temperatura em uma jungao de uma liga metalica quan-
do, através desta, flui uma corrente elétrica. Como nao estamos
interessados, aqui, na descrigao de fenomenos que ocorrem em li-
gas metalicas, apenas relacionaremos o coeficiente de Peltier,
o qual é dado com o auxilio de (IV.2.13) e (IV.3.14):

// __TE_-TR g’;_/f . (IV.3.15)

-

A relagdo (IV.3.15) & também conhecida como a 22 relagao
de Thomson.

Uma importante relagao entre os coeficientes de conduti-
vidade térmica e elétrica € conhecida como lei de Wiedemann-Franz
(vide [1], [4] e [6)). se dividirmos a equagdo (IV.3.1l1) pela
equagao (IV.3.7) obtemos:

X .
g

22
RS T (IV.3.16)
2*

/

T
3
que expressa matematicamente a referida lei.

IV.4 - EFEITOS GALVANO-MAGNETICOS E TERMO-MAGNETICOS

Como ja dissemos anteriormente, estamos interessadoss no
caso em que o metal se encontra no plano xy e estd submetido a um
campo magnético cujo vetor indugao € dado por B = (0,0,B).

Suponhamos que existe uma corrente percorrendo o metal
(denominada de corrente primaria) que tera diregao do eixoxe o
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sentido positivo deste eixo.

Os efeitos longitudinais num campo magnético 1longitudinal
possuem os mesmos coeficientes daqueles obtidos anteriormente para
os efeitos termo-elétricos, pois o campo magnético nao altera o
movimento dos elétrons segundo a diregao z. Portanto, nao os tra-
taremos aqui.

Os efeitos transversais podem ainda ser classificados como
isotérmicos e adiabaticos. A seguir, analisaremos todos os tipos
de efeitos transversais que ocorrem num metal sujeito a um campo
magnético externo.

IV.4.1 - Efeitos transversais isotérmicos

Denominamos efeitos isotérmicos aqueles que se manifestam
quando o gradiente de temperatura, perpendicular a corrente pri-
maria e ao campo magnético, se anula, isto é:

2T . (IvV.4.1)
&
A primeira condicao a ser tratada € aquela em que nenhum

gradiente de temperatura esta presente e a corrente transversa a
corrente primiaria € nula. Resumindo:

12 eondicio: 92%_ '}»‘I = 33 -0 . (IV.4.2)

Desta condigcao obtemos dois coeficientes:
1 - coeficiente isotérmico da condutividade elétrica

M
6 = I (IV.4.3)
BHx

Das equagoes (IV.2.3) e (IV.2.10) obtemos:
v 2 < 2
6-1_’)(,0_17"».{ ( 31a )‘ﬁLJD.
0T L4+ TI,N+5Tas TP PmRT T :

AT 2L 1B
o BLY¥#5Ty8). L4+ STYs5T% 71 S RT T :

(IV.4.4)

que no limite de campos magnéticos muito fracos (B>0) reduz-se a:
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G::XMT_}%_<3143A+5L,53 ,

(Iv.4.5)
Se determinarmos a variagao relativa, obtemos:
L 1 "
ﬂ.A_g__ = GL- Gn G—QJ—LT (IV 4 6)
QS % 1+ 0,0 o

a, e a, podem ser determinados através dos resultados das inte-
grais In(q) obtidos da tabela A.l, fornecendo-nos:

~ ol 2, Q 2
X 7'
QA - - o~ = R
= ] (Iv.4.7)
4 5) (2 .go)@
)
Q. - lAg
92/ - ‘QM{O * (IV.4.8)

Observamos completa concordancia da equagao (IV.4.6) com
o resultado obtido por Sommerfeld & Frank (3].

2 - coeficiente isotérmico de Hall

O efeito Hall é o fenomeno da produgao de um campo elé-
trico transverso Qﬁy) a uma corrente elétrica segundo a direcgao
X na presenca de um campo magnético.

Por definigao:

/?&:_@_ . (IV.4.9)
D3I,

Das equagoes (IV.4.9), (IV.2.4) e (IV.2.10) segue:

4 & 2
b %’““f‘:‘ﬁ' i BX+5IQB)#§'}ET’I’"B]

Yy [P 3L $558) + b (31,0 51,6011 +
GmRTIT AT
b
31 L4t B
t ‘(‘(3I°z¥+5;rts)+ S (31, (2 +5140) TV PmkT T* %

(IV.4.10)
No limite em que B30 (IV.4.10) reduz-se a:
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'

L
IFO - - )'QT 311{(. 1 [ X {34}!;5-&:5) + S(?).fq-fl.e‘-sfqg)_;
a - N o
XaT (PnRT) (31, +514%)° (IV.4.11)
Podemos determinar a variagao relativa com o auxilio das
integrais I,069 (vide tabela A.1 no apéndice) :

. ': N a
AR‘L - R - Ro - jfi B 2 /
R: - VE e ,J_—z 1) (IV.4.12)
com:
N 2 2
Z' = - A Md‘&’/"?i A = Oy / (IV.4.13)
4 3 (2m35,)°

=L 2= 4 (1V.4.14)

L
R._4 (1IV.4.15)
m R
Verifica-se nesta teoria que as variagoes relativas para
ambos os coeficientes de condutividade elétrica e do efeito Hall,
equacoes (IV.4.6) e (IV.4.12), sao iguais, isto €, possuem a mes-
ma dependéncia com relacao a indugao magnética:

AG . AR

- . . (Iv.4.16)
Ge = R

Na 22 condicao impoe-se que, além do gradiente de tempe-
raturaa—-?- ser nulo, nao existe nenhuma corrente segundo as dire-

oY

¢oes x e y. Em resumo:

2§ condigEo: 92%’_: jx_: 32 = O . (IV.4.17)
Com esta condigao imposta, determinamos trés coeficientes

a saber (seguindo a numeragao inicial):

3 - coeficiente isotérmico de Nerast
O efeito Nernst é o fenomeno da produgao de um campo elé-

trico transversogy devido a um fluxo de calor q, através do me-
tal na presenga de um campo magnético. O coeficiente do efeito

-

Nernst e definido por:
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i g
L - Gy (IV.4.18)
DT
A
Das equagoes (IV.2.4), (IV.4.18) e (IV.2.11), fica:
Q.4 St gy
= - - - _‘K_ -4 J + BI‘Q ) Jl:li , Ba
B 2 (33,¢ +5E§)E (3IQX‘+ST~1%):':‘_; PmRT TF J'
el ) s (adT.T -2510 ) .
(PmRT)T T*  (31,¢+ 5145) (1v.4.19)

Se fizermos B tender a zero e substituirmos em fung¢ao dos
resultados das integrais In (o), segue que:

.
A

2
Q - oA k"ZT/m
o) 3 (2am 3 )sz . (IV.4.20)

Da mesma forma, obtemos em fungao dos resultados das inte-
grais (tabela A.l):
L
o __ 1 ) (IV.4.21)
Q: 1+ qy p*

a, € dado pela equagao (IV.4.8) e podemos observar que o coefici-

ente de Nernst isotérmico também depende de Bz.

4 - coeficiente isotérmico de Ettingshausen-Nernst

Este efeito € analogo ao do efeito da forga termo-elétri-
ca (na classe dos efeitos Termo-Elétricos) na presenga de um cam-
po magnético aplicado a um metal. Este & um efeito longitudinal a

-

corrente primaria e seu coeficiente &€ definido por:

L 4
LZ = ('__g"l_x . (IvV.4.22)
2%

Das equagoes (IV.2.3), (IV.2.11l) e (IV.4.22), segue:
’ .

A x Q _‘(
Q:Hlx:—)@ ! d4f 312 AP iy BQ].
2 31;2 )f+5jq$ ‘31:l!“+5fq5}71"&3mk7' Vi
N (5T, —aTae ) + $ (+I,-5T42H)]{ 14 _30 .
[ A RT Rt 3L, + 5145
- o ol
v (514—3121 ).Lv_!._*l / 8 V4
AT °TF PrT TF T5Ty Z3T:2) + 6 (RI-51,5.)

(IV:4.23)
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No limite quando o campo magnético tende a zero:

Y i

O v 1 . o
-~ Ty - 31,3 _5TI,S 4.
o T 31‘3{*_51,”5[)!‘ (514~ 3 o Y+ b (FI,- 5 9}%__?)]'(1\; 4.24)

Tomando-se a variagao relativa como anteriormente e subs-

tituindoX‘,s , ™, S e as integrais Ix(‘q)em func;éo do resultado des
tas integrais na tabela A.l (apéndice A), encontramos:

| Y a

ALD _ e/ B ) (Iv.4.25)

N 1 4ia,D

) T %

onde:

0, = 2 : / (IV.4.26)
& m o

Cy - 24 (IV.4.27)
T %, ! .

¥,
Q S l (IV.4.28)

?? B P )

onde notamos (IV.4.25) nova dependéncia em Bz, a gqual difere da
encontrada paraCYi, Ri e Qi, apenas no numerador.

5 - coeficiente isotérmico de condutividade térmica

XL
= -%: : (IV.4.29)
L

Das equagoes (IV.2.6), (IV.2.13) e JIV.4.29):

* ¥ 2 2 274
oo Kew = = x22T & 31, S Gy

R ’ 312“3Lf L4+ 3193*+51qu TRImK J

7{ (2515 - 1I,T,) . (Iv.4.30)

Tomando o limite quando B-0:

XL-_x,L!LT R { 1 (251} _ 213 I.) .

°  3L,¥+51,5 T*

(IV.4.31)
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Se substituirmos as equagoes (IV.4.30) e (IV.4.31) em fun-
¢ao dos resultados das integrais tabeladas In@X) e efetuando a di-
visao destas duas equagdes, obtemos:

:?* -— 4& — (IV.4.32)
o + 2
onde:
o2
QQ=_3L'2_/;L } (IV.4.33)
A
4 3 2
Xo: {f“” MA/;‘\’ A3 T | (IV.4.34)

Verificamos das equagoes (IV.4.25) e (IV.4.32) que:

N,
or : (IV.4.35)
[+

IV.4.2 - Efeitos transversais adiabaticos
Denotamos por efeito adiabatico aqueles que ocorrem quan-

do o fluxo de calor perpendicularmente a corrente se anula, quer
dizer:

- 0 (Iv.4.36)
1y /

com a condicao suplementar de que:

—%},—;: O quando jx # O

Esta Gltima condicao &€ devida a grande condutividade tér-
mica dos metais que faz com que haja um fluxo de calor, que acom-
panha a corrente elétrica, rapido o bastante, tal que a tempera-
tura, segundo a direcao x, se mantém constante ao longo do metal
[3].

Como primeira condigao, impomos que tanto o gradiente de
temperatura na diregao da corrente primaria, como a corrente elé-
trica e o fluxo de calor perpendiculares a esta corrente, sao nu-
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los. Assim, definimos:

12 condicdo: % = 6'3 - %_xI -0 (IV.4.37)

Se impuzermos as condigoes (IV.4.37) nas equagdes (IV.2.3),
(Iv.2.4), (IV.2.6) e (IV.2.7), obtemos o seguinte sistema de qua-
tro equagoes:

&

x

i

* *
0 ) A 3T (Iv.4.38)
xx Yz t X
? 9

* *
b )N /9“ 99_7_' (1v.4.39)

* <
g» - - kx'& ;;9-; _ (T, +%) NS (1v.4.40)
* 7 5
0- _ 2T _ U (IV.4.41)
= K’é‘& 5 4 I

Desta condicao encontramos 3 coeficientes definidos abai-
X0 e gque seguem a mesma numeragao ja estabelecida para os efeitos
isotérmicos.

6 - coeficiente adiabatico de condutividade elétrica

o <
Q - Ox (IV.4.42)

™

Do sistema de equagoes descrito por (IV.4.38) e (IV.4.41)
segue que:

o. *
Q . ] -
Q‘K*a T

Em termos dos resultados das integrais (tabela A.l) pode-

(IV.4.43)

mos obter que:
(5 _JlLd&_AégT_ . (IV.4.44)
Gifh"Sa)Q

Da equagao (IV.4.44) concluimos que o coeficiente adiaba-
tico da condutividade elétrica nao depende do campo magnético.Es-
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ta € uma caracteristica que sera valida para os demais coeficien-
tes adiabaticos eque serao vistos a seguir.

7 - coeficiente adiabatico de Hall

/Qov: _'_59;3_ . (IvV.4.45
B3,

Das equagoes (IV.4.39), (IV.4.41) e (IV.4.45):

Q

R

¥ A* cr’
( Dﬁ _ Oy yx )y (IV.4.46)

Ky
Com a substituigao em fungao dos resultados das integrais
tabeladas encontramos para o valor de rR?:

o
B

o

3
A P S R (1V.4.47)

?(meo\%‘ﬁ/&._ m o

que concorda com o resultado encontrado por Sommerfeld-Frank [3]..

8 - coeficiente adiabatico de Ettingshausen
O efeito Ettingshausen € o fenomeno do surgimento de um

gradiente de temperatura transverso % devido a passagem de uma
corrente elétrica segundo a diregao x, na presenca de um campo
magnético. £ um efeito essencialmente adiabatico.

Define-se:

P 2T (IV.4.48)

~¥
Pz 4 T (IV.4.49)

4y
Usando os valores dos resultados das integrais como € en-
contrado no apéndice A, obtemos:

P: 3R m T - T . (IV:4.50)
g (&"“3232‘ m < M3,

Este valor concorda com o encontrado por Sommerfeld &
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Frank [3].

Quatro efeitos termomagnéticos sao obtidos a circuito
aberto com a condicao de que o fluxo de calor transverso a corren-
te primaria seja nulo. Portanto:

a el - = H—
2% condicdo: q, = J, =J =0 (IV.4.51)

Novamente das equagoes (IV.2.3), (IV.2.4), (IV.2.6) e
(IV.2.7), obtemos o seguinte sistema de equagSes:

* ¥
é = Q, 2T A, 2T
X X X 1+ :x_3 93 (IV.4.52)
e
é:/qxfa'T+/7’*EI (IV.4.53)
* ¥ —
?x: _ Kxxg_a_% - K’“a % (IV.4.54)
oo K aT (IV.4.55)
_ _ Iv.4.
0= ™ Jx Mﬁ
9 - coeficiente adiabatico de Nernst
(s 93
& - &‘*_:g_
; . (IV.4.58)
-
5%’{

Segundo as equagoes (IV.4.53), (IV.4.58) e (IV.4.56):
a

¥ v ¥
Q = % ( f)ax + ﬁa&,&&) ) (IvV.4.57)
4

resultando com a substituicao dos valores das integrais I (=9 :

o ~E
W - TRAmT (IV.4.58)

(4m3 V&

Este resultado € 1,5 vezes maior que o encontrado por
Sommerfeld & Frank [3].
No referido artigo:
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QY. aTRY mT o9 Q" (IV.4.59)
> (9”“30)3

Para a prata a temperatura ambiente, o resultado experi -
mental para este coeficiente é:

-y
« -~ 4,8 x40
G - x (AK (IV.4.60)

Considerando (vide [5]) que a entalpia livre por elétron
e eondutividade elétrica para a prata a temperatura T = 295 K tem
respectivamente os valores‘so = 5,48 eV e 0 = 6,21 x 105(ghm.cm7}
encontra-se para o livre caminho médio.l = 5,28 x 10—6 cm.

Calculando (IV.4.59) (que é a expressao encontrada por
Sommerfeld-Frank) com o auxilio dos valores T, ff e 1 estimados

acima, verificamos que o coeficiente Q é igual a.

O

. -5 N
A K
O nosso coeficiente (IV.4.58) fornece, segundo as mesmas
condigoes:
o -4 a
& - 172ax 10 M_C-wke__) J (IV.4.62)
A

que comparado com o resultado (IV.4.61) esta mais proximo do re-
sultado experimental (IV.4.60).

10 - coeficiente adiabatico de Ettingshausen-Nernst

Este coeficiente também & chamado de coeficiente adiaba-
tico da forga termo-elétrica e é definido por:

(1_29ac (IV.4.63)
¢
Através de (IV.4.52) e (IV.4.55) segue que:

£ Qo ¥

= /th fgxq,}<%>c
Ko

que em funcao dos valores das integrais In(dJ dados no apéndice

/ (Iv.4.64)
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A na tabela A.1l:

* o ,
R * A

C-_-IL KT. Q) , (IV.4.65)
3 2%

11 - coeficiente adiabatico da condutividade térmica

o
X = :%L‘ ‘ (IV.4.66)
x

De (IV.4.54) e (IV.4.55), vem:

x L *
Xaz Kx _ l(x% I< x /
fod /(y (IV.4.67)
1

donde em fungao da tabela de integrais (A.l) (vide apéndice A) en-
contramos:

¥« dem TR T 50 -
IA ©

como obtido nos efeitos termo-elétricos para o coeficiente}<.

) (IV.4.68)

12 - coeficiente adiabatico de Righi-Leduc
Assim como o efeito Ettingshausen, o efeito Righi-Leduc é

somente um efeito adiabatico. £ definido como sendo o fenomeno do
aparecimento de um gradiente de temperatura transverso guando
existe um gradiente de temperatura ao longo da diregao x e um

campo magnético aplicado ao metal. Define-se o coeficiente de
Righi-Leduc como:
S . 3
= / .4.
DEEI (IV.4.69)
oxX

e das equagoes (IV.4.55) e (IV.4.69) concluimos que:

=B ?“- : (IV.4.70)

Com a devida substituicao dos valores das integrais Inkx),
obtemos:
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S = _.__2_2%_)‘ y, (IV.4.71)
(Q m Jo a

que, novamente esta deacordo com o resultado obtido por Sommer-
feld e Frank [ 3.

IV.5 - RELACOES ENVOLVENDO OS EFEITOS

As relagoes que envolvem os diversos efeitos sao denomi -
nadas relagoes de Heulinger (de Groot & Mazur [9]) e podem ser
demonstradas diretamente das definigoes em fungao dos coeficien-

* * * a -
tes matriciais A ij"D 13" K 15 e ﬂ’ij' nao necessitando de mai
ores detalhes para serem provadas.

Estas sao:

o i LAY
1) R - R, = Q P (Iv.5.1)
2) | - QL PB (IV.5.2)
Q
. ny
3) (QZ IR ) S (1Iv.5.3)
» x :
a) W _ & -_KSB (IV.5.4)

L L L
5) X X - K s'B (IV.5.5)

Por outro lado, a conhecida relagao de Bridgman:

TQL__- KLP y (IV.5.6)

pode ser facilmente verificada com o auxilio da equagao (IV.2.13):

. TA:;.

K
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Um quadro relacionando causa e efeito € mostrado a seguir
a fim de proporcionar um melhor entendimento a respeito dos efei-

tos:
Efeito
Causa (perpendicular § causa e ao cam- Nome do Efeito}
po magnético)
Densidade Campo Elétrico Efeito Hall
de .
Efeito
Corrente Gradiente de Temperatura Ettingshausen
Gradiente Campo Elétrico Efeito Nernst
de :
FTemperatura Gradiente de Temperatura Efeito

Righi-Leduc




capITULO V

CONCLUSAO

Esta teoria diferencia da teoria cinética proposta por
Sommerfeld (vide, por exemplo, [ 3], [ 4] e [6]) principalmente no
que se refere a fungao de distribuicao para os elétrons. Nestes
trabalhos a fungdo de distribuigao fora do equilibrio foi deter-
minada em termos do gradiente de temperatura, gradiente de po -
tencial quimico e do campo magnético. Em nosso trabalho, por in-
termédio da maximizagao da entropia, obtivemos uma fungao de
distribuicao fora do equilibrio, em termos da densidade de cor-
rente elétrica e do fluxo de calor (equagao II.3.14).

Através de nossa teoria pudemos comprovar as relagoes de
Onsager e Onsager-Casimir como pode ser verificado no capitulo
II1I.

Com relacao aos efeitos Termo-Elétricos obtivemos total
concordancia com os resultados de [3].

Na teoria proposta por Sommerfeld e Frank [3], os coefi-
cientes dos efeitos isotérmicos e adiabaticos foram obtidos com
aproximagoes diferentes. Nosso coeficientes foram todos obtidos
com a mesma aproximagao, os quais foram calculados através das
integrais In@x) determinadas até o terceiro termo.

Quanto aos efeitos transversos a corrente elétrica prima-
ria, os coeficientes adiabaticos de Ettingshausen e Righi-Leduc

determinados em [3) concordam com os aqui obtidos. Para o coefi-
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ciente do efeito Nernst, a relagao encontrada:

Qa = 3 Qi

é diferente de Qa = 2 Qi obtida em [3]). Para os coeficientes iso-
térmicos de Hall e da condutividade elétrica, foi demonstrado pos-
suirem igual dependéncia em B com relagao a suas variagoes relati-
vas. Nos coeficientes isotérmicos do efeito de Nernst e da condu-
tividade térmica encontramos a mesma razao entre os coeficientes
como funcao da indugao magnética e os coeficientes quando B tende
a zero.

Por fim mostramos que as relagoes de Heulinger e a relagao
de Bridgman [QJ e [12], resultaram demonstradas pela nossa teoria
cinética, uma vez que ficaram provadas as relagoes de Onsager.



APENDICE

A - AS INTEGRAIS DE FERMI - DIRAC

Em nosso trabalho necessitamos do calculo de integrais
que sao do tipo:

.00
m
1 (o) - x ol
m . x (A.1)
ol + 7
ot + 1
onde, em se tratando de gas de elétrons, o(=- < -4 x"?: - B
7 /3 ! /3¢ T

{ & a entalpia livre por elétron.
As integrais (A.l) satisfazem a relagao de recorréncia:

oLIDL,,w) - - _Lmi-_i_)_ IM_Q (<) | (A.2)

Estas integrais In () nao possuem solugao exata. Uma so-
lugao pode ser obtida em termos de uma série de poténcias em™.

Para um gas completamente degenerado (vide figura A.l),
< = -3 3’((-1 e a integral In o) se reduz aproximadamente a:

Ny m mel
I;N(d) ;';‘J 2 oo - _ X%

c

. (A.3)



54

Para um gas de Fermi completamente degenerado, o/ = -
a entalpia livre por elétron em termos de kT.:fo também & conhe-
cida como energia de Fermi.
A
A

—_
&

(o}
'
x

i——-—/vvv\/\’\/vvvv\,.

-O(O

Figura A.l - Nimero de elétrons por célula em fungao de x% em um
gas completamente degenerado.

As integrais In&x) para o gas de elétrons moderadamente
degenerado s3o dadas através de [13] (vide figura 2):

1 («)_ | cy m m DA
o) - e
m T (e¢) { 1 4+ (m+1)( "‘{)jz;—c(.z (A.4)

L+ (M pL)m-d)(m=3) (r - s).L_ + °°°-S .
5360«

Determinamos ¢ em fungao de o/  impondo a condigao que o
nimero de elétrons, para um gas completamente ou moderadamente
degenerado, € o mesmo. Assim, visto que o nimero de elétrons
N= Qa. Hm‘V (RT ).z},l' (« ) nao se modifica se calculado com
(A.3) ou (A.4) encontramos:

%:do{i-’?'l + 1 +}

Tomando uma aproximagdo de o¢ como fungao de até o se-
gundo membro e substituindo-a no segundo e terceiro termos do se-
gundo membro da equagao (A.5) obtemos:

I R AP
Q{ = 0(0 { 1 139(0 _gog(g + } « (A.6)

Substituindo (A.6) agora na integral (A.4) chegamos a:
m+4 1

IS =L (o) {11 o) 7 i Dl m-nL 5 +(m-3)(7m-q-i)]_2‘.1”+...}
+ Qq<x 57760'xo )

(A.7)
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que € a expressao da integral I, em funcao deX para um gas de
Fermi moderadamente degenerado.

\
—l—

—e.+1+j

l—r -

: x%ﬂé

0 -
Figura A.2 - Numero de elétrons por célula em fungao de x2 para
um gas moderadamente degenerado.

TABELA A.l

Tabela de integrais para um gas de Fermi moderadamente

degenerado (solugao obtida até o terceiro termo).

2 -3 ~Y -y
T (Y - L [ AV
%’ 4 '&No& 19 ° 80 0("}
_ZQ(«}:_:S/_%{i L0 + O }
T 2 2 - —_Y -9
13 («4):_1:/{_«06{1 4+ e, )?{1_30_/ <% ]
I, ()= L 2§ 2 -3 Y -4
g ()= £+ e 7] J
o I 2 3wt
SRR R T I
r ~ed =d 4
[ &2 I AV
Ié(“(} = Tc’(O {l- -+ L O(O ",% O(O }
Yy 2
_ ) =~ -2 94 -4
L= feo {1 a 200, L1
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B - CALCULO DAS PRODUCOES

A produgao P, € definida através de: (vide I.4.7)

i

P:_ / f—c (c;_c)}(gos)‘l’;‘sds / (B.1)

4 T4
com (I.2.3)
]
A C’c = - Qe A)Ri ) (B.2)

segue que:

/
Integral em dk € igual a:
| koA - T
(C.R) R, "’:ZZCCA'/ (B.4)

donde:

P:Z&Jecijdg ‘ (B.5)

4

Substituindo a fungao de distribuicao (II.3.14) em(B.5),
lembrando que dc = 4Wczdc e utilizando a relagao de recorréncia

A.2, chegamos a:

P.4a / KT T (45, (514 0T T, - 95,37

%'
L Am JkT 512 _QALI N &
(B.6)

A metodologia para o calculo de Q (equagao I.4.11) é se-

melhante.,
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C - RELACOES DE ONSAGER E ONSAGER-CASIMIR

C.1 - Resolucao do sistema de equacoes (III.2.1) e (III.2.2) no
estado estacionario

Partindo das equagoes de evolugao da densidade elétrica

J; e do fluxo de calor q;, fazendo g_%ua_gb_o , temos:

5 R VTQI 2 l/r -/L\VTéf[/9‘/T+ E~]-
3 m JX; ) L 9%

"

,[%(%) %I ) 5*'2'«+ Da]:\ %Q}: ) s* 9 (C.1.1)

q b3
L, i1 ol L5 0ok T L, [ 125 E}
“f(f})”’l:égxt*3n7m 9 1oy, T

De (C.l.1) podemos isolar qj, dando assim:
]

2 Z 5

)? 5k izl 75T, pf/r
% i(JM _é_/r A v, T;r,rﬂ.ve\v 4 J
- [ ﬁ(Qﬂl:/;) J;L’fe*éd‘k + E}R]jkzﬁ . (C.1.3)

k Substituindo (C.1.3) em (C.1l.2), simplificando o fator
(QRT)/

e deixando todos os termos em Jk no primeiro membro,
a equagao (C.1l.2) fica:

. l 1 *
9 ( IRTVY R y T d skt #1606,
(é)jmﬁk--ﬂ(_%_)%wr{(jq AL
' 2
_ 3 / KT
-G AY TR AT R EY T e

o L, z A 423A L E
. (31‘02[*7‘_ 5.[4/% )E‘A —P(;?—/?)VT I—ZB}[IT;)+TA} .
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Aplicando a matriz inversa (§-l)ki(cujo calculo sera visto
a sequir) a equagao (C.l.4) e apds alguns calculos obtemos isola-
damente Jk' Substituindo a expressao encontrada para Jk na equagao
(C.1.3), chegamos finalmente a solugio do sistema, obtendo a den-
sidade de corrente elétrica Jyeo fluxo de calor q; como fungao

de ZilﬁI_e J.a;zél + 1iL .
X, 2% T

C.2 - Calculo da Matriz Inversa

A matriz (§)ik de (C.1.4) tem a forma:

(§5m a8, + b @K + CD‘& ba-;q ) (C.2.1)

com:
*
T
O“:%f _E_T‘ J
fz’,, * *
b’:—%-(:;)-ﬂ) (8\ +9 ) / (C.2.2)
m
C= &
m
em que:

¥ ¢ g1l _ 9I3T%

4 LS S - . (C.2.3)

Necessitamos encontrar a matriz inversa (§_1)ik
-1 \
! )

Pelo teorema de Hamilton-Cayley temos que:

53 _ I §&+ Is- 113,4 =0 - (C.2.4)

~/

Se supuzermos que S & nao singular, segue de (C.2.4) que:
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§ :_I%_ S —]I1§+lr34-] J (c.2.5)
onde:
2
(§ ?Ur\: OCQS_A +§labBR +(Qo.c+lr)Bi‘§“{
+ Qe *ai%A“ fs 3 E&at%n.eik )
N
(52 ..OV iR .,_30'314*13. +(3dzc+3aly @J?E’
4 (cabe + 408, B, By +(30d 43618, 8, BBy 4
+5L’Q’ @/L éd 43‘ %Lgn‘*‘a(gn@u@xj[gl FB{R)/
(5)
I -4 (s, _ 4.(s%
el - Q At - ;2 ~ il J
T .d(s®) -5 (SY 5N
3 3 {4 L 324——41(“'3
(C.2.6)
Levando em consideragao que:
Bx{;:fﬁjk D« ) Qw=o £
(C.2.7)
éLQ_t £;m~m<: g&nn,sl - §&~ﬁé£”n /
obtemos:
(é)..:i%&—ogcﬁa y
L
(C.2.8)

<~§) - 3d — Q(2ac +1;")O&+«?C'251//
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(9), - 3e*-2 0 2B ac i’ a0 B¢,

AL

I = 30.,—-30[3& /

i —

2 4

.ZZ - _30:9 J_, Ya ¢ Col
2 = + (4 )8 + D, c.2.9)
2 4
, 3 o2 2
T, - & 4 ak’-28c)B +aclh .
Assim, substituindo, IIZ' IIl' S e §2 em (C.2.5) encontra-
mos a inversa (§—1)ik:

=1
(5 ) . o a QBQ ) S alk € [3\./_(,{,'2 ac-+c'2[34)['3[3 }
n~no . — o - N - L M 4 — . (, /‘?

R I { g ) d (C.2.10) /

com:

3 2 2 2 aY
]Z3: a’ 4 (a4t _2atc )b +d0)5 +  (C.2.11)

Trocando a, b e ¢ por seus valores (C.2.2), vem:

< >
& :j—(ﬁ—‘rﬁ%« (1= s e 0D

f
A~ \\/L-
x

&.

<
_ _.9____[ rr.e” B R,

Loyt er, a'stle )+¢e__/_é__ﬁ_7/5’/’}(czlz)

B RT
cujo valor del é:
A4 +°2-;~;£” #l—(x’: &, 2 s B,
+ ( "41:7)7,{,*2 BL/J ) (C.2.13)



C.3 - Calculo referente a prova das relagoes de Onsager

Da equagao (III.3.1ll):

(¢4 08) (5T, ¥ +7L8) + (X5 4 06) (514047 6)-

_(f0 . 08)(BT, 516) 4 (5046 )L, 0 4+5L8)

(C.3.1)
Reescrevendo o primeiro membro temos:
N C Y (SIyd+ 71453 el +1I06)] +
L [ (BT 1716 ) + OB L2 + 71,6)]) am

Considerando (III.3.10):

ALY+ ST4S) + 63T, +5T4®)_

{\(51'{\(—&- 7-225)-* o (5 T4dLL + 3%_126)/ (c.3.3)

(C.3.2) fica:
YL BIY +5T¢8) 4 6 (35,2 +5T40) 1 +

-+ 7'12933/

L S[ (5T + 1T, 8) + 8 (5T (e 3.4)

e rearranjando os termos:

2 :
@ 4 Q0) (BTN +55,8) + (60+6 ) (5T 7S)
(C.3.5)

Assim, em vista de (III.3.9):

61
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(51,¢ +75,9)= 3L, +51,6) ,  (c.3.6)

concluimos que (C.3.5) e igual ao segundo membro de (C.3.l), pro-
vocando a igualdade em (C.3.1) e consegquentemente a validade das
relagoes de Onsager.

C.4 - O fluxo de entropia dli e o campo elé’tricoéi como fungoes
do gradiente de temperatura %:JE e da densidade de corrente elétri-
caJ;. *

Tomando a equacao (C.l.3) que exprime qj, podemos rees -

crevé-la do seguinte modo:

EX
/ Ry T (5Iy - 3Ty S/mT) 2T ¢
£ (an1 57

% 1
- HE) %79 ik * Bd”]J*‘J.(c.«t.l)

V)
"IJ_
tam Y RT

A equacao estacionaria para o fluxo de calor (C.l.2) tam-

bém pode tomar a forma:

y
_%(Lﬁ_) kT,()_j [4(“2“7’)&”5&4’ 4()}(%3

L

2

2 - T . 5. RyTII LE,
2 (R)y Tg(J‘IC—ﬂﬂ/”)% rgEmY Ls
T3 0m f (C.4.2)

Substituindo (€.4.1l) em (C.4.2), isolando em i(c.4.3) o
termo envolvendo éi e simplificando o fator %(o?_f_m}ﬂ—)"’_séobtemos:

L3 - ‘
{2y g (akT)S THe% (5T -3LS/KT) 4 §¥ (47T, - b49</1<7')]§3+
L m 3

mm

2T _ RT _
+$§V§ ”«&(5I_3.LQ*S//,<T)73 J2I {%I( " ns)sa+

ca

I(i——r) (14 6 )5 * @AZ}«ABJ:(§>AC%
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onde:
(S*r ¥ *
~ ).. - { Qo + b Q } ) (C.4.4)
4 A ]
sendo:
x L
O - & (2kT)*
-7 " m / (C.4.5)
¥ 2 2
~MA
e lembrando que:
= 2 =
- - g
Vo R e 1, (C.4.6)
n

Processando a inversao da matriz (§*)ij (como no apéndice

C.1 para (S), J), fazendo a = a*, b = b* e ¢c = ¢* = 0 na equagao

(C.2.10) e aplicando a matriz inversa obtida (S* l)ij aos dois
membros da equagao (C.4.3) chega-se a:

e

A1 s

o _ _4b v J 1 )
6?& - ~________,-{[(31)X+57;é)4- Y B_J;kg +

Y2 hT 2 & BI¢+51,5)

L [ (3I,0 + 5T 8)y $6I,0 +5T,6) 43T, | 87
@im)a[ (3128 +5T48)4 50Ty +5140) + ‘%‘_-TT'*J

T $ (9515 — JolI)BB)SU -
+ —
T T T 37,5+ 5145 d

- K '374575—1’"5 Ve {”‘519—3423/ﬂ<'r)+ & (AT, 50, Skt)+
& 34

31a (5Tq 3L 3/k7) L 4" 1 p7] n
3T, +524% ? % TR T _.,,,
, 45 (&5I& -4 T ) ¢ ;
+(ﬁ”;£?z ?‘ (BIQX +51q$) k(\r} 4

~

5435(@141,_—251,) YLy A Y. %}9

=%
(3J,2X\+5.1\45) T'*QS/’”KT 7 X

[N

(C.4.7)
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Substituindo (C.4.7) em (C.4.1) encontramos o fluxo de ca-

lor q . e assim, através da equagao (III.4.4),¢= %:E-i- i_rjn s O
fluxo de entropia: R

X AT (95T -94TLT) 5
g T 3L¥+51q5 & B
| /31 B 4 31 Lo2d BAl2
-2 31 é 2 } 7
(PmrTE T GRtrsI ) M A T IESTs T AT T AT
-k ! {L‘ P (5T, _3L,SAKT) o & (7T, - BT 3/KT) 4
L AT (31 PSTys) t0 4 + ’
31, (‘5:;’;./ - 37 /T ). L x__‘[___ £ B Jé‘n _
(BIJX‘-)-SIQ%) ¥ ”3/”11/’7.77* A
L SQULL - 95T7) g B+ 2o (2UTT-I5T),
("%M')* T* (3;,0+5T,5) Agn (3r ¥+ 57,57
WRRETAN] B, B,
CTFo3mkT T RS } § (C.4.8)

O termo que aparece em ambas as equagoes (C.4.7) e (C.4.8):

A 1 + _’iﬁ ( 3T, °2"B&”

)
E 3T 3102 S+ 519,‘5*

(C.4.9)

é oriundo da inversao da matriz (§*)ij .
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