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RESUMO

Desenvolvemos uma teoria cinética para um gãs de elétrons 
em um metal, a partir do modelo de Lorentz e Sommerfeld, baseando - 
nos no método dos momentos de Grad. Nesta teoria considera-se como 
campos básicos os de densidade de massa, de energia e de corrente 
elétrica e o campo do fluxo de calor, e determina-se a função de 
distribuição fora do equilíbrio através da maximização da entropia.

Das equações de evolução, da densidade de corrente elétrjL 
ca e do fluxo de calor, obtivemos os coeficientes relativos aos 
efeitos termoelétricos, galvanomagnêticos e termomagnéticos e veri 
camos as relações de Onsager e Onsager-Casimir.



ABSTRACT

We develop a kinetic theory to an electron gas on a metal 
from Lorentz and Sommerfeld model, which is based on Grad's moment 
method. In this theory the fields of density of mass, energy and 
electric current and heat flux are considered as basic fields, and 
the distribution function out of equilibrium through entropy maximjl 
zation is determined.

From equations of evolution of electric current density 
and heat flux we obtained the relative coefficients to thermo - 
electric, galvanomagnetic, and thermomagnetic effects. The Onsager 
and Onsager-Casimir relations are also verified.
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INTRODUÇÃO

Quem primeiro desenvolveu um modelo de gás de elétrons em
um metal, baseando-se na mecânica clássica, foi Drude (vide, por
exemplo, C1] ), que considerou os elétrons de valência do metal„ 3movendo-se livremente com energia cinetica igual a ^ kT entre os 
íons de grande massa e fixos.

Este modelo, embora simples, foi de considerável sucessp 
na época e ainda hoje desempenha um papel importante na evolu - 
ção dos novos modelos, propiciando estimativas de algtins fenô
menos de condução elétrica e de calor através do metal.

Lorentz C2j aperfeiçoou o modelo considerando que a fun
ção de distribuição apropriada ao comportamento dos elétrons era
a de Maxwell-Boltzmann, e que a equação de Boltzmann, já utiliea- 
da em outras áreas da física na época, aplicava-se na descrição 
da distribuição dos elétrons em um metal.

O modelo de SommerfeldC3j, C4J, C5] e [6] concorda em 
muitos aspectos com os modelos de Drude e de Lorentz, divergindo 
basicamente com relação a função de distribuição. Neste modelo 
considera-se que os elétrons obedecem a estatística de Fermi-Dirac 
para fermions idênticos.

Em todos os modelos despreza-se a interação elétron-elé- 
tron, enquanto a interação elétron-íon é considerada de curto al- 
cançe, somente ocorrendo colisões quando os elétrons atingem os
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íons (esferas de grande massa em comparação com a dos elétrons)que 
são compostos de nucleo e das camadas eletrônicas.

No capitulo I desenvolvemos os fundamentos da teoria ciné- 
tica aplicada a um gãs de elétrons em um metal com base no modelo 
de Lorentz e Sommerfeld.Determinamos a equação de transporte atra
vés da equação de Boltzmann e , na seqüência, as equações de balan
ço para os campos de nossa teoria.

O capitulo II ê reservado ao estudo da entropia e da fun
ção de distribuição. Por intermédio da maximização da entropia fo
ra do equilíbrio é encontrada a função de distribuição.

Destinamos o capítulo III para a prova das relações de On- 
sager f7j e Onsager-Casimir 0 0  e â discussão do porquê da escolha 
dos fluxos e forças para que elas sejam verificadas.

Complementamos nosso estudo com o capitulo IV, cujo teor
trata da análise dos efeitos termo-elêtricos, galvano-magnéticos e
termo-magnéticos C3] , [4j, [63, [93 a [123. Neste capitulo são 
feitas algumas comparações com o artigo de Sommerfeld & Frank [3} 
e análise das relações de Heulinger e Bridgman.

As conclusões a respeito do trabalho são encontradas no 
capítulo V.

Utilizaremos a notação cartesiana para os tensores.Os pa
rênteses ponteagudos em torno dos índices representam a parte si
métrica dos tensores sem o traço, por exemplo:

T ( fxj + T  f** \  •



CAPÍTULO I 
A EQUAÇÃO DE BOLTZMANN

1.1 - INTRODUÇÃO

Como objetivo principal deste capítulo, iremos deduzir a 
equação de Boltzmann para um gãs de elétrons em um metal que está 
sujeito a um campo magnético e a um campo elétrico externo. Tendo 
em mãos esta equação encontramos a equação de transporte e a par
tir desta, as equações de balanço para os campos básicos de nossa 
teoria.

Consideraremos os elétrons distribuídos em células que 
correspondem a elementos de volume de fase (x,c), onde x i o ve
tor posição de um elétron e c o  vetor velocidade associado a este 
elétron.

0 elemento de volume dxdc do espaço de fase que aparecerá 
nas integrais no desenvolvimento do nosso trabalho, representa o 
produto dx^dXjdXjdc^dCjdc^# onde os índices 1, 2 e 3 significam 
respectivamente as coordenadas cartesianas x, y e z.

A integral em dx será tomada em todo o volume V no qual 
está contido o gás e a integral em dc será avaliada de — » a +“ 
em três integrais correspondentes a cada coordenada; em coordena
das esféricas o elemento de volume no espaço de velocidade é

2 -  igual a 4írc dc e neste caso c varia de 0 a +® . Nao explicitare
mos estes limites de integração no transcorrer do texto.
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O estado do gás de elétrons i caracterizado por uma fun
ção de distribuição f(x,c,t), tal que:

nos dã o número de elétrons que se encontram nas posições entre 
x e x + dx com velocidades entre c e c + dc no instante t.

Apõs um intervalo de tempo infinitesimal At, os elétrons 
ocuparão uma nova posição no espaço (x^*, c^*):

x* = X , 4- a - A t ,

cá -  +■ Ij A t  ) (1.1.1)

onde:

■tr
i. - i, +  j

(1-1 . 2)

com:

3 ^  - ^  *

e são respectivamente as componentes do campo elé
trico e da indução magnética e a força externa especifica to
tal, a qual estão sujeitos os elétrons de massa m e carga elé
trica (-e) no gás.

A nova função de distribuição será então: f(x*,c*,t*) e 
o número de elétrons por elemento de volume de fase:

f (Tc , c* ji ) d  *x d  c .

Como poderão existir colisões com os lons neste interva
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lo de tempo, o número de elétrons que estavam no volume de fase 
dxdc não será o mesmo daqueles que estarão no volume de fase 
dx*dc*f Isto significa que devido a colisões com os íons,os elé
trons poderão entrar ou sair de um elemento de volume de fase a 
todo o instante, durante o intervalo de tempo At. Esta mudança 
no número de pontos de fase é proporcional a dxdc e é dada pela 
diferença:

Jacobiano de transformação entre (x,c) e (x*,c*) é unitário. P é 
a taxa de criação ou destruição de pontos no elemento âxdç no 
espaço de fase.

Dividindo (1.1.3) por dxdcAt e levando ao limite quando 
tende a zero, encontramos a equação de Boltzmann:

Para o cálculo da taxa P, devemos estudar a dinâmica da 
colisão binária.

1.2 - DINÂMICA DA COLISÃO BINÁRIA

Analisemos agora a colisão entre um elétron e um íon 
dentro do metal.

Suponhamos que um elétron com velocidade c apõs colidir 
com um íon passe a ter uma velocidade c' conforme o esquema da 
figura 1. Em razão do íon ter uma massa muito maior em compara
ção com a massa do elétron, a velocidade do íon apõs a colisão 
continuará nula e pela conservação da energia cinética em um 
choque perfeitamente elástico |c'| = lc|.

( x* c, i  ) oíx. ale _  ^  (%, Çi£ ) doe dc, - P oloç dc. At .

(1.1.3)

Na equação acima foi considerado dx*dc* * dxdc, pois o

(1.1.4)

e a m

Figura 1 - Geometria da colisão
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k é um versor chamado vetor colisão que indica a direção 
radial, com o sentido sendo o da superfície de raio S para o cen
tro do íon.

A variação do momento linear que ocorre no sistema cons
tituído de um elétron e um íon ê:

A

onde a componente tangencial â esfera considerada no ponto de 
contato ê nula e a componente radial no mesmo ponto é:

_ X  nry\ ( C « M  ) M. j (1.2.2)

donde obtém-se a velocidade final em função da inicial:

e \ ; e.^ - a  (ti ) n L . (i.2.3)

Vamos supor que antes da colisão os elétrons tenham velo
cidades entre c e c + dc e dirijam-se para o elemento de superfí
cie S dk, onde dk = sen0d6d<J> é o ângulo definido entre k e 
k + dk. Todos os elétrons próximos a um íon localizados dentro de 
um volume cilíndrico de área S dk e de altura (c.k)dt irão coli
dir com o íon no intervalo de tempo dt (figura 2). Assim:

í (X,c,í) dc. (ç..ís)Sa'dtí dt

é o número de tais colisões.
Multiplicando pela densidade de número de íons no metal 

n , dividindo por dcdt e integrando em todas as direções em que 
i possível que um elétron com velocidade entre c e c + dc choque 
com o íon (0 < 0 ( . e 0< $ < f|t ) , determinamos a taxa de des
truição de pontos de fase que representamos por P- :

a* Í

z I />i0 J ('*,£,/ ) (£o%)s d-tS = í b6* ô áed(j>
/ 1  ' ( 1 . 2 . 4 )o o
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h
Cdt

• 2 Figura 2 - Todos os elêt le volume (c.k)dtS dk
chocar^se-ão com o íon no elemento de superfície ~
dA = S dk durante o intervalo de tempo dt.

A cada colisão direta em que um elétron muda sua velocida
de c para c', existe uma colisão inversa tal que sua velocidade 
passa de c' para c, havendo assim o que chamamos criação de pontos 
de fase.

calculada de maneira similar à densidade da taxa de destruição, 
obtendo-se:

J
onde k ' é igual -k.

A distribuição fixa dos íons dada por nQ pode ser determi
nada em função do livre caminho médio (distância média percorri
da por um elétron durante o intervalo de tempo entre duas colisões 
sucessivas). 0 livre caminho médio é obtido levando em conta que 
a seção de choque é um círculo de raio S. Se um elétron desloca-se 
por entre estes íons e a cada choque desvia-se indo colidir com
outro íon, podemos idealizar um cilindro construído no intervalo

» 2de tempo At, de comprimento cAt e ãrea de base ttS . Se dividirmos 
o percurso total do elétron neste intervalo (cAt) pelo numero de 
íons que se encontram no caminho deste (n0irS cAt) obtemos para o 
livre caminho médio:

A taxa de criação por unidade de volume de fase pode ser

(1.2.5)

l , ± -  ,T s X  '
( 1 . 2 . 6 )
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enquanto que a densidade do número de lons em função de í serã:

1rn
° " lf SXL

Assim (1.2.4) e (1.2.5) tomam a forma:

P  -J—  í í (L>%)dj$ J
7XÁ )

^  z r T  f  f (* (~ a •Na equação (1.2.8 b), considerou-se que:

Ce-*K)--c! o H  - cí • (-H) _ c\ a' >

(1.2.7)

(1.2.8 a) 

(1.2.8 b)

(1.2.9)

em vista de (1.2.3).
A produção P portanto i dada pela diferença:

P- ^ j f j j f í - í )  (1.2.19)

e a equação de Boltzmann para um gãs de elétrons em um metal se
gundo o modelo de Lorentz e Sommerfeld ê:

§í + Z f è  --4 r j
(1.2.11)

f' foi utilizado para representar f(x,c',t) e f para f(x,c,t) e 
esta serã a notação usada daqui para frente.

1.3 - EQUAÇÃO DE TRANSPORTE

Multiplicando-se a equação de Boltzmann (1.2.11) por uma 
função arbitrária ¥(x,cft) e integrando em todas velocidades en
contramos a equação de transporte:

r
V L  d c  +  2 
1 ~ Jx.Â*J J 7

JL í ( 9/>- 9 /) S t$) d #  d c  .Vi 1 J
( 1 . 3 . 1 )
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No desenvolvimento desta passagem foram feitas as seguin
tes considerações:

i) No primeiro membro

(1.3.2 a)

r

J J (1.3.2 b)

S i d è = (a i f f s í J ç  -

ac,
J (1.3.2 c)com

d c  . 
■* 7Ti ~ -

§ ^ ( Y £ j - V c  -J OÍC _ o  .. (1.3.3)

Em (1.3.3) a primeira integral ê nula em razão da veloci
dade ser independente da posição. Pelo teorema da divergência a 
segunda integral © igual a /( ¥ ) da^, onde da^ ê um elemen
to de área do espaço das velocidades localizado no infinito, en
quanto que tende para zero quando a velocidade tende para o in
finito. Já a terceira ê nula mesmo para as forças dependentes da 
velocidade, como ê o nosso caso (força de Lorentz), isto ê:

3 f, _ 2  ( .JL. r Be, ) - El. V -o .
(1.3.4)

ii) No segundo membro fazemos a seguinte alteração na integral em 
f ':
a) trocamos c por c *, isto é, consideramos uma colisão inversa:

± _
K l

r
/

dc ĵ on. J _  (  y * l (c 'o  Ky) d# olc * , 
7 j r i \ J * ~ J

b) em seguida, visto que («-'.k') = Cc - k) e dk 'dc' = dkdc, esta 
integral toma-se:

\
w

¥'j- (<k'‘k)cL%clc J o^cL : f  (*,£*, t) . ( 1 . 3 . 5 )
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1.4 - CAMPOS B&SICOS E EQUAÇÕES DE BALANÇO

Em nossa teoria tratamos com os seguintes campos básicos!

densidade de massa (1.4.1 a)

p  M. - ( jpn c- £  dç. i densldade de energia (i.4.1 b)

3. . .K -
J
r

x ^ ) densidade de corrente (1.4.1 c)
eletrica

/W) c . e, 4 do • fluxo de calor
*2

(1.4.1 d)

As equações de balanço são obtidas fazendo-se respectiva-
7 2 ~mente ¥ = m, mc , -ec. e mcc. na equaçao de transporte (1.3.1):

~2~ 1 ~2~ 1
i) Balanço de massa: Y = m (*)

M- (1.4.2)

ii) Balanço de energia: Y = mc

9 Pu, , d q d _ Ei 5 _ O 
9 t  9 X i

( 1 . 4 . 3 )

iii) Balanço de densidade de corrente elétrica: Y = -ec^
Si

^  J L  ^  _  JL*   \P  . . ^  P  E  • -j-  . 3 /  - P  ( 1 4  4 )
T T  T^T ? x c TvT ãi, l ^ l f  * "á <1 4; t1-4-4)

onde:

r JL3
r

:3 ^ c - í r - - - f r u - ' ( 1 . 4 . 5 )

(*) Neste modelo a velocidade média dos elétrons e a densidade de 
corrente elétrica estão relacionados através de: _-m

pvi " i“Ji
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y
,/m  C  

<i.i C^> í ^  Í (1.4. 6)

P - -jL
* 7Ti

* < c'.t - c<;) j- ( £ - K ) c/i* o/e. 4 (1.4.7)

inoiv) Balanço do fluxo de calor: f = 2~ci

d ^ 9—< i k y -h +• -P- —  f3 4- -A- Ei Áf> -)- fl- B.. . 
T 3 tr ^5  ̂ <3 /,y'r' I  ̂ 'f r  /")va^ Í V > * ™ " ^ á 9i z

(1.4.8)
onde:

/
Q - J_ mi Q? í d  & -  ̂ Q t 3 «a ~  ̂3 '

J
n K

* H ’ rj ^ - ^  e<i cj> í 015 = " T ^*1 /

2̂- - -A_ ^  C C,<5g '. _ C^C; ) í ( c » k ) À c l c  .
^ 7T /  «2 A 6 J  ~  ~  ~

(1.4.9)

(1.4.10)

(1.4.11)

Na terminologia da teoria cinética dos gases P$ij
e = <|^j>+ <36̂ j são conhecidos como momentos da função de dis
tribuição, enquanto que e Qi como os termos de produção. O ter
mo também é conhecido como sendo o tensor pressão.

O sistema de equações acima não serve para a determinação 
dos campos básicos (1.4.1), pois contém novas quantidades: ^ j ^ P ^
q, Q^* Para determinação destas novas quantidades, denomina
das de termos constittitivos, necessitamos conhecer a função de 
distribuição através da maximização da entropia no capítulo II.

j



CAPlTULO I I

A ENTROPIA E A FUNÇÃO DE DISTRIBUIÇÃO

II.1 - A ENTROPIA E A FUNÇÃO DE DISTRIBUIÇÃO EM EQUILÍBRIO

Da mecânica estatística (vide, por exemplo, Pathria ílí} ) 
a entropia S é dada por:

S - . n l n l V j  m i i )

onde W representa o número de micro-estados que realiza um deter
minado macro-estado. Na estatística de Fermi-Dirac W i dado por:

W- | . (II.1.2)
a  /r,0,! laa-/v i  ’

Em (II.1.2) g é o número de estados possíveis de ocupa-CL
ção por célula com energia £ a e n& o número provável de elétrons 
em cada célula.

Para a determinação do número mais provável de elétrons, 
maximizamos a entropia considerando fixos o número total de elé
trons N e a energia E definidos por:
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j F .  1  /Y) ? ,a a, (II.1.3) > - a (II.1.4)

Para o nosso caso, £ e somente a energia cinetica pord
elétron, ou seja;

r i â,
~ G- 0 # t T 1 C \a £  o- * (II.1.5)

O seguinte funcional;

^  = 5 -  f ( i i . i . 6)

onde A e \ são multiplicadores de Lagrange, permite-nos maximi
zar a entropia sem vínculos.

Derivando (II.1.6) em relação a n e igualando a zero
Si

encontramos:

nrv r -------^ ---------  .
a jlxH íW  > + 1 (XI.1.7)^  « n  a,

Se utilizarmos a fórmula de Stirling (ln x! = xln x - x, 
para x»l) , a entropia pode ser escrita, segundo (II. 1.1) e
(II.1.2), na forma;

S  - a £Ín,_â2r-------- J u .  <n„. ~| (IT .

Como o número de estados possíveis por elemento de volu
me de fase [13] é:

Q _ 2 rm cix cL C. , (II.1.9)

podemos transformar a somatória em a na equação (II. 1.3) em uma 
integral varrendo o volume total do espaço de fase, assim;

í
d-X. o[ C-

J
• A - ~ -  --- 1---- j-- • (II.1.10)
X  *  ( A  2g -  C  )  +  1
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Como fcbçdc nos dã o número de elétrons entre x e x + dx 
com velocidades entre c e c + dc, concluímos que a função de 
distribuição f em termos dos multiplicadores de Lagrange A  e X 
i igual a:

1
J L ^  J U iO ç  ( X  j f T

(II.1.11)

sendo:

(II.1.12)

Com o auxílio da função de distribuição (II.1.11) e com 
a mudança de somatória em a para integral em todo o volume de 
fase, determinamos em função das integrais

I
<v\

d-X (vide apêndice A):

i) a densidade de entropia no equilíbrio (da equação II.1.8)

= - ^  (-JL*:i_)
V M

cujo resultado em função das integrais 1^ (dc) é:
(II.1.13)

n
~ X  (JLrzí) yT (A*Lf{ oc + S- IH j (ii.i.i4)

3  ■> J

ii) a densidade de massa (da equação 1.4.1 a) :

\p = ( D K  ) I ) *
I * '

(II.1.15)

iii) a energia específica (das equações 1.4.1 b e II.1.15):

JUL - _X_ (<*̂
\<v\ _L3 (c* )

ê

)
( I I . 1 . 1 6 )
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iv) a pressão (da equação 1.4.5):

jb _ <2 II s f  X (o()
\~ ~ y x r ~  cx ^ ’ 4 * (II.1.17)

Em todas estas equações (II.1.11 a II.1.17) aparecem os 
multiplicadores de Lagrange A  e X , cuja determinação será nosso 
prõximo passo.

Observando a equação (II.1.14) e a (II.1.15), a entropia 
específica pode ser escrita:

- H r .p £ Jh ,c«0 i~ L * 3 J a (o,) (II.1.18)

sendo a sua diferencial;

5_ x  I o («)!<*(«) d ói

E
3_ cL* + _  ______a. (*\ t, m t * (o<) ’-2 1 (II.1.19)

Diferenciando p  e (equações II.1.15 e II.1.16) em fun
ção das variáveis X e °<, eliminando dXdas relações, utilizando 
a relação obtida para (II.1.19) obtemos:

d - \ ( d M. _ j> )
r

(II.1.20)

que, em comparação com a relação de Gibbs da Termostática:

d
%

- 1  ( c U
T (II.1.21)

permite-nos identificar:

A - i  .T (II.1.22)

A entalpia livre específica ou energia livre de Gibbs ê 
definida por:

3 ( I I . 1 . 2 3 )
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Com a substituição p, e f> (equações: II. 1.16,
II.1.18, II.1.17 e II.1.15) chega-se a:

% /W\ oC j (II.1.24)

logo:

(II.1.25)

ondeJ = mg é a entalpia livre por elétron ou potencial químico 
por elétron.

Por conseguinte, com a identificação dos dois multipli
cadores de Lagrange, a função de distribuição^ , dada por
(II.1.11) (que neste caso i a função de distribuição no equilí
brio J E ) fica:

(II.1.26)

enquanto que, as equações (II.1.15), (II.1.16) e (II.1.17), tor
nam-se :

r -
|

( Sl M  nrr\
J?

2L) t * Z ( o c ) (II.1.27)

ÁK -  K T  li
^  X, c*) (II.1.28)

f = (AZJllplJL) T * I H («)

II.2 - O BALANÇO DE ENTROPIA

(II.1.29)

Na seção II.1 vimos que a expressão que definia a densi
dade de entropia era:
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onde era a função de distribuição considerada no equilíbrio .
Mostraremos que a equação (II.2.1) representa a densidade 

de entropia para uma função de distribuição qualquer, fora do 
equilíbrio. Provaremos isto efetuando o balanço da densidade de 
entropia com a substituição na equação de transporte (1.3.1) de ^  
por:

i V li *- j (II.2.2)

Desta maneira obtemos a seguinte equação de balanço:

d f '1  +  t í f  = ^  (II-2-3)

dado por (II. 2.1),^)^ por:

- * J e . ■ , # >  j £  A g  t (1 - > U . [ J - A , J ) d *

e o termo de produção G~ por:

t

(II.2.4)

G = j r 2 Í ( i ' - i ) J n  l Ú ' - r h m  /  Ô <2 ^ 3

) > (II.2.5)
Tanto para £ > como $ < ?r resulta ser <5” não negati

vo, Consequentemente a equação (II.2.3) ê o balanço da densidade 
de entropia^^cuja produção é não negativa. O termo (j) ̂  dado por
(II.2.4) é o fluxo de entropia.

II.3 - A FUNÇÃO DE DISTRIBUIÇÃO FORA DE EQUILÍBRIO 

Maximizamos agora a densidade de entropia:

I i ' 1 7 ^ JJ l â r ^  « W  ^  ^ 3  L JnfJj ~ '
(II.3.1)

sujeita aos vínculos:

f > =
J t u

(II.3.2)
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r
i

c.- ~ /

(II.3.2)

Q . r C2C. X d c  .V J â J- ? ^
Considerando A , \ , e os respectivos multiplicado

res de Lagrange à&p , f̂ M., j^e q̂  ̂e procedendo como na seção II. 1, 
obtemos um funcional que não está sujeito a nenhum vínculo. Deri
vando este funcional em relação a f e igualando a zero, vem:

» X X  , ,
y ^ V r  r i r  ( ^  + V  1 +  V  ' (ii.3 .3)

onde:

f ~ ~ M ~  ^  Cí + C,L ' (II.3.4)

Explicitando f, na equação (II.3.3), temos:

* T  i ’+

Nosso objetivo é encontar uma função de distribuição 
n as vizinhanças do equilíbrio que tenha a forma:

j- - í ( 1 + $  ) j (II.3.6)
J£

onde(J), o desvio de fE, ê considerado como uma quantidade peque
na, isto e,(j><<l.

Fazendo a consideração (^<'<1 na equação (II.3.5), tal 
que e^sl + ̂ , podemos reescrevê-la:

í  :    i -------------------------------------------------------------------------------------------------------- ( 1 +  y > ) ____________________________________

(II.3.7)
Por comparação com a função de distribuição no equilíbrio 

(ou procedendo como II. 1) , identificamos A = A =°< ̂  e
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i «x - 4  .T . Se desprezarmos os termos em 2- ordem em<f e substi
tuirmos por (II.3.7):

j r  +
Á s  {J +- AC»-Xg-rcO  -lcsrt, + i 1 (II3>8) J

Substituindo f nas expressões de e qA em (II.3.2) ob
temos o sistema de equações que envolvem os multiplicadores de 
Lagrange:

(II.3.9)

onde:

a ,  r: ' A  ¥  ^  (JOuzfx I 2 (« )^  V fYY-j

7> ^  _
*. âifc i r  f ü i ; -” x  (V)

O o2 1-tf

-  A n .  ( ã M r  f  jc l  £  J u  C *  )a -7 T  3 1 ^  1 4  v '

(II.3.10)

Resolvendo o sistema (II.3.9) encontramos A^ eA  ̂  em fun
ção de e q^:

- i

A i = { ■ % ? ?  ( ^ T > ^ a 5 -rv _ a J ^ - rc J }  |Y.&r-Ç3. + 5 - ^ , J

-i
(II.3.11)

X .  r f ^ Q . ^ r f ^ T f r  C 051*1 - 2 J l ãI c] \  í  F J í X l ^ .  + 31^/1 X v X ah 3 v J
( I I . 3 . 1 2 )



Nas equações anteriores, supomos que:

(<251* -âJTjT; ) * o . (ti.3.13)

Esta condição sõ não é verificada para o caso de um gás 
completamente degenerado. Como estamos interessados no caso de 
um gás moderadamente degenerado, podemos assumir a validade de
(II.3.13).

Levando (II.3.11) e (II.3.12) na função de distribuição
(II.3.8), vèm finalmente:

-Í - Ijíp.  ̂  ̂  T í 4. + X  C / <2, / r r \ / JLk
J ~  ^ 1 -t* ~L v-a«T ) (íTCo-

(II.3.14)
ÍÍ5X* -  a i  IA). í (£I( -^c.%), 3?. (f

que é a função de distribuição para um gãs de elétrons fora do 
equilíbrio.



CAPlTULO I I I

AS RELAÇÕES DE ONSAGER E ONSAGER-CASIMIR

III.1 - OS TERMOS CONSTITUTIVOS

Nosso objetivo agora ê a determinação dos termos consti
tutivos ^ , q, e ‘J110 constam das equações de ba
lanço obtidas na seção 1.4.

Com a substituição da função de distribuição (II.3.14)
nas equações (1.4.6), (1.4.9) e (1.4.10) obtemos:

O cálculo das produções, equações (1.4.7) e (1.4.11), e 
mostrado no apêndice B e nos fornecem os seguintes resultados:

(III.1.1)

P  _ _  H Jt, / -222_^ í K7~ fj* 3 4- & Q .
x n  'skt5 i jl * (iii.x.2)

ü .  r  _  A .  ( M x f s  j s l  j t  -1 + X*a . \
K ^  ^ ‘ 1 M  ; (III.1.3)
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onde:

e*- I5iais - i ^ I c  izi* -JqJjJh
45I*-âJIAIi ' 25 2 J - & J -rjJTí

(III.1.4)
ri= siisJi -a.oi«i> t*.

£ 5  1% - 2JIãTt 1 ' *?SJ'4 - 3 j S ãTc

III.2 - EQUAÇÕES DE EVOLUÇÃO PARA A DENSIDADE DE CORRENTE ELfiTRI- 
CA J E PARA O FLUXO DE CALOR

Levando as equações (III.1.1), (III.1.2) e (III.1.3) nas 
equações de balanço (1.4.4) e (1.4.8), com o auxílio da relação 
de recorrência (A.2) e ainda considerando as equações de 
^(11.1.27) e de p(II.1.29), obtidas anteiiormente, resulta o se
guinte sistema de equações diferenciais:

+ f  &  &  *  t * ^

+ t£ V < s = + , (III-2-1>

-  f  ( X )  V g r  v  - r i  JT, l  L  &  + +

+  Ã  = - i  1 ^  ̂  * ^ 3  / ««•*•«

onde:

V  - A  K w — !L (iii.2.3)

Para este sistema, estamos interessados em soluções esta
cionárias, onde a dependência temporal das equações (III.2.1) e
(III.2.2) não é considerada. Consequentemente o sistema de equa
ções diferenciais recai num sistema de equações algébricas para 
Ji e em função de ^ ^ T c 1. ̂  + E jí.^  X , ®-
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III.3 - RELAÇÕES DE ONSAGER
J

Fazendo ^ = -% . • = 0 nas equações de evolução (III.2.1)
O * £7 te (III.2.2) e resolvendo para e q̂  ̂obtemos (*):

3. r fí.. 2± r  +  P . r i - ^ r  +  £jlA ""<1 9 * á J  x i T ^ '
(III.3.1)

%
C 2 ± r

à í) Xj
-f G.. r _L jl»'

sendo:

(III.3.2)

fí - ,X* íTJT [_ (fjr 31 ±  ÕJJ S„• , +

c V e )  ,  S I ^ g £ _ ^
- 4 /̂1 r (^+_nS) (51^+IT^)  + ( ^  + eâ)(5J-y-ri ©; +
J^JnT L

+ (5X<, ̂  -L 6. B lT V 7 4 r* T 7 * 4 j y (III.3.3)

Q. r X *. -l T 31 A {Ç(3^ tf + 5J,,S) +SI3 < _L C?3&. -

_  -t -1 1 L tf' (3 Jjj ̂  y- £) +■ (3jj-n.-hSIifO) + 3Jj J ~t J- -Lç 0 j£ B-f-^ V k T ) 3  V  $n*MT r  á n

+ aU *  r f si%){òT,r +5T«Í>) -f ($>t+ei)L5Ji.0+3Ijjn)-i. 
^ W T T   ̂ 1 *

+ ox, V-+ XJ.ã)' -*J/  ' e?J 6,B.} -f c J-Li 4 + Y o23/M>,r r 5’ ^ x i 3 (III.3.4)

(*) Alguns detalhes deste cálculo pode ser encontrado no apêndi
ce C . 1.
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C. = Iaâi3 j£zf[ & 2  ja.+*$e)+ _ 4  0*jsÃi -
zj A  £  l L * 1V > Q.^H T T t XÁ

- a !  , Y JX (5 ltit+ K c +̂<B<51HSL+'}I( & )+ 'lIc . L . J J Í  LBJe.. 0  , f ^ r j ?  ' i t -v t £ T * J ^ K T T *  ^
c2

+ JL L _  \ (5Tüt+  % ){fie  + ■&*) + {Ç IH XL+Jli&){<f+JX%') +
L

+ f 7 J i  s  + ^  BJJ a  Bj ,  ( I I I .3 .5 ,

Ç . [- fjij-n. + sr<, e ) _ 3Xj M jZ P  / s^J S . +

t —lÀ  I [  - n .  c 3 1 .  tf + 5 I h & )./- 6> (3TjS\ +5'IuB) + 5 p  > + t  > / P  «
(^ oíkKT )<a k ‘j*-

- _ p | l  r  í t S L  + - n G ) (3 T j + ^ b )  4&n-rél) ( i J ' ,A  jS I< ,e )  +Ptn K /

+ (3X!_a1l5'X<,e)Z4Í/^ / 8*3e>-B,\ ,TTT , ,.
T * ã %* « X T W  * é] ’ (III.3.6)

Nas equações acima introduziu-se a constante:

3Y  _ «3 >K /Kh // , (III.3.7)
" 3V,3

e as relações entre as integrais

 ̂ ~ . S _ 9 _ í o j u *
T* 9JT/ - PS5Jr ' T* ’ 9 Jr/- Bx;j->

-fr = m s * * - * 03*1 * , = JJ&ZJr-JjJUj
r  9 jt/  _ ? x 3:zv ' r n4' g x j - sxjj^

T7*- 9-Tç - £-T?-T> (III.3.8)
as-j^ - *

Nas equações acima (vide apêndice C.2)A  é definido por:

( I I I . 3 . 9 )
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Pode-se facilmente verificar que:

(III.3.10)

e

( -f -O- £ ) 0  -/2 -/- © ) _

(III.3.12)

- (t-TL ^ ~n_e ) ("i Xj ) + rsxx 4 e*) ( 3 ^ / 1  ^ #

Com base nas equações (II.3.3) a (III.3.6) e (III.3.10) a
(III.3.12) verifica-se que as seguintes relações são válidas:

Na terminologia da termodinâmica dos processos irreversí
veis (veja, por exemplo, de Groot & Mazur £9j ) os coeficientes

Para provarmos as relações de Onsager-Casimir, as quais 
são verificadas com outra escolha de fluxos e forças, necessita-

(III.3.13)

1 3 j /«P *4 *1 .» 1ê ~ * ~ ~ T * - J nas equaçoes (III.3.1) e (III.3.2) satisfazem as 
rela^Ses de Onsager (III.3.13).

mos do cálculo de entropia(j) .

III.4 - O FLUXO DE ENTROPIA

Foi visto no capítulo II (equação II.2.4) que a expressão 
do fluxo de entropia era dada por:
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$ r _ *ftt. ( * = ! ) { £ £  j U  -i\jc .
1 J M  J sy» J J (ni.S.ll)

Nossa meta serã mostrar que a substituição de f por 
fE (l +$) leva a uma expressão para ̂  em termos de e se
gue de (II.4.1) que:

^  { Í E ^  + j £ 4 4 í E ^  (<+ 4 ) i je  f &U+f U

+ - A i u  )Jn ( J - l h )  - l  4>liÃ-È]u)+h?(Á- áI±
A3 K 1 1 J  ̂ <=?W ** Ü T  \ ^ 3

• J+i (J. —  A \ e 4* A —  4- d Á\ (1— A -f/r $ \l d c_
( Jf V  ̂ Õl3 lYT M  ^  •

Depois de alguns cálculos, lembrando que f ê dado pelaIj
equação (II.1.26), considerando que a nossa teoria é uma teoria 
linear (onde ê válida a aproximação ln(l +(j>) ~(j)e são despreza
dos termos acima de 1- ordem eu , obtemos:

/  /Wt
Cy / i  $  ) [ - £

(III.4.3)
A integral em logaritmo neperiano é nula e portanto:

^ - R ±  +  J L  , (III.4.4)
A 7- jlT *

que é a expressão do fluxo de entropia na teoria linear.

III.5 - RELAÇÕES DE ONSAGER-CASIMIR

O passo seguinte consiste em encontrar o campo elétrico 
no interior do metal:

á  - i_ /l L  +  E. f (iii.*.1)
4 -t d x .  +i/

como função das variáveis gradiente de temperatura e ^ens^-C7Xi



27

dade de corrente elétrica 3^, bem como o fluxo de entropia (J)̂ co
mo função das mesmas variáveis. A seqüência do cálculo podex ser 
encontrada no apêndice C.4, onde obtemos:

* * (III.5.2)
; +  M  >&. ? fí.. ai +

L  ‘ 1  a * j  i  â

- ó  . C. 2i  ̂ tí . 
"  ■  n  J

(III.5.3)

cujos coeficientes são: 
*

%  ---ir k  s k »  í cf > - s M ‘ -5 J* Jf >"

t  r i r r r r r r , ( 7 , 7 " 1 £  j ^ r  7 " -  7 7  5 - j  "

-  ^  / _ L  Ã t f / - G T t  - a s x i ) £ ,  2> ,
(3-Tj i ) <

+ , f é f e w »  « 9  5,.........

C,. - - X * I T £  J  < o 5 I * - 3 J I , T r ) C V i
^  ^  3JãítSJ^ ̂  -p* l ^  “

_  .ei , / 3íã £ . 0  . ( 3 Xa. I KP>1nHT)* ~Trfr C3Jàt+ 50,$)  ̂ < J J y
(III.5.5)

Y  X T T T  T  2 ?  a , l t+ r x , í f { £  +ÁJ

+  $J.3 +_j.sl , [ y s qi) +

V*SffajKT V *  J M A ^ +■

+ jL 4^~. Jir I  O - J j  J>  -  Jg>J3 J v  )  g ) .  B  |  ( I I I .  5 . 6 )
5 w < r  77 O ^ F T s j ^ T I  4 J •
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Do apêndice C.4, equações (C.4.7) e (C.4.8) observamos
que;

G*ij = ” A*ij (III.5.7)

Inspecionando as equações (III.5.4) a (III.5.7) verifica
mos serem validas as relações de Onsager-Casimir (veja de Groot &
Mazur C9j ) para os coeficientes que relacionam os fluxos ($. ,-(b)

T ícom as forças (~-— , J,) , ou seja:
x

( ê ) = - 6 ^  c-8'i m i . 5 .8>

(B'), . i-è.) . (III.5.9)

As relações de Onsager-Casimir L8] formuladas por Casimir 
são mais abrangentes que as relações de Onsager [7j pelo fato de 
tratar com forças que podem ser funções tanto pares como ímpares 
do tempo.

Portanto para funções ímpares do tempo tais como a densi
dade de corrente elétrica J^, que aparece nas equações (III.5.2) 
e (III.5.3), são válidas as relações (III.5.8) e (III.5.9). Quan
do existem apenas forças que são funções pares ou não são funções 
do tempo, as relações de Onsager-Casimir se reduzem âs próprias 
relações de Onsager.

III.6 - RELAÇÕES DE ONSAGER, ONSAGER-CASIMIR E A PRODUÇÃO DE EN
TROPIA

Uma prova de que estes são os pares adequados de fluxos e 
forças para que as relações de Onsager e Onsager-Casimir sejam 
verificadas, i dada através da obtenção da equação de balanço de 
entropia a partir da equação de Gibbs.

Das equações (1.4.2) e (1.4.3) temos:

- Í£L (III.6.1)
&  d X i

teoria linearizada
Da equação de Gibbs (II.1.21) segue que:
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T {di " •a *  ' ■ (iii.6 .3)

Substituindo (obtido de III.6 .2) e ^  de (III.6.1),

escrevendo 5?"= e acrescentando em ambos os membros
- + 3.—  ( ~  j ) tal que (III.6 .3) assuma a forma da equa-dx^ ©1 1

ção de balanço de entropia, teremos:

W ♦ £ < ? * $ % > * ♦ * £  ¥ ) * >  /
(III.6 .4)

visto que; a entalpia livre por elétron i dada por:

3  ~ ^  ~ ~^n\y +  ̂ • (III.6.5)

Podemos escrever (III.6.4) de outra maneira, lembrando
que da equação (III.4 . 4 ) (f)_ _ ^  + :1_3. «<- T~ jlT l

U - " 1 +  f x ,

(III.6 .6 )

Segundo Callen [llj o problema envolvido na aplicação das 
relações de Onsager pará qualquer classe particular de processos 
estã na identificação de fluxos e forças.

Analisando os termos de produção nas equações (III.6 .4)e
(III.6 .6), observamos existir uma liberdade na escolha de fluxos 
e forças e que de fato com a escolha a seguir, verificar-se-ão 
relações de Onsager e Onsager-Casimir, como ficou demonstrado 
nas seções III.4 e III.5 respectivamente.
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Abaixo resumimos, na forma de um quadro, as relações de 
Onsager e Onsager-Casimir:

Fluxos Forças1 Dependênica
Linear

Relações

Onsager 4 , ^

? J/r
2

í & + k i Q.,G.iÍr e,['l^/r+£  
r  v xò * ^ * 3  £

fyêljA-e);

Onsager-
Casimir

9 T

í-

f),ai + Ç: 3,

/ i ^

£j«*



CAPlTULO IV

EFEITOS TERMO-ELfiTRICOS, GALVANO-MAGNfiTICOS E TERMO-MAGNÊTICOS

IV.1 - OS EFEITOS

Definiremos a seguir os três tipos de efeitos que serão 
tratados neste capítulo:

i) Efeitos Termo-Elétricos: são os efeitos causados em um metal 
por uma corrente elétrica ou por um gradiente de temperatura,quan
do nenhum campo magnético externo estã presente.

ii) Efeitos Galvano-Magnéticos: quando uma corrente elétrica per
corre o metal e este estã sujeito a um campo magnético externo.

iii) Efeitos Termo-magnéticos: caracterizados pela existência de 
um campo magnético externo e por um gradiente de temperatura apli 
cado ao metal.

Em se tratando de efeitos galvano-magnêticos e termo-mag- 
néticos consideraremos duas classes:
a) Efeitos transversais: que sucedem perpendicularmente a um cam
po magnético externo.
b) Efeitos longitudinais: que se manifestam no mesmo sentido do 
campo magnético externo.

Apresentaremos todos os efeitos, tomando equações do campo
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elétrico (çj. e do fluxo de calor q. era funçao do gradiente de tem
peratura x —   e da corrente elétrica J^.

Ê importante ressaltar que o campo elétrico no interior 
do m e t a l é  composto de duas partes: a de origem externa que é 
igual a E. = - onde (f ê o potencial elétrico aplicado exter
namente e a outra devido ao potencial químico do m e t a l e  que e

_  1 2 ? dada por - .

IV.2 - AS EQUAÇÕES ESTACIONÁRIAS PARA O CAMPO ELfiTRICO E O FLUXO 
DE CALOR

Da seção (III.5), equações (III.5.2) e (III.5.3) temos:

ê . . R .  a i  +  P. ~5i L 3̂  + ‘A A

- í - el a  - V i
Observando a relação de Onsager-Casimir G*. . = - A*. . e 

lembrando que o fluxo de entropia(p^ e dado pela equação (III.4.4)

reescrevemos o sistema de equações acima como sendo:

D *  3+  "I \ (IV.2.1)

; 1 " K<í 3^ ' ( S  + í  ]̂  <IV-2’2)
onde:

k,i■ TC-Í ■ ,
e cujos coeficientes A*j_ j * c*ij e D*ij s®° ^a<̂ os respectivamente 
pelas equações (III.5.4) (III.5.5) e (III.5.6 ). Podemos expres
sar as equações (IV.2.1) e (IV.2.2) em componentes cartesianas 
x, y e z como:
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4  = t L  X  +  £ } \  + C f - i  - 4 3SI + /)* JI ^(IV.2.3,

^  i  ■+ ^  ̂  ^  J3 + -* ̂ 3 ^  ^'bjf/ (IV-2-4)

$>à~ + ̂ 3 % + ̂ 3 í ^ 4 f  + +t%}$à /(IV-2-51
.. *

<j*=-fc*g - S ^ - S ã í - ^ M - M  - S V ™ - 2-‘>

h :- C | £  - *í 2 » " ^  ¥  - 4  V (ir« 4 Í 53 -irl4i;v-2-7> 

^ = -fe r - í l f  - < * - - ŷmuv-2-B)
Se estabelecermos que o metal reppusa no plano xy e que 

o campo magnético exterior estã dirigido segundo o eixo positivo 
dos z, isto é, o vetor indução magnética é:

B = (0,0,B) (IV.2.9)

D * - - ^ r - r r  * -  X* 7 1 .»  ̂ C C i X i X + S x ^ + S J
• Z x ,  x 7 T T  £ .  3 *  ( 3 2 , t i + 5 1 * 1 )  J T * 2 ’m * T T *  J

os coeficientes assumem literalmente os valores:

' *  _  '  >i __
~ X 7 T T  SL 5 *

*

" *7Tr f  y  4 ^ ^  £* í3XjÍ + * * » + *<*** + +

+  U j - L  / /  3 a X ^ J ! — . 5
T *  $}nn*T T *

I) / A  . y  ,
% = t t t t  -e í ^ ^ 7 ? j í i y

Ç £  = £■ ° ; €■«'. >? = -«’,
( I V . 2 . 1 0 )
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A *
=--K 3— ^  rrf5-J<,-3íí/y,r) + S (»x<-5 1 ^ V H t ) +

+ 31a. (£/<,-3JT.» T/*r) / jíT' _/4 e 2 J 
3 X> í í 5 X, S> T* g}/r.MT V

/),„ = JL V*________ 4  ril J I C ( ã l X j Z -  J S l à  ) fi>
V A ($1/yn*lT)3 V* Òx̂ f̂ -ÇTxi $>)

/)*, = ^ J? — 4  ê- c. 'tísiu-òiii.) + 5 rw, n33r a íl^+í^i Y 6 Vi5? ;J

• ̂  = 4* * 4 14»" ° i ftlr  & > fli*=- ̂
(IV.2.11)*

K - - y . s l T ^ J L  í   c
**■- +  31y f T T J ^  a* --- V"*-----

k' y Jí Í T ã á1 --- -̂----  -4 4 5 ^  -
A Í 3 ^ S ^ O ^  V *  '

. Jl £  / 3 h  P>
/̂tnMr v*

X» ■ - ^ l r ‘f  g r ó o

*̂i = = = ° J ^  ^  ’ *3*°-íSí (IV.2.12)
enquanto que;

^r* */(^ = - 77?^ y (IV. 2.13)

* „e e definido por:

K  = i + ■ W . 4 ( ____2*&____ , ) &*
ü3s*HT v 3Jj SI, 4 '

IV. 3 - EFEITOS TERMO-ELÉTRICOS

(IV.2.14)

Para a determinação destes efeitos fazemos nos coeficien
tes das equações (IV.2.1) e (IV.2.2):
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B * 0 j (IV.3.1)

e conseqüentemente de (IV.2.14)

A  * = (IV.3.2)

Escolhendo uma direção preferencial como por exemplo x, 
temos para os campos (§ ̂ e :

U  + ^  (IV.3.3)

■+ ~  ) (IV. 3.4)

Observando estas equações relacionamos os seguintes coe
ficientes representativos de seus efeitos:

i) coeficiente da condutlvidade elétrica (J~
Quando a temperatura permanece constante em todo o metal 

o campo elétrico em seu interior corresponde ao gradiente de po
tencial aplicado externamente, visto ser o potencial químico “5 , 
função unicamente da temperatura (vide equação A.6), o n d e ^

e =^Tp). A razão entre a densidade de corrente elétrica queO JCT  ̂  ̂ #
percorre o metal J e este campo elétrico (£> e definido como oX X
coeficiente de condutividade elétrica. Assim:

CT-
~ \ é *  /aJ=o ’ (IV.3.5)N x  <?r

O valor deste coeficiente pode ser obtido de (IV.3.3) e 
de (IV.2.10):

6 -_ 4  - X  j. i- T  i  (i J, K*y. 51Tyí ) . (iv.3.6)
'  -K

Observando as expressões de'A e % (seção III.3)eos re
sultados das integrais na tabela A.l do apêndice A, vem:

Ç2 ̂ T o )k ' (iv. 3.7)
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onde/Tk ê a densidade do número de elétrons que é dado por:
3

^  r * (IV. 3.8)
3 +*

ii) coeficiente de condutividade térmica y(
Este coeficiente é dado pela razão entre o fluxo de calor 

e o negativo do gradiente de temperatura, sendo determinado a cir
cuito aberto.

Por definição:

) (IV-3 -9)

que pode ser encontrado das equações (IV.3.4) e (IV.2.12). Assim:

X- l(* - 35lÍ-2lIi7i , (iv.3.10)
' ** ' dTi* 7

ou escrevendo apõs a substituição da constante~X e de I2 , Î , Ig, 
tf, & e T  , em função do resultado das integrais In(°0 (tabela A.l):

X ,  flJC V T l ,  ,3 7 3.11)
sendoa densidade do número de elétrons (IV.3.8).

iii) coeficiente da força termo-elétrica £
Quando um gradiente de temperatura ê aplicado, verifica- 

se que além de um fluxo de calor, uma corrente elétrica efetiva 
percorrerá o metal no sentido da região de baixa temperatura.

Apõs ser atingido o estado estacionário (quando cessa 
esta corrente), haverá um acúmulo de elétrons nesta região, e, 
conseqüentemente a produção de um campo elétrico.

O coeficiente da força termo-elêtrica é um coeficiente 
que mede quantitantivãmente o fenômeno do surgimento de um campo 
elétrico quando existe um gradiente de temperatura num metal em 
circuito aberto. Define-se:

' ( I V ‘ 3 ' 1 2 >930
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Das equações (IV.3.3) e (IV.2.11) temos:

(IV.3.13)
Substituindo os valores de e as integrais Inw)em

função dos resultados da tabela (A.l), obtemos:

í - _ «. ÍTA I . , ...X  3 fijo 3.14)

*iv) coeficiente do efeito Peltier j|
0 efeito Peltier estã relacionado com o aumento ou de

créscimo de temperatura em uma junção de uma liga metálica quan
do, através desta, flui uma corrente elétrica. Como não estamos 
interessados, aqui, na descrição de fenômenos que ocorrem em li
gas metálicas, apenas relacionaremos o coeficiente de Peltier, 
o qual é dado com o auxilio de (IV.2.13) e (IV.3.14) :

Tf*. - T e  . r  *  ir* -i-  -  X (IV.3.15)

A relação (IV.3.15) é também conhecida como a 2- relação 
de Thomson.

Uma importante relação entre os coeficientes de conduti- 
vidade térmica e elétrica ê conhecida como lei de Wiedemann-Franz 
(vide [ l), [4] e l6l). Se dividirmos a equação (IV.3.11) pela 
equação (IV.3.7) obtemos:

■tf - X * * ! '2 T  , (IV.3.16)

que expressa matematicamente a referida lei.

IV. 4 - EFEITOS GALVANO-MAGNfiTICOS E TERMO-MAGNÉTICOS

Como já dissemos anteriormente, estamos interessados^ no 
caso em que o metal se encontra no plano xy e estã submetido a um 
campo magnético cujo vetor indução é dado por B = (0,0,B).

Suponhamos que existe uma corrente percorrendo o metal 
(denominada de corrente primária) que terá direção do eixo X e o
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sentido positivo deste eixo.
Os efeitos longitudinais num campo magnético longitudinal 

possuem os mesmos coeficientes daqueles obtidos anteriormente para 
os efeitos termo-elétricos, pois o campo magnético não altera o 
movimento dos elétrons segundo a direção z. Portanto, não os tra
taremos aqui.

Os efeitos transversais podem ainda ser classificados como 
isotérmicos e adiabãticos. A seguir, analisaremos todos os tipos 
de efeitos transversais que ocorrem num metal sujeito a um campo 
magnético externo.

IV.4.1 - Efeitos transversais isotérmicos
Denominamos efeitos isotérmicos aqueles que se manifestam 

quando o gradiente de temperatura, perpendicular â corrente pri
mária e ao campo magnético, se anula, isto é:

- O  , (IV.4.1)
9ít

A primeira condição a ser tratada é aquela em que nenhum 
gradiente de temperatura está presente e a corrente transversa a 
corrente primária é nula. Resumindo:

1- eondição: 2LL- cLT ■= tí. = O  • (IV.4.2)

Desta condição obtemos dois coeficientes:
1 - coeficiente isotérmico da condutividade elétrica

^  * (IV.4.3)

Das equações (IV.2.3) e (IV.2.10) obtemos:

<S% -L - + ( 3Ia ylL jí£L-L EH.
-J

(IV.4.4)
que no limite de campos magnéticos muito fracos (B-»0) reduz-se a:
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( r \ x - e ! T W 3 J j ! r  +  s _ r , , s }  ,  ( I V 4 5 )

*n\

Se determinarmos a variação relativa, obtemos:
.C t—  x /<“ * _ <3/

= ". n.3  ̂ (IV.4.6)

a^ e a2 podem ser determinados através dos resultados das inte
grais Xn (ĉ) obtidos da tabela A.l, fornecendo-nos:

a  - - , j ,t
' T  ---- ' < I V - 4 - 71

(IV.4.8 )

Observamos completa concordância da equação (IV.4.6 ) com 
o resultado obtido por Sommerfeld & Frank C3j.

2 - coeficiente isotérmico de Hall
O efeito Hall é o fenômeno da produção de um campo elé

trico transverso Q§^) a uma corrente elétrica segundo a direção 
x na presença de um campo magnético.

Por definição:

. (IV.4.9)

Das equações (IV.4.9), (IV.2.4) e (IV.2.10) segue:

$  P juk _ _  * is .  C i  + (  ^Lr B  J .

,,i . [ t f / 3 X , * + b ( ò T ,-a 4 5 J o e ) l  { i -+-
( i V í D 5' u x ^ t f + s x ^ à ) 4

. 3 1 , ___________________________________ti \ .
t f O X i t f  + 5 J i , S  )  +  &  ( 3 X ^ X 2  í -  S T v ô )  T 7  V *  J

^ (IV.4.10)
No limite em que B-»0 (IV.4.10) reduz-se a:



X x  . - ( 3 i ^  +  s j ,  % )* (ivU.ii)
Podemos determinar a variação relativa com o auxílio das

integrais In (oc) (vide tabela A.l no apêndice):

.-a^  . Áfi b
flpt “ J + õ  ; (IV. 4.12)

0 0

com:
Y_ x* I  T - 0la I (IV.4.13)
3 (S «•» J, )5 '

I * íl n
h  - ~f  'l = a â ; (IV.4.14)

*2 *** )o

R - _ _ Lo -
m  JL

(IV.4.15)

Verifica-se nesta teoria que as variações relativas para 
ambos os coeficientes de condutividade elétrica e do efeito Hall, 
equações (IV.4.6) e (IV.4.12), são iguais, isto é, possuem a mes
ma dependência com relação a indução magnética:

AC . AR . (iv .4 .1 6 )
"  r:

Na 2- condição impõe-se que, além do gradiente de tempe
ratura!-^ ser nulo, não existe nenhuma corrente segundo as dire
ções x e y. Em resumo:

2- condição: JLL -'3’ _ r O  • (IV.4.17)sj —  a
Com esta condição imposta, determinamos três coeficientes 

a saber (seguindo a numeração inicial):
3 " coeficiente isotérmico de Nemst

O efeito Nemst i o fenômeno da produção de um campo elé
trico t r a n s v e r s o d e v i d o  a um fluxo de calor qx através do me
tal na presença de um campo magnético. O coeficiente do efeito 
Nemst é definido por:
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C>u a*.
• (IV.4.18)

Das equações (IV.2.4), (IV.4.18) e (IV.2.11), fica:
K _ _ X^  = -  X  ^  r  J +  3Tfl f  X  M L l  tf  1 J|3  ̂ (35yTT317d)L T *  $ V K T  f» -1*

_L_ K Ca< J-» . . . .( ^ K T ) Í  p* Oi,*-*- 5 J\S) (IV.4.19)

Se fizermos B tender a zero e substituirmos em função dos
resultados das integrais XR (cs<) , segue que:

X dU  - tf  À ti* T  r̂ \
0 ‘ ~ (a ̂  * <IV-4-20>

Da mesma forma, obtemos em função dos resultados das inte
grais (tabela A.l):

U. - \ , (IV.4.21)
U* ' 1 + as 6 a 1

a, é dado pela equação (IV.4.8) e podemos observar que o coefici-
- - 2 ente de Nemst isotérmico também depende de B .

4 - coeficiente isotérmico de Ettingshausen-Nemst
Este efeito é análogo ao do efeito da força termo-elétri- 

ca (na classe dos efeitos Termo-Elétricos) na presença de um cam
po magnético aplicado a um metal. Este é um efeito longitudinal â 
corrente primária e seu coeficiente é definido por:

^  1 ( " t ^ )  • (IV.4.22)
2 X ,

Das equações (IV.2.3), (IV.2.11) e (IV.4.22), segue:
1? *
Q  fl* - _  M  [ . r d+LAIa ___Í l  JL E>* ]'!" JL 3^ 7T JJ^ L V3Jjí+5Jh bPp* <3 W  T  t * j
. [ £ ( 5 t m ^ r Aj_) ~h ^ *  x h I + .-.--------- •
L *T 3JJ + 5JH*

. (ss, - x ) < 4 1 L ±. dã_____ l---------- \
*T -p+jUbT T* tf 15 lu - 3JT, 1L) + 8 (?-Tt - 5J>, X. VJUT HT~

(IVS4.23)
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No limite quando o campo magnético tende a zero:

fr JL
ü. -
° = - X -

Tomando-se a variação relativa como anteriormente e subs
tituindo , $ , T*, 5  e as integrais IoOem função do resultado des 
tas integrais na tabela A.l (apêndice A), encontramos:

onde:

* 1 
A Ü
Q,

ç j J l

£

(IV.4.25)

(IV.4.26)

Cj - jfJL' (IV.4.27)

(IV.4.28)

- 2onde notamos (IV.4.25) nova dependencia em B , a qual difere 
encontrada paraCT*, e Q*, apenas no numerador.
5 - coeficiente isotérmico de condutividade térmica

da

3*.
Das equações (IV.2.6), (IV.2.13) e XIV.4.29)

(IV.4.29)

- 1
X "  = K X x  r  -  a  i [ j  +  ( _ a & — y  ' '  ^ j .-*■ 5i^ b L r^avWT-r

. _ L  (3 5 -x í _  ) .
V*

(IV.4.30)

Tomando o limite quando B-»0:

X "  - . U í  T â A  t ±° X- 3IJ + 6Iuò T1 W S l u  - 2J ÍIj ) .

(IV.4.31)

%
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Se substituirmos as equações (IV.4.30) e (IV.4.31) em fun
ção dos resultados das integrais tabeladas In (°0 e efetuando a di
visão destas duas equações, obtemos:

(IV.4.32)

onde:

d  r — l £ Á   (IV.4.33)
* â So 1

X  r A o k (IV.4 .3 4 )
° ^ tf

Verificamos das equações (IV.4.25) e (IV.4.32) que:

Jall * - X l  .. * (IV. 4.35)
0 K

IV.4.2 - Efeitos transversais adiabãticos
Denotamos por efeito adiabãtico àqueles que ocorrem quan

do o fluxo de calor perpendicularmente à corrente se anula, quer 
dizer:

r O  j (IV.4.36)

com a condição suplementar de que:

= O  quando °oX,

Esta última condição é devida a grande condutividade tér
mica dos metais que faz com que haja um fluxo de calor, que acom
panha a corrente elétrica, rápido o bastante, tal que a tempera
tura, segundo a direção x, se mantém constante ao longo do metal 
f3].

Como primeira condição, impomos que tanto o gradiente de 
temperatura na direção da corrente primária, como a corrente elé
trica e o fluxo de calor perpendiculares a esta corrente, são nu-
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los. Assim, definimos:

1 - condição: (IV.4.37)

Se impuzermos as condições (IV.4.37) nas equações (IV.2.3), 
(IV.2.4), (IV.2.6) e (IV.2.7), obtemos o seguinte sistema de qua
tro equações:

& 3 7%
(IV.4.38)

\  - 4* (IV.4.39)

tl* ■èT _
_ *  *

( s;* + \ P. (IV.4.40)

-  Kn
9T
33 - V  3« (IV.4.41)

Desta condição encontramos 3 coeficientes definidos abai
xo e que seguem a mesma numeração jã estabelecida para os efeitos 
isotérmicos.

6 - coeficiente adiabãtico de condutividade elétrica
a.

(IV.4.42)
&X

Do sistema de equações descrito por (IV.4.38) e (IV.4.41) 
segue que:

*
* (IV.4.43)K ,

Sa "3*-
Em termos dos resultados das integrais (tabela A.l) pode

mos obter que:
* K

o
< 5 a' z n  s*J L . = C (IV.4.44)

Da equação (IV.4.44) concluimos que o coeficiente adiabã
tico da condutividade elétrica não depende do campo magnético.Es-
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ta é uma característica que será válida para os demais coeficien
tes adiabáticos eque serão vistos a seguir.
7 - coeficiente adiabãtico de Hall

2 -
e>±

(IV.4.45

Das equações (IV.4.39), (IV.4.41) e (IV.4.45):

a
K z -L  ( A* - .4 . ^ 0

o  i
(IV.4.46)K

Com a substituição em função dos resultados das integrais 
tabeladas encontramos para o valor de Ra:

R _ _ 1 A = /?; (IV.4.47)
m  -fi

que concorda com o resultado encontrado por Sommerfeld-Frank C3j.,
8 - coeficiente adiabãtico de Ettingshausen

O efeito Ettingshausen é o fenômeno do surgimento de um 
gradiente de temperatura transverso devido a passagem de uma 
corrente elétrica segundo a direção x, na presença de um campo 
magnético. É um efeito essencialmente adiabãtico.

Define-se:

P. 'àT (IV.4.48)

Das equações (IV.4.41) e (IV.4.48)

P-_ JL
B K &

t e

(IV.4.49)

Usando os valores dos resultados das integrais como é en
contrado no apêndice A, obtemos:

r (IV:4.50)
cZ m  í0

Este valor concorda com o encontrado por Sommerfeld &
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Frank C3j.
Quatro efeitos termomagnêticos são obtidos a circuito 

aberto com a condição de que o fluxo de calor transverso â corren
te primária seja nulo. Portanto:

2- condição: q = J = J = 0y x y (IV.4.51)

Novamente das equações (IV.2.3), (IV.2.4), (IV.2.6) e 
(IV.2.7), obtemos o seguinte sistema de equações:

9T
dx.

o

*

■k

'3 9

/L  a r  
%'n a

= - Kx x  àT _  Kz'èx. 9T

3X

(IV.4.52)

(IV.4.53)

(IV.4.54)

(IV.4.55)

9 - coeficiente adiabãtico de Nemst

u " _  4 $-e> a_r3 X
(IV.4.56)

Segundo as equações (IV.4.53), (IV.4.56) e (IV.4.56):
^ +■ *

Ir ( ^3* ■+■ ) J (IV.4.57)ô

resultando com a substituição dos valores das integrais IR (<*):

ot
ü  = 7 i V i ^ T  

C-2
(IV.4.58)

Este resultado é 1,5 vezes maior que o encontrado por 
Sommerfeld & Frank C3}.

No referido artigo:

*
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j . r V ^ T  . 0 * . (IV.4.59)

Para a prata â temperatura ambiente, o resultado experi - 
mental para este coeficiente ê:

ía} -  J  t & * Á O f  CAv̂  \  #
'  U K  ' (IV.4.60)

Considerando (vide T53) que a entalpia livre por elétron 
e condutividade elétrica para a prata â temperatura T = 295 K tem 
respectivamente os valores = 5,48 e V e  = 6 , 2 1  x 1 0 5 (fihm.cmT}

-  i —6encontra-se para o livre caminho médio X  - 5,28 x 10 cm.
Calculando (IV.4.59) (que ê a expressão encontrada por 

Sommerfeld-Frank) com o auxílio dos valores T, e X  estimados
acima, verificamos que o coeficiente Q e igual a:

(IV.4.61)

O nosso coeficiente (IV.4.58) fornece, segundo as mesmas 
condições:

O/ -M
Q  = J ^ â x i O  ( cv^ ) j

K (IV.4.62)

que comparado com o resultado (IV.4.61) estã mais próximo do re
sultado experimental (IV.4.60).
10 - coeficiente adiabático de Ettingshausen-Nernst

Este coeficiente também é chamado de coeficiente adiabá
tico da força termo-elêtrica e é definido por:

'x, 
QT 
'ÒX.

(IV.4.63)

Através de (IV.4.52) e (IV.4.55) segue que:

* k  J  /f I/*U  - /L* - j

K
(IV.4.64)

que em função dos valores das integrais In (°0 dados no apêndice



48

A na tabela A.l:

♦ ou
~ ” 3

U  - -  J L  M ãT  -  Q q , (IV.4.65)

1 1 - coeficiente adiabãtico da condutlvldade térmica 

CU ( ^X - 4 (IV.4.6 6)

De (IV.4.54) e (IV.4.55), vem: 

d * * *
"X - K  j' L *  / (IV.4.67)

.  “li .donde em funçao da tabela de integrais (A.l)(vide apendice A) en
contramos :

X  = , y f  , (IV.4.68)
a  9  t i  0

como obtido nos efeitos termo-elitricos para o coeficiente^.

12 - coeficiente adiabãtico de Righi-Leduc
Assim como o efeito Ettingshausen, o efeito Righi-Leduc é 

somente um efeito adiabãtico. Ê definido como sendo o fenômeno do 
aparecimento de um gradiente de temperatura transverso quando 
existe um gradiente de temperatura ao longo da direção x e um 
campo magnético aplicado ao metal. Define-se o coeficiente de 
Righi-Leduc como:

S  = 7 g -  ' (IV.4.69)
DdXs

e das equações (IV.4.55) e (IV.4.69) concluímos que:

5 / k *
~ ~ B  ‘ (IV.4.70)

n
Com a devida substituição dos valores das integrais In (o<)

obtemos:
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(IV.4.71)

que, novamente estã deacordo com o resultado obtido por Sommer- 
feld e Frank C 3l.

I V *5 " RELAÇÕES envolvendo os efeitos

As relações que envolvem os diversos efeitos são denomi - 
nadas relações de Heulinger (de Groot & Mazur [ 9} ) e podem ser 
demonstradas diretamente das definições em função dos coeficien
tes matriciais A*^,,D*^j, K*^j e 7T*i j' n®° n®0®158̂ ® 11̂ © áe mai
ores detalhes para serem provadas.

Estas são:

pode ser facilmente verificada com o auxílio da equação (IV.2.13):

1 ) (IV.5.1)

2) (IV.5.2)

3) (IV.5.3)

(IV.5.4)

5) (IV.5.5)

Por outro lado, a conhecida relação de Bridgman:

(IV.5.6 )
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Ura quadro relacionando causa e efeito é mostrado a seguir 
a fim de proporcionar um melhor entendimento a respeito dos efei
tos:

Causa
Efeito

(perpendicular à causa e ao cam
po magnético)

Nome do Efeito

Densidade
de

Corrente

Campo Elétrico Efeito Hall

Gradiente de Temperatura Efeito
Ettingshausen

Gradiente
de

Temperatura

Campo Elétrico Efeito Nernst

Gradiente de Temperatura Efeito
Righi-Leduc



CAPÍTULO V

CONCLUSÃO

Esta teoria diferencia da teoria cinética proposta por 
Sommerfeld (vide, por exemplo, C 33 » [ 43 e (63) principalmente no 
que se refere à função de distribuição para os elétrons. Nestes 
trabalhos a função de distribuição fora do equilíbrio foi deter
minada em termos do gradiente de temperatura, gradiente de po - 
tencial químico e do campo magnético. Em nosso trabalho, por in
termédio da maximização da entropia, obtivemos uma função de 
distribuição fora do equilíbrio, em termos da densidade de cor
rente elétrica e do fluxo de calor (equação II.3.14).

Através de nossa teoria pudemos comprovar as relações de 
Onsager e Onsager-Casimir como pode ser verificado no capítulo 
III.

Com relação aos efeitos Termo-Elétricos obtivemos total 
concordância com os resultados de C3*l.

Na teoria proposta por Sommerfeld e Frank [33, os coefi
cientes dos efeitos isotérmicos e adiabãticos foram obtidos com 
aproximações diferentes. Nosso coeficientes fotam todos obtidos 
com a mesma aproximação, os quais foram calculados através das 
integrais IR (<*) determinadas até o terceiro termo.

Quanto aos efeitos transversos â corrente elétrica prima
ria, os coeficientes adiabãticos de Ettingshausen e Righi-Leduc 
determinados em [33 concordam com os aqui obtidos. Para o coefi-
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ciente do efeito Nernst, a relação encontrada:

Qa = 3 Q1

é diferente de Qa = 2 Q* obtida em T3l. Para os coeficientes iso- 
térmicos de Hall e da condutividade elétrica, foi demonstrado pos- 
suirem igual dependência em B com relação a suas variações relati
vas. Nos coeficientes isotérmicos do efeito de Nernst e da condu
tividade térmica encontramos a mesma razão entre os coeficientes 
como função da indução magnética e os coeficientes quando B tende 
a zero.

Por fim mostramos que as relações de Heulinger e a relação 
de Bridgman £9} e [l2j, resultaram demonstradas pela nossa teoria 
cinética, uma vez que ficaram provadas as relações de Onsager.



APÊNDICE

A - AS INTEGRAIS DE FERMI - DIRAC

Em nosso trabalho necessitamos do cálculo de integrais 
que são do tipo:

Inr\ (oC ) _
r
oo

Cf\
X. /

W i - X ~
(A.l)

.  0  Z  t  1onde, em se tratando de gás de elétrons,
^ ê a entalpia livre por elétron.

As integrais (A.l) satisfazem a relação de recorrência:

cLX»c«0 =dT5T (A. 2)

Estas integrais *n (°0 não possuem solução exata, üma so
lução pode ser obtida em termos de uma série de potências erac>(.

Para um gás completamente degenerado (vide figura A.l),
o< = - ^ ^ « - l  e a integral I fc*) se reduz aproximadamente a:

J * ^±L
J(oi) ~ x  oioc = _Ç*o

JL (A. 3)
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Para um gãs de Fermi completamente degenerado, o/ -r_'to e 
a entalpia livre por elétron em termos de kT. também é conhe
cida como energia de Fermi.

1 *
A

4X=/3£
-*o

0

Figura A.l - Número de elétrons por célula em função de x' 
gãs completamente degenerado.

em vim

As integrais para o gãs de elétrons moderadamente
degenerado são dadas através de C13j (vide figura 2 ):

T  j ^
^ í 1 +  <A.4)

_j. 0*t + 1 )(** - 1) (/* - 3) (ry-v - S \2JL  ■+ - '" \ ,
5 l - é O * H

Determinamos c>c em função de o i m p o n d o  a condição que o 
número de elétrons, para um gãs completamente ou moderadamente 
degenerado, é o mesmo. Assim, visto que o número de elétrons 
N - li/r^ V (MiT ) C ) n*° se codifica se calculado com
(A.3) ou (A.4) encontramos:

^  = í J " â z * 4 + ■ (A-5>

Tomando uma aproximação de como função de até o se
gundo membro e substituindo-a no segundo e terceiro termos do se
gundo membro da equação (A.5) obtemos:

aJ í 1 ~ Z Í  - - X l u +  „
^  t 7ã5? «o < 2  ■> ■ <A-6>

Substituindo (A.6) agora na integral (A.4) chegamos a:
T   ̂ ^
I («) r - L - C ^ c V 1/ !  + VniM*-!) t  , fayJ)r^-l)Lg ,. 1

mtl t a-/-è 5 J-ÍO-*' J0 J

(A. 7)
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que é a expressão da integral IR em função deo<0 para um gãs de 
Fermi moderadamente degenerado.

**+I+J

A

a rX=/3£
----

0 -

Figura A.2 - Número de elétrons por célula em função de x para 
um gãs moderadamente degenerado.

TABELA A.l

Tabela de integrais para um gãs de Fermi moderadamente 
degenerado (solução obtida até o terceiro termo).

o£-- 2 , ( « O  
9, i r ±  *<, \ i _ jlV J 1 -

â 1 ia. ° € 0 o

i 3 (~í ) = 

2 ,

2 5 < * )  r

/3 { í + O -f- °  }
/ a

o u J-^O -- J l  /7 V*/ á 7 iO
/ < { i •f - J-5JL <* **■-  / 7 'v  -

£■ L *<2 ° u  ° ~

y 3
**n ( i 3 1 7r H ■ -  J L  * 0

(c O L 4 i 0 ■

I  <*■} , _ L * „ 5  S l  +  2 1 ^ 0  - ]
c, ' *7 ^ /i 'JJO ° J7 7 ^ 0

i d + ^ r W ; \ x i r V jT
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B " CALCULO das pr od u ç õ e s

A produção é definida através de: (vide 1.4.7)

v  = - W J  f * (c^- tS'5)°^íS ' (B.D¥2
com (1.2.3):

segue que:

£ = {■ 2 *  * .•  ( Sr • *5 )  d . %  d  C. ,

Integral em dk i igual a:

\ (  C .  k )  K  -  J l  C C -  )j ' - ~ ~  A - « 2, x '

(B. 3)

(B.4)

donde:

c'V (B. 5)

Substituindo a função de distribuição (II.3.14) em(B.5), 
lembrando que dc « 4H'c dc e utilizando a relação de recorrência 
A. 2, chegamos a:

Ç* h  ^
(B. 6 )

A metodologia para o cálculo de (equação 1.4.11) é se
melhante.
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C - RELAÇÕES DE ONSAGER E ONSAGE R-CASIMIR

C.l - Resolução do sistema de equações (III.2*1) e (III.2.2) no 
estado estacionário

Partindo das equações de evolução da densidade elétrica
J. e do fluxo de calor q. , fazendo 5 ^ ; -  9 9  i _ o  , temos:

í £■ ~ 9c
5  te V  r  * J u  'à ' / t _ / t\ v) T  J 3 [ — 2-^/T + J L k1 r

l 1
( « n f j i T  e+ S..t O,, lli - Q- (C.1.1)

. r  i * T  nr *i ‘ J j  J ^

- 2 T*Z 2I/1 + f ̂  * V> r5J, [■ J ->ilj3 (y>n  ̂ 3 AM An a 5x7 -yj
1

-  A  f ^ S X )  [ 4  +  ^  >7 3 g ,- ^  l /m > jl. <• X M / w ,  ' ^  avk j li
(C.1.2)

De (C.1.1) podemos isolar q^, dando assim:

3  - 1  jJ / í I  ̂  ^  [ ^ ? | r 4  | i
7 4 ' Y  ^  ̂  ^  1 u

_  [ )* J s l  9*&:k + . (C.l.3)X òn ó J

Substituindo (C.1.3) em (C.1.2) , simplificando o fator 
Â(À ^ T) -Lr e deixando todos os termos em J. no primeiro membro ,
Lj ' ÍYV\ > è> K
a equação (C.1.2) fica:

( S ) \  - _  a  (_5« r ) a &*; s. _<sy “ íT ' An L d■3X   ̂ An (-  ̂ ><j

__ ^  1 _  7 / _  rt . n U T ^  . vi  -T" J
_  £ 2? i  v r -  j v 5 -v 3 J ^ r  +  A  í ^ L )  r  . (c l 4)

3 /vn am o J 3 -£

( 3 Í2 5J* )Sij W rJ Jj^ Í Í 5 ^ ”4t3 •
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Aplicando a matriz inversa (S-1)ki(cujo cálculo será visto 
a seguir) à equação (C.1.4) e após alguns cálculos obtemos isola
damente J^. Substituindo a expressão encontrada para na equação 
(C.1.3), chegamos finalmente â solução do sistema, obtendo a den
sidade de corrente eletrica e o fluxo de calor q̂  ̂ como função
de V t  e 12JII 4  £ 1  .3X; JL 'Ò X

C. 2 - Cálculo da Matriz Inversa

A matriz (S)^ de (C. 1.4) tem a forma:

(C.2.1)

com:

a - 3 r J S I T 1 
' t"75 je. j

t + +
K  A I 2 . K1.) ( t + B  ) ,/ V /Vvi 1

(C.2.2)

em que:

T * = (C.2.3)

- 1,Necessitamos encontrar a matriz inversa (S )iJc

- 1

( 5  ) = a' + Jr' B.4-K aK Jt-•K +  c; ô., B
-<) d*

Pelo teorema de Hamilton-Cayley temos que:

S 5 _  I  S A + J i _  2 , 1  = o  .
/V/ J[ ^  /V (C.2.4)

Se supuzermos que S é não singular, segue de (C.2.4) que:



onde:

obtemos

JL J (C.2.5)

(S1) _ + ( ̂  Ctc 4 ír ) B  ! Btf te+

+ <2 Jrc . ^

)... = (£ + 3 < ^  fi* f  (3a?c  + 3 a  (r“ ) 1 3 .^ +XK

( < „ *  t S M A A »

* ̂  l  L  %  «i 9. * <=!® „  e., 9, §, 9 P 8,, 1

í  . <£)..J X JL y

I,_L( s3)..-_ls..(s'í) + J (S .i3 3 -** <2 <j$ + t^-'

Levando em consideração que:

%  - K  > b  - - °  -

Jl ü. t ^  %»V /

^ ) . = 3a--2c0i 

(?) =

y

(C.2.6 )

(C.2.7)

(C.2.8)
.A o*.. = 3o? -  l (âac. +(y)b + 3  cr6

/
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(5 = 3 a - = ?  O^c.Al /

% L = 3 a  - /

=: 3 -f f /Ó- - Vcí. C ) d  H- CLã y  (c. 2. 9)

J2T — 6l v- (a. b - zicâc ) 3 -j- & c 3 .

2Assim, substituindo, II0, II*, S e S em (C.2.5) encontra-z x ~ ~
mos a inversa (S )

-1

(é l = 4  { ( - c ̂  1 sía- aH*; A' + u *~ ac } j
3 0 (C.2.10)

com:

_Zj — a  4 ( ^ ^  — 2  a  C- 3 /5 _j. cl c. £) . (c . 2 1 1 )

Trocando a, b e c por seus valores (C.2.2), vem:

(5J) _ J.ÍL  J - A  uJJs.-~ " 5? U i r / r 7* y\ í v^ x t t 1* j

i

-  ^  ÍJ^ / ) * > * A  •

t *  0 * +  ^  s ' ,  e**)  +  j d J L  ^ J ( c . 2 . 1 2 )

cujo valor d e A  é:

A r [i + .éC ^  ̂ V ) G %í V k t  t ”
( C . 2 . 1 3 )
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C.3 - Calculo referente à prova das relações de Onsager 

Da equação (III.3.11):

_ ( tf jT L  +S L e ) ( i l ãt+ 5 1 ^ ) + ( 0 1 4 6 ) ^ 1 ^  J - S l f t )  .

(C.3.1)

Reescrevendo o primeiro membro temos:

t C t- (SIH tf+ 4 â (Sllf-fi- 4 )J +

+ è [-n. CfT^t 4?Il'*U &(.SIhSL 4 50“̂  >3 .

Considerando (III.3.10):

+ e cit+sl +^ r 4© ) r

^ ( r x v t +  t l í %') 4 s (5-T^si-t ? - í © )  / (c.3 .3 )

(C.3.2) fica:

tf [-0 - (1*1* + ̂  *) •+ © ^5Js©) J +

c r _ / «■ r t f W .  £) + © (fXt-n- + ?•£©'>")/4- á L-H- C 5 X V X -+ r ã * *  / ■+ v (c.3 .4)

e rearranjando os termos:

(tf_a + X16 ) ( 314 ̂  + 5--Tf .

(C.3.5)

Assim, em vista de (III.3.9):
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✓ (C.3.6 )

concluímos que (C.3.5) ê igual ao segundo membro de (C.3.1), pro
vocando a igualdade em (C.3.1) e conseqüentemente a validade das 
relações de Onsager.

C.4 - O fluxo de entropia e o campo elétrico(q ^ como funções 
do gradiente de temperatura e da densidade de corrente elétri
ca J^. A

Tomando a equação (C.1.3) que exprime q^, podemos rees - 
crevê-la do seguinte modo:

^  - 4  y V i5lM ~ 3Ja ̂  H  +

+ £  V r f + ^ 3  3*

A equação estacionaria para o fluxo de calor (C.1.2) tam
bém pode tomar a forma:

- - H  «jfSoV*, * 4  t y *

-  í -  1 tr
/ Jo ^  f  /  >7 T  AT f  3 T  j_ 6  ^  JR V T  J í j  — O).

- J ( A - )  v T  ( ? Jc- 5 -L<i /k }4xr ^  * t  * .
3 ^  (C.4.2)

Substituindo (C.4.1) em (C.4.2), isolando em (C.4.3) o
termo envolvendo e simplificando o fator obtemos:

\  1  V  Ü .  (  5 4  S *  (  ^t X ^  V ' 3 ^

4 K  V r "  - 3 ^ V x T ) & J | I  -  J f, * 1  +
rm 3  7 a J d

( C . 4 . 3 )
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onde:

sendo:

(S) , { a * 8  } , (c.4.4)
\ i <1

L* .   j.GL _ ■& ($*T ,“ I  ~py^rf / (C.4.5)

I* A T/>■ = \ V  T  /l W  /

e lembrando que:
5 - 3  5

V ~ X Jr̂  —íL . (C.4.6)

Processando a inversão da matriz (§*)ij (como no apêndice
C.l para (S). .), fazendo a * a*, b = b* e c = c* = 0 na equação *̂3 “"1(C.2.10) e aplicando a matriz inversa obtida (S* )^^ aos dois
membros da equação (C.4 .3) chega-se a:

tí> - —i— & -1 _ í  4 C (3Ijt+Slub )-y <? J. Jl •* ^ /3 ] i . +
#  XtíT ± A  V ~

)VhJftr)a ^ T ^ T T *  J >  *T

+T *

I )! 

I M l  / s cex>T3 ~ j Q i 3T<i) b b \  3 { -
n*.?Vv,*T 3J^r^5-.X^á ^  á ) â

_ vK  í -- -4 í Ctf ( 5 ^  - 3Jj2X/AT)+ &(?jÇ
XT 3Iit + 5TH b A  l V +

j. ( 5"Tu - dl]) 5/m t ) /3 J  à . +.* 3Jã t  + 5 ~ M  T * ? X X K T  ? *  I *  *

I J f . l  , - L  S ( AX-ZV*  ̂  ̂ +
f ^ ^ r ) í  7 ^  (3X, í + 5iH%) à -

, ò i ,  s  - S s x i ) j _  Azj J 3  8  \ 2 J
+  O j j t l s T . M  T * a > f i « * T  v *  * ê i S 2 i •

( c . 4 . 7 )
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Substituindo (C.4.7) em (C.4.1) encontramos o fluxo de ca
lor q^, e assim, através da equação (III.4.4) , <j) = âi? 4  iL "3^ , o
fluxo de entropia: ^

À - i T  £ 1 1 {$51u-2J1j>Iò  í á- _
x  ã t  — ^ T X  1 ^

- A  , > 3 ^  £ b  +-iia___ lX* Í37jt + S2<<^ A 33^+51^ T * ^ W ? t T *

_ JL — L-------  S c  t ( 51 l - 3 Jj 5/kT  ) S í ' 7-^ _ 5J^T/AT)+
X A  (3X, f + SXsS»H * 4

+  3 A  {ttH - 3-Á X/?r). 1  jlJI-- -L B  J S - k _
+  (3x4 ^ 5 í á )  r * ^ k T r > *  J <**

=-^i i 7 S > £ tf + ^  ■ ., a(̂ J3Jr ^ A
~r* (3 1 ^ + 5 1 ^ )  * ( 3 ^ 1 X 5 ^ s r

. —L _L &  5, í X  , (C.4.8 )
7 T 7*  ^  i  J  á

O termo que aparece em ambas as equações (C.4.7) e (C.4.8):

N ̂  I 1 /! <2.
A  = i + x l  ) £X T  3 J^  X'* f . 5JTt/ $ (C. 4 .9)

é oriundo da inversão da matriz (§*)^j •
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