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RESUMO

Desenvolvemos um modelo para a perturbagao orbital devida & for¢a de
reemissio da radiacao solar, similar ao efeito Yarkovsky, onde o eixo de rotagao do corpo
orbitante é perpendicular ao plano de sua orbita em torno da fonte. Aplicamos este modelo
a orbitas de asterdides e calculamos as equacoes de Gauss do movimenio numericamente.
Encontramos, assim, o tempo necessario para um dado asterdide atingir a 6rbita da Terra,
partindo do cinturio de asterdides, sob o efeito desta forca. Analisamos a evolugao or-
bital dos elementos osculadores também para o caso em que a forga de reemissao é anti-

dissipativa.

iii



ABSTRACT

We point out an approach for the orbital perturbation due to the reemis-
sion of the solar radiation, similar to Yarkovsky effect, in which the rotation axis of the
orbiting body is perpendicular to the plane of its orbit around the source. We apply this
mode! to asteroid orbits and calculate Gauss equations numerically. In this way, we de-
rived the time to an asteroid to reach Earth’s orbit, coming from the asteroid belt. Orbital
evolution of osculating elements is analized also for the case where the force due to the

reemission is anti-dissipative.
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Introdugao ' 1

Introducgao

O avango na precisao das observagoes evidencia, cada vez mais, que nio
podemos nos limitar aos sistemas conservativos e 3 Lei da Gravitacdao Universal para
resolver todos os problemas da Astronomia Dinamica. Assim, a desaceleragio secular da
Lua e o avanco do perihélio de Merciirio constituem exemplos cldssicos de que os sistemas

dissipativos e a Relatividade Geral, respectivamente, devem ser considerados nessa drea.

Diversas forgas nao—gravitacionais sao consideradas na determinaciao da
érbita de pequenos corpos do sistema solar (meteoros, asterdides, cometas, etc), tais como

aquelas devidas as radiagdes eletromagnéticas.

O estudo destas forgas comegou a se desenvolver no inicio deste século. Ele
trata das forcas exercidas sobre pequenos corpos do sistema solar causadas pela reflexao,
absorgio e reemissao da radiagdo solar por suas superficies. Estas forgas s3o responsaveis,
por exemplo, por perturbagdes nas 6rbitas de satélites artificiais, pela queda de meteoritos

sobre a superficie da Terra e pela ejecao de gases por cometas.

An4lises dos espectros de refletincia de alguns meteoritos feitas em labo-
ratério mostram muita semelhanca com os espectros de refletincia de alguns asterdides,
fortalecendo as evidéncias de que o cinturdo de asterdides é uma importante, se nao a maior,
fonte de meteoritos. O espectro de refletincia é um espectro por meio do qual andlises
quimicas remotas podem ser feitas, baseadas na refletincia (razao entre a poténcia radiante-
total, em watts, refletida por um corpo, e a poténcia incidente sobre ele) de uma superficie
planetiria ou de satélite a diversos comprimentos de onda, particularmente para aqueles
do infravermelho.

As particulas extraterrestres recuperadas na superficie da Terra tém sido
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objeto de intenso estudo mineralégico, e com o desenvolvimento da Fisica Atémica neste
século, tornaram-se poasi;veis andlises muito sofisticadas deste material, das quais se pode
deduzir, entre outras coisas, a sua idade. A origem precisa destas partfculas interplanetéri-
as ainda nao é clara. Certamente materiais interplanetirios com tamanhos menores do
que lcm vém de cometas, como mostra a correlagao entre chuvas de meteoros e érbitas
cometdrias. A poeira pode ser também gerada em colistes entre meteordides maiores.
Particulas grandes — mas cujas érbitas sao afetadas por forgas de radiagdo — provavel-
mente originam-se de nicleos cometarios extintos ou representam os asteréides de tama-
nhos menores. O que se sabe é que a maioria da poeira vem da matéria cometaria, enquanto
que a maioria das particulas rochosas grandes vem de asterSides. De qualquer forma, para
que se possa fazer uma selegao entre as origens propostas para qualquer amostra de poeira

interplanetaria, deve-se entender a dindmica de tais partfculas e a evolugao de suas érbitas.

Existem dificuldades em explicar como fragmentos com massa maior do
que 1kg, gerados por colisdes de asterdides, podem atingir a érbita da Terra. Em geral,
o movimento de partfculas pequenas no espaco ¢ dominado pela presenga gravitacional
preponderante do Sol. Entretanto, a evolugdo de longo perfodo de tais corpos é comumente
produzida por forcas ndo—gravitacionais (foras de radiagao ou colisdes), porque estas
mudam a energia mecdnica total do corpo e o seu momentum angular. A explicagao
destas for¢as de radiagao foi um problema que atraiu a atengao de diversos eminentes
cientistas ao longo deste século, entre eles Poynting, Larmor e Plummer. Este assunto foi

inclufdo brevemente no cléssico artigo de Einstein (1905) sobre relatividade especial.

Mas o8 corpos no espago interplanetério nao s3o somente atrafdos para
o Sol pela gravidade, eles s3o também repelidos para longe dele pela pressdo de radiagao
devida 3 transferéncia de momentum pelos fétons solares. As érbitas de tais partfculas
s3o também modificadas pelo efeito Poynting-Robertson, dependente da velocidade, cuja

natureza tem sido objeto de consider4vel controvérsia desde o infcio do século, recebendo
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seu tratamento fundamentalmente correto, embora incompleto, por Robertson(1937).

A forga sobre uma particula perfeitamente absorvente devida a radiagao

solar, pode ser vista como composta de duas partes:

a) um termo de “pressio de radiagao”, devido & interceptagdo inicial pela partfcula do

momentum do feixe incidente, e

b} um termo de “arrasto”, devido 3 taxa efetiva de perda de massa da partfcula em

movimento 3 medida que ela reirradia a energia incidente.

O momentum removido por segundo do feixe incidente, como visto pela
particula, representa a forga de “pressio de radiagao”, pois, pela segunda lei de Newton,
uma taxa de variacio de momentum linear de um corpo equivale a uma forga agindo sobre

ele.

O fluxo de energia absorvido é continuamente reirradiado pela particula.
Uma vez que a reirradiacao é aproximadamente isotrépica (partfculas pequenas sao efeti-
vamente isotérmicas), no h4 forga resultante sobre a particula em seu préprio referencial.
Entretanto, a reirradiagdo é equivalente a uma taxa de perda de massa da particula em
movimento e, medida no referencial solar, d4 origem a um fluxo de momentum saindo da

particula.

Uma vez que a particula estd perdendo momentum enquanto sua massa é
sempre conservada, ela é desacelerada e sofre um arrasto dindmico. A perda de momentum
por unidade de tempo representa, de acordo com o teorema momentum-impulso, uma forga

sobre a partfcula de mesma intensidade, que é algumas vezes chamada efeito Poynting—
Robertson.

O efeito Poynting-Robertson, uma corregao relativistica & pressao de ra-
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diag3o direta, pode causar o decaimento orbital de todos os fragmentos de asteréides com
didmetro menor do que 10cm, e sua passagem através da 6rbita da Terra. Mas estes frag-
mentos seriam muito pequenos para sobreviver 4 entrada na atmosfera, e conseqiientemente
n2o seriam recuperados no solo. Por outro lado, a maioria dos fragmentos suficientemente
grandes para resistir 4 entrada e atingir a superficie da Terra seriam muito grandes (razdo
muito grande entre a 4rea da seccdo transversal e a massa) para que este mecanismo os
afetasse significativamente durante o tempo de existéncia do sistema solar (4.6 bilhGes de
anos, aproximadamente). Deste modo, embora o efeito Poynting-Robertson influencie a
distribuigao de pa.rticulaé de poeu'a do sistema solar e muitos dos objetos vistos como mete-
oros, ele provavelmente ndo explica qualquer meteorito recuperado na superficie da Terra,
que possa ter sua origem no cinturao de asteréides. Uma vez que as forgas de “pressao
de radiacao " aceleram corpos de mesma densidade em proporgao direta as 4reas de suas
seccOes transversais e em proporgao inversa a seus volumes, o arrasto Poynting-Robertson
agird “seletivamente” (ou seja, sua intensidade serd inversamente proporcional ao raio da

particula) sobre as érbitas dos pequenos fragmentos, fazendo-as evoluir mais rapidamente.

O efeito Poynting-Robertson nao é suficientemente intenso para funcionar
como um mecanismo que explique os meteoritos recuperados sobre a superficie da Terra.
Entretanto, um fendmeno até hoje pouco conkecido, chamado efeito Yarkovsky, parece
ser capaz de explicar a maioria dos dados dindmicos sobre meteoritos. Como a pressao de
radiagio solar direta e o efeito Poynting-Robertson, o efeito Yarkovsky também € uma forga
seletiva do tipo “pressio de radiacio”. Esta forca pode ser algumas ordens de grandeza

maior do que o efeito Poynting-Robertson.

Por volta de 1900, Yarkovsky propés que a reirradiagio térmica anisotré-
pica de um corpo em rotagio, orbitando o Sol, podia ter um efeito de longo periodo
significativo sobre aquela 6rbita. Ele sugeriu que, devido 3 inércia térmica do corpo,

seu hemisfério que estd “anoitecendo”, estard sempre mais aquecido na média do que o



Introdugao 5

hemisfério que estd “amanhecendo”. Assim, mais energia térmica serd emitida do hem-
isfério que est4 anoitecendo/escurecendo, e desta forma também mais fluxo de momentum
eletromagnético. Isto resultard em uma forca em uma diregao diferente daquela da ra-
diagio incidente. E a produgio desta forga transversal resultante que chamamos efeito
Yarkovsky.

Diferente das forgas de pressao de radiagao solar direta e atragao gravita-
cional, que sio for¢as puramente radiais e nao realizam trabalho na média sobre o corpo
em uma drbita completa, a forca Yarkovsky pode ter uma componente transversal, sem-
pre no mesmo sentido, paralela ao vetor velocidade orbital, e assim produzir trabalho
resultante diferente de zero sobre um perfodo de revolugio, causando mudangas seculares

significativas no semi—eixo maior da 6rbita.

Outro efeito de radiacao, identificado em 1975, acontece porque a ra-
diag3o emitida da metade do Sol que est4 se afastando da partfcula serd desviada para o
vermelho, enquanto f6tons idénticos da metade que estd se aproximando terdo seus mo-
menta auvmentados devido a serem desviados para o azul. Esta transferéncia assimétrica de
momentum produz uma forga transversal adicional sobre uma particula interplanetiria,
chamada efeito Doppler-Diferencial. Esta forca é sempre menor do que o arrasto
Poynting-Robertson, e é importante somente se a partfcula estd préxima da superficie

solar (Guess, 1962), onde os dois efeitos se adicionam.

Com o advento dos satélites artificiais, notou-se a grande necessidade de
se conhecer melhor as for¢as nao—gravitacionais, para uma determina¢3o mais precisa de
snas Grbitas. Assim, diversos modelos, tais como o do potenciél terrestre, da pressao de
radiagao solar direta, das marés terrestres e oceanicas, do arrasto com a atmosfera neutra,
da pressao da ra.diagé,? terrestre, foram aperfeicoados e introduzidos no célculo de 6rbitas,

tornando a teoria mais compativel com a precisao das observagoes .
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No infcio da década de 1980, o panorama modificou-se novamente: através
de medigoes centimétricas feitas por estagoes de telemetria laser espalhadas pelo mundo,
verificou-se que a 6rbita do satélite LAGEOS estava sujeita a certas perturbagdes seculares

e periédicas inexplicdveis até entao.

Tendo em vista o elevadissimo nivel de conhecimento a respeito das per-
turbagbes gravitacionais, procurou-se nas perturbagoes de origem nao-gravitacional as
explicagbes para tais anomalias. Afonso et al. (1985), apresentaram um modelo de troca
de momentum entre um satélite eletricamente carregado e o plasma, assumindo uma dis-
tribuigdo de potencial tipo Debye (adaptado para uma esfera), uma distribuigao uniforme

para os fons e uma distribuigao de Boltzmann para os elétrons.

Assim como existem estagoes sazonais na Terra, existem também sobre
um satélite que a esteja orbitando. Sio duas as assimetrias principais que regulam a dis-
tribuicio de temperatura de um satélite em rotagao: primeiro, a quantidade de radiagao
recebida por um elemento de superficie do satélite por unidade de tempo, varia propor-
cionalmente ao cosseno do dngulo zenital do Sol; este dngulo é controlado pela orientagao do
eixo de rotagio do satélite e pela diregdo da radiagao incidente. Em analogia com a Terra,
podemos nos referir a este efeito como um efeito “diurno”. A assimetria térmica diurna
ser4 pequena se o perfodo de rotagdo do satélite for menor do que o tempo caracterfstico

de resposta térmica.

Grosseiramente pode—se falar, para um satélite, de um hemisfério quente,
ou “verao”, e de um hemisfério frio, ou “inverno”, do satélite, de acordo com a latitude do
Sol. A intensidade deste efeito dependerd do angulo entre o eixo de rotagao do satélite e

a normal ao plano da eclitica.

Quando o satélite cruza a sombra da Terra, sua iluminagdo (e aqueci-

mento) pelo Sol é quase instantaneamente cortada. Se a inércia térmica do satélite nao
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for muito grande, a assimetria de temperatura sobre sua superficie diminuir4 e poders
eventualmente ir a zero, como também a forca de recuo correspondente. Sob tais cir-
cunstancias, a componente da forca perturbadora na direcio do movimento nio é mais
nula, quando tomada sua média sobre uma revolugao, causando desse modo mudangas de
longo perfodo no semi-eixo maior da érbita. A perturbacao é mixima quando o eixo de

rotagao do satélite situa—se no plano orbital.

Naturalmente, o comportamento térmico depende das propriedades térmi-
cas do material de que é feito o satélite. Uma esfera perfeitamente condutora nao exibird
assimetria na distribuigdo de temperatura, porque qualquer aumento local na temperatura
provocaria um fluxo de calor que equalizaria a temperatura em todos os pontos. Por outro

lado, um isolante manteria um gradiente de temperatura por longo tempo.

A assimetria de temperatura diurna é importante também na dindmica
de cometas, onde a forca de recuo correspondente é causada mais pela perda de materiais

voliteis do que de f6tons térmicos.

E interessante ressaltar que os modelos de forgas nao—gravitacionais de-
senvolvidos para os pequenos corpos do sistema solar aplicam-se, com as devidas adapta-
¢Oes, para satélites artificiais, sendo a recfproca também verdadeira. Portanto, depois de
obtermos modelos compativeis com as observages precisas feitas em satélites artificiais,
podémos aplicar os resultados no estudo das 6rbitas de pequenos corpos do sistema solar

e da evolugdo dinimica de sistemas planetarios.

Neste trabalho, consideramos a pressao de radiagao solar direta e o efeito
Poynting-Robertson para uma partfcula perfeitamente absorvente, que se move em relagao
a0 Sol com velocidade ¥, e para uma partfcula que espalha e absorve a radiagao solar. Em
seguida obtivemos o efeito Poynting-Robertson utilizando consideragbes da relatividade

especial, e &presentamc;s o efeito Yarkovsky como proposto por Peterson (1976). Apresen-
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tamos um modelo para a forga de reemissao da energia radiante recebida do Sol, por um
corpo em rotagao, que consiste na solugao da equagao diferencial semi-linear da condugdo
de calor dependente do tempo, proposto em 1989 por Afonso e Foryta. Desenvolvemos
este modelo, e o aplicamos a érbitas de asterbides. Resolvemos as equagoes de Gauss
do movimento numericamente e encontramos o tempo necessirio para um dado asterdide
atingir a érbita da Terra. Conclufmos que este nosso modelo pode explicar como corpos
de massas iguais 4s dos meteoritos podem atingir a 6rbita da Terra, oriundos do cinturao
de asteréides. Analisamos a evolucao orbital dos elementos osculadores também para o

caso em que a forga de reemissao ¢ anti-dissipativa.



Capftulo 1. O Efeito Poynting-Robertson

No infcio deste século, J. H. Poynting considerou os efeitos da absorgao
e subseqiiente reemissao da radiagao solar por pequenas partfculas no sistema solar. Este
trabalho foi mais tarde modificado por H. P. Robertson, que usou um tratamento rela-
tivistico para estabelecer as equacoes de movimento de tais partfculas, para termos de

primeira ordem Dna razao entre a velocidade da particula e a velocidade da luz.

Quando se usa um sistema de referéncia estacionario com relagao a parti-
cula, os processos de absor¢ao e reemissao nao produzem forga resultante sobre ela, em
uma 6rbita completa. Entretanto, quando se usa um sistema de referéncia solar, encontra-
se uma for¢a de resisténcia sobre a particula, proporcional 3 sua velocidade. Esta forga
provoca um decréscimo secular lento no semi-eixo maior e na excentricidade da érbita da

particula, o que poders causar seu espiralamento em diregdo ao Sol.

A quantidade total de energia que é interceptada por segundo de um
feixe de radiacio que possui densidade de fluxo S(W/m?), por uma particula estacionaria,

perfeitamente absorvente, de sec3o geométrica transversal A é SA.

Se a particula se move em relagio ao Sol com velocidade ¥, devemos
substituir S por (Bums et al.,1979)

= S(l - g) (L1)

onde ¥ = ¥- R é a velocidade radial da partfcula, R & um vetor unit4rio na diregio do
feixe de radiacio, e ¢ é o médulo da velocidade da luz. O termo entre parénteses € devido
ao efeito Doppler, que altera o fluxo de energia incidente, deslocando os comprimentos de

onda recebidos.
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O momentum removido por segundo do feixe incidente, como visic pela

particula, serd entao
o ' . » .
b _(SA\p-s(1-F\A%
dt c c/c

que dé a expresszo para a “pressdo de radiagd@o solar direta”.

S0 > v
N A
‘L . C R

I
Svbita

(1.2)

Figura 1.1: Pressio de Radiagdo Solar Direta. Diagrama mostrando uma particula orbs-

tante sujesta @ radiagdo solar de densidade de fluzo S.

O fluxo de energia absorvido S’'A é continuamente reirradiado pela par-

ticula. A reirradiacio é equivalente a uma taxa de perda de massa

m _ 4
dt =~ ¢

(1.3)

da particula em movimento que, quando medida no referencial do Sol, d4 origem a um

fluxo de momentum que sai da partfcula

@ __ (54,
dt — 2 Y

(1.4)
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A forga resultante sobre a partfcula é entdao a soma das for¢as devidas ao
impulso exercido pelo feixe incidente e & perda de momentum pela particula em movimento,

ou, para uma partfcula de massa m
L (S'A\ 5 (S'A\., SA N\Npg ¥
mi= (S4) 8- ($)o= 24](1-1)8-] 03

até termos da ordem de v/c. Esta expressio é equivalente ao resultado obtido por Robert-
son (1937), onde o termo S’A/c? representa o efeito Poynting-Robertson.

Para avaliar as forgas de radiagao sentidas por uma particula que espalha
e absorve a radiagio solar, Burns et al.{1979) consideraram um modelo simples que en-
volve colisao de particulas e troca de massa; estes dois processos causam transferéncia de
momentum. O modelo contém dois aspectos considerados importantes no caso de absorgao
perfeita: uma pressio na diregao do feixe incidente, e um arrasto, devido a perda de massa,

na dire¢ao da velocidade da particula.

A forga resultante sobre a partfcula pode ser escrita como:

mil %Q,r [(l - %)R - g] (1.6)

até termos da ordem de v/c. Esta equag3o é idéntica ao resultado obtido por Robertson,
eq. (1.5), exceto por ser mais geral pela inclusdo do fator @, cocficiente de pressao de
radiagdo. Neste coeficiente estao embutidos os coeficientes de absorcdo e de espalhamento

da particula.

Para partfculas heliocéntricas, com # = ## + rff, onde # = R é um vetor
unitério na diregio do raio orbital, e # é normal a # no plano da érbita, podemos escrever
a forca de radiagao como

- oli-2-@) e
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radia¢do
incidante
4

Lavt(s]e)
T,

<)

ra a}QAcial

de pariicula

() +vJo>E
ﬁadia;go
incidante
—_— e -\—»yp
(l -vle) 23
h¢§¢r¢ncia\
do Sol

Figura 1.2: Efeito Poynting-Robertson. Diagrama mostrando que a reemissdo de mo-
mentum se dd preferencialmente na diregdo frontal, visto do referencsal solar, porque as
freqiiéncias e os momenta dos quanta reemitidos (ou espalhados) nests diregdo sdo au-
men?ados em relagdo dqueles da divegdo oposts. O comprimento dos vetores mostra o

momentum nos doss sistemas de referéncia.

Em geral chamamos a parte dependente de 6 na equagio (1.7) de “efeito
Poynting-Robertson”, e o termo radial de “pressao de radiagéo .

Podemos obter o efeito Poynting—Robertson, a partir da relatividade es-

pecial, da seguinte maneira: a forga devida 3 pressdo de radiagdo solar direta pode ser
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F= %f f’r[’ I{v,t)dAdvE

a & 2% roo
+-ci/ / / I(v,)2 cosfd AdvcosO R
[/] [} [+]

+9;_‘/;§/;2”/;w I(V,t)dA[l + gcos0]dvﬁ (1.8)

onde ag, a. e a4 530 os coeficientes de absorcao, espalhamento especular e espalhamento

escrita como

difuso da particula, respectivamente (ver fig. 1.3).

/ - T
a b c
. espalhamenio espalha i
absorcao espacular Pdi;u':;n °

Figura 1.3:Diagramas mosirando a: absor¢do, b: espalhamento especular e c: espalha-

mento difuso sobre um elemento de superficie.

Mas a intensidade da radiagdo , I(v,t), pode ser representada por

I,cos0, se0<0<%;
0 <0S7 (1.9)

sendo
dA = R?sin 6dfd¢
- R=cosf

n — normal 3 superficie
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Substituindo estas expressdes em (1.8), obtemos

E r2x oo
f= / / j I, cos 0 R? sin 0d0dgdv R
¢ ] o o
% 27 poo
+2e / / / 1,2 cos® 0 R? sin 0dfdgdv R
c (] ] [
aq £ 27 roo 2 . .
+— / / / Iocosf [l + 3 cos 0] R?sin 8d6d¢dvR (1.10)
(] ] 0

Porém Qo= [;° I(v,t)dv

e assim, apés a substituicdo e a integragao em 6 e ¢, a equagao para a forga torna-se

- %"—szQoR+ %inqu,,R + gcinon(l + g)R (1.11)
4
Fi= ”?Qo[aa +ac+ag+ §ad]R
Os coeficientes ag, a. € ag obedecem 3 seguinte relagao
o t+a,+ag=1
e desta forma:
Fi= 1—?—0, [1 + %ad]R (1.12)

Esta equagao fornece a expressao para a pressao de radiagao solar direta,

que pode assumir os valores

ijparaag =0

R="Eo p (1.13)

c

iijpara ag =1

2 N
F= 1;"? QR (1.14)
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A obtengao padrao do efeito Poynting-Robertson, feita por Robertson em
1937, resulta da hip6tese de que a radiagao envolvida origina-se de uma fonte puntual. Uma
pequena particula orbitando a fonte absorve e reemite essa radiagao, e por isso experimenta
uma forca de arrasto. Desta maneira a partfcula perde momentum angular e espirala em

direcao 3 fonte.

Em 1962, A. W. Guess fez um estudo examinando como a hipétese de uma
fonte esférica finita altera a obtengao padrao. Seu estudo estabelece o conceito intuitivo
de que o tamanho finito é importante primariamente quando a particula situa—se perto da
fonte. Em seu trabalho, Guess admitiu que o raio da fonte esférica pode ser comparavel
3 distincia entre a fonte e a particula orbitante. O tamanho e a massa da particula
830 considerados desprezfveis em relagio ao tamanho e A massa da fonte, mas nao tao
pequenos que a pressdo de radiagdo supere a atragao gravitacional. Sua anélise assume
que a partfcula é uma pequena esfera, ainda grande comparada com o comprimento de onda

da radiacdo. A partfcula absorve toda a radiagao incidente e a reemite isotropicamente.

Sejam dois sistemas de coordenadas: um sistema (z,9,2,t), no qual a
fonte de radiagdo est4 instantaneamente em repouso, e um sistema (z’,y', 2*, '), no qual
a particula orbitante estd instantaneamente em repouso. A particula move-se com veloci-

dade 7 = (u, v, w) no sistema sem linha, tal que, pela transformagao de Lorentz, temos:

_ 1= )} +[1= (1= /) H(7- /o) -
P = [=v /) (1.15)
_ - (@A
= =) (1.16)

onde 7 = (2, 9, 2), e ¢ é 0 m6dulo da velocidade da luz. Os cossenos diretores = (1, m,n),

transformam-se de acordo com

_ -2/t 4+ 1= (1= ? )T 9)/0?)T - §/c
= T (1.17)




O Efeito Poynting-Robertson 16

A freqiiéncia da radiagao, v, transforma-se de acordo com:

W = dvg (118)

a intensidade da radiagao, I, segundo

r= 1737; (1.19)

e um elemento de 4ngulo sélido, df2, como

' = dnﬁ (1.20)
2 '

onde
B=(1-v?/c*)}

y=[1- (T /)]

Admite-se que a fonte esférica aqui considerada irradia como um corpo
negro, ou seja, com brilho constante sobre toda sua superficie. No sistema de referéncia
sem linha, um observador na particula vé a esfera irradiante (de raio D e distincia R ao
centro) como um disco circular de brilho uniforme (de raio d 4 distancia L). Orienta-se
08 eixos z, y, 2 tal que este disco é paralelo ao plano z - z, e o vetor v situa-se no plano

g-y,istoé, w=0ev?=u2+v? (ver fig.1.4).

Se a energia emitida (por unidade de freqiiéncia, por unidade de tempo,
e por unidade de 4rea da fonte) é Q,, introduzindo as coordenadas polares p e ¢ sobre o
disco, teremos para um elemento de 4rea pd¢dp da particula

— Qo Lpdéd
140 = ,ﬁ 0<p<2m 0<p<d

A intensidade da radia'gé,o, I, situa-se na diregao dada pelos cossenos diretores
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Figura 1.4: Diagrama mostrando a geomelria da fonte esférica e da particula orbitante,

no sistema de referéncia sem linha.

Assim, partindo da equagio (1.8), podemos obter o efeito Poynting-Ro-

bertson escrevendo para a forga a seguinte expressao:

Q 2% ro00
Rda=2 / / / Py dYd Al
c 0 0 (/]

42 / ! / o L " Pdvdrdapl® - e
+2’E«1 [, ! /, ” L " PadoaAl + §i]° (1.21)

onde

P.i=cost

| = sin ficos ¢7 + sin fsin é; + cos O]
ro=ﬂ+ﬂ(§'i)_?’.
c

c

Nestas equagoes, o expoente o indica o referencial sem linha, e o versor I’ representa a

direao da normal no referencial cem linha.
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Assim, a equagao para a for¢a assume a forma

g 27 roo .
Fda=2 / / / P dd AP
C Jo Jo 0
a 4 r2r roo .
+2 ] / / Py 40 d A2 cos? Bi
C Jo Jo 0

% r2r roo -
4% / / / 'V A Al + 2 cost]i®
c o o [ 3

Substituindo as equagoes (1.18), (1.19) e (1.20) em (1.22), obtemos
§ p2x poo I I
Rda=2% f / / ravdndA(1- 2T\ [ 4 i (L2
€ Jo Jo Jo ¢
@, Q- 00 .o

7

cH

(1.22)

(1.23)

_c— [ o [/ c
& (2% [oo . n.»
+‘;—"/ / / IdudﬂdA(l~2L—cz)[I'+f'(’ ”)

§ 27 oo ji
Rda=2 / / / dvdQdA
€C Jo Jo P

% r2z roo [
48 / / / IdvddA2cos? 6 |
€ Jo Jo Jo I
£ r2x roo LR
42 / / / IdudﬂdA[i’—i’(u
c [ (/] (/] c

para termos até a ordem de v/c.

Finalmente, temos.

&

(%
)-

v

|l

]

c

e
c

2x
FdA= {[9&& / ¥ / ] ® IdudﬂdA]
2% poO
+[-‘3£ f ! / / 1dvdQd A2 cos? o]
2%
[—E‘i/ / / TdvdQdA( 1+—c050)]}

)

7

)._

2

c

7
c

o

l+§cos

(1.24)

J
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M T AN
' c

Integrando em dfQ e considerando que

e integrando também sobre todas as freqiiéncias, de modo que

Qo = / ” v, f)dv,

obtemos

FdA= {a“ —2QocosbdA + Qe0,2c08% 0dA+ 2 QodA(l + c080) o8 0]

e
c c

Como dA = R?sin#dfd¢, integrando sobre toda a superficie, resulta

Ff = [%G‘WRon + %e‘“Ron + gég“Ron + 9-13 Ron]
N G AN
o ' PR
- ()4

5 "
F-— WRz[aa""ac“'ad"';ad][l I'(l '7)—?-]

c c

Lembrando que ag+a.+0a4 =1, vem

N4 LN -y
ol b ()
¢ 9 c c

(1.25)

(1.26)

(1.27)

(1.28)

(1.29)

(1.30)

(1.31)
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onde o termo que contém |1 + (4/9)aq| representa a pressio de radiagao solar direta; o

termo em (I - # /c) representa o efeito Doppler, e o termo em (#"/c) representa o efeito

Poynting-Robertson.

Tendo em vista que o efeito Poynting-Robertson é uma forga dissipa-

tiva, ndo podemos usar as equagGes de Lagrange da Mecinica Celeste para determinar as

variagdes dos elementos orbitais. Utilizamos, portanto, as equagoes de Gauss, que sdo :

, da 2 .
a—a?—m[’75+3(7R81nf+7Scosf)]
€= de = (1-¢)* ['7Rsinf+'1s(cosf+cosE)]
t na
i:#:—r}{ﬂcos(f-}-w)
Q_dﬂ_r'ywsin(f+w)
—dt~ H sinl
. dw_(1-e2)} : sinE \ 1w sin(f +w)
w_??-—-m——[-"lncosf*"is(smf*'(lmez)b H sinl

(1.32)

(1.33)

(1.34)

(1.35)

cosI| (1.36)
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@ —+semi-eixo maior;

e —excentricidade;

I —inclinagao ;

{} —longitude do nodo ascendente;
w —argumento do pericentro;

M —anomalia média;

n —movimento médio;

[ —anomalia verdadeira;

E —anomalia excéntrica;

e 7 =A(F, 7 t) =R+ nsS +ywW —aceleragio perturbadora;

onde o versor R situa-se na direg3o da radiagio incidente, o versor Sé perpendicular a R

no plano da érbita, e o versor W é perpendicular a R ea §, formando o triedro ortogonal

que se movimenta com a particula.

As perturbagdes seculares para uma elipse osculadora de semi-eixo maior

a e excentricidade e foram calculadas por Robertson e confirmadas por Wyatt ef al.,(1950).

Elas sdo dadas por:
da _ _a(2+43¢) (1.38)
dt a(1 - ¢?)% '
de _ Sae (1.39)

dt~ _202(1 - eﬂ)z

sendo, nestas expressoes

3Eq

@= 16mc2sp
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onde, aqui, s é o raio da partfcula, p a sua densidade, e Eg a energia total emitida pelo '

Sol por segundo.

Um célculo direto mostra que, para pequenas excentricidades,
a = a,[1 - (2at/a?)] (1.40)

e el - -g-(at/aﬁ)] (1.41)

onde vemos que a e e decrescem linearmente com o tempo. Partindo de a, = 3.36 U.A.
e e, = 0.14, as variagoes destas quantidades apés 2 x 10* anos sio, respectivamente,
As = —0.24 e Ae = —0.014. Resolvemos numericamente as equagoes (1.38) e (1.39)
e obtivemos, para estas mesmas condigdes iniciais, apés 2 x 10*anos, Aa = —0.260 e

Ae = -0.010.

O tamanho finito da fonte de radiagao causa um aumento no efeito Poyn-
ting-Robertson que é aprecidvel quando a particula orbitante estd préxima da esfera ir-
radiante. Os resultados de Guess (1962) para uma fonte esférica finita mostraram que,
quando a particula estd longe da fonte de radiagao, o arrasto radial sobre ela é quase o do-
bro, em eficiéncia, do arrasto transversal. Este resultado é vélido para uma fonte puntual,

e concorda com as conclusdes de Robertson(1937).
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Capftulo 2. O Efeito Yarkovsky

A forca Yarkovsky resulta do fato de que, devido 3 inércia térmica, a
por¢ao de um corpo em rotagao que vai do anoitecer até & meia—noite, emite mais radiagao
do que a porgao que vai da meia-noite até o amanhecer, enquanto o lado do amanhecer
a0 meio—dia absorve mais radiagao do que o lado da tarde. Idealizando a distribuigao
de temperatura real, podemos considerar que o hemisfério que estd anoitecendo estd a
uma temperatura T+AT'/2, ao passo que o hemisfério que estd amanhecendo estd a uma

temperatura T-AT/2 (ver fig. 2.1).

Seja um elemento de superficie dA 3 temperatura T, irradiando isotropi-
camente com intensidade I; isto é, a superficie irradia como uma superficie de Lambert.

O fluxo de energia para fora é dado por(Burns et al.,1979)

/Icosudx =xl=0T* (2.1)

onde v é o Angulo em relagdo 3 normal 3 superficie, x € um angulo sélido, e o é a constante
de Stefan-Boltzmann (aqui, assumimos a emissividade da superficie €(A) ~ 1). Entao a

forga de reagdo da radiagdo sobre o elemento, normal a sua superficie, serd

dF = ] (Teosv)(cosvia) X = 2o7424 (2.2)

Para uma particula esférica de raio s, sendo a temperatura de sua su-
perficie admitida com AT/T < 1, a forca de reagao transversal no plano da érbita — isto

é, a forga Yarkovsky — resultante da emissdo do excesso de radiagao sobre o lado que estd

8 T4\ (AT
Fy = -3’1f82 (g—é—) ('—T—) Cos¢ (23)

anoitecendo serd
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Figura 2.1: Efeito Yarkovsky. O hemisfério que estd anostecendo srradia energia e mo-
mentum exlra, porque estd mais quente do que o hemisférso que estd amanhecendo. Para

0 sentido de rotagdo mostrado, a pariicula ¢ impulsionada para trds.

onde ¢ é o angulo entre o eixo de rotag3o da particula e o pélo da 6rbita.

£ importante citar que, no efeito Yarkovsky, devemos distingiir particulas
que giram rapidamente, daquelas que giram lentamente, porque as distribuigdes térmicas,
tanto no interior da particula quanto na sua superficie, sao qualitativamente diferentes
nos dois casos. A temperatura da superficie que estd amanhecendo, para particulas que
giram rapidamente, é menor do que para partfculas que giram lentamente, porque no caso
répido a temperatura ainda n3o estd em equilibrio, e calor aprecidvel ainda estd sendo

transportado em direcio ao centro.

O efeito Yarkovsky é significativo para particulas na faixa de 1m a lkm,
particularmente para aquelas formadas por materiais pedregosos. Este efeito depende da
composi¢ao do corpo, tal que a perturbagao maxima sobre objetos pedregosos € bem maior

do que a perturbagio sdbre objetos ferrosos. Assim, as escalas de tempo de evolugao orbital
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podem diferir para objetos pedregosos e ferrosos.

Em 1976, Peterson propds um mecanismo para explicar a origem de meteo-
ritos através do efeito Yarkovsky, que origina-se da reirradiacao assimétrica da radiagao
solar por um corpo iluminado em rotagao. Para avaliar a importancia do efeito Yarkovsky
operando na regiao do cinturao de asteréides, Peterson calculou inicialmente a distribuicao
de temperatura sobre um cilindro em rotagao recebendo iluminagao solar, e assim obteve
uma expressao analftica para a forga de reirradiagao como fungao da intensidade de ilu-

minagao, propriedades fisicas do cilindro e taxa de rotagao.

Os resultados para a forga reirradiativa sobre o cilindro foram entao gene-
ralizados para um cone e depois aplicados a uma esfera. Deste modo, Peterson obteve
explicitamente, em duas dimensoes, os efeitos da forga de reirradiagao sobre os parametros

orbitais da esfera.

A distribuicdo de temperatura dentro do cilindro é determinada pela

seguinte equagdo de fluxo de calor uni-dimensional:

9T, . 8T K
-67(7', t) = K—B—r—f(f, t) K= — (2.4)

Onde: R— raio do corpo;
T— temperatura;
x — difusidade térmica;
K— condutividade térmica;
Cp — calor especffico & pressao constante;

p — densidade;
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t— tempo;
r— profundidade do cilindro medida a partir de sua superficie interna;

A condigao de contorno na superficie do cilindro tem a forma:

oT
K-(—.;—( t)|r=0 = €0T*(0,t) — al(t) (2.5)
Aqui, a é a absorvidade da superficie, € a emissividade da superficie, o a constante de
Stefan-Boltzmann, e I(t) o fluxo solar que um elemento do cilindro experimenta em fungao

do tempo. Admite-se que I(t) tem a forma de uma sendide semi-retificada de amplitude

I, cuja série de Fourier é dada por

It) = ( sm wt 2 z «;o:fzwlt) (26)

Uma simplificagdo do problema geral foi feita assumindo que a distribuicao
de temperatura dentro do cilindro j4 atingiu seu valor de estado estacionario, independen-
temente das condigoes iniciais. Isto significa que o cilindro como um todo nao esta nem se
aquecendo nem se resfriando, e também que cada elemento irradia exatamente tanto calor
quanto absorve durante cada ciclo. Isto quer dizer que, embora o perfil de temperatura
de cada elemento do cilindro mude com o tempo, ele é exatamente o mesmo para qual-
quer elemento quando este atinge um dado valor fixo do ingulo de rotagao ¢. Em outras
palavras, enquanto o cilindro rotaciona em relagao ao Sol, a distribuicao de temperatura

dentro dele permanece a mesma.

A solugao mais geral para a equagao (2.4), que satisfaz a hipotese de

estado estaciondrio, pode ser escrita na forma aproximada

T(rt)= (1 + Z An(r) sinnwt + Z By (r) cos nwt) (2.7)
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Nos cdlculos subseqiientes, Peterson considerou uma esfera com seu eixo de
rotagao perpendicular ao plano orbital. A tnica perturbagao considerada sobre o sistema
de 2 corpos é a forga reirradiativa, e Peterson admitiu também que F = F; = Fy, ou seja,

o angulo de reemissio da radiagao solar é igual a 45°.

Apés muitos cdlculos, Peterson obteve para a forga a seguinte expressao:

F(r) = 0.808%-,%-2 (2.8)

onde R ¢ o raio do corpo, r é a distancia orbital ao Sol, expressa em unidades astronoémicas,

e I, e P sao parametros constantes resolvidos a 1U.A..

Aqui, a aceleragio perturbadora pode ser facilmente obtida dividindo am-

bos os lados da equagio (2.8) pela massa da esfera, m = 4mpR3/3. Assim, temos

',zf-::% (2.9)

m

onde Q = 0.606al,/cPpR é a aceleragao reirradiativa sobre a esfera a 1U.A..

Em seguida, empregando o método da variagdo dos elementos orbitais,

Peterson obteve

;,,.E’_‘l-z» i éIesinf + (14 ecos f) (2.10a)
d 1-¢2)]37. + 2 cos f + e cos?
e:zg..:[____a(“ )} [smmﬁ ;(jj{w;;m L s (2.10)
_dw _ 1[a(1 - €?) 4 2+ecosf .
w= e [ u [— CO8 f"m + mﬁln f'IS] (2.100)
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onde @ é o semi-eixo maior da drbita, e a excentricidade, f a anomalia verdadeira, w o

argumento do pericentro e g a constante de gravitacao do Sol.

Lembrando que 7g = s = Q/ri, onde r = a(1 — €?)/(1 + ecos f), vem

da 2Q

a= ?T = p&(l_e2)4a2

[esinf(l +ecosf)f + (14 ecosf)g]

Considerando somente valores “pequenos” para a excentricidade (2 << 1)

._da_ 2Q . 9 72.
= -”}az[csxnf+2ecosf+-2-e smfcosf+l]

e fazendo a média sobre uma revolucao, resulta

< da/dt >= +£2Q/p?a?

Analogamente para ¢ e w, a partir de (2.10b) e (2.10c)
< de/dt >= +2Qe/pt d®

< dw/dt >= -3Q/1uta®

(2.11a)

(2.118)

(2.11c)

onde a notagao <> significa média no tempo sobre uma érbita completa. Aqui, (2.11a) e

(2.11b) dependem somente da componente y da aceleragao perturbadora, enquanto (2.11c)

depende somente da componente z. Assim, as maiores mudangas envolvendo o tamanho

e a forma da drbita sio determinadas apenas pela forga Yarkovsky, cujo sinal depende

sobretudo do sentido relativo entre a velocidade de rotagao da esfera e a velocidade angular

orbital. Em particular, se as duas velocidades tém o mesmo sentido, entao o sinal positivo

em (2.11a) e (2.11b) é correto; de outro modo, o sinal negativo deve ser usado. O sinal

negativo em (2.11c) significa que o pericentro da érbita serd retrégrado. Asequagdes (2.11)
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podem ser vistas como um conjunto de equagoes diferenciais acopladas, cujas soluges sao

facilmente encontradas apos integragao:

$
a(t) = a, (l - p‘sﬁg t) (2.12a)
eft)=e ;——-;-—6Q t ¥ 2.12b)
0 " ag ( : ’
_ ] 60
W(t) =Wwo + ‘8‘111 (l - ;&—a':-g't) (2120)

onde a,, €, e w, 530 0s valores iniciais dos elementos orbitais em ¢ = 0. Uma vez que o
interesse estd em fragmentos de asterdides que eventualmente cruzam a érbita da Terra, o
sinal negativo foi escolhido em (2.11a) e (2.11b). Esta escolha corresponde ao fragmento
tendo uma rotacio retrégrada em relagio ao seu movimento orbital. Dividindo-se (2.12a)

por (2.12b), notamos que a(t) e e(t) mantém uma razao constante com o tempo.

Assim, utilizando valores especificos para as propriedades térmicas, Pe-
terson modelou um meteorito pedregoso tipico com pouco metal, e obteve para o médulo

da aceleracio Yarkovsky o valor

Q =1.32x10"%m/s?

Com isto, ele concluiu que um objeto esférico de 50cm de raio, sob a agao
do efeito Yarkovsky, levaria aproximadamente 30 milhoes de anos para atingir a orbita da

Terra, partindo do cinturao de asterdides, a 3U.A..

Podemos fazer uma analogia entre o efeito Yarkovsky e a ejecao de gases
volatilizados por cometas. Tal ejecdo pode alterar a érbita, e portanto o perfodo, de um

cometa em rotagao. Se o niicleo do cometa nio est4 rotasionando, o gelo da superficie
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Figura 2.2: Ejecio de gases por cometas. Diagramas mostrando, & esquerda, um cometa

estaciondrio e, @ diresta, um cometa em rotacdo, ambos sujestos & radiagdo solar.

aquecida pelo Sol pode gerar um jato de forca pequeno, mas constante, que impulsionara

o cometa radialmente para fora do Sol (ver ﬁg. 2.2).

O impulso para fora diminui constantemente uma pequena quantidade
da aceleragao devida i gravidade do Sol, por isso o periodo orbital ndo mudara de uma
revolucdo para a préxima. Em principio deve ser possivel dizer se o jato de for¢a radial
existe: um cometa sujeito a ele deve ocupar uma 6rbita levemente maior do que a érbita de
um cometa no qual a forga estd ausente. Se o nicleo do cometa rotaciona em uma diregao
oposta 3 direcdo de seu movimento ao redor do So}, a ejecao de gases volatilizados atingird
um pico na “tarde” do “dia” do cometa. O jato de forga resultante diminuira levemente
a energia cinética do cometa, contraindo constantemente sua orbita. Como resultado o

perfodo do cometa serd encurtado levemente a cada passagem perihélica.

Um cometa que tem rotagido em uma diregao oposta aquela da direita da
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figura 2.2, experimentard uma expansao de sua 6rbita, e portanto um aumento de seu
periodo. O encurtamento observado no periodo do cometa Encke foi devido basicamente

3 sua rotagao em uma diregao oposta a diregao na qual ele se move ao redor do Sol.

A seguir apresentamos a figura que representa a evolugao orbital do semi-

eixo maior da érbita da particula, com o tempo, de acordo com o modelo proposto por

Peterson.
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Capitulo 3. Modelo de Reemissdo da Radiagdo Eletromagnética

O modelo de reemissao da radiagao eletromagnética proposto por Afonso

e Foryta (1989) parte da seguinte equagao de difusao da energia térmica

ViU —ar = (3.1)

que, em coordenadas esféricas, torna-se

pCpdu _ 10 (,0u\ 1 1 0 (. Bu\ 1 1 0u_
w ot e\ o) ramsan \M0ag | mamgae 0 0ST<R

com a seguinte condicdo de contorno

0
na-g = a,] - eou? r=R (3.2)

onde u=1u,+ Au

e

u — temperatura média do corpo orbitante;

I — distribuigao superficial de taxa de energia,
p — densidade do corpo;

Cp, — calor especifico a pressao constante;

x — condutividade térmica do corpo;

ag — abservidade da“superficie;
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¢ —+ emissividade da superficie;
o — constante de Stefan-Boltzmann;
R — raio do corpo;

A condigao Au << u, foi imposta a fim de se linearizar este conjunto de equagdes. Assim,

foi obtida a seguinte equagao de distribuigao para a temperatura do corpo:

+00 +n 400 C %
u(r0¢:tﬂ —-110 +Z Z ZAnmy(ﬂ ]m,[(-—u;p P) ]x

n=om=-—nyV=0o

X Py (cos 8)exp(im¢)exp{ivt) (3.3)

onde # é um conjunto arbitrdrio de pardmetros fisico-geométricos, j,, é uma funcao

esférica de Bessel, P,,» é um polinomio de Legendre,

Aooow) =0

4 (ﬂ)"f: :’ f:aaI(r,ﬂ,¢,t,ﬂ)P,.m(cosB)ezp(—im¢)ezp(—ivt)sin0d0d¢dt

)} t
5%%- ::"‘n Jnv [(—iu%’-) r} {xa";Lnj,w {(-iuﬂgl) r} +4eou03}

f: 27 ;l—ooeau:(ﬂ)pnm(cosg)ezp(—im(ﬁ)ezp(—iut)8il]0d0d¢dt

23.7"27 Zfz Inv {(—iulgl> r] [sz;Lﬂjnv K—iuﬁ%&) r]+4eauo3]

Mas a forga sobre um corpo negro nao-perfeito devida a reemissao da

(3.4)

radiagao térmica é dada por

co
[Py )
~——

ﬂ,t)—-gig—/ / Jut R? sin 0d6d¢ .
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onde £ = sin f cos 1 +sin @sin ¢] + cos b7

Esta forga deve ter uma representagao real, portanto

Fp,t)= ﬂ f)

Com a equagao de distribuigao de temperatura (3.3}, obtemos

F(g,0) = "gzﬂRzug(ﬁ)% ii Jiv i[_"”p—fl> &"] X
v=o0 L

X{Au,,(ﬁ)(f +147) + Am,(ﬂ)fc}exp(iut) (3.6)

onde os valores de A;;, e A;,, sao dados pela equagao (3.4). A fungao intensidade de
energia radiante, incidente sobre a posigao superficial (f, ¢) do corpo esférico, para uma

fonte puntual de energia radiante & distancia fisicamente infinita, pode ser escrita como

Io(t 3), 5¢€ (f’ t) > 0
16,4) = { 0, se (i 8) <0 (8.7)
onde & = sin 0’ cos ¢'t + sin &' sin ¢'5 + cos§’

- = cosfcos 8 + sinfsin 0 cos{p — ¢')

e I, é a intensidade de energia radiante sobre o ponto (¢, ¢') na superficie do corpo. As
coordenadas §' e ¢’ representam a posicdo aparente da foute, e s3o fungées do tempo para

descrever o movimento orbital aparente da fonte no sistema de referéncia do corpo.

Consideramos agora a fungio intensidade de energia radiante incidente,
equagao (3.7), para um corpo esférico que orbita uma fonte puntual de energia radiante,

como sendo representada por

[= Iysinfcos(¢ —wt — o), sewt—@o—F<d<Swl—¢o+ 5 ; (2.8)
- 0, nos outros casos
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Nesta equagio (3.8), considerou-se ¢' = wt + ¢, e 6’ = 7/2.

Substituindo esta expressio na equagao (3.4), e particularizando para n=m=1, resulta

+00 W“"'¢o+§
A (p {/ // B) sinf cos(¢p — wt — @,) Py (cos ) x

wt=¢o=

xezp(— e¢)ezp(—wt)sm0d0d¢dt] 1—6—7[—;1,,[( w--—)ir]

s & L, [-iv 2 b 4 4eau3(ﬁ)1] B

sendoA;o,(8) =0
para todo e qualquer valor de v.

Ent3o, podemos escrever F(8,t) como

8 co § + i7)ezp(—iwt + id,)as I,(B)

. (
F(p.Y) = —5 5 TR ) g R T aeou3 (9)

onde
K2 = —WpCp
K

j1(Kr) —fungio esférica de Bessel;

(3.9)

(3.10)
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Capftulo 4. Perturbacdes em Orbitas de Asterdides

Desenvolvemos aqui o modelo anterior {Afonso e Foryta, 1989), para o
caso em que o eixo de rotagao do corpo esférico orbitante € perpendicular ao plano de sua

6rbita em torno do corpo fonte.

Partimos da equagio que representa a forca de reemissio, eq.(3.10):

(; + i}')ezp(-—iwt + ido)aq o(r)
kdInji (Kr) + 4eoud

8
F = -5ZaR%3(r)

onde

¢ —emissividade do corpo orbitante;

o —constante de Stefan-Boltzmann;

¢ —mébdulo da velocidade da luz;

R —raio do corpo esférico orbitante;

4, —temperatura média do corpo orbitante;

w —velocidade angular do corpo orbitante;

t —tempo;

a, —+absorvidade da superficie do corpo orbitante;
I,(r) —fluxo solar;

k —condutividade térmica do corpo orbitante;
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p —+densidade do corpo orbitante,

Cp —calor especifico a pressao constante;

2 __ =-s'vpCz
K* = K

N (Kr) —fungdo esférica de Bessel;

Linji(Kr)=X +iY

Esta derivada foi resolvida analiticamente, e apds a separagao do resultado em partes real

e imagindria, calculamos o seu valor numericamente.

d, ... 1 d.,.,
7;171]1 (}\ f) = m:r—)z?jl (1\1‘)

sin(Kr) cos(Kr)

D= T~ T

d . 2Ksin(Kr)  2Kcos(Kr) Ksin(Kr
gri(Kr) =~ (Kr()3 Ly (Krg2 L4 (K(r) )

Portanto:

_2Ksu;¥l(r[ + 2Kco:§Kr! + Ksmngr!

d, .
2‘;’1"]1(!(") = singfﬂ _ cos(Kr)

r

Da teoria de varidveis complexas temos
. (K -t ({Kr (K : -i(K
sin(Kr) = £ 2e 0 cos(Kr) = €254

e assim

dl (K = ~2K sin(Kr) + 2K(Kr) cos(Kr) + K(Kr)? sin(Kr)
dr nji (Kr) = (Kr)sin(Kr) = (Kr)2 cos(Kr)

(4.1)

(4.2)

(4.3)

(4.4)

(4.5)
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Desenvolvendo o denominador da expressao anterior, obtemos

(Kr) —i(Kr $(Kr -i(Kr
D=(Kr)sin(Kr)-(Kr)%os(Kr)=(Kr)["2'. - )}—(Kr)z [e (2 4 ; )}

p=ten & [_ef - Krz] +emiten X [ir _ K,z] (45)

¢ desenvolvendo o numerador

N = 2K sin(Kr) + 2K (Kr) cos(Kr) + K(Kr)? sin(Kr)

t—3

F(KT)  gmi(Kr)
-2k { 2%

- - ] +2K(Kr)

et(Kr) e—t(Kr)
21 21 [ - ]

t(Kr) -i(Kr)
[‘ i ]+K(Kr)2

. 2 .
N= ‘(KY)K{i +Kr- igiz’i-] +e""(K')K[ i+ Kr+ —— c(Kr) } (4.7)

Desta forma, $-injy(Kr) serd

d, ey = o €D+ Kr— i(Kr)?/2] + e (=i + Kr +i(Kr)?[2]
ar nj (Kr) = { e(Br)[—ir — Kr2] + e=+(B)[ir — Kr2]
d. . Ae(Kr) 4 Be—t(Kr)
grimir) = 2{ Tk & De=TT) } (48)
onde
A=T+K?”M B= 1+I\f‘+'(Kr) (4.9)

2 2
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C = —ir — Kr? D=ir- Kr?

(4.10)

Aqui, explicitaremos em I, e u3 somente suas dependéncias com r. Desenvolvendo a

equagio (3.10), obtemos

_ _8e0 ra s (i +i])ezp(=iwt +igo)as Lo(r)
i’t = —§-c—7rR U (f) 'JX-F SY) + 4500‘2(1‘)

1'1:=--— rR23(r) (c+c;)exp(—twt+t¢o)aal.,(r)
(4eoud(r) + £ X ) + TR

LA ('+*J)82P(—'wt+t¢o)aal (r)
A= emu =
(4eoud(r) + xX) 1 + m—;(,m]

Podemos representar o angulo de atraso & por

— tan§ = EY . 8'5 - 6"‘6
{=tanb= o TEx = |\ Fse?

26‘5

Assim a equagao para a for¢a toma a forma

13‘ = _gi‘i,,Rz wd(r )(t + t])ezp(—:wl + i¢,)ag Io(r)

{450113 (r) + kX | e

6 L ~i6
mas i_ii!_' =086

e entao

_ _8eo (3 + i7)ezp(—iwt + igo)aq Lo(r) cos =%
Fi= -5~ —rR%ud(r) Teoud(r) +hX

(4.11)

(4.12)

(4.13)

(4.14)

(4.15)

(4.16)

(4.17)
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1 1
et = (+tan28)d  (1462)%

E ainda, como cosd =

a expressao para a forga fica

P = 8eo B2l )(l i7)ezp(—iwt + id,)a, I, (r)e*

~557F
[4e¢m3(r) + nX](l + &)

Colocando 4¢ou3(r) em evidéncia, podemos escrever

R=-8p2a3(r) (3 + §7)ezp(—iwt + igo — i8)axs I(r)
0o
9 ¢ 4eoud(r) (l + “—‘,",‘WX)(I + £2)¢

f=2 7R? (3 + i))ezp(—iwt + i, — i6)a, L,(r)
(1 + ;;%’gm)(l +£2)%

9 ¢

e fazendo ¢, = 0, obtemos

A= _27R? (1 + 7)ezp(—iwt — i6)a, L,(r)
9 ¢ (1+m~,,° i )(1+£2)§

mas
ezp(—iwt — i6)(i + i) = cos(wt + 6)i + sin(wt + 6);

portanto
= 2 TR? [cos(wt + 6)3 + sm(wt + 8)g)aals(r)

T (1+ )(1+£2)§

O médulo da aceleracio serd dado por
)= F _ 1 aan(r)
m Ope (l + 72 )(l + )

onde m = §npR3

(4.18)

(4.19)

(4.20)

(4.21)

(4.22)
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cuja forma, proporcional a 1/R, nos mostra que esta aceleraco é de fato seletiva, isto é, a
intensidade de seu efeito sobre a 6rbita de uma particula serd inversamente proporcional

ao raio desta particula.

Assim, as componentes da aceleragao serao dadas por

g = aglj?(:) cos & (4.23)
PR (14 st X 1+ €08
"s = agl,(r) sin 6 (4.24)

6pfic (1 + E;’f‘ng)(l + fz)f

onde I,(r) e u3(r) variam com a distancia a fonte de acordo com as seguintes relagoes:

Li{r) =1 (frﬁ) b (4.25)
w(r) = 13 (T;")g (4.26)

onde r,=1U.A..

Agora, aplicamos o modelo para drbitas de asterdides, usando os seguintes

valores (para um meteorito pedregoso com pouco metal “tipico”) (Peterson, 1976):

k= 1.34W/mK (condutividade térmica do corpo);
a,=€=09 (ag =absorvidade ; € =emissividade);
I, = 1400W /m? (fluxo solar a 1U.A.);

p = 2500k g/m?3 (densidade média do corpo orbitante);
R=0.5m (raio do corpo);

c=3.0x108m/s (médulo da velocidade da luz);

0 =567 x 10~8W /m2K* (constante de Stefan- Boltzmann);

u, = 208K (temperatura média do corpo orbitante);
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Co = 103J/xgK (calor especifico & pressao constante);

Fazendo os calculos, obtemos

X =15.08750 (parte real deLinj, (Kr));
Y = 16.83801 (parte imagindria de £Inj;(Kr));
6 =41.3° (angulo de atraso);

Para a aceleragao Yarkovsky obtivemos os seguintes valores:
vr = 0.700 x 10~1%m /2
s = 0.606 x 10~ '%m/s?

w =0

Devemos salientar que, embora essa aceleragao tenha mddulo um pouco
maior na diregao da radiacao incidente, o efeito desta componente sobre a drbita do
asteréide é desprezivel, pois sua diregao é a mesma da forca gravitacional e da pressao
de radiagdo solar direta. Assim, para anilise da variagao no semi-eixo maior, a compo-
nente mais relevante da aceleracao é a componente na direcao perpendicular a radiagao

incidente.

Apds obtermos a expressao desta aceleragao, resolvemos as equagoes de
Gauss do movimento numericamente, e encontramos o tempo necessirio para que um
asteréide com estas caracteristicas cruze a 6rbita da Terra, partindo do cinturao de asterdi-
des, a 3U.A.. A seguir apresentamos a figura que representa o resultado deste estudo para

a evolucao orbital do semi—eixo maior.
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Conclusiao

Segundo o modelo aqui apresentado, o tempo necessdrio para que um
asterdide atinja a superffcie da Terra, partindo do cinturao de asterbides, é o dobro do
previsto no modelo simplificado de Peterson. Além disso, salientamos que a forga de
reemissao pode ser anti-dissipativa, dependendo do sentido de rotagao do corpo em relagao

a sua velocidade orbital.

Em seu trabalho de 1976, Peterson tentou explicar, entre outros, o periodo
de exposi¢ao a raios césmicos medido para o meteorito Norton County. Através de seu
modelo, ele conseguiu explicar 30 milhdes dos 100 milhdes de anos esperados. Peterson
argumentou que o resultado por ele obtido, que admite o eixo de rotagao perpendicular ao
plano da érbita e um perfodo de rotagdo de 5h, concilia-se facilmente com o perfodo de
exposicao a raios césmicos medido para o meteorito em questao. Peterson sugeriu que, se
este corpo tivesse seu eixo de rotagdo inclinado de 60° em relagao a normal ao seu plano
orbital, e seu periodo de rotagio diminuido de 5 para 2 horas, um célculo teérico revisado
do efeito Yarkovsky produziria resultados que concordariam quase exatamente com os 100

milhoes de anos.

Pelo nosso modelo, conseguimos explicar 60 milhdes de anos. Se con-
siderarmos o eixo de rotacdo do asterdide inclinado 45° em relagao ao pélo orbital, con-
seguiremos explicar os 100 milhGes de anos, mesmo sem alterar o seu parfodo de rotacao .
Devemos ressaltar que este tempo de aproximadamente 60 milhoes de anos obtido através
de nosso modelo, considera como dnica perturbagao o efeito Yarkovsky, e que um astergide
em sua evolugdo orbital a partir do cinturao estd sujeito a outros tipos de perturbagoes

adiclonals.
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A perturbagao em questao é mais relevante no semi-eixo maior da 6rbita,
portanto muitos dos asterdides pertencentes ao cinturao poderiam escapar dele, aproxi-

mando—se ou afastando—se do Sol.

O préximo trabalko, ja em andamento no Curso de Pés-Graduagao em
Fisica da UFPR, considera o caso Jupiter-asteréide-Sol (problema de trés corpos), com a

inclusao desse tipo de perturbacio n2o-gravitacional.
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