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Resumo

Este trabalho é uma tese em fundamentos da fisica. Aqui se d4 atencdo a certos
aspectos da mecénica quantica, usando-se uma matemadtica nao-classica. Usa-se
aqui teoria de quase-conjuntos.

A teoria dos quase-conjuntos (ou simplesmente g-conjuntos) generaliza a teoria
usual de conjuntos de Zermelo-Fraenkel, permitindo a existéncia de conjuntos de e-
lementos sem individualidade. Como contribuicdo deste trabalho, apresenta-se aqui
uma formulagdo para g-conjuntos que permite uma combinatdria g-conjuntista su-
ficientemente rica para tratarmos de certas questoes relativas as estatisticas usuais
em fisica.

Deduzem-se, neste contexto, as estatisticas usualmente empregadas em mecéanica
estatistica. Como resultado, tanto as estatisticas quinticas quanto a de Maxwell-
Boltzmann s@o obtidas sem a necessidade de se admitir que as particulas de um
dado gas tenham individualidade.
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Abstract

This is a Masters thesis dissertation on the foundations of Physics. Some statis-
tical aspects of Quantum Mechanics are treated by using non-classical mathematics,
namely, Quasi-set Theory.

Quasi-set theory (g-set theory, for short) generalizes the usual Zermelo-Fraenkel
set theory by enconpassing sets of entities without identity. As a contribuition of
this work, g-set theory is given here an approach whose combinatorics can deal with
certain aspects concerning the usual statistics in physics.

Some of the statistics are then derived in this framework. As a result, the
quantum statistics, as well as Maxwell-Boltzmann statistics, are retrieved without
the assumption that the elements which make up the system under consideration
(say, a given gas) are endowed with identity.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Motivacao

A Mecanica Quantica, na maneira em que se encontra atualmente, tem uma série
de problemas no que diz respeito aos aspectos de fundamentagdo. Como exemplo
de que muito ainda estd para se desenvolver, pode-se citar o recente trabalho de
T. Hiibsch (ver [10]), onde ele mostra que a mecanica quéntica, fundamentada na
matematica cldssica, tem uma série de paradoxos. Por exemplo, dizemos que a
mecénica quéntica satisfaz o postulado da superposi¢ao linear devido ao fato de o
conjunto de solugoes da equagao de Schrodinger ser um subspago de um dado espago
de Hilbert. Por outro lado, dizemos que a Mecdnica Quéntica (MQ, por brevidade)
¢ introspectiva se pudermos considerar que o observador, no processo de medigao,
também pode ser descrito pelas leis da MQ. Hiibsch percebeu que a hipétese da
introspeccao contradiz o principio de superposi¢do linear. Temos, com isso, um
paradoxo. Hiibsch cita ainda outros paradoxos na literatura.

Pode-se também citar o problema da singularidade do campo do elétron. Tal
problema tem sido contornado de algumas formas, como por exemplo, admitindo
uma estrutura para o elétron, o que elimina a civergéncia. Outra maneira de li-
dar como o problema seria a teoria de cordas, que considera o campo entre duas
particulas como entes unidimensionais (cordas), ligando-as. Entretanto nenhuma
destas solugoes é satisfatéria. Uma breve, mas interessante, descricdo dos proble-
mas envolvidos pode ser encontrada em [25]).

Outro dos problemas de fundamentacao da mecanica quéntica é o problema
da indistingiiibilidade entre particulas elementares [5, 7, 11, 13, 14, 15, 24, 26, 27,
28, 46]. Tal questdo foi colocada por Yu. I. Manin, em 1974, quando apresentou
para a comunidade cientifica o problema de que a fisica quiantica moderna nos tem
mostrado novos conceitos com caracteristicas muito diferentes daquilo que se vé em
fisica cldssica [22]. Ele sugere que se desenvolva uma linguagem totalmente nova
para se falar sobre estes novos conceitos. Reforca a idéia dizendo

...Até porque conjuntos formados por fétons numa caixa de vidro ou de
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Introducgao 2

elétrons num pedago de metal sio muito diferentes de um conjunto de
graos de areia. [Nossa tradugio]

Este fato também foi lembrado por Schrodinger, que enfatizou que

N3o podemos marcar um elétron, nio podemos pinté-lo de vermelho.[42].
[Nossa tradugio)

1.2 Propostas

Tendo em vista a proposta de Manin, vale lembrar que em 1900, por ocasidao do
Congresso Internacional de Matematicos, realizado em Paris, D. Hilbert apresentou
uma, lista de 23 problemas os quais ele considerava que deveriam ser o legado da
matemdtica do século XIX para os matemdticos do século seguinte [9]. O sexto
problema, de tal lista dizia respeito a axiomatizagao de teorias fisicas:

InvestigacOes sobre os fundamentos da geometria sugerem o problema:
tratar da mesma maneira, por meio de axiomas, as ciéncias fisicas nas
quais a matematica tem um importante papel: primeiramente a teoria
de probabilidades e a mecénica. [Nossa tradugio]

P. Suppes defende o slogan de que axiomatizar uma teoria é definir um predicado
conjuntista [45]. N&o se pretende detalhar aqui o programa de Suppes. No entanto,
pode-se resumir a idéia principal ao afirmarmos que tal proposta consiste em fun-
damentar a teoria a ser axiomatizada na teoria de conjuntos. Vale observar que
pode-se, a principio, utilizar qualquer teoria de conjuntos, a saber, a teoria ingénua,
ou teorias axiomdticas como ZF (Zermelo-Fraenkel), NBG (von Neuman, Bernays,
Gédel), NF (New Foundations, de Quine) etc. As vantagens de se axiomatizar teo-
rias fisicas via predicados conjuntistas sdo muitas: (i) responder de maneira precisa
a questoes de cardter filoséfico sobre reducionismo de uma teoria em outra; isso é
conseguido gragas ao conceito de fun¢do, uma vez que fundamentamos toda a teoria
fisica na teoria de conjuntos [45]; (ii) temos um melhor controle sobre o que de fato
estamos falando na teoria [45]; (iii) podemos estabecer teoremas meta-mateméticos
para a fisica [3]; (iv) podemos melhor compreender o papel desempenhado pelos con-
ceitos fundamentais em fisica tais como tempo, espaco, massa, forca, spin e outros
[29, 41]; (v) podemos buscar estruturas matematicamente cada vez mais simples que
permitam descrever uma variedade cada vez maior de fendmenos fisicos.

Neste trabalho a proposta de Suppes €, de certo modo, generalizada. Apresenta-
se uma linguagem para lidar com certos problemas da teoria quantica fundamentada
naquilo que se pode chamar de predicado quase-conjuntista. Maiores esclarecimentos
seguem nas segoes abaixo.

Aqui sd3o tratados como ‘indistingiiiveis’ os objetos que compartilham todas as
suas propriedades (em um nivel intuitivo), enquanto que objetos idénticos’ (z = y)
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sdo na verdade o mesmo objeto, apenas chamado por nomes diferentes (z e y). As
teorias que tratam de colegoes de objetos indistingiiiveis, por exemplo, particulas
elementares, tém pelo menos duas origens independentes, mas correlacionadas. Em
1983 M. L. Dalla Chiara e G. Toraldo di Francia propuseram a teoria de Qua-
Conjuntos (quasets) [6]. De acordo com os autores desta proposta, as teorias usuais
de conjuntos nado sao adequadas para tratar de fendmenos fisicos que envolvem
particulas elementares, pois neste caso a natureza parece nao seguir as regras de
conjuntos. A idéia foi, em esséncia, que colegdes de objetos como particulas e-
lementares ndo obedecem aos axiomas de teorias cldssicas de conjuntos como a
de Zermelo-Fraenkel devido ao problema da nao individualidade de particulas ele-
mentares. Além disso, eles sugerem que questdes de indistingiiibilidade em teoria
quéntica necessitam semantica intensional, para a qual a teoria de qua-conjuntos
pode fornecer a base meta-matematica (ver [4]).

A idéia basica de um qua-conjunto é a de uma cole¢do de objetos que tém um
cardinal bem definido, mas de tal maneira que ndo hd nenhum modo de dizer (com
certeza) quais sdo os elementos que pertencem ao qua-conjunto. Isto é conseguido
ao se distingiiirem os predicados primitivos € e ¢ (este ultimo ndo é a negagdo
do primeiro), que dizem ’certamente pertence a’ e ‘certamente nio pertence a’,
respectivamente. Os postulados afirmam que z ¢ y implica -z € y, mas ndo o
contrdrio. Logo, pode acontecer de ser falso que z certamente nao pertenca a y, mas
isto ndo implica que z (certamente) pertenga a y. Os elementos z sobre os quais
pode ser dito que ‘é falso que eles certamente nao pertengam a’ podem ser possiveis
membros de y. O cardinal de um qua-conjunto € fixo, ent ao hd uma indeterminacao
‘epistémica’ com respeito aos elementos de um qua-conjunto. :

Partindo de um desenvolvimento independente, mas por uma motivagdo seme-
lhante, N. C. A. da Costa comentou em seu livro [2] a possibilidade de se apre-
sentarem sistemas 16gicos nos quais o Principio da Identidade pudesse ser violado.
Baseado nas idéias de Schrédinger de que o conceito de identidade perde o sentido
em relacdo a particulas elementares (ver [42],pp. 17-18), da Costa sugeriu que se
criasse uma légica que permitisse lidar com tal problema. Ele percebeu que uma
semantica completa poderia ser encontrada para esta ‘Légica de Schrodinger’, mas
esta ndo poderia estar fundada nas teorias de conjuntos usuais, por ndao serem ade-
quadas para expressar a realidade fisica de objetos indistingiiiveis. Da Costa sugeriu
entdo que se criasse uma certa teoria de quase-conjuntos, da qual a teoria de conjun-
tos usual fosse um caso particular, e cuja seméantica fosse mais adequada para tratar
as questGes acima mencionadas. A esta se deu o nome de teoria de quase-conjuntos.

A idéia por detrds da criagdo desta teoria, feita em [14], é permitir a presenca
de Urelemente de duas naturezas, e restringir a apenas uma delas o conceito de
identidade. A outra, apenas o conceito de indistingiiibilidade fara sentido.

Existe ainda a proposta das Varidveis Ocultas e Predicados Ocultos. Nela, a
indistingiiibilidade n3o existiria de fato, apenas nao somos capazes de acessar ex-
perimentalmente o que diferencia uma particula da outra. Em outras palavras, nesta
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proposta a varidvel que as distingue nos é oculta [30, 31, 35, 37].

Pode-se dar ainda um tratamento topoldgico para o problema. Harvey Brown
o trata no contexto da teoria de de Broglie-Bohm, porém n3o serd discutido aqui
pois ele trata de mecanica quintica num contexto semi-classico e este trabalho trata
de mecénica quéntica no contexto usual. Detalhes podem ser vistos em [1]. Outros
trabalhos sobre a nao individualidade e suas conseqiiéncias podem ser vistos em
[32, 38, 39]

1.3 Quase-Conjuntos

Dentre as possibilidades de se lidar com a indistingiiibilidade, uma delas, como dito
anteriormente, é a de se admitir a existéncia de varidveis ocultas, o que se faz via
matemadtica usual. Ou seja, nesta linha trata-se a indistingiiibilidade como de origem
epistémica e admite-se nossa incapacidade de discernir particulas elementares, o que
tem como vantagem o tratamento matemdtico usual.

A outra das alternativas seria admitir uma origem ontolégica para o problema
da n3o individualidade de particulas elementares, ou seja, as particulas sdo de fato
indiscerniveis em um nivel ontolégico. Neste caso entdo, é plausivel um tratamento
matematico ndo standard.

Neste ponto vale lembrar que Lowe [20] sugeriu que particulas quénticas sdo ge-
nuinamente (em sentido ontoldgico) objetos vagos. Ele considera uma situagdo na
qual um elétron livre é capturado por um atomo e forma um ion negativo, emitindo
depois um elétron rotulado de (b) e nota que:

De acordo com os principios quanticos usuais nao ha conseqiiéncia, de
fato, se a é ou nao idéntico a b. Deve-se enfatizar que o que estd sendo
proposto nao é simplesmente que nao temos maneira alguma de dizer se
a e b sdo ou nao idénticos, o que implicaria um indeterminismo de ordem
epistémica - é mais que isto. E um fato conhecido que o tipo de inde-
terminacdo pressuposto pela interpretagdo cldssica da teoria quantica é
mais que simplesmente epistémico - é ontoldgico. [Nossa tradugio]

A escolha entre uma ou outra abordagem é meramente uma questao de se optar
por quais caminhos seguir para se descrever a natureza. Nesta tese seguir-se-a a
linha que considera os objetos quénticos como realmente indiscerniveis (em um nivel
ontoldgico).

Tanto em fisica classica quanto em quantica, se z e y sdo particulas que dividem
os mesmos atributos, ou seja,

z =y & (VP)(P(z) & P(y)), (1.1)

sendo P um predicado, dizemos que z e y s3o indistingiiiveis. Em fisica classica
indistingiiibilidade implica em identidade. Mas em fisica quantica isso nao ocorre
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necessariamente, ou seja, pode-se ter duas particulas que dividem todos os seus
atributos no escopo daquilo que a fisica entende por atributos’. A equagdo (1)
¢ muitas vezes identificada como o Principio de Leibniz entre indiscerniveis. No
entanto, tal principio s6 pode ser rigorosamente formulado em uma teoria de ordem
superior. Mas a teoria de Zermelo-Fraenkel é uma teoria de primeira ordem. Isso
significa que ndo se formula o Principio de Leibniz em Zermelo-Fraenkel. Para que
se possa falar de uma relagao de indistingiibilidade que nao se reduza a igualdade em
teorias de primeira ordem, utiliza-se a Teoria de Quase-Conjuntos, a qual consegue
estender a teoria de Zermelo-Fraenkel, apesar da relagdo de indistingiiibilidade (=)
ser mais fraca que a igualdade.
Nossa proposta de linguagem para o problema da nao individualidade de particulas

elementares é uma fundamentagdo via teoria de quase-conjuntos, os quais chamar-
se-d0 g-conjuntos, daqui em diante. Detalhes nos capitulos seguintes.

1.4 Dos Capitulos

No capitulo 2 apresenta-se a teoria de Zermelo-Fraenkel (ZF) na forma de um pré-
requisito, com o intuito de facilitar a compreensao da teoria de quase-conjuntos, que
se apresenta no capitulo seguinte. No quarto capitulo da-se uma apresentagao de um
predicado quase-conjuntista (estendendo-se o programa de Suppes [45]) para colegoes
de indiscerniveis, baseado em trabalho de Krause et. al. [18]. No capitulo 5 é apre-
sentada a principal contribui¢do deste trabalho. Estende-se a teoria de g-conjuntos,
de modo a tornar desnecessario um predicado quase-conjuntista para colegoes de
indiscerniveis e que também permite uma andlise combinatéria muito mais rica do
que aquela que pode ser feita nos moldes da teoria apresentada no capitulo 3. Ainda
no quinto capitulo sdo discutidas algumas aplicacoes de tal formalismo no problema
dos dtomos de Hélio e Hidrogénio. A entropia também é estudada sob este enfoque.
No capitulo 6 mostramos que a teoria de quase-conjuntos proposta no capitulo 5 é
consistente. Finalmente, tiram-se as conclusoes do trabalho no capitulo 7, e algumas
questoes em aberto sdo apresentadas no capitulo 8.

IE ainda assim sdo duas particulas.



Capitulo 2

Teoria de Conjuntos de
Zermelo-Fraenkel

A Teoria de Conjuntos de Zermelo-Fraenkel é pré-requisito dos capitulos subseqiientes,
pois a Teoria de Quase-conjuntos (que serd apresentada no capitulo seguinte) é uma
extensao da teoria de Zermelo-Fraenkel. Razdo pela qual esta ultima serd aqui
apresentada. Segue-se a ela a apresentagao da Teoria de Zermelo-Fraenkel com Ure-
lemente (ZFU), que introduz o conceito de dtomo, ou seja, é um passo intermedidrio
entre Zermelo-Fraenkel e os Quase-conjuntos. O presente capitulo baseia-se essen-
cialmente em [19] e [43].

2.1 ZF

Os simbolos primitivos da teoria de Zermelo-Fraenkel (ou ZF) sdo: (i) conectivos
l6gicos usuais — para negagdo, = para condicional, A para conjunc¢do, V para dis-
juncdo e & para bicondicional; (ii) quantificadores usuais V para o quantificador uni-
versal e 3 para o quantificador existencial; (iii) varidveis individuais 1, Z2, - - -, Zn, as
quais podem ser denotadas por z,y, z,- - -; (iv) simbolos auxiliares como parénteses
(,) e virgula ,; e (v) duas letras predicativas bindrias = e €. O simbolo 3! lé-se
‘existe um tnico’.

Os axiomas légicos de ZF sdo os do célculo proposicional de primeira ordem com
as regras de inferéncia usuais Modus Ponens e Generalizacdo [23]. Nesse contexto,
ZF é uma teoria de primeira ordem com igualdade.

ZF1 Axioma da Extensionalidade
(Vz)(Vy)(V2)((z €z & 2z €y) = T =1y)

Este axioma diz que se todos os elementos de = sdo elementos de y, e vice-
versa, entdo se trata do mesmo conjunto. A reciproca de ZF1 (z € z & z €
y) = z = y é um teorema que pode ser demonstrado a partir do axioma da
substitutividade da igualdade.
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ZF2 Axioma do conjunto vazio
(3z) (V) (~(y € 7))
Aqui se garante a existéncia do conjunto vazio, ou seja, aquele ao qual nenhum
elemento pertence. Denotamos z por 0.
ZF3 Axioma do Par
(Vz)(Vy)(3z)(Vt)(t ez=>t=2Vi=y)

Este axioma permite a existéncia de pares, ou seja, conjuntos z denotados
como {z, y}.

Segue disto, que:

1. {z} =pes {z,z}
2. Podemos definir pares ordenados ¢ la Kuratowisks :

(a’ b) =Def {aa {a‘7 b}}

Observe-se que {a, b} = {b,a}. Pares passam a diferir em relacao ‘a ordem
apenas pela defini¢do acima, pois {a, {a,b}} # {b,{a,b}}, em geral.
Pode-se provar que a unido de dois ou mais conjuntos é unica via Axioma
da Extensionalidade.

3. Pode-se definir o produto entre dois espagos, A X B:

zXxy={te PP(zUy)/t=(a,b)ANa€TAbEY}

Observacao 2.1.1 O conjunto das partes (P(x)), e portanto o conjunto
de partes das partes (PP(z)) € definido no azioma ZF4.

4. Permite-se definir relacoes matematicas

5. Torna-se possivel a definicao de fungao:
f:z—=y=pes {t € PP(zUy)/Vab/t = (a,b) Na €z AbE y}

Sem dificuldades pode-se definir funcdo sobrejetora, injetora, bijetora,
composicdo de funcdes, funcdo inversa etc..Detalhes em [43]

Definigao 2.1.1 z C y sss (V2)(z €z =z € 9)

ZF4 Axioma do Conjunto Poténcia
(Vz)(3y)(V2)(z ey 2z C 1)

Em outras palavras, é o conjunto dos subconjuntos de z. Também é chamado
partes de z, e denotado por P(z).
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ZF5

ZF6

ZF7

Esquema da Separagao:
(V2)(Jy)(Vz)(z € y & z € z A F(2)),
onde F'(z) é uma férmula de ZF na qual y néo figure livre.

Neste esquema se determina que os elementos que satisfazem uma certa pro-
priedade F(z) estejam num conjunto “maior” que y, aqui denotado por z e
também chamado conjunto universo. Isto evita, por exemplo, o paradoxo de
Russell !

Observagao 2.1.2 Denotamos y por {z € z; F(z)}.

Axioma da Substituicio
VzAlya(z,y) = VzIwVi(t € w < 3s(s € z A as, 1)),

onde z,w,t,s sao varidveis distintas entre si e distintas de todas as demais
variaveis livres de «, sendo que w nao ocorre em «

Este axioma permite expressar o conceito de fungiao no contexto da teoria de
conjuntos de ZF. Ele diz que a ocorréncia do z-funcional o(z, y) 2 significa que
as imagens y pertencem a um conjunto (imagem w).

Axioma da Unido
VzdyVz(z e y & Ft(z €t AL € 1))

Este axioma define a uniao entre conjuntos. O conjunto uniao é entdo a colecao
formada pelos elementos de tais conjuntos.

Pode-se provar que a unido entre dois ou mais conjuntos é inica via Axioma
da Extensionalidade.

Observagao 2.1.3 Denotamosy como Ui, t. Se x tem apenas dois conjuntos
t: e ty, denotamos a uniao por t, U ts.

Assim, pode-se definir a intersecgdo:
Definicao 2.1.2 z€zNy=psz€TzUYyAzETAZEY.

Em outras palavras, se um elemento pertence a interseccao entre dois con-
juntos, ele deve pertencer nio s6 & uniao entre eles, mas também a cada um
deles.

1O paradoxo de Russell seria, na auséncia de ZF5: Considere-se o conjunto A formado por todos
os conjuntos X, tais que X nao pertence a X. Pela propria definicio A pertence a A somente se
A nio pertence a A. O paradoxo é entdo evidente: A pertence a A e A nio pertence a A.

2

a é uma letra predicativa arbitraria.
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ZF8 Axioma do Conjunto Infinito
BB ezAVy(lyez=yU{y} €x))

Por este axioma se podem construir os conjuntos indutivos, ou seja, conjuntos
que satisfazem ZF8. Como ilustragdo da importéancia deste axioma, considera-
se o conjunto w, onde w = interse¢ao de todos os conjuntos indutivos:

w= {@, {@}, {0, {@}}, "t '}7

permitindo assim a constru¢ido dos niimeros naturais > bem como sua corres-
pondente aritmética: sendo o operador sucessor definido como S(z) = zU{z},
tem-se

S(0) =pes O U {0};

portanto

S({0}) = {0} U {{0}},

e a soma entre dois niimeros m e o natural 1 (denotada aqui por +(m, 1)) fica
entdo definida como o sucessor de m (+(m, 1) = S(m)), o que permite definir
a soma entre dois nimeros m e n:

S+ (m, ) = +(m, S(x),
permitindo assim a construcao dos inteiros, dos racionais, reais, surreais etc..
Definigao 2.1.3 z€zNy=pesfz2€TUYAZETAZEY.

Por aqui se define a interseccdo. Se um elemento pertence a interseccao entre
dois conjuntos, ele deve pertencer nio s6 a unido entre eles, mas também a cada um
deles.

ZF9 Axioma da Escolha
Ve(VuVz((y Ez Az €ExAy#2)=>yNz=0))=3tVk(kez = Juw(itnk=

{w}))),

onde z,v, z,w, k,t sao varidveis independentes.

Muitas teorias fazem uso deste axioma, em varias formas equivalentes a esta
aqui apresentada, permitindo resultados importantes em tais teorias, por e-
xemplo, o teorema de Tychonof, na topologia. Ver [12].

30s nimeros naturais sio, na verdade, a maneira como se denotam os elementos de w: @ para
0, {0} para 1, {0,{0}} para 2 e assim sucessivamente.
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2.2 ZFU

Os simbolos da teoria de Zermelo-Fraenkel com Urelemente (ou ZFU) sdo: (i)
os mesmos conectivos ligicos e quantificadores de ZF; (ii) varidveis individuais
T1,T2," ", Tn, as quais podem ser denotadas por z,y, z, - - -; (iil) os mesmos simbolos
auxiliares de ZF; e (iv) duas letras predicativas bindrias = e € e uma letra predica-
tiva undria S, tal que S(z) diz intuitivamente que = é um conjunto, ao passo que
—-S(z) corresponde a dizer que z é um Urelemente ou dtomo. A nogdo intuitiva
de Urelemente seria de individuo. A palavra, de origem germaénica Ur (individual)
elemente (elemento), traduzida como dtomo expressa induvidualidade.

Os axiomas légicos de ZFU sao os do cdlculo proposicional de primeira ordem
com as regras de inferéncia usuais. Nesse contexto, ZFU é uma teoria de primeira
ordem com igualdade.

A teoria de Zermelo-Fraenkel com Urelemente, por permitir a existéncia de
atomos, constitui uma generalizagdo de ZF. Ainda que a teoria de Quase-Conjuntos
(capitulo seguinte) seja a mais elaborada entre elas, ZFU representa uma passo
importante para a compreensdo dos quase-conjuntos.

ZFU1 Axioma da Extensionalidade

VsaVsyVz((z €z & z € y) = = =y).

A diferenca deste para ZF1 é que agora y e z sdo conjuntos (indicados pelo
subscrito “s”), enquanto z nio o é (ou seja, z é um Urelemente). Os de-
mais axiomas sao também semelhantes a ZF, exceto que separam atomos de
colegoes.

ZFU2 Axioma do conjunto vazio

(3sz) (V) (y & ).

No axioma acima a sentenca (—(y € z)) estd sendo abreviada por y ¢ z.

ZFU3 Axioma do Par

(Vz)(Vy)(3s2)(VE)(t € z &t =z Vi=y).

ZFU4 Axioma do Conjunto Poténcia

(Vsz)(Asy)(V2)(z e y & S(2) Az C ).
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ZFU5 Esquema da Separagio:

(Vsz)(3sy) (V2)(z € y & z € 2 A F(2)),

sendo F(z) uma férmula bem formada na qual z ocorre livre e z, y e z sdo
varidveis distintas tais que y ndo ocorre livre em F'(z).

ZFU6 Axioma da Substituicio

VzIlya(z,y) = (Vsz3suwVi(t € w & 3s(s € z A a(s, 1)),
onde a(z,y) é uma férmula na qual z e y sdo varidveis livres.

ZFU7 Axioma da Unido

Vsz(Vy(y € z = S(y)) = Fs2Vt(t € z & (v € z At € v)).

Observagao 2.2.1 Denotamos y como Ui, t. Se = tem apenas dois conjuntos ty
e ty, denotamos a unido por t; Uty. A intersecGo N entre dois conjuntos também é
definida de maneira andloga ao que for feito em ZF.

ZFUS8 Axioma do Conjunto Infinito

Isz(B € 2 AVy(y € z = yU {y} € z)).

ZFU9 Axioma da Escolha

Vsz((Vy(y €z = SW)A(VVz(lyez Az ez = yNz=0))

= AswVu(u € z = Jv(w Nu = {v}))))

ZFU10 Existéncia de Atomos

Az-S(z).

Este axioma nao tem corespondente em ZF, por permitir justamente o que
difere ZF de ZFU, ou seja, a existéncia dos 4tomos (elementos aos quais ne-
nhum outro elemento pertence).
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ZFU11 Atomos sio Vazios

Vz(-S(z) = Vy(y ¢ 7)).

Aqui se trata da natureza dos dtomos, definindo que, o que nao € cole¢ao, é um
elemento individual, ou seja, 4tomos sdo aqueles que nao contém elementos.

ZFU12 Regularidade

Vsz(z #DAVy(ly € z = S(y)) = 3z(z € z AzNz = 0)).

Isto significa que um conjunto z pode conter um outro conjunto y, e talvez
até este y possa conter outros conjuntos, e assim sucessivamente, mas existe
um elemento ao qual nenhum outro elemento ou colecdo pertence. Isto evita
cadeias infinitas de pertinéncia.

Aqui se encerra ZFU. De posse do conceito de Urelemente, parte-se agora para
a compreensao da teoria de Quase-Conjuntos.



Capitulo 3

Teoria de Quase-Conjuntos

3.1 Linguagem

Apresentamos aqui a teoria de quase-conjuntos, com o intuito de fortalecer nosso
argumento de que buscamos uma descrigdo rigorosa para as questoes relativas a
identidade de particulas elementares. A teoria de quase-conjuntos aqui descrita é
essencialmente baseada, a menos de umas poucas modificacdes, em [16], a qual é
uma variacgdo de [14].

A linguagem da teoria de quase-conjuntos Q é a de um cdalculo de predicados
de primeira ordem sem identidade. A idéia intuitiva é permitir a existéncia de Ure-
lemente de dois tipos, chamados de m-atomos e M-atomos. Os M-itomos agem
como os dtomos usuais de ZFU (teoria de conjuntos de Zermelo-Fraenkel com Ure-
lemente), enquanto m-atomos sdo objetos sobre os quais o conceito de identidade
nao pode ser aplicado, conforme detalhamos abaixo.

Os simbolos especificos da teoria de quase-conjuntos Q sao trés predicados unarios
m, M e Z, dois predicados binarios = e € e um simbolo funcional unario gc. Termos
e férmulas bem formadas (wff’s) sdo definidos da maneira usual bem como o conceito
de varidveis livres etc. Usamos z, ¥, 2, u, v, w e t para denotar variaveis individuais.
Intuitivamente m(z) diz que ‘z é um micro-objeto’ (m-dtomo), M(z) diz que ‘z é
um macro-objeto’ (M-dtomo) e Z(z) afirma que ‘z é um conjunto’. O termo gc(z)
corresponde ao ‘quase-cardinal do quase-conjunto z’. Os conjuntos sdo cépias exatas
dos conjuntos de ZFU. Expressdo como z = y intuitivamente corresponde a dizer
que z é indistingiiivel ou indiscernivel de y.

Definicdo 3.1.1 1. Q(z) =pes ~(m(z) V M(z)) (z € um quase-conjunto).

2. P(z) =pes Q(z) AVy(y € z = m(y)) (z € um quase-conjunto ‘puro’, i.e., um
quase-conjunto cujos elementos sdo apenas m-datomos).

3. D(z) =pes M(z) V Z(z) (z € um objeto cldssico (Dinge), ou seja, um Urele-
mente cldssico de um ZFU-conjunto ou um ZFU conjunto).

13
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4. E(z) =pes Q(z) AVy(y € 2 = Q(y))-
5. [Igualdade Extensional]

T=pY=peVz(z€x & z€y)V(ME)AMY)Az=y).
6. [Sub-quase-conjunto]
zCy=peV2(z€z=>2€y)

Se z #g vy, i.e.,, =(z =g y), dizemos que z e y sdo eztensionalmente distintos.
Como o usual, z C y, significaz C yAz #g y. E imediatoque z CyAy Cz =
T =g Y, Se T e ¥y sao conjuntos.

3.2 Os Axiomas

Os primeiros quatro axiomas de Q sao Os Aziomas de Indistingtibilidade:

(Q1) Vz(z = z).
(Q2) VzVy(z =y = y = ).
(Q3) VaVyVz(z =y Ay =z =z = 2).

(Q4) VzVy(D(z) AD(y) = (z = y = (A(z,z) = A(z,y)))), com a restri¢do
sintdtica usual, ou seja, y é livre para £ em A(z, ).

Em [16] o axioma @4 é escrito como VzVy(—-m(z) A -m(y) = (z =y —
(A(z,z) = A(z,y)))), o qual aqui se apresenta de maneira modificada. Na versao
origina! micro-objetos ndo podem, em principio, ser substituidos em uma daca
férmula bem formada A, ao passo que colegies com micro-objetos podem. Isso é
evidentemente nada intuitivo, apesar de matematicamente legitimo. Como ha uma
preocupagio nesta tese de se apresentar uma linguagem para se tratar dos problemas
da nao-individualidade em certas teorias fisicas, parece interessante a versao aqui
apresentada para (4, por se tratar de algo mais intuitivo, a despeito de ser menos
geral que a proposta em [16).

Pode ser provado que a igualdade extensional tem todas as propriedades da igual-
dade cldssica, apesar de ndo poder ser aplicada a 4tomos e nem a quase-conjuntos
puros.

Outros axiomas de Q sao os que se seguem:

(Q5) Nenhum Urelemente é a0 mesmo tempo um m-atomo e um M-atomo:

Vz(~(m(z) A M(z)))
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(Q6) Se z tem um elemento, entdo z é um quase-conjunto. Isso significa que 4tomos
S30 vazios.

VzVy(z € y = Q(y)).

(Q7) Todo conjunto é um quase-conjunto:
Vz(Z(z) = Q(z)).
(Q8) Nenhum conjunto contém m-atomos como elementos:

Vozr(Imy(y € ) = ~Z(z)).

Observagao: os indices nos quantificadores servem para denotar quantificadores
relativizados.

(Q9) Quase-conjuntos cujos elementos sdo ‘objetos cldssicos’ sdo conjuntos e reci-

procamente:
Voz(Vy(y € z = D(y)) & Z(z)).

Teorema 3.2.1 Se £ é um M-dtomo (um conjunto) e x = y, entGo y também é
um M-dtomo (conjunto). Dem.: Direto de Q4.

Se z é um m-4tomo, o caso andlogo do teorema dado acima nao pode ser provado,
uma vez que neste caso ndo podemos aplicar @4, pois a substitutividade aplica-se
se z é Dinge, e (D(z) = —m(z)). Logo devemos postular que:

(Q10)

Vz(m(z) Az =y = m(y)).

Vai-se ver que um quase-conjunto € um conjunto se, e somente se, seu fecho
transitivo (tal conceito pode ser definido da maneira usual) nao contém m-4tomos.

(Q11) [O conjunto vazio] Existe um quase-conjunto (denotado por ) o qual é um
conjunto e nao tem elementos:

3z2Vy(=(y € 1)).

Definicao 3.2.1 [Quase-conjuntos similares| Para quaisquer quase-conjuntos e y,

Sim(z,y) =pes VaVi(z Ez At EYy = 2 = t).
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Intuitivamente, quase-conjuntos similares tém como elementos objetos ‘do mesmo
tipo’. ‘Objetos do mesmo tipo’ podem ser obtidos passando o quociente pela relacdo
de indistingiiibilidade. Tal procedimento define classes de equivaléncia de objetos
indistingiiiveis e, se os objetos forem cldssicos, tais classes passam a ser conjuntos
unitarios, uma vez que a relagdo de indistingiiibilidade coincide com a igualdade
neste caso particular. Uma conseqiiéncia, a principio indesejavel, desta defini¢cao é
que o conjunto vazio é similar a todo quase-conjunto. Para restringir a definicio
a quase-conjuntos ndo vazios basta limitar o axioma fraco de extensionalidade (ver
adiante) para quase-conjuntos ndo-vazios (devido aos conceitos envolvidos na for-
mulacdo do axioma). De qualquer forma, tal conseqiiéncia é inécua para o desen-
volvimento matemadtico da teoria de quase-conjuntos.

Um exemplo do que poderia ser tratado como quase-conjuntos similares seriam
dtomos de um mesmo elemento. Neste caso eles tém o mesmo nimero de prétons,
néutrons e elétrons, onde as classes de similaridade seriam representadas por cada
uma, dessas particulas. Agora suponha-se que um deles tenha sido ionizado, voltando
depois ao estado neutro de carga. A intengdo de se ter ionizado um dos atomos
é mostrar que, mesmo que o elétron recebido tenha sido trocado por outro que ja
pertencia ao 4tomo, nao ha maneira de se dizer qual dos 4tomos foi ionizado, por seus
elétrons serem indistingiiiveis e estarem em igual nimero em cada um dos atomos.
Em outras palavras, os dois dtomos continuam sendo g-similares, pela natureza
indistingiiivel de seus elementos, uma vez que se tem a mesma g-cardinalidade para
cada uma de suas classes de elementos.

(Q12) Conjuntos indistingiiiveis sdo extensionalmente idénticos:

VzaVzy(z =y = = =g y).

Q12 impde que as propriedades extensionais usuais para os conjuntos de ZFU
valem para Q.

(Q13) [‘Par-fraco’] Para quaisquer z e y, existe um quase-conjunto cujos elementos
sa0 os objetos indistingiiiveis de = ou y:

VaVydgzVt(t € z & t=z Vi =y).

O par fraco de z e y é denotado por [z,y]. No caso em que = e y sdo ambos
objetos classicos, podemos utilizar a notacdo standard {z,y}, uma vez que neste caso
os tnicos objetos indistingiifveis (ou melhor, iguais, nesse caso cléssico) de z e y sao,
respectivamente, z e y. Se z = y, denotamos o par fraco por [z], também chamado
de unitdrio fraco de z, o qual é o quase-conjunto dos elementos indistingiiiveis de z.
O unitério fraco é um quase-conjunto com quase-cardinalidade que eventualmente
pode ser superior a 1. Essa é uma forma de ilustrarmos cole¢des de indistingiiiveis
sobre as quais ndo se aplica a identidade cléssica.
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(Q14) [Esquema de Separacio] Considerando as restricées sintdticas usuais sobre
a férmula A(t), temos que:

Voz3uVi(t € y & (t € z A A(2)))

Este quase-conjunto y é denotado por [t € z : A(t)]. O axioma de separagdo per-
mite definir sub-quase-conjuntos de um quase-conjunto z tomando apenas aqueles
elementos de z que satisfazem uma determinada propriedade expressa (na linguagem
de Q) por uma férmula A(t). Tal idéia se adequa & interpretacdo que almejamos
em termos de particulas elementares usualmente descritas pela teoria quantica, uma
vez que em fisica é possivel ‘selecionar’, entre determinadas particulas de uma certa
colecdo, um certo numero de particulas que satisfazem a determinadas condigGes
particulares.

(Q15) [Unido] Voz(E(z) = Jqy(Vz(z € y) & 3t(z € t AL € 7))).

Seguindo a notagdo usual, este quase-conjunto y é denotado por

Ut

tex

e ainda escrevemos t; Ut no mesmo sentido das teorias usuais de conjuntos, ou seja,
podemos escrever a unido t, Ut, na forma do Esquema da Separagao, como se segue:
Se t; e t, s30 sub-quase-conjuntos de w, logo, t; Uty = [z Ew : 2 €t V z € ty).

(Q16) [Quase-conjunto Poténcia] VozIoyVi(t € y & t C ).

O quase-conjunto poténcia de z é denotado por P(z). Dentre outros conceitos,
podemos introduzir o que se segue em Q:

Definicao 3.2.2 1. T=p.s [y € z: m(y)].
2. (z,vy) =pes [[],[2,¥]] (0 par ordenado generalizado).

3. Para quaisquer quase-conjuntos T ey, T X Y =pes [(2,u) € PP(zUvy): z €
zAu €yl

4. A intersecdo t, Nty de dois sub-quase-conjuntos de um quase-conjunto w pode
ser definida comoti Nta=[z€w: 2z €t Az € ty].

(Q17) [Infinidade] 3oz(0 €  AVy(y € z AQ(y) = y U [y] € z)).

Portanto, podemos definir o conjunto dos nimeros naturais da forma usual.
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(Q18) [Regularidade] Quase-conjuntos sio bem fundados, i.e., para todo quase-
conjunto z, ndo hd cadeias infinitas ... € o € 7, € z:

Voz(E(z) Az # 0= 3gy(y €z Aynz =0)).

O conceito de relacdo e, em particular, o de relagao de equivaléncia é como o
usual: w é uma relagao entre dois quase-conjuntos = e y se w satisfaz o seguinte
predicado R:

R(w) =pes Q(w) AVz(z € w = JuIv(u € zAv € y Az =g (u,v))).
Os axiomas para quase-cardinalidade sao os que se seguem.

(Q19) Todo quase-conjunto tem um unico quase-cardinal (ou quase-cardinalidade)
o qual é um cardinal (como definido na ‘cépia’ de ZFU) e, se o quase-conjunto
¢é em particular um conjunto, seu quase-cardinal coincide com seu cardinal no
sentido usual da expressdo:

Voz3ly(Cd(y) Ay =g gc(z) A (Z(z) = y =F card(z))).

(Q20) Todo objeto que ndo é quase-conjunto, ou seja, todo Urelemente tem quase-
cardinalidade zero:

Vz(=Q(z) = gc(z) =g 0).

(Q21) Todo quase-conjunto ndo-vazio tem uma quase-cardinalidade ndo nula:
Vor(z #5 0 = ge(z) #5 0).

(Q22) Voz(ge(z) =p a = VB(B <e o= Igy(y C = A gc(y) =k B)).

(Q23) O quase-cardinal de um sub-quase-conjunto de r ndo € maior que o quase-
cardinal de z:

VozVoy(y € z = gc(y) <g gc(x)).

(Q24) VozVoy(Fin(z) Az C y = gc(z) < gc(y)), onde Fin(z) significa que z é
um conjunto finito.

(Q25) VoazVoy(Vu—(w € z Aw € y) = gc(z Uy) =g qc(z) + qc(y))-
(Q26) Voa(ge(P(@)) = 2¢%).
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Este ultimo axioma exige explicagdo, a qual damos através de um exemplo.
Suponhamos que estamos considerando os elétrons do nivel 2p de um dtomo de sédio
(Na). E sabido que neste nivel h4 seis elétrons indiscerniveis. No entanto, a despeito
de nossa incapacidade de rotuld-los, ainda assim pensamos neles como seis elétrons.
Dessa forma, podemos sugerir que (em termos conjuntistas) hd seis sub-colegGes
da colecdo dada que sao ‘singletons’, quinze sub-cole¢Ges com dois elementos, e
assim por diante. Assumir tal fato é equivalente a afirmar que os elétrons podem
ser considerados como entidades ‘distintas’, a despeito de nao serem individuos em
certo sentido. A teoria de quase-conjuntos permite um sentido preciso para a idéia
de quantidades de objetos indiscerniveis entre si. Apesar de podermos atribuir
cardinalidades a tais colegbes, ainda assim nao podemos contar os objetos a elas
pertencentes, ou seja, ndo podemos ordenar objetos indistingiiiveis, como ocorre
com particulas elementares. Uma generalizacdo desse axioma é feita no capitulo 5
de modo a permitir que mesmo no contexto quase-conjuntista, ainda podemos falar
em seis sub-colegoes da colecao dada que sdo ‘singletons’, quinze sub-colecoes com
dois elementos, e assim por diante.

A seguir apresentamos a nogao de extensionalidade fraca.

Relembramos, antes de mais nada, que os quase-conjuntos z e y sao similares,
(Sim(z,y)) se seus elementos sdo indistingiiiveis. Assim sendo:

Definicao 3.2.3 Os quase-conjuntos e y sao Q-similares se forem similares e
tiverem a mesma quase-cardinalidade.

(Q27) [Esztensionalidade Fraca)
VozVoy(Vz(z € z/= = 3t(t € y/= A QSim(z,t) AVt € y/= =
Az(z € z/= A QSim(t,2)) = z=y))

Tendo isso em consideracao podemos melhor detalhar o axioma Q12. De fato,
se T e y sao ambos conjuntos e £ = y, entdo de acordo com Q8 z e y sao ambos
vazios ou similares com o mesmo quase-cardinal. Mas isso ndo implica que z =g y.
Portanto, uma vez que parece intuitivo que £ = y = z =g y se = e y forem ambos
conjuntos, Q12 surge para estabelecer tal fato.

Com relagdo ao conceito de funcdo, observamos que fungdes, como usualmente
concebidas, ndo podem distingiiir entre seus argumentos e valores assumidos se
houver m-4tomos envolvidos. Por isso na teoria de quase-conjuntos introduz-se os
conceitos de quase-fungdo, quase-inje¢ao, quase-sobrejecao e quase-bijecdo. Omiti-
mos os detalhes por ndo serem relevantes no contexto da apresentagdo deste trabalho
(ver [16]).

Em geral ndo hé critério para checar se dois quase-conjuntos tém a mesma quase-
cardinalidade ou ndo, uma vez que nao ha ‘processo de contagem’ se ambos tiverem
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m-dtomos como elementos ! Isso significa, por exemplo, que se z tem cinco elementos
(sua quase-cardinalidade é 5), ndo podemos definir uma bijecdo de 5 = {0, 1, 2, 3,4}
em z, uma vez que nao seriamos capazes de definir sem ambigiiidade as imagens de
f(0)...F(4).

Se A(z,y) é uma férmula na qual z e y sdo varidveis livres, dizemos que A(z,y)
define uma (g — funcional) sobre o quase-conjunto ¢ se Vw(w € t = IsA(w,s) A
YuVuw'(w € t Aw' € t = VsVs'(A(w,s) NA(w', ') Aw =w' = s = §')) (abreviamos
isso por Vz3lyA(z,y)). Assim sendo:

(Q28) [Substituigdo)

Vz3lyA(z,y) = Youdguv(Vz(z € v = Jw(w € u A A(w, 2)))

Intuitivamente, o Esquema de Substitui¢ao diz que as imagens de quase-conjuntos
(com a aplica¢do de quase-funcionais) sdo quase-conjuntos. E facil perceber que se
ndo hi m-atomos envolvidos, i.e., se 0s quase-conjuntos sio conjuntos, entao o axi-
oma acima é idéntico ao correspondente de ZFU.

Definicao 3.2.4 Um unitario forte de z € um quase-conjunto =’ que satisfaz o
sequinte predicado St:

St(z') & z' C[z] Age(a) =g 1

Ou seja, ' é um sub-quase-conjunto de [z] que tem apenas ‘um elemento’ indis-
tingiiivel de z.

Teorema 3.2.2 Para todo z, eriste um unitdrio forte de x.

Dem.: Note-se que a existéncia do unitdrio fraco de z (denotado por [z]) é garantida
pelo axioma Q13. Agora, o axioma Q20 diz que todo g-conjunto tem um g-cardinal
e, se este g-conjunto nio for vazio, seu g-cardinal é diferente de zero, por Q21, e este
é o caso de [z], uma vez que z pertence a [z] pelo fato de = ser reflexiva. Portanto,
gc([z]) >£ 1. Entdo, por Q22, existe um subg-conjunto de [z] que tem g-cardinal 1.
Pelo axioma da separagio, obtem-se z'.

O conceito de unitdrio forte permite afirmar sobre a g-cardinalidade da colegao
considerada. Num contexto g-conjuntista, considerando um &dtomo de hélio por
exemplo, o unico elétron da drbita forma um unitdrio forte, ao passo que num
atomo de carbono, os cinco elétrons da tdltima camada formam um unitario fraco,
cuja g-cardinalidade seria igual a cinco.

! Existe, na verdade, uma maneira de se saber a q-cardinalidade de um conjunto de particulas:
através da carga total, por exemplo. Conhecendo-se o valor da carga elementar pode-se saber
qual miitiplo desta carga estd presente. Entretanto ndo se pode contar de fato tais elementos,
associando a cada um deles um rétulo.



Capitulo 4

Predicado Quase-Conjuntista
Para Colecoes de Particulas
Indistinguiveis

4.1 Predicado Quase-Conjuntista

Este capitulo é essencialmente baseado em [18]. Define-se um predicado g-conjuntista
para particulas quanticas indiscerniveis. Para que se deduzam as estatisticas quanticas,
precisamos que sejam feitos precisos os conceitos de micro-objetos estando em um
certo ‘estado’. Isto deve ser feito de maneira a corresponder o melhor possivel com
‘a intuicdo fisica’. Com este propdsito, a axiomdtica aqui apresentada assume como
conceito primitivo um conjunto S, dotado de relagdo de ordem total, que pode ser
intuitivamente interpretado como um conjunto de estados quanticos. A partir deste
ponto, jé se podem apresentar os axiomas para um sistema quéntico de particulas,
na forma de um predicado quase-conjuntista. Ou seja, estamos generalizando o pro-
grama de Suppes [45] segundo o qual axiomatizar uma teoria € definir um predicado
conjuntista.

Definicao 4.1.1 Q, = (P,P, f,S,R) ¢ um sistema de particulas quanticas se, e
somente se, 0s segquintes aziomas forem satisfeitos (aqui os quantificadores foram
omitidos):

QP1 P ¢ um g-conjunto finito.
QP2 z € P = m(x).

P ¢ entao uma cole¢ao de microobjetos. Um bom exemplo para a aplicagdo do
sistema (P, P, f, S, R) seria a eletrosfera de um dtomo. P seria entdo o g-conjunto
de todos os elétrons deste dtomo, ou seja, a colegao dos microobjetos indistingiiveis.

QP3 z € PANyeP=z=y.

21
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QP4 peP=pCP.

P corresponde as partes do g-conjunto P. O g-conjunto p representa, no exemplo
do dtomo, a colegao dos elétrons associados a um dado estado de energia.

QP5 Vz(f(z) & (m(z) AVy(y =z — f(y)))). *

f(z) significaria a fungdo “ser um férmion”, ou seja, ndo ser um béson (definido
a sequir).

Definigao 4.1.2 b(z) =pes m(z) A - f(z).

Se x obedece o predicado b, dizemos que z é um ‘béson’. Portanto, a defini¢do
(4.1.2) afirma que qualquer micro-objeto que ndo seja um férmion (f(z)) € um
boson. E fdcil perceber que poderiamos modificar convenientemente as defini¢des
para permitir também que se considerem micro-objetos de outros tipos, como para-
particulas [8].

QP6 S € um conjunto dotado de uma relacdo de ordem total <.
S representaria o conjunto dos estados de energia, no dtomo.

QP7 R € uma quase-relagao com dominio P e contra-dominio S, ou seja, R =
[(p,s);p € P,s € S| é um sub-quase-conjunto de P x S.

R relacionaria os elétrons a seus subniveis, e os subniveis aos niveis de energia.
Em outras palavras, sé corresponderiam d realidade do dtomo as distribuicées pré-
estabelecidas por R.

QP8 U,ep = P.
QP9 (p,s) € RAqc(q) > gc(p) = (g, ) ¢ R.

QP10 (p,s) e RA(q,t) e RAs#t=pnNqg=0.
QP11 ((ze P= f(z))Ape PAz €p) = qc(p) <p 1.

O axioma QP1 diz que temos um nidmero finito de particulas. O axioma QP2
diz que os elementos de P sdo micro-objetos. QP3, por sua vez, afirma que se dois
micro-objetos pertencem a P, entdo eles sdo indistingliveis. QP4 afirma que os
elementos de P sdo sub-quase-conjuntos de P. @QPJ, que todo férmion é micro-
objeto e que qualquer objeto indistingiiivel de um férmion, é também um férmion.
@P6 afirma que podemos ordenar totalmente os estados quanticos. QP7 diz que R

1A implicacdo principal, originalmente concebida num sé sentido foi alterada, sem conseqiiéncia
plicagao p gt s
para o predicado, com o objetivo de se demonstrar um dos teoremas neste capitulo.
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é uma quase-relagao cujos primeiros elementos sao sub-quase-conjuntos de P e cujos
segundos elementos sdo estados quanticos.

Interessante ressaltar aqui que o conceito de quase-funcgées (ver [16]) ndo seria
o mais indicado, por isso o uso de quase-relagoes. Uma quase-fungio levaria obje-
tos indistingiiiveis (elétrons) a certos estados de energia. Por serem estes objetos
indiscerniveis, teriam todos a mesma imagem, impossibilitando se saber quais, e
portanto, quantos estariam associados a cada nivel.

Pode-se dizer mais sobre a interpretagdo de R. Se (p, s) pertence a R e qc(p) =g
n, pode-se dizer que ‘o estado quintico s tem um nimero de ocupacgdao exten-
sionalmente igual a n’, ou seja , ‘existem 7 particulas quinticas no estado s’. O
axioma QP8 garante que toda particula quantica estd associada a algum estado
quéntico. QP9 diz que se (p, s) pertence a R entdo p corresponde & colegio de todas
as particulas associadas a um dado estado s. QP10 indica que nao ha particula
associada a dois estados simultaneamente. Finalmente, QP11 reflete o Principio de
Pauli.

Tém-se os seguintes resultados:

Teorema 4.1.1 Todo objeto indistingiivel de um béson é também um bdson

Dem.: Por QP5, dizer que £ ndo é um bdson significa que, ou z nido é micro,
ou entao é falso dizer que y é indistingiiivel de z implica y ser béson. Entretanto a
premissa inicial foi que z fosse um microelemento, entdo necessariamente tem-se que
a implicacdo é falsa. Em outras palavras, tem-se que, se £ ndo é férmion (portanto,
z é béson), entdo todo y que seja béson € indistingiiivel de z.

Teorema 4.1.2 Todo micro-objeto €, ou um béson, ou um férmion.

Dem.: Pela Def. 4.1.2 dizer que = ndo é um bdson significa dizer que, ou z nio é
micro, ou z nao é um férmion. Portanto, como se trata de um microobjeto, dizer
que este ndo é um bdson significa dizer que ele é um férmion. QED.

Teorema 4.1.3 Todos os objetos que pertencem a P sdo, ou bdsons, ou férmions.
Naio pode haver ‘mistura’ entre bosons e férmions em P.

Dem.: Por QP2, se z pertence a P, z é micro. Pelo Teorema 4.1.2, todo microobjeto
é, ou um bdson, ou um férmion. QED.

4.2 Estatisticas Quanticas

Nesta secao mostra-se como se obterem as distribui¢Ges quénticas a partir da axi-
omatica apresentada.

Aqui, admite-se ainda que S é um conjunto finito. Esta hip6tese é necessaria
pois o interesse aqui estd somente em colegdes de micro-objetos associados a niveis
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de energia num intervalo limitado de energias. Estes niveis correspondem, no caso,
a diferentes estados quénticos.

Um tratamento g-conjuntista para a estatistica de particulas em niveis de energia
seria da seguinte forma: R =g [(p,s);p € P,s € S] é a quase-relagido do sistema
acima considerado, define-se entdo R |;= [(p,s);p € P,s € S;], onde S; é um
elemento da familia {S;}icy ¢ H = [1,2,3,...,n]. Chama-se cada S; de bin. Cada
elemento s de cada um dos S; é chamado um estado de energia.

Aqui, como usual em tratamentos estatisticos, a andlise comegela contagem das
maneiras em que um evento pode ocorrer. No caso, o evento considerado é a dis-
tribui¢ao de particulas nos estados quinticos. Portanto, sendo v a gc(P), procura-se:
de quantas I; maneiras podem-se distribuir v férmions (particulas sujeitas ao axioma
@P10) nos k estados quanticos s, em cada um dos S; (gc(S;) = k).

Existem varias maneiras diferentes de particulas ocuparem estados, resultando
num certo valor de energia F, do sistema. A cada uma destas maneiras de se alcangar
um valor de F, chama-se micro estado.

Procura-se aqui o microestado mais provavel, dado um certo valor de energia.

Aqui, todos os microestados tém igual probalidade de ocorrer. Assim, a freqiiéncia
em que ocorre um conjunto de valores de nimeros de ocupagao serd maior quanto
maior for I. O fato que reflete fenomenologicamente este raciocinio é o Principio do
Aumento da Entropia.

Das consideracdes anteriores tem-se entdo que a distribuicao procurada leva I a
seu valor maximo.

Uma funcdo crescente com o nimero de ocupagio terd seu maximo nos valores
n; em que I é maximo. Serd escolhida a funcao F' =1n /.

Observe-se ainda que sdo impostas algumas condigdes ao problema:

Zni =N
Zniei =F

Tais condicoes sio chamadas vinculos. Num problema de extremos (no caso, de
méximo) onde ndo hd vinculos, usa-se o0 Métodos de Lagrange para se maximizar
uma funcdo. Embora a situagdo procurada seja a do maximo do valor do niimero
de estados I, ndo é exatamente o valor desta que se busca, mas sim os nimeros de
ocupacgio para o maximo de I. Desta forma serd maximizada a funcdo F' = In/,
por ser mais conveniente aqui.

Pelo método de Lagrange, com multiplicadores o e :

VF = aVg, + fVgs,

ou

VF —aVg, — Vg, =0,
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onde
a= v-N=0

2= vi—E=0
i
No caso unidimensional (em relagio a v;)

oF _ 08 _ g0 _

314 aI/i 814
ou seja,

= Ya- e (1)

i

No caso de férmions:

k!
F= ln{H[m]} =

Z[ln ki! — In(k; — v;)! — Inyyl]
e de acordo com a férmula de Stirling
InK!'~ K(nK - 1),
(para K > 1), tem-se

F = Z{(ki Ink; — k;) — [(ki — vi) In(k; — v;) — (ki — v3)] — (vilnv; — 15)}

cuja derivada em relagdo a v; é

oF
E > [n(1-—)],

E substituindo em (4.1.2):

Z ln(l - kil/i) = Z(a + ,36,')

)

tem-se

k S
v
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A 1ltima equagdo, escrita de outra forma fica:

14 1

que ¢ a fracdo do nimero de particulas no nivel i, pelo nimero de ocupagdo neste
nivel, ou seja, é a funcdo distribuicdo f. Aqui o cdlculo foi feito para férmions,
entdo, tem-se:
1
Ffermions = orper T 1
Um célculo semelhante leva a seguinte fungao para os bésons:
1
Fvésons = eatBen — 1"
Assim, se chega as mesmas fung¢oes-distribuicao usuais (aquelas obtidas usando-
se matemdtica cldssica). Os demais resultados se seguem também da mesma maneira

que se fazia classicamente (antes de se usar os g-conjuntos).



Capitulo 5

Extensao da Linguagem O

Neste capitulo apresentam-se as principais contribuigoes deste trabalho: (i) uma
maneira mais simples (sem predicado quase-conjuntista) de se obter as estatisticas
quénticas no contexto da teoria de quase-conjuntos; (ii) uma generalizagio da teoria
apresentada no capitulo 3 que permite uma andlise combinatoéria suficientemente rica,
para nossos propdsitos; e (iii) uma prova de que a estatistica de Maxwell-Boltzmann
(MB) pode ser obtida mesmo em uma colecao de particulas indiscerniveis. Uma
breve discussdo sobre os atomos de Hidrogénio e Hélio, bem como a questdo da
entropia, também é apresentada. Mas, antes de tudo, precisamos relembrar alguns
teoremas de andlise combinatdria no contexto de ZF, bem como a maneira usual de

se deduzir a estatistica de Maxwell-Boltzmann.

5.1 Alguns Teoremas em ZF

Apresentam-se aqui dois teoremas da teoria usual de conjuntos (ZF). Estes irdo
auxiliar na compreensio da préxima se¢do. Denotar-se-d por #z o cardinal do

conjunto z.

Teorema 5.1.1 Seja z um conjunto finito ndo vazio. Seja ainda Xo =pes {(y1,y2) :
Y1,Y2 € P(z), 1 Uye = T A#y1 + #y2 = #z}. Entdo #X, = #P(z) = 2%

Dem.: Observa-se que #vy; + #y2 = #z é equivalente a afirmar que y; e y2 sao

disjuntos (y; Ny = 0). Se y; e y2 € P(z), os elementos destes devem ser

27
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escolhidos entre os de . Assim podem-se enumerar as possibilidades contando-
se quantas combinagoes destes elementos podem ser feitas com n; elementos
(conseqiientemente, restando n, para a outra, pois n; + n, = n). Aquin; é o

nimero de elementos de y; e ny, de ys.

Considere-se um conjunto z tal que #z = n. Quando y; contiver um elemento
(ny = 1), tém-se (le possibilidades, o que ja conta os elementos que restam

para y,, pois sdo complementares.

Agora, contam-se os casos em que y; contém 2 elementos (n; = 2), e assim
sucessivamente. Portanto, para cada valor de n;, de 0 a n, tem-se uma pos-
sibilidade, logo o total de subconjuntos (y1,y2) de =z que se podem formar

sa0:

()= () + @)+ () -asr-r=2o

Teorema 5.1.2 Seja = um conjunto finito tal que #z = N. Seja ainda X, =

{(1,¥2, -1 yn) tal que para todo 3,y; € P(z),X; #yi = #z, € Uiz1,..n Ui = T}
Entio #X, = #P(z) =nV.

Dem.: A demonstracido deste segue a mesma linha de raciocinio anterior porém,
uma vez que agora os elementos de X,, sdo n-uplas ordenadas, hd de se consi-
derar a ordem dos elementos, o que sugere uma permutacdo. Para a contagem
dos n;’s, podem ser permutados todos os N elementos, desde que se descontem
as repetigOes em cada y; (pois aqui se tratam de cole¢des, onde a ordem nao
importa). Para cada (yi,y2, ", Yn) associa-se um unico {(my,me,---,mn)},
sendo que m; = #v;. Para um certo conjunto de valores do conjunto de m;’s

(e.g. my =3,my=1,m3=>5,---,m, =0), tem-se:

N!

) =
n’s fizos = i m,!- - -my!

Os elementos dos y;’s serdo chamados aqui de particulas e o nimero de destas

em cada y;, de nimero de ocupacao.
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A tnica restrigdo sobre os niimeros de ocupagdo é que sua soma nao exceda o

numero total de particulas:

n

Zmi =N. (51)

=1
Assim, as possibilidades sdo, ao todo

n N!
2.

i1 ’i2 ,i3a"'ain=l

m;, 'm;,'m;, ! omy !

n

De acordo com o Polinémio de Leibniz, tem-se

I
M =nVN.0O

IED>

11,82,83,"5in

(5.2)

m;, 'm;,'m;, - omy !

Definicdo 5.1.1 Denota-se por [z], o quase-conjunto que satisfaz as seguintes pro-

priedades: [z], C [z] e qc([z],) =E n.

5.2 Descricao Usual

A figura abaixo é um espaco de fase (clissico), ou seja, um gréfico das posigdes
das particulas por seus momenta p.

O nimero de particulas n;; que se encontra em cada caixa define um microestado.
Os indices k (posicio) e [ (momentum) permitem uma ordenacao das caixas (estados)

no grafico abaixo.

by
el L1414,
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O macroestado é uma n-upla formada por cada um daqueles n;; que definem um
microestado.

Observe-se que na estatistica de Maxwell-Boltzmann se consideram (classica-
mente) as particulas como discerniveis, ou seja, podem-se colocar rétulos nestas
(como, por exemplo, enumerando-as). Desta maneira se teria arranjos diferentes ao
se trocarem as posicoes das particulas. Assim, um mesmo conjunto de nimeros de
ocupagido contém diferentes arranjos de particulas. Portanto a n-upla que caracteri-
za, um macroestado pode ter sido originada por diferentes disposi¢oes das particulas
nas caixas (estados).

Procura-se aqui todas as possibilidades para os numeros de ocupagdo dos mi-
croestados, dada a ocorréncia de um certo macroestado. Pelo motivo explicado
acima existem diversos possiveis microestados para um tnico macroestado. Far-
se-4 entdo a andlise probabilistica do problema, através do cédlculo das chances de
sua ocorréncia dentre todos os eventos possiveis. Isto necessita que se contem as
maneiras em que o evento pode ocorrer - sera usada combinatdria usual para fazé-lo.

Observe-se que os n;; acima podem assumir quaisquer valores naturais. Apenas
quando se consideram diferentes estatisticas se restrigem seus valores. No exemplo
em questdo ndo hd restricdo de valores para mj. Além disso, nesta estatistica se
consideram as particulas como discerniveis, ou seja, pode-se perceber a troca de
um elemento por outro. O numero de possibilidades entdo corresponde ao nimero
de permutacdes das N particulas, onde descontam-se as permutagdes que se fazem
numa mesma, caixa, por nio caracterizar estado diferente.

O ntmero de microestados que levam ao dado macroestado é, entao:

N

I =—— 5.3
Hﬂnﬂ! ( )

Calcula-se entdo o mdximo de I, ou seja, a mais provavel distribuigao. Para

tanto, tém-se as condigoes:

Zni = N, (54)

sendo que o indice ¢ denota ji; e
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N
Zniei = 5, (55)

sendo £ a energia total do sistema.

A funcdo distribucgio é:

1

fup = prory Pa— (5.6)

onde i representa o nivel de energia que se estd considerando e « e B sdo os

multiplicadores de Lagrange. o € uma constante de normalizacdo tal que

E 1
/(; Mdé = N, (57)
e
1

sendo k a constante de Boltzmann e T a temperatura absoluta do sistema de
particulas.

Isto seria, em resumo, o tratamento usual do problema.

5.3 Os Principais Resultados deste Trabalho

Nesta secao apresentar-se-4 uma generalizagdo do axioma (26 da teoria de quase-

conjuntos, bem como suas conseqiiéncias. Mostra-se aqui que para o tratamento

quase-conjuntista da distribuicdo de particulas em estados ndo é necessario o con-

ceito de quase-relagao, ao contrario do que foi feito no capitulo anterior [18].
Relembrando Q26:

Voz(gc(P(2)) =5 29°¢)),
sugerimos a seguinte generalizagao:

Q26 Seja r um quase-conjunto finito tal que gc(z) = N. Se definirmos 2, como o

g-conjunto cujos elementos sdo n-uplas ordenadas (yi, - - -, yn) onde, para todo
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t=1,---,n tem-se y; € P(z), U;y; = 7, e 3; gc(y;) = gc(z), entdo tem-se o
seguinte:

gc(z,) = n™. (5.9)

Nossa proposta consiste em se definir uma teoria de quase-conjuntos @’ pela
troca do axioma Q26 pelo arioma Q26° em Q.

Para exemplificar, considere-se o ZF conjunto z onde

z={1,2,3}.

O conjunto das partes de z é:

P(z) = {0,{1},{2}, {3}, {1,2},{1,3},{2,3},{1,2,3}}.

Queremos preservar um resultado andlogo mesmo para colegGes de indiscerniveis.
Apresenta-se aqui uma conseqiiéncia da teoria. Seja um quase-conjunto z com,

por exemplo, 3 elementos indiscerniveis. Denota-se tal g-conjunto por (ver defini¢do
(5.1.1)).

[I]g.

Uma notacdo mais ilustrativa representaria tal g-conjunto por

[0, 0, 0]

O g-conjunto das partes de = é entdo

P(.’E) =FE :m1 ::E:l) :$:2: :IL':3, o ':7 (510)

onde na observagao do paragrafo anterior foi explicado o porqué de apenas um subg-
conjunto com um elemento, um com dois etc., e as reticéncias (- - ) sdo explicadas
a seguir:

O axioma @26 afirma que em um g-conjunto de, digamos, trés elementos tem-se,

qc(P)(z) = 29¢(z) = 23 =g 8. Os tnicos elementos de P(z) que poderiam compor
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a cole¢do sdo subg-conjuntos de z. Os primeiros a serem exibidos na equagédo (5.10)
foram aqueles subg-conjuntos de diferentes g-cardinalidades (extensionalmente di-
ferentes), mas este é um nimero que nao preenche a quantidade de subg-conjuntos
imposta por 26°. Nada impede que se incluam subg-conjuntos indistingiiiveis
entre si em P(z). Neste ponto surge entdo a conseqiiéncia, ou seja, as diferentes

possibilidades permitidas aqui, que representadas em notagdo intuitiva, sdo:

P(z) =k [@’ [e], [e, .]’ [e, e, .], [']’ [.], [.]’ [.]]

P(z) =g [0, [o], [0, 0],[0,0,0],[0,0],[e,0] [s,0], e, 0]

P(z) =g [Q): [e], [']5 [‘]a [e, .]> [.7 ']’ [.’ e, .]’ :I:]

P(z) =g [0,[0], [0, 0],[0,0,0],[0,0,8],[0,0,0] [0,0, 0] [0 0 0.

Pode-se perceber entdo que a estatistica de MB pode ser obtida como apenas
uma das vérias permitidas pela teoria. H4 ainda outra, e talvez a mais importante,
das vantagens desta forma de se obter MB: N&o é necessdrio que se admitam que os
elementos (as particulas componentes de um gés, por exemplo) sejam discerniveis.

No caso em que n = 2, 0 axioma (26’ se reduz a uma sentenca equivalente a
Q26.

O papel principal de @26’ é permitir uma analise combinatoéria quase-conjuntista
suficientemente forte para deduzir as estatisticas usuais. Do ponto de vista matematico
é importante frisar que a substituicio de Q26 por @26’ nao acarreta qualquer in-
consisténcia na teoria. Tal fato é provado no capitulo 6. A questdo é que @26 nao

permite uma anglise combinatéria quase-conjuntista para mais que dois estados.
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Além disso, @26’ é a versdo g-conjuntista do teorema (5.1.2). Ou seja, estamos
simplesmente generalizando a teoria originalmente proposta em [16].

De acordo com o polinémio de Leibniz, podemos reescrever a equagio (5.9) como:

N!

1
i=1,--nTli-

ge(zz) =nN =3 i (5.11)

sendo que a soma € sobre todas as possiveis combinagbes de inteiros nio negativos
n; tais que 3 ;- .., 1 = N.

Se interpretarmos n como o nimero de estados fisicos, N como o nimero total
de particulas e n; como o nimero de particulas associadas a cada estado 7, entdo fica
facil de perceber que cada parcela do somatério na equagdo (5.11) é uma possivel
distribuicdo MB de N particulas entre n estados. A mais provdvel entre todas as
parcelas de (5.11) é a distribuigdo de Maxwell-Boltzmann. Desse modo, podemos
acrescentar a equagao (5.11), com sua respectiva interpretacio fisica, como um pos-
tulado extra na descri¢cdo quase-conjuntista de MB. Se Q26 nao fosse substuido por
@26°, ndo haveria maneira de se dizer qualquer coisa a respeito da distribuigao de
particulas em um nimero arbitrario n de estados ou caixas. Estariamos limitados
ao caso de dois estados.

E facil perceber que para todo i tem-se n; = gc(y;). O axioma Q26° é apenas
uma maneira de se dizer que o nimero de maneiras de se distribuir N objetos
(distingiiiveis ou ndo) entre n caixas é n™. A condigdo de que U;y; =z e ¥; gc(y;) =
gc(z) é tdo somente uma maneira de se garantir que nao hé ‘ocorréncia repetida’ do
‘mesmo’ objeto em duas caixas. E evidente que a expressdo ‘ocorréncia repetida’,
neste contexto, é apenas uma fagon de parler, com propésito diddtico, uma vez
que nao hd qualquer sentido em se falar do ‘mesmo’ objeto, uma vez que nao hg
identidade em Q'.

O leitor poderia perguntar: o que sdo as tais caixas? Cada y; corresponde a uma
dada caixa ou estado fisico. Podem haver, certamente, duas caixas indistingiiiveis y;
e y;. Nesse caso, os rétulos ¢ e j ndo podem individualizar cada caixa. Sao apenas
nomes diferentes, ou rétulos, atribuidos a dois objetos indistingiiiveis (g-conjuntos,

no caso), ainda que ndo seja possivel dizer exatamente qual é ¢ e qual é j.
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Figura 5.1: As ‘primeiras’ quatro possiveis distribui¢des de trés objetos (indistin-
giiiveis ou néo) entre duas caixas. Cada linha representa uma possivel distribuigio
e cada ponto representa um objeto ou particula.

Considere, como exemplo, uma cole¢io de trés particulas indistingiiiveis a serem
distribuidas entre dois possiveis estados. Segundo livros-texto sobre mecénica es-
tatistica ha apenas quatro possibilidades de distribuicao. Por outro lado, de acordo
com Q' hj oito possibilidades. Se impusermos que o nimero de ocupacao n; de
cada caixa é constante, o nimero de possibilidades pode ser interpretado como uma
parcela da soma na equagio (5.11).

O que dizer sobre as demais quatro possibilidades previstas pelo axioma (267
As oito possibilidades previstas em @26’ podem ser descritas pela equagdo (5.11)

como

31 31 3 3l
=30 "o T Tomr

Portanto, temos uma, possibilidade com trés particulas no primeiro estado e ne-

23

nhuma no segundo, mais trés possibilidades indistingtiivess com duas particulas no
primeiro estado e uma no segundo estado, mais trés possibilidades indistingtiivers
com uma, particula no primeiro estado e duas no segundo, mais uma unica possi-
bilidade com nenhuma particula no primeiro estado e trés no outro. O célculo da
distribuicdo mais provavel é feito para grandes numeros de particulas, seguindo a
maneira usual de se proceder em mecanica estatistica.

Seguindo o exemplo dado, @26’ afirma que pode-se distribuir 3 objetos (indistin-
giifveis ou ndo) entre 2 caixas de 2® maneiras (indistingiifveis ou ndo). Este axioma
nao afirma, entretanto, como se pode fazer esta distribuigdo. Se nao se apelarmos
para equagio (5.11), ter-se-4 o seguinte: de acordo com a Figura (5.3), existem, pelo

menos, por conta do axioma (16, quatro possiveis distribuicées. No entanto, @26’
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Figura 5.2: Uma possivel seqiiéncia de oito distribui¢cdes de trés objetos em duas
caixas, de acordo com o axioma Q26°.
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Figura 5.3: A tnica possivel distribui¢do de trés objetos em duas caixas, se conju-
garmos o axioma @26’ com a equagdo (5.11).
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afirma que hd oito possiveis maneiras de se distribuir as particulas. Uma delas estd
ilustrada na figura (5.3), ou seja, as quatro distribuigdes na figura (5.3) mais quatro
distribuigdes representadas por g-conjuntos indistingiiiveis da terceira distribuigdo
da figura (5.3). H4 evidentemente outras possibilidades. Portanto, o axioma @26’
ndo é suficiente para se deduzir MB, apesar de necessario. @26’ e a equagédo (5.11),
com sua interpretacdo no contexto de (26’°, corresponde a uma maneira de dizer

que a tunica possibilidade é aquela ilustrada na figura (5.3), ou seja, MB.

5.4 Estatisticas Quanticas

Relembra-se aqui a diferenca entre a estatistica de MB e as quanticas: em Bose-
Einstein (BE) contam-se apenas as possibilidades distingiiiveis, entre todos as pre-
ditas por @26’. Fermi-Dirac (FD) é obtida da mesma maneira, mas com a condig¢do
adicional do Principio de Pauli.

A partir de MB, podem-se obter BE e FD. Isto é aqui exemplificado como se
segue: Suponha-se uma colegdo com duas particulas indistingiiiveis. Tal cole¢ao seria
representada, de acordo com a notagdo do axioma Q26’, por Z,. Sua g-cardinalidade
¢é entdo obtida por este axioma e pela equacao 5.11 e para o caso n = 2, tem-se

#Z, = 4. Em MB terfamos entéo a cole¢do (aqui representada por Z;(jrp)):

Z2(MB) =g [(v0,0)(e,0)(e,0) (0, 00)]

Passando o quociente pela relagdo de indistingiiibilidade sobre esta colecao, tém-

se eliminadas as ‘repeticdes’ !, e a cole¢io BE se obtem da seguinte maneira:
Zyup)/=
=g [(s0,0)(e,0)(e, 0)(D, 00)]/=,

= [(s0,0), (s, 0), (0, 00)].

10 que caracteriza BE ¢ justamente o fato de ndo se verificarem repeti¢des nas ocorréncias.
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A estatistica de FD pode ser obtida ao se aplicar o principio de Pauli ?sobre a

distribuicao de BE, obtendo-se entao

Zyrp) =k [(e,9)],
onde aqui se fez um esquema representando particulas como pontos.

No caso geral as estatisticas podem ser obtidas da mesma forma: para uma
colecao qualquer Z,, a g-cardinalidade da colecido MB correspondente tem, pelo
axioma Q26 e pela equagdo 5.11, n" elementos, onde n seria interpretado num
sistema, fisico como o nimero de estados e N, como o numero de particulas deste
sistema.

A correspondente cole¢io representando BE é obtida ao se passar o quociente pela
relacdo de indistingiiibilidade sobre a colegao anterior, também como no exemplo.

A colec¢ao representado FD decorre da aplicagdo do Principio de Pauli sobre BE.
Note-se aqui que para a obtengdo de paraestatisticas basta substituir a restri¢cdo do

Principio de Pauli (uma particula em cada nivel) por n particulas em cada nivel.

5.5 Atomo de Hélio

O 4tomo de hélio é provelmente a mais simples situagido onde o problema da indivi-
dualidade tem um importante significado fisico. Se fosse ignorada a nao individua-
lidade de prétons e elétrons, a fungao-de-onda do 4tomo de hélio seria simplesmente
o produto de duas fun¢des-de-onda de dtomos de hidrogénio com Z = 1 mudando
para Z = 2. No entanto, a fungido-de-onda para o caso no qual um dos elétrons estd
no estado fundamental (100) e o outro estd excitado (nlm) é:

P(x1,x2) = \/Li[wloo(xl)¢nlm(x2) + 1h100(X2) Yrim (X1)], (5.12)

onde o sinal + (—) representa o estado de spin tripleto (singleto) e x; e x2 denotam
vetores-posi¢ao dos dois elétrons.
Para o estado fundamental, no entanto, a fungio-de-onda espacial deve ser neces-

sariamente simétrica. Neste caso ndo ha qualquer implicacio fisica da nao individu-

2Na sua versio g-conjuntista: ge(y;) < 1 para cada i em Q26’.
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alidade dos elétrons. O caso mais interessante é certamente o do estado excitado. A
equagdo (5.12) reflete nossa ignorancia sobre qual elétron estd na posigdo x; e qual
estd na posigdo x2. Ndo obstante, na mesma equagdo ha termos como 199(x1), 0s
quais correspondem a propriedades fisicas especificas de elétrons tratados individual-
mente. Em outras palavras, os elétrons estao sendo rotulados por suas coordenadas
espaciais.

Nossa interpretagdo g-conjuntista para a equagdo (5.12) é a seguinte. Seja P
um quase-conjunto puro tal que gc(P) = 2. Interpreta-se os elementos de P como
eléctrons do 4tomo de hélio. Se G é um predicado undrio tal que G(z) intuitivamente
diz que ‘z estd no estado fundamental’ (a definigdo de G depende de critérios fisicos),
entdo, por uso do esquema da separacio de Q (o qual é o mesmo de Q',® obtém-se

o sub-quase-conjunto p; C P definido como
D1 =E [11: e P G(:L‘)].

Se definirmos p, =g P — p;, entdo gc(p1) = gc(p2) = 1. Portanto, os elementos
de P, a despeito de sua ndo individualidade, sdo ‘separados’ pelos seus ‘respectivos
estados’. Mais formalmente, chamando g, de estado fundamental e g, de estado

excitado, pode-se definir

R =g [[p1, 91, [p2, 92]], (5.13)

ou, usando o axioma (26’

sendo que a primeira coordenada representa o estado fundamental e a segunda cor-
responde ao estado excitado.

Desse modo, pode-se em principio, reescrever a equagao (5.12) como

¢(x17 Xz) = (wIOO,pﬂpnlm,pz)- (514)

30 esquema da separagdo é o axioma Q14.
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A constante de normalizagdo na equagdo acima é 1. Como p; e p, sdo quase-
conjuntos unitdarios, a interpretacao inevitavel é que um elétron estd no nivel funda-

mental enquanto o outro esta no estado excitado.

5.6 Entropia
A entropia de um dado sistema de particulas é definida por
S = kIn(9),
sendo k a constante de Boltzmann e 2 0 nimero de estados acessiveis ao sistema:

N!
- Hini!’

A entropia, no contexto dos g-conjuntos é entao:

N!
Hini!]

S =kIn(Q) = kln

S = k[In ! — In(II;n;!)],

onde a interpretacio quase-conjuntista de n; e N é a mesma dada para a equagao

(5.11).



Capitulo 6

Consisténcia da Teoria ¢’

Teorema 6.0.1 Q' € consistente sss ZFC é consistente.

Prova: Faz-se aqui apenas uma breve esquematizacao da prova. A traducao da
linguagem de ZFU para a linguagem de @ (bem como para Q’) mostra que se Q (e
Q') é consistente, entdo também o serd ZFU (e portanto, ZFC). Em [16] a reciproca
é provada. Uma super-estrutura @) sobre um dado conjunto ZF é definida, e a prova
de que @ é um modelo para a teoria de g-conjuntos é apresentada. Uma vez que as
unicas modificacoes em Q' foram a troca de (26 por (26’ e uma restri¢ao no axioma
@4, concentra-se a atencio aqui em Q26’. A prova de Q26 no contexto do modelo
Q de Q foi feita por meio da traducio de Q26 para a linguagem de ZFU. Uma vez
que a tradugdo simplesmente afirma uma propriedade basica de cardinais em ZFU
— teorema (5.1.1) — sua prova ndo representa problema algum. No caso do axioma
Q26° pode-se usar 0 mesmo argumento, pois sua traducdo para a linguagem ZFC
(como foi feita em [16]) simplesmente afirma uma propriedade bésica de cardinais

em ZFC - teorema (5.1.2).

1Em [16] 0 axioma Q4 é escrito como VzVy(-m(z) A -m(y) = (z =y = (A(z,z) = A(z,9)))),
o qual foi modificado para a versdo apresentada no capitulo 3. Como tal versdo é simplesmente
um caso particular daquela apresentada em [16], ndo h4 qualquer problema para se demonstrar
esse axioma no modelo em questao.
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Capitulo 7

Conclusoes

Conclui-se entao que:

1. A teoria de quase-conjuntos, sendo mais abrangente que ZFU, permite a e-
xisténcia de objetos sem individualidade. Assim sendo, pode-se deduzir as

estatisticas quinticas de forma matematicamente precisa e consistente.

2. Apresenta-se aqui uma generalizacdo da teoria de quase-conjuntos, como ori-
ginalmente concebida em [16], a qual permite uma andlise combinatéria quase-
conjuntista que permite fundamentar as estatisticas usualmente empregadas

em mecanica estatistica.

3. A estatistica de Maxwell-Boltzmann pode ser obtida mesmo em uma colegdo de
indiscerniveis. Isso revela que, ao contrario do que é sugerido em livros-texto
de mecanica estatistica, a estatistica cldssica de MB nao esta necessariamente

comprometida com o conceito de individualidade.

4. Maxwell-Boltzmann pode ser interpretada como uma generalizacdo de Bose-

Einstein e Fermi-Dirac.
5. @' é consistente se, e somente se, ZFC é consistente.

6. Este é um trabalho de fundamentos. Praticamente ndo existe tratamento axi-
omadtico correto de teorias fisicas na literatura. O grande triunfo imediato do
método axiomadtico é seu poder de sintese e compreensao. Gragas a essas carac-

teristicas, conseguimos descrever de maneira precisa e relativamente simples o
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conceito de indistingiiibilidade em mecéanica quantica, de modo a demonstrar,
por exemplo, o item 3 acima. Esse trabalho deve ser visto como um exem-
plo ilustrativo da aplicacdo e do alcance pedagdgico que o método axiomatico
pode representar para teorias fisicas. Ndo hd, em livros de fisica-matematica,
qualquer capitulo dedicado a teoria de conjuntos, l6gica ou fundamentos. O
assunto ainda é novo e deve se tornar conhecido entre estudantes e estudiosos
de fisica & medida em que novas contribui¢des nessa area forem surgindo na
literatura. Temos a pretensdo de que no futuro nao se identifique de maneira
muito clara a distingdo entre fisica e fundamentos da fisica. Mas antes disso,
¢ necessario que os fisicos se familiarizem com a ferramenta matematica que o

método axiomatico representa.



Capitulo 8

Questoes em Aberto

Sao questoes a serem desenvolvidas em trabalhos futuros, as seguintes:

1. Alguns autores tém sugerido que existe uma relagao entre indistingiiibilidade
e nao-localidade em mecénica quéntica [17, 21, 40]. Seria interessante des-
crever tal relagdo no escopo da teoria de g-conjuntos. Essa é uma questao
evidentemente complicada, tendo em vista os recentes estudos envolvendo nao-

localidade.

2. Nio existe uma linguagem prépria para a teoria quéntica [22, 33, 34]. Uma
fundamentacao g-conjuntista para a andlise funcional pode fornecer elementos
para uma tal linguagem. Isso exige uma versdo g-conjuntista para espacos
vetoriais, espacos topoldgicos, espagos métricos, espagos de Hilbert e espacos
de Fock.

3. Dar uma fundamentagdo g-conjuntista para uma generalizagdo de o-algebras

e teoria de probabilidades de Kolmogorov [44].

4. Dar uma versio quase-conjuntista para o Teorema de Spin-Estatistica. Essa
é uma questdo extremamente relevante tendo em vista que demonstramos
que particulas usualmente tratadas como objetos cldssicos também podem ser
desprovidas de individualidade, o que sugere um ponto de contacto com a

Fisica Quéntica.
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