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RESUMO

Este trabalho apresenta os resultados do estudo numérico realizado a partir da
equacdo da difusdo do calor e transporte de energia em duas dimensdes. No
problema difusivo sdo analisados casos em que termos ndo homogéneos de
dissipacdo e geragdo de calor se fazem presentes no modelo. No problema de
transporte de energia foram testados diferentes valores para a velocidade advectiva
em um caso de escoamento laminar, sendo identificada a influéncia de tal velocidade
na resposta do campo térmico de cada caso simulado. O objetivo desse trabalho esta
voltado a investigagdo do comportamento térmico de determinado meio em diferentes
situagdes (condigbes de contorno), motivado pelo crescente numero de aplicacdes
voltadas ao monitoramento de temperaturas. No modelo numérico, utilizou-se o
Método dos Elementos de Contorno e adotou-se, na formulagdo, a solugao
fundamental para o operador adjunto Laplaciano. Como tal solugdo fundamental é
independente do tempo, técnicas de diferencgas finitas para o avango no tempo foram
empregadas e um método de integragdo das células foi desenvolvido e aplicado. Os
resultados obtidos comprovam a eficacia da formulagdo baseada no Método dos
Elementos de Contorno e também demonstram o potencial do emprego da solugao
fundamental independente do tempo para analise de problemas transientes.

Palavras-Chave: Método dos elementos de contorno, difusdo do calor,
solugao fundamental, termo dissipativo, geragao de calor, difusao-
adveccao.



ABSTRACT

This work presents the results of numerical study developed for the equation of heat
diffusion and equation of energy transport in two dimensions. In the diffusive problem
are analyzed cases where there is the presence of non-homogeneous terms of
dissipation and heat generation in the model. In the problem of energy transport
different values for advective velocity in a case of laminar flow were tested, and
identified the influence of such velocity on the response of thermal field of each
simulated case. The objective of this work is focused on the thermal behavior of a
particular environment in different situations (boundary conditions), motivated by the
growing number of applications based on monitoring of temperatures. In the numerical
model, the Boundary Element Method was used and the fundamental solution for the
Laplacian adjoint operator was adopted in the formulation. As such fundamental
solution is independent of time, finite difference techniques to advance in time were
employed. An alternative method for integrating cells was developed and applied. The
results show the effectiveness of the formulation based on the Boundary Element
Method and also demonstrate the potential of using the fundamental solution
independent of time for analyzing transient problems.

Keywords: Boundary element method, heat diffusion, fundamental solution,
term dissipative, heat generation, diffusion-advection.
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CAPITULO 1

1 INTRODUGAO

1.1 DEFINIGCAO DO PROBLEMA

A anadlise de temperaturas, obtidas a partir de ferramentas de
monitoramento, tem permitido identificar inumeros problemas de engenharia.
Em muitas aplicacbes, variacbes de temperatura podem ser relacionadas a
outras grandezas, auxiliando, por exemplo, a deteccédo de dano em concreto
(MALHOTRA e CARINO, 2004), infiltragao d’agua em solo arenoso (ROCHA et
al., 2010), infiltracbes em barragens de enrocamento com face de concreto
(JAREK et al., 2011) ou a deteccdo do nivel de agua em drenos de fundacéo
de barragens (PETTRES, ROCHA e LACERDA, 2012).

Em todos os casos citados, medidas de temperatura foram realizadas de
maneira direta, utilizando sensores especificos para coleta de dados a partir de
experimentos laboratoriais ou in loco.

No entanto, adquirir dados de temperatura e gerar modelos de analise
baseados apenas em testes experimentais ou em medicdes locais podem ser
tarefas complexas tendo em vista o processamento dos dados de cada
experimento.

Uma alternativa para investigar a dinamica de determinado fenémeno é
o emprego de modelos matematicos que representem o fendmeno fisico
estudado ou de interesse, o que permite repetir o processo inumeras vezes
com o uso de métodos numéricos de solugdo. Uma abordagem numeérica
consistente permite a realizacdo de analises paramétricas, que se efetuadas
em modelos experimentais, destrutivos ou ndo, resultardo em custo mais

elevado.
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Entre os diversos métodos numéricos de solucido existentes tem-se o
Método dos Elementos de Contorno (MEC) (BREBBIA e DOMINGUEZ, 1989;
BEER e WATSON, 1994) o qual apresenta-se como técnica ou procedimento
numérico alternativo para a resolucao de diversos problemas fisicos a partir de
equagdes integrais de contorno.

Na literatura corrente, trabalhos do MEC voltados para a analise da
equacao da difusdo s&o encontrados em grande numero; no entanto, trabalhos
do MEC que utilizam a solugdo fundamental independente do tempo para
analise da equacgéao da difusdo contando com termos ndo homogéneos, como o
termo de dissipacéo, ndo foram registrados até a presente data em literaturas
livres'. Trabalhos do MEC abordando a equagdo da difusdo contando com
termo ndo homogéneo, como o termo de geracdo interna de calor, s&o
encontrados na literatura, porém, a solucdo fundamental dependente do tempo
¢ adotada (GRAMANN, MATZIG e OSSWALD, 1992, OCHIAI, 2001).

Dessa forma e a partir de tais consideragoes, propde-se nesse trabalho
um estudo numérico bidimensional do processo de difusdo do calor transiente
em meios continuos, contando ora com o acoplamento de um termo
dissipativo, ora com um termo de geragdo de calor no modelo matematico,
como encontrado em problemas de reagao de hidratagédo do cimento (MEHTA
e MONTEIRO, 2008). Propde-se ainda, nesse trabalho, o uso da solugéo
fundamental independente do tempo na formulacdo do MEC, além de um
estudo numérico voltado para o problema de difusdo-adveccgao de calor, sendo
simulado um escoamento fluido bidimensional. Nessa mesma formulacao
aborda-se também o caso no qual uma regido circular sob geragcéo de calor
esta presente como um obstaculo ao escoamento.

Para tanto, simulacdes computacionais a partir do MEC foram realizadas
para obtencdo de solucbes aproximadas para os problemas de difusdo e de
difusdo-adveccao, sob condigcdes especificas de contorno. A validacdo das
formulagdes foi obtida comparando-se os resultados numéricos aos analiticos,
sendo calculado o coeficiente de determinagdo R?, indicando o quanto o

' A busca por literaturas livres sobre o tema abordado foi baseada no Portal de periddicos da Capes,
biblioteca virtual, sites de revistas internacionais e Anais de Congresso Nacionais e Internacionais cujo
tema é o Método dos Elementos de Contorno, portal Scientific Electronic Library Online (SciELO), portal
Science Direct, teses e dissertagdes, além de ferramentas de busca na internet.
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modelo numérico consegue explicar os valores observados para cada caso
testado onde a resposta analitica € conhecida. Os resultados obtidos sao

apresentados no decorrer do presente trabalho.

1.2 JUSTIFICATIVA

Subsidiar a solugdo de problemas de engenharia por meio da
compreensao de fendmenos de transporte de calor constitui a principal
motivacao para realizacdao deste estudo, que compreende o desenvolvimento
de formulagbes numeéricas voltadas a investigagdo do processo de difuséo,
dissipacéo e/ou geragao de calor bidimensional em meios continuos, sujeitos a
diferentes condigdes de contorno bem como em problemas de difusdo-
adveccgao.

Embora existam no mercado pacotes comerciais de simulacdo numérica
com propodsito ou capacidade semelhante, a formulagdo a ser desenvolvida
explora formas alternativas para a solucado numérica de problemas classicos da
fisica e matematica, evitando, assim, generalizagcbes e/ou limitagcbes
encontradas em programas fechados.

Por fim, este trabalho busca também contribuir com o Programa de Pds-
Graduagao em Métodos Numéricos em Engenharia da UFPR, disseminando o
conhecimento cientifico e ampliando o niumero de aplicacbes e formulagdes
baseadas no MEC.

1.3 OBJETIVOS DO TRABALHO

1.3.1 Objetivo Geral
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Este trabalho tem por objetivo desenvolver formulagées computacionais

baseadas no Método dos Elementos de Contorno com o uso de uma solugao

fundamental independente do tempo para analise de problemas bidimensionais

transientes de difusdo e difusdo-advecgao. Tal objetivo baseia-se na equagéao

da difusdo com a inclusdo de termos n&do homogéneos e também a equagao da

difusdo-adveccao.

1.3.2 Objetivos Especificos

(i)

(ii)

(iif)

(iv)

(v)

(vi)

Apresentar o desenvolvimento da formulagdo do MEC para
dominios isotropicos e homogéneos com a solugéo
fundamental independente do tempo para a equacao de
difusdo, bem como sua implementagao e validagado por meio
de solucdes analiticas conhecidas;

Adaptar a formulacado e implementacdo apresentadas com o
acoplamento de um termo dissipativo na equacao da difusao
do calor. Realizar testes de validagao;

Adaptar a formulacado e implementacdo apresentadas com o
acoplamento de um termo ndo homogéneo na equagdo da
difusdo do calor representando geragao interna de calor.
Realizar testes de validacao;

Avaliar a influéncia da heterogeneidade do material nas
simulagdes por meio da introdugdo de subregides, visando
representar de maneira mais especifica a interagdo entre
diferentes meios adjacentes.

Simular computacionalmente um meio continuo contendo um
elemento sob geragao interna de calor;

Implementar o problema de difusdo do calor acoplado ao
fenbmeno de escoamento a partir da equacado de difusao-

adveccgéo.
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(vii) Avaliar a influéncia do fendbmeno advectivo no problema de
difusdo do calor e também o desempenho da formulagao

matematica desenvolvida.

1.4 ORGANIZAGAO DO TRABALHO

No capitulo 2 apresenta-se a revisao da literatura sobre o Método dos
Elementos de Contorno e sao apresentados, de forma sucinta, trabalhos
voltados para andlise de problemas de difusao do calor.

A formulacdo matematica do MEC para solugdo da equacao do calor,
contando com uma solugdo fundamental independente do tempo, ¢é
apresentada no capitulo 3, onde também é apresentada a técnica utilizada para
0 processo de avango no tempo a partir de diferengas finitas.

O capitulo 4 traz informagdes sobre o modelo geométrico do problema,
discretizacéo de tal modelo, técnica de integragéo dos elementos de contorno e
também de um método de integragcdo das células de dominio. Nesse mesmo
capitulo sao apresentadas as solucbes numéricas obtidas e a validacdo da
formulagdao do MEC, tomando como referéncia a solugéo analitica do problema
proposto e o coeficiente de determinacdo R2.

No capitulo 5 sdo apresentados os resultados dos testes realizados a
partir da equacdo do calor contando com a presenca de um termo nao
homogéneo em dois casos. No primeiro, um termo dissipativo é introduzido na
equagao do calor e no segundo, um termo representando geragao interna de
calor é acoplado a equacgao do calor.

No capitulo 6 sdo apresentados os resultados numéricos obtidos a partir
das analises térmicas de meios setorialmente homogéneos contando com o
uso de sub-regides e de regides sob geragao interna de calor.

No capitulo 7 sao apresentados os resultados da simulagcdo do fenédmeno
de difusdo-adveccao do calor. Ainda nesse capitulo é analisada a distribuicao

de temperaturas em um dominio retangular a partir de um escoamento no qual



23

o campo de velocidades foi calculado analiticamente, contendo um obstaculo
circular sob geragao de calor.
No capitulo 8 sdo apresentadas as conclusdes do presente estudo e as

sugestdes para estudos futuros.
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CAPITULO 2

2 REVISAO DE LITERATURA

Neste capitulo é apresentada a revisao de literatura sobre o Método dos

Elementos de Contorno.

2.1 METODOS DOS ELEMENTOS DE CONTORNO

Com a utilizacao de computadores cada vez mais poderosos, com
quantidades crescentes de memoria interna e externa, tornou-se possivel
investigar a dindmica incrivelmente complexa de fenbmenos por meio de
simulagdes cada vez mais realistas.

Tais simulacbes estdo aliadas ao desenvolvimento e aplicacdes de
métodos numéricos com o intuito de solucionar problemas fisicos regidos por
equagdes diferenciais onde a solugdo analitica ndo existe ou nédo é obtida
trivialmente.

Entre os diversos métodos numéricos desenvolvidos tem-se o Método
dos Elementos de Contorno (BREBBIA, 1978, BREBBIA e DOMINGUEZ, 19809;
BEER e WATSON, 1994).

Neste método sdo determinadas as solugdes aproximadas para as
variaveis nao prescritas no contorno ou em pontos pertencentes ao dominio a
partir da resolugdo de um sistema de equagdes algébricas, obtido a partir das
integrais do contorno (BEER e WATSON, 1994) contendo a solucéo
fundamental do problema (GREENBERG, 1971).

Uma das principais vantagens da aplicagdo do MEC esta relacionada a
reducao das dimensdes dos problemas analisados em comparagao com outros

meétodos numéricos (Elementos Finitos, Diferengas Finitas), analisando o
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problema em pontos discretos no contorno. Essa caracteristica implica em
menor quantidade de dados de entrada, diminuicdo do tempo de
processamento e menor espaco de armazenamento das informacgdes
necessarias no processamento, tornando-o bastante util (TAGUTI, 2010).

Os primeiros registros que tratam de formulacbes matematicas via
equagdes integrais datam do ano de 1903, ano no qual Fredholm apresentou a
primeira teoria classica das equagdes integrais (JACOBS, 1979).

Ainda no século XX, diversos autores utilizaram a técnica de equacgdes
integrais e oportunizaram importantes contribuicbes para a evolugado de tal
método, sendo denominado Método dos Elementos de Contorno a partir dos
trabalhos de BREBBIA (1978), o qual apresentou uma formulagado baseada em
equagdes integrais e em técnicas de residuos ponderados.

Atualmente, o MEC vem sendo empregado para solucionar um numero
cada vez maior de problemas em mecéanica dos sdélidos (BEER e WATSON,
1994), dindmica dos fluidos e acustica (WROBEL, 2002; SPINDLER, 2013),
imageamento eletromagnético (AKALIN-ACAR e GENCER, 2004), analise de
protecao catddica (LACERDA, SILVA e LAZARIS, 2007), elastodinamica
(TRAUB, 2013) entre outros, contando com o acoplamento de diferentes
meétodos numéricos em determinadas formulagdes (JESUS e AZEVEDO, 2002;
VANZUIT, 2007; AURADA et al., 2012).

Ainda, no que consta na literatura sobre os aspectos histéricos da
evolucdo do MEC, sugerem-se os trabalhos de TAGUTI (2010) e KEIDEL
(2011)?, além do trabalho intitulado “Heritage and early history of the Boundary
Element Method ” dos autores CHENG e CHENG (2005).

Na literatura corrente registram-se inumeros trabalhos envolvendo
analise numérica a partir do MEC para o problema de difusdo do calor. Entre
eles, JESUS e PEREIRA (2004) apresentam analises de fluxo bidimensional
em meios continuos porosos utilizando subregiées homogéneas em um caso
estacionario baseado na equacgao de Laplace. Adotando uma mesma linha de
implementacdo numérica, VANZUIT (2007) e JESUS e AZEVEDO (2002),

apresentaram solucbes para o problema dindmico de difusdo do calor,

2 O autor apresenta uma linha do tempo mostrando a evolugdo do MEC.
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adotando uma solucdo fundamental independente do tempo, esquemas de
marcha no tempo baseados em diferengas finitas, além do método de Houbolt
presente no primeiro trabalho, do método de Hammer no segundo e do uso de
células para aproximagao das integrais de dominio em ambos.

BREBBIA e SKERGET (1984) apresentaram uma formulagdo do MEC
utilizando solugao fundamental independente do tempo para o caso de difusao-
advecgao em regime estacionario. Para o caso transiente de difus&o-advecgéo
os autores utilizaram uma solugao fundamental dependente do tempo.

DESILVA et al. (1998) apresentaram solugdes para o problema de
difusdo-advecgcdo em duas dimensdes utilizando uma solugdo fundamental
dependente do tempo com o uso de velocidades variaveis e células de
dominio.

Ainda com o uso de células, LIMA JR., VENTURINI e BENALLAL (2012),
analisaram numericamente o comportamento mecanico de meios continuos
porosos saturados a partir de uma formulacao implicita do MEC, contando com
uma solucao fundamental independente do tempo. Nesse trabalho, os autores
acoplaram o problema elastico ao de fluxo, adotando, na formulacao,
procedimento numérico de Gauss para integragédo sobre elementos de
contorno e um esquema semi-analitico para as integrais de dominio.

YOUNG et al. (2004), AZIS e CLEMENTS (2008) e ABREU (2013),
também analisaram o problema dindmico de difusdo do calor, com a diferenca
de que a solugao fundamental adotada na formulacao apresenta dependéncia
temporal.

LOEFFLER e COSTALONGA (2012) utilizaram dupla reciprocidade para
resolver problemas difusivo-advectivos, variando a velocidade do escoamento
e analisando a influéncia no transporte de energia diante da difusdo térmica.
Ainda adotando reciprocidade, OCHIAI (2001), apresenta a analise de difusao
do calor transiente bidimensional, utilizando na formulagdo do MEC uma
solucdo fundamental independente do tempo. Nesse ftrabalho o autor
demonstra que é possivel obter distribuicbes de temperatura satisfatérias com
o uso de solugbes fundamentais de baixa ordem. GUO et al. (2013),
apresentaram uma formulacdo para resolver problemas tridimensionais de
conducao e geragao de calor transiente. Nesse trabalho, a dependéncia do

tempo no problema foi removida temporariamente das equacbes pela
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transformada de Laplace, preservando as equagdes integrais de contorno,
evitando-se a discretizagdo do dominio.

O uso de reciprocidade também é observado no trabalho de TANAKA,
KUROKAWA e MATSUMOTO (2008), os quais apresentaram uma formulagao
do MEC para problemas de conducao bidimensional do calor transiente em
meios anisotrépicos. Esse trabalho fez uso de uma solugdo fundamental
independente do tempo para materiais isotropicos e esquema de marcha no
tempo baseado em diferengas finitas.

SINGH e TANAKA (2000) apresentaram uma formulacdo do método dos
elementos de contorno alternativa baseada na transformacdo exponencial
variavel para problemas de difusdo-adveccao estaveis, convertendo a equagao
da difusdo-advecc¢ao na equagao de Helmholtz modificada. Nesse trabalho os
autores discutem trés transformagdes e diferenciam seu uso para problemas
dominados pela difusao e adveccéo.

SUTRADHAR e PAULINO (2004) apresentaram uma analise para a
condugao de calor transiente sem a discretizacdo do dominio, transformando
um problema ndo homogéneo em um problema de difusdo homogénea a partir
da transformada de Laplace e de aproximagdes de Galerkin. Nesse trabalho a
dependéncia do tempo é restaurada pela inversdo numérica da transformacao
de Laplace por meio do algoritmo de Stehfest (STEHFEST, 1970). Os
resultados obtidos com a formulagdo adotada foram comparados com as
solugdes obtidas com simulagdes de elementos finitos. WEI e ZHANG (2013)
utilizaram o método de separacao de variaveis e o principio de Duhamel para
transformar o problema unidimensional de difusdo e geragao de calor em um
problema de analise inversa baseado no MEC.

YU, YAO e GAO (2014) analisaram problemas de condugdo do calor
transiente com o uso de integracédo radial na formulagédo do MEC. Em tal
analise os autores resolveram o problema de conducdo para meios os quais
apresentam condutividades térmicas variaveis.

Em todos os trabalhos citados, o MEC é utilizado para se obter uma
solugcdo aproximada do problema e o acoplamento de outros métodos é pratica
comum (diferencas finitas entre outros).

Para o desenvolvimento do presente trabalho, adotou-se a linha tedrica

de analise térmica de meios continuos utilizada pelos autores: VANZUIT,
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JESUS e AZEVEDO, TANAKA, KUROKAWA e MATSUMOTO e LOEFFLER e
COSTALONGA, com vistas em contribuir para os estudos baseados no Método
dos Elementos de Contorno e em problemas de difusdo do calor e difusao-
adveccgao.
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CAPITULO 3

3 FORMULAGAO MATEMATICA DO METODO DOS ELEMENTOS DE
CONTORNO

Neste capitulo é apresentada a formulagdo matematica do MEC para
solucdo da equacao da difusdo do calor, contando com uma solucao
fundamental independente do tempo, obtida a partir do operador Laplaciano em
duas dimensdes. Também é apresentado nesse capitulo o método utilizado
para o processo de avango no tempo a partir de diferencgas finitas, utilizando o
critério de estabilidade (WROBEL (1981) apud ONISHI, KUROKI e TANAKA

(1984)) para definigao do incremento de tempo.

3.1 MODELO MATEMATICO

O modelo matematico escolhido para este estudo é a equacdo da
difusado, que, de acordo com GREENBERG (1998), é dada por:

Pucx. =L BOD (1)

XeQ, X=(xy)

onde o representa o coeficiente de difusividade térmica do material cuja

unidade é o mm?/s, u € o potencial de temperatura medido em °C, Q é o
dominio do problema e ¢ é o tempo, cuja unidade é o segundo.

As condicdes de contorno sao:

Essenciais
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' (2)
u(X,t)=u(X,t) X el
Naturais
(X, (3)
q(Xat)_ k a}’l(X) —CI(XJ) XEFq

onde k é a condutividade térmica cuja unidade € W/mm°C.

A condicéo inicial em t, € dada por:

u(X,1) = uy(X,t,) XeQ (4)

onde I' é o contorno e g € o fluxo de transferéncia de calor cuja unidade é

W/mm?.

3.2 FORMULACAO DO MEC

Sendo u uma solugcdo aproximada do problema, que ndo atende as

condigbes de contorno, trés tipos de residuos ou erros sdo gerados:

|I. no dominio Q:

- (5)
E, :VZL}(X,;)_lM;t 0
o Ot

Il. nocontornoem T,:
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' (6)

E- =u—u#0

lll. e no contornoem T :

(7)

_ou(X,t) ou(X,n) -

E; =q—q#0

g on on

A sentenca basica de residuos ponderados é escrita como:

- N - N (8)
jQ v%g,n-é% WwdQ + Lu(u—qudF + L (q—wadr =0

As fungdes de ponderacao w, w e w podem ser escolhidas
convenientemente, visando simplificar o problema.

Calculando a integral que contém o Laplaciano na equacgéo (8), obtém-
se:

S o (©)
I (Vz u)wdQZ 8_unx+8_uny wdl — a_ua_w+8_u8_w dO
Q Tl Ox oy Ql Ox Ox Oy Oy

onde n, € n, Sa0 0s cossenos diretores, ou seja:

_ _ _ 10
ou, ow _ou_ "o

n+—n, =—=
ox ey o !

Calculando a integral de dominio a direita na equacgao (9), tem-se:
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_ . (11)
2 2
[[auow oudwl e ((ow, ow Voo r (0w Ow) g
Q| Ox Ox Oy Oy r{ ox oy o oy

onde:

ow _ow  ow (12)

n, n
Ox oy ' on
Substituindo a equacéao (11) na equagéo (9):

J‘Q(Vz uJWdQ = J‘qudF_.[ruZ_::dr"'vaW 1 dO (13)

e depois a equagao (13) na equagao (8), tem-se:

vawudQ+IrqwdF—Iru?dF+Ir (u—&j{vdn (14)
n u

I(q qudl“ jw wdQ =0

Fazendo w=g—w, w=—-w na equacgio (14), aplicando o resultado na
n

equagéo (8) e levando em consideragdo que I' =T, UT,, obtém-se a equagéo

denominada formulacao inversa de residuos ponderados:

au(X f) (19)

iju(Xt)dQ ju(Xt)—dr j g(X,)wdl +— j wdQ

No Método dos Elementos de Contorno, a funcdo de ponderacdo w € a
solugdo do problema singular equivalente, isto é, é a solugdo fundamental
(GREENBERG, 1971) para o operador diferencial.
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Para a equagao de Poisson (BREBBIA e DOMINGUEZ, 1989), a solugao
fundamental para o operador adjunto Laplaciano, representada por u *(&,X) , é

a solucao do problema:
Viu*(E,X)=-6(¢,X) (16)

onde 6(&,X) representa a fungado Delta de Dirac (PRESS et al.,, 2007) em um
ponto fonte £ e X é denominado ponto campo.

Assim, u*(&,X) pode ser interpretada como o efeito, no ponto campo X,
de uma fonte concentrada unitaria aplicada no ponto fonte &.

Em duas dimensdes, X € o ponto de coordenadas (x,y)=(x,,x,) € & €0

ponto de coordenadas (&,.§,)) = (&,,&,) - De acordo com GREENBERG (1971),

a expressdo de u*(£,X) é:
17
u* (€, X) =i1n[1J an
2r r

onde r=|X —¢&| é adistancia entre Xe ¢.

Conhecida a solugao fundamental do problema, a sua derivada em

relag&o a direg&o normal ao contorno é denotada por g * e calculada como:

ou* dr 1 dr (18)
*(E X)) = = __ =
9%(5,%) or dn 2w r dn

Aplicando as solugdes fundamentais equacdo (17) e equacgéo (18) na

equacao (15) e mudando u para u, tem-se:

[ V2u* (€ 0)u(X,0)dQ = | g* (& X)u(X,1)d0 [ u*(£,X)q(X,t) dT + (19)

1 duX,0)
” Lz—az u*(E,X)dQ
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Como Vu*(&,X)=-6(6,X), a primeira integral de dominio do lado

esquerdo da equacao (19) se reduz a:
jQVZu *(E, X)u(X,t)dQ =— jga(g — X)u(&E,1)dQ =—u(&,1) (20)

Da substituicdo da equacao (20) na equagao (19), resulta a equagao
integral para pontos internos:

(21)
u(&0) = | u*(EX)q(X,0) dr = [ q* (& X)u(X,1)dl -

1 ouX0)
ajﬂ—ﬁt u*(&,X)dQ

Embora a equagao integral (21) represente a solugao do problema para
pontos & pertencentes ao dominio, ela ndo pode ser utilizada enquanto os

valores de ¢(X,r) em I, e de u(X,r) em I', ndo forem conhecidos. Para
resolver esse problema, torna-se necessario encontrar uma expressao limite da
equagao (21), naqual £ eT'.

Para a obtengao da expressao limite, que torna possivel a solugao do
problema, o ponto £ é levado ao contorno. Em seguida, exclui-se um circulo
(ou semicirculo) de raio ¢ e centro em & do dominio e calcula-se o limite

quando ¢ — 0 (Figura 1).

Figura 1 — llustracido do uso de um dominio virtual para contornar um ponto de
indeterminacao.

Observagdes:
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Se Q, é o dominio excluido, em (Q-Q_), tem-se V’u*(&,X)=0
porque & ¢(Q2—-Q,).

As integrais de contorno devem ser avaliadas em (I'-T.), onde T.
representa o contorno excluido de I', e em I',, que representa o contorno do
semicirculo.

Assim, a equagao (19) é escrita como:

lim ([ q*(&X)u(X,0dl+| g*(& X)u(X,Hdl - (22)

&0

i w* (@ X)q(X0) dF = [ u* (£, X)g(X.0)dT +

lj' Ma*(g‘,)()d@ ):0
o' Ot

As integrais em I, podem ser calculadas utilizando coordenadas

polares, fazendo r = ¢ =constante (cte), dU =¢df e X'=(r,0) (Figura 2):

_

Figura 2 — Uso de coordenadas polares.

90 1 (23)
yg)l( L u*(E,X)q(X',1) dl“j = 1515)1[ j [Ejlngq()(',t) gdHJ

No limite ¢ — 0, obtém-se o seguinte resultado:
(24)

lim UF u*(é,X)q(X',t)dFj =0

Para a integral que contém ¢ * (&, X), o limite pode ser calculado como:
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tim ([, a* € 0uCX0dr ) =timl [ q* @0 -u@odr +u@of grar|
£—>0 I, 0| JI, T,
Utilizando a equacgao (18) na equagao (25), obtém-se:
© -1 dr
1 % — T _ —
lim [ J @ (cf,X)u(X,t)dr) = lim [u(X,t) j —— gdHJ - 26)
0
-1 0
li X, )| —(-1D)dO |=u(&,t)—
;gg[u( )£2ﬂ( ) j u(.0 -
O termo 2i € designado por C(&¢). Assim:
T
0, seleQ (27)

Cc¢)= %, se & é ponto de contorno suave (0 =)

1, se £€ Q)

Assim, a equacao integral basica do Método dos Elementos de Contorno

(28)
CEUEN = u* (@& X)q(X,0) dT =] q* (& X)u(X 1)l -

1 ouX,t)
ajﬁ—ﬁt u*(&,X)dQ

3.3 MODELO NUMERICO DE AVANCO NO TEMPO
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Acoplado ao MEC, diferentes métodos numéricos sdo utilizados em
determinadas formulagées (JESUS e AZEVEDO, 2002, VANZUIT, 2007,
AURADA et al., 2012). Nesse trabalho, para o processo de avango no tempo
acopla-se o Método de Diferencgas Finitas ao MEC.

O Método de Diferengas Finitas tem por finalidade obter a taxa de
variagdo de uma grandeza, por exemplo entre dois instantes de tempo, sendo
uma aproximacdo para o valor da derivada em determinado ponto quando
At — 0 (MORTON e MAYERS, 1994).

Desta forma, a derivada no tempo presente na equagédo (28) é
aproximada pelo quociente da variacao dos potenciais pelo intervalo de tempo

correspondente, conforme a equacao (29).

ou(X,t)  u(X,t+At)—u(X,1) (29)
or At

Substituindo (29) em (28) e agrupando-se convenientemente os termos,
obtém-se:

(30)
CE)u(&,t+An) =[ u* (&, X)q(X,t+Ar) dT = [ g* (& X)u(X, ¢ +At)d -

ﬁ Qu(X,t+Al‘) u*(é,X)dQ—J.Q“(X’t) u*(g,X)dQ)

Usando a aproximagao de Diferengas Finitas a equagao original passa a
ser uma equacao com solucao obtida recursivamente em um numero m de
passos de tempo. Nesse trabalho, optou-se em utilizar Ar constante, calculado
a partir do critério de estabilidade (utilizado para o caso dependente do tempo)

que relaciona At ao tamanho do elemento de contorno T'; e ao coeficiente de

difusividade térmica o« do material, que segundo WROBEL (1981) apud
ONISHI, KUROKI e TANAKA (1984) pode ser estimado da seguinte forma:

2 (31)



cuja unidade é o segundo.

38
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CAPITULO 4

4 MODELO GEOMETRICO E SOLUGAO NUMERICA

Neste capitulo sdo apresentados: o modelo geométrico do problema
considerando-se homogeneidade para o meio, a discretizagcédo e as técnicas de
integracao dos elementos de contorno e das células de dominio. Ao final desse
capitulo apresentam-se as solugbes numéricas obtidas e a validacao da
formulagdo do MEC a partir da comparacdo com a solugdo analitica do
problema proposto.

4.1 MODELO GEOMETRICO E DISCRETIZAGAO DO PROBLEMA

O modelo geométrico adotado € um disco plano de raio R unitério cuja

unidade é o milimetro (Figura 3).

Figura 3 - llustracdo do modelo geométrico adotado para a analise com o MEC.
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A partir do modelo geométrico e com base na equacgao integral (30)
chega-se a um sistema de equacgdes algébricas pela discretizagdo do contorno

em elementos lineares e do dominio em células constantes.

4.2 DISCRETIZACAO DO CONTORNO

O contorno I' do dominio Q é dividido em elementos retos de contorno

I'; (Figura 4 meramente ilustrativa).

= ponto nodal

elemento de contorno §

Figura 4 — Discretizagdo do contorno I" em elementos I ;.

Aproximando-se a geometria de cada elemento I'; em fungdo de suas

coordenadas nodais tem-se, para um ponto P qualquer:

x, (P)=¢, (P)xijl +6, (P)xij2 (32)

x,(P)=¢,(P)x]' +4,(P)x{’ (33)
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onde j indica o elemento I';, ¢ é a fungdo de aproximagao linear e x1 € x2 séo

o0s nos extremos do elemento .

A cada elemento de contorno, I';, associam-se um ou mais pontos

denominados "nds funcionais" ou "pontos nodais" e os valores das variaveis a
eles associados sdo denominados "valores nodais". Ao longo de cada

elemento as variaveis do problema (potencial u e fluxo g) sdo aproximadas por

fungdes polinomiais (constantes, lineares, quadraticas, etc) em funcado das
quais é definido o numero de pontos nodais: 1,2 e 3, respectivamente.

Utilizando dois pontos nodais as variaveis sao aproximadas de maneira
linear como ilustra a Figura 5, adotando as seguintes fungdes de aproximagao
(TAGUTI, 2010).

1 (34)
¢ = 5(1 - 5)
1 (35)
b, = (1+&)
& &,
=
ponto nodal 1 ponto nodal 2
(u' ougl) (u? ou q*)

L

Figura 5 — Fungoes lineares de aproximacao.

Dessa forma, as integrais de contorno sdo calculadas da seguinte

maneira:

. 1 (36)
J.rq*(ﬁ,X)u(X,t)dF=—J.r Ldr [4, ¢, ]ﬁ{zz}

27 r dn
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1 (37)
J.ru*(ﬁ,X)CI(X’t)dr =J.riln(%j[ 9, ]dr{ff}

onde u!, u?, ¢! e ¢* sdo os valores nodais em cada elemento.
Quando o ponto fonte esta localizado fora do elemento que esta sendo

integrando (r#0), nenhum problema de singularidade é observado e as

integrais (36) e (37) podem ser calculadas analitica ou humericamente (nesse
trabalho optou-se em utilizar o método numérico da Quadratura de Gauss
(HUNTER, 2001)). Porém, quando o ponto fonte esta sobre o elemento que
estd sendo integrado (»=0), as integrais em (36) e (37) apresentam termos
com no maximo singularidade fraca envolvendo a derivada da solugéo
fundamental e a prépria solugado fundamental, respectivamente. De acordo com
CRUZ (2001), tradicionalmente utiliza-se uma técnica de regularizacao local
através de “movimento de corpo rigido” (prescrigao de potencial de temperatura
constante em todo o contorno) para o calculo da integral em (36), que, segundo
CHAVES (2003), pode ser aplicada em problemas potenciais; ja a integral em
(37), pode-se calcula-la analiticamente, ou através de integragcédo logaritmica,
ou ainda através da transformagdo de coordenadas polinomial de segunda e
terceira ordem proposta por TELLES (1987), a qual foi adotada nesse trabalho.

A transformacéo citada baseia-se em uma transformagéo nao linear de
coordenadas que resulta em um jacobiano nulo quando a distancia entre o
ponto fonte e o ponto campo € zero. Nesse processo, os pontos de integragao

sao reposicionados em fungao da mudanga de coordenadas.

4.3 DIS,CRETIZAQAO DO DOMINIO E METODO DE INTEGRACAO DAS
CELULAS

Nesse trabalho em raz&o das integrais de dominio presentes em (30),
optou-se em discretizar o dominio com o emprego de células constantes, cuja
funcao de aproximagéao é dada por (BREBBIA e DOMINGUEZ, 1989):
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=1 (38)

Nesse modelo, admite-se que as variaveis apresentam comportamento
constante em cada célula. Uma célula genérica é definida pelos vértices ki(xi,

1), Ka(x2, 12) € ka(xs, y3), ilustrada na Figura 6.

Malha com 112 tridngulos

08—

06—

04—

02—

04

06

08

xl L
-1 0.5 0 05 1

Figura 6 — llustracao da discretizagao do dominio do problema em células triangulares.

As integrais em Q(x, y) s&o integrais duplas e sdo calculadas utilizando-

se uma transformagao no plano a partir dos vértices do triangulo da forma:

x=(1-U)xi+U[(1=-V)x+ Vi3] (39)
y=(1-U)»n+U[(1=-V);+Vys]

Tem-se, portanto, U e V (coordenadas do sistema triangular) como fungdes de

X ey, ou seja:

U=U(x,y) (40)
V=V(x,y)
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De acordo com LEITHOLD (1994), para o calculo da integral dupla de
uma funcéo de duas variaveis, exige-se que a fungao seja definida numa regiao
fechada® em um espago R? (real de duas dimensdes), condicdo essa,
satisfeita pela regido triangular de cada célula.

Efetuando tais transformacdes, faz-se necessario calcular o

determinante do Jacobiano de transformacao.

& v @)
_|oU oV
=y
ou oV

De acordo com SOUZA e CODA (2005), para a célula triangular plana o
determinante do Jacobiano de transformagao tem valor numericamente igual

ao dobro da area A da célula, ou seja:
| =2A (42)

Assim, as integrais nao singulares em Q(x,y) passam a ser calculadas

da seguinte forma:

j=M11-U (43)
ju*(g,X)dgz Zj Iwu*(f,Xj) ,|dvdu

onde y € dada por (38), M € o numero de células e os limites de integragao

variam entre 0 e 1 (dominio (U, V)), como ilustrado na Figura 7.

3 Uma regido fechada é que aquela que inclui sua fronteira (LEITHOLD, 1994).
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kg

0

Figura 7 — Transformagao de coordenadas dexeyem Ue V.

A solugdo fundamental u*(&, X) presente em (43) € uma fungéo que

depende do espaco, adquirindo valores que se relacionam com a posicao onde
a mesma € avaliada. No entanto, o presente trabalho utiliza células constantes
como uma aproximacao para variaveis de dominio, definindo um unico valor
para cada célula em cada instante especifico de tempo, aproximando a
integracao da solugao fundamental com a utilizagdo de um unico ponto.
Procedendo da maneira indicada, a solugdo aproximada da integral
dupla ndo depende mais das variaveis x, y, U e V, mas apenas das

coordenadas dos vértices das células e da distancia r entre o ponto fonte £ e o

ponto campo X como segue:

11-U 1 1 (44)
J. J.”*(éaX) |J|dVdU:Eh{ j(xl Vo= X F X3V =X V3t X ) X yz)

00 r

que corresponde a solugao fundamental ponderada pela area 4 da célula, ou

seja:

11-U 45
2r

00 r

A distancia euclidiana do ponto fonte £ ao centrdide X, € determinada

pelas coordenadas dos vértices das células, onde a coordenada X, € dada por
(Figura 8):
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v _[FAB R iy 4y (46)
b 3 ’ 3
k3
k_:
x;! k1
P
j x

=

Figura 8 - llustragao da localizagao centréide do ponto campo X.

Quando o ponto fonte & coincide com o ponto X, , a integral (45) é

fracamente singular. Nesse caso, integra-se tal célula subdividindo-a e
alocando pontos de integragéo no dominio das células, ndo coincidentes com o
ponto fonte £ como ilustra a Figura 9.

Figura 9 - llustracdo da localizacdo dos pontos de integracdo para o caso singular (X=¢)
e da subdivisao do dominio transformado.

Determinadas as coordenadas dos pontos de integragao e as subareas
(4;) no dominio triangular, a integral singular de dominio é calculada da

seguinte forma:
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(. x)d=S 4 L[] 0
iu (8, X) —; vl i

1

onde r; representa a distancia entre £ e x1, x2 e xs.

Dessa forma, aproximando-se o dominio do problema a partir de células
triangulares constantes, forma-se um sistema de equagdes, que, em notagao

matricial e com base na equacéao (30), tem a seguinte forma:

LI:II" ﬂ{ud}l = {g;:}[qc]ml—ﬂwd} L], (48)

u Y G

Na equacédo (48), H e G sdo matrizes que resultam das integrais de

contorno que contém ¢ *(&, X)u(x) e u*(&, X)q(x), respectivamente, M resulta

das integrais de dominio e I é a matriz identidade. O primeiro elemento de cada

duplo superindice indica a localizagdo do ponto fonte £ e o segundo, do ponto
campo X , com ¢ indicando contorno e d, dominio. Os subindices m+1 e m
indicam o tempo "' =(m+1)At e " =(m)At, onde At é o intervalo de tempo.
Na formulacdo apresentada nesse trabalho adotou-se Ar constante, calculado
a partir da equagéo (31).

Agrupando os termos semelhantes da equagéao (48), obtém-se:

L e (49)

e C ) Cd
o At u G C -
kil R

4.4 SOLUGCAO NUMERICA
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A partir da imposigao das condigbes de contorno e iniciais, pode-se
utilizar a equacédo (49) para obter a solugdo do problema. Dessa forma, o
sistema de equagdes dado em (49) é reescrito como:

Axm+l — ym+l +ym (50)

onde:

e x™"' é o vetor de valores nodais desconhecidos no tempo ¢"*;

A é a matriz de coeficientes que contém termos relativos a H, G e
M;

y™' é um vetor que representa a contribuigdo do instante "', e

y™, a contribuicdo do instante ¢".

Assim, a partir da equagao (50) obtém-se o vetor incognita x"*':

xH A (ym+l +ym) (51)

4.5 IMPLEMENTAGCAO COMPUTACIONAL E ANALISE NUMERICA

A formulagdo do MEC foi implementada no software Matlab R2012® e

aplicada para o modelo geométrico ilustrado pela (Figura 10) sob as seguintes
condicdes de contorno e iniciais:

u(X,t)=10°C Xel (52)

que corresponde a uma temperatura constante ao longo de todo o contorno e
fixa para todo o intervalo de analise e

uy,(X,t,)=0°C XeQ (53)
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que corresponde a uma temperatura constante e nula no dominio do problema
no tempo inicial de andlise.

A analise numérica foi realizada a partir de 16 elementos lineares de
contorno sendo utilizados 16 pontos para a Quadratura de Gauss no processo
de integracdo de tais elementos e 112 células triangulares constantes de
dominio®.

A numeracdo das células foi definida no sentido anti-horario tanto no
sistema global composto por elementos e células quanto no sistema local de

cada célula definida pelas coordenadas de seus vértices (Figura 10).

+  Nés funcionais

Elementos de cantorno
Células triangulares

- 0.5 0 05 1

Figura 10 — llustracao do modelo geométrico utilizado na implementagdao computacional
(mm).

O intuito dessa analise foi verificar o desempenho da formulagao
desenvolvida a partir do MEC em relacao ao resultado analitico, que, em
coordenadas polares, é dado por GREENBERG (1998):

. (54)
2_“5: Jo(Ar)  ar

- €

u(r,t) = u —
R ‘ZA,J,(A,R)

4 Esse mesmo problema também foi resolvido a partir do MEC adotando-se um dominio quadrado, cuja
solugao encontra-se no Anexo do presente trabalho.
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onde Jo e Jisao funcbes de Bessel de primeira espécie de ordens zero e um,

respectivamente. Os pardmetros A, sdo as raizes positivas da equacéo
Jo(4,)=0 e nesse trabalho foram utilizadas as 100 primeiras em todas as

analises como aproximacgao da solucao analitica.

4.6 RESULTADOS E VALIDACAO DO MODELO

Para verificar a significancia dos valores obtidos numericamente com o
MEC, foi aplicado o método estatistico de regressao linear sobre os resultados
numéricos (MEC(0,7)) e analiticos (u(0,z)) até a convergéncia dos mesmos,
avaliados no centro do disco, sendo calculado o coeficiente de determinagéao
R? (quadrado do coeficiente de Pearson). O valor de R?> muito proximo da
unidade indica uma forte relagado entre as duas variaveis (MONTGOMERY e
RUNGER, 2003). Estes resultados e a distribuicdo dos valores de temperatura

sédo ilustrados pelas figuras a seguir.

Solugtes

MEC(D 01), 0=07
MEC(D 0.8), o=10
MEC(D 0.8), 0=1 5
MEC(D 04), 0=30
U0y, w07

w08, =10

U@y, =15
U0, o=30

[EReRR o R o]

1 1 1 1 1 1
o1 nz 0.3 0.4 ns G n7 na ng 1
termpo

Figura 11 — Comparagao entre a solugao analitica e o MEC no ponto central do disco.
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Para as simulagdes realizadas, obteve-se R? igual a 0,99992, 0,99998,
0,99968 e 0,99686, para os casos em que « teve como valor 0,7, 1,0, 1,5 ¢

3,0 mm?/s, respectivamente, indicando excelente correlagéo entre as variaveis.
Na Figura 12 é ilustrado o processo de difusdo do calor ao longo do

tempo para o dominio do problema em instantes de tempo especificos para o

caso em que a difusividade térmica (« ) é igual a 1,0 mm?/s.

Solugties do MEC

t=0.085 B
1=0.15

EES )
uiy 1)

t=03

ufx.y 1)

iy )

0 0.5

= ? ) 05 O
5 0s 14

¥ i il X

Figura 12 — Solugédo no dominio para diferentes tempos e & = 1,0 mm?/s.

A partir da Figura 12 é possivel verificar a gradual elevagdo da
temperatura do dominio, sendo a maior taxa de elevagao observada na regiao
mais préxima do contorno. Resultados similares foram verificados para os

casosemque ¢ =0,7mm?s, a =1,5mm?s e o =3,0 mm?s.
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4.6.1 Analise da quantidade de pontos utilizados no método de integragéao das
células

Os resultados obtidos anteriormente foram alcangados com o uso de um
unico ponto de integragdo em cada célula. Com o intuito de verificar a eficiéncia
do método de integragao das células, optou-se em ampliar o numero de pontos
de integracéo, sendo obtidos os seguintes resultados para o = 1,0 mm?s.

Tabela 1 — Valores de R? para diferentes nimeros de pontos de integracio.

N° de pontos de Gauss R?
1 0,99998
4 0,99992
9 0,99996
16 0,99996
25 0,99997
100 0,99997
400 0,99997

Na Tabela 1 verifica-se que com o aumento no numero de pontos de
integragdo em cada célula o resultado para o coeficiente R? converge para
0,99997 com 25 pontos de integragdo, ndo apresentando nenhum acréscimo
significativo na aproximagdo ao passar para 100 ou 400 pontos e
principalmente em relagdo a aproximagao obtida com um unico ponto, igual a
0,99998. Isto posto, optou-se em utilizar um unico ponto de interagdo em cada

célula de dominio nas analises numeéricas seguintes.
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CAPITULO 5

5 EQUAGAO DA DIFUSAO COM TERMO NAO HOMOGENEO

A fim de verificar a potencialidade da formulacdo do MEC para solugcao
da equacao da difusdo do calor, dois testes complementares foram realizados
a partir do mesmo modelo geométrico. Esses testes consistiram no
acoplamento de termos ndo homogéneos na equacéo diferencial da difusdo do
calor. O primeiro teste é apresentado na primeira parte do presente capitulo,
onde acopla-se um termo dissipativo (~2u(X,t)) na equagao da difusdo do calor,

representando a presenga de uma fonte irreversivel de calor. Na segunda
parte, a ndo homogeneidade na equagdo da difusdo do calor é devida ao
acoplamento de um termo constante igual a F(X,t)/k na equagao,
representando geracgao interna de calor. Em ambos os casos, a inclusao de tais
termos n&o traz novas singularidades, permitindo que as mesmas rotinas de
integracao sejam utilizadas. Esses dois testes sdo de grande importancia, pois
além de testar a rotina de integragdo de células que adota um unico ponto,
permitem analisar, de forma inédita, o desempenho da formulacdao para
problemas transientes com a aplicacdo de uma solucdo fundamental

independente do tempo.

5.1 EQUACAO DA DIFUSAO COM TERMO DISSIPATIVO

A equacao da difusdo com termo dissipativo (hu(X,?), cuja unidade é

°C.mm2) de acordo com ZILL e CULLEN (2001) é dada por:
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Vzu(X,t)—hu(X,t):l% (59)
04

XeQ, X=(x,y);h>0;t>0

A equacéo integral basica do Método dos Elementos de Contorno é:

(56)
CEu(E, )= u*(&X)q(X 1) dT =] q*(&X)u(X,1)dl -

ou(X,t)

1
J X ou @ x)do - — [ S

u*(£,X)dQ

Utilizando o MDF e agrupando convenientemente os termos, obtém-se:

(97)
C(E)u(E 1+ Ab) =Lu (£, X)q(X,t+At) dT" —
[La*(E&X)uCx 1+ Atdl = [ hu(X,t+Atyu* (&, X)dQ -

ﬁ L 00 G X [ 6.3 d0)

Assim, utilizando notagdo matricial, pode-se escrever a equagao (57) da

seguinte forma:

Hcc 0 uc B Gcc [ c] _h Mcd uc s (58)
H* 1|lu? " G qa M || u? .

A L

Agrupando convenientemente os termos da equagao (58), tem-se:



55

| ) (59)
HCC _+h MC c cc cd
a At {u } 3 {G }[qc] N 1 {M }[ud]
d - de m+1 dd m
A
H” 1+[L+hJMW Wl LG aAM
a At
As condigdes de contorno e iniciais utilizadas nas simulagdes séo:
u(X,t)y=0°C Xel (60)

que corresponde a uma temperatura constante ao longo de todo o contorno e

fixa para todo o intervalo de analise e

1y (X,t,)=1°C XeQ (61)

que corresponde a uma temperatura constante e unitaria no dominio do
problema no tempo inicial de analise.

O intuito dessa analise foi verificar o desempenho da formulagdo do
MEC em relagao ao resultado analitico, que em coordenadas polares é dado
por ZILL e CULLEN (2001):

> J. (4 2 62
u(r,t) :2€_ht2—0(—"r) e (62)
A, J (A, R)

5.2 RESULTADOS

Procedendo da mesma forma como no caso anterior, tém-se os

seguintes resultados para i = 1:
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Soluges

09

0.8
MECI 0.1, 0=07
MECI 0.8, 0=10
MECIO0, 0=15
MECID 0,8, 0=3,0
w0, e=07
w0, s=1,0
upaL, e=15
U0, 5=30

07—

©o00 D

06—

05

03

0.1

,,,,
.....
......

R i

tempo

Figura 13 — Comparagao entre a solugao analitica e o MEC no ponto central do disco.

Para as simulagdes realizadas, obteve-se R? igual a 0,99788, 0,99988,
0,99949 e 0,99931, para os casos em que « teve como valor 0,7, 1,0, 1,5 ¢
3,0 mm?/s, respectivamente, indicando excelente correlagéo entre as variaveis.

Na Figura 14 é ilustrado o processo de difus&o do calor ao longo do
tempo para o dominio do problema em instantes de tempo especificos para o

caso em que a difusividade térmica (« ) é igual a 1,0 mm?/s.
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1
na

Solugdes do MEC
1
09 t=00

0.6

ul,y 1)

i)

=
=

Figura 14 — Solugao no dominio para diferentes tempos contando com o termo
dissipativo e o =1,0 mm?/s.

A partir da Figura 14 é possivel verificar a gradual diminuicdo da
temperatura do dominio, sendo observado o resfriamento com maior
velocidade na regido mais exterior do disco, resultado da proximidade da
mesma ao contorno. Resultados similares foram verificados para os casos em
que ¢ =0,7mm%s, « =1,5mm%se a =3,0mm?s.

Ainda em relacdo ao problema contendo o termo dissipativo, buscou-se
determinar a influéncia do coeficiente # no modelo matematico. Para tanto,
testes subsequentes foram realizados adotando-se & = 1,0 mm?/s e tomando
os valores 0,05, 0,5, 1,5 e 5,0 para o coeficiente 4. A Figura 15 apresenta a

distribuicao de temperatura para cada caso testado.
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Solugdes

08

0s

MEC(D0
MECD 0,8
MEC(D,0,1), h=1 50
MEC(D0,1), h=5 00
U 004, h=0,05
U 00, h=050
1 004, k=150
1 (001, h=5,00

 h=005

07+  h=050

(el eI e o]

05~

0.4+

03

02

01+

tempo

Figura 15 — Comparacao entre a solugao analitica e o MEC no ponto central do disco
para valor de / = 0,05 (azul), 0,5 (verde), 1,5 (vermelho) e 5,0 (ciano).

Observa-se na Figura 15 uma reducéo (dissipagao) do calor a uma taxa
maior para o caso em /& = 5,0 (linha e circunferéncias em ciano), seguido por
menores taxas para # = 1,5 (linha e circunferéncias em vermelho), # = 0,5
(linha e circunferéncias em verde) e 4 = 0,05 (linha e circunferéncias em azul),
respectivamente. Esses resultados indicam que para valores maiores de #,
obtém-se maiores taxas de dissipacao do calor mantendo-se & constante.

Comparando os resultados numéricos obtidos aos analiticos, obteve-se
nessas simulagbes, R? igual a 0,99998, 0,99995, 0,99979 e 0,99852, para os
casos em que h teve como valor 0,05, 0,5, 1,5 e 5,0, respectivamente,

indicando alto nivel de correlacéo entre as variaveis.

5.3 EQUACAO DA DIFUSAO COM GERACAO DE CALOR

De acordo com WALL (2009) a equagao da difusdo com termo nao

homogéneo igual a F(X,?)/k (°C.mm2), representando a geragdo interna de

calor, é dada por:
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F(X,0) 1 0u(X,1) (63)
k o Ot
XeQ, X=(x,y)

Viu(X,t) +

onde k é a condutividade térmica cuja unidade € W/mm°C.

A equacéo integral basica do Método dos Elementos de Contorno é:

(64)
CEuE.0 =] u*(EX)q(X.0) dr =] g* (& X u(X,0)dl -

1 ou(lX,t) 1 N

EIQT” (&, X)dQ + ka u* (&, X)F(X,t)dQ

Utilizando o MDF e agrupando convenientemente os termos, obtém-se:

(65)
CEuE 1 +A) = u*(£,X)q(X 1 +At) dT = [ q* (& X)u(X 1+ Ab)dl -

ﬁ QM(X,t+At) M*(é,X)dQ—J.Qu(X,t) u*(é,X)dQ)-i-

% jQ u* (&, X)F(X,t +At)dQ

Em notagcdo matricial, pode-se escrever a equagao (65) da seguinte

L}JI ﬂ {” - {g}[q] : (66)
L] e wL

forma:

Na equacéo (66), F resulta da integral de dominio que contém a solugao
fundamental ponderada pelo termo de geragao de calor.

Agrupando os termos semelhantes da equagéao (66), tem-se:
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1 : (67)

e [
! u m+1 G*“ "

1 {M“’_[ud] +1{F“’}
dd m dd
aAt M . k F m+1

As solugdes numéricas para o modelo matematico contendo geragao

constante de calor foram obtidas a partir das condigcdes de contorno e iniciais

dadas por:

u(X,t)=0°C Xel (68)

que corresponde a uma temperatura nula e constante ao longo de todo o

contorno e fixa para todo o intervalo de andlise e

uy(X,t,)=0°C XeQ (69)

que corresponde a uma temperatura constante e nula no dominio do problema
no tempo inicial de analise.

O termo de geragdo de calor é definido da seguinte forma (fonte
constante):

F(X,1) (70)

=10°Cmm™* XeQ, O<t<w

que representa geragao constante de calor ao longo do tempo em todo o
dominio. Pelas condigdes impostas em (68) e (69), a evolugado térmica do
problema proposto depende da fonte geradora de calor (70).

A solucdo analitica do presente problema em coordenadas polares é
dada por WALL (2009):
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R -r* 2 i Jo(a?) i (71)

u(r,t) = - —
(1) 45 Rs“5 2 J,(AR)

onde s = ——.
F(X,1)

5.4 RESULTADOS

Procedendo da mesma forma como no caso anterior, tém-se os

seguintes resultados:

Solugdes

28~

MEC(D 04), 0207
MEC(D 0.1), o=10
MEC(D 0.8), o=15
MEC(D 0.4), 0=3 0
@O0, o=07
U0, o=10
U0, o=15
—— U@py, =30

[sR RN« o]

05

1 1 1 | 1 | |
a 0.1 nz 03 0.4 ns nG 07 na 08 1
tempo

Figura 16 — Comparagao entre a solugao analitica e o MEC no ponto central do disco.

Para as simulagdes realizadas, obteve-se R? igual a 0,99991, 0,99981,
0,99962 e 0,99888 para os casos em que o teve como valor 0,7, 1,0, 1,5 e 3,0
mm?/s, respectivamente, indicando excelente correlagdo entre as variaveis.

Na Figura 17 é apresentado o processo de difusdo do calor ao longo do
tempo para o dominio do problema em instantes especificos de tempo,

utilizando-se o valor 1,0 mm?/s para a difusividade térmica («a ).
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Solugtes do MEC
3 3

25 25

t=025

25

0.5

0.l [ t=100

Figura 17 — Solugado no dominio para diferentes tempos contando com o termo de
geragio de calore a =1,0 mm?/s.

A partir da Figura 17 é possivel verificar a gradual elevacdo da
temperatura das células de dominio, apresentando maior taxa de elevagao na
regido central do disco, resultado do efeito do termo de gerac&o de calor e da
condigdo de contorno adotada, mantendo a regido mais externa do disco sob
temperaturas menores. Resultados similares foram verificados para os casos
emque a =0,7mm?s, a =1,5mm?s e a =3,0 mm?/s.

Em uma analise complementar, sob a mesma condigdo de contorno e
inicial, testou-se 0 modelo numérico para o caso em que o termo de geragao de

calor é negativo, assumindo a seguinte forma:

(72)

F(Xﬁt):_IOOCmm_z XGQ, 0<t<(D
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Os resultados obtidos para esse caso s&o simétricos em relagao ao eixo
do tempo aos registrados no caso do termo positivo de geragdo de calor,
estando o modelo numérico do MEC de acordo com a solugcdo analitica do
problema como mostra a Figura 18.

Solugies

MEC[0A
MECD0A
MECDO, a=15
MECD0.4), a=3.0
uOOY, w=07
uEoY, e=10
uOOY, e=15
uOOY, e=30

,o=07
Lo=10

(SR e B eRN]

25
o

0.1 0.z 03 0.4 05 0.6 07 0.8 09
tempo

Figura 18 — Comparagao entre a solugao analitica e o MEC no ponto central do disco.

Os resultados obtidos para ambos os casos demonstram a versatilidade
da formulagéo, dada a simplicidade de incluséo de tais termos observada na
montagem do sistema linear de equagdes.
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CAPITULO 6

6 DIFUSAO DO CALOR EM MEIOS CONTINUOS NAO HOMOGENEOS

A formulacdo do MEC desenvolvida é ampliada para a analise de meios
continuos ndo homogéneos. Para tanto, subregides setorialmente homogéneas
foram aplicadas para simular um problema de difusdo com geragao interna de
calor (equagédo (63)), cujo dominio é composto por um anel e um disco
concéntricos. As condicdes de compatibilidade, mesmo potencial e fluxo oposto
na regido de contato, sdo testadas confrontando os resultados numéricos aos
analiticos em um caso onde ambas as subregides apresentam a mesma
difusividade térmica, validando a formulacdo. Apds esse passo, a formulacao
do MEC ¢é utilizada para andlise de problemas nos quais sao adotadas
difusividades térmicas distintas para o anel e disco, concentrando a geracao de

calor em apenas uma determinada subregiéo.

6.1 MODELO GEOMETRICO E DISCRETIZAGAO DO PROBLEMA

O modelo geométrico adotado na analise € um anel plano de raio R

(mm) unitario cuja difusividade é dada por «, contendo em seu interior um

disco de raio R /2 e difusividade «, (Figura 19).

Figura 19 — llustragao do modelo geométrico de sub-regi6es.
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A partir do modelo geométrico e baseando-se na equagéao integral (65)
chega-se a um sistema de equacgdes algébricas pela discretizagdo do contorno

em elementos lineares e do dominio em células constantes.

6.1.1 Discretizacao do problema

Para a discretizacao do dominio e contorno do problema foram adotadas
as mesmas técnicas apresentadas nos capitulos anteriores. A Figura 20 ilustra

o dominio Q dividido em duas subregibes Q, e Q,.

ky

célula triangular
k

k3

08

04+

02

02K

04+
l'j = elementos de contorno j

* P = nos funcionais
o 64 ridngulos no anel
£ 48 fridngulos no disco
elementos de contorno

06F

08

Figura 20 — Discretizagdo do contorno e do dominio.

Na Figura 20 s&o ilustrados os elementos de contornoem I, e I,, com a
geometria de I, coincidindo com I, porém, com o sentido contrario

representando a zona de contato entre as subregides Q, e Q,, discretizadas
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com uso de células triangulares de dominio. E importante salientar que na zona

de contato u € igual para ambas subregides (condicdo de continuidade) e os

valores de g s&o opostos (condigdo de equilibrio).

6.2 NOTACAO MATRICIAL E SOLUCAO NUMERICA PARA O PROBLEMA

A partir da equagao (65), dos procedimentos utilizados para discretizagéo
do problema e do esquema de montagem das matrizes para o caso de sub-
regides descrito por BREBBIA e DOMINGUEZ (1989), forma-se um sistema de

equagdes da seguinte forma:

H HY5 0 0 ofw] |G G5 0] (73)

HZCI chz 0 0 0 uj Ggfl G;fz 0 q;

HYi HY, I 0 Ofu| =|G] G 0 [la5] -

0 0 0 HY 0fug 0 0 Gijas] |

|0 0 0 HY Ijuy| |0 0 G|

M| M| F |
ARV L P!

My i), - o] - —— | m | s, - Jug], e R
a, At M a, At M Fed

3,2 3,2 3,3

M M i

Na formulagdo apresentada nesse trabalho adotou-se Ar constante,

definido a partir da equacéo (31).

Agrupando os termos semelhantes da equagéao (73), obtém-se:



Hi{  H
HY, HY,
H{} H
0 0
0 0
G, G, O
G;fl Ggfz 0 q
G G5 0 |q
0 0 G%lla
|0 0 G;’;_
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1 ] (74)
1“’1 0 0
o, At
1 Moe]
M;dl 0 0 u,
o, At ue
1 2
I+ M 0 0 w'| =
o, At .
1 u,
O Hcc Mcd 4
Poog,ar P |ua ],
0 HY I+ M
2,3 a, At 2 |
B cd ] B cd ] (ed
M1,1 M1,1 F1,1
c cd cd cd
1 1 M2,1 1 M2,1 Fz,z
| Mg |t ] e mi fug], 4| F
c al At c;l a2 At c;l L”d
3 M3,2 M3,2 F3,3
dd dd dd
_Mz,z _Mz,z Fz,z dst

Transladando as colunas das matrizes que contém coeficientes

relacionados as incognitas do lado direito para o esquerdo na equacgao (74),

tem-se:
cc cc
H1,1 H1,2
cc cc
H2,1 Hz,z
dc dc
H1,1 H1,2
0 0
0 0
C e
G1,1
cc
G2,1
dc
G1,1
0
= O -

1
L\ B 0
o, At
1 c
2?11 O
o, At
1
I+ M&“ 0
o, At
0 H3,
0 HY,
M}
AR
v
o, At o
M3,2
M

| (73)
0 -G 0 |- -
, u
0 ~-G¥, 0 ||w
uy
dc c
0 -G, 0 |lug| =
d
1 cd cc u2
3,2 0 _G3,3 c
o, At q,
1 c
I+ M¥ 0 —G% L9
o, At o
B cd [ed ]
M1,1 F1,1
cd cd
1 M2,1 Fz,z
| M |[ug], +| R
" At ’ " ’
aZ Mcd ch
32 3,3
dd dd
_Mz’z F2’2 Jdm+l1

Pelas condi¢des de continuidade e equilibrio (compatibilidade), tem-se:



c

u, =u,

q;

—q;
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(76)

A partir das equacgdes de compatibilidade, pode-se montar um sistema de

equacdes somando-se as colunas de coeficientes relacionados as variaveis

equivalentes no vetor de incoégnitas:

cc
Hl,l
cc
H2,1
dc
Hl,l

0

[~
Gl,l
cc
G2,1

As condigdes de contorno e iniciais para essa analise séo:

1
Hcc cd
1,2 al At 1,1
1
Hcc Mcd
2,2 al At 2,1
1
HY T+ M
’ o, At
H, 0
HY, 0
7 0 cd
Ml,l
cd
1 M2,1
c dd
[ql ]m+1 + Ml,l
o, At
M3,2
dd
a _M2,2

0
0
C C
u, =u;
0 u’
1
C —_ C
1 ME 4, =—q;
3,2 d
o, At L W
1
I+ M
o, At |
B cd (ed
M1,1 F1,1
My F,5
dd d dd
At M1,1 [uz ]m + F1,1
2 cd cd
M3,2 F3,3
dd dd
_Mz,z Fz,z

u(X,0)=0°C

X el

(77)

m+l1

Am+1

(78)

que corresponde a uma temperatura constante ao logo de todo o contorno em

todo o periodo de analise e
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uy(X,t,)=0°C XeQ (79)

que corresponde a uma temperatura constante e nula no dominio do problema
no instante inicial. O termo de geragao de calor é definido de acordo com Wall
(2009) dado pela equagao (70) representando geragao constante de calor ao
longo do tempo em todo o dominio Q.

Com o intuito de verificar o desempenho da formulagdo do MEC foram
comparados os resultados numéricos aos analiticos para o caso em que

a,=a,, que em coordenadas polares € dado pela equagéo (71) (WALL, 2009).

6.3 RESULTADOS E VALIDACAO DO MODELO

Procedendo da forma indicada no item anterior, ttm-se os seguintes

resultados:

u(0.t)
18 u(ri2.4)
u(7rig.t)
16F o WMEC@Y)
MEC(i/2.t)
- o mECTHSY

Figura 21 — Comparagéao entre a solugao analitica e o MEC em pontos do dominio com

o, =o,= 0,7 mm?s.
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25
u(0)
u(r/2.t)
u(7r/a.t)

2 o MECON
O MECH2.t)
v MEC(7i8.1)

05

Figura 22 — Comparagao entre a solugao analitica e o MEC em pontos do dominio com
o, =a,= 1 mm?s.

251

u(0.t)
u(rf2,t)
u(7rig 1)
2F o MEC(OY)
L MEC{r2.t)
MEC(7r/8.t)
o

05

1 1
01 0.2 0.3 0.4 0.5
Tempo

Figura 23 — Comparacgéao entre a solugao analitica e o MEC em pontos do dominio com

o, =a,= 1,5mm?s.

25

MEC{0.1)
O MEC(HZ2t)
v MEC(Tr8.t)

0.5

1 1 1
02 0.3 04 05
Tempo

Figura 24 — Comparagéao entre a solugao analitica e o MEC em pontos do dominio com

o, =a,= 3mm?s.
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A partir das Figuras 21, 22, 23 e 24 observa-se a influéncia do coeficiente
de difusividade térmica (« ) na resposta de temperatura de cada caso testado,
sendo verificada maior taxa de elevagcao da temperatura ao se utilizar valores
crescentes para a (0,7, 1, 1,5 e 3 mm?/s, respectivamente). Ainda nas Figuras
21, 22, 23 e 24, verifica-se que a solucdo do MEC aproxima-se da solugao
analitica. Sendo obtido, em média, o valor 0,9993 para o coeficiente R? para os
quatro casos testados, o que comprova a eficiéncia do MEC e valida a

formulacao desenvolvida.

6.4 ANALISE DA DIFUSAO DO CALOR EM MEIOS CONTINUOS NAO
HOMOGENEOS

Apbs a validagao do modelo numérico e computacional, testes de difuséo
do calor em meios ndo homogéneos foram realizados para diferentes valores

de difusividade térmica de cada meio (combinagdes de o, e «, para o anel e
disco): o, =0,7 mm?¥s e o, =3 mm?s, o, = 1,5mm?s e o, =3 mm?%s, a, =

a, =3mm?s e a, =4,5mm?/s e a, =3 mm?/s.

As seguintes condi¢des de contorno e iniciais foram adotadas:

u(X,t)y=0°C X el (80)

que corresponde a uma temperatura constante ao logo de todo o contorno T

em todo o periodo de analise e

u,(X,t,)=0°C XeQ (81)
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que corresponde a uma temperatura constante e nula no dominio do problema

apenas no instante inicial.

Nessas simulagdes o termo de geracao de calor foi definido apenas no

dominio Q,, e de forma similar ao caso anterior adotou-se gerag&o constante

de calor em todo o periodo de analise sob a seguinte forma (fonte constante):

F(X,1) (82)

=10°Cmm ™ XeQ, 0<t<wo

6.4.1 Resultados do MEC para a analise com subregides

Os resultados obtidos sao ilustrados a seguir:

Solugdes com o MEC

o MEC(01)
5r MEC(r/2.t)
W MEC(7r8.t)

(@) o=07e0,=3

Figura 25 — Resultados com o MEC parade ¢, = 0,7 mm%s e o, =3 mm?s.
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Solugdies com o MEC

o MEC(0.)
O MEC(24) (b) e=15ec,=3
v MEC(Tr3.)

Figura 26 — Resultados com o MEC parade o, = 1,5 mm%se o, =3 mm?s.

45

35

o MEC(.L)
O MEC(r2.)

T MEC(TH8.)
(C) w=3en,=3

Figura 27 — Resultados com o MEC parade o, =3 mm?se o, =3 mm?s.

45+

351

o MEC(.)
0 MECHZY)
= MEC(7r/8.t)

(d) w;=45e0,=3

Tempo

Figura 28 — Resultados com o MEC parade o, =4,5 mm%se ¢, =3 mm?s.
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A partir das Figuras 25, 26, 27 e 28 é possivel verificar a influéncia do

material que compde Q, na difusdo do calor gerado em Q,, sendo observada
maior concentragéo do calor nos casos em que foram adotados «, = 0,7 mm?/s
e a, =3 mm¥s (@) e a, = 1,5 mm?s e a, = 3 mm%s (b). Temperaturas
menores foram registradas para os casos em que foram adotados o, = «, =3
mm?/s (c) e a, = 4,5 mm?s e o, =3 mm?/s (d), respectivamente.

A razao da desigual elevagdo de temperatura esta relacionada a
facilidade ou dificuldade que o calor encontra ao se deslocar de Q, para Q,,
encontrando menor resisténcia nos casos em que «, > a,, atingindo menores

temperaturas como ilustrado na Figura 29.

Solugdes com o MEC
dt =10.51

o= 15e = 3

4.5

termperatura

temperatura

ternperatura
1
(WA ]
m

—_

m1=39m2=3

5 = 45e o= 3

temperatura
temperatura
oooo =
— M E=momo—=r]

—_
—_

Figura 29 — Convergéncia dos resultados com o MEC para combinagdes de o, e «,.
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Na Figura 29 observa-se nos dois primeiros casos («, <«a,) que 0 meio
Q, age como uma barreira isolante, concentrando o calor em Q, (onde ocorre
a geracdo de calor). Ja nos dois casos seguintes (¢, >«,) O resultado é
oposto, isto é, Q, retira calor de Q, com maior facilidade por apresentar
difusividade térmica igual ou superior, difundindo o calor de Q, para o meio

Q,, cuja fronteira externa se encontra a uma temperatura nula.
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CAPITULO 7
7 DIFUSAO-ADVECGAO DO CALOR EM MEIOS CONTINUOS

Neste capitulo apresenta-se o desenvolvimento e implementagdo da
formulagdo do MEC para a andlise do problema transiente de difusdo-advecgao
com o uso de uma solugao fundamental independente do tempo. A formulacao
toma por base os desenvolvimentos dos capitulos anteriores onde foram
analisados os casos de difusao do calor e difusdo sob geragao interna de calor.

A validacao da formulagdo foi realizada comparando os resultados
numeéricos a duas solucbes analiticas conhecidas. Apdés a validagcao da
formulagdo, optou-se em analisar a distribuicdo de temperaturas em um
dominio retangular no qual faz-se presente um obstaculo circular sob geragéo
de calor. Os procedimentos ja validados para os casos de geragédo de calor,

sub-regides e difusdo-advecgao foram empregados.

7.1 MODELO MATEMATICO PARA O CASO DE DIFUSAO-ADVECGAQ

ONISHI, KUROKI e TANAKA (1984) apresentam a equacéo da difusao-

adveccgao (83), a qual é adotada como modelo matematico nesse estudo.

ou(X,t) (83)

1 >
> _—Vo[v(X)u(X,t)]+P—eV u(X,1)

XeQ, X=(x,y)

onde: Pe € o numero de Peclét, definido como:
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Pe=|v|£ (84)
a

vé o vetor velocidade (mm/s) de convecgdo, B é o comprimento caracteristico
(mm) e a é o coeficiente de difusividade.

De acordo com SINGH e TANAKA (2000), a equagéao (83) também pode
ser utilizada em muitas outras situacdes fisicas que envolvem o transporte de
energia e/ou produtos quimicos.

Utilizando o Método dos Elementos de Contorno baseado em técnicas
de residuos ponderados, a formulacdo para a equagao da difusdo-adveccao é
similar a formulagao para a equacao da difusdo, exceto pela inclusdao de uma
integral de dominio cujo integrando é composto por um termo cinético,

Vo[v(X)u(X,t)], ponderado pela solucdo fundamental. Assim, a equacao

basica do MEC para a equacao da difusdao-adveccao é:

CEMED = [ 1* (€ X)q(X.0) dT =] *(E, X)u(X.0)dT + )
- Pejg%u (&, X)dQ— Peij o [V(X)u(X,0)] u* (&, X)dQ
XeQ X=(xy)
O termo V e[v(X)u(X,)] pode ser escrito como:
Ve [v(X)u(X,0)]=v(X)eVu(X,)+u(X,))Vev(X) (86)

O primeiro termo do lado direito da equacgao (86), representa o gradiente
térmico, devido ao transporte da massa fluida com velocidade v e o segundo
termo representa a temperatura estabelecida pelo gradiente de velocidade
(variagdo da velocidade com a posigdo). Assim, a integral contendo

V e[v(X)u(X,r)] assume a seguinte forma:
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[ Velviu(x,nlu* (&, X)d0= [ v(X)s Vu(X,0) u*(£,X)d2+

[ u(X, )V ev(X)u* (&, X)dQ (87)
onde
jv(X)-Vu(X,z)u*(g,X)dgz
88
= [ v a”(X ) u* (€. X)d+ | vv(X)—au(aX’t) w* (€, X)dQ (58)
& Y
ju(X,z)Vov(X)u*(g,X)dgz
(89)
= [ u(x, t)av (X) *(g,X)dQ+jQu(X,t)av—”(X) w*(E,X)dQ

7.2 MODELO GEOMETRICO PARA O CASO DE DIFUSAO-ADVECCAO

Quanto ao modelo geométrico, foi analisado o caso de difusdo de calor a
partir de um dominio retangular (4 x B, mm) como ilustra a Figura 30, sujeito a

um escoamento laminar com o seguinte campo analitico de velocidades:

=cte (90)

l
“ll

4

Figura 30 — Modelo geométrico do problema de difusdo-adveccao do calor.
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Na Figura 30 tem-se a representagado do campo de velocidade cujo valor
€ constante e nao nulo na direcdo do eixo x em todo o dominio.

Sabendo-se que o campo de velocidades é constante na diregcéo x, ou
v, (X)

seja, w=0¢€ =0, as integrais em (88) e (89) tornam-se:

jv(X)-Vu(X,t)u*(g,X)dgzj vx(X)a”(aﬂ u* (&, X)dQ (97)
Q Q X

jQu(X,t)Vov(X) u*(&,X)dQ =0 (92)

Integrando-se uma vez por partes o termo do lado direito da igualdade
em (91), obtém-se:

ou(X,1) Wt (LX) O = (93)
Ox

[Lv.c0)

1

v, [ u(X.0) l—ln(lj ndl+v, [ u(X,t)———— dQ
r 2\ r Q 2 rcos(0)

A

Na equacgao (93), 0 representa o angulo entre o vetor r e o versor x. A
integral de contorno (em I'), resultante da integracdo por partes, é calculada
com o uso de elementos lineares, sendo adotados os mesmos procedimentos

ja apresentados na equagao (37), isto é:

1 (94)
v, [ux.n ;—nln(%jnxdl" =, jrilnej nle ¢ Jar {Zz}

O resultado da integral em (94) produz coeficientes adicionais para a

matriz H* em razao da incégnita potencial presente na formulagéo.
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7.2.1 Discretizacao do problema

A Figura 31 ilustra a discretizagdo do problema em 48 elementos de

contorno e 160 células triangulares de dominio.

-

o T | TE

[y
[}
=
o

o
1
1
1
i
1
1
1
1
|
i
|
1
1
1
|

|
|

A

Figura 31 — Discretizagdo do contorno e do dominio.

7.2.2 Notacao matricial e solugdo numérica para o problema

A partir da equagao (85), forma-se um sistema de equagdes que, em

notagao matricial, & escrito da seguinte forma:

H“ 0fu| |G* [C] . (95)
Hdc I ud m+l_ Gdc q .
I E I RS BRE MY R T

oa| MY | At

Na equacgao (95) as matrizes V resultam das integrais de contorno e de
dominio nas quais o termo de velocidade se faz presente.

Agrupando-se os termos semelhantes da equagao (95), obtém-se:
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96
Hcc+Vcc lA Mcd+Vcd . ( )
o At u
HE 4 Ve 4L M@ 4y L }1
a At
Gcc . 1 Mcd .,
= +— u
|:Gdc:|[q ]m+1 aAt|:Mdd:|[ ]m

7.3 RESULTADOS E VALIDACAO DO MODELO

7.3.1 Teste 01

No primeiro teste, as solugdes numéricas foram obtidas a partir das

seguintes condigdes de contorno:

_ 1 _(_1_th)2 o
(0. ’t)_\/4z+1eXp{ a4t +1) } (97)

— 1 _ (_Vx t)z o
ud y.)= MGXP{ a(4t+1)} ¢

q(x,0,t) = 0 W /mm*

q(x,B,0)=0 W/ mm®
representando temperaturas u variaveis e decrescentes ao longo do tempo nas

extremidades esquerda e direita de Q, contando com fluxo nulo na regiéo

inferior e superior da placa. A condicao inicial € dada por:

_ 2 (98)
uO(xayatO):eXp[ O)(C joc
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que corresponde a uma temperatura variavel e ndo nula ao longo do dominio
do problema no instante inicial.

A solucdo analitica do presente problema é dada por SARI,
GURARSLAN e ZEYTINOGLU (2010):

u(x, y,t) =#ex —M (99)
GNP B RPI Y

7.3.1.1 Resultados

Adotando v, = 0,001 mm/s e Pe calculado a partir da equagao (84), tém-

se os seguintes resultados para diferentes valores de o (mm?/s):

0.8

07 (a) « =07

06 o MEC(A/2.B/2t). v=0,001

U (A/2.B/2t), v=0.001

05k

04t

03F

02r

01
0

tempo

Figura 32 — Comparacéao entre a solugao analitica e o MEC no ponto central da placa para
o =0,7 mm?/s.
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(b) o =10

O MECIA/2.B/2t). v=0.001

U {A/2.B/21),v=0,001

01
0

tempo

Figura 33 — Comparagao entre a solugao analitica e o MEC no ponto central da placa para

o =1 mm?s.

o MEC(A/Z.B/2t), v=0.001

U (A/2.Br21). v=0,001

01
0

tempo

Figura 34 — Comparagao entre a solugao analitica e o MEC no ponto central da placa para

03

02r

a=1,5mm?s.

(d) a=30

C MECIA2.B/2t). v=0,001
U (A/2.Bi2t). v=0.001

01
0

tempo

Figura 35 — Comparagao entre a solugao analitica e o MEC no ponto central da placa para

a =3 mm?s.
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Para as simulagdes realizadas, obteve-se R? igual a 0,99975, 0,99993,
0,99986 e 0,99979 para os casos em que o teve como valor 0,7, 1,0, 1,5 e 3,0
mm?/s, respectivamente, indicando alto nivel de correlagdo entre as variaveis.
Observa-se nas Figuras 32, 33, 34 e 35, semelhanga entre uma analise e
outra. Esse resultado decorre do uso de valores relativamente préximos para
os coeficientes de difusividade testados em tais analises numéricas. Foram
testados os casos nos quais os valores 10 mm?/s e 100 mm?/s foram adotados
para o coeficiente de difusividade térmica, obtendo-se R? igual a 0,99495 e
0,99969 para cada um dos testes, respectivamente.

Em nova anélise, mantendo a difusividade unitaria e variando os valores
de velocidade, obteve-se R? igual a 0,99856, 0,99993 (citado anteriormente),

0,99968 e 0,99856 para os casos em que a velocidade vy assumiu os valores

0,0, 0,001, 0,005 e 0,01 mm/s, respectivamente, validando a formulacao
matematica desenvolvida.

Realizando uma analise comparativa entre as solu¢coes do MEC para as
diferentes velocidades empregadas anteriormente, observam-se infimas
variagdes nas distribuigdes de temperatura a partir da Figura 29 (a). Esse fato
decorre dos pequenos valores de velocidade. Ainda na continuagdo da Figura
29, em (b), (c) e (d) sao ilustradas ampliacbes de intervalos de tempo
especificos da presente analise numérica, sendo possivel observar com melhor
distincdo o efeito da velocidade no transporte de energia em cada caso
testado, onde verificam-se menores temperaturas ao longo do tempo ao

adotar-se valores crescentes para a velocidade.
08p

(@) —— MEC(A/2B/2,t). v=0.000
MEC{A/2 B/2,t). v=0.001

— MEC(A/2B/2,t). v=0.005
iy —— MEC{A2B/2.t), v=0.01

041
03}

0zf

01 1 1 | 1 1 | | 1 1 ]
0 : 5 [
tempo

Figura 36 — Solugoes do MEC para a distribui¢gao de temperatura de um ponto no centro
da placa para o =1 mm?/s.
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06}F
(bJ — MEC{A/2 B/2.t). v=0,000
085F WMEC{A/2 Br2.t). v=0,001
— MEC{A2 B/2.t). v=0.005
_ —— MEC(A2B/2.t) v=0.01
05F
045} .
Ny
u
04r
035}
03f e
.\\“‘--
I I I I 1 -
1 15 2 25 3 35
tempo

Figura 37 — Ampliagao (b) das solucées do MEC para a distribuicdo de temperatura de

um ponto no centro da placa para & =1 mm?/s.

0.23F (c) ——— MEC(A/2.8/2.1), v=0.000

MEC(A2B/2.t). v=0 001
——— MEC(A/ZB/2.1), v=0,005
——— MEC(A2B/2.1), v=0.01

022

021

02

019

017 -

| | | I I | | |
438 5 5.2 54 56 538 6 6.2
tempo

Figura 38 — Ampliacao (c) das solugdes do MEC para a distribuicao de temperatura de
um ponto no centro da placa para ¢ =1 mm?/s.

0158 (d) —— MEC{A2B/2.t), v=0,000

MEC(A/2B/2.1), v=0,001
—— MECIA/2B/2.1), v=0 005
——— MEC{A2B/2.), v=0,01

u 0155- 
0154\

0153

0152\

0151

976 98 982 984 986 983 99 992 994 996 998
tempo

Figura 39 — Ampliagao (d) das solucées do MEC para a distribuicdo de temperatura de
um ponto no centro da placa para ¢ =1 mm?/s.
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Como nessa andlise a difusividade foi mantida constante, conclui-se que
os resultado séao influenciados pelo processo advectivo, tendo como base o
caso exclusivo de difusdo do calor onde a velocidade é nula (linha em

vermelho).

7.3.2 Teste 02

No segundo teste foram obtidas a partir das seguintes condi¢cdes de

contorno:

u(0,y,t)=1°C

u(A,y,t)=0°C (100)
q(x,0,t) =0 W/ mm®

q(x,B,t)=0W /mm’

representando temperatura u constante e unitaria na aresta lateral esquerda,
nula na aresta lateral direita e fluxo g nulo na regido inferior e superior do

dominio retangular Q. A condigao inicial € dada por:

uy(x,,4,)=0°C (101)

que corresponde a uma temperatura nula em todo o dominio do problema no
instante inicial.

A solugdo analitica do presente problema é dada por DESILVA et al.
(1998):

u(xoy.1) _exp (Pex)—exp(Pe) _251 nﬂxexp[Pex 2 t)sin(nﬂx) (102)
e 1—exp (Pe) ~ 2

onde:



2
A =n'n’ +(&j
2

7.3.2.1 Resultados
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Adotando a =1 mm?/s, Pe calculado a partir da equagdo (84) e v, =

0,001, 0,005 e 0,01 mm/s, tém-se os seguintes resultados:

05r

045¢

04r

035F

03

u

0251
0.2f
0151
01F

0.05F

Figura 40 — Comparagao entre a solugao analitica e MEC v. = 0,001 mm/s.

05r
045¢
04F
0351
031
025¢
021
015F
01F

0.05F

Figura 41 — Com

o MEC(A/2 B/2), v= 0001
(A2 Br2)

RZ=0.99847

e 1 1 1 1 1 1 1 1 1 )
0

01 02 0.3 04 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
tempo

O MEC(A/2,B/2). v = 0.005
u(Av2.B/2)

R2=(0 99908

| | . | | | | . |
0 0.1 0.2 03 04 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
tempo

paracao entre a solugao analitica e MEC v. = 0,005 mm/s
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05-

045¢

04r
< MEC(A/2,B/2), v=0.01

0351 u(A2,B/2)

0.3r R2=0.99569
025}
02f
015}
01t

0.05F

g I I I I I I I )
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
tempo

Figura 42 — Comparagao entre a solugao analitica e MEC v. = 0,01 mm/s.

Para as simulagdes realizadas, obteve-se R? igual a 0,99847, 0,99908, e
0,99589 para os casos em que v, foi igual a 0,001, 0,005 e 0,01 mm/s,
respectivamente, indicando excelente nivel de correlagdo entre as variaveis.
Observa-se nas Figuras 38, 39 e 40, semelhanga entre uma analise e outra.
Esse resultado decorre do uso de valores relativamente préximos para as
velocidades testadas em tais analises numéricas.

Com o intuito de verificar o efeito da velocidade no fenémeno difusivo-
advectivo do problema em questao, a seguir sao ilustradas as distribuigcdes de
temperatura para os casos ja estudados em conjunto com a solugao puramente
difusiva, na qual tem-se velocidade nula (linha em azul da Figura 43).

Na ampliagdo setorial apresentada na Figura 43 & possivel verificar o
efeito da velocidade do processo de transporte de energia: velocidades
crescentes indicam maiores elevagdes de temperatura na dire¢cao do campo de
velocidades, ou seja, maior dissipacdo da energia térmica introduzida no

dominio devido a condi¢éo de contorno natural e unitaria, u(0,y,t)=1°C.
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05 r—— ]
045} L =

04 05r
035} 049 ,_—/——————_—_———_

Wl y 048F

u 047
0.25}
046}
0.2F X . . . . .
——— MEC(B/2,A/2.4), v = 0.0 056 0.55 0.6 0.66 0.7 0.75

0.15 ——— MEC(B/2.A/2.1), v = 0.001 tempo

ol ——— MEG({B/2.A/2.1), v = 0.005

: ——— MEC{B/2.A/2.4), v = 0.01
0.05}
1 1 1 1 ]

U 1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 04 05 0.6 07 0.8 0.9 1

tempo

Figura 43 — Comparacéao da solugao MEC para diferentes velocidades e ampliagdo de um

intervalo especifico.

Ainda na ampliacdo da Figura 43, verifica-se que as variagbes de
temperatura entre uma andlise e outra demonstram que a taxa de energia
térmica dissipada € menor para os casos onde a velocidade advectiva € menor,

atingindo temperaturas menores em um mesmo intervalo de tempo.

7.4 MODELO GEOMETRICO E MATEMATICQ PARA O CASO DIEUSAO-
ADVECCAO: PLACA COM UM OBSTACULO SOB GERAGCAO DE
CALOR

Os resultados obtidos até a segao anterior demonstram o potencial da
formulacdo do MEC desenvolvida nesse trabalho para analise numérica de
problemas de difusdo-adveccao. Baseando-se em tal afirmacao, apresenta-se
a seguir o estudo numérico de difusdo-advecgdo observado em um
escoamento contendo um obstaculo circular sob geragcédo de calor. Tal
escoamento € uma aproximagao finita de um escoamento cujo dominio é
infinito. Para tanto, a formulacdo do MEC desenvolvida nesse trabalho é
ampliada para o problema citado e as solugdes obtidas sdo apresentadas ao
final da presente segao.
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7.4.1 Escoamento ao redor de um obstaculo circular — campo de velocidades

Nesse estudo numérico optou-se em analisar o caso de difusao de calor a
partir de um obstaculo circular (Q,), no qual ocorre geragéo de calor (equagéo
(63)), sujeito a um escoamento laminar irrotacional em um dominio retangular

(€Q,) como ilustra a Figura 44.

e —>,

o —
|
0 A2 4-8 ¥

Figura 44 — Modelo geométrico do problema de difusdo do calor e difusdao-adveccao.

Quanto ao escoamento, ROGERS (1992) apresenta a equagao da

continuidade para o caso laminar citado, dada por:
VO(X)=0 (103)

A equacéo (103) representa uma fungéo potencial escalar de velocidade e
em uma regiao irrotacional de escoamento, o vetor velocidade v(X) pode ser

expresso como o gradiente de tal fun¢do, dado por:
VO(X) = v(X) (104)

A partir do modelo geométrico ilustrado pela Figura 44, das equagdes
(103) e (104) e adotando as condi¢gdes de contorno dadas pelas equagdes
(105) e (106) (apresentadas a seguir e ilustradas pela Figura 45), tem-se o

seguinte campo de velocidades (equacédo (107)):

Condicdes de contorno essenciais
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_00(X) _, X<l (105)

o0D(X)
v, = = cte ;
ox
que representa uma velocidade constante ao longo da diregao do eixo x e nula

na diregdo do eixo y no contorno da placa ao longo do tempo.
Condicao de contorno natural

_o0(X) (106)

A(X) Xel,
on(X)

que representa velocidade nula na diregéo normal ao contorno T,.

19
5 2

Yo Tpia- BDX) — v,
- Ba(X) -
- 0y —

— - 1 -
0 Tl A2 A x
(LX) HD(X)
v, = = constante Vo= =0
f e » ey

Figura 45 — Dominio do problema de escoamento fluido e condi¢gbées de contorno.

A

O campo de velocidades em coordenadas polares com os versores i e

j nas direcdes r e 0 é dado por (CENCEL e CIMBALA, 2007):
(107)

V(X) =i+

As variaveis 9 e v sao dadas por:

2 108
19(’/’0):‘}{1_R cos(ZQ)} (108)
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R’ sin(26) (109)

2
* r

v(r,0)=—

onde R representa o raio do obstaculo circular (disco Q,).

7.4.2 Discretizagao do modelo geométrico e campo de velocidades

O dominio do problema foi discretizado em elementos de contorno e em
células triangulares (Figura 46), no qual, 504 células estdo presentes na regiao
Q, e 32 para a regido do disco Q,.

% 54 53 5. 51,7050, 4149, 4 4 43 35 34 /033 /N3 3
5

H0, 1

Ix] Iz I3 4 Is I8 I7 Te DammimZmangigie 17 e 19 20 21 22 23 T24 'x
0 A2

Ith

Figura 46 — Discretizagdo do dominio do problema com destaque para a regiao onde

ocorre o escoamento fluido (€2, , regido em azul).

A Figura 47 ilustra o moédulo do campo de velocidades para o
escoamento no dominio do problema.

B

Biz

Figura 47 — Campo vetorial de velocidades no dominio do problema de escoamento.

Os vetores adotados na Figura 47 representam a magnitude e a diregéo

do fluido no dominio do problema. E possivel observar o desvio do fluido para
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parte superior e inferior do dominio, devido a presenca do disco no
escoamento, agindo como um obstaculo e obrigando o fluido a desviar,
tracando um caminho com velocidades diferentes ao redor do disco.

Na Figura 48 é apresentado, com o uso de uma escala de cores, 0

moédulo do campo de velocidades em mm/s.

0.018
0.016
T o014

- qomz

- -oooe

£ 0008

0.004
0.002

0

Figura 48 — Médulo do campo de velocidade no dominio do problema de escoamento.

A Figura 48 representa o campo de velocidades do fluido ao passar ao

redor do disco (dominio Q,). As cores utilizadas representam a magnitude das

velocidades, cores quentes, velocidades maiores. Neste caso a cor verde
corresponde a velocidade em regides distantes do disco, ou seja, velocidade
de fluxo livre, da esquerda para a direita.

A medida que o fluido se aproxima do disco, observa-se que os valores
de velocidade comegam a diminuir na regido equatorial, mudando para a cor
azul. Nessa regiao esta localizado um ponto onde a velocidade do fluido é nula,
chamado de ponto de estagnagao (6 = 0) a montante do disco.

A velocidade ao longo da superficie do disco estd em uma diregao
tangencial, ou seja, paralelamente a superficie do mesmo. Em razdo disso,
observa-se na Figura 48 que o fluido que passa pela parte superior ou inferior
do disco, regido dos polos, apresenta elevagdo na magnitude da velocidade
(mudancga para cor vermelha), atingindo o dobro da velocidade de fluxo livre

(valor maximo da equagao (107) para 6 =z /20u 6 =37/2).
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Na jusante do disco observa-se novamente uma diminuigdo na velocidade
do fluido, atingindo um segundo ponto de estagnagdo no equador (0 =7). A
partir desse ponto, o fluido a jusante comega a aumentar sua velocidade,
retornando gradualmente ao valor do fluxo livre em decorréncia do campo
conservativo de velocidades e néo variavel no tempo.

Apds ser definido o campo de velocidades do escoamento, o passo
seguinte desse estudo foi a determinacéo da equagéo basica do MEC para o

caso difusivo-advectivo, a qual é apresentada a seguir.

7.4.3 Equagao basica do MEC para o caso difusivo-advectivo

Sendo definido o campo de velocidades, a equacao basica do MEC para

o dominio Q, é dada por:

CEu(E,0) = [ u* (& X)q(X,1) dU =] ¢* (& X)u(X,1)dl - (110)

PejQ%u (&, X)dQ - Pejgv o [V(X)u(X,0)]u* (&, X)dQ

XeQ,, X=(xy)

Assim, a integral contendo V e [v(X)u(X,t)], na qual v(X)eVu(X,t)#0 e

u(X,t)Vev(X) =0, assume a forma da equacao (87), a saber (equacao(111)):

jQVo[v(X)u(X,t)]u*(@,X)dQ: jQ V(X)eVu(X,t) u* (& X)dQ+

L”(XJ)VW(X)L:*(@,X)dQ (111)

Como o campo de velocidade é conhecido e admitindo-se que o
comportamento térmico em cada célula é constante, o calculo da primeira

integral do lado direito de (111) toma a seguinte forma:
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o (112)
ij(X)-Vu(X,t) u*(E,X)d0=> v(Xd)jQ Vu(X,,0)u*(E,X,)dQ,
d=1 4
ou, em termos das componentes de velocidade em x e y:
3 vIX )| Vu(X,,0)u*(E X,)dQ, =
; d J.Qd d d d (113)

S ()f, e x e, + 3, (), O e e X ae,

Integrando uma vez por partes as integrais do lado direito de (113) de

acordo com a formulacao do MEC, obtém-se:

au(Xd,t) WHEX ) dO, = (114)

ZMXH

2. (KXot #Hdﬂ B

au(Xd,t) W EX ), =

ZMXH

;V—V(XC)J.FL,(XC,z)ngln(7JdFC +;\/_L,(Xd)IQU(Xd,l‘)m dQ

onde n € a normal, d e ¢ indicam dominio e contorno € m e n, numero de

células e de elementos de contorno, respectivamente.
Sabendo que o comportamento térmico em cada célula é constante e

gue no contorno admite-se variagao linear, tem-se:
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6u(Xd,t) WX, (115)

INCHIN
n 1 1
;vm)frn;m(;j[@ ¢2]dr{ }+Zv (XX o), Tos(e)dgd

6u(Xd,t) (X )dD, =

Zv @[,
ivmxc)jrn;—nln(}j[ﬂ 4, 1. {uz}{v (KD 5 do,

Baseando-se no fato de que o comportamento térmico em cada célula é

constante, a segunda integral do lado direito de (111) toma a seguinte forma:

[HOVeV(N) u* (£ X)d0= 3 u(X, ], VoK) urE. X, de, )

d=1

em termos das componentes v, e v, da velocidade:
(117)

2uX 0 Vev(X,) u*(E,X,)d, =

Zm:”(Xdat)J.Qdavxa(—de) u*(§,X,)dQ, +Zm:”(Xd=t)J.QdavyETXd) u*(8,X,)dQ,

Adotando um procedimento analogo ao dado a equagao (113), obtém-

se:

Suxof, S e e X, ae, =

Zu(Xc,t)J. v (X, )n—ln( jdl“ +Zu(Xd,t)j v (X d)m dQ, (118)

Zu(Xd,t)j u*(&,X,)dQ, =

;u(XcJ)LVy(Xc)”gln( jdl“ +Zu(XdJ)I v, (X GI)T(m dQ,
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Dessa forma e a partir de tais aproximagdes, a integral do lado esquerdo
de (111) é calculada como:

ij o [V(X) u(X, 1) Ju* (&, X)dQ=

(119)

2 1 1
;Vx(Xc)J.FU;m(?J[% ¢2]dr{ }JFZV (X u(X,, )J. T@dgd +

L 1 1

As integrais de contorno (em I') resultantes da integracdo por partes
sdo calculadas com o uso de elementos lineares, sendo adotados os mesmos
procedimentos numéricos para o calculo da integral de contorno apresentada
pela equacgao (37), porém, para incognita u.

Para calcular as integrais de dominio utiliza-se o mesmo procedimento

citado nos capitulos anteriores, baseando-se no uso células triangulares.

7.4.4 Notacao matricial e solugdo numérica para o problema de difusao-
adveccao

A partir da discretizagdo da equagao (110) para o transporte de matéria,
da equacgado (65) para o disco (regido onde ocorre geragao de calor) e dos
métodos de integracéo citados ao longo desse trabalho, forma-se um sistema

de equagdes que, em notagdo matricial, é escrito da seguinte forma:



B cc
H1,1
cc
H2,1

o, At

cc
H1,2

cc
Hz,z

0 0
0 0
1 0
0 H,
0 HY,

d
[ul ]m+1 -

(il o

01 uj G, Gy,
0 uj Ggfl Ggfz
0| uf G, G
01 uj 0 0
I ug_m+1 | 0 0
M
Cm
b
o, At M
32
M3
Vi Vis 0
Vi Vil | ©
Vl?lc Vl?; { i} +— 0
0o o |- F
0 0 | F

cc
G3,3

dc
G2,3 i

Am+1

q,
q,
q;
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(120)

m+1

(bl gl }

Na equagéo anterior, V¢4, V% e V¥ sio matrizes resultantes das integrais

de dominio e V<, resultante das integrais de contorno presentes na equagéao

(119).

Agrupando os termos semelhantes da equagéao (120), obtém-se:



cc cc
H1,1 + V1,1
cc cc
H2,1 + V2,1

dc dc
Hl,l + Vl,l

cc cc
H1,2 + V1,2
cc cc
Hz,z + Vz,z

HS+VS I+

99

1
M+ VY 0 0
a, At ’
1
M+ Vi 0 0
a, At ’
M4 +ve 0 0 X
a, At ’
1
O Hcc Mcd
3,3 OtzAt 3,2
1
0 HY, 1+ M
’ o, At |
1 [en 6 o] (121)
G;(jl G;(jz 0 q;
=|G, G5 0 |[q5| +
0 0 G (la5] |
wi L0 0 Gy
M M
M . M
M (] e mi |l +
Mcd aZ tMcd
32 32
M, | M3
o
0
+% 0
Fy3
dej +1

Transladando as colunas das matrizes que contém incégnitas do lado

direito para o esquerdo na equagéao (121), tem-se:



cc cc
Hl,l + Vl,l

cc cc
H2,1 + V2,1

de de
Hl,l + Vl,l

cc cc
H1,2 + V1,2

cc cc
H2,2 + V2,2

de de
H1,2 + V1,2

1 ) )
—— M+ VY 0 0
o, At 7 ’
1 ) )
—— M, + VY 0 0
a At 7 ’
I+ MM +ve 0 0
o, At ’
cc 1 cd
0 Hss a, At 7
2
) 1
0 HY, I+ M4
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100

cc
- G3,3

dc
- G2,3

(122)

Pelas condi¢cdes de continuidade e equilibrio (compatibilidade) dadas

pela equagao (76), pode-se montar um sistema de equagdes somando-se entre

si as colunas que se relacionam com as variaveis equivalentes no vetor de

incognitas presente na equagao (122):
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cc cc cc cc 1 cd cd cc (1 23)
H1,1 _Vl,l H1,2 _VI,Z —Ml,l _V1,1 G1,2 0
o, At
cc cc cc cc 1 cd cd cc
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a, At
1
de de de de dd dd de
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0 H3 3 0 - G3 3 M3 2
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c al At cd a2 At cd ch
q, =—q; 0 M5, M7, 33
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As condigdes de contorno e iniciais para essa analise sdo:
u(X,)=0°C XeT, (124)

que corresponde a uma temperatura constante ao logo de todo o contorno em

todo o periodo de analise e

u,(X,t,)=0°C XeQ (125)

que corresponde a uma temperatura constante e nula no dominio do problema
no instante inicial.

O termo de gerag&o de calor é definido no dominio Q, e apresenta a
seguinte forma (fonte constante):

F(X,t) (126)

=10°Cmm™* XeQ, 0<t<oo
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representando geragao constante de calor ao longo do tempo apenas na regido

circular do dominio.

7.4.5 Resultados

Procedendo da mesma forma como nos caso anteriores e adotando

a,=0,7 mm?/s, a,=4,5 mm?/s e v, = 0,001 mm/s, tém-se os seguintes valores

de temperatura para determinados pontos ao longo do dominio (Figura 49):

B2

Figura 50 —

Figura 49 - llustracdo da localizacao dos pontos analisados.

— MEC
— MEC
— MEC
— MEC
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B 1)v=0.001
F 4).v=0.001
G 1).v=0.001

07

06

0.5

04

03

0.2

01

01 02 0.3 04 05

tempo

07 08 03 1

Solugées do MEC para as distribuicées de temperatura nos pontos A, B, C,
D, E, F e G do dominio.
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1 1 1 1 1
0 02 0.4 06 038 1
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Figura 51 — Solugoes do MEC para as distribuicoes de temperatura em pontos do disco
sob geracgao interna de calor.

Na Figura 50 sao ilustradas as distribuicdes de temperatura de quatro
pontos da placa, dois anteriores (A e B) ao disco sob geragao de calor e dois
posteriores (F e G). Verifica-se que apesar da condicdo de contorno e da
geometria utilizada apresentar simetria, os resultados de temperatura em
pontos simétricos ndo o sdo. Isso é devido ao transporte de energia térmica
causado pelo escoamento, fazendo com que a distribuicdo de temperaturas
dos pontos se dé de maneira desigual. Os menores valores de temperatura
foram verificados no ponto A em razdo da condigdao de contorno na face
esquerda do modelo geométrico onde origina-se o escoamento. Analisando a
temperatura dos pontos seguintes, observa-se que o ponto B atingiu menores
valores de temperatura em comparagao aos valores registrados no ponto F e,
apesar da simetria, verifica-se que o escoamento teve sua entropia elevada
entre esses dois pontos. A razdo desse fendmeno deve-se ao movimento de
massa na chegada a fonte de calor, ao longo do contorno da fonte até a saida,
recebendo energia da fonte e, em seu curso, reduzindo gradualmente seus
valores em diregcéo a face direita da placa, atingindo uma menor distribuicéo de
temperaturas como ilustra a linha do ponto G.

Desigual distribuicdo de temperaturas também é observada na Figura 51

que refere-se ao comportamento térmico no interior da fonte de calor (disco),
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onde registraram-se as maiores temperaturas no centro do disco, ponto D,
ponto geometricamente mais afastado dos efeitos do escoamento, e, de forma
semelhante a andlise da placa, os valores de temperatura registrados na regido
de chegada do escoamento, ponto C, sdo menores do que os observados na
regiao de saida, ponto E, comprovando o efeito do transporte de energia.

Em uma andlise complementar, foram comparados os valores de
temperatura no centro do disco, ponto D, ao utilizar os valores de velocidade

iguais a 0,001, 0,005 e 0,01 mm/s. Os resultados dessa analise séo ilustrados

na Figura 52.
- —
I | o
| [
121 | I3}
L .
132}
13}
1 -
128}
u 1.26
124}
08|
122}
u 12}
1.18 . . . . .
0.6 0.8 0.85 0.9 0.95 1
— MEC(D.t), v=0.001 tempo
MEC(D .t). v=0,005
—— MEC (D .t). v=0,01
04
02|
0 | | | | | |

0.2 0.4 0.6 0.8 1 12
tempo

Figura 52 — Solugoes do MEC para as distribuigcoes de temperatura no centro do disco
para diferentes valores de velocidades do escoamento.

Na Figura 52 é possivel observar o efeito da velocidade do escoamento
na distribuicdo de temperatura no centro da fonte de calor, sendo registradas
menores temperaturas ao adotar-se valores crescentes para a mesma. Esses
resultados comprovam o efeito do transporte de energia e indicam uma maior

taxa de dissipagao do calor com o aumento da velocidade do escoamento.
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CAPIiTULO 8

8 CONCLUSOES

Os resultados obtidos para a equacao da difusdo a partir do modelo
geométrico e matematico revelaram um alto nivel de correlacdo entre as
solugdes numérica e analitica, tomando como referéncia o estimador R2. Para
esse estimador foram obtidos valores iguais a 0,99992, 0,99998, 0,99968 e
0,99686, para os casos em que a constante o teve valores iguais a 0,7, 1,0,

1,5 e 3,0 mm?s, respectivamente. Esses resultados se referem & analise
realizada em um ponto central do dominio (ponto simetricamente mais afastado
do contorno do problema), tornando evidente o potencial da formulagdo do
Método dos Elementos de Contorno baseada em técnicas de residuos
ponderados, mostrando-se versatil ao atuar em conjunto com o método de
Diferengas Finitas e com o emprego da solugdo fundamental independente do
tempo para analise de problemas transientes.

Com a intengéo de testar a formulagdo desenvolvida e ampliar a gama
de aplicagdes, dois casos complementares de difusdo foram analisados. O
primeiro contou com a insercao de um termo dissipativo no modelo, sendo
obtidos valores de R? iguais a 0,99788, 0,99988, 0,99949 e 0,99931, para os
casos em que o teve como valores, 0,7, 1,0, 1,5 e 3,0 mm?s,
respectivamente. Ainda nesse problema, observou-se a influéncia do
coeficiente 7 no modelo matematico, sendo registrada maior dissipagao do
calor ao utilizar valores crescentes para tal coeficiente. As simulagdes
indicaram alto nivel de correlacdo entre as solugbes numérica e analitica, com
R? igual a 0,99998, 0,99995, 0,99979 e 0,99852, para os casos em que / teve
como valores 0,05, 0,5, 1,5 e 5,0, respectivamente, mantendo-se ¢« constante
e unitario.

No segundo caso de difusdo analisado, um termo ndo homogéneo,

simulando geragéo interna de calor, foi introduzido no modelo, obtendo-se R?
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igual a 0,99991, 0,99981, 0,99962 e 0,99888, fazendo uso dos valores 0,7, 1,0,
1,5 e 3,0 mm?/s para a constante ¢ , respectivamente.

Destacam-se aqui, a simplicidade de insercdo de termos nao
homogéneos na formulacédo do MEC desenvolvida nesse trabalho e também a
eficiéncia da mesma ao apontar solugdes numéricas para problemas
especificos de difusao.

Sendo verificada a potencialidade da formulacdo desenvolvida,
estendeu-se o estudo de difusdo com geragao de calor para a analise de meios
continuos com o uso de sub-regides. Os resultados obtidos a partir do modelo
de subregides aproximaram-se da solugdo analitica ao se testar um meio

continuo e homogéneo («,=«,), demonstrando a eficiéncia da formulagdo

apresentada.

Na analise de meios continuos ndo homogéneos foi verificada a
interacdo existente entre diferentes materiais ao se adotar diferentes valores
para o coeficiente de difusividade térmica dos mesmos. Os resultados
indicaram a influéncia do meio exterior (anel) na resposta térmica da regiao
onde ocorria a geragao de calor (disco), sendo verificada maior concentragéo
de calor para os casos em que o, <a, e, de maneira oposta, para os casos em
que o, 2 o, .

Apds a validacao da formulacdo do MEC para problemas de difusdo do
calor em meios homogéneos e nao homogéneos, optou-se em analisar o
problema de difusdo-advecgao a partir de uma placa retangular. Os resultados
numeéricos dessa analise demonstraram o efeito da velocidade do escoamento
em problemas de difusdo do calor, sendo verificado que o aumento da
velocidade do escoamento produz aumento na dissipacao do calor. No teste
01, obteve-se R? igual a 0,99975, 0,99993, 0,99986 e 0,99979, com « igual a
0,7, 1,0, 1,5 e 3,0 mm?/s, respectivamente, com v= 0,001 mm/s. Adotando «
igual a 1,0 mm?/s e assumindo velocidades iguais 0,001, 0,005 e 0,01 mm/s,
obteve-se no teste 02, R2? igual a 0,99847, 0,99908, e 0,99589,
respectivamente, indicando excelente nivel de correlagdo entre as variaveis,
validando a formulacao a partir das duas solugdes analiticas utilizadas.

Resultados numéricos importantes para o problema de difusdo-adveccao

também foram obtidos para o caso onde simulou-se analiticamente um
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escoamento contendo um obstaculo. Tais resultados indicaram maior
quantidade de calor dissipada pela fonte circular (obstaculo) na diregdo do
escoamento, demonstrando o efeito advectivo no processo difusivo.

Em uma analise complementar, os resultados obtidos com o modelo
numérico revelaram o efeito da velocidade do escoamento na distribuicao de
temperatura na regido de geragao de calor, sendo registradas menores
temperaturas ao se adotar valores crescentes para a velocidade,
demonstrando novamente o efeito advectivo.

Além dos resultados significativos obtidos, cabe aqui salientar outro fator
relevante que refere-se a aplicagao da técnica de integracéo de tais células, a
qual utiliza apenas um ponto de integracao, a possibilidade de obter solugdes
com um nivel de precisdo satisfatério adotando-se os valores teoricamente
propostos para o incremento de tempo na formulacao.

Em relacdo a formulacdo matematica apresentada nesse trabalho, a
partir dos resultados obtidos comprova-se a eficacia da formulacido do Método
dos Elementos de Contorno desenvolvida para analise de problemas
transientes, apresentando resultados com alto nivel de aproximacdo em
relagado ao resultado analitico de cada problema analisado, tomando por base
os valores obtidos para o coeficiente R?.

A formulagdo desenvolvida tem sua originalidade evidenciada pelo uso

da solucao fundamental independente do tempo em problemas transientes de

difusao:
i. com termo dissipativo;
i com termo de geragao de calor;
iii. com termo advectivo;
iv. em combinagao com a geragao de calor e a advecgéo;

Finalizando, ressalta-se que todos os objetivos especificos tragados no
inicio desse trabalho foram atingidos. Para trabalhos futuros, seguem algumas
sugestdes para sua continuidade:

(i) Implementac&o da anisotropia do material nas simulagdes e
analise das respostas do modelo numérico;
(ii) Implementacéo da formulacdo MEC para calculo do campo

de velocidade e acoplamento a presente formulagao;
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(iii) Comparacao da presente formulacao a partir de modelos

fisicos de difusao do calor e advecc¢ao.
Ainda, a presente formulagao contribui com o presente programa de pos-
graduagdo, disseminando e fomentando o conhecimento cientifico, ampliando o

numero de aplicacdes e formulagdes baseadas no MEC.
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ANEXO

Solugdo do MEC para um dominio quadrado

De forma complementar ao estudo desenvolvido em 4.1, realizou-se
uma analise em um dominio quadrado de aresta unitaria (x = y = 1 mm) a partir
da formulacdo do MEC proposta. Nessa analise, 20 elementos lineares de
contorno e 200 células de dominio (Figura 53) foram utilizados, sob as

seguintes condi¢cdes de contorno (127) e iniciais (128):

u(X,t)=10°C Xel (127)

que corresponde a uma temperatura constante ao logo de todo o contorno e

fixa para todos os tempos e

uy(X,1,)=0°C Xe (128)

que corresponde a uma temperatura constante no dominio do problema

apenas no inicio da propagagéao do calor.

R
| i r=>r
T
rji() NN e — LT
rl rz

Figura 53 — llustragao do modelo geométrico e discretizagdo do contorno e dominio.
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O intuito dessa analise foi verificar o desempenho da formulagao
adotada a partir do MEC em relagdo ao resultado analitico, que segundo
CARRER et al. (2011) é dado pela equagao (129):

para m € n impares.
Os resultados obtidos para o igual a 0,05 mm?/s, 0,5 mm?%s e 1,0

mm?/s, respectivamente, sdo apresentadas a seguir.

Solugdes

ul/2.yi2t), =1

il u(x/2,yi21), =05

u(x/2.y/2t), o= 0.05

W MEC(x2y/2t). e.=1
MEC(0/2.y/2.1). o = 0.5

©  MEC{x/2.y/21), .= 0.06

temperatura

1 1 | | 1 |
1 2 3 4 a [
tempo

Figura 54 — Comparacao entre a solugao analitica e o MEC no ponto central da placa
quadrada.

Para as simulagdes realizadas, obteve-se R? igual a 0,9994, 0,9992 e
0,9991, para os casos em que o teve como valor 0,05 mm?/s, 0,5 mm?s e 1,0
mm?/s, respectivamente, indicando grande correlagédo entre as variaveis.

Na Figura 55 é ilustrado o processo de difusdo do calor ao longo do

tempo para o dominio do problema em instantes de tempo especificos para o
caso em que a difusividade térmica (« ) é igual a 1,0 mm?/s.
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Solugdo ao longo do tempo

t=0.0375

uy )

D& 05

t=0.0725 t=0.25975

uiy )

0s 05 0s

¥ 0o ¥ y 0o %

Figura 55 — Solugdo no dominio para diferentes tempos e & = 1,0 mm?/s.

A partir da Figura 55 é possivel verificar a gradual elevagdo da
temperatura do dominio, sendo a maior taxa de elevagao observada na regiao
mais préxima do contorno. Resultados similares foram verificados para os
casos em ¢ =0,05mm%se a =0,5mm?s.



