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RESUMO

Consideram-se os efeitos pelicular e de proximidade em 
condutores cilíndricos de secção transversal qualquer, não-mag- 
néticos e em regime quase-estacionário. Usa-se o formalismo da 
equação integral. Desenvolvem-se expressões para o calculo da 
distribuição de corrente através da secção transversal. Desen­
volve-se um método para o cálculo da matriz de impedâncias do 
sistema a partir das densidades de corrente. Generalizam-se as 
expressões para casos de diversos condutores paralelos intera­
gindo entre si. Discretizam-se tais expressões, adequando-as 
ao cálculo numérico, o que permite o tratamento de condutores 
de secção transversal qualquer. Mostram-se alguns resultados 
e comparações com valores experimentais.



ABSTRACT

The skin and proximity effects in cylindrical and 
nonmagnetic conductors are considered. The conductors are 
assumed to be of arbitrary cross-sectional shape and in 
steady state. The integral equation formalism is used. 
Formulas for calculations of current distribution within 
the cross-section are presented. A method for calculation 
of the impedance matrix of the system based on current 
densities is developed. Expressions are then generallized 
for situations of several parallel interacting conductors. 
The problem is solved by means of numerical techniques, 
which allows to study a wide variety of conductor shapes. 
Some typical results are shown and comparisons with 
experimental data are made.

xii



INTRODUÇÃO

Considera-se o caso de efeitos pelicular e de proximi-
# — 7dade clássicos, na classificação de Casimir. Utiliza-se o for­

malismo baseado na equação integral do fenômeno.
No Capítulo 1, fazemos uma revisão da literatura, apre­

sentando uma descrição conceituai do fenômeno e comentando a 
evolução dos estudos referentes aos efeitos pelicular e de 
proximidade.

No Capítulo 2, fazemos o estudo completo para um único 
condutor. Deduzimos as expressões para o cálculo da distribui­
ção de corrente através da secção transversal do condutor. De­
senvolvemos um método para a determinação da impedância unitá­
ria do condutor, a partir da distribuição de corrente.

No Capítulo 3, fazemos uma extensão das expressões do 
Capítulo 2, abordando casos de dois condutores colocados geo­
metricamente em paralelo e interagindo entre si. A distribui­
ção de corrente é calculada de forma análoga ao caso de um con­
dutor. Desenvolvemos expressões para o cálculo da matriz de 
impedãncias, a qual fornece informações sobre a impedância pró­
pria dos condutores, bem como do acoplamento eletromagnético 
entre os mesmos.

No Capítulo 4, propomos uma generalização das expressões 
do Capítulo 3 para casos de vários condutores interagindo entre 
si.



No Capítulo 5, apresentamos resultados numéricos obti­
dos para algumas configurações de condutores. Fazemos também 
comparações entre resultados produzidos pelas expressões 
aproximadas aqui desenvolvidas e valores obtidos experimental­
mente .

Relacionamos também alguns pontos que poderão originar 
estudos posteriores. Justificam-se tais sugestões com base nas 
observações feitas durante o desenvolvimento deste trabalho.

No Apêndice A, definimos algumas operações matriciais 
especiais que são usadas nos Apêndices B e C.

Nos Apêndices B e C, desenvolvemos um método matricial 
para o calculo das distâncias geométricas médias de um retân­
gulo a um ponto e entre dois retângulos. 0 método matricial 
mostrou-se útil e rápido quando do desenvolvimento de algo­
ritmos computacionais para solução numérica do problema.

No Apêndice D, fazemos um breve comentário sobre os 
programas computacionais desenvolvidos e utilizados neste tra­
balho. Todos os programas foram desenvolvidos paralelamente â 
elaboração deste trabalho. Suas listagens não foram inseridas 
tendo em vista o elevado número de páginas que seriam necessá­
rias. *
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CAPÍTULO 1 
REVISÃO DA LITERATURA

1.1 DESCRIÇÃO QUALITATIVA DOS EFEITOS PELICULAR E DE PROXIMI­
DADE CLÃSSICOS

Quando em um condutor flui uma corrente variável no tem­
po, esta distribui-se de forma não-uniforme sobre a secção 
transversal do condutor. 0 campo magnético, criado por esta 
corrente fluindo no condutor, induz correntes de Foucault, as 
quais se superpõem â primeira, provocando uma redistribuição 
nas densidades de corrente, com maior concentração na região 
prõxima â superfície. Este fenômeno é chamado de efeito peli- 
cular.

Quando dois ou mais condutores estão próximos, as cor­
rentes de Foucault induzidas em vim dos condutores terão como 
origem, além da variação do campo magnético do próprio condu­
tor, a Variação do campo magnético gerado pelos condutores vi­
zinhos. Ocorre, da mesma forma que no efeito pelicular, uma 
redistribuição nas densidades de corrente. Este fenômeno é cha­
mado de efeito de proximidade.

Os efeitos pelicular e de proximidade são efeitos ele- 
trodinâmicos.

Soluções analíticas exatas só foram obtidas para o efei­
to pelicular em duas situações: condutores de simetria circular 
e chapas infinitamente largas. Em casos práticos interessa a



solução do problema para condutores de secção transversal qual­
quer. Nestes casos, mesmo que se consiga estabelecer as condi­
ções de contorno sob forma clássica, de Dirichlet ou de 
Neumann, a solução exata seria de difícil avaliação, em vista 
do complexo sistema de equações a ser resolvido. Restam então 
as técnicas numéricas para aproximação da solução.

Devido à distribuição não-uniforme das densidades de 
corrente, o cálculo da impedância do condutor é dependente do 
conhecimento desta distribuição. O valor da resistência efeti­
va do condutor ê superior ao valor da resistência em corrente 
continua.

O estudo dos efeitos pelicular e de proximidade, tem 
importância relevante em situações tais como: em condutores 
percorridos por correntes de alta intensidade e baixa freqüên­
cia; em condutores percorridos por correntes de baixa intensi­
dade e alta freqüência; em ensaios elétricos, na consideração

3 9do estado transitório devido a impulsos de corrente; na têm-
2 3  #pera superficial de materiais (p.360); no cálculo das bobi-

15nas para magnetossoldagem e magnetomoldagem.

1.2 ASPECTOS HISTÓRICOS E MÉTODOS DESENVOLVIDOS

Os primeiros estudos sobre os efeitos pelicular e de 
proximidade devem-se, principalmente, a Maxwell, Heaviside e 
Rayleigh. Segundo Higgins, em 1864 Maxwell mostrou que a impe­
dância de um circuito em regime quase-estacionãrio diferia da­
quela em regime transitório; justificou esta diferença como 
sendo devido â distribuição não-uniforme da corrente através da 
secção transversal do condutor.^ Neste trabalho, Maxwell apre­
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sentou a primeira solução analítica para o efeito pelicular, a 
qual se aplicava a condutores cilíndricos isolados.

Por volta de 1884, Heaviside desenvolveu pesquisas em­
pregando solenóides. Mostrou que com a variação da freqüência 
do campo elétrico aplicado, a impedãncia do circuito modifica- 
va-se. Estes trabalhos de Heaviside só ganharam maior atenção 
a partir de 1886. Foi também neste ano que Heaviside publicou 
um trabalho no qual, pela primeira vez, ê tratado de forma es­
pecífica o efeito de proximidade.

Rayleigh, em 1886, publicou trabalhos apresentando uma 
solução mais refinada para o problema do efeito pelicular pro­
posto por Maxwell. Nestes trabalhos obteve expressões explíci­
tas para a razão entre a resistência efetiva do condutor em 
corrente alternada e a resistência em corrente contínua, bem 
como para a indutância em função da freqüência.

Estes trabalhos mostraram a importância prática dos 
efeitos pelicular e de proximidade em sistemas eletromagnéti­
cos.

Em 1912, Rosa e Grover, pesquisadores do National Bureau 
of Standard, elaboraram tabelas para o cálculo aproximado do 
efeito ̂ pelicular.^

A partir de então, surgiram diversos métodos para solu­
ção aproximada do problema. Pode-se fazer uma sinopse dos méto­
dos numéricos desenvolvidos, classificando-os em três grandes 
grupos.

O primeiro grupo tem por base o estabelecimento e a so­
lução do problema sob forma diferencial. Por volta de 1916,
Press apresentou uma solução, usando séries de Fourier, para

29o caso de condutores com secção transversal retangular.
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Dwight, em 1918, desenvolveu um método de expansão da freqüên­
cia em série de potências.^ Em 1938, Arnold introduziu melho­
ramentos no método desenvolvido por Dwight, de forma a levar em 
consideração, simultaneamente, os efeitos pelicular e de proxi­
midade.'*' Estes métodos exigem hipóteses de condições de contor­
no. Para minimizar o problema da formulação de hipóteses de 
condições de contorno, Daley, em 1939, desenvolveu um método
misto teõrico-experimental, no qual as condições de contorno

9 #seriam previamente medidas. Este método não teve grande acei­
tação devido âs dificuldades experimentais. Em 1940, Gross 
apresentou uma generalização do método de Dwight para conduto­
res retangulares.^ Este método não teve aceitação devido à sua 
lenta convergência.

O segundo grupo tem por base o estabelecimento e a so­
lução do problema sob forma integral. Manneback desenvolveu,
em 1922, uma equação integral englobando os efeitos pelicular

21e de proximidade. Por volta de 1927, Schwenkhagen resolveu a 
equação proposta por Manneback usando a técnica numérica de di­
ferenças finitas, enquanto que em 1962, Belevitch resolveu a

_ - 32 3referida equação pelo método de aproximações sucessivas. '

Entre 1965 e 1969, o método de Schwenkhagen sofreu melhora-
13 31mentos em trabalhos de Graneau e de Schaffer. ' É neste gru­

po que se enquadra a solução desenvolvida neste trabalho. Usou- 
se a técnica das diferenças finitas, introduzindo-se otimiza­
ções no processo de cálculo.

0 terceiro grupo tem por base a solução da equação de 
auto-valor originada na equação de difusão. Em 1966, Silvester 
desenvolveu inicialmente o método para condutores de secção 
transversal retangular, generalizando, a partir de 1968, para

6



condutores de secções arbitrárias e para diversos condutores 
interagindo entre 34,35,36,37 Esí.e método também ê conheci­
do como teoria modal.

Estudos pormenorizados para situações de freqüências 
superiores ás de microondas e para materiais supercondutores 
foram feitos inicialmente por London e Pippard a partir de 
1935.19'27

0 estudo dos efeitos pelicular e de proximidade tem 
prosseguido, dentro de cada grupo enumerado anteriormente. Têm- 
se desenvolvido métodos analíticos e numéricos aproximados, ca­
da qual visando uma solução mais rápida e mais precisa para si­
tuações geométricas com simetrias particulares. A consideração 
de tais efeitos se faz necessária, principalmente, devido ao 
aumento da potência dos sistemas elétricos, bem como do desen­
volvimento de materiais dielétricos com maior rigidez dielêtri- 
ca, os quais possibilitam um menor afastamento entre os condu­
tores. Assim, têm-se como exemplos, os métodos apresentados por 
Iselborn em 1984 e por Zervas em 1987. Outro aspecto que
tem motivado a consideração do efeito pelicular ê a necessida­
de de se analisar o comportamento de sistemas elétricos em re-

39gime tçansitõrio, conforme mostrado por Wiak.



CAPÍTULO 2 
DE SENVOLVIMENTO TEÕRICO PARA UM 

On i c o  CONDUTOR

Para esta dedução, consideramos um condutor cilíndrico, 
de secção transversal qualquer e de comprimento infinito, cujo 
eixo é paralelo ao eixo Oz, conforme a fig. 2.1.

Para as grandezas, usamos o Sistema Internacional de 
unidades.

FIGURA 2.1 - DISPOSIÇÃO GEOMÉTRICA



2.1 ESTABELECIMENTO DA EQUAÇÃO INTEGRAL
Partimos das seguintes hipóteses:
a) considera-se o condutor isolado, ou seja, outros con­

dutores, inclusive o de retorno, estão suficientemen­
te afastados, tal que seus efeitos podem ser despre­
zados;

b) os condutores e dielétricos são considerados isõtro- 
pos, homogêneos e lineares;

c) os circuitos são considerados rígidos e fixos em re­
lação ao observador;

d) os campos e correntes têm variação harmônica no tem­
po;

e) na dedução, é usado o gauge de Coulomb ^»A = 0;
f) pelo fato do condutor ter comprimento infinito, podem 

ser desprezados os efeitos de extremidade;
g) trata-se de regime quase-estacionãrio;
h) a temperatura ê suposta constante e igual em todos os 

pontos do condutor.
Na fig. 2.1, o vetor E(x,t) representa o campo elétrico 

no interior do condutor, o vetor x posiciona o ponto de obser­
vação e o vetor x' varre o domínio de integração S.

Consideramos um sistema de coordenadas cartesianas orto­
gonais, com versores í, 5 © £ cios eixos x, y e z, respectiva­
mente, no qual os vetores x e x' são representados genericamen­
te por

x = xí + y3 + , (2.1.1)

x' = ÇÍ + n? + z'£ • (2.1.2)

9



Adotamos também a seguinte notação para as grandezas 
eletromagnéticas: E para o vetor campo elétrico; D para o vetor 
deslocamento elétrico; 5 para o vetor densidade de corrente;
^ para o vetor indução magnética; S para o vetor intensidade de 
cairçpo magnético e Â para o potencial vetor magnético. Todas es­
tas grandezas são, em geral, funções das coordenadas espaciais 
(x) e do tempo (t) .

Tratamos de materiais lineares, com permissividade elé­
trica e, permeabilidade magnética y e condutividade elétrica o.

Para obter a equação integral, consideramos as equações 
de Maxwell:

$xü(x,t) = J(x,t) + 3D(x,t) , (2.1.3)
3t

$x£(x,t) - - 3è(x,t) , (2.1.4)
3t

$*S(x,t) = O , (2.1.5)
$*fc(x,t) = p , (2.1.6)

sendo que na equação (2.1.6), p representa a densidade de car­
gas livres.

Usamos também as relações constitutivas:
]$(x,t) = eÊ(x,t) , (2.1.7)
B (x, t) = yí5(x,t) , (2.1.8)
J(x,t) = oE(x,t) . (2.1.9)

Consideramos, ainda, que
S(x,t) = ̂x^(x,t) . (2.1.10)

Escrevemos a equação (2.1.4) em função do potencial ve­
tor magnético, obtendo-se

^x {e (x,t) + 3A(x,t)} = <5 . (2.1.11)
3t

10



Então, o termo entre chaves de (2.1.11) deve ser o gra­
diente de uma função escalar V(x,t) com sinal negativo, na qual 
o sinal negativo é usado por convenção.

í(x,t) + 3A(x,t) = - ív(x,t) , (2.1.12)
Jt

Resulta assim
E(x,t) = -ív(x,t) - 3A(x,t) , (2.1.13)

3t
pela substituição de (2.1.13) em (2.1.9), obtém-se

l(x,t) = -oív(x,t) - o3A(x,t) . (2.1.14)
3t

38Fazemos a consideração (p.299) de que
-ív(x,t) = Eo (x,t) , (2.1.15)

resultando
3(x,t) = aí (x,t) - crá(x,t) . (2.1.16)

° 3t

Na expressão (2.1.16), vê-se que a densidade de corren­
te em pontos interiores ao condutor é formada por duas partes:
a primeira parcela representa a contribuição do campo elétrico 
aplicado (contribuição irrotacional) e a segunda parcela repre­
senta a contribuição dinâmica do campo elétrico induzido (con­
tribuição rotacional).

O campo elétrico aplicado ê dado sob a forma
EQ (x,t) * Eq ejwt Jc , (2.1.17)

onde
j = /^1 (2.1.18)

e d) é a freqüência angular do referido campo.
Na equação (2.1.17), fazemos a hipótese de que Eq inde­

pende de x e de y no interior do condutor.

11



Os vetores densidade de corrente e potencial vetor mag­
nético têm apenas componentes na direção z, tendo em vista a 

simetria cilíndrica do condutor e o posicionamento do sistema 
de coordenadas, conforme a fig. 2.1. Eles são dados por

J(x,t) = J (x,t) Jc « J (x) e:í“t Jc , (2.1.19)z s

*<x,t) » A (x, t) Jc = A (x) ej(,)t Jc , (2.1.20)z s

nas quais o sub-índice s denota a parte dependente da posição, 
na componente z do vetor. O fato de não se usar sub-índice de 
componente ao lado do sub-índice s visa simplificar a notação 
para as expressões que se seguem, além de evitar redundância, 
pois sabe-se que tais vetores sõ têm componente z.

Atê a expressão (2.1.16), o desenvolvimento se fez de 
forma generalizada, não sendo usadas aproximações. Deste ponto 
em diante, introduzimos a aproximação relacionada com o estado 
quase-estacionãrio.

A expressão do potencial vetor magnético, devido a um 
condutor retilíneo infinito, em regime estacionário, é a se­
guinte (p.219):38

A(x,y) = - £-(j(Ç,n) An { (r~?j / } dÇ dn + A(0)j Cr + n ) 'S (2.1.21)
onde A (0) ê uma constante aditiva.

Substituimos (2.1.17) a (2.1.21) em (2.1.16), obtendo-se 

Js (x,y) e^wt = oEq e^wt -

- ° f t * V 0) ej"t - fíF | J <e.n) eJMttn{ [U-£)2-Hy-n^]1/2)dg d„,.
s

(2 . 1. 22)

12



De forma eguivalente, tem-se

13

J (xfy) = oE - jwoA (0) - s o  ̂ s

- ãj* Js (ç,n) An[ç2 + n2]1/2 dç dn +
S

+ ã | j s (Ç,n) An [(x-U2+(y-n)2 ]1/2 dç dn , (2.1.23)
S

na qual definimos o parâmetro
~ . iiiou , (2.1.24)

3 2tt
que representa o auto-valor da equação integral.

Como condição complementar para a solução de (2.1.23),
-  21 impomos a condição (p.126)

y) dx dy = IT , (2.1.25)

onde IT representa a corrente total no condutor, que i um nume­
ro complexo. O símbolo IT não engloba o fator temporal e^wt. 
Definimos, ainda, a constante de normalização

C = oE - jwoA (0) , (2.1.26)O s
e obtivemos (2.1.23) e (2.1.25) na forma alternativa 

%
Js (x ,y) = 1 - ãjj^(ç,n) An[ç2 + n2]1/2 dç dn + 

s

+ ã j  J^(Ç,n) An [(x-Ç)2+(y-n)2]1/2 dÇ dn , (2.1.27)

c \ Jg(x,y) dx dy = IT , (2.1.28)
S

respectivamente.



Em (2.1.27) e (2.1.28), representa a densidade de 
corrente relativa, que é dada por

J
Jjl = ^  • (2.1.29)

A equação (2.1.23) ou (2.1.27) é classificada como sendo
uma equação integral de Fredholm de segunda espécie, não-homo-
gênea, com núcleo assimétrico na teoria de Schmidt-Hilbert e

-  22com auto-valor a.
Na equação (2.1.23), o Eq representa uma parcela irrota- 

cional, enquanto que as demais parcelas do segundo membro re­
presentam parcelas rotacionais.

Alguns trabalhos, como Schaffer e Iselborn, incorporam 
a primeira integral do segundo membro de (2.1.23) ou (2.1.27)
â constante C, tendo em vista que apenas a última integral do

— 31 17segundo membro das referidas equações depende de (x,y). '
Neste trabalho, assim como em Beccari, mantém-se as parcelas
escritas de forma não combinada, por ser mais conveniente para
o cálculo da impedância pelo método que será descrito na Seção
2.4.2

2.2 DISCRETIZAÇÃO DA EQUAÇÃO INTEGRAL
Para estabelecer as equações discretizadas, parte-se das 

equações (2.1.27) e (2.1.28), nas quais o domínio de integração 
S é contínuo.

Inscreve-se, então, da melhor maneira possível, o domí­
nio de integração S num retângulo. Este retângulo, por sua vez, 
é subdividido em N domínios parciais retangulares, de lados a 
e b, por um sistema de retas paralelas aos lados do retângulo

14



circunscrito ao domínio S, conforme a fig. 2.2.
15

FIGURA 2.2 - SUBDIVISÃO DA SECÇÃO TRANSVERSAL

h

^ 1 7 45 '"46'5:
> 41 42^

Æ

ü

>6 , 7
1
0 a

Neste trabalho, consideramos que os N domínios parciais 
possuem áreas iguais, por razões de simplificação de cálculo.

O fato de escolher-se domínios parciais retangulares ao 
invés de quadrados, embora não permita as simplificações no 
cálculo numérico propostas por Silvester, possibilita um trata­
mento mais fiel de casos de secções transversais mais gerais.

Fazemos a hipótese de que a densidade de corrente 
Je (Çrn). é constante dentro de cada domínio parcial. Esta apro- 
ximação ê tanto melhor quanto maior for o número N de domínios 
parciais.

Indexamos os domínios parciais por i, com i = 1,2,...N, 
de forma que a integral sobre o domínio S pode ser substituída 
pela soma das integrais sobre os domínios parciais S^, tal que 
a equação (2.1.27) torna-se:
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N t
J'(x,y) = 1 - ã i  \ J ‘ (ç,n) I n [ ç 2 + II2)1/2 dç dn + 

i - l  L  s
si 

N r
il \ J ' (Ç »n)An ((x-Ç) 2+(y-ri)2)1/2 dÇ dn ,
i=l J s+ a
L=1

S

mas Jg(Ç,n) = constante = em S^, então
(2 . 2 . 1)

Js
N f

’ (x,y) = 1 - ã Z J M l n t e 2 + n2 )1/2 dÇ dn + 

Í=1 SiN t
+ ã Z  jM)ln[(x-Ç)2+(y-n)2)1/2 dÇ dn . (2.2.2)

Si
Integrando toda a expressão (2.2.2) sobre um domínio parcial 

, temos

j Jg(x »y) dx dy = j>dx dy

sv Sk M m
1 /2- ã Z J ^ j d x  dyjin[ç2 + n2) dÇ dn +

sk sí

+ a• ^ J g i j d x  dy jin  [(x-Ç) 2+(y-n) 2) 1>/2 dÇ dn ,

Sk Si (2.2.3)

mas Jg(x,y) = constante = ^gk» então, de (2.2.3) obtemos

* N A
Jsk = 1 " ã l Jsi J An^ 2 + n2)1/2 dç dn +

si
+ ã Z J^± Jâx dy Jin [(x-Ç) 2 + (y-n) 2) 1/2 dÇ dn .

1=1 K Sk Si
(2.2.4)

Usamos as definições de distância geométrica media (DGM) 
G ^  entre os domínios parciais i e k e de distância geométrica 
média (DGM) G^q entre o domínio parcial i e a origem do sistema

O Ade coordenadas, introduzidas por Maxwell
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*n Gik = j dx dy j tn í̂ x“0 2+(y-r])2) dÇ dj] , (2.2.5)
Sk Si

ln Gio = + r'2^1/2 d€ df1 • (2.2.6)
1 Si

Definimos ainda as grandezas

Kik = SiSk in Gik ' (2.2.7)

Kio - SiSk ln Gio • (2-2 -8>
Substituimos (2.2.5) a (2.2.8) em (2.2.4) e obtemos

Jsk 1 ” \ l f l i  Sk Kio + Sk Kik * (2.2.9)

Como a Srea dos domínios parciais é constante, usamos a
notação

Sk = Sd ( V k ) , (2.2.10)

para escrever (2.2.9) de forma mais compacta

J^k - 1 - %  - Kik> Jsi k ■ 2 '2 ..... N • (2-2.U)

Variando-se os índices i e k obtemos um sistema de N 
equações a N incógnitas, como segue:

Jsl = 1 + f(Kll'K10)Js1+(K21_K20)Js2+-••+<KNl"KN0)JsN^ '

Js2 = 1 + §7 C(x 12-k 10)J-1+(k 22-k 20)j -2+...+ (k n 2-kn o )j 'n ) ,
d

sN = 1 + a_
S [(K1N-K10)JW +(K2N-K20>J s2+ - .+ <iW iW j Jn Í

(2 . 2 . 12)
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Para os coeficientes relacionados com as DGM entre os 

domínios parciais, existe uma simetria tal que

Kik - Kki (2.2.13)

Quando i = k, a grandeza ê chamada de DGM própria; a 
expressão que permite calculã-la consta no Apêndice C.

Definimos então as seguintes matrizes: 
l"

[U] = (N x i real) (2.2.14)

[I) =

1 0 ... 0
0 1 ... 0

0 0

(N x n  real) (2.2.15)

M  =

Kll”K10 K21-K20

K12“K10 K22_K20

K1n ”K10 K2n ”K20

KN2“KN0

k n n “kn o

(2.2.16)

(N x n real) ,

£*;] -

Jsl
j;2

j;N

(N x 1 complexa) (2.2.17)



Em notação matricial, o sistema (2.2.12) pode ser escri­
to na forma

[J'] = [ü] + f- [K] [J*3 . (2.2.18)
s d

A equação matricial (2.2.18) representa a forma discre- 
tizada da equação integral contínua (2.1.27).

Já a equação (2.1.28) ê discretizada de forma simples, 
obtendo-se

IT = C J Jg (x,y) dx dy = C E  f J^(x,y) dx dy .
S i

Pelos mesmos argumentos anteriores, temos

J'(x,y) = constante = J'. em S. es si i
si = sd

resultando

IT = CSd J 1Jsi ‘ (2-2 ‘19)

Em resumo, nesta Seção, aplicamos o conceito de discre- 
tização âs equações (2.1.27) e (2.1.28), subdividindo o condu­
tor em N sub-condutores paralelos e de iguais dimensões; obti­
vemos então uma equação para cada sub-condutor. Usamos as defi­
nições çle DGM entre duas figuras e DGM de uma figura a um pon­
to e substituimos as integrais pelos coeficientes e Ki0 » os
quais dependem somente da geometria. Resultou então um sistéma
de N equações algébricas, lineares e não-homogêneas a N incóg­
nitas.

Os coeficientes e podem ser calculados de diver­
sas formas. Nos Apêndices B e C deste trabalho, apresentamos um 
cálculo detalhado.
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2 . 3 SOLUÇÃO E CÁLCULO DAS DENSIDADES DE CORRENTE
Resolvemos a equação (2.2.18) de forma imediata, isolan­

do-se a matriz [J'], o que resultous

= ÜI) - §~[k3 >”1 (u ) . (2.3.1)
d

A matriz entre chaves em (2.3.1), que devera ser inver­
tida, é uma matriz complexa, não-simétrica e não-esparsa.

Neste trabalho, a referida matriz é invertida usando-se
4o algoritmo de Shipley. Dentre os motivos que levaram à opção 

por este algoritmo citamos:
a) não é necessária alocação de memória alem daquela 

ocupada pela matriz dos coeficientes;
b) simplicidade do algoritmo;
c) tempo de execução reduzido, em relação aos algoritmos 

tradicionais.
Obtém-se a constante de normalização por

XT

20

C = N . (2.3.2)
Srt 1

d i = i  s i

Combinamos (2.3.1) e (2.3.2) e determinamos a matriz

[Js 5! * r ■> r i[Js] - C[J^] . (2.3.3)

2.4 CÁLCULO DA IMPEDÃNCIA UNITÁRIA
Consideramos um trecho de condutor, de comprimento uni­

tário, conforme a fig. 2.3.
Supõe-se que as secções A e B sejam superfícies equipo-

tenciais com relação ao campo elétrico irrotacional Eq , e que 
seus potenciais em relação â referência sejam e V0 respecti 
vãmente.



21
FIGURA 2.3 - TRECHO UNITÁRIO DO CONDUTOR 

Secção A Secção B

Partimos da definição de impedância complexa, dada por
Paris Y

z = T~ T
(2.4.1)

Yronde Z representa a impedancia unitaria e V  representa a parce­
la da voltagem devido ao campo irrotacional O valor de Yt
por hipótese, independe de (x,y). Observando-se (2.1.15), 
obtém-se para o trecho compreendido entre as secções A e B

Y  = V — V = E A B o (2.4.2)

Resolve-se inicialmente o problema da distribuição de 
corrente, obtendo-se a constante de normalização C.

Expressa-se o potencial vetor magnético na origem do 
sistema de coordenadas, com o uso da expressão

voA (0) = - I_, £n Gs 2tt T o
( 2 . 4 . 3 )

onde Gq representa a DGM da secção transversal do condutor ã 
origem O (p.183).^2

Substituimos (2.4.2), (2.4.3) e (2.1.26) em (2.4.1) e 
obtivemos ^

Z = " j2 F £n G (2.4.4)



Em função das densidades de corrente, obtivemos

z =  jj------ *n Go , (2.4.5)

°Sdi=lJsi

ou, caso sejam usadas as densidades relativas
i wu

z =  i------- j^-2 *n Gq . (2.4.6)
a S .  I J '  

di=i sl

A resistência unitária do condutor, em corrente alterna­
da, é dada por

R = Re ÍZ} . (2.4.7)Ca

A reatância unitária é dada por

X = Im (Z} . (2.4.8)

A resistência unitária do condutor, em corrente contí­
nua, e dada por

Rcc = NÕsJ * (2.4.9)

O trecho unitário do condutor terá para circuito equi­
valente o da fig. 2.4.

FIGURA 2.4 - CIRCUITO EQUIVALENTE PARA O CONDUTOR



CAPÍTULO 3 
EXTENSÃO PARA CASOS DE 

DOIS CONDUTORES

Melhoramos a solução desenvolvida no Capítulo 2, de for 
ma a levar em conta os efeitos pelicular e de proximidade, si­
multaneamente .

Consideramos dois condutores cilíndricos, de secções 
transversais quaisquer, cujos eixos são paralelos ao eixo Oz, 
conforme a fig. 3.1.

FIGURA 3.1 - DISPOSIÇÃO GEOMÉTRICA



3.1 ESTABELECIMENTO DA EQUAÇÃO INTEGRAL

Partimos das hipóteses da Seção 2.1, com exceção da pri­
meira, supondo ainda que os dois condutores são constituídos do 
mesmo material e que estão submetidos a campos de mesma fre­
qüência u.

Usamos a notação E ^ ( x , t )  para o campo elétrico apli­
cado ao condutor 1, E ^  (x,t) para o campo elétrico aplicado 
ao condutor 2, (x,t) para a densidade de corrente em pontos
do condutor 1 e (x,t) para a densidade de corrente em pon­
tos do condutor 2.

A expressão do potencial vetor magnético, no ponto posi­
cionado por x e no instante t, devido aos dois condutores infi­
nitos, tem forma análoga â (2.1.21), na qual a integral é ex- 
tendida sobre os domínios de integração e S£.

A equação (2.1.16), quando aplicada a cada condutor,
fornece

3 a ) (x,t) = 0 E o (1)(x,t) - o | | ( x , t )  , ( 3 . 1 . 1 )

3 (2)(5,t) -al <2)<5,t> - ali'5 '« ' <3-1-2>O dt
respectivamente.

%

Tratamos o problema de forma escalar, pois, em vista da 
geometria cilíndrica dos condutores e do posicionamento do sis­
tema de coordenadas, os vetores densidade de corrente, poten­
cial vetor magnético e campo elétrico só têm componentes na di­
reção z. Suas formas funcionais são semelhantes às dadas por 
(2.1.17), (2.1.19) e (2.1.20).
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Separamos as partes espaciais e temporais das funções, 

como no Capítulo 2, obtendo

= aEo íl) - jwoAs (0) -

- ãj Js (1)(ç,n) in [ç2 + n2]1/2 dç dn +

S 1

+ â j j s (1) (ç,n) An [ ( x - o 2+ (y -n ) 2] 1/2 dç dn -

si

-  ã j j g (2 ) (ç,n) An[ç2 + n2] 1/2 dÇ dn +

S2

+ ã j j g (2)(Ç,n) An C(x-Ç)2+(y-n)2]1/2 dÇ
s2

J í2)(x,y) = o E (2) - jwaA (0) -o O S

dn ,

(3.1.3)

- ãj Js (1)(€,n) An[ç2 + n2]1/2 dÇ dn +

s i

+ ãj Js (1)(Ç,n) An [(x-Ç)2+(y-n)2]1/2 dÇ dn -

S 1

- ã j j s (2)(ç,n) An(ç2 + n2)1/2 dç dn +

S2

+ ã j j s (2)(Ç,n) An ((x-Ç) 2 + (y-n)2]1/2 dÇ dn

2 (3.1.4)
As equações (3.1.3) e (3.1.4) formam um sistema de equa­

ções integrais simultâneas.



Na equação (3.1.3), a parcela aE ^  representa uma par­
cela irrotacional. As demais parcelas são de origem rotacional. 
As duas primeiras integrais do segundo membro representam o 
efeito pelicular, enquanto que as duas últimas integrais repre­
sentam o efeito de proximidade do condutor 2 sobre o condutor 1.

-  12 )Na equaçao (3.1.4), a parcela 7 é irrotacional. As
duas primeiras integrais do segundo membro representam o efei­
to de proximidade do condutor 1 sobre o condutor 2, e as duas 
últimas integrais representam o efeito pelicular.

Fazemos, ainda, as seguintes imposições

j  Js ll) (x,y) dx dy = IT (1) , (3.1.5)

S1

j Js (2)(x,y) dx dy = It í2) , (3.1.6)

S2

onde denota a corrente total no condutor 1 e IT 2̂  ̂ a cor­
rente total no condutor 2. Estas correntes são representadas 
por números complexos, possuindo fases e <|>2 f respectivamen­
te. Os símbolos e n^° en9^-°^ain ° fator temporal
eJ«tB

*
As equações (3.1.3) a (3.1.6) foram obtidas por

21Manneback através de outra forma de dedução.

26
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3.2 PISCRETIZAÇÃO DA EQUAÇÃO INTEGRAL
Para o estabelecimento das equações discretizadas, pro­

cedemos da mesma forma que no caso de um único condutor, con­
forme a fig. 3.2.

FIGURA 3.2 - SUBDIVISÃO DAS SECÇÕES TRANSVERSAIS

S2

£upomos que todos os domínios parciais tenham ãreas 
iguais e que sejam indexados por i, com i = 1 , 2 , . . . em S1 e 
i — 1 ,2 ,...,N2 em S^•

Como, por hipótese, a densidade de corrente no interior 
dos domínios parciais é constante, as equações (3.1.3) e
(3.1.4) podem ser escritas sob a forma:
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J _ ^ ( x , y )  * oE ^^ - jwoA (0) - s o s

- j  *n U 2 + n2)1/2 dç dn +
sü

+ ã j An [(x-Ç)2+(y-n)2]1/2 dÇ dn -
1-1 sli

-  â i ! ^ J i i ) j  in^ 2 + "2)1/2 ^  dr> +

S2i 
N (

+ ã S2Jg2) j An [(x-Ç)2+(y-n)2]1/2 dÇ dn , (3.2.1)
i_ s2i

J*.<2)(x /y) = aE« í2) " jwaA (0) -o O S

-  S j lnk2 + n2)1/2 dç dn
Sli

N f
+ S ] An [(x-Ç)2+(y-n)2 ]1/2 dÇ dn -

sli

- ã í2Jg2) j An (ç2 + n2]1/2 dç dn
s2i

N f
+ ã.22J^2) j  An [(x-Ç)2+(y-n)2]1/2 dÇ dn , ( 3 . 2 . 2 )  

S2i
nas quais Jg^ e JsdP representam as densidades de corrente no 
i-isimo domínio parcial do condutor 1 e do condutor 2, respe­
ctivamente; os domínios de integração e S2  ̂ referem-se ao 
i-ésimo domínio parcial dos condutores 1 e 2, respectivamente.



Integramos (3.2.1) sobre o k-ésimo domínio parcial do 
condutor 1 e (3.2.2) sobre o k-ésimo domínio parcial do condu­
tor 2, obtendo:

JSk a> ■ 0Eo U) - 3“°AS «» -

29

- ã f in[ç2 + n2]1/2 dÇ dn +1=1 S1 J
Sli

- N t p
j dx dy J An [(x-Ç) 2+(y-n) 2]1/2 dÇ dn -

Slk Sli

- | *n U 2 + n2 ]1/2 dÇ dn
S2i

~ N p p
J dx dy J in [(x-o2+ (y-n)2)1/2 dÇ dn (3.2.3)

com k = 1 ,2 ,... fN 1 ,
Slk S2i

J (2) = aE í2) - juaA (0) - sk o J s

- « j m U 2 ♦ n2)1/2 dÇ dn +

1=1 sli

i j  dx dy ( tn[(x-Ç)2+(y-n)2)1/2 d£ dn -♦ f
S d s s..2k li

- ã E2Jg2) j  *n[ç2 + n2 ]1/2 dÇ dn + 
S2i

+ ~  W ?  J dx dy j in [(x-Ç)2+(y-n)2]1/2 dÇ dn (3.2.4)

com k •*— 1; 2 f •
S2k S2i
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Usamos as seguintes definições:

í n  r * 1 * =  1xn G . *= ——io Sd J An[ç2 + n2]1/2 dÇ dn , (3.2.5)

Sli

ln Gio) = Í A n ^ 2 + ^231/2 âC dn , (3.2.6)d J
S2i

l n  Gik  = ^ 2  j  dX dy j CCx-Ç) 2+ (y-n) 2]1/2 dÇ dn , (3.2.
Slk Sli

S2k S2i

Slk S2i

7)

An Gik = j  dx dy J  An [(x-Ç) 2+(y-n) 2 j1^2 dÇ dn , (3.2.
d o o

8)

ln Gik = ^ 2  J dx dyj  An [(x“Ç)2 + (y-n)2]1/2 dÇ dn , ( 3 . 2 . 9 )
d * .  o

r - ~ 2  | dx dy J An [(x-Ç)2+(y-n)2]1/̂ 2 dÇ dn , (3.2.An \ dx dy \ An l(x-Ç)‘+(y-n)*]A/* d£ dn , (3.2.10)
d S_, S. .2k lx

nas quais representa a DGM do i-ésimo domínio parcial do
j-ésimo (j = 1,2) condutor à origem; G^£ representa a DGM entre
o i-ésimo domínio parcial do j-êsimo condutor e o k-ésimo domí­
nio parcial do A-êsimo condutor (1= 1,2).
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Definimos ainda

Kik - sd2 C*n Gik - *” ' 13

K ik ° sa2 Ctn Gík - tn g í2>5 ' <3

Kik - sd2U "  Gii - *» g12)3 ' <3

4 k  “ sd2C*n Gík * tn Gio’j • 13

Com a substituição de (3.2.5) a (3.2.14) em (3.2.3]
(3.2.4), obtém-se:

r“ > - oEo<3> - 3„aV 0, ♦ I ^ i W 1 *

(3,
com k = 1,2,...,N1 ,

Jík - °eo <2) - Í“° V 0) + + J 2jii>Kik)
(3.

com k = 1,2,...,Nj

.2 .1 1 )

.2.12)

2.13)

2.14)

2.15)

2.16)
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Escrevemos as (l^ + N2> equações de forma explícita, 
obtendo:

_ ■iíijaA (0) + a Cjd) J ̂ ̂  i +sl aEo 3ü)a V 0) + sTLJsl 11 82 21 sN. ̂ . 1a 1 1

+ji?)K?í+J (2 > K ^ + ...+jí2>sl 11 S2 í'21t ***t u sN2 «2K21 1 
N „ 1 J '

,(i) _ (1 ) _ . . ã rT(i)„n.T(i)vii. ,_(i)vii .
s2 ' oEo ]“°As(0) + srlJsl 12 s2 22 ' sN.^í, 2

1 " 1 ‘

(2) 21 (2) 21 ^(2)^21 1 
+Jsl 12 s2 22 * sN« n »2 -» '

2 2

j'1’ = oEd) - iüloA (0) + a.rj(1)K11 +J(1)Kn  + +J(1)Kn  +sN °E0 3»0 Ag (O) + s lJsl IN- s2 2N, * * sN, ̂ í.N.1 d 1 1 1 1 1

J<1> - - j»aAs (0) +
d 1 1

a « >  -  o E <2 > -  * , * . « < » >  + d ° °"i nr
(2) 22 (2) 22 +j (2)k22 *| 

+Jsl 12 s2 K22+ ***+JsN2KN22J

(3.2.17)
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Definimos as seguintes matrizes:

■

aEjf1) - jwoAÍO) O s
- jwaAg (0)

oE/f1) - jwaA (0) O s
crÊ 2  ̂ - jwaA (0) o s
oÊ f2  ̂ - jwaA (0) o s

( 2 )aE ^ ’ - ja>0As (O)

(1^+^) x 1 complexa (3.2.18)

c».3 ■

r(1)sl
r < i )s2

sN,

r<?>sl

r(2)s2

; »sN-

(N^t^) x 1 complexa , (3.2.19)
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[K ] =

"" K11 K11 K11*̂ 2 ̂ • • • K11
V

K21K11 K21 21 ‘ * *
„21
k n 2i

K1112
•

K11 2 2 • • •
•

t2•
K2112
•

K21 2 2 • • •
•

K21* ^ 2
•

•
K11k i n1

•

K112NX

•

K11
V i

•

K21K1Nx

•

„21 
2NX *•*

•

K21kn 2n 1

K12K11 K12 21 **• K.12 22
Kii K22 21 **• K22N21

K1212
•

K12 22 ***
•

K12
n ^2
•

„22
12
•

K2222
•

22
v

•
•

K12K1N2

•

K122N2

•

K12
1^2

•

22
K1N2

•

22Tf2N2

•

22
v 2

(3.2.20)

(Nx+N2) x (n x+N2) real .

como
Em forma matricial/ o sistema (3.2.17) pode ser escrito

CJS] - [C0] + [Kj [Js] (3.2.21)

o que é equivalente às equações (3.1.3) e (3.1.4).
As equações (3.1.5) e (3.1.6)/ discretizadas, apresentam 

a forma M 1 MT MT z (3.2.22)S j  = i T <x >
d i = l  s i

?2 (2) _ (2) 
Sd *T (3.2.23)

Na montagem da matriz [k] (3.2.20)/ usando as relações 
(3.2.11) a (3.2.14), valem as seguintes relações de simetria

(3.2.24)
(3.2.25)
(3.2.26)
(3.2.27)

r22 _ .22 
Gik - Gki

rll _ rll Gik " Gki

c12 = r21 ik ki
r21 _ r12 
Gik ~ Gki
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Definimos, ainda, as seguintes sub-matrizes e sua no­

tação:
o e !^ - jwa A (0) O s

oE/f1) - jwaA (0) O s

a E ^ ^  - jwoA (0) O s

(N^ x 1 complexa), (3.2.28)

t ooJ2

o E ^  - jwo Ag (0)

aE*2) - jwaA (0) o J s

(2)aE* ' - jwoA (0) o s

(N2 x 1 complexa), (3.2.29)

r<}>sl
r ( 1 )
s2i » .sN,

(N^ x 1 complexa) , (3.2.30)

OJsJ2

r(2)'sl

r(2)s2

r(2)sN,,

(N2 x 1 complexa), (3.2.31)

DO11

11 .,11
Kí í  K

KJi k

21
11 

12 *'22

K11 K11*11^ A2N1

K11
V
K11n ^2

K11
1^1

(N^ x real), (3.2.32)
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M22

v22 v2 2 K11 21

K 22 v 2 2 12 22

I» 2 2 „ 2 2
K 1N 2 K 2N 2

22
«Sji
22

22
V 2

(N2 X n 2 real), (3.2.33)

W12

M21

k H  k “Ml

k “  k12

K^2 K- A 1N 2 2N 2

21
12
22

12

K 21 K 21
K 11 21

K 21 K 2112 22

„ 2 1 21
^ 1N X 2N^

K12
M ^ l

K12
\ 2

K12
1N 2

K21
M ^ l

K 21
2 ^

K,21
N 2N 1

(N2 x n x real) , (3.2.34)

(Nx x n 2 real) (3.2.35)

Denominamos as sub-matrizes 0 0 ^  e CK 322 de sub-matri- 
zes próprias e as sub-matrizes D 0 12 e CK 3 2i de sub-matrizes 
de integração.

A equação (3.2.21) pode ser escrita em função das sub- 
matrizes como:

...
...

. w

«aII

. fCc ] 2 .
+  5 Í

Mu W2i

W12 Wm _[j s 3 2

. (3.2.36)
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3.3 SOLUÇÃO E CÃLCULO DAS DENSIDADES DE CORRENTE

Partindo-se de (3.2.21), da mesma forma que na Seção 
2.3, obtém-se

na qual a matriz [C0 ] ainda é desconhecida. 
Definimos a matriz complexa [h ]

[h] ii &^21
[Hj - {[I] - I- [K]}-1

(3.3.1)

(Hj 12 [h ]22
(3.3.2)

cujas sub-matrizes possuem dimensões idênticas às corresponden­
tes sub-matrizes componentes da matriz [k ] , dadas em (3.2.32) 
a (3.2.35).

Definimos, ainda, a matriz (lT J das correntes totais

[ iJ  -
(1)

(2)
(2 x 1 complexa) . (3.3.3)

Os elementos de Cc03^ sao iguais e valem Co^ e os ele­
mentos de 2 s®° i9uais e valem . Usamos as relaçõeso2 com­
plementares (3.2.22) e (3.2.23), com a notação das operações
matriciais do Apêndice A, para obter os elementos de [c ].

%Assim tem-se

' o l

'o2
JL_
S.

-1 ["t (1)1T

o 2)T
(3.3.4)

Z[H]n  Z[h ]21

z [h J12 z (h J22j

Inicialmente, procede-se ao cálculo da matriz [h ]. Re­
solve-se, então, a equação (3.3.4), obtendo-se a matriz [CQ] , 
que é substituída em (3.3.1) para fornecer a solução final nor­
malizada [j s3 .



3.4 CÁLCULO das i m p e dÂn c i á s  u n i t á r i a s

Consideramos a fig. 3.3, na qual apresentam-se trechos 
de comprimento unitário dos condutores.
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FIGURA 3.3 ~ TRECHOS UNITÁRIOS DOS CONDUTORES

Supõe-se que as secções A ^  e sejam superfícies
equipottenciais em relação ao campo elétrico irrotacional Eq ^ ,  

- (2) (2)e que as secções A e B sejam superfícies equipotenciais
— # 12) em relação ao campo elétrico irrotacional E e que seus po­

tenciais em relação â referência sejam , V g ^  , VA ^  e
(2)Vfi , respectivamente.

Fazendo-se a consideração de que o sistema seja linear, 
vale o princípio da superposição de campos, tal que o potencial 
vetor magnético na origem pode ser escrito como
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As (0) T (1) ln G^1} + It (2) *n G^2)] (3.4.1)

onde G^  ̂ e G^2  ̂ são as DGM das secções e A^2  ̂ à origem,
respectivamente.

Obtêm-se, de forma imediata, a relação matricial:
( 2 )
Jo

(2)
J l xT

(3.4.2)

Substituimos (3.3.4) em (3.4.2), obtendo-se

Col '.E (1)"O UKJU in G*1* o ln

Co2_ oE <2>O
+ 3 2W t» G (1>O ln

i (1)~ T

I (2) T

E (1>" 
O

= (r§- 
d

e o (2>V

£ [H 3n z [h ]21
-1

Ü)U *n G (1>O t» g<2>"o \  d)“T

E [H3l2 I [hJ22 ln G Í1J o ln G (2) o
}

I (2) T

(3.4.3)
Consideramos a relação matricial

'e ( 1 ) "O Z11 Z12 [l (1)1 T

E <2>O _Z21 Z22 I.(2>T

como toma generalização de (2.4. 1) e (2.4

(3.4.4)

[z] =
Z11 Z12

Z21 Z22
(3.4.5)

como sendo a matriz de impedâncias, a qual i complexa e simé­
trica. Os elementos e Z^ 2  representam as impedâncias pró­
prias, enquanto que Z ^  e Z21 rePresentam as impedâncias mú­
tuas.



Obtém-se a matriz [zj de:

[Z] = 1
oS

1 W h :(h ]2i -1
.““o

in G (1) in G (2) o o

1 M 12
mm

£[h )22_
~32v

ln G (1) In G (2) O o

(3.4.6)
Introduzimos o conceito de impedância total de cada con-

(1) (2 )dutor, a partir de (2.4.1). Definimos ZT '~' e ZT '~' como sendo 
as impedâncias totais dos condutores 1 e 2 , respectivamente.

A partir de (3.4.4), obtém-se
I  (2 )

ZT " zll + Z 1 2 ^ T T T  ' (3-4 -7)
T

z 2̂  ̂ — z + z T “ 22 21
(1)

(2 ) (3.4.8)

As resistências e reatâncias unitárias de cada condutor 
são obtidas pela aplicação dos operadores Re { } e Im{ } sobre 
as correspondentes impedâncias totais.

Em termos das impedâncias totais, os circuitos equiva­
lentes para os condutores são os seguintes:

FIGURA 3.4 - CIRCUITOS EQUIVALENTES PARA OS CONDUTORES



CAPÍTULO 4 
GENERALIZAÇÃO PARA CASOS DE 

VÃRIOS CONDUTORES

Fazemos uma generalização do Capítulo 3 para tratar de 
casos de vários condutores, levando-se em conta os efeitos pe- 
licular e de proximidade. Neste trabalho, esta generalização 
tem caráter teórico apenas, não sendo apresentadas aplicações 
numéricas.

FIGURA 4.1 - DISPOSIÇÃO GEOMÉTRICA

y
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4.1 ESTABELECIMENTO DA EQUAÇÃO INTEGRAL

Usamos o formalismo desenvolvido no Capítulo 3 para ge­
neralizar as expressões da distribuição de correntes. Conside­
ramos a geometria da fig. 4.1, supondo-se que existam M condu­
tores paralelos entre si.

Agora temos M equações da forma (4.1.1) formando um sis-

Generalizando as expressões (3.1.3) e (3.1.4) para o 
r-ésimo condutor, obtêm-se

Js (r)(x,y) = aEc ír) - jwoAs (0)

Sr

sr

sM

SM (4.1.1)

tema de equações integrais simultâneas ; onde r = 1 ,2 ,...,M.
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Adotamos a notação de sub-matrizes com o objetivo de

obter expressões numa forma mais compacta. Usamos a notação 
(r)

oE. para o campo elétrico aplicado ao r-êsimo condutor.
Impomos ainda, para cada condutor, a condição comple­

mentar

J Js (r)(x,y) dx dy = IT (r) , (4.1.2)

/ j» J  ̂ ^onde IT é a corrente total no r-ésimo condutor. Esta corren­
te i representada por um número complexo, cuja fase i

4.2 DISCRETI2AÇÃ0 DA EQUAÇÃO INTEGRAL
O processo de discretização i análogo ao da Seção 3.2, 

com a subdivisão mostrada na fig. 4.2.

FIGURA 4.2 - SUBDIVISÃO DAS SECÇÕES TRANSVERSAIS

IT'
14 ífS\

5
4 >-2 í

.,0,
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Supomos que todos os domínios parciais tenham ãreas

iguais e que sejam indexados por i, com i = 1,2,...,N^ em S^;
• ••# i 1,2,... ,N em S j . . . 7  i 1,2,... ,NU em S...r r m m

As M equações (4.1.1), quando discretizadas, formam um 
sistema de (N^+ N 2 +...+ N^) equações algébricas lineares, si­
multâneas e não-homogêneas, que sob a forma matricial é escri­
to como

(4.2.1)

Por operações matriciais, obtém-se

W  - <Cx] - (4.2.2)

Usando a notação de sub-matrizes, tem-se;

íJs^2
(N^+N2 +...+nm ) * 1 complexa , (4.2.3)

■

(CoJl

tC« j M

(N^+N2 +..*+nm) * 1 complexa , (4.2.4)

M  =

Mu  ^^21 
& Ü 12 [k J2 2

60 im  M 2M

W m i

W m 2

MMM

(4.2.5)

(N1+N2+. . .+Nm ) x 

(Nj+N2+. . *+nm) real



De forma esquemática, a matriz [k ] será formada por blo­
cos, conforme a representação
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(4.2.6)

NM xN, Nm xNm

As sub-matrizes formadoras da diagonal principal de [k ] 
são as sub-matrizes próprias, e as sub-matrizes fora da diago­
nal principal de [k ] são as sub-matrizes de interação.

A sub-matriz [Jej_ contêm, em seus elementos, as densi-5 <XT
dades de corrente nos domínios parciais do r-ésimo condutor.

A sub-matriz [C0 3r possui todos os elementos iguais e
valem

Cor = oEo (r) - ju)OAs (0) . (4.2.7)

A matriz [k J é formada por sub-matrizes próprias e de 
interação.

As sub-matrizes próprias são representadas por

M r r  com r = l , 2 , . . . , M  , (4.2.8)

cujas dimensões são N x N . j r r
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As sub-matrizes de interação são representadas por

[ 0 rs com r,s - 1,2 M , (4.2.9)
r?s

cujas dimensões são N x N .s r
Os elementos da sub-matriz C 3̂ rs são dados por

Kik = Sd2 íAn Gik " ln Gl o )  ' (4.2.10)

onde
r,s = 1,2,...,M , 
i = 1 ,2 ,...,N ,

s
sendo que pela simetria do problema,

rs sr 
Gik S i (4.2.11)

A condição complementar (4.1.2) possui a forma discretí- 
zada n

(r) _ T (r) 
d , si ~ aTS. I J i—1

4.3 SOLUÇÃO E CÁLCULO DAS DENSIDADES DE CORRENTE
p sistema de equações ê resolvido de forma análoga à da 

Seção 3.3. Definimos a matriz [lT ] das correntes totais

[IT]=

(2 )

(M)

(M x 1 complexa) , (4.3.1)
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e a matriz [h ]

f - w >
- 1

D 0 n  d o 21

D O  12 W 22

M mi

D0 m2

Ch)1m D 0 , „  . . .  [H)2 M 'MM

. (4.3.2)

Representamos os elementos da sub-matriz [c  1 por C*■ o'r or
Generalizamos (3.3.4) de forma o obter a matriz das

constantes:

1
0

L^_ ‘ W u I[h ) 2 1 •••
-1

k (1)lT
c 0 o2 =  1_ E DO 12 E W 2 2 ••• ^ D O ^ I (2) T

•

•

•
COM

Sd •

•

•

_ £ W  1M

•
•

•

£ tH32M

•

•

•

* ‘ * 1 M m m

•

•

T * (M) 
T
(4.3.3)

Calcula-se a matriz [h ] em (4.3.2) e aplica-se na expres
são (4.3.3), obtendo-se a matriz das constantes fc 1. Substitui1 o J

se [C0] em (4.2.2) e obtém-se a solução final normalizada [jg] .

4.4 CÃLCULO DAS IMPEDANCIAS UNITÃRIAS
Para o cálculo da matriz de impedâncias, consideramos 

a fig. 4.3.
Consideramos trechos de condutores de comprimento unitá-

^ ^ \ / \rio e tomamos duas secções A e B , supostas superfícies 
equipotenciais em relaçao ao campo elétrico irrotacional E' ,
tais que seus potenciais em relação â referência sejam 

(r)VB , respectivamente.

(r)
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FIGURA 4.3 - TRECHOS UNITÁRIOS DOS CONDUTORES

Pelo princípio da superposição de campos# o potencial
%vetor magnético na origem pode ser escrito como

V ° >  - - 5 ? [ J 1 IT (i) tn Go (Í)] ’ (4-4 -1)

onde G ^  representa a DGM da secção A ^  à origem.



Definimos a matriz de impedâncias como
49

Z11 Z12 
Z21 Z22

'1M
'2M

ZM1 ZM2 * * * ZMM

(4.4.2)

Generalizando (3.4.6) obtém-se

[Z] = 1
aS

Z [ Hjn E[H] 2 1

z[h ] 1 2 z(h] 2 2

s [h ) 1 m s [h ]

- j
WVI(
2ÍT

An G

2M

An G

(1)
o
(1)

An G

An G

( 2 )
ò
(2 )

An G (1) An G (2) o o

1 W m i
E W M2

i [h )MM

- 1

An G

An G

(M)
o
(M)

An G (M)

(4.4.3)

Introduzimos o conceito de impedância total de cada con­
dutor. A partir da generalização de (3.4.4), (3.4.7) e (3.4.8), 
obtém-se a impedância total do r-êsimo condutor

M I U>
z (r> = y z T ,T i£i rii (r) (4.4.4)
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As resistências e reatâncias unitárias são obtidas pela 

aplicação dos operadores Re { > e Im { } sobre as corresponden­
tes ixnpedâncias totais.

O circuito equivalente para o r-êsimo condutor pode ser 
representado como na fig. 4.4.

FIGURA 4.4 - CIRCUITO EQUIVALENTE PARA O r-ÉSIMO CONDUTOR

Z rl ír) Z r2 (r) 
'T  lT_

,(D .(2 )
'T , 't ,(M) 

7 ±L
ZrM.(r)

•t

°— [ H = J  [ ]—  ■■ * — ( )-- o



CAPÍTULO 5 
DISCUSSÃO DE RESULTADOS

Com o objetivo de verificar a precisão das expressões 
desenvolvidas neste trabalho, fizemos comparações entre os re­
sultados obtidos através das expressões aproximadas aqui desen 
volvidas e os valores medidos experimentalmente. Os valores 
experimentais foram obtidos através de artigos. Cabe aqui co­
mentar sobre o número reduzido de trabalhos experimentais pu­
blicados. Existem dificuldades de ordem prática com relação â 
determinação experimental dos perfis de densidades de corrente
Em trabalhos de Burke e Malewski são descritos métodos para

5 20efetuar tais medidas em situações particulares. ' Uma outra 
forma de verificar experimentalmente os efeitos pelicular e de 
proximidade, consiste na medida da impedância dos condutores.
A maioria dos trabalhos experimentais é desenvolvida desta 
forma,»porém, geralmente apresentam resultados somente da par­
te resistiva (parte real), nada citando sobre a parte reativa 
(parte imaginária). Foram consideradas diversas situações, com 
relação â geometria da secção transversal dos condutores, ma­
terial constituinte e freqüência do campo elétrico aplicado, 
de forma a permitir tantas comparações com dados experimentais 
quanto possível.

Para os cálculos, consideramos os dados das proprieda­
des elétricas e magnéticas macroscópicas apresentadas pelo
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Handbook of Chemistry and Physics. Todos os valores referem-
se a uma temperatura de 20 °c. Para o cobre, tem-se

7 —6a = 5,800.10 S/m e y = 1,256.10 H/m, para o alumínio
7 - 6cr = 3,541.10 S/m e y = 1,256.10 H/m e para o chumbo

a = 4,545.106 S/m e y = 1,256.10”6 H/m.
Conforme é usual na literatura especializada sobre efei­

tos pelicular e de proximidade, adota-se como variável indepen­
dente, para algumas comparações, o parâmetro de freqüência p, 
definido como

P = s * (5.1)

onde b) é a freqüência angular dos campos elétrico e magnético 
e S é a ãrea total da secção transversal do condutor.

Com base nos resultados experimentais de Kennelly rela­
tivos a fitas de cobre, fizemos a comparação entre os valores

18de R /R calculados e os medidos. Na fig. 5.1 temos a com-ca cc
paração feita para uma fita com secção transversal de
6 , 1 0  mm x 0,08 mm, subdividida em 1 2 0 domínios parciais, na
faixa entre 0 e 40 kHz. A linha contínua refere-se aos valores
calculados usando as expressões da Seção 2.4.

O número de domínios parciais em que o condutor foi sub- 
%

dividido é uma função da sua forma geométrica e da freqüência, 
sendo que deve ser grande o suficiente para que haja convergên­
cia do resultado, conforme será discutido adiante.

Vê-se na fig. 5 . 1 a  concordância apresentada entre os 
valores calculados e os medidos. Também desta figura conclui-
se que a resistência efetiva em corrente alternada R  aumen-ca
ta com a freqüência, como resultado da maior concentração da 
corrente na periferia do condutor.

52
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FIGURA 5.1 - COMPARAÇÃO DE RESULTADOS PARA FITAS DE COBRE

1,00

Condutor de secção 6,10 mm x 0 ,0 8  mm 

C o b r e
—  Teórico (num. aprox.) 

t Experimental (Kennelly)

1,6 p

A forma da distribuição de corrente no interior do con­
dutor varia com a condutividade o. Assim, estudamos fitas com 
secção transversal de 6 , 1 0  mm * 0,08 ram, de cobre, alumínio e 
chumbo, submetidos a um campo elétrico aplicado de freqüência 
igual a 70 kHz. Na fig. 5.2 vê-se a representação do perfil das 
densidades de corrente para cada metal. No eixo horizontal re­
presenta-se a largura geométrica da fita, e no eixo vertical 
os valcfres normalizados das densidades de corrente, calculados 
segundo as expressões aproximadas da Seção 2.3.

Concluimos da fig. 5.2 que quanto melhor for o condutor 
maior serã a concentração da corrente em sua periferia. Para 
maus condutores, como por exemplo o chumbo, a distribuição é 
praticamente uniforme nesta freqüência, como a que ocorre em 
corrente contínua.
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FIGURA 5.2 - PERFIS DE DENSIDADES DE CORRENTE EM FITAS

Condutor de secçSo 6,10 mm x 0,08 mm 

f = 70 kHz

Devido â influência de a sobre a distribuição de corren­
tes, ocorre uma variação em R „ / R  em função da freqüência f,

C d  C C

diferente para cada metal. Analisamos os condutores da fig.
5.2, na faixa de 0 a 40 kHz. O resultado estã mostrado na 
fig. 5.3. Conforme citado anteriormente, nos bons condutores 
o efeito pelicular é pronunciado enquanto que nos maus condu­
tores R /R sofre uma influência muito pequena de f.

C d  C C
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FIGURA 5.3 - VARIAÇÃO EM R /R EM FUNÇÃO
Ccl C C

DA FREQÜÊNCIA PARA FITAS

Fizemos comparações para condutores de cobre, de secção 
transversal quadrada, a partir dos dados experimentais de 
Arnold.^ Considerou-se um condutor com secção de 5 mm x 5 mm, 
subdividido em 121 domínios parciais. Na fig. 5.4 vê-se a con­
cordância entre os valores de R /R calculados pelas expres-

Ccl C C

sões da Seção 2.4 e os valores medidos.
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FIGURA 5.4 - COMPARAÇÃO DE RESULTADOS EM CONDUTOR QUADRADO

♦Para ilustrar o efeito da redistribuição da corrente 
devido à aplicação de campos alternados, vê-se na fig. 5.5 a 
representação pictorial das densidades de corrente no condutor 
quadrado considerado, na freqüência de 2 kHz. Devido à simetria 
da distribuição, a figura mostra somente um dos octantes.



FIGURA 5.5 - REPRESENTAÇÃO PICTORIAL PARA SECÇÃO QUADRADA 

Condutor de secção 5 mm x 5 mm . n
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C

Para mostrar a aplicaçao das expressões e do algoritmo 
desenvolvidos neste trabalho em condutores cilíndricos de sec­
ção arbitrária, fizemos o estudo de um condutor de cobre, de 
secção transversal quadrada vazada. Os dados experimentais fo­
ram obtidos por Arnold e o cálculo foi feito considerando o 
condutor com secção externa de 15 mm x 15 mm e secção interna 
vazada de 9 mm x 9 mm, conforme a fig. 5.6, subdividido em 
1 2 1  domínios parciais.^"



FIGURA 5.6 - SECÇÃO TRANSVERSAL QUADRADA VAZADA
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C o t a s  em cm

A comparação entre os valores de R /R__ calculados e
C â  CO

os medidos i vista na fig. 5.7. A linha contínua refere-se aos 
valores calculados usando-se as expressões da Seção 2.4. Obser­
va-se que hã uma concordância entre os valores teóricos e expe­
rimentais.

FIGURA 5.7 - COMPARAÇÃO DE RESULTADOS DE R /Rca cc
PARA SECÇÃO QUADRADA VAZADA
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Como ilustração de aplicação em condutores de secção 
transversal arbitrária, estudamos o caso de um condutor de co­
bre, de secção em forma de cantoneira, cujas dimensões estão 
mostradas na fig. 5.8, na freqüência de 2 kHz.

FIGURA 5.8 - SECÇÃO TRANSVERSAL DE CANTONEIRA

C o t a s  em cm

Na fig. 5.9 vi-se a representação pictorial das densi­
dades de corrente no condutor considerado.



FIGURA 5.9 - REPRESENTAÇÃO PICTORIAL PARA CANTONEIRA
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Condutor de secçõo cantoneira 

C o b r  e

Seccionado em 93 domínios parciais

A B

Uma das poucas formas geométricas que apresenta solução 
analítica exata é o condutor cilíndrico de secção transversal 
circular. Com base na expressão analítica de R__/R__, dada porC a  C C

Cahen, fizemos a comparação entre os valores obtidos a partir 
das expressões aproximadas da Seção 2.4 e os valores analíti­
cos.^ Consideramos um condutor de cobre, de diâmetro igual a
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5 mm e para os campos uma faixa de freqüências entre 0 e 
12 kHz, subdividido em 121 domínios parciais. Para a mesma si­
tuação foram também comparados os resultados experimentais

18obtidos por Kennelly. Na fig. 5.10 vê-se a comparação dos va­
lores de R /Rca' cc

FIGURA 5.10 - COMPARAÇÃO ENTRE RESULTADOS DE R /R
C d  O O

Vê-se que existe uma concordância entre os valores ana­
líticos e aproximados, para este caso também.

Para mostrar o uso das expressões desenvolvidas no Ca­
pitulo 3, as quais consideram a ação combinada dos efeitos pe- 
licular e de proximidade, consideramos o caso de dois conduto­
res de cobre, de iguais dimensões, na freqüência de 2 kHz.
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Considerou-se que os campos elétricos aplicados aos dois con­
dutores possuiam a mesma fase. As dimensões, disposição geomé­
trica relativa e afastamentos estão mostrados na fig. 5 .1 1 .

FIGURA 5.11 - SECÇÃO TRANSVERSAL E DISPOSIÇÃO DE 
DOIS CONDUTORES

Na fig. 5.12 vemos a representação pictorial das densi­
dades de corrente nos condutores. Pela fig. 5.12 vê-se que além 
do aumento da densidade de corrente na periferia do condutor, 
devido ao efeito pelicular, existe uma maior concentração de 
corrente na periferia mais externa aos dois condutores, em fun­
ção do efeito de proximidade entre os mesmos.



FIGURA 5.12 - REPRESENTAÇÃO PICTORIAL PARA O CASO DE 
DOIS CONDUTORES PRÕXIMOS
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Condutores de secção 5 mm x 5 mm colocados próximos 

Cobre f = 2 kHz

Seccionados em 7 x 7  domínios parciais 

.  * 1 * * 2

Para verificar as expressões que fornecem a reatância 
unitária desenvolvidas neste trabalho, fizemos o estudo de um



condutor de secção transversal circular, para o qual existe so­
lução analítica exata. Isto foi feito tendo em vista não se ter 
encontrado referências com resultados experimentais para a rea- 
tãncia. Fez-se, então, a comparação entre os valores da solu­
ção analítica e os valores aproximados. Os valores da solução 
exata para a reatância foram obtidos da expressão dada por 
Cahen.^ Conforme mostrado por Golding, a indutância de um con­
dutor é formada por duas parcelas: uma devido ao campo magné­
tico externo ao condutor, e outra devido ao campo magnético

12interno ao condutor (p.183). A expressão desenvolvida neste
trabalho fornece o valor total da reatância unitária, incluin­
do as parcelas interna e externa. A expressão analítica dada 
por Cahen fornece valores da reatância devido â indutância in­
terna. Na fig. 5.13 tem-se a comparação entre os valores da 
reatância devido â indutância interna obtidos pelos métodos 
analítico e aproximado. Vê-se que existe uma concordância entre 
os resultados.

64

FIGURA 5.13 - COMPARAÇÃO DE VALORES DE X± t



Uma consideração a ser feita, com relação a fontes de 
erro de calculo, refere-se ao erro de discretização, inerente 
ao modelo adotado e originado pela subdivisão da secção trans­
versal do condutor em domínios parciais, dentro dos quais a 
densidade de corrente ê suposta constante. Este erro pode ser 
minimizado pela escolha de um número suficientemente grande de 
domínios parciais. 0  número ideal de domínios parciais i obti­
do pelo cálculo sucessivo da distribuição de corrente, em uma 
dada situação, para um valor crescente de N. O resultado do 
cálculo aproximado tende para um valor definido, a partir do 
qual, mesmo que se aumente N, não há alteração significativa 
no referido resultado. Ocorre uma convergência para tal valor. 
Como exemplo, consideramos a aplicação feita â fita de cobre, 
discutida na fig. 5.1. No cálculo de R /R , na freqüência de

Cd. C C

20 kHz, obteve-se como resultado para em função do nú-
C d  C C

mero de domínios parciais N, aquele mostrado na fig. 5.14.

FIGURA 5.14 - CONVERGÊNCIA DA SOLUÇÃO APROXIMADA
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Cabe então avaliar o compromisso entre tempo de cálcu­
lo e precisão desejada.

O número de domínios parciais necessários para a conver 
gência da solução ê grandemente dependente da forma geométrica 
da secção transversal do condutor. Fizemos cálculos para diver 
sos condutores e com diversos N, constatando-se que condutores 
com secções circulares e quadradas sólidas necessitam de pouca 
subdivisão, enquanto que condutores com secções compostas, va­
zadas ou fitas exigem uma grande subdivisão para que ocorra 
convergência da solução. Outra observação que se fez mostrou 
que ao aumentar-se a freqüência f, o número de domínios parci­
ais N também deve ser aumentado, para que ocorra a convergên­
cia da solução.
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CONCLUSÕES

Analisando o desenvolvimento teõrico e os resultados 
numéricos, concluimos que:

a) as comparações feitas entre os resultados aproxima­
dos , calculados pelas expressões desenvolvidas neste 
trabalho, e os valores experimentais, assim como com 
resultados de expressões analíticas, mostram que hã 
uma concordância entre os mesmos, significando que 
as expressões aqui desenvolvidas são satisfatórias 
para os objetivos práticos;

b) o número de domínios parciais em que o condutor deve 
ser subdividido, para que ocorra a convergência da 
solução, depende da freqüência dos campos e da forma 
geométrica da secção transversal;

c) a principal vantagem da solução por equações inte­
grais é que evita-se resolver o problema de equações 
diferenciais em todo o espaço;

d) ficou evidente a influência da condutividade do ma­
terial sobre a forma da distribuição da corrente no 
condutor;



e) as expressões aproximadas para o cálculo da impedân- 
cia unitária, desenvolvidas neste trabalho, fornecem 
em sua parte imaginária, a reatância unitária total;

f) as expressões desenvolvidas para o cálculo da impe- 
dância unitária exigem pouco volume de cálculo, sen­
do conhecidas as densidades de corrente;

g) o cálculo das DGM utilizando as expressões dos Apên­
dices B e C possibilita uma diminuição no tempo de 
cálculo, além de tais expressões serem aplicáveis a 
outras situações, como por exemplo o cálculo de in- 
dutâncias;^

h) a adoção do método de Shipley para a inversão das ma­
trizes, possibilita uma redução no tempo de cálculo
e da área de memória alocada.

0  procedimento numérico aqui desenvolvido para solução 
da equação de Fredholm, pode ser aplicado ao estudo de outros 
problemas de eletrodinâmica, como por exemplo: solução da equa­
ção integral de Robin, cálculo de campos e estudos de espalha-

28 25mento de ondas eletromagnéticas. ' Também pode ser aplicado
em outras áreas, tais como na eletroquímica, para o estudo de

33células eletrolíticas.
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SUGESTÕES PARA TRABALHOS FUTUROS

1 Discretizar a equação integral contínua usando domínios 
parciais retangulares, porém, com áreas diferentes; pró­
ximo ãs faces, onde a densidade de corrente varia mais 
rapidamente, usar uma maior densidade de domínios parciais 
e, no centro do condutor, onde a densidade de corrente 
varia mais lentamente, usar menor densidade de domínios 
parciais. Verificar se a convergência da solução ê acele­
rada.

2 Ajustar uma função densidade de corrente para cada domínio 
parcial em função das densidades nos domínios adjacentes, 
de forma a considerar uma distribuição linear ou parabóli­
ca, ao invés de constante, dentro do domínio parcial, con-

2forme proposto por Beccari.

3 Usai; domínios parciais quadrados e circulares ao invés de 
retangulares. Avaliar a velocidade de convergência e erros 
cometidos.

4 Adequar a dedução das expressões de forma a poder tratar 
de corpos condutores estratificados.

5 Desenvolver estudo para regimes transitórios.



6 Utilizando os resultados do Capítulo 4, desenvolver expres­
sões específicas para sistemas trifãsicos, com as impedân- 
cias dadas em componentes simétricas.

7 Determinação experimental da distribuição de corrente em 
metal líquido, por exemplo mercúrio, com inserção de ele­
trodos de medida. Efetuar também medidas de R /R .ca cc

8 Desenvolver, para o caso de dois ou mais condutores, 
expressões para o calculo da força mecânica entre os mes­
mos, a partir das densidades de corrente.
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APÊNDICE A: DEFINIÇÃO DE ALGUMAS OPERAÇÕES MATRICIAIS

Para o calculo da DGM pelo método desenvolvido neste 
trabalho, usa-se a notação matricial com o objetivo de adequar 
as expressões ao calculo computacional. É útil, então, definir 
certas operações matriciais, bem como suas notações.

Sejam [a ] , [b ] e (cj matrizes n x n reais; [d] matriz 
n x 1 real; (eJ matriz 1 x n real; ç um escalar real; q um 
expoente inteiro; i e j índices inteiros. Difinimos as opera­
ções:

A.l PRODUTO USUAL DE MATRIZES

[c] = [a] [b ]
n

com c±j = k^ aik bkj 

A. 2 PRODUTO INTERNO DE MATRIZES

[c] = [a )*[b ]
com c±j = ai;. bi;j

A.3 PRODUTO ESPECIAL DE MATRIZES

[c] * [d J*[e ] (A. 3)
com c.. = d. . e. i,j * 1 ,2 ,3,4ij ii:ii

(A.2)
i #3 s 1 f 2 i • /ii

(A.l)

i / ] s 1 / 2 / • . #
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Os índices í-̂ j e sao dados pelas matrizes de apon­
tadores de índices [lJ e (m J , definidas coroo segue:

[l J =
1

1

2

2

1

1

2

2

3
3
4 
4

(A. 4)

(m 3 =
3
4 
4
3

3
4 
4
3

(A. 5)

Por exemplo, c3 2 d*32l elm3 2 d21 e14

A.4 ADIÇÃO USUAL DE MATRIZES

[C] = [A] + [b] 
coro C;Lj = aA j + b±j

(A.6 )

A. 5 SOMA TOTAL DOS ELEMENTOS DA MATRIZ

Ç = E[A] (A. 7)
n

com ç = I a . .
i/j=l 3

A . 6 SOMA TOTAL DOS ELEMENTOS DA MATRIZ COM SINAL

(A. 8 )
n

com ç = I (-1 ) 
Ífj=l

-i>i+3 ‘ij



A.7 POTENCIAÇÃO INTERNA DE MATRIZES

[Cj = [Aq ] (A.9)
com c± j = ai;Jq i,j = l,2 ,...,n

A . 8 LOGARITMO NATURAL DOS ELEMENTOS DA MATRIZ

[C] = [£n A] (A. 10)

com c^j = tn a ^  i,j = l,2 f...,n
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APÊNDICE B: EXPRESSÃO PARA O CÃLCULO DA DISTÂNCIA GEOMÉTRICA
MÊDIA ENTRE UMA ÃREA RETANGULAR E UM PONTO

Desenvolvemos uma expressão matricial para o cálculo da
DGM entre uma área retangular e um ponto.

Consideramos a geometria da fig. B.l, na qual S^ é uma
área retangular genérica, de lados 2 a e 2b .

FIGURA B.l - SITUAÇÃO GEOMÉTRICA DO PROBLEMA



A DGM entre a ãrea Si e o ponto P, representada por 
G±p, é calculada a partir de sua definição, introduzida por 
Maxwell : 2 4

1 f O 0-1 /O dy' , (B.l)

75

ln GiP = ln L(x-x' ) 2 + (y-y ' ) 2 ] 1 / 2  dx'

Si
onde (x,y) são as coordenadas do ponto P, (x',y') as variáveis 
de integração e S.̂  a ãrea do retângulo.

Efetuamos mudanças de variáveis, obtendo a integral 
equivalente:

x-a y-b
ln Gip = j  dÇ j  in[ç2 + n2 ) 1 / 2  dn . (B.2)

x+a y+b

Adotamos, neste trabalho, o método da integração real 
para resolver a integral (B.2).

FIGURA B.2 - DEFINIÇÃO DAS VARIÃVEIS POLARES
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Consideramos a fig. B.2, com as variáveis polares r^ e 
sendo j = 1,2,3,4, com o objetivo de simplificar o resul­

tado. fi necessário que a numeração dos vértices seja mantida 
como na fig. B.2. Os valores de 4^ devem ser expressos em ra- 
dianos.

Definidas as coordenadas dos vértices e do ponto P, os 
de r^ e são obtidos imediatamente.

Resolvendo-se a integral (B.2), obtém-se:

An G^p = { (x-a)(y-b) An r^ - (x+a)(y-b) An r2 +
+(x+a)(y+b) An r^ - (x-a)(y+b) An r^ + 
+ (y-b)2 (*2-*1) + (y+b)2(*4—*3) +

2. 2 . 2 * 2 , 
rl 1 _ r2 2 + r3 3 _ r4 4 - 6ab} . (B.3)

Definimos as matrizes reais

[X] =
x-a
x+a

(B. 4)

(X) = [(y-b) (y+b)] , (B. 5)

w =
rl r4

r2 r3
(B. 6 )

W '
* <J)
V1 4

A A2 3
(B.7)



A expressão (B.3) pode ser escrita de forma mais com­
pacta, com o uso das operações matriciais do Apêndice A. Obti­
vemos assim

*n gíp = ããb í l ^ W W - U n  r2 3 + [r23 - M >  +
+ 2 (y-b)2 + 2 (y+b)2 ~

~ 12ab } . (B.8 )
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APÊNDICE C: EXPRESSÃO PARA O CÃLCULO DA DISTÂNCIA GEOMÉTRICA
MÉDIA ENTRE DUAS ÃREAS RETANGULARES

Desenvolvemos uma expressão matricial para o calculo da 
DGM entre duas áreas retangulares.

FIGURA C.1 - SITUAÇÃO GEOMÉTRICA DO PROBLEMA
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Consideramos a geometria da fig. C.l, na qual é uma 
área retangular genérica de lados 2 a e 2b, e i uma ãrea re­
tangular genérica de lados 2 A e 2B. O espaçamento entre os cen­
tros dos retângulos vale £ na direção x e £ na direção y.

A DGM entre as ãreas e S^, representada por G^k , é
24calculada a partir de sua definição, introduzida por Maxwell:

*n Gi k = í âx ay
sk

onde (x,y) e (x',y') são as variáveis de integração e e 
as ãreas dos retângulos.

Definimos as grandezas auxiliares

o = Ô - A , (C.2)

3 = 6 + A , (C.3)

Y = e - B , (C.4)

X = e + B , (C.5)

para escrever a integral (C.l) como

8. K  +a +Jp

An Gik = s~T~ ] dx ) ây ) dx ' ) *n ̂ x"x ' *2+ ' *2)1̂ 2 ây '
a y -a -b (C.6 )

An [(x-x' ) (y-y ' ) dx' dy 1

(C.l)
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Em (C.6 ), as duas últimas integrais iteradas identifi­
cam-se com a expressão (B.l) do Apêndice B. Então, (C.6 ) pode 
ser escrita como

onde G^p tem o significado dado no Apêndice B.
Substituimos o resultado do Apêndice B em (C.7) e cal­

culamos as integrais. O cálculo de (C.7) é feito, neste traba­
lho, adotando-se o método da integração real.

Para permitir a escrita de uma expressão mais simples 
para G ^ ,  consideramos a fig. C.2, na qual são definidas as 
variáveis polares r. e . onde j,m = 1 ,2 ,3 ,4. Os valores de 

devem ser expressos em radianos. Caso seja maior que 
ir radianos, deve-se usar o seu replemento. É necessário manter 
a numeração dos vértices conforme a fig. C.2.

convenção: o índice j representa o vértice da área retangular 
e o índice m representa o vértice da área retangular S^. 

Estando definidas as coordenadas dos vértices de e
S. , os valores de r. e 4>. são obtidos imediatamente.K im im

9 (C.7)
a y

A notação de duplo índice em r^m e tem a seguinte



FIGURA C.2 - DEFINIÇÃO DAS VARIÃVEIS POLARES
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R eso lvendo

* "  ik  32ABab

+ [ i ( B - a ) 2 X - b ) 2

- [ i ( 6 + a ) 2 -b)  2

- [ Í O - b , 2 o - a ) 2

+ [ j « ^ - b ) 2 a + a )  2

- [ i ( r - b , 2 B - a ) 2

+ [ ^ ( Y - b ) 2 B+a) 2

+ [ j ( r - b ) 2 a - a )  2

- [ i ( . - b ) 2 o + a ) 2

-  j ( X - b ) 3 ( B - a ) *

+ i ( X + b ) 3 ( B-a)  *

+ j ( Y- b) 3 ( B - a ) *

- f ( Y+ b ) 3 [ B - a ) *

+ y  (B-a)  3 ( X - b ) *

-  j ( B + a )  3 ( X - b ) *

-  j ( a - a )  3 [ X - b ) *

+ i- (a+a)  3 f X - b ) *

-  ABab >

( C .7 ) ,  obtemos

| j r 2 i ] í .n  r \ x

1 4 1. 2
2 4 r 12J r 12

JÃr 22)l n  r 22

| j r J 4]í,n r ^ 4

l 4 r 2 4 ] tn  r 24

— " Un r 2 24 13J 13

| j r 23 ]í.n r 23

11 "  (&+ a > * 2 l  

41 -  ( B + a ) * 31

14 -  (B+a)4»24

44 -  ( e + a ) * 34

11 "  í^ +b) * 4 i

21 -  ( X + b ) * 31

12 -  ( X + b ) * 42

22 ~ (X+b)4>32

-  [ | ( B - a ) 2 (X+b)2-  

+ [ | ( X + b ) 2 (B + a )2-  

+ [ j ( X + b ) 2 ( o - a ) 2-

-  |  j ( X + b ) 2 (o+a)  2-  

+ [ i ( Y+ b ) 2 ( B - a ) 2-

-  [ i ( Y+ b ) 2 ( B + a ) 2-

-  [ | ( Y + b ) 2 ( a - a ) 2 -  

+ [ | ( Y + b ) 2 (o + a )2 -

| j r J i ] l n  r 41

5Tr 3 l ] An r 31

! j r 42] * n r 42 +

1 4  1fn  2 _
24 32j 32

hTU]ln r 44 +
|jr34]ln r34 +

1 4  ] ffn 2
24 43J 43

1 4  *|# 2
24 33J 33

- ( o - a ) * 12 + (o+a)4»2 2 J+

- ( a - a )# 42 + ( a + a ) * 32J +

- (a-a)4>13 + ( a + a ) * 23J -

- ( o - a ) * 43 + (a+a)4»33J +

-  ( Y - b ) * 14 + ( Y + b ) * 4 4 ] -

-  ( r - b ) * 24 + ( Y + b ) * 34]~

-  ( Y - b ) * 13 + ( Y + b ) * 43 J +

-  (Y-b)4»23 + ( Y + b ) * 33]

( C . 8)
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Definimos as matrizes reais 

[x ] = [(B-a) (B+a) (a-a) (a+a)]

[Yj =

X-b
X+b
Y-b
y+b

w  =

rll r 1 2 r13 r14

r 2 1 r 2 2 r23 r24

r31 r32 r33 r34

r41 r42 r43 r44

* 1 1
4

1 2
413 414

* 2 1
4

2 2 *23 A24

*31 432 *33 *34

*41 *42 *43 *44

(C.9)

(C.10)

(C.11)

(C.12)

A expressão (C.8 ) pode ser escrita de forma mais compa­
cta com o uso das operações matriciais do Apêndice A. Obtivemos 
com isto

in Gik 32ABabj b b d ' < l j l ï 2J * [ x 2 ) -  2 ï (r 4J] • t i "  R2 ) +

+ ï [ w * [ x 3 ) -  [ ï 3 ) * b O ] - [ * ) )  -

200 ABab } . (C.13)



Quando os dois retângulos são idênticos e estão sobre­
postos , i é igual a k, e diz-se que é a DGM própria do re­
tângulo. Seu valor é calculado por

tn G.. = ln <a2+ b 2 ) 1 ' 2 - ^  tn{ ̂  } -
1 1 6b a

. feL tn(.LS2A .b2)1/2) + |a arctan (b/a) +
6a2 b 3b

+ arctan (a/b) - + Jtn 2 . (C. 14)
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Outra forma de resolver (C.l) i o método da integração 
complexa, proposto por Schaffer.^ Tal método é mais simples 
na fase analítica; faz-se uma transformação das integrais (C.6 ) 
para o plano complexo e o trabalho analítico de solução das in­
tegrais fica bastante reduzido.

O método da integração real, com estabelecimento do re­
sultado em forma matricial, desenvolvido neste trabalho, mos­
trou-se mais adequado ao cálculo numérico.

Dentre as vantagens das expressões matriciais (B.8 ) e 
(C.13) citamos;

a) a forma matricial das expressões facilita o desenvol­
vimento de algoritmos computacionais;

b) o uso apenas de variáveis reais possibilita que as 
rotinas sejam implementadas diretamente em linguagens 
que não permitem a declaração de variáveis complexas;

c) para a linguagem FORTRAN-10 existente no DEC System, 
usada neste trabalho, a qual permite declarar variá­
veis complexas, o tempo de cálculo usando a expres­
são (C.13) é menor do que o tempo de cálculo usando 
a expressão complexa.



Na fig. C.3 vi-se a comparação dos tempos de cálculo 
usando as expressões originadas pelos dois métodos, em função 
do número de DGM calculadas. A curva em linha tracejada refe­
re-se ao uso de (C.13) enquanto que a curva em linha cheia re­
fere-se ao uso da expressão do método de integração complexa.

FIGURA C.3 - COMPARAÇÃO DE TEMPOS DE CÃLCULO

  Mét. complexo
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APÊNDICE Dí BREVE DESCRIÇÃO DOS PROGRAMAS UTILIZADOS

Para o estudo dos efeitos pelicular e de proximidade 
foi desenvolvido um conjunto de programas computacionais. Cada 
programa executa uma função específica, sendo que a execução 
dos mesmos pode ser encadeada para produzir os resultados de­
sejados.

De forma esquemática, a hierarquia de execução dos pro­
gramas ê a seguinte:

FIGURA D.1 - HIERARQUIA DE UTILIZAÇÃO DOS PROGRAMAS

A sigla dentro de cada retângulo representa o nome de 
cada programa.

Os programas do primeiro nível hierárquico são execu­
tados conforme a situação em estudo. Assim, tem-se:



DENS1: para casos de um único condutor retangular.
DENS2: para casos de um único condutor de secção trans­

versal qualquer.
DENS3: para casos de até dois condutores retangulares 

colocados geometricamente em paralelo.

Estes programas executam as seguintes funções:
a) aquisição dos dados físicos e geométricos do proble­

ma em estudo: número de condutores, dimensões geomé­
tricas, freqüência do campo elétrico aplicado, con- 
dutividade e permeabilidade do material, subdivisão 
desejada e corrente total no condutor ou condutores;

b) montagem e solução das equações matriciais;
c) obtenção das densidades de corrente em cada domínio 

parcial, nas formas cartesiana e polar.
Os resultados são gravados em dois arquivos para pos­

terior utilização pelos programas de nível hierárquico infe­
rior.

No cálculo das DGM, emprega-se o método matricial real 
descrito nos Apêndices B e C. Para a inversão das matrizes, 
usa-se o método de Shipley.^

Os programas do segundo nível hierárquico executam suas 
funções com base nos dois arquivos gerados pelos programas do 
primeiro nível. Fazem, em sua maioria, a adequação dos resul­
tados contidos nos arquivos, para representação através de 
listagens ou gráficos.

O objetivo de cada programa é o seguinte:
LISTA: produz uma listagem simples contendo os resulta­

dos das densidades de corrente, bem como os da­
dos físicos e geométricos.
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VISES: produz uma listagem contendo as densidades de 
corrente, nas formas cartesiana e polar. Este 
programa subdivide as páginas do relatório em 
campos, que estão associados ã disposição geomé­
trica dos domínios parciais da secção transver­
sal em estudo. Ao analisar-se a listagem tem-se 
uma visão da distribuição das densidades de cor­
rente através da secção transversal.

IMPED: calcula a impedância unitária do condutor estu­
dado.

NIVEL: produz, no ploter, o gráfico das curvas de igual 
densidade de corrente (curvas equidensidades). O 
plano representado é o da secção transversal do 
condutor.

PERFIL: produz, no ploter, o gráfico dos perfis de den­
sidades de corrente segundo planos seleciona­
dos. Os planos selecionados são secções longi­
tudinais do condutor.
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