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Resumo

A partir da consideragdo de um campo diretor extensivel, sdo construidas as equagoes
de balango apropriadas para fluidos anisotrépicos, fluidos polares e ferrofluidos. Teo-
rias constitutivas para estes dois ultimos materiais sao desenvolvidas, sendo anali-
sadas algumas similaridades entre ambas. Para o caso dos fluidos polares, sdo obtidas
equagdes constitutivas para meios ndo-simples hemitrépicos e isotrépicos, além de dois
parametros adimensionais que estimam a influéncia da microestrutura sobre o com-
portamento do fluido. Ja para os ferrofluidos, é desenvolvida uma teoria constitutiva
que considera nao apenas os fendomenos magnéticos de relaxacido e saturagdo, mas
também os efeitos associados a inércia rotacional das particulas em suspensao. Por
fim, através das restricoes apropriadas, é possivel resgatar as relagbes constitutivas

para ferrofluidos propostas previamente por outros autores.



Abstract

By considering an extensible director field, one can get the balance equations for
anisotropic fluids, polar fluids and ferrofluids. Constitutive theories for these last
two materials are developed, and some similarities between both are analyzed. For
polar fluids, constitutive equations for non-simple hemitropic and isotropic media are
obtained, as well as two adimensional parameters which estimates the influence of the
microstructure upon the behavior of the fluid. For ferrofluids, a constitutive theory
which takes into account not only the magnetic relaxation and saturation effects, but
also the rotational inertia of the suspending particles is developed. Finally, the use
suitable restrictions leads to the constitutive relations proposed previously by other

authors.



Estrutura e objetivos

A partir do formalismo genérico do continuo multipolar, proposto por Green,
Nagdhi & Rivlin [1], é explorado todo o potencial da teoria dos fluidos anisotrépi-
cos [2]-[6] através de seu uso na descrigdo da termodinamica de liquidos cujo campo
diretor ndo representa necessariamente a direcao de alinhamento de uma microestru-
tura material, mas sim uma polarizagao de natureza arbitraria.

Este estudo esta estruturado em cinco capitulos. No primeiro, a teoria dos fluidos
anisotrépicos é introduzida de acordo com as idéias de Green, Nagdhi & Rivlin [1],
Ericksen [2], [3] e Leslie [4], [5]. Por razoes de completeza, é apresentada no segundo
capitulo uma breve revisdo de alguns tépicos gerais da teoria constitutiva do continuo,
que serao utilizados nos capitulos subseqiientes, como por exemplo os principios da
indiferencga ao referencial e da entropia.

As informagoes adquiridas nestes dois primeiros capitulos sdo entdo aplicadas na
elaboragdo de duas teorias constitutivas distintas. Primeiramente, a teoria dos fluidos
polares é obtida a partir dos fluidos anisotrépicos (capitulo 3), sendo construida uma
teoria constitutiva linear para fluidos polares nao-simples hemitrépicos cujas equagoes
reduzem-se, entre outros casos particulares, as relagoes ja conhecidas de um fluido
polar ordinario (isotrépico). Ja no capitulo 4, é elaborada uma teoria constitutiva
para ferrofluidos, levando em conta os efeitos da microestrutura, da anisotropia in-
duzida pela magnetizacao e os fenomenos magnéticos de relaxagao e saturacao do
meio. Por fim, é apresentado no quinto capitulo um panorama geral dos resultados,
sendo também abordadas algumas similaridades entre as teorias obtidas, enfatizando

as caracteristicas peculiares de cada material.
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Notacao

Sera empregada a notagao tensorial indicial cartesiana com convengao de soma dos
indices mudos [7]-[9] (tabela 1).
Por questao de simplicidade, a menc¢ao a vetores e tensores sera feita a partir de

suas componentes, de modo que freqiientemente sera utilizado o abuso de linguagem

[43 ”

.. o tensor A;; ...” em lugar de “... o tensor cujas componentes sao A;; ...”.

Denotaremos o vetor posi¢ao por z;, enquanto que §;; representara o tensor unitario

(delta de Kronecker) e €;; o tensor de permutagio (tensor completamente anti-simé-

Fechada Indicial Fechada Indicial
a=u-v a = u;v; T = Vu Ti; = Ou;/0z;
Il=uxv l; = €ijru vy a=V-u a = Ju;/0x;
T=u®v Ti; = wv; v=Vxu v; = €;;k0uk/Ox;
u="Tv u; = T;v; u=Viy u; = 0%v;/0zx;0z;
C=TA Cij = Ti A; u=Va u; = da/0x;
C =TAT Ci; = TirAjik v=V.T v; = 0T;;/0x;
D =TAC D;; = Tix AuCl; a=V? a = 0%/0z;0z;
I=TT! bij = T Ty I=0v/dv 8;; = 0v;[Ov;
H=AQ®T Hiju = AijTw H=0T/oC H;jry = 0T;;/0Ck

Tabela 1: Comparacao entre as notagoes fechada e indicial cartesiana.

trico de Levi-Civita). Estes dois tensores estdo por sua vez relacionados através das

identidades:

dit bim  Oin
€ijk€mn = | it Ojm Ojn (1)
Okt Okm  Okn

€ijk€ipg = 6j,,6kq - quék,, e €ijk€ijl = Q(Skl. (2)
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Para o determinante e o trago de um tensor de segunda ordem, utilizaremos res-

pectivamente as expressoes:
1
det(A) = EfijkflmnAilAijkn , tr(A) = A,‘j(;,‘j = Agi. (3)

Consideraremos também uma relacdo de dualidade entre um tensor anti-simétrico

arbitrario S;; e seu respectivo vetor axial s; da forma [9], [10]:
Sijuj = €ijkS;juk (4)

de tal modo que:

1
S = Efiijkj e Skj = €;jkSi- (5)

A decomposicao cartesiana de um tensor sera dada por:

Aij = Agij) + Apij (6)
com
1
Agi) = 5 (Aij + Aji) (7)
denotando sua parte simétrica e
1
Ay = 5 (Aij — Aji) (8)

sua parte anti-simétrica. Além.disso, utilizaremos também a notagao:

1
Agij) = Acii> + 3 Awij (9)
onde A;;> denota a parte simétrica sem trago (ou ainda deviante) do respectivo tensor.
Por fim, supondo que a posigdo e a velocidade de um ponto do material num dado
instante de tempo ¢ sejam determinadas pelos vetores z; e v; = dz;/0t, temos que a

derivada material de um campo ¥ genérico é definida como:

A\ ov

enquanto que a derivada co-rotacional (derivada de Jaumann) de um dado vetor u;:

6v[,~
Oz

A

Uu; = ’('1,,' - W}juj onde VV,'J' =

(11)
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Capitulo 1

TERMODINAMICA DE
FLUIDOS ANISOTROPICOS

Liquid crystals are beautiful and mysterious; I am fond of
them for both reasons.

P. G. de Gennes [6].

1.1 Cinematica

Considerando a extensa literatura que pode ser encontrada sobre a cinematica do
continuo [8]-[18], serd feita nesta se¢do apenas uma breve revisdo de seus conceitos
bésicos, enfatizando algumas peculiaridades do continuo orientado [1]-[3], [18]-[24].

Resumidamente, identificamos cada ponto do fluido com a sua posigao X4, de-
terminada em um instante de tempo ¢t = 0 no qual o material esta em uma dada
configuragao arbitraria, que passa a ser chamada configura¢do de referéncia. Feito
isso, associamos a cada ponto material X4 um vetor diretor extensivel Lg(X4) que
descreve a propriedade orientacional caracteristica do fluido, ou mais genericamente,
sua polarizagao. Dessa forma é possivel concluir que o movimento do material, isto é,

sua configuracao em qualquer instante de tempo posterior ¢, é descrito pelas seguintes
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fungaes:
xi'—‘.’l,‘i(XA,t) (11)
b = 0;(Xa,t) (1.2)
onde z; e /; denotam, respectivamente, a posigao e a polarizagao instantaneas do ponto
Xa.
Usualmente [10]-[12], [25] é suposto que a fungdo (1.1) é inversivel e continuamente
diferenciavel em seus argumentos, exceto por algumas singularidades isoladas. Esta

condicdo é chamada azioma da impenetrabilidade. Assim, a partir da inversao de (1.1),

podemos encontrar a descri¢ao espacial do movimento:

l,' = li(w,’,t) (1.3)
v; = U,‘(.’l)i,t) = i),' (14)
S; = Si(:ti,t) = l_2€¢jkljik. (1.5)

Nas expressdes acima, v; denota a velocidade (translacional) do fluido e S; a velocidade

angular (intrinseca) do vetor diretor.

1.2 Campos termodinamicos basicos

Ao associarmos um vetor diretor a cada ponto do continuo, estamos na pratica
supondo que o estado termodindmico do fluido é completamente caracterizado pela
determinagdo de oito campos escalares basicos. Mais precisamente, a experiéncia
mostra que estes campos bdsicos devem estar direta ou indiretamente relacionados

com a massa, a temperatura e o movimento do material, de modo que podemos ter:

o(zi,t) densidade,

T(z;,t) temperatura, (1.6)
vi(zi,t) velocidade,

li(zi,t) polarizagio (diretor),

como o conjunto de campos basicos da teoria. Devemos salientar que esta escolha

nao € tunica, podendo existir para um dado material um outro conjunto de campos
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basicos mais apropriado que o sugerido em (1.6). E comum, por exemplo, substituir a
densidade pela pressdo hidrostatica p, ou a temperatura pela energia interna especifica
€, ou ainda utilizar a velocidade angular intrinseca em lugar do diretor /;. Algumas
destas situagGes serdo encontradas nos capitulos seguintes.

A partir dos resultados ja apresentados, temos que a inclusdo do campo diretor
em (1.6) tem por objetivo determinar uma descrigao da polarizagao em cada ponto
do fluido que seja independente dos demais campos basicos da teoria. Uma vez que a
ocorréncia de polarizacao induz naturalmente ao conceito de dipolo, concluimos que o
vetor [; define sob certo aspecto um deslocamento dipolar, no sentido dado por Green
et al. [1]. Por outro lado, devemos observar que esta caracterizagao fisica do vetor
diretor ndo restringe de maneira alguma a natureza da polariza¢ao, que permanece em

principio arbitraria.

1.3 Equacgoes de balanco

Usualmente, a determinagao dos campos basicos do material é feita por meio da
resolucao de suas equagdes de campo, de tal modo que cada solugao desse sistema de
equagoes é denominada um processo termodinamico.

Como é costume na teoria do continuo, estas equagoes de campo sao freqientemente
obtidas a partir de equacdes genéricas, ou seja, que sao independentes das propriedades
particulares do meio e sdo conhecidas como equagdes de balango. Tal procedimento é
muito pratico, pois permite isolar as propriedades caracteristicas de cada material nos

chamados termos constitutivos.

Balango de massa:
Considerando que, na auséncia de reagoes quimicas, nao ha produgao de matéria em
nenhum processo termodinamico no fluido, temos imediatamente a lei de conservagao

da massa para um volume material arbitrario u:

d
E/gdv = 0. (1.7)
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Balango de momento linear:

Seguindo o formalismo cléssico [9], [12], [17], [25], consideremos a primeira lei do
movimento de FEuler, que implica que a taxa de variagio do momento linear de um
dado volume u do material, com relagdo a um referencial inercial, deve ser igual a forga
total que age sobre esse volume. Entao, observando que a densidade do momento linear
do fluido € pv;, podemos supor que a forga total exercida sobre este é composta de
duas contribuicdes distintas. A primeira estd associada as forgas de longo alcance (em
geral de natureza gravitacional ou eletromagnética) que atuam no interior do volume
material. J4 a segunda esta relacionada com as forgas de curto alcance (ou forgas de
contato) que agem sobre a superficie s que delimita o volume u.

Portanto, segue da primeira lei de Euler que:

d
E/Q’U,‘ dv = /gf,dV + /t,’jnjdA (1.8)

onde f; é a forga externa especifica, t;; é o tensor tensdo' e n; o vetor normal a

superficie.

Balanco do diretor:

Como vimos na se¢ao 1.2, o vetor diretor pode ser encarado como um deslocamento
dipolar. Do ponto de vista dinamico, um resultado fundamental desse fato é que
podemos supor a existéncia de uma densidade de momento linear do diretor ol;, que
deve obedecer a uma lei dinamica equivalente a primeira lei de Euler.

Dessa forma, supondo que a forga total que age sobre o diretor é composta de trés

partes, obtemos a seguinte equagao de balanco:

%/uel} dV = /SH,»jnjdA + /ug(Ni+1/)i)dv (1.9)

onde as duas primeiras forgas sdo equivalentes as de curto e longo alcance sugeridas

para o balanco do momento linear (1.8) e a terceira é incluida a fim de descrever

10 tensor tensdo tem sua origem no postulado e no teorema fundamental de Cauchy [9], [10], [12],
[13], [15), [17], [25] que, em sintese, implicam no fato do vetor tensdo 7;, em um dado ponto p da
superficie s, ser definido a partir de uma aplicagio linear sobre a normal n;(p) a essa superficie, ou
seja:

7i(p) = tij(p)n;(p)-
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as forcas internas induzidas pela prépria polarizagao. Exemplos simples dessas forgas
induzidas sao proporcionados pelas interagdes moleculares que promovem as estruturas
ordenadas nos cristais liquidos, ou ainda pela atragdo entre as cargas reciprocas de um
dipolo elétrico. Em (1.9) II;; é o tensor tensio de polarizagao,? N; a forca de polarizagio
especifica (produzida por agentes distantes, em geral através de campos gravitacionais
ou eletromagnéticos), e ¥; a forca induzida especifica. E importante observar que a
presenca da forca induzida ; na equagdo (1.9) implica na existéncia de uma produgio
de polarizacao no interior do material. Nestes termos, concluimos que a densidade de
momento linear do diretor ndo é uma grandeza conservativa, podendo haver produgao
de polarizagdo em certos processos termodinamicos, mesmo sem a agao de fluxos ou

campos externos.

Balango de momento angular:
Do mesmo modo que supomos a existéncia de um momento linear do diretor,
também podemos introduzir uma densidade de momento angular intrinseco L; associ-

ada ao movimento do diretor da forma:
L,’ = Qeijkljik = gle,-. (1.10)

Desse modo, segue que o momento angular total de um fluido anisotropico deve ser
definido como a soma do momento da quantidade de movimento e do momento angular

intrinseco:

,Cfatal =/Q€ijk$j'vkdv+/[4idv=/gﬁijkwj'vkdv+/géijkljjkdv. (1.11)

Além disso, temos que o torque total que atua sobre uma por¢ao u do fluido deve

ser composto da soma dos torques das forgas de curto e longo alcance:
riotal = /fijk (zjtr +ljnk1)n1dA+/QCijk (z; fx + I;Ni) dV. (1.12)

Assim, utilizando a segunda lei do movimento de Euler [9], [12], [17], [25] que

implica na condi¢do da taxa de variagdo do momento angular total de um dado volume

20 tensor tensio de polarizagio I1;; cumpre um papel semelhante ao do tensor tensao ¢;;, devendo
portanto obedecer a um postulado e teorema equivalentes ao postulado e teorema fundamental de
Cauchy.



CAPITULO 1. TERMODINAMICA DE FLUIDOS ANISOTROPICOS 6

u do fluido, com relagdo a um referencial inercial, ser igual ao torque total que age
sobre esse volume, obtemos a seguinte equacao de balango para o momento angular

total:
d .
E/u 0 (c,-jkxjvk -+ Cijkljlk) dV =

= / (Cijkwjtkl + eijkl,-l'[kl) nIdA + / Y (eijkxjfk + fijklek) dV (1.13)

vd
E importante observar que os torques devidos as forgas induzidas nao foram consi-
derados na equagao (1.13), uma vez que, de acordo com a mecanica classica, o momento
’ . . . ’ ’ . .
angular total é uma grandeza conservativa. Isto implicara, como sera visto posterior-
mente, que os torques oriundos de forgas induzidas devem ser compensados por torques

relacionados com as forcas de tenséo.

Balancgo da energia:
A partir da consideragdo dos momentos linear e angular do diretor, podemos in-

troduzir as energias cinéticas de rotagdo e extensdo do diretor da forma:

,Cmt = / % (Cijkljik) (Cipqlqu) dv € ’Cezt = / 5%‘ (lklk)z(]v (1'14)

Por outro lado, sabemos da primeira lei da termodinamica [9], [12], [17], [25], [26]
que a taxa de variagao da energia total de um dado volume u de fluido, com relagao a
um referencial inercial, deve ser igual a soma das poténcias e suprimentos de energia
fornecidos a esse volume. Assim, considerando que as poténcias atuantes sobre o

material sdo decorrentes da agdo de forgas de curto e longo alcance:
pme = / 0 (f,-v,: + Niii) dVv + / (t,'jv,' + Hijii) n;dA (1.15)

e levando em conta o suprimento de energia por radiagao e o fluxo de calor que atravessa
a superficie s que delimita o material, temos, com o auxilio de (2), a equagio de balango

para a energia total:

%AQ{E%—%%—%E—}dV=/8(tijvi+Hijii—qj) njdA+[‘Q(fivi+Niii+T) dv
(1.16)
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onde ¢ é a energia interna especifica, pv?/2 a densidade de energia cinética transla-
cional, ¢; o vetor fluxo de calor® e r um suprimento de radiagao.

Mais uma vez observamos que as forgas induzidas nao aparecem na formulagao da
equagao (1.16). A justificativa é a mesma ja apresentada na obtengio da equagio de
balanco para o momento angular (1.13), uma vez que a energia total deve ser uma

grandeza conservativa.

1.4 Formas locais das equagoes de balancgo

Analisando as expressoes (1.7)-(1.9), (1.13) e (1.16), observamos que todas possuem

uma mesma forma geral:
%/ VdV = /(I)inidA+/EdV (1.17)

onde ¥ e ¥ sdo campos tensoriais de ordem m e ®; é um campo tensorial de ordem
m+ 1.

A relagé@o (1.17) é conhecida na teoria do continuo [9], [15]-[17] como equagdo geral
de balango na forma integral, e implica que a taxa da variagdo de uma dada pro-
priedade ¥ no interior de um volume u do material deve ser igual a soma de um fluxo
®; que penetra a superficie de contorno s e um suprimento ¥ que atua no interior desse
volume. Devemos lembrar que o suprimento ¥ é em geral constituido de duas con-
tribuigdes distintas: a primeira (X7) descreve as produgdes de ¥ no interior do fluido,
enquanto a segunda (XF) estd associada com as agdes a distancia (em geral de na-
tureza gravitacional ou eletromagnética) sendo habitualmente denominada suprimento
externo.

A partir de certas condigdes de continuidade e diferenciabilidade dos campos ¥, ®;
e X [9], [12], [15], [17], é possivel encontrar a forma local da equagao (1.17) em pontos

regulares do material. Deste modo, com o auxilio dos teoremas da divergéncia e do

30 vetor fluxo de calor tem sua origem no principio de Fourier-Stokes [9], [17], [25], [26] que,
em resumo, implica no fato do suprimento de calor h, que penetra no material por um ponto p da
superficie s que delimita o mesmo, depender exclusivamente da componente normal de seu fluxo g¢;

nesse ponto, ou seja:
h(p) = 4i(p)ni(p)

onde n;(p) é o vetor unitdrio normal & superficie.
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transporte [9], [12], [16], [27] obtemos a equagio geral de balango na forma local (para

pontos regulares):

o, 0
at 61:,-

Assim, identificando os campos genéricos ¥, ®; e ¥ da equagdo (1.17) com os

(\Ilv,- - @,') = 3. (1.18)

campos existentes em (1.7)-(1.9), (1.13) e (1.16), podemos facilmente encontrar, com

o auxilio de (1.18), as formas locais das equagdes de balango:

6v,~

9+96z,~ =0 (1.19)
. Oty
0bi = 5 *+of; (1.20)

J

) - 0
14 (€ijk33jvk + Cz‘jlcljlk) = 9 (€ijezjtm + €ijeli k) + o€ijua; fr + e€ijili N (1.21)

. OIL.
I, = i N; i 1.22
0 oz, TN+ ey (1.22)
0 (6 + v;v; + l,’l,’) = 67 (t,'j’v,' + H,’jl,‘ - qj) + ofivi + oN;I; + or. (123)
J

Por outro lado, podemos ainda simplificar as expressoes (1.19)-(1.23) através do
~ seguinte procedimento: primeiramente, multiplicamos a equagio (1.20) por €;;xzi €

entdo substituimos o resultado em (1.21). Assim, temos:

- Olly 0l;
Eijklj (Qlk — %- - QN]C) = €5k (Hkra_:c],. — t]‘k . (124)
Depois, multiplicamos a equagdo (1.22) por €;;klx, de modo que, pela substituicdo em
(1.24), obtemos a seguinte condigio de compatibilidade entre as equagdes (1.21) e

(1.22):
ol;
o€ijkljthe = €ijie | ir o= — L | - (1.25)
Por fim, a partir do produto de (1.20) por v;, de (1.22) por I;, e com a posterior
substituigao dos resultados em (1.23), podemos determinar uma equagéo de balango
para a energia interna. Assim, encontramos a forma final das equagdes de balanco

para um fluido anisotrépico:
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e balanco de massa:
s+ 02% (1.26)
4 ani = .
e balanco de momento linear:
. Oty
N ofi (1.27)
e balanco do diretor:
. 8Hz~,-
oli — == — e = ol (1.28)

J

balanco de energia interna:

8qj av,' 6l, .
ol t," - H," ,‘l,‘ = 1.29

0€ +

nao esquecendo ainda a condigdo de compatibilidade (1.25), que origina-se da con-
servagdo do momento angular total do fluido (1.21).
A objetividade (vide se¢do 2.1) da equacdo de balanco para a energia interna torna-

se mais evidente se reescrevermos (1.29) da seguinte forma:

., Oqg; l; 2 Wi
— —t;;D;; — 11 i — I, ——1 = or. 1.30
o€ + d; i Jaw]_ + o¢ j 9z; k= 0or ( )

Por outro lado, se impusermos o vinculo de inextensibilidade do vetor diretor a partir

da condigao [? = [;l; = cte., temos de (1.5) e (1.24) a seguinte equagio de balango para
o momento angular intrinseco:

Bmij
a.’L'j

onde my = €kl 111 é o tensor das tensdes de torque e C; = €;;1l; Ni. € o torque externo

gl2.§'i —

+ €kt = 0C; (1.31)

especifico. Além disso, a inextensibilidade do diretor implica na seguinte identidade:
al',- : ad,‘ . li
H,‘ja—xj - Ql/)ili =1 (H,’ja; - gt/),-a,-) com a;, = 7 (1.32)
de tal forma que, com o auxilio de (1.5) e (1.25), a equagdo de balanco da energia
interna passa a ser escrita como:

8 i av,' 65,'
5_3—- Thig, T Mg, T €k Sitjr = or. (1.33)
% J J

Portanto, (1.26), (1.27), (1.31) e (1.33) sdo as equagdes de balango apropriadas

para um fluido anisotrépico cujo vetor diretor é inextensivel.
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1.5 Relacoes constitutivas

Equages de balango da forma (1.17) e (1.18) geralmente ndo sido por si s6 su-
ficientes para determinar os possiveis processos termodinamicos que podem ocorrer
em um fluido particular, haja visto que estas equages descrevem comportamentos
comuns a uma grande classe de materiais. Por outro lado, a experiéncia mostra que o
fluxo ®; e a producio ¥ de uma dada propriedade ¥ estio intimamente relacionados
as caracteristicas especificas de cada material, através de certas fungées dos campos
termodinamicos basicos denominadas relagdes constitutivas. Além disso, é geralmente
suposto que as propriedades materiais sio independentes dos suprimentos $F que,
na pratica, sao fungdes conhecidas e definidas pelo ambiente no qual o material se
encontra.

Para determinarmos a forma explicita das relagées constitutivas, é em geral ne-
cessario explorarmos certos principios da teoria constitutiva (em especial os principios
da indiferenca ao referencial e da entropia, descritos nas se¢bes 2.3 e 2.5, respectiva-
mente), haja visto a dificuldade encontrada na determinacao de todas as propriedades
constitutivas de um dado material apenas por métodos experimentais. Em adigao,
existem algumas restrigdes impostas pela simetria do material (se¢do 2.4) que, em
conjunto com outras consideragdes constitutivas adicionais (se¢do 2.2) devem ser ne-

cessariamente obedecidas pelas fungées desejadas.



Capitulo 2

GENERALIDADES DA TEORIA
CONSTITUTIVA

Se nas aulas do Prof. Dirac ndo me sentia atraido por seus
“bra” e “ket”, lembro-me de sua absoluta obsessdo por simpli-
cidade e beleza, nas aplicagées da matemdtica a fisica. Dizia
que “freqilientemente ocorre que os requerimentos de simplici-
dade e beleza se identificam, porém, quando entram em con-
flito, o 1iltimo deve ter a precedéncia’.

G. M. de La Penha [28].

2.1 Transformacoes euclidianas

Partindo do conceito usual de referencial [9], [15], [18] e considerando que uma
mudanca arbitraria entre referenciais deve necessariamente preservar distancias e in-
tervalos de tempo, é possivel provar [15], [18] que a forma mais geral de tal mudanca

¢ dada pela transformagdo euclidiana:
t"=t+a, .'E: = Oij(t):tj + b,’(t) (21)

onde z e z; denotam uma mesma posigio medida por dois referenciais distintos, t* e
t sao os tempos medidos em cada um dos referenciais, b;(t) é a distancia relativa entre

os referenciais e @ um intervalo de tempo (figura 2.1). Além disso, O;;(t) é um tensor

11
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Figura 2.1: Exemplo de transformacéao euclidiana.

ortogonal que determina as rotagdes e inversdes que caracterizam a transformagao.!

Como conseqiiéncia, seguem as propriedades:
O,-J-ij = Oik, det(O,-j) = #+1. (2.2)

Referenciais relacionados por (2.1) sio ditos referenciais euclidianos, e dentro dessa
classificagdo encontram-se todos os referenciais inerciais e nao-inerciais. Em especial, se
bi(t) = Vit + b2, com O;;, V; e b? permanecendo constantes, obtemos a particularizacio
de (2.1) que rege as transformagdes entre referenciais inerciais, que é conhecida como

transformagdo de Galileu:
t*=t+a, z; = Oiz; + Vit + 0. (23)

Outro conceito muito importante é o da objetividade [9], [16], [18], [29]. Um escalar,

vetor ou tensor € objetivo quando transforma-se da seguinte maneira:

e* = sPe, Vi = sPO,;V;, A7 = sP0u 051 A (p=10,1}) (2.4)

1Um tensor O;; é uma transformagio ortogonal quando preserva normas e angulos (e portanto,
produto interno) [9], [10], [15], [17], [18], [29] de forma que:

O;kka;juj = viUu;.
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onde s denota o determinante de O;; (s = det(O)). Quando p = 0 dizemos que
o escalar, vetor ou tensor é absoluto (ou polar), ja quando p = 1 ele é dito azial.
Fisicamente, concluimos das expressoes (2.4) que e e €*, Vi e V", e A;; e A} sdo
respectivamente o mesmo escalar, vetor ou tensor, observados em dois referenciais

distintos.

Algumas regras de transformagao tteis
Em primeiro lugar, de (2.1) temos imediatamente a regra de transformagio para o
movimento do fluido:

113: = .'12: (XA,t*) = O,‘j.’l)j + b;. (25)
Como conseqiiéncia, segue que: .
v;“ = Oijxj + Oijvj + i)i = Oijvj + Q,’j (.’IJ; - bj) + i)i (2.6)

onde ;; = O;:0j € o tensor anti-simétrico que descreve a velocidade angular relativa
entre os referenciais.
Tomando a derivada de (2.6) com relagido a z}, podemos determinar como é a

transformacgao do gradiente de velocidade:

N N T
ax; - Olk a.’lﬁ; + Qz] - Osz]l axl + Qz]- (27)

Assim, decompondo (2.7) em partes simétrica e anti-simétrica, temos:

it O W = 0wOu Wi+ 955 (28)
am;) a.’ll;] - iy — YikU5l VWl 7] .

= D:j = O,'kOlekl e

onde D;; e W;; sao os tensores taxa de deformacio e velocidade angular local, respec-
tivamente. Portanto, apenas D;; é um tensor objetivo.

E interessante observar também as seguintes identidades:
3ij = OiOjr = O 0;1dk e €ijk = $OilOjm Okn€imn. (2.9)

A prova de (2.9b) é trivial, bastando recordar de (3) que o determinante de uma

transformacgao ortogonal arbitraria é dado por:

€ijk det(Ors) = s €ijk = €tmnO0itOjm Okn. (2.10)
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Ja com respeito aos campos termodinamicos e propriedades constitutivas que nao
estao diretamente relacionadas com o movimento e deformacao do material, algumas
consideragbes adicionais sdo necessarias. Basicamente, a experiéncia mostra que os
campos associados a interagées internas (como pressdo, temperatura, polarizagio,
fluxo de calor, etc.) ndo devem ser afetados, em geral, pelo movimento do referencial.
Desse modo, podemos presumir que o diretor, a temperatura, a densidade, o fluxo de
calor, as tensbes e a energia interna de um fluido anisotrépico devem transformar-se

como quantidades objetivas absolutas, ou seja:
t;; = 0uOjktix, I; = O0uOjllik, 7 = Oi595, IF = 0y,

q;-" = Oikqx, e =g, T =T, 0" = p, (2.11)

e portanto, com o auxilio de (1), (2), (5), (2.2), (2.5) e (2.10):

1 . 1
S: = ﬁfijkl;l; = 80k Sk + §fijkﬂkj,
oT\" _9T* 9T 8z . T do\" ., Do
(axi) ~ Ozr Oxm 0y Y 0xj’ (3;”2.) = 0 oz, (2.12)

e assim observamos que S; nao € um vetor objetivo.

E importante enfatizar que nem todos os termos constitutivos sao objetivos: a ener-
gia total é um exemplo tipico de propriedade constitutiva nao-objetiva. Entretanto,
por questoes de praticidade, procuraremos trabalhar sempre com termos constitutivos
objetivos, uma vez que estes simplificam consideravelmente o desenvolvimento das

teorias constitutivas.

2.2 Hipoteses constitutivas

No desenvolvimento de qualquer teoria constitutiva é freqiente o uso de certas
hipdteses restritivas que promovem consideraveis simplificagbes para as relagoes cons-
titutivas. Como exemplo, é usual supor que os termos constitutivos devem ser fungoes,
em principio, do mesmo conjunto de variaveis, salvo quando alguma restrigao fisica
particular impeca tal dependéncia. Esta precaugido, chamada regra da equipresenga

[18] evita que a intuicdo favoreca certas varidveis constitutivas privilegiadas.
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Em adi¢do, comumente é estabelecido que os efeitos nao-locais sao despreziveis,
ou seja, que somente os campos basicos no ponto considerado e em suas adjacéncias
é que afetam a resposta do material. Esta hipétese é denominada principio da a¢do
local e implica que as propriedades constitutivas do fluido devem depender apenas dos
campos termodinamicos basicos e seus gradientes.

Em especial, segue da acdo local que as equagdes constitutivas de um fluido genérico
devem ser fungGes tanto da densidade quanto de seu gradiente. Entretanto, existem
muitos casos de interesse onde a dependéncia constitutiva sobre o gradiente de densi-
dade pode ser descartada. Tais materiais sdo denominados fluidos simples. De forma
genérica, um material é dito simples quando a sua resposta a qualquer deformacao
pode ser determinada apenas pelo conhecimento de seu comportamento para proces-
sos de deformagao homogénea. Tal processo particular é definido como aquele onde
o tensor gradiente de deformagdo F;y = 0z;/0X 4 assume um tnico valor em toda a
extensao do corpo. Por outro lado, a partir de uma configuragdo de referéncia parti-
cular k, é possivel reescrever a equagdo de balanco de massa (1.26) em uma descrigao
material do tipo [9], [16]:

0= il (2.13)

onde J é o determinante de F;4 e p,. denota a densidade nessa configuracao de re-
feréncia. Sendo assim, facilmente podemos concluir que o gradiente de densidade é
desnecessario na descrigdo de tais materiais, haja visto que ele esta relacionado, por

(2.13), a deformages nao-homogéneas.

2.3 Indiferenca ao referencial

O reconhecimento de que as propriedades constitutivas de um dado material nao
devem depender de quem as observa é uma pratica tdo comum em nosso cotidiano que
com frequiéncia aplicamos esse conceito desapercebidamente em muitas areas da fisica
classica. Esta constatagdao essencialmente intuitiva assume importancia fundamental

na teoria constitutiva dos materiais, através do chamado principio da indiferenga ao
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referencial.?
Existem ainda algumas duvidas a respeito da generalidade deste principio, ou pelo
menos, da abrangéncia das formulagoes encontradas para ele na literatura. Dois pontos

especialmente polémicos sdo:

1. Sobre a origem da invariancia. Como observado por Truesdell & Noll [18],
existem duas formulagGes correntes do principio da indiferenga ao referencial
que sao fundamentalmente distintas: a primeira (por vezes denominada forma
de Hooke-Poisson-Cauchy) afirma que as equagdes constitutivas devem ser invari-
antes com relacdo a rotagdes de corpo rigido do material. A segunda (por vezes
denominada forma de Zaremba-Jaumann) supde uma invariancia das equagdes
constitutivas com relagdo a mudangas arbitrarias do referencial (ou seja, do ob-

servador).

Uma vez que a primeira forma envolve apenas rotagoes de corpo rigido, en-
quanto que a segunda considera rotagGes e inversdes de um observador externo,
concluimos que uma equagao que satisfaca a segunda forma necessariamente sa-
tisfaz também a primeira, mas ndo o contrario. Deste modo, a fim de garantir a
compatibilidade das equages constitutivas com ambas as formulagoes, adotare-

mos neste trabalho a forma mais restritiva de Zaremba-Jaumann.

2. Sobre a validade do principio da indiferenga ao referencial para sis-
temas em rotagao. Tem sido discutida por alguns autores [30]-[34] a possibi-
lidade de uma violagdo, prevista pela teoria cinética dos gases, do principio da

indiferenga ao referencial para sistemas em rotacao.

Sabemos que a indiferenca ao referencial ndo é um principio geral da fisica. Nao
podemos exigir, por exemplo, que as equagdes constitutivas de um gas rela-
tivistico sejam as mesmas em qualquer referencial, inercial ou ndo. Apesar disso,

é esperado que este principio seja inevitavelmente valido para todos os processos

20 principio da indiferenga ao referencial é também denominado principio da objetividade material
por alguns autores. Uma sintese histérica deste assunto pode ser encontrada em Truesdell & Noll

[18].
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classicos admissiveis em um meio continuo, onde siao respeitadas as seguintes

condigoes:

(a) O comprimento caracteristico do processo é muito maior que o livre caminho

médio molecular do material.

(b) A freqliéncia caracteristica do processo é muito maior que a freqiiéncia

média de colisGes de uma molécula tipica do material.

Com estas exigéncias, conseguimos tornar as teorias constitutivas aqui desen-

volvidas imunes a quaisquer criticas relativas a validade dos principios utilizados.

A determinagao das restricbes impostas pela indiferenga ao referencial ndo é um
processo trivial, sendo que o leitor interessado em maiores informacgées deve recorrer
a literatura especializada [9], [12], [16]-[18]. Como simples ilustragdo de como este
principio opera sobre as equagdes constitutivas, tomemos o exemplo do tensor tensio
de um meio elastico. Uma vez que, neste caso, o unico campo basico é o movimento

z;(Xa,t) do material, segue do principio da agio local que:
t,'j =T (:Ek, FkA) (214)

onde Fis(Xa,t) = 0zr/0X4 denota o tensor gradiente de deformagio. Agora, da

secao 2.1 temos as regras de transformagao:
t;; = OuOjitrr, Fy = O;jF;a e z; = Oz + b;. (2.15)
Por outro lado, temos do principio da indiferenga ao referencial a seguinte condigao:
735 (@ Fa) = 7ij (zho Fa) - (2.16)
Porém, como t;; = 7;; (xk, Fra) e t}; = 775 (2%, Fi4), segue de (2.15) e (2.16) que:
Tij (Ori + by Okt Fra) = OipOiqTpg (Tky Firea) - (2.17)

Uma vez que (2.17) deve ser valida para quaisquer vetor b; e transformacdo ortogonal

O;;, podemos fazer a escolha particular O;; = §;; e b; = —z;, de tal modo que:

Tij (@, Fea) = 735 (0, Fea) - (2.18)
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Portanto temos, como conseqiiéncias do principio da indiferenga ao referencial:

t,'j = T,'j (FkA) com T,'j (Ok[F[A) = inququ (Fch) . (2.19)

2.4 Simetria material

Um mesmo corpo, quando observado em duas configuragoes de referéncia distintas,
em geral nao responde de maneira idéntica a uma mesma seqiéncia de processos
termodinamicos. Entretanto, isto por vezes pode ocorrer, indicando que o material
em questao possui algum tipo de simetria que torna essas duas configuragoes indis-

tingtliiveis (figura 2.2). Formalmente, este fato significa que deve existir um certo

(@) (b)

Figura 2.2: Exemplo esquematico de duas configuragdes indistingiiiveis (a) e (b) para
o caso de um material com estrutura cristalina ciibica, relacionadas por uma rotagao
de 90° em torno de seu eixo cristalino 1.

conjunto de configuracoes que o material pode assumir sem alterar suas propriedades
constitutivas. Com efeito, se um ponto material que estd na posicao X4 com respeito
a uma dada configuracao de referéncia « € identificado numa posigao Xg com relagéo a
uma outra configuracdo de referéncia &, entdo podemos determinar a seguinte relagdo

entre estas duas configuragoes:

X4 = X4(XB) (2.20)

de tal modo que encontramos a seguinte relagio para os seus respectivos tensores taxa

de deformacgao:

Fip = FigHpy onde Hpy= Z);j-

(2.21)
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Por outro lado, considerando uma relagiao constitutiva como a obtida para o tensor
tensao de um material elastico (2.19), podemos observar que, se k e & sdo duas con-

figuracoes indistingiiiveis, entao:
Tij (Fra) = 7i; (FipHBa) . (2.22)

O conjunto das transformacées que relacionam as configuragoes indistingiiiveis de
um dado material constituem o chamado grupo de simetria G [35] (ou ainda grupo
de isotropia [18]) do mesmo. Transformagdes de simetria sao em geral unimodulares,?
caso contrario ocorreriam algumas conseqiiéncias desastrosas, como a invariancia das
propriedades materiais com relagdo a dilatagdes arbitrarias [36].

Genericamente, os grupos de simetria podem ser divididos em trés categorias [37]:

Simetria isotrépica: E a mais conhecida, sendo seu respectivo grupo de simetria
todo o grupo das transformacées ortogonais O(3). Portanto, as propriedades
constitutivas de um meio isotrépico sdo invariantes com relagao a inversoes e

rotagoes de corpo rigido do material.

Simetria hemitrépica: O seu grupo de simetria é todo o grupo das transformagoes
ortogonais proprias SO(3). Assim, um meio hemitrépico possui fungées consti-
tutivas que sdo invariantes somente com relagdo a rotagdes de corpo rigido do

material.

Simetria anisotrépica: Também denominada aelotrdpica [25], agrega todos os gru-
pos de simetria que possuem certas diregdes, linhas ou planos preferenciais.
Em especial, entram nesta categoria os materiais ortotropicos, transversalmente
isotrépicos e certas classes de sdlidos cristalinos (triclinicos, monoclinicos, r6m-

bicos, etc.).

E importante observar que tanto os materiais isotrépicos quanto os hemitrépicos
nao apresentam direcOes preferenciais. Na pratica, isto faz com que a distingao entre

estas duas simetrias seja, em muitos casos, consideravelmente dificil. Esta dificuldade

3Uma transformagao é dita unimodular quando o médulo de seu determinante é unitario.
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pode ser facilmente percebida a partir dos diferentes conceitos de isotropia encontrados
na literatura, que muitas vezes induzem a uma fusdo das simetrias hemitrdpica e
isotropica. Um caso tipico é o da defini¢do de isotropia a partir da premissa de que
a resposta de um material isotrépico nio é afetada por rotagdes de corpo rigido. Tal
conceito é especialmente infeliz quando aplicado na descrigdo de cristais liquidos, por
exemplo.

Para ilustrar algumas das restri¢bes impostas pela simetria material, tomemos o
exemplo da relagdo constitutiva obtida para o tensor tensio de um material elastico
(2.19). Combinando entido as restri¢des impostas pelo principio da indiferenca ao

referencial (2.17) e pela simetria material (2.22) obtemos:*
Or(F)OT =  (OF) = 7 (OFH). (2.23)

Além disso, somos livres para fazer a identificacio H = O7, desde que a transformacao

ortogonal O pertenga ao grupo de simetria G do material. Logo:
O (F)O” = r (OFO") VO eGnogE). (2.24)

Agora, supondo que o material em questdo é um meio isotrépico,® podemos utilizar
o teorema da decomposig¢do polar [9], [15] para reescrever o tensor taxa de deformagéo
como F = VR, onde V é um tensor simétrico que caracteriza as deformacoes ao longo
de trés eixos perpendiculares quaisquer no interior do material e R um tensor anti-
simétrico ortogonal que define uma rotagio de corpo rigido destes eixos. Dai, fazendo

a escolha H = RT, temos de (2.22):
r(F)=7(V)=+(B) (2.25)

onde B = FFT = V'V, denota o tensor objetivo (absoluto) conhecido como tensor de
Cauchy-Green a esquerda [9], [15], [16].
Assim, podemos concluir que o principio da indiferenca ao referencial, aliado a

simetria isotropica do meio, implicam que o tensor tensdo do respectivo material deve

4Por simplicidade, utilizaremos nesta se¢io uma notagao fechada.
®Neste caso, segue que G = O(3) e portanto devemos ter H € O(3).
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ser uma funcao isotropica da variavel objetiva B, ou seja:
t=#(B) com OF(B)O" =#(0BOT). (2.26)

Embora este exemplo seja bastante simples, algumas simetrias materiais podem
tornar o procedimento acima consideravelmente complexo. Todavia, é possivel encon-
trar algumas relagées muito tteis entre fungdes isotrdpicas e certos casos anisotropicos
e hemitrépicos, como as apresentadas por Liu [37]. Sendo assim, somos capazes de

obter os seguintes resultados:

Sejam F, U e A propriedades constitutivas objetivas escalar, vetorial e
tensorial, respectivamente, de um dado fluido. Entao segue, como con-
sequéncia do principio da indiferencga ao referencial associado a simetria do
material, que devem existir fungdes £, U e A, escalar, vetorial e tensorial

respectivamente, tais que:

1. Se o fluido é isotrépico (hemitrépico), entdo £, U e A devem ser
fungdes constitutivas isotrépicas (hemitrépicas) das variaveis objeti-

vas escalar e, vetorial u e tensorial a, isto é:

S(OaOT,Ou,e) = &(a,u,e)

0@3)

som) %)

U (0aO”,0u,e) = OU(a,u,e) VOE{
A(OaOT,Ou,e) = OA(a,u,e)O7

2. Se o fluido é transversalmente isotrépico® segundo o grupo de simetria
G ={0 € 0(3),0n = n}, entdo £, U e A devem ser fungoes consti-
tutivas isotrépicas do vetor diretor n e das variaveis objetivas escalar
e, vetorial u e tensorial a, ou seja:

£ (OaOT, Ou,On, e) = &(a,u,n,e)
u (OaOT, Ou,On, e) = OU(a,u,n,e) VO e€O0O(3). (2.28)
A (OaOT, Ou,On, e) = OA(a,u,n,e)07

6Um material transversalmente isotrépico é, em esséncia, aquele que apresenta uma diregao pre-
ferencial, definida pelo vetor unitirio », de modo que suas propriedades sdo isotrépicas em planos
perpendiculares a uma dada diregio caracteristica.
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2.5 Principio da entropia

Assim como a energia assume um papel central na formulagido da primeira lei da
termodinamica, a entropia é a quantidade fundamental para a segunda lei, que reflete
o fato dos processos termodinamicos serem em geral irreversiveis. Ao contririo da
energia total, a entropia total de um corpo ndo é uma grandeza conservativa. Mais
precisamente, a experiéncia mostra que a irreversibilidade dos processos dissipativos
esta intimamente associada a produgao de entropia, sendo sua taxa de variagao descrita

por uma equagdo de balango integral do tipo [38]:

d
! / on dV + /¢midA = / (o + 0s)dV (2.29)
cuja forma local é dada por:
., 0d;
on + 5% =0+ ps (2.30)

sendo que a entropia especifica 1 e o fluxo de entropia ¢; sdo propriedades constitutivas
objetivas, ou seja:

=7 e ¢; = 0i;; (2.31)

e onde s é um suprimento externo de entropia. Além disso, o denota a densidade de
produgio de entropia, que pela segunda lei da termodinamica, deve ser uma quanti-
dade nio-negativa. Em particular, quando ndo ha produgio de entropia temos que o
processo é reversivel. Logo, a equacdo (2.30) pode ser reescrita na forma da desigual-
dade entrdpica:

. 0d;
on + 3

—0s >0, (2.32)

i
que deve ser identicamente satisfeita por qualquer processo termodinamico. Esta
exigéncia, conhecida como principio da entropia, impoe severas restrigoes as relagoes
constitutivas.

A determinagdo dessas restrigoes pode ser consideravelmente simplificada pela
adocao de um procedimento algébrico, proposto por Liu [39], denominado método dos
multiplicadores de Lagrange. Para descrevé-lo sucintamente observamos em primeiro

lugar que, apds a inclusdao das relagoes constitutivas nas equagdes de balanco e na



CAPITULO 2. GENERALIDADES DA TEORIA CONSTITUTIVA 23

desigualdade entrépica, obtemos um sistema do tipo:

S Au (V) X+ B. () =0 (2.33)
b

onde ). denota as varidveis constitutivas e X} os termos independentes, isto é, as de-
rivadas espaciais e temporais dos campos bésicos que nao sio varidveis constitutivas.
Nestes termos, a exploragdo do principio da entropia reduz-se a determinagido das
restricdes impostas a matriz Ay, € o vetor B,, de modo que toda solugio (X3, ).) do
sistema (2.33) seja compativel com a desigualdade (2.34). Por outro lado, de acordo
com o lema de Liu [39], isto é equivalente a afirmar que deve existir um vetor A, ();)

tal que a desigualdade:
Y o Xy+ 8= Au(AwXs + By) >0 (2.35)
b b

seja valida para todo X}, sendo os A, denominados multiplicadores de Lagrange.

Por fim, devemos lembrar que existem certos processos reversiveis altamente esta-
veis que despertam particular interesse, pois sdo tuteis na caracterizagdao do equilibrio
termodinamico do material. Sabemos que a entropia tende a crescer em um corpo
que ndo altera sua energia, até atingir um maximo no equilibrio. Entretanto, uma
descri¢ao precisa de quais processos podem ocorrer no equilibrio é algo consideravel-
mente complexo [26], [29], [40]. Todavia aceitaremos, por defini¢do, que as condicoes
necessarias para a manifestagio do equilibrio sdo a conservacido da entropia, a uni-
formidade da temperatura e o movimento de corpo rigido do fluido [16], [29], [40].

Dessa forma, concluimos que:

o |g=0, or =0, Dijlg=0 e Ii|g=0 (2.36)
3:1:,' E

onde |g denota o valor da respectiva quantidade no equilibrio.



Capitulo 3

TEORIA CONSTITUTIVA PARA
FLUIDOS POLARES

Before our eyes opens forth now the splendid prospect of
three-dimensional kinematics, the mother tongue for man’s
perception of the changing world about him. Its peculiar and
characteristic glory is the vorticity vector, for whose existence
it is both requisite and sufficient that the number of dimen-
sions be three.

C. Truesdell [41].

3.1 Introducao

H34 algum tempo evidéncias experimentais ja indicavam certas anomalias no com-
portamento de diferentes fluidos newtonianos, nas proximidades de superficies solidas
[42], [43]. Mais recentemente, algumas peculiaridades foram observadas no espectro da
luz espalhada por alguns liquidos viscosos, como por exemplo quinolina e nitrobenzeno
[44], [45]. Em ambos os casos, tais fendmenos tém sido atualmente creditados a efeitos
mecanicos promovidos pela rotagdo das particulas (moléculas ou matéria sélida em
suspensao) que constituem a microestrutura do material.

A fim de tratar formalmente tais fenomenos, é freqlientemente utilizada a teoria

dos fluidos polares, cuja caracteristica fundamental reside na inclusdao de uma variavel

24
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cinematica independente (mais precisamente a velocidade angular intrinseca, definida
em (1.5)) ao conjunto de campos basicos da teoria newtoniana (o, T,v;).! A inde-
pendéncia da velocidade angular intrinseca acarreta em possiveis assimetrias no tensor
tensdo [20] e portanto, no surgimento de torques no interior do fluido.

Esta teoria tem aplicagbes, por exemplo, na descri¢ao de suspensdes, fluxo turbu-
lento, fluidos macromoleculares e filmes lubrificantes. Na verdade, como veremos na
secao 3.8, mesmo as pequenas microestruturas de liquidos que se comportam usual-
mente como fluidos newtonianos podem tornar-se relevantes em ocasides especificas,
desde que as dimensGes do problema considerado sejam suficientemente pequenas
(como ocorre, por exemplo, nas duas situagdes expostas no inicio desta se¢ao).

O primeiro grande impulso para o desenvolvimento desta teoria ocorreu com o
célebre trabalho de Grad [47], no qual foram introduzidas as equagdes constitutivas
lineares para fluidos polares isotropicos. Apéds isso, estas mesmas equagdes foram
obtidas ou estudadas por diferentes autores [20], [23], [24], [46], [48]-[53] através de en-
foques distintos. Motivado por similaridades entre os fluidos polares e cristais liquidos,
Leslie [54]-[56] propds uma teoria constitutiva hemitrépica para fluidos polares, com
a inten¢io de estudar possiveis acoplamentos termo-mecanicos. Ja Ailwadi, Berne &
Forster [45], [57] associaram efeitos no espectro do espalhamento de luz de certos flui-
dos viscosos com a parte anti-simétrica do tensor tensdao de um fluido polar. Por outro
lado, a aplicagdo dos fluidos polares na descricdo do fluxo sangiiineo, como sugerido

por exemplo por Ariman [58], foi criticada por Cowin [59].

3.2 Simetria material

Um fluido polar nio é necessariamente um material isotrépico.? Parece ter sido
Leslie [54]-[56] o primeiro a enfatizar tal fato, utilizando equagbes constitutivas hemi-

tropicas para fluidos polares.

!Embora o termo fluido polar seja o mais utilizado para designar estes materiais, certos autores
tém utilizado também outras expressdes, como por exemplo: fluido com microestrutura [20], fluido
micropolar [24], fluido de Cosserat [46] ou ainda hidrodindmica assimétrica (confira em Cowin [23]).

2E recomendado um certo cuidado com o conceito de isotropia, pois ele é por vezes utilizado com
diferentes conotagdes. Alguns comentdrios a respeito podem ser encontrados na segao 2.4.
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Sucintamente, podemos explicar a relagao existente entre a teoria dos fluidos po-
lares e a dos anisotrépicos do seguinte modo: existem diregdes privilegiadas em um flui-
do anisotrdpico, que sdo promovidas por uma microestrutura relativamente ordenada
das particulas que constituem o material (moléculas ou matéria sélida em suspensio)
e que chega a atingir propor¢ées macroscopicas. Tal organizagiao, denominada ordem
de longo alcance, pode ser produzida tanto por agentes internos, através da interagio
entre particulas, quanto por externos, pela acao de campos. Acontece porém que essa
microestrutura ordenada é freqientemente dependente da temperatura. Assim, para
temperaturas suficientemente altas, a desordem provocada pela agitacao térmica vence
as forcas promotoras da organizagio, permitindo apenas uma ordem de curto alcance
(microscépica). Desse modo, o material deixa de possuir diregoes preferenciais, depen-
dendo materialmente apenas da rotagao intrinseca das particulas, e ndo mais de suas

orientagdes no espaco (figura 3.1).

(d) ()

Figura 3.1: Representagiao esquematica de trés simetrias materiais distintas: (a) sus-
pensdo isotrépica de particulas esféricas; (b) suspensdo nematica (transversalmente
isotrépica) de particulas elipsoidais; (c) suspensio isotrépica de particulas elipsoidais.

Dessa maneira temos, por exemplo, que um fluido que em temperaturas relativa-
mente baixas é transversalmente isotrépico (fase nemdtica) passa a comportar-se em
temperaturas mais elevadas como um fluido polar isotrépico (fase isotropica). Entre-
tanto, materiais com microestruturas mais complexas podem nao apresentar neces-
sariamente o mesmo comportamento [55]. Nestes casos, pode ser justificado o uso de

fungdes constitutivas hemitrépicas como as de Leslie [54] e Faria & Kremer [53].
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3.3 Sobre a equivaléncia entre as teorias para
fluidos polares e anisotropicos

Do ponto de vista da teoria do continuo, um fluido polar pode ser considerado uma
particularizacdo do modelo de continuo proposto pelos irmaos Cosserat, no inicio deste
século [19], [20], [23], [60]. Sucintamente, o continuo dos Cosserat é caracterizado pela
introducdo de um triedro de vetores diretores (d;,d2,ds;) em cada ponto do fluido,

de tal maneira que:

da,' = da,'(XA,t) (a = 1,2,3) (31)

denota o campo de diretores do material.
Para obter a teoria dos fluidos polares a partir do continuo dos Cosserat, sao

geralmente impostas as seguintes hipSteses [20], [23]:

1. Em qualquer instante de tempo, o triedro de diretores é ortonormal (e portanto,

indeformavel).

2. A velocidade angular do triedro é denotada pelo vetor axial S; do tensor rotagao

G,’j:
S = -;-ijij, onde Gi; = daidaj- (3.2)

Da primeira hipétese, obtemos seis restrigoes:
doidgi = 8ag (3.3)

de tal forma que o campo de diretores, que originalmente era composto de nove com-
ponentes independentes (d,;), passa a ser descrito por apenas trés (d;) como pode ser
visto na figura 3.2. Estas por sua vez podem ser utilizadas para definirmos o vetor
raio de girag¢do R;:

di
V2

onde Z denota uma densidade de momento de inércia caracteristico da microestrutura

Ri=R com R;R; = R* =TI/o = cte. (3.4)

do fluido. Deve ser enfatizado que nao estamos interessados na dire¢ao do vetor raio
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Figura 3.2: O triedro rigido de diretores de Cosserat d,; e o vetor d;, resultante das
restrigbes (3.3), para uma rotacio em torno de d;.

de giracdo, mas sim em sua velocidade angular, que a partir da segunda hipotese, é

dada por:

1 1 . 1 .
S; = §€ijkaj = ifijkdajdak = ’ﬁfiijij' (35)

Portanto, comparando esta analise com a teoria descrita no primeiro capitulo,
é facil concluir que um fluido polar pode ser tratado satisfatoriamente pela teoria
dos fluidos anisotrépicos, através da condigao adicional de inextensibilidade do vetor

diretor e a associagao:

li = R;. (3.6)

E importante compreender o significado fisico da velocidade angular intrinseca,
definida em (3.5). Para tanto, devemos primeiramente lembrar que uma das caracte-
risticas fundamentais da teoria dos fluidos polares é a existéncia de uma densidade
de momento angular intrinseco L; associada ao movimento de rotacdo das particulas
(moléculas ou matéria em suspensio) do fluido. Uma vez que o momento angular é
uma quantidade aditiva, naturalmente concluimos que L; pode ser definido como a
soma dos n momentos angulares microscépicos de um volume unitario do fluido, de

modo que:
n

Li=)"1" (3.7)

y=1
onde "I e 7g; denotam o momento de inércia e a velocidade angular da 7y-ésima

particula, respectivamente. Supondo agora que todas as particulas sio de mesma
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espécie, com massa m e momento de inércia I, temos entao de (3.7) que:
n
L; = mr? Z KR (3.8)
y=1
onde r = y/I/m é o raio de giragdo microscépico.
Por fim, considerando a hipétese de que a densidade do fluido esta diretamente

associada a densidade do nimero de particulas através da relagio:
0 =nm (3.9)

temos entdo de (3.8) que:
=75
Li=por?y —. (3.10)
y=1 T
Por outro lado, de acordo com (1.10) e (3.6), o momento angular intrinseco de um
fluido polar pode ser definido como L; = gpR2S; de modo que, por comparagao com

(3.10), encontramos finalmente as relagoes:?

nove

Y
Si=) —, R=r, e portanto, I =nl. (3.11)

—n

=1

Sendo assim, descobrimos que a velocidade angular intrinseca S; descreve, como ja
era esperado, o movimento de rotagio de uma particula tipica, uma vez que (3.11a) é
obviamente uma média sobre as velociades angulares ”;. Por outro lado, concluimos

também que R é justamente o raio de giragdo microscopico, sendo portanto uma

constante material.

3.4 Equacoes de balanco

De (1.26), (1.27), (1.29) e (1.31), obtemos imediatamente as seguintes equagdes de

balango para os fluidos polares:

3A velocidade angular intrinseca pode ser igualmente definida para materiais onde a hipétese (3.9)
nao é valida (veja, por exemplo, a definigdo utilizada por Gaio e Kremer [52]). Nestes casos, devemos
primeiramente definir uma densidade parcial para as particulas g, = nm que passa a ser um campo
basico adicional da teoria, para entdao encontramos:

n
s =2y s

n
e y=1

que pode ser encarada como uma velocidade angular intrinseca efetiva. Esta generalizacdo da teoria
dos fluidos polares, embora nao seja abordada neste trabalho, pode ser muito itil na descrigao de
suspensoes [61].
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e balango de massa:

Bv,-

o+ 050 = 0, (3.12)
e balanco de momento linear:
o= 52 = of, (313)
¢ balango de momento angular intrinseco:
QRZSi — (%maf + €ijitjx = 0Ci, (3.14)

e balanco de energia interna:

a(ﬁ 3v,~ 65’1
e+ — — tij=— — mij— — €;;xSitjk = or. 3.15
4 + s . J aiL'j ijk ik [ ( )
Além disso, temos do principio da entropia (secdo 2.5) que qualquer processo ter-
modinamico em um fluido polar deve necessariamente satisfazer a seguinte desigual-
dade entroépica:

., 09
on+ 27— —0s >0, (3.16)

Oz

)

onde os termos constitutivos n e ¢; denotam, respectivamente, a entropia especifica e

o fluxo de entropia.

3.5 Funcoes constitutivas

Motivados pelas equagbes da se¢ao anterior, consideraremos neste capitulo o se-

guinte conjunto de campos basicos:

o(z:,t) densidade,

T(z;,t) temperatura, (3.17)
vi(zi,t) velocidade,
Si(zi,t) velocidade angular intrinseca.

A partir da regra da equipresenca e do principio da acdo local (se¢do 2.2), encon-
tramos a seguinte forma geral para os termos constitutivos das equagoes (3.12)-(3.16):

69 oT 61),' BS,
{ti.ﬂ ml.ﬁe’ 95N, ¢1} - f (97 T, Vs, Su 8_171', a_l'i, a_.'lfj, a_xj) . (318)
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Além disso, iremos supor que o material em questao é um fluido polar ndo-simples
e hemitrdpico (secdes 2.2 e 2.4, respectivamente). Esta caracterizagio justifica-se pelos

seguintes fatores:

1. As consideragoes de simetria expostas na segao 3.2 enfatizam a possivel utilidade

de uma teoria mais abrangente que a isotrdpica.

2. Os gradientes de densidade sdo tteis na descrigao de efeitos de superficie, como

os encontrados por Leslie [54].

3. Segundo Maugin [62], o raio tipico de influéncia do gradiente de densidade
é da ordem de 107®m. Por outro lado, esta é freqiientemente a ordem de
grandeza dos comprimentos caracteristicos dos fenomenos relacionados com o
movimento de rotagdao intrinseca da microestrutura dos fluidos polares. Na
pratica, estes fenomenos tém sido observados em experiéncias cujos comprimen-

tos caracteristicos sio da ordem de até 10~"m [43]-[45].

De acordo com as regras de transformacgao apresentadas nas segoes 2.1 e 2.5 temos:

* *

n=n  &=¢  q=0uxq ¢ =0udk,  t;=0a0jty,

m; =€ l*H;j = SOirOpmqufrmnopklkOqujsHIs = SOirOjsmrs’ (319)

i ipg’p
de modo que, pelo principio da indiferenca ao referencial aliado a simetria material
do fluido (se¢bes 2.3 e 2.4, respectivamente), concluimos que os termos constitutivos
indicados acima devem ser fung¢bes hemitrépicas de variaveis objetivas. Por outro lado,
temos da secdo 2.1 que as varidveis constitutivas listadas em (3.18) transformam-se

segundo as relagoes:

do\” G, :
" =o, ( 9) = Oij e Uf=0ijvj+9ij($;—bj)+bi,

a_:L',' ija_mj,
x . 1 oT\" oT
T = T, SZ- = SOiij - §6ijkﬂjk, (-az) = O,ﬁja—xj, (3.20)
aS; 05k

D}; = O40; Dy, Wi = 005 Wi + 5, <6mj) = SOikOjlb—wl—.
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Assim, concluimos que as func¢ées em (3.19) ndo podem depender explicitamente das
variaveis v;, S; ¢ W;;, uma vez que estas quantidades ndo sdo objetivas. Entretanto,
podemos resgatar ainda uma dependéncia indireta sobre S; e W;;, através da definigdo
da velocidade angular relativa:

K;=S;— % (3.21)

onde w; = €;jxWi; é a vorticidade do fluido [41]. De (3.21) é facil observar que, quando
o material realiza um movimento de corpo rigido, K; = 0. Ja por (3.20), verificamos

que a velocidade angular relativa é um vetor objetivo axial, isto é:
K: = SO,'J'I{]'. (3.22)

Desse modo, obtemos finalmente a seguinte dependéncia funcional geral:

0o OT as,-)

zj, a_mj (3.23)

{tij,mijalfa%’l, ¢z} = g (Q,T Kz, 6 a

Em adigao, consideraremos apenas relagoes constitutivas lineares nos campos Kj,
0¢/0xz;, 0T |0x;, D;; e 0S;/0z;. Como veremos oportunamente, esta hipétese reflete
a relativa suavidade dos campos basicos da teoria dos fluidos polares, especialmente
para processos préximos do equilibrio. Com efeito, aplicando os teoremas de Liu [37]
em conjunto com as tabelas de representagao para funges isotrépicas existentes na

literatura [9], [63]-[65], podemos encontrar as seguintes expressoes:

0Sk
ty; = (P|E —vDy — 01— E ) 8ij +2pDyi; + 2me i K+
a2S; oT 0
+(d2 + 193)'8— + (92 — 193) 3 + 194€z1ka + 195€Uka 0 (3.24)
0S;
mg;; = mIE - £1Dkk - aa 61] + 2§2D13 + 26361_7k1\k+
05; 0S; oT ag
+(/6 + 7) a.’l?] (,6 - )b_- + 6462_7/66 + 5561_71‘: (325)
3T 0Sk 0
qi = a + X1€ijk 7 — a + 2X2K + X3 a:f (3'26)
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T 0Sk Jdo
¢z - 908:1:, + Clezjk‘a?j + 2(2Kz + Csa.’l,‘,', (327)
a5, a5,
77=77|E+Llek+L2—-—k e 5=5|E+w1Dkk+w2_li, (3.28)
oz, Oz,

onde cada um dos coeficientes escalares é, devido a linearizagao, fungio apenas de g e

T.

3.6 Exploracao do principio da entropia

Considerando, por simplicidade, a inexisténcia dos campos externos r, s, f; e C;,*
segue do método dos multiplicadores de Lagrange (secdo 2.5) que a seguinte desigual-
dade deve ser valida para qualquer processo termodinamico:

843,- 6v,~ 8t,~~ . 8m,~
) — A% — AV | p0; — —2) — A} | oR2S; — Lt oeirtin | —
% Be; Ot 0 ) TN\ T By ) T\ 0T g, T ki

0q; Ov; d5;
—AN | oe + 7— —tijm— —myj— — €ijkSitik | >0 3.29
(" T 2 " iBa;  Mgg, J’“) =% (3-29)
onde os multiplicadores A?, A®, AY e A? sdo fungdes das mesmas variaveis apresentadas

em (3.23).

Introduzindo as representacdes (3.24)-(3.28) em (3.29), obtemos entdo uma de-
sigualdade que € explicitamente linear nas derivadas:

% @ % 8_T_ aD,'j 6251' 629 82T 825k
ot’ot’ ot’ ot’ ot '’ 6:12jat, 6:17,'8.1:]" 6(1),’8111_1" (‘h,@:cj'

(3.30)

Uma vez que estes termos sio arbitrarios, segue que seus respectivos coeficientes devem

ser nulos. Dessa forma, obtemos as seguintes condigoes:

A =0, A =0, (3.31)
on Je A° on Oe
[E— AE— = — —_— AE— = 3.32
do 0o o’ oT oT 0 (3:32)

“De acordo com as consideragdes da segdo 1.5, os suprimentos externos nio devem interferir na
forma das relagbes materiais, de modo que estes podem ser desprezados, sem perda de generalidade,
no desenvolvimento da teoria constitutiva.
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on Oe dn Oe
—A° = — A° =0
ap; “Nap; " a5, Mas, O
09 Oq( 09 0q
Y Chia (g e (g
dej) Do) aT; 9T,
0p; | 0; e 94 | Og;\ _
(ask,j + ask,,-) A (ask,j t 95, =Y
onde foram usadas as convengdes de notagao:
oT Do dS;
T,‘ =, P = = .
’ 8mi e 8:::,— © 5 J ij
De (3.34) temos:
Cg = AEX3 € @Y = —A°k
de modo que A® = A%(p,T). Assim, segue de (3.33) que:
0 7]
(n—A%€)=0 e (n—A%)=0

oD;; dSi;

indicando que a diferenga n — A°c deve ser uma funcao apenas de p e T

34

(3.33)

(3.34)

(3.35)

(3.36)

(3.37)

Logo,

assumindo que JA®/IT # 0, segue de (3.32b) que € = ¢ |g (o,T), e portanto, n =

n e (0,T). J& (3.35) é identicamente satisfeita pelas representacées (3.26) e (3.27).

Desse modo, utilizando a definigao g; = ¢; — A°q;, obtemos:

aS
gi = ¢16ijka—k + 21, K;;

T
onde

¥1(o, T)=(G-Axa € ¢2(Q,T) = (2 — Axa.

Assim, resta ainda a seguinte desigualdade residual:

o = Ahy (5 — N (aT

2
5 \2 € ?_ ) 2

(3.38)

2 S \? S \? oA [ 00 \?
e ) () oot e () 7 ()

a$j> 39 axi

N OA® . oT . 0, 0A® R oT -
+2 (—a—T— +X1"ﬁ - A 64) %23 +2 (-B—T +X2'3—T +A 194) a_xil\z‘l'
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aS, 0S<;
A7 (014 6) + 300+ €] Gt Die + 2N (s + )5 Dess— (339
>
S 2 9
LN (0 4 )% K42 D 4y ONT peg,) 22 S (2 = Aml) -
3 ag 0
OA° DA\ Do OT (0w . OA° .. \ Do,
+(X36T K 89)6@8:6,' +2(ag Txag, A "5) P

— (0A® + A°p|g) D > 0,

onde 22,‘ = e,-jkaSk/axj.
Por outro lado, recordando que a densidade de produgao de entropia deve ser uma

quantidade ndo-negativa (segdo 2.5), concluimos por (3.39):
min[o (¢, T, 04, Ki, T, Dy, S,.,j)] =0 (p,T,0,0,0,0,0) = clo =0 (3.40)

onde |o denota o valor da respectiva fungdo quando p;, K;, T, D;; e S;; sao todos

nulos. Assim, da condi¢do de minimo, temos:

do 0o 0o 0o 0o
S L L =0, =0, (341
0D;; o ’ 05; o ’ 0K; o 0T ; o (?g,, o ( )
além de [9], [66], [67]:
det (=271 ) >0 de X, = {K;,Ts, 0., Dij, Si;} (3.42)
€ BXaaXb . Z onde A, = iyd iy 0siy Uiy Oi,5f- .
De (3.41a) e (3.41b) segue que:
G
ple = e e m|g = % (3.43)
Combinando entéo (3.43a) com (3.32), obtemos:
dny = A (de _ s d9> (3.44)

de modo que A® pode ser reconhecido como um fator de integracdo da forma pfaffiana
{de—(p|e/0?) do} [68]-[70]. Por outro lado, esta mesma forma diferencial é encontrada
na equagao de Gibbs da termostatica [71], onde o fator de integracdo é justamente o
inverso da temperatura. Logo:

A = (3.45)

1
T
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resgatando assim a forma usual da equagao de Gibbs.

Ja de (3.42), temos as relagdes:

s = T%—ﬁl, U5 = —T% e x3=0 (3.46)

além das desigualdades:

520,  (a426)20, 4B 2(E+0),

9 2
4’77!' 2 (63 + 193)2, 4!‘9’)’T Z (Tz% - X1— T£4) y (347)

4kmT > (Tz% —x2 + T194>2,
1(v43u) (a4 36) 2 [@+0) 45 +192)]2.

Desse modo, a densidade de produgao de entropia reduz-se a seguinte forma qua-

dratica positiva semi-definida:

_ sfory’ ( -2-)1) 2+ 2u (Deijs)? +4m (K;)? +
U—T oz + V+3ll'(kk)+:“( <ij>) TN

2 2 )

Oxy, Oz Oz
2 0S5y
o x1 aT My X2 aT
0 4 3. — &f >
+2 (T T T f“) P (T T T ”“) gz 2 0

que claramente satisfaz as condi¢des de equilibrio definidas na segio 2.5, ou seja:

UIE (Qa T$ 0.5 Kia T,iv Dija Si,j) =0 (Q’ T, 0,i» Oa 07 07 0) =0. (349)



CAPITULO 3. TEORIA CONSTITUTIVA PARA FLUIDOS POLARES 37

3.7 Resultados finais da teoria constitutiva

Através das conclusées das se¢oes anteriores, determinamos a forma definitiva das

equagdes constitutivas para um fluido polar nao-simples e hemitrépico:

0Sk

ti; = (PIE — D — 9y — B2,

) 61_1 + 2/JID11 + 27T€z]kKk+

+(192 3)"’— + (192 - 193) + 194fz]ka Tx -T ag €ijk a.’lfk’ (350)
0Sk
m;; = — 2T¢2 €lek - aa 62] + 2€2D1] + 2€3€z]kKk+
8S,~ 6Sj y oT 6¢1 . ag
+(ﬂ + FY) axj + (ﬁ - 7) 3:1:,' + 6462],0 6.'I7k +T ag €ijk a.’l,'k’ (351)
(?T 0Sk 0Sy

q; = a + X165k 6 + 2X2K17 ¢ + 1,[)1 €ijk a + 2¢2Kz, (352)
n=neg e e=¢lg (3.53)

onde todos os coeficientes escalares sdo fungoes de g e T'.
Além disso, a partir das equagdes (3.50)-(3.53) podemos obter também as relacGes

constitutivas para os seguintes casos especiais:

1. Fluido polar nao-simples isotrépico: devemos impor a invariancia das equa-
¢oes constitutivas (3.50)-(3.53) com relagdo a inversdes do referencial,’ o que

implica nas restrigoes:
== =01=6L=86L=8G=x2=1=0.

2. Fluido polar simples hemitrépico: basta excluir o gradiente de densidade
da lista de variaveis constitutivas. Como conseqiiéncia, encontramos que, neste

caso, ¥, e 1, devem ser fungdes apenas da temperatura.

®Para ilustrar como tal condigio é aplicada, tomemos o exemplo do vetor fluxo de calor, para o
caso de uma inversao descrita por O;; = —d;;. Sendo assim, por (3.19), (3.20) e (3.22) imediatamente
concluimos que ¢;, 0T/0z; e €;j40Sk/0x; trocam de sinal, enquanto K; permanece inalterado, uma
vez que neste caso s = det(O) = —1. Logo, pela condigio de invariancia segue que x2 = 0.
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3. Fluido polar simples isotrépico: é necessirio combinar as duas restrigoes

anteriores, o que implica em:
h=dy=Ua=dy=bL=6L=86=x2=¢=0.

Além disso encontramos, como conseqiiéncia da exclusao da dependéncia consti-
tutiva sobre o gradiente de densidade, que ¥; deve ser fungao apenas da tempe-

ratura.

3.8 Paramentros adimensionais

Como sera demonstrado a seguir, existe para os fluidos polares uma sensivel relagao
entre a resposta do material e as dimensdes e tempos caracteristicos de cada processo
particular. Parece ter sido Grad [47] o primeiro a analisar tal fato, sendo que desde
entdo diferentes autores [23], [49], [50], [53], [72], [73] tém procurado parametros adi-
mensionais que indiquem quantitativamente a influéncia dos fenémenos rotacionais
intrinsecos da microestrutura dos fluidos polares.

Nesta segao, reproduziremos os resultados obtidos por Faria & Kremer [53], res-
tringindo nossa atencdo ao caso 3 da segdo anterior, que descreve um fluido polar
simples isotropico. Em adigao, consideraremos que nao ha influéncia de agentes ex-
ternos e que os campos de densidade e temperatura sao uniformes. Desse modo,
concluimos de (3.13), (3.14), (3.50) e (3.51) que as equagdes de movimento para este

caso sao dadas pelas expressoes:

. 82vk 62'0,' 6Kk
P = 2mejk—— 3.54
ev (V t H) al'kaxi + ua:l:kazl,'k +ame ik a:l:j ( )

025k, 92S;
6xk8x,~ + (/6 t ’Y) 6.’Ijka$k

Em primeiro lugar, seja o caso particular de um processo de rotagao uniforme,

oR*S; = (a+ B —7)

—4rK;. (3.55)

caracterizado pelos campos S; = S;(t) e w; = w;(t). Entdo, segue que as equagdes

(3.54) e (3.55) reduzem-se a:

Wi=0 e  oR:S; = —4rK; (3.56)
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resultando nas solugdes:
wi=cte. e  Si(t)= Ki0)exp{—t/T,} + % (3.57)

com K;(0) = S;(0) — w;/2 e onde:

oR?

é o tempo de relaxacao da velocidade angular relativa.
O processo ha pouco ilustrado serve de motivacao para introduzirmos o seguinte

parametro adimensional:

p=te (3.59)

que, em sintese, indica a importancia da assimetria do tensor tensdo para um dado
processo macroscopico cujo tempo caracteristico é t,. Portanto, quando este parametro
atinge valores suficientemente altos, o tensor tensdo torna-se simétrico.

Baseado em argumentos associados ao livre caminho médio molecular, Grad [47]
estimou que a ordem de grandeza do tempo de relaxacao 7, deve ser extremamente
pequena para qualquer tipo de gas. Sendo assim segue que o tensor tensao de um gas
genérico é essencialmente simétrico.

Em segundo lugar, consideremos um regime de rotacao restrita, definido pela
condicdo 2S5;(z;,t) = wi(zs,t). Neste caso, concluimos que o tensor tensio é simétrico

e as equagdes de movimento (3.54) e (3.55) reduzem-se a:

. 827) 62’05
ovi = (V t 'u) 6xk61; t uawkazk (3.60)
EIA 925, 9S;
2. [ 9V ) _ — T2k _ ) _
oR%eijp ( axj) (a+8-7) 9z.0a, +(B+7) Doidas 4rK; (3.61)

Tomando o rotacional da equagdo (3.60) e usando o resultado obtido para eliminar o
lado esquerdo de (3.61), temos entdo:

(B+7)
I

= R?, (3.62)

o que concorda com as estimativas de Grad [47].



CAPITULO 3. TEORIA CONSTITUTIVA PARA FLUIDOS POLARES 40

Seguindo as idéias de Cowin [50], podemos definir a razdo entre comprimentos:

L,
PL==2 (3.63)

que é uma medida da influéncia das tensdes de torque no comportamento do fluido,
sendo L, e A = /(B + v)/u dois comprimentos caracteristicos associados, respectiva-
mente, ao processo macroscopico considerado e ao material.

Em um conjunto de trabalhos produzidos por Cowin e Pennington [23], [49], [50],
[72], [73], uma extensa andlise tedrica de certos regimes de fluxo em fluidos polares
foi realizada, envolvendo diversos valores de Pp, no interior do intervalo 0 < P;, < oo.
Entretanto, de (3.62) segue imediatamente a identificagio A = R, de modo que os
valores para a razao entre comprimentos dentro do intervalo 0 < P, < 1 nao podem
ser atingidos, pois ndo tém nenhum significado fisico.

Por fim, vale lembrar que quando P, — oo e P, — oo o fluido pode ser caracterizado
como newtoniano. Portanto é possivel concluir que, em situagoes usuais, gases devem

comportar-se como um fluidos newtonianos, independentemente de sua natureza.



Capitulo 4

TEORIA CONSTITUTIVA PARA
FERROFLUIDOS

Devotees of the Giorgi (MKS rationalized) system will not be
happy with my units; but I can assure them that the unhappi-
ness that my system inflicts on them will be no greater than
the unhappiness that their system over the last thirty years
has inflicted on me.

W. F. Brown, Jr. [74].

4.1 Introducgao

Por ocasido da corrida espacial da década de 60, uma revolucio tecnolégica foi
promovida por instituigdes como a NASA, o que resultou no surgimento de diversos
materiais inusitados, muitos deles disponiveis atualmente no mercado. Entre os frutos
dessa nova tecnologia, destacam-se as suspensdes de nanoparticulas ferromagnéticas,
usualmente conhecidas pelo nome de ferrofluidos.

A caracteristica fundamental deste tipo de suspensao reside em seu peculiar com-
portamento superparamagnético: em situagGes usuais, o ferrofluido comporta-se como
um coldide isotrépico comum, apresentando propriedades elétricas, mecanicas e termo-

dinamicas semelhantes as de sua fase liquida. Entretanto, quando sujeito a um campo

41
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magnético, surgem os efeitos anisotrépicos associados a magnetizagio do material [75],
que passa a responder a agdao do campo através de mudangas em sua configuragio e
propriedades constitutivas. Esta resposta todavia nao é instantinea, de modo que,
quando o campo magnético externo é eliminado, ocorre uma rapida relaxacao da mag-
netizagdo, antes de sua completa extingdo. Para temperaturas usuais, esta relaxagao
é geralmente o unico fendmeno magnético de memoéria manifestado por estes materi-
ais, e portanto, podemos considerar que os ferrofluidos nao apresentam histerese nem
qualquer outro efeito ferromagnético [76]-[82].!

O fato de muitas das propriedades fisicas dos ferrofluidos dependerem essencial-
mente de sua fase liquida, promove uma grande versatilidade a esses materiais, que se
reflete na ampla variedade de formulagoes e aplicagdes conhecidas [81]-[85]. Vedagao
de sistemas a vacuo ou de alta rotagdo, acelerometros, sistemas de amortecimento, lu-
brificantes, capacitores de capacitancia variavel, impressoras e geradores de infra-som
sao apenas algumas de suas aplicagdes mais triviais. Ferrofluidos tém sido encontrados
também na medicina, inddstria quimica, geofisica e em diversas areas da engenharia.

Ja do ponto de vista tedrico, ha quase 30 anos tém sido propostas teorias que des-
crevam a mecanica e termodinamica desses fluidos. Uma das primeiras formulagoes
bem-sucedidas foi a ferrohidrodinamica de Neuringer & Rosensweig [86] que, apesar
de sua simplicidade, serviu de base para muitos trabalhos posteriores. Explorando as
semelhancas entre o comportamento de cristais liquidos e fluidos magnéticos, Jenkins
[87], [88] postulou uma equagido de balango para a magnetizacio equivalente & exis-
tente para o vetor diretor dos cristais liquidos. J4 Maugin [62] e Eringen & Maugin
[81] supuseram que as equagbes de balanco para ferrofluidos deveriam ser as mes-
mas que as de um sélido elastico ferromagnético. Kiriushin [89] e Maugin & Druot
[90] adotaram o formalismo do continuo com varidveis internas. Um tratamento es-
tatistico para ferrofluidos foi apresentado por Kalikmanov [91], enquanto Kashevsky
[92] utilizou um paramentro tensorial de ordem, semelhante ao existente para cristais

liquidos. Por outro lado, Shliomis [93], Berkowsky, Vislovich & Kashevsky [94] e Ido

!Existe entretanto para cada tipo de ferrofluido, uma temperatura critica T, abaixo da qual
o material passa a manifestar efeitos ferromagneticos [76]-[80]. Todavia, tais temperaturas estio
freqiientemente abaixo de 200 K, de modo que nao estaremos interessados em tal comportamento.
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& Tanahashi [95] consideraram um campo de velocidade angular independente para a
microestrutura do material. Uma breve exposicao das principais abordagens utilizadas

para ferrofluidos pode ser encontrada em Maugin [96].

4.2 Sobre a microestrutura dos ferrofluidos

Tecnicamente, o ferrofluido é uma suspensio coloidal homogénea de particulas
ferromagnéticas dispersas em um liquido adequado, escolhido de acordo com as pro-

priedades fisicas desejaveis a mistura (figura 4.1). Sendo assim, é usual encontrar

Figura 4.1: Imagem obtida através de microscopia eletronica para um ferrofluido com
particulas de ferrita (extraido de [76]).

particulas de magnetita, ferrita, niquel, cobalto e suas ligas suspensas em liquidos vis-
cosos nao-condutores de eletricidade como tolueno, querosene, agua, e diversos 6leos
minerais e sintéticos. Ferrofluidos metalicos, a base de mercurio por exemplo, podem
ser também manufaturados.

A dimensao das particulas é bastante limitada, por um lado pela estabilidade
coloidal exigida a suspensdao e por outro devido as propriedades ferromagnéticas de-
sejaveis aos graos .* Geometri n a a
ejav 97].2 G trias alongadas sao em geral uma excessao para a fase

solida, de modo que podemos considerar que as particulas apresentam uma simetria

2Embora estes limites variem bastante de acordo com a constituigao e concentragiao da mistura,
limites tipicos para o raio médio R das particulas é Inm < R < 10 nm [94].
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esférica. Desse modo concluimos, com o auxilio dos resultados da secao 3.8, que a
influéncia da microestrutura em ferrofluidos é em muitos casos desprezivel, haja visto
que a razdo entre comprimentos (3.63) assume tipicamente valores da ordem de 10°.

Devemos perceber que um grao de material ferromagnético com 10 nm de diametro
€ necessariamente um monodominio com momento magnético constante y; [98], [99].
Para que a atragao destes momentos magnéticos microscépicos nao provoque a flocu-
lagao da suspensdo, € costume revestir cada particula com uma fina camada de um
filme nao-magnético (acido oléico, por exemplo) de tal forma que as forgas repulsivas
de colisao superem as interagoes magnéticas.

A intensidade da magnetizacao de um ferrofluido €, em esséncia, uma manifestagao
do grau de orientagao dos momentos magnéticos microscépicos da suspensao, sendo
que sua magnitude é normalmente sensivel ao campo magnético e a temperatura.
Genericamente, a orientagdo do momento magnético de cada grao da suspensdo pode
modificar-se por meio de dois mecanismos distintos [80], [100]-[102]. No primeiro,
que freqiientemente ocorre a temperaturas usuais (mais precisamente, para 7' > T¢), a
agitacao térmica permite, através do movimento browniano de rotacao, que a particula
gire livremente a fim de alinhar seu momento magnético, que permanece dessa forma
rigidamente fixado ao respectivo grao durante todo o processo de rotagdo. Ja no
segundo mecanismo, que predomina para baixas temperaturas (isto é, quando T' < T¢),
ocorre o fenémeno denominado relazagdo de Néel [98], no qual o momento magnético
microscépico muda sua orientagdo sem provocar qualquer rotagao significativa da par-
ticula, que permanece em um estado de “bloqueio” devido a baixa agitagdo térmica.
Para situagoes tipicas, a experiéncia mostra que os processos de alinhamento por meio
do movimento browniano de rotagiao sao claramente predominantes, haja visto que
a temperatura critica dos ferrofluidos é freqiientemente menor que 200 K, de modo
que em geral podemos considerar que os momentos magnéticos microscépicos estao
rigidamente fixados a seus respectivos graos [81], [103].

Para campos suficientemente intensos ocorre nos ferrofluidos a chamada satura-
¢do magnética, na qual a suspensdo atinge sua magnetizagdo maxima, revelando um

completo alinhamento dos momentos magnéticos microscépicos. Uma vez que estes
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momentos estao rigidamente fixos a suas respectivas particulas, é ficil concluir que
todos os graos da suspensdo devem girar com uma mesma velocidade angular, de
tal forma que podemos esperar uma maximizacdo da inércia rotacional efetiva do

ferrofluido, a medida que este atinge sua saturagio magnética.

4.3 Representacgao dipolar de um meio
magnetizavel

A eletrodinamica dos meios materiais €, ainda hoje, um tema complexo e con-
troverso. Uma extensa bibliografia pode ser encontrada a esse respeito [70], [74],
[104]-[113], enfocando tanto as diferentes descrigdes existentes para os campos eletro-
magnéticos no interior da matéria quanto as interagoes destes campos com o meio
deformavel.

Devido a presenca dos momentos magnéticos microscépicos caracteristicos dos fer-
rofluidos, empregaremos neste capitulo a formulagiao eletromagnética de Chu [70],
[105]-[108] (em unidades S.I./MKSA) que, genericamente, baseia-se na consideragao

de dois modelos de dipolo, um elétrico e outro magnético:
P, = ll_gr(l) n®q°r; e poM; = lg% n™q™r; (4.1)

onde P; e M; denotam, respectivamente, a polarizagio elétrica e a magnetizacao do
meio, yo a permeabilidade magnética do vacuo, ¢° e ¢™ o médulo das cargas elétrica
e magnética caracteristicas de cada dipolo, r; uma distancia de polarizacio e n® e n™
as densidades do numero de dipolos elétricos e magnéticos. As vantagens e objegdes
a adogdo de um modelo dipolar para a magnetizagdo podem ser encontradas em [74],
[104]-[107].

De acordo com esta formulacdo, as equagoes de Maxwell no interior do material

assumem a forma:

on _ o,
8:::,- B a.’ltk
0H, O0E; 0P, 0
€mk%1—. = Ji+ v + ot + o2, (Piv; — Piv;) (4.2)
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JOE _ 9P
0 8:::,- = %o 8x,~
0FE OH; oM; 0
fijkgf = _NOW - ,uo—aT - HOEE (Mi'Ul - MlUi)
J

onde E; e H; sao, respectivamente, os campos elétrico e magnético, J; é a densidade
de corrente livre, ¢; a constante dielétrica do vicuo e oo a densidade de carga livre.
Além disso, temos que poep = c2, onde ¢ denota a velocidade da luz no vacuo.

Em particular, quando os efeitos magnéticos sdo predominantes em um material
magnetizavel, eletricamente neutro e nao-condutor como o ferrofluido, podemos des-

prezar as correntes de deslocamento e assim obter de (4.2) uma descrigio magne-

tostatica da forma [62), [74], [81], [87], [88], [94], [96], [109]-[111):®
OH; M, O H,,

— = €iik—— =
a.’lli Ba:k ’ ” 6zj

0. (4.3)

Desse modo, segue de (4.3) que o campo H; deve estar associado, neste caso, com
um potencial magnético escalar ¢(z;,t) através da relagao [62], [87], [88], [104], [109],

[111]:
dyp
8:1),“

Seguindo Jenkins [87], [88], iremos supor que (4.3) e (4.4) sdo as equagbes que deter-

H; = -

(4.4)

minam o comportamento do campo magnético no interior do fluido.

A interagdo magnetomecanica (entre o campo e os dipolos magnéticos no interior
do material) manifesta-se através de forgas de longo alcance, em uma maneira nada
trivial. Para determind-las, utilizaremos sucintamente a abordagem de Pao & Hutter
[106] considerando, em primeiro lugar, que a forga exercida pelo campo H; sobre uma
carga magnética +¢™ situada instantaneamente em z; é dada por uma forga de Lorentz
generalizada do tipo:

Fi:t = :i:qu,-(a:k). (45)

Desse modo, convencionando que a carga negativa do dipolo magnético acompanha

sempre o movimento do fluido, de tal forma que sua posi¢do em qualquer instante

30 fato do fluido ser neutro e nao-condutor torna a condigio de nulidade das correntes de deslo-
camento e a lei de Gauss (4.2c) automaticamente equivalentes. Ja a equagdo (4.2d) é identicamente

satisfeita, uma vez que o campo elétrico externo é, a principio, arbitrario e nao afeta a resposta do
material.
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de tempo é dada por z;, segue imediatamente de (4.1b) que a posigdo de sua carga
reciproca deve ser dada por z;+7;. Portanto, concluimos de (4.5) que as forgas atuantes

sobre cada extremo do dipolo sio, respectivamente:

F7=—q"Hi(zx) e  F'=q"Hi(ze+re) (4.6)

de tal forma que a forga resultante é dada por:
Fi=F7 + F" = ¢"Hi(zi + r¢) — " Hi(z). (4.7)

Finalmente, multiplicando (4.7) pela densidade do nimero de dipolos ™ e tomando
o limite quando r — 0, obtemos a densidade da forga magnética que age sobre o

material:

8H

of™ =limn™F; = hmn ™ [Hi(zk + ri) — Hi(zk)] = poM;— 7z,

r—0

(4.8)

Desse modo, denotando por f7 a forga externa especifica de origem nao-magnética,
temos que a densidade da forga total que atua sobre o meio devido as agoes a distancia
¢é dada por:

m o oOH; .,
efi=ef" +efi =e(pomim—+f; (4.9)
6:13_7'
onde m; = M;/p denota a magnetizacio especifica.

Diferentes dedugdes desta mesma expressiao podem ser encontradas em [74], [99],

[105], [107], [111]-[113].

4.4 Equacgoes de balanco

Uma vez que o ferrofluido é um meio magneticamente polarizavel, podemos con-
siderar a possibilidade de utilizar a teoria dos fluidos anisotrépicos para descrever a
termodinamica deste material, a partir da associagdo de um vetor diretor a magne-
tizagao da suspensao.

Levando em conta a reduzida dimensao das particulas ferromagnéticas, somos mo-

tivados por (4.1b) a propor as seguintes definigdes:

m

n
-—q,
0

T,‘Elz' e q
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de tal modo que:

Homm; = }1_% ql;, (4.10)
onde [; é o vetor diretor da teoria dos fluidos anisotrépicos e q denota uma cons-
tante material que cumpre o papel de uma carga magnética especifica. Nestes termos,

segue que o estado termodinamico de um ferrofluido pode ser caracterizado pela de-

terminagao de oito campos basicos:

o(zi, 1) densidade,
T(zi,t) temperatura, (4.11)
vi(zi,t) velocidade,

mi(z;,t) magnetizagio.

Assim, tomando o limite da equagdo (1.9), obtemos:
d
= / g%rhi vV = / Qin;dA + / o (H; + hi + b;) dV (4.12)
onde utilizamos, baseados em (4.5), as definigdes:
limll; = qQi;  limey=gb;  limN; = q(Hi + hi). (4.13)

Além do campo magnético usual H;, encontramos em (4.13) trés outros “campos
magnéticos” artificiais que interferem no comportamento da suspensao:* o campo
induzido b;, que descreve as forcas de ordem e desordem que afetam a orientagdo
dos momentos magnéticos microscopicos, o campo externo h;, que esta associado as
forgas distantes de origem nio-magnética que afetam a orientacdo das particulas em
suspensao, e o campo de tensdo magnética Q);;n;, que resulta das interagdes locais
entre essas particulas, sendo ();; o tensor magnético.

Supondo certas condigdes de suavidade para os campos H;, h;, m;, b; € Q;; (secdo

1.4), podemos obter a forma local da equagao (4.12), para pontos regulares. Desse

“Devemos salientar que ¢Q;;jn;j, gb; e gh; ndo sdo forcas de origem eletromagnética. Todavia,
estas forgas podem ser descritas artificialmente a partir de “campos magnéticos”, haja visto que as
particulas em suspensdo e seus respectivos momentos de dipolo estdo rigidamente acoplados. Entre-

tanto, devido a sua natureza, obviamente nao é esperado que tais campos satisfagam as equagdes de
Maxwell (4.3).
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modo, com o auxilio das expressdes (1.25)-(1.27), (1.29), (4.9)-(4.13), encontramos

finalmente as equagdes de balango apropriadas para os ferrofluidos:

e balango de massa:

. Ov;
e+o5 =0 (4.14)
e balango de momento linear:
. Btz’j 8H,~
L . I e 4.1
0i = G, = Gomig+ of (4.15)
e balanco de magnetizacao:
to ..  0Qi;
—_m; — — 00; = H,' h,‘ 4.1
0@ " 5y obi = oH; + o (4.16)
e balango de energia interna:
. 0g; Ov; On; .
— — g — i bz P = 4.17
o+ 5y, gy 1oQi; oz, +opobii = er (4.17)

além da seguinte condi¢ao de compatibilidade, que origina-se da conservagdo do mo-

mento angular total do material:

om;
Oto€ijkm bk = €ijk (NoriaTJ - tjk) . (4.18)

Seguindo os argumentos de Jenkins [87], [88], podemos supor que os termos constitu-
tivos satisfazem a condicdo (4.18) identicamente, a fim de tornar o numero de equagdes
(4.14)-(4.18) compativel com o nimero de campos bésicos da teoria.

Em adi¢3o, segue do principio da entropia (secdo 2.5) que qualquer processo ter-
modinamico admissivel em um ferrofluido deve necessariamente satisfazer a desigual-

dade entrépica:

. 0¢;
9n+5%—9320 (4.19)

i
onde os termos constitutivos e ¢; denotam, respectivamente, a entropia especifica e
o fluxo de entropia.

Observamos que as equagdes (4.14)-(4.19) sdo semelhantes as utilizadas por Jenkins
[87], [88]. Entretanto, devemos salientar que o autor j4 mencionado obteve as ex-
pressoes (4.14)-(4.19) apds postular uma equagio equivalente a (4.12), sem qualquer

mencao a sua origem.
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4.5 Fungoes constitutivas

Fazendo uso da regra da equipresencga e do principio da agdo local (se¢do 2.2),

podemos assumir que as relagdes constitutivas do material devem ser fungoes da forma:

d oT 6v,- Bm,- .
{tij’Qij’eaqiabi,n,¢i} =.7:(Q,T,v,-,m~ —Q - - = mi)

“ 3e;’ 0z’ Dz, Oz, (4.20)

onde a dependéncia constitutiva sobre r; foi incluida a fim de considerar sua relevante
contribuicao nos processos dissipativos em ferrofluidos, como veremos mais adiante.

Consideraremos que o material em questdo é um fluido simples (segao 2.2), o que
significa que a dependéncia constitutiva sobre o gradiente de densidade pode ser descar-
tada. Por outro lado, o comportamento paramagnético caracteristico do material
implica na inexisténcia de uma magnetizagao espontanea residual, indicando que a in-
teracdo magnética entre pontos adjacentes do fluido é desprezivel. Conseqlientemente,
a dependéncia constitutiva sobre o gradiente da magnetizacdo pode ser excluida de
(4.20) sem perda de generalidade [81], [87], [88].

Com relagdo a mudangas de referencial, a experiéncia mostra que o momento
magnético u; de um grao ferromagnético € um vetor objetivo axial. Sendo assim,
uma vez que a magnetizacao de um volume unitario de ferrofluido é definida a partir

da resultante de seus momentos magnéticos microscépicos, segue que:
n
o'm! =Y ur=30;; ). *u; = sOijm; (4.21)
a=1

onde n é a densidade do nimero de particulas e *u; é o momento magnético da a-ésima
particula no interior desse volume.

Assim, uma vez que g* = p (se¢do 2.1), temos:
m’: = .sO,-jmj, (4.22)

indicando que a magnetizagao especifica também é um vetor objetivo axial.

Combinando entédo os resultados da secdo 2.1 com (4.10), (4.13) e (4.22) obtemos:

NP U S S
= Ot (55 =) 4B 07 = o iy Tt = oy T = o0
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T \* or
VV;; _ O,‘kOjIWkl + Qz’j, D;."j = O;kOlekl, T =T, ( ) =0

. 55 (4.23)

*
*

. * q . 1\ * . = . *
0" = o, ()" = #—0 11‘1_11}) (li) = 80;;m; + s0;m; = sO;my; + Qyyms.
Da mesma forma, podemos concluir de (2.11) e (2.31) que todos os termos consti-

tutivos descritos em (4.20), sdo objetivos:

nm=n =g Qi = lim ¢'IL; = slimqOuOlly = sOi0;iQu,

q: = Oiqu) ¢: = Oik¢k, t:} = OilektUca (4’24)
b = lim q"$; = slim qOi;3b; = sOjb;.

Além disso deve ser enfatizado que, no modelo dipolar de Chu, o campo magnético

é um vetor objetivo axial (confira em Hutter & van de Ven [108]) ou seja:
H: = SO,‘jHj. (4.25)

Aplicando agora o principio da indiferenga ao referencial aliado a simetria material
do fluido (segdes 2.3 e 2.4, respectivamente), concluimos que os termos constitutivos
indicados acima devem ser fungbes isotrépicas de varidveis objetivas. Portanto, facil-
mente percebemos que a dependéncia das relagdes constitutivas sobre as variaveis v;,

m; e W;; s6 pode ocorrer através da derivada co-rotacional da magnetizacao:

A

m; = 77'7,1' - I/V,'jmj (4.26)
que é por (4.23) um vetor objetivo axial, isto é:
ﬁl: = SO,‘jﬁ‘&j. (4.27)

Finalmente, iremos supor que as fungdes constitutivas devem ser linearmente depen-
dentes de m;, 9T /0z; e D;;. Como veremos posteriormente, esta hipétese simplifi-
cadora, freqientemente assumida para ferrofluidos, reflete nosso interesse por proces-
sos proximos ao equilibrio, onde os fenomenos dissipativos sao essencialmente lineares.

Desse modo, temos que as relagdes constitutivas descritas por (4.20) reduzem-se a:

oT .
{tij’ Qij) &, qiabian, d’z} = g <9>T, mg; %, Dij, mi) . (428)
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4.6 Exploracao do principio da entropia

Para um meio paramagnético como o ferrofluido, temos que o gradiente da mag-
netizacdo aparece em (4.18) apenas como um fator multiplicativo arbitrdrio para o
tensor magnético. Logo, como a condigido de compatibilidade (4.18) deve ser satisfeita
identicamente, é necessario que @);; = 0. Por outro lado, podemos utilizar a equagéo
de balanco da magnetizacao (4.16) para eliminar o campo magnético H; da equagio de
balango do momento linear (4.15). Assim, a partir do método dos multiplicadores de
Lagrange (secdo 2.5), segue que a seguinte desigualdade deve ser valida para qualquer

processo termodindmico:®

. 0 ol - ov; of . Ot pd o,
e + 6:1,',' —A (Q-I-ani) B Ai (sz B a.’IIj B ngmJ ij +

0ob; . 0gj Ov; .
= | — A€ — —t;i— ;M > , 4.2
+opom; oz, ) A (ge + 92, t]axj + opobimn; | >0 (4.29)

onde os multiplicadores A%, A® e A} sdo fungdes das mesmas variaveis apresentadas
em (4.28).

Expandindo as derivadas existentes em (4.29) em termos das varidveis descritas
em (4.28), encontramos uma desigualdade que é explicitamente linear nos seguintes
termos arbitrarios:

% _('?_g 6_T oD;; o 0T Q_Q_ dm; 0Dy; O*T Oy
Bt ’ 8t’ 6t ’ 8t ’ 8t ,a.'lfiat, 83:,-’ 8:17]" 6.’1),’ ’8x,-8xj’ awj

(4.30)

de modo que seus respectivos coeficientes devem ser nulos. Assim, obtemos as condi-

goes:
on Je A° dan Oe
L AN — — — Af— = 4.31
do Aag o’ oT AE)T 0 (431)
Jn Oe JOn Oe
— A° = — AN = 4,
ap; " ap; =" o o (4.32)
on 0 v
a1~ N1 =0 AY =0, (4.33)

Seguindo os mesmos argumentos apresentados na segio 3.4, assumiremos no decorrer deste
capitulo que os suprimentos externos r, s, f? e h; sao nulos.
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0¢; dgq; O dq(i
— A° =0 —— — A ——=0 4.34
do do oT; — 0Ty (434
o4 . 0q _ O . 0q _
amj A amj - 0, aﬁ'lj A 5ﬁlj B O’ (4'35)
006 _ pe 20 _ (4.36)

ODy; ~ 0Dy;
onde T'; = 0T /0z;. Além disso, surge a desigualdade residual:

_ 9 c0¢:\ oT ef.. N
o = (8T_A 6_T)(T9—x—1_(gA (s,]—At,J)D”-*-

+o O _ pe0¢ — A°pob; | i >0 (4.37)
6m,~ 6m,~

onde o denota a densidade de produgio de entropia (segio 2.5).
Considerando a isotropia do meio e a linearidade das fungbes constitutivas, obte-
mos das tabelas de representagio para fungdes isotrdpicas [9], [63]-[65] as seguintes

expressoes para as relagoes constitutivas de um ferrofluido:

E=¢ |E +e1 Dy + 62m,~D,-jmj + esmymy, (4.38)

n =1 |g +m Dix + 12mi Diym; + namyring, (4.39)
aT aT

P = —Kij—, i = &, 4.40

q K Jamj (b 618(131 ( )

b; = — (Bo + B1 D + Bamprng + Bamp Diymy) my — 204 — 285 Dyijm—

—20s€i56mmy — 207¢€;56m; Digmy, (4.41)

tij = (a0 + vDpi + camyring + com Diymy) 855 + (a3 + aa Dk + asmpmg+

+ogmy Dgmi) mym; + (a7 + as) mim; + (a7 — ag) mm; + 2uD;;+

+ (a9 + o) miDjgmy + (a9 — aro) mjDigmy + (o1 + a2 D+ (4.42)
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+aizmemi + aname Damy) €:,mp + asé€ijimmg + (one + aar) exi Djrm+
+ (cue — au7) €kt Dirmy + 18 i€5)imMy Dk + Q19M(i€5)im My,

onde os coeficientes escalares e os tensores k;; e &;; sdo fungdes isotrépicas de g, T e
m;.

Primeiramente, de (4.34b) temos:
5(,']') = AEK,(,'J') (443)

de modo que A® = A%(p, T, m?).
Por outro lado, a partir de (4.31b) e de suas derivadas com relagio a m;, Dy e

D.ij>, obtemos com o auxilio de (4.38) e (4.39) as seguintes relacdes:

e i)
Entretanto, de (4.32), (4.38) e (4.39):
m = AN, ne = ANey, e n3 = Aes. (4.46)
Logo, assumindo que dA®/9T # 0, concluimos de (4.44), (4.45) e (4.46):
n=nlg(eT,m*) e e=clg(e,T,m"). (4.47)
Como conseqiiéncia, segue de (4.31a) que A¢ = A%(p, T, m?).
Ja de (4.34a) e (4.40) temos:
%% __ Ae%ﬂ', (4.48)

o que implica, devido a (4.43), que A® = A°(T, m?). Através dos mesmos argumentos
é possivel concluir de (4.35a), (4.40) e (4.43) que A® = A5(T).

Como ja foi mencionado, os tensores k;; e §;; sao fungoes isotropicas de g, T' e m;,
de forma que, de acordo com as tabelas de representagio encontradas na literatura [9],

[63]-[65], suas representacdes sao dadas por:

Kij = K&ij + Kimm; + Ka€iema, (4.49)
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&ij = £6ij + Eumim; + Laeijemi. (4.50)

Assim, de (4.43), (4.49) e (4.50) temos:
£6ij + Eymimj = —A° (k8;; + Kymim;j) (4.51)
de modo que, tomando o trago de (4.51), concluimos:
£ =—Ak e portanto € = —A°k;. (4.52)

Logo, segue de (4.35a) e (4.52) que:

P Ok
—&Skeijzmz + §aciji = —A° (%E;Ciﬂm' + ’i2fia‘k> ‘ (4.53)

Por fim, multiplicando (4.53) por m;, encontramos:

fo = —A°k2 (4.54)
e portanto, combinando (4.52) com (4.54) obtemos:

¢i = A*(T)q.. (4.55)

Uma vez que Q;; = 0, a insergio de (4.41) e (4.42) na condigdo de compatibilidade
(4.18) leva a identidade:

N ~ 2 A
QHo (546ijkmz‘mj + Bseijem; Djimy + Beminimy — Bem g+

2 A
+B8rm;Dijmmi — Brm Dklml) = ag€ijpmim; + aro€ijemiDymy + annme+ (4.56)
+ (a12 + a17) Dumy + arsmpriymy, + ayam; Dijmimy + st — arr Dgmy.

Considerando que (4.56) deve ser identicamente valida para todo processo termodiné-

mico, segue da arbitrariedade dos campos m;, m;, D, € D<;j> as relagoes:

(8% [0 [0
Bs = —8, 5 = “ﬂ, Be = —E, o5 = —aggm?, (4.57)
QHo QHo CHo

a
an =0, Br = —=, a7 = —ayy = apm’. (4.58)
QHo
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Além disso, devemos levar em conta também o comportamento desejado para o

campo induzido b;, com respeito a inversées da magnetizagio:
bi(Qa T,my; Ty, Dy, mi) = -—b,'(g, T, -m; T, Dij, —ﬁ’l,’). (4°59)

A justificativa de tal condi¢do provém da equacdo de balango para a magnetizacao,
considerando a inexisténcia de suprimentos e campos magnéticos externos. Neste caso
segue que o campo magnético H; € um campo proprio, isto €, devido apenas a presenca
do material magnetizado, de forma que seu respectivo potencial ¢ pode ser computado
a partir da avaliagdo da magnetizacio de todos os pontos do fluido [74], [104]. Assim,
temos de (4.4) e (4.16):

Ho .. dp
i — obi — 022 = 0. 4.
0z obi — o5 - =0 (4.60)

Todavia, é possivel verificar que o gradiente do potencial ¢ inverte seu sinal quando a
magnetizagio sofre uma inversio [74], [104], de modo que a condigdo (4.59) deve ser

necessariamente valida. Dessa forma, temos de (4.41) e (4.57)-(4.59) que:
Pe = Br = a3 = a5 = 0, (4.61)

e portanto, por (4.58):

a1z = aqg = g7 = 0. (4.62)

Lembrando que no equilibrio ndo ha produgio de entropia (segéo 2.5) temos, para

o caso dos ferrofluidos, as condigGes:

0o do do
| = O, —_—t = 0, = 0, (4.63)
6T,,- E Bm,- E 6D,-j E
além de [9], [66], [67]:
det [ 22 >0, onde X, ={m;T; Dy} (4.64)
“\oxa%|,) = to e h '

De (4.40) segue que (4.63a) é identicamente satisfeita. Ja (4.63b) e (4.63c) levam

onle _ .98

A uob; |E=
pobi | om; om;

gAgd,-j - Aeaod,-j = Aeagmimj. (465)



CAPITULO 4. TEORIA CONSTITUTIVA PARA FERROFLUIDOS 57

Uma vez que apenas o lado esquerdo da identidade (4.65b) denota um tensor diagonal,

concluimos que:

e
az =0 e portanto tkk |E= 3ap = 39F. (4.66)

Além disso, t<ij> |E= t[i;) [E= 0.

Assim, de (4.31), (4.65a) e (4.66) obtemos entdo:

2
dT] = A° (de + gkgledQ + pob; |E dm,) . (467)

Uma vez que 0, €, A®, ti |E e b; |E sdo fungdes em equilibrio que ndo dependem
do estado de movimento do material, podemos considerar, sem perda de generalidade,
‘um ferrofluido em equilibrio estdtico (o que implica em v; = ; = 0) de tal forma que

a equagdo de balanco da magnetizagdo (4.16) reduz-se, nestas circunstancias, a:
b; |g= —H;. (4.68)

Este caso estatico é particularmente interessante, pois permite reescrever a relagao

(4.67) como:

30?

que pode ser reconhecida como a equagdo de Gibbs apropriada para um material

dny = A° (ds 4 e lEdg — ,uoH,-dm,-) (4.69)

magnetizavel [16] [99], [113] desde que o fator de integragdo A seja identificado como

o inverso da temperatura, isto é:

AS(T) = (4.70)

1
T
Ja da condigao (4.64), temos em particular:

>0, kK+km®>0, B4>0, B4+ Lm*>0

p >0, e (1/ + g—u) > 0. (4.71)
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4.7 Identificacao dos coeficientes de transporte

A partir dos resultados apresentados até o momento, encontramos as seguintes

relagdes:
Qij =0, e=¢lg, n=nlg, VY=e-Tn=4v]|g (4.72)
oT oT oT q;
q: = ""5%; - "glmta_xjm] - ’i2611kmja_a:ka 4’1 = 'Ta (473)

b; = —fBom; — (B1 Dk + Bamping + Bamyg D) my—

N Q10
-2 m; — 2—Di~m' 4.74
ﬂ4 ofto 771% ( )

tij = aodij + vDkidij + 2uD;; + (camyring + agmiDigmy) 6,5+

+(0ayDii + asmiring + agmi Dgmy) mim; + (a7 + opoBs) minj+
+ (a7 — ppofs) mjm; + (ag + o) miDjrmy + (a9 — ago) m; Digm+ (4.75)
+2a16€r1(i Djypmi + c1sMm(i€5)imM Dk M + Q19M(€5)tm MMy, -

Uma vez que grande parte do interesse atraido pelos ferrofluidos reside no fato
destes materiais manifestarem um comportamento inusitado em diferentes situacoes
[75], [80]-[82], [100]-[102], [114], [115], existe a possibilidade de identificarmos alguns
dos coeficientes de transporte existentes em (4.72)-(4.75) a partir da exploragéo de

certas propriedades caracteristicas do meio.

e A energia livre de Helmholtz:

Podemos introduzir a energia livre de Helmholtz especifica por meio da expressao:
Yp=e—-Tn. (4.76)

Assim, segue imediatamente de (4.67) e (4.70) que:

(2 he=— (%) e=-32(28) . @
n ( oT) |E po \Bm) kk |E 0 9 ), (4.77)

’
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Além disso, é possivel também definir uma outra energia especifica da forma

Y'(0, T, H?) através da seguinte transformagao de Legendre [87], [88], [116]:
¥'(0, T, H?) = (0, T, m?) — pom; H;. (4.78)

Desse modo, obtemos de (4.69), (4.70), (4.76) e (4.78):

81/;'>
fom; = — ( . (4.79)
6H1 o,T
Logo, multiplicando (4.79) por g/po € derivando com relagido a Hj encontramos:
e (0% )
Xij = —— (4.80)
I Ho ((’)H,-(?Hj oT

onde x;; = (1/po) (0Mi/0H;), define o tensor susceptibilidade magnética do
material [116]. Um possivel procedimento experimental para a determinagio de

¥’ pode ser encontrado em Jenkins [87], [88].

¢ Efeitos rotacionais:

A partir de (4.16), (4.74) e (4.77), obtemos a seguinte equacdo de relaxagio para

a magnetizacao:

’—;%ﬁu + Bompmpm; + 284 + BrDgemi + Bami Dgmym+
1
+2—al—OD,’jmJ’ =H,— — 81/) . (481)
QHo po Om;

Considerando entao um processo de rotagao no qual a magnetizacao permanece

ortogonal a vorticidade do fluxo e com intensidade constante, seguem as condi-

goes:
r'n,-mi = 0, w;m,; = 0 ﬁz,- = eiijjmk - SkSkmi,
A wj
m; = €5k Sj - ? mg, D,’j = 0, (482)
onde w; = €;;x0vr/dz; denota a vorticidade e S; = m™2¢;;xm;my a velocidade

angular da magnetizacao.
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Realizando o produto vetorial de (4.81) por guem;, obtemos como conseqiiéncia

de (4.82) a equagéo:

2 . w;
Q%mZSi = QzﬂoTRmz (5 — S,) + Q”Oeijkijk (483)

onde 7, = 20,4/p denota o tempo de relaxagio rotacional [81].

Em adicao, tendo em vista as consideragbes acima e a representagido (4.75),
segue que a parte anti-simétrica do tensor tensido para este processo € dada
simplesmente por:

A w.
€ijktik = QZHOTRCijkmjmk = QzﬂoTRmz (Si - —21) , (4-84)

de tal forma que, combinando (4.83) e (4.84), obtemos uma equacdo semelhante

a existente para os fluidos polares:
oR2S; + €ijktix = oC; (4.85)

onde C; = po€;jrm;Hy é um torque externo de origem eletromagnética e pR? =
0 (om/q)* denota a densidade do momento de inércia efetivo associado 3 mag-
netizagao. Portanto, o raio de giracio efetivo R de um ferrofluido ndo é uma
constante material, sendo diretamente proporcional a magnetizagio especifica,
de tal maneira que a constante de proporcionalidade entre estas duas quantidades

¢é dada justamente pela razio po/q.

A partir destes resultados e das consideragdes apresentadas na segido 4.2, é facil
perceber que, para o processo mencionado, a inércia rotacional da suspensio
atinge seu valor maximo quando o material estd magneticamente saturado. Nesta
situacao, temos que todas as particulas passam a girar com a mesma velocidade
angular da magnetizagio, de modo que o momento de inércia efetivo pR? passa a

ser idéntico ao momento de inércia da microestrutura pR%. Sendo assim obtemos:

(1) - (Y

onde R € o raio de giracio das nanoparticulas.
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Além disso, comparando os resultados da segio 3.8 com a equagio (4.85), pode-
mos concluir que o tempo de relaxagao rotacional 7,, pode ser associado ao tempo
de relaxagao da microestrutura 7,, definido em (3.58), através da relagio:
R? R?
Tp = (4.87)

" opom?t,  ppo(me)iT,

onde utilizamos (4.86). Logo, concluimos que 7, deve ser inversamente propor-
cional ao quadrado da magnetizagio de saturagio, como observado por Bogardus

et al. (citado por Maugin & Eringen [81]).

e O tempo de relaxagao browniano:

Em muitas situacdes, a experiéncia tem indicado que o momento de inércia da
microestrutura dos ferrofluidos é uma quantidade bastante pequena, no sentido
que o primeiro termo no lado esquerdo de (4.81) tem pouca influéncia sobre os
processos de relaxacao da magnetizagdo. Dessa forma, restringindo nossa atengao
a um ferrofluido em repouso cujos efeitos inerciais de rotagdo das particulas sao
desprézfveis, obtemos de (4.81) a equacgao de relaxagdo proposta por Maugin
[62], [96], Eringen & Maugin [81] e Maugin & Druot [90]:
T, —T 1 oy

oT, T + 0 ( Bm2 R) memgm; = H; — ;t_o_am- (4.88)

onde 7, = (284 + B#2m?)/p denota o tempo de relaxagio browniano, associado ao
movimento de rotagao browniano das particulas em suspensao promovido pela

agitagao térmica.

Com a finalidade de distingiiir com mais clareza os efeitos rotacionais da mi-
croestrutura (relacionados com a orientagdo da magnetizacdo) dos provocados
] ) . , ) .
pelo movimento browniano de rotacdo das nanoparticulas (associado com a in-
tensidade da magnetizacdo) podemos ainda propor as definigdes:
H;m; m;

H =2 Hy=H-H

m Fm

®

ﬁzi = gm, + e,-ijjmk (489)

de modo a decompor (4.88) nas expressoes:

{ ety = H" - 2mﬂ61(6¢/am2)

QTRCiijjmk = H,‘_L.

(4.90)
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4.8 Resultados finais da teoria constitutiva

62

Considerando enfim todas as restrigdes obtidas neste capitulo, obtemos as seguintes

relages constitutivas para os ferrofluidos:

Qi =0, e=¢lg n="1|g, Yv=e—Tn=1 g,

1 tek |E . _ R
dn = (d€+ 352 do + pob; |E dm,), n= (aT .

2 pomn’ ? ' 2\ _ 2
q =( R ) , Yo, TH?) =4(e, Tm®) — pomiHi,
= (32) - me(Z) —-2(s25)
omi = — | o7, i = o \OH.0H: ) .
0H; oT ! a}Ij oT po \OH;0H,; 0T
L U/ gi=%
q; = a(Ei 1 26.’13]‘ 7 2€i5k Jamk, T = T’
1 0 . - .
b; = —;0"6% — QOTyM; — 0 (TBszR) mEmEm; — Ty Dym;—

73 — T2
—e72Dijm; — o ( 3 ) my Dmim,

0 . .
ti; = ——gzb—f&j + D 8ij + 2uDij + 0° poTmprng) + yimariedi;+
+y2mpmem;m; + 'ygm(irhj) + g2uorzm[,-Dj]kmk + 74m(,~Dj)kmk+
+ysmi Druridi; + ve Dremam; + yrmp Dmymim; + ygegi Djypmi+
F+YOM (€5 tm MU + Y10 (i€ ) tm MU Dimkmi,
onde foram utilizadas, por questido de simplicidade, as definigGes:

2
1 2alO 2alO ,537"'
=, T:

T2 = 2 ’ 2 + ) N = aq,
2°Ho 0 Ho e

Y2 = as, v3 = 2az, Y4 = 2ay, 15 = ag, Yo = O,

(4.91)

(4.92)

(4.93)

(4.94)

(4.95)

(4.96)

(4.97)
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v7 = ag, 18 = 2046, Yo =19 € Y0 = Qps.

Cabe também salientar de (4.71) as relagoes:

Kk >0, f~z+k1m220, T

B

2
>0, 7,20, p>0, (1/+§,u)20.

Para finalizar, existem ainda algumas particularizagGes desta teoria constitutiva

que podem ser muito uteis em diversas situagoes:

1. Microestrutura com momento de inércia desprezivel:

Como ja foi comentado anteriormente, a experiéncia mostra que a influéncia
do momento de inércia da microestrutura dos ferrofluidos sobre os processos de
relaxacao da magnetizagdo é muitas vezes desprezivel, haja visto que a razao
entre comprimentos (3.63) assume tipicamente valores da ordem de 10°. Nestes
casos, observando que os ferrofluidos apresentam em geral altos valores para a
magnetizacdo de saturagio, segue de (4.86) que:

R2

el - 0. (4.98)

2. Exclusao das interagoes magnéticas microscdpicas:

Quando os momentos magnéticos das nanoparticulas de um ferrofluido sao de
pequena intensidade, é possivel desprezar nao apenas a interagao magnética entre
pontos adjacentes do fluido, mas também todo e qualquer vestigio da interagao
dos momentos magnéticos microscopicos. Nestes termos, levando em conta a
simetria esférica da microestrutura, temos que o tdnico efeito orientacional re-
manescente sobre o comportamento termomecanico do material é o produzido
pelos vinculos ao movimento de rotagio das particulas, promovidos pela ori-
entagao de seus respectivos momentos magnéticos com o campo aplicado. Além
disso, qualquer variagdo da magnetizagio especifica deve ser promovida pela agio
de torques sobre as particulas, de tal forma que um fluxo irrotacional nao deve,
por si s6, provocar quaisquer mudangas na magnetizagao especifica do meio, haja

visto que tal fluxo ndo produz torques sobre a microestrutura [117].
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Desse modo, concluimos primeiramente que o comportamento termomecanico do

material é, neste caso, invariante com relagio a inversdes da magnetizagio:

qi(QaT,mi;fiaDij77hi) = qi(Q>T’_mi;ri,Dij,—ﬁli)a (499)
tij(QaT,mi;T,i)Dijvﬁli) = tij(@vTa—mi;T,i’Dij’"Thi)' (4100)

Estas restrigoes sao semelhantes as assumidas para certos fluidos anisotrépicos,
como por exemplo cristais liquidos [2], [4]. Em adi¢do, excluindo os demais
efeitos associados a interagdo dos momentos magnéticos microscépicos, obtemos
as seguintes expressoes para o fluxo de calor, o campo induzido e o tensor tensao

do ferrofluido:

oT oT
= K — Ryia—m;, 4.101

q K’a:l:z I‘Clm axj m] ( )

1 —
b; = _ﬁ;aa—nli OT,M; — 0 (TB TR) mymEm;, (4.102)

2 0¥ 9 )
tij=—0 5@‘51‘;' + vDiidij + 2uDij + 0" poTmpring+

+’)’1mk’ﬁlk51'j + 'ygmkﬁzkm,'mj, (4.103)

sendo que as demais relacoes (4.91)-(4.94) permanecem inalteradas.

Deve ser observado neste caso que a permanéncia dos termos associados com
os coeficientes Ky, v, € 42, bem como a dependéncia dos coeficientes de trans-
porte termomecanicos com a intensidade da magnetizacdo, sdo conseqiiéncias
do movimento browniano de rotacio das nanoparticulas [118], enquanto que o
termo anti-simétrico do tensor tensao (2) estd na verdade relacionado com os

torques atuantes sobre a microestrutura do fluido.

Os efeitos orientacionais para o fluxo de calor (4.101) provenientes dos vinculos
aos graus de liberdade rotacionais das particulas foram sugeridos anteriormente
por Kashevsky [92] e Berkovsky et al. [94], a partir da consideragdo dos chama-
dos fluzos de calor microconvectivos. Por outro lado, considerando também a

restricdo 1, podemos obter de (4.16), (4.91a) e (4.102) a equagdo de relaxagio
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proposta por Maugin [62], [96], Eringen & Maugin [81] e Maugin & Druot [90],
que € idéntica a (4.88).

3. Independéncia termomecanica do movimento browniano:

Se, além das restrigdes 1 e 2, pudermos desprezar também os efeitos promovidos
pelo movimento browniano de rotagao das particulas sobre a resposta termo-

mecanica do material, obtemos entao a descri¢ao dos ferrofluidos proposta por

Eringen & Maugin [81]:

oT
G =Kz, (4.104)
0 .
tij = —92'(‘9%515 + vDkbij + 2uDij + 0*poTmpThj), (4.105)

onde a condutividade térmica k e as viscosidades v e u sao fungoes apenas de g e

T, sendo que as demais relacdes (4.91)-(4.94) e (4.102) permanecem inalteradas.

Por fim, impondo a condi¢ao adicional de incompressibilidade do ferrofluido,
supondo que a condutividade térmica « e a viscosidade u sdao independentes da
temperatura e desprezando os efeitos de relaxagdo da magnetizacao (através da
restricdo 7, = 7, = 0), é possivel entdo obter a teoria ferrohidrodinamica de

R

Neuringer & Rosenweig [86], através do procedimento apresentado por Eringen

& Maugin [81].

4.9 A viscosidade efetiva dos ferrofluidos

A natureza peculiar dos ferrofluidos é responsavel por um comportamento bastante
interessante: a partir da aplicagdo de campos magnéticos apropriados, € possivel obter
um consideravel controle sobre a viscosidade efetiva do material. Embora muitos
desses fendomenos viscosos sejam relativamente complexos, como por exemplo o efeito
da “viscosidade negativa” [102], existem alguns processos simples como os que veremos
a seguir que ilustram muito bem algumas importantes propriedades destes materiais.

Com efeito, consideremos um ferrofluido descrito pela condigao 2 em um fluzo de
Couette plano, no qual o material estd entre duas placas paralelas de area infinita

e separadas por uma distancia d, com a placa superior movendo-se em seu préprio
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plano (z;,3) a uma velocidade constante V4 no sentido de z; (figura 4.2). Em adigao,

lxz

l——— N, —]

Figura 4.2: Fluxo de Couette plano.

seja suposto também a presenca de um campo magnético constante e uniforme que
atua sobre o fluido. Nesta situagdo, temos que o campo de magnetizagao também é
constante e uniforme, e a velocidade do fluido é dada por v; = vy(z3).

Definindo entao a viscosidade efetiva por:

t
off = 12 4.106
@ 5D1s ( )

podemos identificar duas situagoes distintas:
1. A magnetizagio estd no plano paralelo ao fluxo (z1,z2):
m; = m1551 + m25i2- (4.107)

Neste caso, segue de (2) que:

i 2 m’
wy = st e T (4.108)

2. A magnetizacdo estd no plano transversal (z3, z3):
m; = m25,~2 + m36,-3 (4109)

com my; = msinf e mzg = —mcos 6, onde 6 descreve o angulo entre a magne-

tizacdo especifica e a vorticidade do fluido. Logo, de (2) temos:

2

p =+ 92;1073%- sin? 0. (4.110)
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De (4.108) e (4.110) seguem alguns resultados bastante interessantes. O primeiro

deles é que quando a magnetizacdo especifica é paralela & vorticidade (§ = 0) temos
eff — ,eff — " ~

que u*’ = p’’ = p, uma vez que neste caso o campo magnético ndo provoca nenhuma
rotacdo relativa da microestrutura, ou seja, m; = 0.

Além disso, de acordo com os argumentos de McTague [75], podemos obter de
(4.108) e (4.110) as expressbes para a viscosidade efetiva de outros tipos de fluxos
estacionarios, como por exemplo o fluro de Hagen-Poiseuille (no qual o fluido escoa

no interior de um cilindro circular, como esta descrito na figura 4.3) considerado expe-

Figura 4.3: Fluxo de Hagen-Poiseuille.

rimentalmente pelo autor ja citado. Para este caso em particular, obviamente temos
que a expressao para a viscosidade efetiva de um fluido sujeito a um campo magnético
axial (ou seja, paralelo ao eixo do cilindro) deve ser idéntica a descrita por (4.108).
Por outro lado, quando o campo magnético é transversal ao fluxo, devem ser consi-
deradas algumas particularidades adicionais relacionadas com a velocidade do fluido.
Mais precisamente, devemos observar que o campo de velocidade em um fluxo de
Hagen-Poiseuille é uma fungao radial axialmente simétrica, de tal forma que os pontos
do material que apresentam uma mesma vorticidade definem superficies cilindricas
concéntricas, € nido planos paralelos como no fluxo de Couette considerado anterior-
mente. Dessa forma, concluimos que no caso em que o campo magnético é ortogonal ao
fluxo, deve haver uma distribui¢do homogénea de angulos 6 em cada secdo transversal
(figura 4.4) de modo que devemos tomar a média sobre todas as possiveis orientagdes
relativas entre m; e w;.

Assim, segue que a viscosidade efetiva do ferrofluido em um fluxo de Hagen-
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Figura 4.4: Diagrama esquematico da secao transversal de um fluxo de Hagen-
Poiseuille, quando o campo magnético é ortogonal ao fluxo. Os dois circulos traceja-
dos correspondem as se¢Oes transversais de duas superficies cilindricas (imaginarias)
concéntricas, que se movem com velocidades distintas. Desse modo, a vorticidade de
cada ponto do fluido deve ser tangencial a esses circulos.

Poiseuille sob a agdo de um campo magnético transversal é:

eff 2 m?— 2 m?
Ky =N+9HOTRTS"1 O=pu+o HoTr=g" (4.111)

e portanto, definindo o incremento na viscosidade efetiva por Au®// = p¢/f — 4, temos
que Apﬁf f = 2A,uj_f / , 0 que concorda com os resultados experimentais obtidos pelo

autor ja mencionado [75].
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CONCLUSAO

(The) conviction that every mathematical problem can be
solved is a powerful incentive to us as we work. We hear
within us the perpetual call: “ There is the problem. Seek its
solution. You can find it by pure thinking, for in mathematics
there is no ignorabimus!”

D. Hilbert, citado em [12].

5.1 Sobre a versatilidade do campo diretor

E muito interessante observar como teorias a principio tao distintas como as dos
fluidos anisotrépicos, fluidos polares e ferrofluidos podem ter uma origem comum.
Apesar das semelhancas no comportamento de fluidos anisotrépicos e ferrofluidos j4
terem sido sugeridas ha muito tempo [75], [87], [119], a relacdo entre as teorias dos
fluidos polares e fluidos anisotrépicos foi precipitadamente evitada por muitos autores
(veja por exemplo os comentdrios de Cowin [23]). Felizmente esta postura nunca foi
seguida irrestritamente, sendo que muitas das idéias de Grad [47], Allen & DeSilva
[20] e Leslie [54]-[56] serviram de fundamento para a construcio da teoria de fluidos
polares descrita no terceiro capitulo. Ja no caso dos ferrofluidos, a motivacao basica
foi proporcionada pelos resultados de Green, Naghdi & Rivlin [1], Pao & Hutter [106]
e McTague [75].

69
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E importante enfatizar a versatilidade promovida ao vetor diretor no decorrer
deste trabalho. Enquanto que na teoria usual dos fluidos anisotrépicos o diretor é
utilizado para caracterizar a orientagdo das particulas axisimétricas que constituem
a microestrutura de cristais liquidos e certos tipos de suspensdes, no caso dos ferro-
fluidos ele estd relacionado (através de (4.10)) com um vetor axial de natureza eletro-
magnética, que descreve a magnetizagio especifica do material. J& nos fluidos polares,
o diretor sequer aparece explicitamente nas equagbes constitutivas, sendo associado
com o momento de inércia das particulas de geometria arbitraria que constituem a
microestrutura destes materiais.

Dessa forma, concluimos que a teoria dos fluidos anisotrépicos pode ser utilizada,
através de relagoes adequadas, na descri¢ao de diferentes fluidos polarizaveis, indepen-

dentemente da origem de suas polarizagoes.

5.2 Particularidades das equagoes constitutivas
para fluidos polares

Primeiramente, temos que o fluxo de entropia em um fluido polar nao € necessaria-
mente igual a razdo entre o fluxo de calor e a temperatura, sendo esta diferenca em geral
promovida pela componente solenoidal do campo de velocidade angular intrinseca.
Apesar disso, o desvio ja mencionado é usualmente de menor importancia para a
termodinamica destes materiais, uma vez que nao imprime nenhuma modificagio nas
equacoes de campo do fluido.

Do ponto de vista mecéanico, a ocorréncia de uma rotagao relativa (K;) das parti-
culas de um fluido polar tende a provocar assimetrias em seu tensor tensao, enquanto
que a nao-homogenidade do campo de rotacdo intrinseca (.S;) é, em geral, responsavel
pelo surgimento de fluxos de momento angular (isto é, tensées de torque) no interior
do material. E esperado que estes dois efeitos sejam pronunciadamente dependentes
da inércia rotacional da microestrutura, haja visto que, no limite R — 0, devemos
resgatar as caracteristicas essenciais de um fluido newtoniano. Esta constatacdo é
reforcada pelas relagoes (3.59), (3.62) e (3.63), que devem ser validas para um fluido

polar arbitrario.
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De modo geral, a dependéncia constitutiva sobre o gradiente de densidade é pouco
pronunciada, produzindo apenas uma contribuigao para as tensées de torque que nao
causa nenhuma alteracdo nas equagdes de movimento do material. Este resultado
constitui a generalizagio, para fluidos polares, das conclusdes obtidas anteriormente
por Liu [120] para fluidos newtonianos.

Por outro lado, em certos casos especiais, quando a simetria material é hemitropica,
podem surgir alguns efeitos interessantes. A causa basica disto reside no fato dos fluxos
de calor e de entropia poderem ser também fungdes da velocidade angular relativa, e
de tal maneira que a razao entre os coeficientes destes dois termos adicionais ndo é, em
geral, idéntica a temperatura. Entre outras conseqiéncias, segue a possibilidade de
ocorrerem tensoes de torque que persistem no estado de equilibrio e afetam as equages

de campo do fluido, produzindo alguns fenémenos inusitados como os apresentados por

Leslie [54]-[56].

5.3 Peculiaridades da teoria constitutiva
para ferrofluidos

Uma vez que a magnetizagao dos ferrofluidos ndo tem origem no movimento de
cargas elétricas no interior do material, é possivel utilizar uma descri¢ao dipolar como
a apresentada no capitulo 4. Neste sentido, o fato da equagao de balango obtida para
a magnetizagao (4.12) ser similar a postulada anteriormente por Jenkins [87], [88] foi,
em principio, essencialmente casual.

Como resultados fundamentais da teoria constitutiva para ferrrofluidos, temos a
existéncia de uma anisotropia induzida pelo campo magnético, que se manifesta tanto
nos fendmenos térmicos quanto mecéanicos. A interagio entre a magnetizacio de pon-
tos adjacentes do fluido é em geral muito fraca, de modo que o tensor magnético é
identicamente nulo.

Embora o mecanismo de relaxagio de Néel seja excluido a partir da consideragio
de que os momentos magnéticos microscépicos permanecem fixados a seus respectivos
graos, ainda assim diferentes processos de relaxagio podem ser cogitados na equacio

para a magnetizacdo. Os dois principais sdo produzidos pelo movimento browniano
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das nanoparticulas e por efeitos viscosos de rotagao.

E importante compreender que a magnetizagio de um dado ponto do ferrofluido
pode mudar sua orientacdo através de dois processos distintos. Um deles é a rotagao
rigida da microestrutura, no qual todas as particulas realizam um mesmo desloca-
mento angular. O outro ocorre através da rotacdo efetiva da magnetizagao, no qual ha
uma reconfiguracao de apenas alguns momentos magnéticos microscépicos, mas que é
suficiente para promover a reorientacao da magnetizagao. Este ultimo processo tem
associado a si uma densidade de momento de inércia pR? e um tempo de relaxagao 7,
sendo o mais freqliente nos ferrofluidos. Entretanto, a rotagio rigida da microestru-
tura, caracterizada por uma densidade de momento de inércia pR? e um tempo de
relaxacdo 7,, pode tornar-se importante em determinados porcessos, especialmente na
medida em que a magnetizacao da suspensiao aproxima-se de seu valor de saturagao

(m — m?).

5.4 Possiveis assuntos para futura investigacao

e Adigao de campos diretores

A teoria de 8 campos escalares apresentada no primeiro capitulo pode ser, em
principio, generalizada para uma descri¢gdo com mais diretores (tantos quanto
forem necessarios para a caracterizagio do estado termodinamico do material),
desde que a interagdo entre cada um desses campos seja relativamente simples.
Tal descricao pode ser particularmente iitil na formulagdo de teorias constitu-
tivas para cristais liquidos e suspensdes de particulas axiformes, onde o grau
de alinhamento da microestrutura é variavel [6], [121]-[122]. Outras possiveis
aplicagoes incluem teorias constitutivas para suspensdes de polieletrélitos e de-

mais microestruturas longas (particulas ou agregados) com propriedades eletro-
magnéticas [89], [91], [96], [123]-[130].
e Misturas de fluidos imisciveis

Uma generalizagao particularmente interessante da teoria de fluidos polares pode

surgir através da consideracdo da extensibilidade do vetor raio de giragao R;. Tal
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descrigao, embora exija muitas vezes certas consideragdes fisicas adicionais (as-
sociadas por exemplo a concentragiao da mistura ou as propriedades particulares
de cada constituinte), é potencialmente apropriada para a descricao de certas
misturas de fluidos imisciveis (no sentido de Drumbheller & Bedford [131]) como

por exemplo liquidos gaseificados e aerosols [132], [133].

e Fluidos ferromagnéticos e eletricamente polarizaveis

Estender o dominio da teoria de ferrofluidos as baixas temperaturas (T' < T,),
onde surgem os efeitos ferromagnéticos e o mecanismo de relaxacio de Néel
predomina [87], [88], [94], é obviamente um objetivo bastante natural. Por outro
lado, a adogdo de um procedimento similar ao apresentado no capitulo 4 pode
ser bastante eficaz no desenvolvimento de uma teoria constitutiva para fluidos

eletricamente polarizaveis [134]-[136].

e A “viscosidade negativa” dos ferrofluidos

O interesse tecnoldégico no dominio da viscosidade efetiva dos ferrofluidos é obvia-
mente imenso. Uma descrigdo tedrica dos principais efeitos viscosos manifestados
por estes materiais € entretanto um trabalho arduo, devido a complexidade do
meio. Uma analise detalhada do efeito da “viscosidade negativa” [102] (no qual
ocorre uma drastica redugao no valor da viscosidade efetiva do material) pode
ser um importante passo no controle da viscosidade dos ferrofluidos, além de

proporcionar a descri¢gao de um belo fenémeno.
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