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RESUMO

. . . 4
Propomos agui um modelo gravitacional, com uma me-

trica Hermiteana. 0 modelo e construido sobre um fibrado de

referenciais lineares,onde a variedade base e o espago-tempo de

-
A

Minkowski e o grupo de simetria & o grupo de Poincaré;so@inoq‘
As Equagoes de Einstein-Cartan sao derivadas aqui de uma La-
grangeana Unica. A métrica proposta nos mostra a existencia de
um carogo, que elimina a singularidade na origem. Esta aproxi-

magao fornece os mesmos resultados para os testes experimen-

tals da Relatividade Geral.
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ABSTRACT

A gravitational model , with an Hermitian metric, 1is
here proposed. The model is built up on a fibre-bundle of
linear frames, where the base-manifold is Minkouwski space-

time and the group of symmetry is the group of Poincare,S0RL)¢T,.
Einstein-Cartan equations are here derived from an unique La-
grangian. The metric proposed points out the existence of a
core, which eliminates the singularity at the origin. This

approach gives the same results for the experimental tests of

General Relativity.
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INTRODUCGCADO

A idéia de introduzir uma métrica nao simétrica em Teo-
ria da Relatividade Geral ocorreu a Albert Einstein1em 1945,
Como uma generalizagao natural do caso simetrico, Einstein su-
pos, a principio, que esta métrica nao simetrica deveria ser
Hermiteana. Em 13946, juntamente com E.G.Straussz, e devido a
uma sugestao de W.Pauli, ele abandonou esta exigencia de Her-
miticidade.

Baseado entao na existencia de uma métrica nao simétrica,
Papapetrou3, em 1948, procurou para as equagﬁes de campo, uma
solugao estatica e esféricamente simétrica.

Nosso trabalho fundamenta-se no de J.U.Moffath que, em
1979, retomou a ideia de metrica Hermiteana em gravitagao. Po-
rem, procuramos dar uma formulagao geométrica mais completa.

No Capitulo I descrevemos os aspectos geometricos da teo-
ria, com o uso de espagos fibrados e Teoria de Grupos. A varie-
dade-base usada e o espago de Minkowski e o Grupo de Poincare
5C)(3J)®ﬂié tomado como grupo de simetria. Usando a Equagao de
Yang-Mills obtivemos uma equagao similar a Equagao de Yang da
Relatividade Geral(RG) e também uma equagao que relaciona - a
variagao da torgao com as fungoes de campo.

No Capitulo II, com o uso de uma densidade de Lagrangea-

na similar a da Relatividade Geral, obtivemos uma equagao de

campo, semelhante a Equagao de Einstein da RG e tambem a equa-



geo de Cartan paora a torgcao. Fizemos entao uma mudanga de co-
nexao, conservando o transporte paralelo, com a finalidade de
eliminar a torgao e obtivemos a Equagao de Einstein da Relati-
vidade Geral.

No Capitulo I1I, fazendo uso do principio variacional,es-
tudamos as leis de conservagao da teoria.

Finalmente, no Capitulo IV, analisamos a solugao das
Equacoes de Campo, anteriormente proposta por Papapetrou. Como
Moffat, fizemos uma mudanga na constante do termo nao simetri-
co com a finalidade de tornar a metrica Hermiteana, e entao
analisamos os tres testes da Relatividade Geral, i.e.,o "Red
Shift", o desvio do periheélio do Planeta Mercirioc e o desvio

. ’ 3 . . . .
da trajetoria de um rasio luminoso, no campo gravitacional do

Sol.



CAPITULO I

ASPECTOS GEOMETRICOS

I.1  TENSOR METRICO ASSIMETRICO

A formulagao geométrica, aqui utilizada, é desenvolvida
em um espago fibrado , dos referenciais lineares. Este fi-
brado tem como variedade-base 0 espago-tempo de Minkowski M,
e por Grupo G o grupo de Poincaré,\50(5.1)®1L. Aqui SO(3,1) ¢
o grupo de Lorentz e ]; € 0 grupo das translagoes. 0 grupo
G sera entao considerado como grupo de simetria. Inicialmen-
te teceremos algumas consideragSes sobre o tensor métricos,de—
finido no espago-tempo M.

0 tensor metrico g pode ser representado em uma base

holonoma {dkf} definida em M, mediante

(d':. %Mvdx“L@dx_\)‘ (I.1.1)

Se considerarmos Que suas componentes 7“9 sao complexas e

nao simetricas poderemos escrever

%uv = %(u.v) + Y

J (1.1.2)

onde

- L _ (I.1.3)
%VW) N Z(%;»v T Gou) = S = Sup



‘. . ’ .
e a parte simetrica e

- L o .
CJ[F\’)~ chau,v-%";.«.)‘ LQ’,(,,‘V:-""“-',M) (I.1.4)

v . . ’ .
e a parte anti-simetrica de 3uv

Assim resulta que

- ; (I.1.5)
%L&\) = 3“\1 1t LQ,MV )
onde S,, & Q.. sao reais. Portanto, teremos
I.1.6
(3 = (S + kauu) dx* @ dx,") ( )
na base coordenada de (I.1.1)
ARs componentes complexas do tensor g satisfazem agui

a uma condigao de simetria (simetria Hermiteana) que consti-

tui a generalizagao natural do caso simetrico da RG:

%uv - %Vp-/ (I.1.7)

onde g* € o conjugado Hermiteano de g. Sob tal condigao a ma-
triz que representa o tensor g tem tracgo real.
No espago-tempo 4 - dimensional,(u”“.Ag‘b‘g) , @ ma-

N

triz representativa de g e

Eill 5\1 + .L Q\Z 5|3 + Lo.,b SM‘ - LQ“‘
Slz - LQ"Z 522 5&5 + LQZb 5g‘,‘ - \QU-{
%uv = < A . .
-0 S,4 -4 Q )
'3 1 2s "t Ges 33 Say + LGay
Sy - L0y Say mtQpy By, - tayy, By
As componentes contravariantes 3““ sao definidas a

partir de G o pela relagao

1

Cj""gm S TR Y (1.1.8)



‘ . ~ ~
onde a ordem dos 1indices na operacgao de contragao deve Ser
mantida.
Em um caso geral o determinante det (?bv)¢ie a signatu-
[4 . . . . . .
ra de g e erbitréris. Admitiremos aquil que tal signatura as-

sume 0s valores

S=271T2
) (1.1.9)
para haver coerencia com a Teoria da Relatividade.
Dbservagéo: Quando tratamos com bases nao holanomas,i eu% , O
’ . 4 . ~ A
tensor metrico e escrito em fungao de tetradas «& m o+ sendo
que a lei de mudanga de base e
<
e -
woE w0, (I.1.10)
o . N .~
onde oOs ﬂyhsatlsfazem a condigao
< « ol
RMAF = 7. (I.1.11)

Para tailis bases

[ 1.
€L, e d B S Ly €y

] »
\ ~ . . ~ . . .
onde < 4, sao os coeficientes de nao holonumia da proprias ba-

sSe.

@
Se tomarmos a base Drtonormal!cuysde g dx.s teremos

wW _ 2\““ d:c", (1.1.12)

g assim

¢ len,e0) = g0 oa 4fu 20),

ap
"

[}

1

onde 7%* sao as componentes de g em uma base ortonormal.
v

74”(*':0‘&")@({”,3 urb) (I.1.13)

Como os elementos da base sao agora (4%, ux¢) e (#ﬂp uxh)

0 tensor meétrico se escreve na base ortonormal como



= 77“” A% Jwvg Ikt @ Suf (I.1.14)

Assim suas componentes, em uma base nao holonoma, sao dadas por

“ v (I.1.15)
?L({Q - ’7QVA°( J"ﬁ .

1.2  FORMA-CONEXAQ

Uma forma-conexao r' e aqul, uma 1- forma,a valores na élge—
bra do grupo de Lorentz 50(5A) , cujos geradores sao éf".
<

Esta forma, quando escrita na base holonoma {dx“&de M

fica:
Peo b pe .
= 1.0 P W (I.2.1)

‘ . . ~
Neste caso os indices latinos, a,b,c... sao usados co-

‘ . ’, ‘ . ~
mo i1ndices de algebra e os indices gregos;huif > etc. sa0

(4 -
indices de espago-tempo.
Em qualquer base a derivada covariante do tensor metri-

co g, em relagac a forma-conexao [ , & nula, isto é:
Dpc} ~c . (1.2.2)

No caso da base nao holdonoma {u:“k de (I.1.12) temos

wr a1
Dpg = @Gy, - MaxQog o = Mp gy wi=o.  (1-2:3)

Porem
i . A
d‘}* = Q"cddﬁ (Vo) ,

logo

e)%aﬁ - Pu) %wp" Po‘xpcado_to)



ou ainda

eaﬁa@ - p94> - rh;g =C.

Fazendo as permutagoes entre os indices A‘u,ﬁ obtemos:

e‘\%*p"pa,(). - Pxsxpg =0, (I1.2.4 )
e“gd)& 'P6k4 - r.)\ﬁ_i = O) (T"Z-S )
89 (6*%_ P»-&p - P._,((ax = c) (I.2.6 )

Mediante a soma algebrica, das expressoes acima BI'Z'“)*

(x 285) - (1-2-6)1, temos que

Q,\"}dp* e\-‘l%}ﬁ“ Qp%.l)-rr'a{g)— Pd)&e s P'\;‘p-— Paﬁd'r‘@d)" P?)d = Q. (1.2.7)

Em uma base nao holonoma o tensor de torgao tem as com-

ponentes7

] e 2
-r.e“ = 11 t@ - l‘ By * C-‘@P‘. (1.2.8)

No caso de torgao nula resulta

C""‘ T:-\(

em.‘: rp—v

b

ou ainda

< -
py = de\e - T“,(‘e)\ ) (I1.2.9)
i.e. os coeficientes de nao holonomia da base sao dados pela
nao simetria dos P*@“ . Pera a expressao (I.2.7) teremos en-

~

tao

€ (1.2.10)
*('datp‘i' 292 “ 2 Qunt Ctprt Caug t Cpae - ,‘ZP?.O\
e podemos concluir que as componentes da conexao metrica '

em uma base nao holonoma, sao dadas por:

P )(I.Z.ll)
JNSYR

< |
RRr= 7 (eﬁagp"' CaQap 7 CahanT Cupa TCA ¥
Os coeficientes de nao holonomia satisfazem as condi-

coes:



L3

¢
Cpm:—(—rﬁ'
%JP C@s» = Caosx:
Em uma base holonoma os coeficientes C'%v
los e os elementos da base sao 94 » resultando que
" _
Bt = =

E ainda, como

o
Pw:‘\T

teremos finalmente
-14
|

Voltando agora

gebra de grupo,vemos

J

‘. .
aos 1ndices b

e p
As componentes
de um grupo G, podem

espago-tempo. Isto e

través de tetradas -&Q

0 que expressa uma transformagao de coordenadas. A rigor

M p

By )

A
as componentes

que

de gqualgquer forma,

. ‘ .
ser escritas totalmente com 1ndices

feito mediante um isomorfismo local,

o onde

dx

«“
h/l;.

2 (8,\‘6&@ r O,( %’\ﬁ ——E)@%J\)

= 4 A o :
_BY = > ?/‘ (dfﬁ?r/»+ p?ﬁ',u.f‘%/"‘ %.’33‘)'

estas sab assimetricas em

a valores na

feita uma realizagéo da élgebra do grupo, no espago

ao espago-tempo.

0 espago-tempo,

‘. .
com 1ndices de

(1.2.12)

(1.2.13)

nu-

L14)

.15)

(I.2.16)

7
al-

relagao

élgebra
de

a_

(1.2.17)

[LRY

tangente

agqui considerado,e nao Riemanniano, mas

mesmo assim podemos fazer a seguinte trivializacgao.

Jgud

mediante uma escolha

as componentes da forma-conexao

9
= a =

/

adequada de base.

m

Isto permite

‘ .
com 1ndices apenas de

(1.2.18)

escrever

es-



pago-tempo
e, ol b
P By = J\cx i\ﬁ PC&bv ) (1.2.19)

ou, usando a trivializagao (I.2.1B), resulta

el < b o8
ng\f-‘\ac‘erbs\-

Em face de (I.2.16) temos

D £ . o .
Mva :'é‘a K {0y Bop 7 % Tsw ~ ".“‘?Hg))

mas, calculando (‘**@ para o conjugado Hermiteano ?é;
b A
concluimos que
e 3 - %
oJ? an = I 5o - (I.2.20)

Fica assim estabelecido que as componentes de [ também

. . . . 4 . L4 .
possuem simetria Hermiteana para os dols ultimos i1ndices.

1.3. FORMA - CURVATURA®:°

A forma-curvatura F e uma 2- forma, que agui sera es-
. ’
crita a valores na algebra do grupo de Lorentz. Os geradores

desta algebra satisfazem as seguintes regras de comutagao:

[ﬁ); fc-d_I = é('l:fcb‘*lh }bdﬂ 1"’,_ Uf@"‘ - 77“ fw) . (1.3.1)

’ . .
Esta forma e definida como sendo

F=D,P =dp+AM (1.3.2)

porem como F & uma 2-forma temos:

E - 4 g bFU\ A »

F 'E /a 6/uv dx* A dx . (I1.3.3 )
Ainda, por (I.2.1)

= b
] = ja P b/AA, dx“)

de modo que



10

b
daif - fa av‘_\ab/u, dx,"/\dx“‘)

e anti-simetrizando

{ b o @ . oo
df =7 fo (00T - Bl ) Ik de (1.3.4)

Ainda

. 4b pd pa ne w
Pl\l-“‘ j‘l fc r‘ b/u,, dv Jd x /\dx,v)

e, fazendo a anti-simetrizagao
AT AR RS Lo SR
- ] { b 4 d [N
e 4 LR 1ET P Peaner et
PApa.L(Ibrd Pys, — 6Pﬁ3 P« +{bPZ P
4 \go bl dey /A e v T (o VLY,
+ ;ab r‘qd)‘_ rdbo) o x A A d_LV :

b
TAP ’é }u (Pu% Py = ev T ) daade? (1.3.5)
Substituindo os resutlados obtidos nas Equagoes (I.3.4) e (I.

3.5) na Equagao (1.3.2) temos que

. QG C a <
F :% jmb(‘jvrqb}b "e}kpabv + T °',/“'Pb" -Mevl h“)""‘"”’\ dx’.(1.3.6)
Comparando a Equagao (I.3.3) com a (I.3.6), obtemos a seguin-
te expressao:
O (1.3.7)
F b»v:bv FQb}A_°ap.T‘“bv 4+ PQSZ}_L Pcbo = Pczﬂ rcb}*]

0 que expressa as componentes da forma F, em uma base holonoma.

I.4 - IDENTIDADES DE BIANCHI

Dada uma forma-conexao |' , a valores na algebra de um

grupo G, sua formas - curvatura F tem derivada covariante nu-
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la

dr*[P.'F_'l:o, (I.4.1)

0 que expressa as identidades de Bianchi.,

Empregando a equagao (I.3.3) temos:

-4 b @ N
dF - o f()» a" F bMv dx A Ax Adx"
e anti-simetrizando )

b

Calculando agora o comutador

[P’Fl = :?/_Lgab) .CGL:) )"\O—b)\ ch}“ x> Ad kA dx> |

mas, devido as regras de comutagao (I.3.1) dos geradores ]ﬂ
a

obtemos
[r‘ ‘F] ='%_'_ (qudy'bc - ﬁac(';bdf ’/Ibc fu‘* - Ylbd Jo\c) Pobx FCJ}AQ‘-’\‘CAAd‘P"d‘V)
[P,FJ 2 'i"’(fbarchFac}w‘ Jbu S Fce}u ¥ Jabr"“ch e

bAa
- ga r" cAFb.c,w)dx"Add‘Am")

- 4 b c a
[PF) = h ;a (P T by 4 PoaF Gpn - P F a1 5 F Spv ) b A dxtincia,
b .
‘.PIFJ b é" JQ (PQQAFCva - ngAF “c/‘-‘v)d!.-AA dXMAdK‘.

Anti-simetrizando resulta

Lr. Al - é?’ab (p“"" Fcb}*v - PcbxFchv +

< < < «
t Pc\, F b)\}* - r bvv F CA}‘L +
Q@ =c _
- Pc,\ r bw) - rc-b'“',o..c‘»‘) ax> Adul AdyY, (I.4.3)
Substituindo as expressoes(I.4.2) e (I.4.3) em (I.4.1)

ficamos com
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{ b, N _
6 ?& (BXF buw « PG:‘-X F:bpv - Pcbh"bcpx» +

o (=3
*av bAM"rn%thﬂp-'rlvF1XA 4

E

-

Op

ou, em componentes

Q
v = p&c/w‘:cb\’X‘ Pcb/-*' F&Go»\>d’3‘/\dl‘*/\dxu :OI(I.Q.A)

Q G c
o, F buy * 1% Fpy = 7 b F v +

~ o . [ & N
+ GOy J b,\» -~ Pacv F bx pm ~ Pcbv F"‘c'\}A— “+

o =0 [ (I.4.59)
+ 6‘,,. F bvy ) g}kF by X -Pcb.“_ Fuc\’x =0 .
Considerando um operador V tal que:
~Q
a —
V’\f b,u,:a)": ouw ‘PQC>~FCb}‘w- Pcbxfoz'-,uv) (I.4.6)

~ . . “

observamos uma expressaoc para a derivada covariante de F bUY
~ . . . 9

em relagao aos 1ndices de algebra do grupo G~ .

Assim a Equagao (I.4.5) fica

s ; o e (I.4.7)
V)F b)*\? T V\y F'bxp_ T 9"_‘ "ub\,A =0,

(LR

Porem, o operador de derivada covariante total V

>N
Q
VAF buv = 95 F bamy ¥ rur.x Fob,u..v - cbx Fiw -

c e v (I.4.8)
= P}*A Fabc\) - Mo F buc -
No entanto, em (I.4.8) os termos
c o

R [P0 £ bewv A A dxM™ A dxY
e

nc
. | VA ~F0b).&c dx)‘ N A A dx¥
sao nulos, pols nao existem simetrias definidas para os pro-

. ¢ . \
dutos acima. Em ]‘ temos 1ndices de mesma natureza ka)ou\vxy
e no caso geral, que estamos considerando, a forma-conexao e

. 2. .
assimetrica, portanto podemos concluir que:

v - vh 9 )

Assim a Equagao (I.4.7) fica
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u
VAF buv + \7\, Fob'\,“ . V,u F“bv) -0, (I.4.10)

0 gque estabelece as identidades de Bianchi para as componentes

da forma-curvatura F.

1.5 - TENSOR DE CURVATURA CONTRAIDO

A expressao para as componentes do Tensor de Curvatura ,

segundo a Equagao (I.3.7) €

[®%
F - 9, Mv -2 “ R T “

oo T e T AW Ty T TR =P P

yoo
Para obtermos a expressao para as componentes do Tensor

de Curvatura Contraido, teremos antes que escrever as compo-
nentes da Forma-Curvatura totalmente com indices de espago-
tempo (indices gregos), mediante um isomorfismo feito .através

< .. . ~ ..
das tetradas .k o. + Usando a trivializagao definida em (I.2.

18) ficamos com

2 b _a & b o c o
ou
F-L r.z -3 - c - < (I1.5.1 )
pMy = N M = a/u- r po + c L i’ py = r [ P@/L . o

Como os indices de algebra do grupo de Lorentz S0 .1)
e os indices de espago-tempo possuem a mesma variagao, o indi-

ce mudo c sera trocado por & , i.e.

< = 2 < v " -
Flepo = BQPPP-aﬂ I T Pao Pow . (1.5.2 )

Fazendo agora a contragEG olav obtemos

(I.5.3)

- - < ot >

’ ‘
o que nos da as componentes do tensor de curvatura contraido.

No caso de metrica simetrica estas se reduzem as componentes



14

do tensor de Ricci.

1.6 - EQUACAO DE YANG-MILLS

No caso sem fontes, as equagaes de Yang-Mills vem das
identidades de Bianchi, poréem escritas para o dual de Fl3:
AxF 4 LD xF]-0o (I.6.1 )
Aplicando o operador X* em (I.6.1) encontramos.
Kt dwr +-§‘LPO*FJ:D,
ou
OF + LD xF] o (1.6.2 )
polis, para uma 2-forma, considerando a signatura da metrica
como Sal2 , temos que
SF = Xlan ¥ (I.6.3)
Porem
Npon b ) .6.
nE = ~—t- fa Flomo & wp axndx® (1.6.40
; .
1
e
; 4 b -~ Ay bY 3 P (1.6.5 )
dxF = 14 (f& aA&J-?'[— buv) & wpaxtadaSaant,
logo, como dxF e uma 3-forma e como
convencionamos s = %t 2 resulta que (vide Apendice A)
—‘ e —— b
dx¥ - J'% T EG - uy Awpe ¥

&F - o) b - FO L .
G 4730 F ) Lo 0Tl Deny

e finalmente

SF _ V-q 4P TV ES gy D F% o 9y), (1.6.6
i i A RN e R e

Para <calcular o comutador [fn kFJ devemos empregar
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Neste caso

[
ol oy

“al b
LP xFl = L}‘[ o ﬁd] Moy F €™ op AT aanf
mas, fazendo uso da expressao (I.3.1), ficamos com

P Bl e B (N 10 - e §7 0 e g

bd - a c wy >
_“V{ }o«c)r b)\F v & cp Ax” A dn® A axf )

L xF] < i:—??\—(fb@rdb)F&d,}A—\? P Pt FeS

oy
L (oW ' b e o e
¥ ja P ex F bpuy Bfa M ax Fo. ,uv)& v,f, dx*/\dx‘f\dxf)

Lr«F] - \l%l .o Fpv -

(=8 O ARV
=T 6y F C-,uv) € ve M A dx® Aaxf (1.6.7)

Porém, vide Apendice A,

K+ LM xfF) = = LD xF)

2ntao

*‘L Lp,*FJ - \/f%‘ \.‘—:4?: ?ab k]qo.‘;) FCL)LL\? _
4

P-4
- ]’\‘-bxFQC':u.V)E_ f’g

}*—ﬂG‘Pt

Alr o xF) . Y2 b o <.

*LP, #F] - J—ﬁ-?ﬂ. V=g (M%n R ™o
- r\Cb) ‘Zg'guv)L‘Z(é“}‘é}"é;} 5: )]dxg’

4 I'n Fl _ J-a° b o - Cew c .
* L '*—]*—:2%—;&(\";\,\]—% ‘Ll —Pb\,V:‘?Fgf"

dxs)

-7 0.;# \/:%‘ Fc_b,u-g + T cb}*\J:? Fmguﬁ)dxg (1.6.8)
Substituindo (I.6.6) e (I.6.8) em (I.6.2) obtemos:
ol b o v a < N [ — Q.
g}aiLaV\\J%F bg)*r cvbl:dj‘: bg “Pb_\’_bl_‘a F °%°)]

‘[a}hw

o mg o ’ c - _ a- S
4. Foe ) ‘/*'\\F%\ Fc,b'“g)—f‘b}* o' F c“f)}dxs o,
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F V’—\ e <. .
azendo 9 buy = by y 0O gue representa uma densida-

de tensorial, temos que
b : <. X
F 1Q {\6\, fubgo . Puc“ f o v _ ﬂcbu juc S‘o)
TS .. .
'Dufgb ngﬂﬂlfb“§~ P jqcuy»:o

om
Trocando v por J  EBNcontramos:

:_-‘ b . . : Ay . “ ,
J—;ﬁ— fa %\aufub” P I A

. Lo P b '
+ \g)% j b "3 < | L\C,u f k\ug - bf'* ju i){d XY = O}
ou

S o -
f (au b + I < ¥ T P“QM Feo “")de;-I-B-g)
ou ainda, como ja foi visto na secgao I.G4,
NEPA ° [ Sl g
—% fok e,u, b 4 dx’ =0
logo

(S 8
?u 7 b4L X =9o (I.6.10)

Mas, pela (I.4.9) temos

VK M (I.6.11)

V/,\,j b .g:O)
ou ainda

W fo-

VI oy s (1.6.12)
Passando os indices e« e b para indices de espago-tempo, me-
. J)“ Q
diante tetradas, em uma base onde % 4 -9 , , resulta paras a
(I1.6.12)

2 b < yre

da dp ¥ b g =0
ou

ol
¥ Bug; ™ =0 (I.6.13)

Se P for uma conexao de Levi-Civita, a forma\f se redu-

zira ao tensor de Riemann R. Utilizando a convengao
-
R (I.6.14)

~ —
R va = ‘% ﬁp\\)'

teremos para a (I1.6.13)

(I.6.15)

2 M
a FP\S‘J = O



17

Fazendo algumas manipulagoes al_gébricas10

Ry -

¥al
Bry, t ‘&uvR”ﬁ“‘S‘)"‘o’

encontramos

it

ot “w
X 2 39

1]

¥ v
?d%u ‘R}Axssja =0,

R .

, v
pug, =9 Rgppi=o. (I.6.16)

Mas, pelas identidades de Bianchi (I.4.10), temos

v

. v v
R Stp‘--o T ‘P\‘gv!;ﬁ ¥ \Rgeo)v,l:-.o

J

jlue resultsa

v v K)
:2 gf@.’v:"& ‘S"S‘;.ﬁ - R 33\)’34_
Assim a (I.6.16) torna-se
£ o LY - Vv v
RP»%; =% L“R“Svf;ﬁ-

ng;)ﬂ):o)
ou )

- Ko o8 v v
R@“‘SJ -‘5“\33,9;9-&“3%,);9)

. ,
1sto e
&N

N ¥ o v
Brgs =g (Res o - Xiggy)=c, (1.6.17)

e podemos concluilr que

\R‘iv;@ - *235;9 = o, (1.6.18)

~ ~ . . . 1 .
Estas sao as equagoes gravitacionais de Yang 1. Aqui elas apa-

recem como decorrencia do caso particular de supormos uma

co-
nexao Riemanniana. )
Uma solug§0 particular para as Equagoes de Yang e

R,syso)' (I-ﬁ.lg)

ou ainda
—
. s \"% Rg9 =O,
1sto e
Rgvf=0 ) (1.6.20)

que sao as Equagoes Gravitacionais de Einstein, no caso sem
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fontes. A (I.6.13) permite obter, de maneira anadloga, as equa-

coes Fd‘a)‘s\ - F““iﬁs =0, (I.6.21 )

que generalizam as equagoes de Yanga.pois

as componentes éip

nao sao simetricas.

1.7. FORMA - TORCAO

A torgao da conexao [' e definida como sendo a deri-
: " 1112 = M ! :
vada covariante da forma "solder , em relageao a propria co-

nexéo P H

T-=Db,5,

(1.7.1)

A forma torgao e uma 2- forma,éaqui considerada a valo-
res de élgebra do grupo das translagoes 1; . A forma-solder e
uma 1- forma, gue pode ser expressa na base fdn“i , 8 valores

na mesma élgebra do grupo 11‘, mediante

S= I S, axt (1.7.2)
/(A. -
Consideraremos aqui 0 grupo de Poincaré-50(5J)<DTq, on-
de o grupo de Lorentz & usado para a forma conexao [' e 0
grupo das Translagoes para a forma ‘"solder" S. Os geradores

da algebra do grupo de Poincare satisfazem as regras de comu-

tagED

U«b. 107 - gkqu‘*gbc-v(“f“’% yl*; Y "lb“fu), (1.7.3)

lzc, 1)

]

. (1.7.4)
© s (e b= _\_sz.s,h)’

b (1.7.5)
Lfe 1 = L (be - Nee 1),

Como 1~ e uma 2-forma'a valores na algebra do Grupo TA,

-
podemos escreve-la como

T: %.‘IQ_ TQ’MV dx_,‘*'l\dxo) (1.7.6)



mas, pele definigso (I.7.1), temos

T= A8 + TAS « A D + SAS,
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(1.7.7)

Usando a representagao dada em (I.7.2) podemos escrever

as

= Ta 2, 8% AxY A dx

M ’

e. anti-simetrizando encontramos

d

S

iIQ' (O 8%, - 9, &’j*) I dx Y

Ainda, em face de (I.2.1),

M"AS = kjab Mo ax*)A(1Tc 55 ax"),

Ou

NPAs = 'fab T e

- C
b}"" 6 b9} d*“/\ d)(,\)l

e anti-simetrizando a expressao acima temos

MAs

NMAs

-
-

-

4
Porem, em face

PTAS =

PAs =

PAS

h

Ainda

S5AD =

SAYD

e anti-simetrizando

SA D

SAN

SAD

S AD

=

i
4

D

Nt

(1.7.8 )

b . I .
_ji ‘?a Le - Ic ?ab) i b S5, dxrp dx")

.15; L.&ab: IC) T‘gb/* 8¢, dxt A dx¥,

de (I.7.5),

\V] b(; I, - qac.-t'b) F“b/“_ SC\, dx.’*/\d'x",

N . [
tI.o_ P ;P(;J v IQP&/‘_ 5",,)(1,"#—/\0‘&")
lo\, F&C/‘ 5 v dlM/\d N . (I.7-9 )
(lc 8%, dx* ) A\ Jab M “ev ax”)
Vad )
Ic jab P Qb\’ Scp— dx*“‘ /\dn,\, }
. b . A c
:\i \Ir. jo- - .gc\b Lc) r‘(«lo v 5},«, At A dxv
1 b b [ ,
Py &—VlQ‘I - n c J:O-) i bV 5c/u~ A A o )
-i- (Ia_ r‘ c..o.o Sc/& - IQ_ r‘“cv Sc.#) da A dxvj
T3 Ta M%ey S5 wxtadn’, (1.7.10)

Quanto ao termo S A g temos que

SA8 =

(Ta 2% auw) A LDy 95 aw)
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Qu
SAS = I T, 5% 8%, dxt 4 dx”

o qual, mediante a anti-simetrizagao

BAS = .«i[_tc_ll‘b] % ab

A v ™A dn

resulta, em face de (I.7.4),

SAS = O. (1.7.11)

Levando as relagoes obtidas (I.7.8), (I.7.9), (I.7.10) e

(I.7.11) em (I.7.7) ficamos com

{ N ; — a c
5 Ta (0, 5% -ouSY T, 8% - Mo, 85%) axvwadey, (1-7:12)

Entao, comparando (I.7.12) com (I.7.6), em componentes,
teremos
T s = e 85 = 0SS + M S50 - Py S5 (I.7.13)

Se escolhermos uma base onde as componentes de S sao

5% =%, (I.7.14)
teremos
T = 8ud% -2,4% - D%, 4° “ o
ou Y = M v = Y Y - L v o T va 6/‘)
T = T2 re 7.15)
MY = yuo T MV ) (1.7.

0 que e valido para bases holonomas.
L4 . . ‘ .
Transformando os 1ndices da algebra de grupo para 1indi-

ces de espago-tempo, por meio de tetradas, temos

< 28 L3 (o8 <
"KOV T Ay = ‘ﬂ\ o T‘v/,\ -~ ‘AQ. T‘:;v )
ou

<
T/Lv - -1-—1-{\,/& _ P;vl (1.7.16)

que sao as componentes da torgao no espago-tempc, em bases ho-

lonomas.
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I. 8 EQUACAO DE YANG - MILLS PARA O GRUPO DE POINCARE!3

Seja V uma conexao linear, definida no fibrado P , dada

pela soma de duas conexoes lineares:

V—‘-F*S. (1.8.1)

Aqui V & a valores na algebra do grupo de Poincare SCWQJ)GT#
sendo que a forma-conexao I' € a valores na élgebra do grupo
de Lorentz SOQ&L) e a forma "solder" S &€ a valores na élgebra
do grupo das Translagoes.

A curvatura C, da conexao V , e dada por

C=DyV =dV+ VAV, (1.8.2)
C= (dP+ds) « U‘+S)/\(Pfs)J

C = dN +dsS + PAP~PA5+$AP~5A51

C= (an+ PAP)+kds-vPAb*fﬂW‘*5A5)) (1.8.3)

o que resulta, em face das Equagoes (I.3.2) e (I.7.7),

Q= FaT, (I.8.4)

expressando a "curvatura total'. Em teories de Gauge [' e S
sao potenciais, F e T sao campos e € & um campo total.

As Equagoes de Yang-Mills para € ficam

dC + *-“\;V,#Cjzo/ (1.8.5)

ou seja
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é(F*T) e *“‘LF‘+S‘*(F'T)] :0}

éF v ST & .;‘*LP*S. *Fﬁﬁ'\’] =0 ,
OF ~+ ST w#'P wr] «it[p x1) ot [e xF) o Lo v7). (1.5 6)

Desdobrando esta expressao, segundo a algebra de cada

grupo,
ficamos com duas equagoes:
-1
dF + « LP.*'FJ=‘7/ (1.8.7)
para o setor Lorentz e
6T**-"‘[_Plﬂ‘r]+*"LL5/*F_]+*1LS,4T]-_—.o} (I.B.8)
para o setor das Translagoes
A Equagao (I.B.7) foi escrita em componentes na segao
(I.6) do presente Capitulo.
Para escrever a (I.8.B) em componentes devemos lembrar
que
—™ b o
" = fa r‘blwokx,“"
b
F = ‘L-z}a Fab,‘*‘) O\xu'A (Al\’)
Q.
S. 1o &7 ALt
e
T= fi IQ_ Tiv O(x“'/\dx‘"
Como T €& uma 2- forma
ST = * dxT = koL#T)
e assim

o op T A dx®,

* T = J_E%:IQTO. 6“"’
4

AT = L Io 3,\(\1:%‘ T%%) €%%cp an® A ax" A dnf |

*d*T; AT: EEA%‘. 1&3) \\(T%\ TQ'A\,) &4&\?0_? E_MS‘P? d"g)

oT = [:1; Lo 9 U:]? %) -2 (5: é\? - 3: 6,5 >] o\x.g
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AT = Vg a$ -~ g
A Talo (V7@ T%) 4 (7 T2 ] g
_—'1 o T g,
ST = N-g' Ta 3 (V=g i ) 4=y (I.8.9)
Ainda
LP,*TJ = L}O.b rQbA obx* ) !%-‘ I Tcyu»v g’ Te d"w"dlf.],

- —-—-‘ . b = w
[P’*T] = !:Z?' L'}o« 'Ic]P&bx rc;tw € \,tr(; A A anS A def
Pela Equagao (I.7.5) temos

LP,*7]

l

—
i:}i' (Vlbcr‘a - Vlaclb) P:>.Tcp.v é—u\;e d"->’\dv~“/\dx?)

[_Y‘ '*Tl = \é%: To T‘Qc;Tc e

Y
Iy Tp dn /\d«f’/\dd’)

mas, conforme o Apendice A,

*1'LT"*TTJ = % L“,*”YJ

ENtap

L xT) = =g 3 Ta T, TR e Ao g

4 cx My opE S dxg)
x LP’*T] = E- I \j::a\ Lro;v T T‘&c)‘, Tc#?)d&g/
2

*.XLP . *TJ = V:%‘ I-o. \"\@c—}b K\)t%‘ T*-”-?/A.) dx? . (1.8.10)

Calculo do termo.g*Ls'*FJ:
,!ﬁi b e
»® F = '&“ F b)Ag EK\’ vo o\LO—I\O\x.())

‘_IC. Sc;. d*), E%; fo\b ‘;Qb}») &u\,c‘f dx® A dke—],

3

Le,xF]

-
[.5 ¥ FJ = \J—Zgi‘ (ﬁac_ I-b - y\bc, IQ) SCX Fo.b).w &uvc_P 0‘1)/\ dx“"\dn?,

—
LS ) * F-] = - t& Iq_ sc}‘ -FG.CM\, &M\’we dX-*/\ ol/.n,s/\ d&e)
porem, o comutador LS;*—FJ € uma 3- forma, logo (ver Apen-
dice R)

* s, xF)] = x (s, xF]
e assim

*“-’- [;S,aeF:]:—_;_%—‘ I \]_:%‘ 5c>{_-0~;:p\.v& ex‘rpgd‘

x*+ s ,«F] = \I—_ca‘ I, S uid“ =R Mi)dnc,g‘ ) (1.8.11)
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. ~4
Calculo do termo > [5,%7T):

[sl*TJ = L'Tﬂa.su.xd"‘*l EA_; 1bTbl~W £W¢P deAd—ue_)'

! - .
[s,*7]). V_z‘é [Ta,z.) 3™ To €% dx’ AdxnTAanf
mss, por (I.7.h)/temos que

Ls.+71 -0,
e portanto
*1s «7)=0. (I1.8.12)

Levando os resultados obtidos (I.8.9), (I.8.10),(I.8.11)

e (I.8.12) para a (I.B.B) encontramos
R by o o3
V=9 I.Q_LS}*_(\/—_%"T“ Pl el g T2

t SC}_., (V:‘é‘ F*o »3):\ dxg =0,

ou, em componentes,

(1.8.13)

(<9 '—_1 3 - € N —~ O -
O g T gh‘”rq‘-» W TR )+ S5 (g Foom ) oo (I.8.14)
Estabelecendo as convengaes
D ToAS M8
\/-? T . 7 ) (I.8.15)
e
\;:? S 5[“;_**?‘ (I.B.16)
ficamos com
o g nhat “gﬂ~ c Lo
% I /’*+)¢/~f +5/“j’c/*5___o) (1.8.17)
ou
: aiﬂ < pa. 8
v/(“‘f ° = S}* f [ /LL .
Como ja observamos na Equagao (I.4.9)
Y - YP')
resulta, portanto,
o Vo < o S (1.8.18)
V. I 5. F7e

~ G.?/,A_ . .
Quando a torgao e conservada, 1.e.

V., I Lo (1.8.19)
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temos que
5% F%e M eo .

(1.8.20)

Considerando agora uma base onde
S . I° (1.8.21)

i M
ficamos com
< a. S

S F =o, (1.8.22)
ou Jfa- F (1.8.23)

/4. =0 .

Fazendo uso de tetrédas, para passar o indice de algebra a

para indice de espago-tempo, obtemos

Ja- %
A%, FOL T <o

)
ou

T
¥
U
0

FA%I .
=2y (1.8.26)

0 que results

F"?ao.

Quando a conexao /' €& uma conexao de Levi-Civita, F se

reduz ao tensor de Riemann, e assim

-3

R

=0 ,

0 gue estabelece a "Equagao Gravitacional de Einstein", no ca-

so sem fontes.



CAPITULO II

FORMULACAO LAGRANGEANA

IT.1 CASO GERAL

A forma-curvatura F, da ccmexéo]'1 , ja considerada no
< . 4 4
capitulo anterior, e uma 2- forma a valores na algebra do gru-
vo G de simetria e e expressa por

b Q
- / 73 v
F = ..%\ F 6ty Gx /\dx.) (I1.1.1)

em uma base holonoma idxﬁé, do espago-tempo.

6 ~ 4
Em (II.1.1) zi sao os geradores da algebra de G. As compo-

nentes F“b podem ser escritas totalmente com indices de es-

»
pago-tempo, desde gque consideremos um isomorfismo realizado pe-

las tetradas-&i*\u):

FJ - b o
Buv = La A Flun, (I1.1.2)
0 que equivale a projetar F no espago-tempo. 0 procedimento
acima e ainda valido quando consideramos bases nao holono-
mas {uo}*'k
A partir de (II.1.2) podemos obter as componentes ELvUv’

‘
do "tensor de curvatura contraido",

_r? - p* P¢ Yo pde peo (I1.1.3)
Fow = I ey v prow * Vop lpn=Toalpy,

~ - . . ‘ .
sendo a contragao feita para o praimeiroc e quarto i1ndices de
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F BMuY , L€ =Y

[ . . . ~
Construiremos uma Langrangeana de maneira similar a

da Relatividade Geral, porem, lembrando que agora a metrica do

~ ’ . 22 . ~ ~
espago-tempo nao e simetrica e #%fw nao sao componentesdo ten-

sor de Riemann, pois ' nao e uma conexao de Levi-Civita.
Assim EAV nao sao componentes do tensor de Ricci.

0 formalismo aqui descrito englobara a torgao, como ve-

remos adiante.

Tomaremos como densidade de Lagrangeana a forma

L = %—‘“LFW () + Kk E,w]) (I1.1.4)

onde K € a constante de Einstein da RG e E,, sao as componen

A

tes do tensor energia-momentum,Hermiteanas, a sua parte real se
ria o tensor energia-momentum usual em RG e a parte imaginaria
devera ter uma posterior interpretacgao. Em (II.l.&)?i““ € uma
densidade tensorial,

?uva_/:—; ?uv (I1.1.5)
sendo % o determinante da matriz representativa do tensor metri

cCo.

Com (II.1.4) podemos construir a agao

A_:/-?-w’ [;:Mtv)w»kfiw:} oth) (I1.1.6)

cuja condicdo extremal JA=0 resulta em

jé.‘edax. = /[‘Fku’ k]’)f 1% Euv‘}é%“"d“',L* ?’“’éﬁuv(P) dix +

i~ ) (11.1.7)

quém,lh

é%uﬁ :-J:gj (1" é:%]p,%uv) é%u»)

(1I1.1.8)

- = _ - F
AFMU’\:Qér"w)}_{{érw)ﬂ*u oo~ Tl 8P, (1r19)
Com estes resultados a (II.1.7) fica

HALMURYLN Vg (- Lg g ) dgerats -
+ f}‘?‘w [Ké P‘)‘Mq)'l.,{ - &ér‘)‘M) , + K?-’-‘.e B P-;v)érrsﬁ_,;]dAL +
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+ kj'g““ S ELy A% =o

onde cada integral deve se anular separadamente.

(II.1.10)

4

A primeira integral de (II.1.10) é

\/:Oﬂf(g“(n) AL IS L E R

(=% =
% (11.1.11)

porem, como 6a“J € uma variagao arbitraria e 7-;() , Oobtemos

Fou (M — Lg F(r) sk Eu. (I1.1.12)
Trata-se de uma equagao similar a de Einstein da Relatividade
Geral, onde F = %“”FLQ e o "escalar de curvatura". Vale lem-

brar que Fhv(n)e Euv na3o sao simetricos. Quando [ é uma cone-

xao de Levi-Civita e Fv = 7“#~ a(Il1.1.12) recai nas equa-
goes de Einstein da R.G. com Fuy = R v (tensor de Ricci) .
Para analisar a segunda integral de (II.1.10) conside-
remos 0 seguinte:
Dados dois tensores A e B, de componentes A" ""... e

.o ~ 1
B ., entao

j(A' SR IR ).« d"z,:j[- A7) w2 g A T ]8I 1 13)

onde

M= 5 (M., - P) (I1.1.14)

Com isto a segunda integral de (II.1.10) fica

./[.5#'0@“*»9))'-& g P',i.a);.( £ (e T 38T Jd = o,

ST er eng=dorin -F3 L angm]ors, -

+ "3““’ (PdQP - rﬂpv) épeu} d“"- = 0
ou entao

J{%M-ﬂéf‘i* “?&ij-lépiv + 2 g Pi“‘- = P"%uvépd‘*y
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+.2%*~" Ptvp) P@ Edﬂx =0 . (I1.1.15)

Separando convenientemente este resultado encontramos
i v
é ~“F NM\’ - q ~ vy v
J'[ o} e - 9 ;4) ér‘uv d'% + ) F{_P?°L~"up} v

. A¢ ﬁprP “p - P?u] ‘~U“)LP) “1:A)&épdwo Al =0,

e considerando agora a segunda integral de (II.2.16) temos

(I1.1.16)

v o ~ : SRV FURNR G N
SR Pl gl o L UL e
De acordo com (I.7.16) observamos que

-1~-¢ = )ﬂd - Pj*v)

JUSN} Ve
sao as componentes da torgéo , escritas numa base holonoma.
Assim obtemos de (II1.2.17) uma relagao algebrica para
as componentes da torgéo

~ Vo~ w uy
FUPThe = % 3P T o 0 T s©

P /

ou

Vol . oV -1 —
T )J‘ _f.%M.\,T)\)\“'é TCY )JV _O/ (II.l.lB)
conhecidas como equagoes de Cart?nlj
Estas nao sao equagoes dinamicas pars a torgso, POrtanto
nao especificam a propagacao da torgao como um campo.

Considerando a primeira integral de (II.1.16) temos que
‘/[(3 PJP ? FP P+ a}“ T‘P?A)épd (% + '%XV PPN -y.'%PX Ti{)\)ép’j‘v]d‘xzo‘}

ou

j{ WT&‘ 3uP +{_'(3 Fi‘ AP 3u>«pPPA)}JPM WAx —
.._/U\F?.aw ,a + \/.'3‘ (%Mr‘ﬂm + 3u->« [“'.,u\))éf‘:”d’xxoj

ou ainda

| -4 w — i =) ‘ .
J[ Vq' hp Pa V-4 ‘3“‘5; 6 ]9 T had i“?#"-—;%;x gHY 4 \/Ti‘zd‘*";.a_']é Mvd%:=0

mas, separando devidamente as integrais temos que

ﬁ‘{j aPF)F 61‘4}“ dx — fﬁ’m/‘d é]‘igd"x} -
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Das duas primeiras integrais, devido a variagao arbitraria de

Il
J 7 ma € épt\, , concluimos que
9(“-“),.‘ =0 (I1.1.19)
%uw/_v -0, (I1.1.20)

Devido aos termos %‘P e 4.a Que sao termos de divergen-
cia ordinaria, as duas Ultimas integrais, quando integradas so-

bre todo espago-tempo, se anulam.

11.2 MUDANCA DE CONEXAD'®

Consideramos agora uma mudanga de conexao, de tal forma

que fique preservado o transporte paralelo.

Sejam r";n e \Udpv as componentes de duas conexoes di-

’ ‘ .
ferentes |° e W . Queremos saber quando e possivel que dire-

~

Goes paralelas ao longo de qualquer curva no espago-tempo sao
as mesmas para as duas conexoes. Com esta finalidade fazemos

uso das equagoes do paralelismo da seguinte forma:

o(aXt <« 3P dx? < (g o APdx)_
P+ ) - (g - Pt et)-

ot ) (I1.2.1)

) » [y

N2« wo Afaxly 3t (X e Pas”yl o (11.2.2)
»

at dt at ¢ oLt

y
Subtraindo (II.2.1) de (II.2.2) temos

o2 S [\ .z
(Wdh‘ =T e“)f)\ei% - (WS —T‘@,))\ k@dx_'=o)
T(w 2 o o (11.2.3
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Definindo

< ") <
Qg =Wen ~ I pn (I1.2.4)
encontramos
> o < o wop gt (I1.2.5)
(é}kap“ - ‘S,u“'pu)) A ax -o .

Como estas equagoes devem ser validas para qualguer cur-

va entao

S w2 [S ) < )
éuo'p)‘" épaun - 9. o*o,eu - J@ a%% g = O. (1I1.2.6)
Fazendo uma contragao para os indices o e .o ficamos com

L Y o «? O =~
600'5b"+é?u°“’6‘ - 9y & 8 ~ 9 *%oen =0

)
e dal obtemos
2N 4
o 0.
L\Qpa\ Sp Xog =0 (11.2.7)
Pefinindo o seguinte vetor
8%p = a%q, (11.2.8)
encontramos
M= 28 (I1.2.9)
Q,ﬁn = t@ »n o el
Pela Equagao (II.2.4) temos finalmente
w P = (11.2.10)

onde “a & um vetor arbitrario. Se a condigao acima & satis-
feita, entao ela define a mudanga de conexao mais geral que
preserva o paralelismo.

Desejamos encontrar uma conexao Que preserve O transpor-
te paralelo segundo a conexao /' , mas de tal maneira que a

torgao de P seja nula. Para 1isto devemos impor que

_ ~ - (I1.2.11)
ou
L - ~
l/“: i(P/“d“P“#):O,
Em face de (II.2.10) encontramos

L(wi, -2t - wj/w +2d v, )=o0

b )
e daai
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N = - é. W, (I1.2.12)
onde fizemos
W . o
M“_‘/z'(w,u_.z. B W-il./u)‘ (1I1.2.13)
Assim a conexao procurada tera as componentes
2 2 (II.2.14)
Wﬂ)«=V,gn—9—d;w,,
AR densidade de Lagrangeana (IT.1.4), escrita em fungao
da nova conexao W, sera
L= g« LRy )+ ke ) (I1.2.15)
= 3 Ay o | - .2,
Neste caso F,,(w) e dada por
Pl = w e Wé}*p,» + W‘izp WJ}N - wh, W s )
) B _ 2 (P _ B
fuv Lw)“ P&P Moy 'Sé)* Wv) = é\’\w }*(5 % éﬁ* WF‘)*
g 8 < o
+(P°1f5 - —‘<S_; Wﬁ)\P)&v‘ = d, Wv)—-
—(rh, - 2l w) (P, - 2 80 w,)
o2V < M M 3 M P/
A\Db")) = T‘ MP‘P T‘ }*Pu\’ hi P _;(3‘ MoV P-u)r‘ ) *iép WP,\! -

Finalmente,

: (I1.2.16)
F-).:W (W) = Fuvtr) 2 (MWt = W) e

Como as caomponentes Fuvkp) sao Hermiteanas, e W, e um
cempo vetorial puramente imaginario, e”tEOFuvK“” sao

compo-
4 -
nentes de um tensor de curvatura contraido e Hermiteano.
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R integral de agao e

A=/,£¢“x, (11.2.17)

sendo oL dada em (11.2.15).

A condigao extremal

dA:féLd“x:o’ (I1.2.18)

deve levar as equagoes de campo do modelo.

Porém,
oL = é?a“"*" [ Faw (W) + kE v +§‘“’ [c)FMva)+ kc)E,u.v]l (II1.2.19)
e
IFuv (W) = SF M) Z S (Wupy = wy L),
onde éiv& e dado por (II.1.8), & Fuu(M) por. (II.1.9) e
MMWa v = Wy n) = (B, = (4w, (1I.2.20)
Com (II.2.18) e (II.2.19) temos entao
fé‘"a'“LFw(w) +\(E“_\,]d~x. 1.]%“"6 Frv W) a%e ¢ ‘*J%“"dEw=o,(II.2.21)
Usando (II.1.8) na primeira integral de (II.2.21) encon-
tramos
_% /(FP“ (W) ":é' 2;“ F (W) + K Euy “-.{-Zévv E}gv) 3‘-&‘*"4"» =0,
mas, como Vj% +0 e c§%“° € uma variagao arbitréria, pode-

mos concluir que

Fuv (W) - 012 Gy Flw) = k &, . (11.2.22)
Considerando agora a segunda integral de (II.2.21) e lem-

brando a condigao imposta em (II.2.11) obtemos

j%w [_- (¢ P“’Mu)j\, + (4 P"W)JG + (P, - qu) S Pio] At +

*%f%““[(éwk),v - (éw\,)'/&] b = O, (11.2.23)
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Usando a expressao (II.1.13.), ficamos com
S [ve o < 2
Jl_ %uv;c_ <SP"M\’ + 'E 0)\) V%o & (P e - pdv>ép uw]d«‘x.-}
+ %J(%uv,v AW, - %MJ» dw\,)dqx’O,

De modo analogo ao que fizemos na obtengao das Equacoes

(IT.1.19) e (II1.1.20), podemos concluir que

947w =0, (11.2.24)

3“")920_ (I1.2.25)

As Equagoes (II.2.22), (II.2.24) e (II.2.25) sao as e-
quacoes de campo procuradas.

Ainda observamos que

o Q-
Poa = M av=e, (11.2.26)

mostrando que realmente a torgaoc da nova conexaoc W e nula.

Através da terceira integral de (II.2.21)

J%U.N é E‘uq dA.K_ -0 )

€ . ’ . ’ .
concluimos que o0 sistema e conservativo, uma vez que a8 Unica

possibilidade para que esta integral seja nula e se ter JE, ,-0.

Observagao: Consideramos agora um caso no qual E_, .o. Com isto

a (I1.2.22) se resume a

Fuv (W) =0 (11.2.27)
e portanto, pela Equagao (II.2.16), temos que
- 2
FoolM = - By L“@MV - ““L»)- (I1.2.28)

Separando F,,A\Mem suas partes simetrica e anti-simétrica

ficamos com

- 11.2.29)
FKM\))&P) "‘O) (
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F

L -2
Lw]kn) --2 (W, Wy, k) (I1.2.30)
Derivando a (I1.2.30) resulta
F (M= 2 W (II.2.31)
LM—\'J'W SKW‘U}A«O’ /‘*'/VO‘)}

~ ‘ . ‘ .
e escrevendo as permutagoes ciclicas nos indices e somando,en-

contramos

,-[/»L\J]'vkp) + F[GMJ'\’&‘) + FLVG_])P‘&P)zO/ (1I1.2.32)

o que equivale as Identidades de Bianchi da secao I.k.



CAPITULO 1III

LEIS DE CONSERVACAO

I1I.1  CONSIDERACOES GERAIS'?

Existem varias solugaes exatas das equagaes de campo,com
significado fisico conhecido. Ao considerarmos-problemas fisi-
cos mais complicados somos forgados a métodos de aproximagao e
procedimentos numéricos. Isto nao &, certamente, uma nova fa-
ce da Mecanica Relativistica, pois mesmo em Mecanica Cléassica,

nem todos os problemas podem ser resolvidos na forma analitica

fechada.
Um exemplo em Mecanica Celeste é o problema de Kleper,
que representa um papel analogo ao problema de Schwarzschild.

ou Papapetrou, na Astronomia Relativistica.

Mas, na Mecanica Classica, temos junto a poucos proble-
mas padroes resolvidos, uma infinidade de principios gerais
que muitas vezes levam a conclusoes de grande imponténcia} sem

que haja necessidade de solugoes explicitss das equagoes dife-

renciais envolvidas. £ nosso objetivo aqui, fornecer parte
dos resultados gerais, aplicaveis & Teoria da Relatividade
Geral.

Desejamos,primeiruldiscutir a questao das Leis de Con-

servag%ojem CoOnNexao com as equagoes de campo.
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Sabemos do Capitulo II, Equagao (II.1.12), que o tensor

. ’ . . .
energlia-momentum e proporcional ao tensor de Einstein G

as-
simetrico:
. - (111.1.1)
G}W' o " o F
No caso gque consideramos, onde ﬁM, nao e simetrico, temos
= _y (ITI.1.2)
Mo 7 %th = Kk EMM/
0O que e anélogo as equagBes de Einstein, onde
Gy = kEwy , (III.1.3)
Na teoria de Einstein temos que
E (ITI1.1.4)

)J.V3v :O,

0 que expressa uma lei de conservagao para o tensor energia -
momentum.

Lembremos gue a divergencia nula de um tensor leva a uma
lei de conservagao. Em um espago plano podemos, por definigao,
usar um sistema coordenado no qual os coeficientes de conexao
sempre sejam nulos, e neste caso a diferenciagao covariante se
reduz a diferenciacao ordinéria.

Suponhamos agora gque 0 tensor E“° € nao nulo, apenas
em uma regiao finita do espago-tempo,em qualquer instante. En-
tdo, a secgéo do espago-tempo onde o tensor € nao nulo pode

. b
ser fechada em um "quadri-tubo" D :
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. 4 .
Considerando a parte A de D# s Que e cortada pelas
: .. Py ) - 4 :
hipersuperficies =L, e £ ﬂtf , 0 contorno A consiste
de dois espagos tri-dimensionais no instante inicial éi e no
instante final tf , de uma parte de "pogo" de Db sobre o qual

0 tensor e nulo. Entao, pelo Teorema de Gauss,

3
EY, % = E"’°o\?»—'/E“°°L*—=°- (II1.1.5)
4
4 £ L,
:

[

Assim a quantidade vetorial

p* EMO P (II1.1.6)

2

nao muda no tempo;Se 2integrarmos sohre uma regizo tipo espago,
que pode variar no tempo, mas e escolhida de tal forma que
o tensor E%Y seja nuloc sobre seu contorno.

Podemos considerar P como uma guantidade conservada e
dar-lhe uma interpretacgao fisica. Por exemplo, se E“vsao as
componentes do tensor energia-momentum, as guantidades p po-
dem ser interpretadas como as componentes do guadri-vetor e-
nergia-momentum da Teoria da Relatividade Especial, e E*® po-

de ser interpretado como a densidade deste vetor no espago.
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. ~ . ~ ’ ‘

Tal consideragao direta nao e possivel em um espago
nao Riemanniano, com os coeficientes de conex3o nao nulos.
Somos, entao, forgados a buscar uma quantidade conservada al-

ternativa. Isto porque,para um espago curvo, energia e

campo
. ~ . ~ AV
interagem, e entao somente algumas combinagoes de E e da
energia do campo gravitacional sao conservadas.

Para investigar (III.l.4), primeiro coloca-la-emos na

forma explicita. Temos, por definigao de diferenciagao cova-

riante,
v v g 8 Rt
E./u' ;v: EM,\) T EMVP‘\)@‘E" r‘/-bp/ (I11.1.7)
e
(V-9 )
R
v@* (%Vg),v = ) (III.1.8)
V=g’
e ainda
< 5__ T ] B _ — 3 (111.1-9)
PppEi‘% P‘tp.pE-'- = PYMPEF‘—)’Z%C‘V»V‘% e®

Assim, podemos colocar (III.1.7) na forma mails simples

wa’,v +L@—”— EJS - é Fep u »/”-5‘ E°F (I11.1.10)

isto e
(V=¢" £) L O g (II1.1.11)
t My Q%t@)/u.d‘a e =0,
Devido as Equagoes de Campo (III.1.3) o Gltimo termo de

(II1.1.11) pode ser expresso em termos do tensor de curvatu-

ra,

N) 1 — (111.1.12)
kp Ep,),v ——_-{%IP'/“' J—:-E—- Gt“a-:O
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0 problema agora e claro)se escrevermos o Ultimo termo

de (III.l.lZ),como a divergencia ordinadria de uma quantidade

v ’
V-? .Z“ . Assim teremos uma identidade que levara a uma
lei de conservagao, via uma aplicagao simples do Teorema de
Gauss.

Observamos que podemos reduzir a questaoc de leis de con-
servagao em Fisica, a um problema de Geometria Diferencial. Ja
a quantidade V:%‘.ﬁuv , Que procuramos, depende somente da
metrica considerada.

0 tensor G €& construido de um modo nao linear, muito es-
pecifico)pelo campo tensorial g. Para exibir claramente esta
dependencia, faremos variar as componentes 8““ arbitrariamente
e estudaremos o efeito desta mudanga sobre o tensor de curva-
tura contraido. Portanto, usaremos metodos tipicos do calculo

variacional.

ITI. 2 ANALISE VARIACIONAL

Iniciamos nossa discussao com a densidade escalar Jf )

definida a partir da curvatura escalar £ , mediante

J R TRy,

o < ) ‘ (I1I1.2.1)
Fe g e (aulty -0p Mh s Mo Thu - oL 8.

Se Du € uma regizo arbitraria do espago-tempo, pode-

mos formar o invariante

(1I11.2.2)
oh
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£ possivel nmostrar gque a densidade tensorial V@ Gh,pode

ser obtida como uma derivada, sob uma variagao do tensor mé-

trico em D', gque se anula na fronteira, isto é, é%u» e é%“uk

4

.

se anulam sobre o contorno de D
. ~{
Observamos que se mudarmos de um sistema 7t para um

. —al . .
sistema %, as componentes do tensor metrico se transformam

como

=  _ ox% oxF

Fuy o oiv O4p 7 (I11.2.3)
A mesma lei e valida para a variagao das componentes do tensor
metrico § ortanto C também se transforma

3u‘v+é%w s P d%uv
como as componentes de um tensor. 0 mesmo vale para todos o©s
tensores construildos a partir de g.
No caso dos coeficientes de conexao, a variagao élj;m

deve transformar-se como um tensor, pois o termo nao homoge-

neo, que aparece quando se mudam as coordenadas, 1.e.

—~—

M os = 3x) 9.8 H.¥ I S - PR T
0% pxm az® AN >xPax* 2™ 0r® ’
depende unicamente da mudanca do sistema, mas nao da metri-
ca usada. Portanto teremos
dp o= 2%~ o ox orh,. III.2.
ﬁ ox 9xf ox"
Calcularemos a variagao de F““ em um dado ponto, pela

introdugao de um sistema geodesico local. Em tal sistema todos
os coeficientes de conexao anulams-se no ponto considerado, por
definigao, mas nao suas variagoes, desde que, durante a varia-
gEo da métrica, o sistema coordenadc nao permanega localmente
geodesico. Para este tipo de sistema coordenado, a diferencia-

o . . ’ . ~
gao covariante e a ordinaria sao as mesmas, B encontramos pa-
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. ~ ~ . 14
ra a variagao da forma-conexao o seguinte

IFp= -, ), + WP, - (P"\,P - M) orh . (r1n.z.s)

]
Os termos ds identidsde acima sao tensores. Esta expressao,
embora tenha sido estabelecida com a utilizagao de um sistema

. ’ ~ v .
de coordenadas convenlente, e uma expressao geralmente vali-

da para éFAv,

. ~ — . . . ~
A variagao de ~? , Que tambem ocorre na definigao de

J em (III.2.2),é obtida a seguir.

0 determinante g pode ser expandido em seus elementos

4 .
da y -esima coluna e seus cofatores como

- L (111.2.6)
3"53“*’A )

Ay ’ . ¢
onde A e o cofator de 3 e v e qualquer coluna com 1n-
wy

dice pre-fixado. Ent3o temos

% (111.2.7)
;) v = AMN/
AL
e assim d
éca= oq dqw = AV Iquy - (I11.2.8)
Dquvy
¢
Por outro lado, podemos usar a definigao de matriz inversa de

%uv para encontrar

Y

wy ]
% = —— A (I1I1.2.9)
%_ 7

e portanto a (I11.2.8) torna-se

é%a%%w é%w' (I1I1.2.10)

Este resultado pode tambem ser formulado em termos de

MY uN . . . _
éca , notando-se que % %um e o trago do tensor invarian

v
te de Kronecker, év = 4,
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Desta maneira temos
é(auv?uv)a?uvéawv-y ‘aw"éguwzo, (r11.2.11)

b m d 2 a wv 4
Observamos que 3u» e um tensor, e entao 8 J%u»e um
4 . .
escalar. Mas tambem notamos que o operador variacional & e a
operagao de levantamento e abaixamento de indices nao comutam.
. . ~ , UN ’
Assim a forma contravariante de é%u& nao e 61 , como e

evidente por (III.2.11). Vemos, entretanto, que

I TR PO

e a (II1.2.10) torna-se

- - w (I1I11.2.12)
é%‘ %?uvé% ".

Assim, finalmente temos

IV-q =~ S8q - V=g wy (I11.2.13)
J_%ﬂ‘ 2,1/-—5‘ %_ﬁ—%uvé(a.

A variagao total de T de (III.2.2) pode agora ser es-

crita como

6.)- = é k\l?*' uy FA—L»\) d"x_ ,
R

0T = | (g q08 Fuw + 4 Fur S ) # By VG 894 )l% . (IT1.2.10)
Db
Usando as formas explicitas de éF»v e éd:? de (III.2.5) e

(II1.2.13) obtemos

9= [ L) G e [V 1 (- rparta e
D b
*/o‘* (Fuo ~ 5 quo F)Fg 99 d',

= uy | ) ne 4 ™ 4
éJ-bﬁz L(ép*uv);d-(dl uol);v}o{«x.f‘foq\J 9 % »’(ij~ p‘;“)d x+

A (III.2.15)

t [ V' Guw Sg atx
b
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Desde que a derivada covariante do tensor metrico se a-

nula, podemos escrever o integrando da primeira integral de

(1I11.2.15) na forma

L(awé Pd»«")j* - (%wapju)jv]\f.‘a‘ . (w“)g - N_—?\/

]
J

(I11.2.16)
onde w? e ¥ sao vetores contravariantes. Usamos agora a

seguinte formula geral17

?-;=°“~'V‘§=——‘——- Q‘ELJT) (I11.2.17)

J V:_1

[

0 Qque nos capacita a expressar a divergencila covariante de um

e }

vetor contravariante na forma

-

owte = W w) ., (II1.2.18)

Nesta , o lado direito & um termo de divergencia ordinéaria.
Assim, todo o integrando da primeira integral em (III.2.15) e
uma divergencia ordinaria, e por integraga@o parcial, podemos
expressar a integral como uma integral de superficie sobre o]
contorno de Dh. Desde que 63“9 e éT”;” se anulam sobre este
contorno, a primeira integral deve entao ser nula.

0 integrando da segunda integral de (III.2.15) e nulo ,
pois os coeficientes de conexao se anulam no ponto considera-
do, embora suas variagOes nao se anulem. Assim, a EXpressaon
(I11.2.15), para a variacgao de J

A Y 4
, se reduz a formulsa funda-

mental simples

37 = g Gy Sq dtn. (I11.2.19)
o4

Fica entao mostrado que a densidade tensorial V~i GMJ e

um deérivativo variacional do invariante J , sobre a densidade
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escalar4~8 F . Mas & (III.2.19) é valida somente para varia-

goes do tensor metrico e suas primeiras derivadas, que se a-
- L . ~ . .
nulam sobre o contorno D . Para variagoes mais gerais devemos

. . . . ‘ .
adicionar i1ntegrais de superficie no segundo membro.

Como o integrando Jf de J € uma fungao complexa nao
linear de ?uv , & de suas derivadas, usando o formalismo pa-
drao do calculo das variagoes ( a usual aproximagao de Eu-
ler - Lagrange) podemos expressar a derivada variacional Gy

em termos de derivadas parciais de JF . Observamaos, entretan-

to, que tambem as derivadas segundas das fungoes de 5&» en-

trarao em\f , 0 gue tornara os termos de Euler-Lagrange mais
complicados. E agora de grande conveniencia explicitar Jf em
, . .
um termo £ , que depende somente dos fuv e de suas primeiras
derivadas, e ainda um termo B, que € uma combinagao linear
de derivadas. Veremos gue a contribuigao do segundo termo, do
. . ¢ -
integrando jf , sera redutivel a uma integral sobre o contorno
. ~ ‘ . L. . . ~ .
de 1ntegragao do dominio D . Assim as variagoes de J e da 1in-
. . ) ~ . ~ .
tegral sobre o termo mais simples o/ serao identicas.
L , 3 3 .
Determinaremos o agora. Primeiro reescrevemos a defi-

nigao (III.2.1) da densidade Jf mediante
o = o o ol
_\/_‘:31 fr[r\do‘(,d 'Pod,e.] - L"/:_f ‘3(’ rdcrf),az - (\f:a—‘ 2 er Uaﬂ)‘€ +

(I11.2.20)

PP A, - T O )
Se substituirmos esta relagao em (III.2.1), concluiremas a
decomposigao de f?; F , em um termo de divergencia, conten-
do as primeiras derivadas de 8“, . Entretanto, podemos re-
combinar termos de modo a encontrar uma exXpressao elegante

)
para I

Partindo do fato que a derivada covariante de 3“? e nu-

la, chegamos a
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op o o
Thim=9 et Poe 3P0+ Pleu P =0, (I11.2.21)

Esta identidade nos capacita trocar todos os termos %PP‘d por
elementos %“ﬂ e coeficientes de conexao. Similarmente, pode-
mos usar a Equagéo (I1II1.1.8), para expressar as derivadas de
ngﬁ em termos dos r"gn . Assim, os dois GOltimos termos em

(I1I1.2.20) tornam-se

T W - T2 G ) L -
= Mo L‘ P:,P 960 - Peep T PFfP 3‘79} U= -

- Fie L- Map 9Pl - PF&P T ML ) Y. (rrr.e.22)

Esta expressao torna-se, depoilis de algum rearranjo,

P:-.LUT{%“"),? - P‘;e WV-g' %"(’)M = 2. (I11.2.23)

/

onde
2' - 97 L P MPue - P"f,(, P‘ip] . (I1I.2.24)

Substituindo a expressao (III1.2.23) em (III.2.20) e 1in-

serindo (II1.2.20) na definigao (III.2.1) da densidade esca-
‘lar f i.e
i |
= F V-
F ¢

obtemos a seguinte identidade
jzﬂp:g\/:?%o-er:r)m-w:;i%u?r\«w)le+og ) (I11.2.25)

A decomposigao desejada de jf , em um termo de divergén-

cia ordinaria e uma expressao envolvendo somente Os ?u» e suas
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. . . ’ .
primeiras derivadas, e assim alcangada.

Usando o Teorema de Gauss, para integrais de divergenci-

as ordinarias, teremos agora

;J‘:j F at~ =/ Lt ( trarmes d&wﬁd@). (I11.2.26)
D" o4

Fagamos
A':/ J a4, (I11.2.27)
DY
‘ ~ 4
Como L nao e uma densidade escalar, e depende da escolha do

sistema de coordenadas, a integral A' dependera do sistema de
~ . . [
referencia. Entretanto, dado um sistema de coordenadas especi-
fico, e neste um tensor metrico cam componentes 3uv ,
podemos assegurar que 0s valores de J e A' terao a mes-
s~ . .~ L
ma variagao Se variarmos as componentes 9“» na regiaoc D , de
um modo arbitrario, mas tal que éauv e éawv,c , seanulem so-
“ A . - .
bre o contorno de D . Assim J e A' tem as mesmas derivadas

funcionais em relagao as componentes do tensor metrico.?

wny
. ' . ) .
Rvaliando agora SA , desde que o integrando L seja
uma fung%o somente dos 2uy e de suas primeilras derivadas,

temos pelo metodo usual de Euler-Lagrange

éA‘ CS[ I‘( wuv uyv o9
o (a ! % VA ) x )

I

\ )
é A‘ = {-.———2'2’“‘» é‘aw -+ __-—--—'(->"t d‘a“",;]dﬁx ,
o" a ajwn.

(SAl:-.j {& - ,a). _a.il. )}é'a‘*‘)d,°x+
a wuv o) \‘L,\’k
Y 9 [

+ (Trwmes e Wﬁu@(,) (111.2.28)
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Para variagoes que se anulam sobre o contorno de D , o termo
‘o . . . . é

de superficie sera naturalmente nulo. Assim, equacionando J

em (III1.2.19) e SA  em (III.2.28) obtemos

\[’“_? Gy = g.z - o, (fi ) (II1.2.29)
3 0 >

~ ’, . ’ .
Esta expressao e o resultado final de nossa analise va-

riacional.

Prossigamos entao em nossa busca de uma expressao para

]:i.&: . Trocando indices em (III.2.29) e multiplicando-a por

T temos
Fhp

< . - 9 o ' d
? P,/_‘_ Kq Gttg)-a(atg % e’//a. - 3, %;FA) <a. P,/‘& =

T
+ = PJ‘>/~ . (III.2.30)

)
Observamos que o & somente fungao de c?cﬁ e 3T§J~)

logo

\ ai\ i\ <
uf,/u: 5—3’:; ‘atp;/-k* :atp)\% P')}") (1I1I1.2.31)
)

e a (II1.2.2B) torna-se

?CP4/4, (\/Taﬁ C,CP>= "i"/"* - a)(g,z_ 3‘P,/‘) -

- ‘g A a2l gep
..8,\(.{’ % W,\% /,u.), (I11.2.32)
)

°1

p
Como %‘P% € o invariante éA vemos que
T



49

(icp%x.)),’&: ?tp:,u, e T 76/8?1::.'/-'- =0. (I11.2.33)

Assim

aAC

T T
FPp Sp= P o For © -

ag

- 97 Feaiu gas &

It

(II1.2.34)

- ? Grﬂ
B A ' R ,
Portanto podemos reverter a posigao dos indices do lado esquer-
do de (III.2.32) se trocarmos o sinal ) i.e.

T ) a‘f_’ T
\[:J"%tp'#-GFz"a%(i ‘3: “aﬁnp)‘apiﬂ)" (I11.2.35)

1

»
Se agora definirmos V-9 L, como

\/-—?—.'l:= —'—(.f'?u" R 8zﬁ'ﬂ), (III.2.36)

2K G?lﬂv
e usarmos a (III.2.35), poderemos escrever a (III.1.12) como
- vy - v - v
N g'EP )|v+ Kfa‘lu)lo~l»f—§'(e#v+ 2l )]'v - o. (I11.2.37)

Assim, a gquantidade

o (e v o' EV L Y ‘ ¢ (I11.2.38)
N I A I R Y
2k 2k HgTH
3 v
tem uma divergencia ordinaria e representa a densidade de al-
. ~ L, ¥ ., .
guma quantidade conservada. A expressao/ﬁ Za e usualmente ci-

tada como o pseudo-tensor do campo gravitacional.

. - . — Vv v .. .
A divergencia nula de VL? (ﬁu + fu ) origina uma quanti-
dade integral conservada, precisamente do mesmo modo que a
. ~ . 'Y .. .
divergencia nula de 5; /no espago—planoiorlglna o] guadri-ve-

tor energia-maomentum BW'

Assumimos, inicialmente, gue o tensor energia-momentum e
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nao nulo, somente em uma parte finita do espago-tempo, e ten-

de a forma Lorentziana

rii © o 0—.
o I o o
o © i o 4
© o o {4

quando nos aproximamos,do infinito. £ evidente que 2 quantida-

v 4
de Aﬂ‘ tendera a zero se nos aproximarmos do infinito.

Integremos a equagao (III.2.37) sobre todo espago-tempo,

Py

. . (-4 .
entre as hlpersuperfi01es = £, e x" = ’éf'

z'@ (E.7+2,7 )% - V-g' (E.°+ 47 )t <o, (I11.2.39)
F £

em analogia com (III.1.6). A guantidade

/Q _—./7/-3 (£.°+ éﬂ")d'ax, (I1I.2.40)
f

e entao conservada, e pode ser interpretada como a generaliza-
gao Relativista Geral do quadri-vetor energia-momentum da Re-
latividade Especial.
P . ] v v ~
Porem, devemos notar que a quantldadetﬁﬁ (5u_+-(u ) nao
. ~ . . .
e um tensor e EL nao e um quadri-vetor covariante, em geral.

\
Isto acontece porque qf nao e uma densidade escalar.

IIT. 3 DERIVACAO DAS LEIS DE CONSERVACAO

)
Considerando o caso sem fontes, a Lagrangeana of ob-

)
tida na Secgao III.ZJé dada por

j': \/:31 %UFQF“;V T‘E‘f’— rieraﬁy? (111.3.1)
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Esta quantidade permanece invariante sob transforma-

coes do tipo

Xy = e+ £ F4N) (I11.3.2)
e portanto, a variagao J& torna-se

§& = L' - L&),

) ! \
Sd' = 55%_\, g +aéa% SEEP (I11.3.3)
9 P

Mas, pela transformagéo de coordenadas (III.3.2), encontramos

O oaP

= v ox4 x>
g =

<8 A w 3 v ol
- (A5 e SES - € 25) 97,

= v Mmoo A * V.o oog™ + 2 <
a‘*_-_[é.zépﬁ-édﬁgfé*ré@&-a—; O&é)J?F)

mwy cau.v . & (f"‘;_‘ ‘a.w - §‘:P%,u.p))

[=Xal}

(IT1I.3.4)
e assim
N o av
‘S‘a“ = (37 % + ¥ 970, (III.3.5)
Calculando a variagao é%””u? temos, por definigao, Qque
-— v = KV v [ X
9% = 29— = 2927 ox (I11.3.6)
oxf ax* oxf
Porem
< -
Qx A: - £ 28 4 0(e?), (II11.3.7)
9§ O x
logo, obtemos
QaMmyY _ Bg*Y [a BTV, g ﬁ"? o ol 3.8
_e—i—?—:—a%:-?—'f& A ET RS ook \,zg](,], (III1.3.8)
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Finalmente, para é%“ﬂf resulta

é%w?1? = £ l( fh't v ‘E‘:P cau.@)'f- %wﬂ‘d gﬁ:e))

ou ainda

A%Ml,f' = & [gu’.t %tv.e t 'gv.'i %MF'(’ = fif’ ‘aw’n-a *

A TV > a
+‘§,t‘,<¢ + E,W%“J- (111.3.9)
. . ~ ) .’ . . ~ .
A variagao de V‘? Ja for obtida na secgao anterior,

Equagao (III.2.13)
Vo) = Vg Sqwy

Agora, fazendo uso da variagao éa“” da Eguagao (III.3.5), te

remos

SWg) = —?— P € LB 7+ 0 9P ),

XY

it

)

ép W -l v
__Ei_ (§ S 13 ‘?é‘)@)

e finalmente
éﬁﬁ'f) = E\ﬁ%‘ L (I11.3.10)

As variagoes que foram calculadas para %“» , %“9‘9 e
— ~ . ~
J‘% sapo gerals, para qualquer transformagao de coordenadas
do tipo considerado na Expressao (III.3.2). Desejamos usar es-
- )
tas relagoes para calcular of .
. . & ~ .

Especificaremos os ¥ como fungoes lineares das coordena-
das %* . Entaoc a Equagao(III.3.2) é uma transformacgao linear
de coordenadas, de tal forma que sob tal transformagao, os cog
ficientes de conexao transformar-se-3o como tensores. Assim a

~ ! ’ . .
expressao de ,2 e uma densidade escalar, sob a classe restri-

ta de transformagoes lineares.
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), .
Como of e uma densidade escalar, sob tais transforma-
goes, esta tem uma variagao muito simples, devida inteiramen-

te a variagao do fator V‘? » uma vez que

s& = £ sV, (II1.3.11)

pois L é um invariante escalar. Entdo ficamos com
1)

LY A £ VIS e
J_—af\( %g.d)l

$a' = & 17 2. (II11.3.12)

’ \
Por outro lado, tambem podemos calcular é-f,por uma trans-
formagao linear,substituindo as variagoes (3<a“" e écd‘*",P na ex-
pressao geral (III.3.3). Como estamos considerando f"‘ como

~ . la) . ~
fungoes lineares, estas tem segundas derivadas nulaS,z entao:

S NS S
o ST
aauv 83
é ' - aoi\ ~ Qv £——| M e
* -&<a<awgw>.3 +5Qé75 $ia 9P+
N O-f‘ -S"*‘ _ "a.f‘ '

* Bof =
Ogqw” T % e 5 ‘g'PZ“@.e— Bouws £ ' P ‘au\’.d) V)
3 g - a )
1€ £
ou finalmente, fazendo um rearranjo nos indices

é°£‘ = [ 3 &68\\*’ 68"}" %\,Q)

28" T oL c -
) 9
- gff’ 3‘% ' "‘)] y (III1.3.13)
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Comparando as duas variagoes obtidas encontramos
= ' w 0L Lav 3L v o'
- B va
\
1_ 9 \,-l'f) ( u,Q )
QM 2 1)
e e aa“

ou ainda

?** o' LY o' oV Ok’ ey a2 e
1 I_ N (a N uy % e PSRN * > g 'fJ -
83‘* aa 0 %}“ 88 P

- ‘g’“‘:q [_88;;‘“‘_2_ %Pv ] of 3:.» 'N‘ .

Finalmente

§%0- 9 <5 (III.3.14)

’aaw’% &3 T“'f’ 98“/4»‘3 aa*‘» 6‘3‘“ pEGu L

Notamos que esta identidade foi obtida usando metodos va-
riacionais e uma transformagao linear de coordenadas, mas e
completamente geral e independente de qualquer transformagao u-
sada,

€ claro que, por substituigao,as variagoes de a“” e auv
em (III1.3.5) e (III.3.9), para a variagao de &' en (I11.3.3),
podemos calcular 61) para um ﬁJ' arbitrario e realmente ten-
do <calculado éi‘sem preocupagao pars obter a identidade
(II1.3.14). Agora veremos que (III.3.14)simplifica grandemente

) L4 . .
a forma de d& e é bem importante o valor de suas derivadas.

As substituigoes em (III.3.3),dos resultados obtidos,nos leva
\ \
od' . B g ., 0%
v

2§ o*"p

éa“”

o' o 2; e (8Mag fﬁ.p 9up) T
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2L e (47 gt * guPip £ < 9 Fhp T

™
+ gu:te 9> =+ S"N, P ),

ou, rearranjando convenientemente os termos,

se' o e g% [oL v, 22 Lav \ ~
& ‘ g T [aaw M Oau», A g-,z;},_ %\’“ - giv).& ‘3“.?
v 3 Iy i
- D4 g J N oul' 1T i .
88?".,\ ? ' ) t(’ {.Bau-* 8~"P-,€ 3

A substituigao de (III.3.14) fornece o resultado mais simples

\ ! 1
02 = E X P, 4 e 8% e (S5 w2l gUT)  (111.3.15)
d
que € completamente geral e vale para qualquer variagao de

coordenadas (III.3.2).

Seja uma variagao grbitraria do tensor metrico, Qque se anu-

- L .
le sobre o contorno D , e consideremos

J’:/ £ ot . (I11.3.16)
Dl
Agui

j:— \IT‘?F: \/—:c? %UPFGP/

o
= VJ~g' VP - r T PP P
[ U1°‘PP P“@? Mol )/
e como
)
A‘:/ L dix
o4
entao, pelos resultados da secgao anterior, concluimos gue

J-:v/jdﬁx.: ,f‘ot4z.+(Mnmaawfuﬁ'cdc).
oY 0"4

<
Se escolhermos os § em (II1.3.2) nulos e tambem nulas
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4

as suas primeira e segunda derivadas sobre o contorno Db, e
claro que por (III.S.Z)é%“”c.éz“ﬂr =0 sobre este contarno, tal
que JA' = . Entretanto sabemos que J e um invariante es-
calar e assim deve ter uma variagao nula sob qualquer variagao

de coordenadas. Entao)para esta variagao de coordenadas em es-

pecial)deveremos ter

$3 - aA'=<i/,g‘d4L .o, (I11.3.17)

I 3 V_ ’ d‘

sto pode ser considerado se observarmos 0 fato que % .
e um invariante escalar que tem variagao nula, sob uma mudan-
Ga de coordenadas. Entao, desde que a ordem das antigas e no-

vas variaveis e a mesma, teremos

/( I

A varlagao ~—— e fac1lmente obtida, pela Variagéo de

£ em (III.3.15) e pela variagao de J?; em (III.3.10):

\/:? ék_%_)_ rﬂﬁ 32+ &'A(V%‘)}:

= édf - -EL- éV 8
)

logo

5(7): € gkn"l(’ (:io“)%“ * ga"%_‘f,..‘r‘a“)- (III.3.18)

Assim a variagao de A' implica em

éA\ = & 8‘£ a gk:& da!‘ Al

us ¢
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\
+ é/ oL %"‘* g“'&e dx =0 , (I11.3.19)
v p
y P Me
Integrando por partes esta Oltima expresssao, e levando
em consideragao o fato que €% e gtgﬁe anulam sobre o contorno

de DA, obtemos

P (é%%’r %ﬁh’),e T, at _‘./DA (BQ%; 3»4) g d,‘x_i:o)

ou,finalmente,

a’\‘ = E [( ai" %.l\’ + abi‘ %94)
oY a‘d“.e )"Le %9 »’(’

’ . 4 . L} ~ .
Desde que 3“’8 arbitrario dentro de D , entao obtemos a lea

]S“d;‘x =0,(II1.3.20)
=P

de divergencia

( 2L o -EAN ) =0.
Sgw D R o
/e 37p Jimp

(111.3.21)
é aparente que a expressgo
) \
\/‘? Cc* - (—QﬁL g7 ¢ O g , (111.3.22)
M Qqw ag M~
8 P 9 1P e

esta associada a alguma quantidade fisica conservada.
Trabalhando explicitamente sobre C@f , vejamos que ti-

po de guantidade fisica ela representa :

Fr el = (25 ) 1 (e ) v -

b.{‘ 2y 'a&‘ Vel (I1I.3.23)
¥ 3 quV ? 'P N av).» % ,r.
d Ve

Pela resolugao da Identidade (III.3.1l4) temos
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ai) ) a4 Y -
daw? T~ DA ca\’ Ao
P (TS
a‘{‘ \ \
- 9% gv _ o4 2y ML v _ (e
‘a%a""* ')J. a%“'\, % s%\)» i %u )

e substiuindo o resultado em (III.3.23) encontramos

\F%‘ <= a(,(aot‘ )+ % ( ol )(3%*

88#"’,', faav/u,“o
oL N \
+ %@ ) - o,V - Dl V) al _.L) <

ou ainda, rearranjando os termos

e« [ (2 ) 2 ] [ (e ) - 22 o

eauo'(; 68 aavp. O QM
+ a'to o - oe‘cd: . (III.3.24)
a%% 1%

Finalmente, pela Equagao (III.2.29), temos

Vq Gy = 2L 3, (B )
aa**"’ 3‘3%0\ )

e assim ficamos com

A d_ o NI N ' N )
V’%“gﬁ_ﬁé}wf -fg‘Gv}badﬁg—é‘Fﬂcﬁvb‘xa}f | (111.3.25)

Fazendo uso das Equagaes de Campo GAv"‘E»» temos

o i v - v ' o \
‘F%‘ cu'-k‘/’a Ekw?& "'k‘}-a EV/«‘&-%J’?;;-L 3§ '/"“i%:)

pu ainda

: (33 oy a_f: \ o
@Cj:-kl—%‘(Eﬁ *E'/“')+a%$“ ‘devtr—‘i%w~ (111.3.26)
1R

Porém)pela Equagéo (I1I1.2.38) sabemos que
- e Vv vy . g ¥ 19 o o e
I N =
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e portanto
] -
Cl=-k(But 4. af#~r1.m)1

(111.3.27)
Cur= =k (Buar B ) -k (L r € ).

. \' l v o,
A guantidade '8 w € chamada de pseudo-tensor do cam-
. . . ~ . - .
po gravitacional. A divergencia nula de J-? (B + 2&:) da uma
quantidade conservada, precisamente do mesmo modo que a diver-

gencia nula de E Y, no espago-plano, origina o quadri-vetor
A

energia momentum.



CAPITULO IV

CONSTRUCAO DA METRICA E ANALISE DOS RESULTADOS

IV.I A METRICA PARA 0O CASO ESTATICO COM SIMETRIA ESFERICA

Vamos considerar aqui a solugao proposta por Papapetroui
a qual se fundamenta no seguinte;

"Existe um referencial tal que depois de uma rotagéo ar-
bitraria em torno de um centro de simetria, as novas componen-
tes ﬁuv Serao as mesmas fungoes das novas coordenadas X que

os? o eram dos 2, . No caso de uma componente tensorial ?uv ,
wv )

. .’ . . . ’ .
contendo uma parte simetrica e uma anti-simetrica,

?uv-;%(uo)"%[“_\,_] ) (Iv.1.1)

cada uma destas partes e transformada separadamente. Conse-
glentemente encontraremos a forma geral de um ?uv esferica-

. ’ . . 3 . e’
mente simetrico, se combinarmos as formas esfericamente sime-
tricas de e .
%( uv) %Lu»:)

7, . . . . ~

Os %tuﬁ’ esfericamente simeticos, constituem a solugao

de Schwazschild da Teoria da Relatividade Geral. A sua forma

’ . ’ .
geral,em coordenadas esfericas e a seguinte:
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= -
- o (oY (o)
o -f ° o
tw| © ° -pasfe o ! (1V.1.2)
fo) O O 6\

onde B ¥ sao fungoes arbitrarias de r.

Para encontrar os ?E}WJ esfericamente simetricos usamos
coordenadas "cartesianas" e consideramos os valores das com-
ponentes ?u\, no ponto (0,0, »b=r) do eixo ¥ Depois da
rotagao temos que

7():—"?, ) ’a':x ) 3'::9, ) L =Z /

e as novas componentes serao

3[.n.z_] B %Eia] ) W
=3 = ~%een s
\ (Iv.1.3)
g = " Qruys $
3[.210_] = 3[.‘.3,'
Q0w = ~Free1)
QLeay = Frasd: J
Por outro lado, encontramos, pela condigaoc de simetria esfe-

rica que

(Iv.1.4)

!
cﬂppj - %L«QP] J
(desde que para os pontos sobre o eixo z tenhamos 'Z.‘_lak._z).

Combinando os resuiltados (IV.1.3) e (IV.1l.4) obtemos

%[25] = %Bn] = Fun ¢ %Ezuj =%
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e as Unicas componentes nao nulas sao %[sz e %Lahj‘ Usando
agora uma nova rotagéo, gque conduza o ponto ( O,0, r ) para

(X,y,z), tal gue
r¥= xaﬁ-b“'+ az y
encontramos gque os %EMN] , gerails e esfericamente sime-

tricos, tem em coordenadas cartesianas,a sequinte forma:

— —

(@) Xy -% x.
's r W
1-’0' O x
- x ¥
r r W (1V.1.5 )
- Yoo -2V o xow |
3[»»] r T v
~2Xwy % 4y - oy o
r r r
Para a solugao das equagoes de campo, trabalharemos em
coordenadas polares, consequentemente necessitamos da for-
ma de em coordenadas polares cartesianas:
%ﬁp»] P
x = rﬂmecps?y"?:rmeh.m\f )5::. rwwese ) (Iv.1.6 )
e encon tramos como a forma do campo tensorial (IV.1.5) que
- —
(o] (o (o} W
o] (o] 2 I une ©
(Iv.1.7)
?Euw] = o Avmme o o l
-y (o] o) o}
L —

~ . . . ’ . ~
e entao os 3[ gerals, esferaicamente simetricos, sao

wv]
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- o) o w
o) 'P VAN G o (Iv.1.8")
%‘W —_- o - 2 IAMNne6 -P A o .
~w o o ¢
|- -

As equagoes de campo a serem resolvidas serao

(IV.1.9 )
F(MV) = O,
(Iv.1.10)
F. =20
(€ vl s) '
Luvl (Iv.1.11)
v 20,
onde, por (I.5.3), temos que
_ < 2 2 no 4 o (Iv.1.12)
F»\)-aetpju.v avP,u,~ PU\,PA‘_&* [ Y‘u")
o ~
e os | B devem ser calculados pelas egquagoes
(Iv.1.13)

- -l
%u»»b"‘ %owr\,uv - %MAP”\’ =2 Q

Tentaremos resolver as equagoes de campo, nao para o ca-

so geral (IV.1.8), mas sim itnroduzindo as seguintes simplifi-

cagoes:

Assim 3 y toma a seguinte forma:
AN

) (IV.1.14)

F,_r:. (IV.1.15)
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~ 7

- (o) (o] uy

o -2
? _ ° ° (Iv.1.16 )
my o o 'Hﬂﬂg o

-9 o o ¥

Primeiro consideramos o conjunto das (IV.1.11).

Por (IV.1.16) encontramos que

—_—

| i
\/"7 = rzmwevozx‘—w"/ (IV.1.17)

.

e a Unica componente nao nula de ?(““J e

8t.u) ) _%Uu) __wctane (Iv.1.18)

B Vi w0 ?

Portanto, as equagoes 1;“”]‘,=o sao identicamente satisfeitas

]
para . = 1, 2, 3, porém para . = L chegamos a
3
Q (Wr awne

-~ = .| =0
Qr \Yud-w? ) /

equagao que pode ser imediatamente integrada, fornecendo

_wreh L 'P"/ (IV.1.19)
o< &~ w?

’ . bt . ~ .
onde o 17 e uma constante de integragao, com a dimensac de comprimento.

Resolvendo (IV.1.19) em relagao a wr temos
Wit o phett - pho*
W Crte pb) = pha v,
ou wr_ et (Iv.1.20)
ré+ ph
Definindo agora
AL y (Iv.1.21)

b4
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encontramos

Wis A« (IV.1.22)

Para os outros dois conjuntos de equagoes de c ampo deve-
. . < .
mos primeiro calcular os valores [ p¢ , resolvendo o sistema
~ d . . J
de 64 equagoes algebricas (IV.1.13), lineares, para 0s Pﬁ“'
~ ’ ! . ’ . .
A solugao e factivel: o sistema total separa-se em varios s1s-
temas parciais; 3 deles, cada um, consistindo de 12 equagoes
e um outro com 6 eqqagaes homogeneas, e conseqlientemente, as
< ~ ~
L2 componentes f‘g“que aparecem nestas equagoes sao nulas. As-
sim existem 3 sistemas nao homogeneos de 6 equagoes, um de 3
e um de 1 equagao.
Resolvendo estes sistemas encontramos que outras tres
< ~ ~
componentes P@“ se anulam e as nao nulas sac as dezenove se-
guintes. Aqui o hifem significa deriviagao em relacgao a © ¢

. A
r. i o

L ea )

V. e 2 $
33 = T ATe (Iv.1.23a)
' ¥ by
— ———— + N
Pk“ 2o ra% /
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\
3 35 _ 4

Ptg - PSI r /

3 n3

F2a = 132 = t?e /

RS AL I 2wt

e T T > (IV.1.23b)
Pha= =Tiy= ol

Ps = R 4 .

L> LT ol J

oL b 2w

M= = Ta e J

Observagao: Como podemos notar, teremos algumas componentes da

torgao nao nulas. Sabendo por (I.2.8) que

ol oL (o3 o
= - + C
T My F y}b T‘ pw, \l}p )
o . . ~ .
onde Os C‘V” sao os coeficientes de nao holonomia,estas compo-

nentes serao:

2 2 2 2 _ 2uY o)
T-‘l\«’P%"P-‘N*‘ Cyy = " CTha )
) - 2 a
T ho = P&q - rﬂ.‘).'f Ciq = "———iﬁ + C&aq |
3 -3 3
T3L\ = qu - PBH + Ci} = =W + CB
rea 43 )
) 3 3
T T .3 CINS 3
T.hs‘ 34 ‘45+qu- Y -+<,3“ )
T.L .P‘ P‘ ; 4
Iy = 4) u o+ Cu1="“:+c“‘m_ )
r
' { ]
TM‘ T - Ty + C'xq‘ dwr |, o
r H"‘ .
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£ interessante comparar este resultado com o caso do
campo de uma massa puntual, em Relatividade Geral (i.e w = 0).

. . . ~ U . . . .
Existem agora, adicionalmente, tres pares de I'A anti-simetri-

cos e alguns termos contendo w, nas expressoes PLM a T‘ﬁh:I“ti
Usando os resultados (IV.1.23) podemos, por meio de
(IV.1.22), conhecer os valores de Euv' Encontramos que as
componentes nao nulas sao as seguintes:
AN N ) o 2 ! \
FAL.:—-(-—-)'*—-—(-"“—-)_“—‘"'Q —ﬁ——)‘f‘
g \ ¢ 4y V¢ = rol ro
2 ) 2
+ 2w S 2w ))
ra LS a ra 8
F L ___':.L_é‘_‘._ye_‘ NI R ¥ S
W7 e 22T a2 g oa) ER
() ' V ' )
Fas = 2 ()0 () (& - L - )k 2y $
4l 2 \ 4 ¢ o r r o \rod (Iv.1.24)
2 \ \ 8 Q
re? Y o r red
F - Fy = - Q,( L )‘__ b |
Iy = |
Tl r)
Assim, a Unica componente anti-simetrica de :ﬁx’ nao
nula, e Fu‘
- ¥
Friu) v
que € uma fungEo somente de T , e consequentemente as equa-
goes (IV.1.10) sao identicamente satisfeitas. 0 conjunto das

equagoes (IV.1.9) fornece as tres equacoes seguintes:
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g : (Iv.1.25)
Fu =0 ) t2.=29 F;“:_o .
A situagao e completamente similar aquelas do problema

correspondente em Relatividade Geral. Temos tres equagoes di-
ferenciais, de segunda ordem, para as duas fungoes desconheci-
das o e ¥, pois wr e dada em termos de o e y» por (IV.1.22).

Para resolver este sistema de equagoes e suficiente se-
guir o mesmo caminho gque em Relatividade Geral. Primeiro cal-

culamos a quantidade

P B 2Fa | Fuan (IV.1.26)
= r2 Ly
que corresponde ‘ao escalar F , na Relatividade Gersal.
Entao formamos as seguintes combinagoes lineares da Equagao

(Iv.1.26):

-+ F, - 4P =0, > (Iv.1.27)

b
[ Y
&
1Y

x
L=
-

) ~ 2»
0 Qque corresponde as equagoes F;l;: F"= F b , na Rela-

tividade Geral. Fazendo agora

v(r
ot a @t < ¥z ) (IV.1.28)

’ . ~ -~ .
encontramos gue as ultimas equagoes tem a seguinte forma:
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2 4 ph )
i-
(I¥.1.29)
‘P\v( ' . [ )
e - b4 2 a2 L oy |
r t 2 Y"A Qr g>~?.;‘o'
W,
Notamos que estas equagaes se reduzem ao problema cor-
respondente em Relatividade Geral, se colocarmos A = 0 (i.e

P = 0, guando de acordo com (IV.1.22) w = D),
Subtraindo a primeira e a Ultima equagao de (IV.1.27)en-

contramos

' ]

My _l_';A_ 4 Al_,é.*_'tl)_A; M "_)(t—A)-o
r

r r r ro ez

como, em face de (IV.1.22), temos

4*’9 = PH > O )
poer
entao
’a'ﬂ',f 4 o
r A=Y (IV.1.30)

Usando este resultadc encontramos para a ultima de (IV.1.29)

- 1]
et .y | - 4
( = r-*-) =0,

Vemos que o0s termos que contem A agora desapareceram, e
0s termos em = =2 M) sgtisfazem exatamente as mesmas equagoes

da Relatividade Geral. Consequentemente ) sera dado por

= |- 2m

A
= r

) (IV.1.31)
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onde m e uma constante de integagao. Por outro lado, a equa-

gao (IV.1.30) pode, de acordo com (IV.1.22), ser escrita na

seguinte forma:

5-(w¢v-vln 4 ):o.
ar VPU.‘,“’

Entao

'.H
par

i+ YV + ,ln = constante,

e com (IV.1.26) encontramos

oL p_rt =¥,

P (Iv.1.32)

onde 'Fz e uma outra constante de integragao. Podemos verifi-
car que « e ¥ , definidos em (IV.1.31) e (IV.1.32), satisfa-

zem as condigoes exigidas.

Para w, dada em (IV.1.22) encontramos

w':?_'?_i?i . (IV.1.33)
Y
-
Para r-»c temos w+0 e . £ razoavel con-
FTuv = Fuw)

. 4 . . .

side mo ten metr e e ir r= s
iderar ?(,“) co ensor e» ico x1ig que em ©0s G,

tendam ao tensor metrico de Schwarzschild. Entao vemos que

podemos colocar y"'=. 4 e assim ficamos com

P (1 #r_l;;)(/- am) .

(Iv.,1.34)
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Finalmente a matriz dos %uw torna-se:
a
,_(‘_ Zn:)i o o %&-
r
o -2 o] ©
Qs =
© © - Fmnte ©
L
2
- o o (1-f LA) (I_Zm
r r r
(IV.1.35)

. i\ .
e a quantidade V-? fica
—% = r“/ume.
Os mesmos resultados seriam conseguidos pela suposigao alter-

nativa de que a metrica & determinada por (a(w) (e nao por

Fewyy

IV. 2 ANALISE DA SIGNATURA DA METRICA

. ~ ~ . v . :
Como desejamos uma solugao nao simetrica, mas Hermltea-

.2 ~ .
na,. faremos P-‘«‘-: ywa , entao ficamos cCcom
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r-( ; ._z_rn)“ o o s |
- =
o - = o o
9, = :
o o -dudfe o
N

0 elemento de linha sera entao dado por

~d
2 4
ds :-(4, 2{1) ar?- r2(de’r senedP*) +(1- 2‘"’;.)(“ fi.. )dtz. (Iv.2.2)

.

Analisando as possibilidades para a signatura § da me-
trica encontramos:
i) r <4
a) Zm <& | (2m <r)
%_,L<O 1 Q22 <9 Qaa <O ; Qay <O ;
portanto
S= -4 (1v.2.3)
b) 2y < £ (Zm>r)
il > ) Qea<o V2<0 J Yy, >©
logo S= o) (Iv.2.4)
c) 2wm = €
(IvV.2.5)

entao S=0 .
J



d) <m >4
%‘L>O J %Q_L(O ] Yaa <O j 8““>O;
portanto 5=O)'
ii) ra £

a) 2w < &

Qu <o %2z £9; ¢aa <O ; Quy=°;

entao S= "2/'

b) '277\:8

%Jl =0 %22 <O ) %35<OJ %‘{H =0
logo 5:0/‘

c) <m > L
QL >0 Gza < 5 G3a <© ) Quu=°
portanto S=0
iii) r><4

a) 2w < ¢

"Fu<o s Yea<Ko; Qasy <O ; %, > ©

e teremos Sa-2
b ) Qm:'&
3.u<0,- %-7240} ‘335<o;<a,m>o,
encontramos entao =-2
c) 2w > €L 2w < r
?.u <0 1 Qa3 <9 ; Y8230 ; 344, >0,
logo, tambem neste caso, temos S =-35 ;

J

d) 2w DL v D

0 >o)- Y2z <O }%5540‘, cg,w<o,
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(Iv.2.6)

(Iv.2.7)

(Iv.2.8)

(Iv.2.9)

(Iv.2.10)

(Iv.2.11)

(Iv.2.12)
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e portanto, tambem teremos, S=-2 . (Iv.2.13)

Podemos observar que a metrica se comporta satisfatoria-

mente como o exigido no Capitulo I, i.e., tera signatura + 2

ou - 2 se "7/£ .

Em outras situagoes ela tera outras signaturas e devere-

mos entao considerar outro modelo geometrico.

IV. 3 A INTERPRETACAO FISICA DO PARAMETRO £ E  ALGUMAS

APLICACOES.

IV.3.1 Caso do "Red Shift”'’

Podemos predizer um interessante efeito do campo gravita-
cional: a dilatagao do tempo e o consequente "red shift" das
linhas espectrais, emitidas por atomos localizados sobre cor-
pos macigos. Este efeito fol testado experimentalmente, 1logo
temos wuma justificativa experimental para basear nossos con-
ceitos teoricos.

Consideremos, por exemplo, uma onda luminosa emitida pe-

lo Sol e recebida na Terra. Usgndo Fu da Equagao (IV.2.2),0s

. ’ . ~ . .
intervalos de tempo-proprio estao relacionados aos intervalos

da coordenada tempo por

4/3, “
2Mo . Lo dt
d."co= (1- ) k‘ ) ) (Iv.3.1)
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onde Mg € a massa do Sol no sistema geometrizado e Ro seu

raio.

Similarmente, sobre a Terra, intervalos de tempo-proprio

estao relacionados a intervalos da coordenada tempo mediante

1 4
deg = (4~ %i_) (- %),

onde Mg e a massa da Terra, no sistema geometrizado, R

(Iv.3.2)

o
0o raio da Terra e lb e o parametro referente a Terra, assim
como.lg e aquele referente ao Sol.

Supondo agora gque n ondas, de freqﬂéncia Yo , sejam e-
mitidas num intervalo de tempo propric por um atomo sobre ©

Sol, teremos

N =ve ATq , (IV.3.3)

Sobre a Terra certamente receberemos n ondas, mas a freqlien-

cia e o tempo de duragao do trem de ondas ficam alterados.
Usando uma relagao freq#iencia/duragao de tempo, analoga a
(Iv.3.3) para o Sol, temos
n=vATg (IV.3.4)
Porém, como n e uma constante,
Vo ATo = vV ATg | (Iv.3.5)
e assim
AT
Vo= v ° , (IV.3.6)
Ate
Em face de (IV.3.1) a duragao do intervalo temporal do trem

de ondas, correspondendo a A Tg e

AT
At = °

- 12 a gy ! (IV.3.7)
- §)
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Suponhamos que a duragao do intervalo temporal 4t seja

a mesma sobre a Terra e sobre o Sol. A Equacao (IV.3.2) torna-

se entao

(I— ) (I— )‘/a

Em virtude disto e de (IV.3.7) teremos

At =

eMo \I/ RV,

ATo _ (“%)Q('“ %)l
8Te (4. 2% VR (i L)k
(- (- L)

R

(Iv.3.8)

(Iv.3.9)

A substituigao deste resultado em (IV.3.6) leva a

(- ey

— © ©
Y =V, (, 2vg W2 L4- 3@5_ o

2@) Qé‘))

ou ainda
_2Mg )2 Vi Ve
V-vo _ @ Ro ( ) —E%L _

v (' ) g{%}'/z (‘_ %)’h

ou seja

Y 2\
av Q" zs:)z(‘-%j

v (4 _ )*I&( ﬁ_y/z

Para o caso de uma fonte terrestre teremos

(1v.3.10)

(IV.3.11)
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4

1) Ul
(l— g:ki) (}- E?‘)L
Ay s Ty
vV 4
R R
onde R@ € o raio da Terra eQ:R@.,.H , e h g altitude do
receptor.
Desenvolvendo em serie, vide Apendice B, temos para a
(IV.3.12)
4 N a
e b (2 e oE). Mo (b B,
v A\ Re Ry ot Ro  Re

(IV.3.13)

Sabendo gque

(18)
by = - KZ\A.S':0.0IQ)RICS‘s

¥ /

Qe
R® % = 6, 3% 103 x IO ¢ ,

Cio)

(%1
‘\L ! = 2.26 JKIC?Cmﬁ )

podemos proceder a determinagao de ‘[Q) mediante

by , Mg (b _ K2\, M2 (0 w2y
PR A A A )
©3 (5;,2 _ .u‘}l/z, Y o(1v.3.10)
Re R

0 que resulta

Ly € 615 995 5156cm = 6,160 km.
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Para o Sol teremos por (IV.3.11)

4

4
(Bors) (1-22)(;-%)
7 - v R Re (IV.3.15)
= Ro = ) 3.
1 2 Mo
Ro J

sendo Mo - |,A7666n|08cm Uo)/

Qe . 6.9cos nlo'ocm we) )

,éi . 2 S © Uo)

ol

")0 = ©,44 38 om ') /

o) ,

Re = ©, 37103 10€ o

bo ~ G/5 995, 5158 om

de onde concluimos

—(o v 1843841 527cr = 15, 438 kom .

Observamos assim gque o parametro-z e o raio de uma es-
~ . “ .
fera concentrica, a Terra ou ao Sol o que ev1talneste forma-

lismo a singularidade em r =0

IV.3.2 0 PROBLEMA RELATIVISTICO DE KEPLER E 0 DESVIO DO

PERIHELIO DE MERCURIO

Usaremos o resultado de Papapetrou, (IV.2.2) para estu-
dar o movimento de uma particula-teste, em um campo gravita-

cional, o gque corresponde ao movimento planetario no campo
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gravitacional ao Sol. Este problema e anélogo ao problema
classico de Kepler, do movimento planetario com um campo de
forga proporcional ao inverso do quadrado da distancia.

Como um marco na investigagao do problema relativisti-
co, lembremos alguns dos muitos fatos do problema classico. A
primeira lei de Kepler estabelece que um planeta descreve uma
orbita eliptica fechada, onde o Sol esta em um dos pontos fo-
cais. Entretanto (maisrealisticamente), a presenga de peque-
nas influéncias, como outros planetas movendo-se no campo do
Sol, causa uma perturbagéo no movimento de um dado planeta e
a orbita resultante nao € precisamente eliptica. J4 podemos
determinar a orbita real como uma elipse, que precessa NO Ppla-
no do movimento; isto € , o perihelio (ponto de maior aproxi-
magEO do Sol) desvia-se e nem sempre OCOrLTe Na mesma posigao
angular.

0 fato que as orbitas classicas idealizadas sao elipses

fechadas e um resultado peculiar a lei Newtoniana, do inverso

do quadradoj de fato, o proprio Newton verificou que, se a
forga gravitacional fosse proporcional a 1 ~24% o0 vez de
l| r¥ ’ entao uma orbita planetéria nao seria fechada, e o]
desvio do perihelio, da ordem de d deveria ocorrer. Ja, este

. . . ’ . ’ .
resultado foi tomado para i1ndicar que, as orbitas planetarias
sao aproximadamente fechadas.
Perguntamos agora que diferengas seriam esperadas entre
as predicgoes da Mecanica Celeste Classica e a Mecanica Celes-
. . . . . ’ . .
te Relativista. Desde que a primeira lei de Kepler e verifica-
da experimentalmente com grande precisao, devemos esperar que,
. . ‘ . . . ~ .
a Teoria Relativistica apenas adiclione poucas COIrregoes as

’ . . . . .
orbitas aproximadamente elipticas, e contribua para o estudo

do movimento do perihelio. Como angulos saoc medidos com maior
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precisao em Astronomia do que distancias, € natural concentrar
nossa atengao sobre o deslocamente do perihelio.

Devido a grande velocidade de Merclrio e da excentricida-
dade de sua oOrbita, a posigao de seu perihelio pode ser deter-
minada com boa precisao pela observagao. A diferenga entre 0
desvio do perihelio predito classicamente, devido a perturba-
950 por outros planetas, e o desvio observado e da ordem de

L3 segundos de arco por seculo.

A primeira tentativa para explicar esta discrepancia
constituiu na hipotese da existéencia de um novo planeta, Vul-
cano, dentro da orbita de Merclrio, e muitos trabalhos tedri-
cos foram feitos para predizer a posigao de Vulcano, usando a
perturbagao conhecida da orbita de MerclUrio. Entretanto, ob-
servagaes cuidadosas falharam na descoberta do planeta hipoté-
tico, e essa hipotese foi finalmente abandonada em 1915, quan-
do Einstein usou a Teoria da Relatividade Geral para explicar
o efeito observado. Agora investigaremos o problema Relativis-
tico Geral de Kepler e, como uma aplicagao,) estudaremos 0
movimento do perihelio planetario.

0 movimento de um corpo em um campo gravitacional & uma
linha geodesica quadri-dimensional.

Entao, para encontrar a orbita de um planeta, necessitamos das

equagoes de Euler-Lagrange, inseridas no problema variacional

éfd,s =0, (IV.3.16)

onde d& e o elemento de linha



Bl

-1
- ( | - 2"”) dr® _ 2 (a2 + am®e aft) ,

i

4
+ (‘_ Zm)(' ~£)dt2, (Iv.3.17)
e r“
os calculos considerando o proble-

Podemos simplificar

ma variacional equivalente

A_H )("L) - (1 o }1';2'— re(6’s M“‘e?‘)}d&o(lv.z.la)

Aqui o ponto indica derivagao em relagao a s.

As tres equagaes de Euler-Lagrange, para 6, Y e  , as-

sociadas a este problema variacional serao

;_i(‘zpe)z_ar*mmgcmef"' (IV.3.19)

L (-arfmnte ) =o, (1v.3.20)
~ § o

%&[2(!-53—)(“—%)/(]:0. (Iv.3.21)

. ~ . ‘ ~
Aquil nao i1ncluimpos as equagoes de Euler-Lagrange para

~ , pois & mais conveniente dividir a expressao (IV.3.17)por

para obtermos uma equagao quadri-dimensional

ds® |

1= (1-22) (=B (- 22 (6o 7).

2,22)

—~
i
<

Usando as guatro equagoes diferenciais anteriores para t,r,@ e

’ 4
e possivel obter e resolver as equa-

Y como fungoes de s,

~ ’ . ’ .
goes de uma orbita planetaria.
-~ . ’ . ’ .
Em Mecanica Classica a orbita de um corpo em um campo
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de forga central situa-se em um plano. Podemos considerar que
. ’ ’ . ’ . . ~
isto e valido tambem na presente teoria. Por uma orientagao

apropriada dos eixos fazemos © = TV_zgé:O, para um dado s i-

nicial. Entao, por (IV.3.19) segue que, para todo s,

= I (Iv.3.23)
2] 2 !

desde que as condigoes iniciais determinem uma solugao Unica

para (IvVv.3.19).

A substituigao de €a 7/2 em (IV.3.20) nos permite integrar a

(Iv.3.20) de imediato:

9= £ = conitant . (IV.3.24)

A Equagao (IV.3.21) quando integrada resulta

<I~ EL"..)(hLQ){:C:MmZL, (IV.3.25)
ol re

Substituindo os resultados (IV.3.23), (IV.3.24) e (IV.3.25)em

(IV.3.22) obtemos a seguinte equagao diferencial para r(s)
-4 4-—1 2 ’i R
= (1- 8m) (4- & w (4= Bm ) A,
1= (1 ,.) (1 r‘*) C - (4 r) - 25 (IV.3.26)

4 . .
Como no problema classico de Kepler, podemos considerar
r como uma fungao de P , em vez de s. Denotando a derivagao

. 4
com respeito a ? por um apostrofo temos

j-
148
|

|

= -’Z,/ (IV.3.27)
d g

-6

e assim, por meio de (IV.3.24) e (IV.3.27), resulta que

Fevwr = A (IV.3.28)
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A equagao diferencial para r(9) € entao obtida de (IV.3.26):

(1'—%‘2‘)(4- f:): - ( -f—;)—f;r:’a_

a
4 2m (q
3 ( ~—;——-)(/—— 7;') . (IvV.3.29)
Seja agora
/
r= o= (Iv.3.30)
0 que implica em
)
Fl= ~ & . (IV.3.31)
«

Usando estas relagoes, podemos converter(IV.3.29) para uma e-

quagao diferencial para a1¢9 ,

(i~2mu)(l—l"‘u9):fi (1~ L) B )gea'z(f- 2mu)(/-t%Y), (1v.3.32)

resultando que

) (I—Zmu) C'a
U = - + - - 2
h* Gremgye — (mamwe,
ou
) C - A
u’= frlu 2o w2, (IV.3.33)

-+
£2(1- €929) 42

’ . . . v .
a qual e i1mediatamente i1ntegravel, 1i1.e.

U
e
= . .3.34
\? gpo (.3_ I*evu‘l 2m 2 5 12 (IU )
'fg———;—- + n U~ W > 2my
U, A3/-e%u) A

Trata-se de uma solugao exata para o problema, expressando O

angulo ¥ como uma integral de &=7/r e inversamente forne-

cendo % como uma fungao implicita de ¥ .
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Infelizmente, embora a (IV.3.34) seja uma solugaoc com-
pleta para o nosso problema, sua forma nao e particularmen-
te clara, pois % (?) e dado de forma implicita, e a forma cléas-
sica apropriada da trajetoria (uma elipse) nao € de todo evi-
dente em (IV.3.34),.

~ . 4 4 &
Entaoc, desenvolvendo em serie o termo (7 - £ =) em

(IV.3.33), encontramos

. 2 4 u

Levando em consideragao somente termos de ordem igual

. . 4
ou inferior a & teremos

2 3 4 4 2,4 4
Wi L4, £, €l g

" -+ -
H* #* #2 42
%2
ou
2 L 2 3 3. CeYut
wiz &-4 MU - U + AmMmu 4 . (IV.3.36)
*& .ﬁ% 42«
Para tornar o problema mais transparente e estabelecer uma

tonexao fechada com o problema classico de Kepler (que envolve
uma equag%o diferencial de segunda ordem), converteremos a e-
quagao de primeira ordem em uma equacao de segunda ordem , por

derivagao em relagao a ¥ . Obtemos assim

]
.gu"u'=i"_'l&_ +8uu‘¢6mu“u'+ﬁ_¢.—5_}£ﬂ. (IV.3.37)
4

~ . .
Uma solugao possivel e obtida se supuzermos que o fa-

) .
tor comum 2 seja nulo. Isto nos leva a
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W = constante e r = constante , (IV.3.38)
0 que representa o movimento circular.

Outra solugao possivel e mais interessante, resulta do
cancelamento do fator comum u' de (IV.3.37), supondo que es-

te seja diferente de zero, o que resulta

.2u7 = 522— + é;"ika + 4 d;4€0u5_~

'ﬂ‘ *-2. 2 /
ou
'Zo"-fu_ =Y m_ + 3"’1"2'_" .2("5'(.’013 . (IU.3.39)
e 42
Analisemos agora a constante C dada em (IV.3.25).
Como

Z = t = 4t ¢ (IV.3.40)
s ayf

e ainda, por (IV.3.24) temos

\J

~ ‘
entao concluimos que

, 4 '
C o((/_.zmu)(/—f 20“)’423, (IV.3.41)

€< (1= 2mu ) (1= %) 72",

C L (1= dmn + dmPu?) (1 2 ¢%ube €70') 8700

2
cC = (2&94 bnwuﬁ.+ 4nn°u9—-2w5%4’+ 3n7£6uq.~

e 3Rl + L5 €00 LR et ) e (IV.3.42 )

Levando este resultado em (IV.3.39) observamos que seu Ultimo

4
termo sera
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2L9(u < tmuf s umu? - 28wt + Em VWP E e,
: ’
+ £ Z(’/5._ 4m {‘u" + bm (lul#/t )

’ . . . . ~
o que e muito pequeno, pols estamos considerando aproximagao

4

ate a ordem de © ', no maximo.

Portanto a equagao (IV.3.39) reduz-se a equagao (6.87)

17 ,
de A.B.S. , Que e

W+ u = M + 3ma*

%2 '
Esta Ultima leva ao mesmo resultado previsto pela Teoria da
Relatividade Geral. [ avango do perihelio de Mercurio e da

ordem de 42,6" por seculo.

IV. 3.3 TRAJETORIA DE UM RAIO DE LUZ '’

Nesta segao trataremos de um segundo caso interessante
de movimento no campo gravitacional do Sol: a trajetoria de
um raio de luz. Este e um problema interessante porque, assim
como o "red shift", as opredigoes estao sujeitas a testes de
Dbservagéo.

Para tratar deste problema necessitamos fazer duas supo-
sigoes a respeito da propagagao de raios luminosos em um espa-
Go-tempo curvo:

1) assumimos que a trajetoria de um raio de luz e uma linha
geodesica, em um espago-tempo quadri-dimensional;

2) em Relatividade Especial o caminho de um raio luminoso(que
esta sobre o cone de luz) € caracterizado, no espago-tempo

por seu elemento de linha nulo, ds®*:o0,
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Admitiremos que isto tambeém e valido em Relatividade Geral.

Assim, em resumo, as trajetorias de raios luminosos sao linhas

geodesicas nulas.
Quando discutimos geodésicas nulas devemos observar que
~ ~ . -
0 parametro $, da curva, nao pode mals ser usado como parame-
tro de derivagao, pois agora ds=o.
Voltando ao conceito geral de deslocamento paralelo, pergunta-
d -J d ’
mos que vetor nulo l'/ ?' tera deslocamento paralelo em ter-

mos de um parametro arbitrario %,, de acordo com a lei geral.

»

< _;dLL) Mo gxf ax? (IV.3.43)
Pela teoria geral este vetor preservara seu comprimento, 1i.e,
permanecera um vetor nulo. £ facil ver que as equagoes dife-
renciais acima, para geodésicas nulas, sao equivalentes ao

problema variacional.
8‘* =0. (IV.3.44)

p d?, d?

0 parametro ? pertence a familia de parametros distintos dis-
cutidos na seggo 2.3 de A.B.S.ls. Lembremos que todos os paré—
metros desta familia estao relacionados linearmente. No caso

da metrica considerada encontramos as equagoes do movimento

para Y e t:

,-3.? = 2 = constante, (IV.3.45)

Y .o
(1._ 2"‘) (1 *~f%).£ = € =constante.

r

Aqui os pontos denotam derivagao com relagao a %, , e
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assumimos que 9:—.1T/:), . Ja a equagao parads®* €& agora

_ am v et vic2 o\ t.2 ""4
O—'(‘ f‘) (.’_"'_T C (I“"‘;— r —';—;' (IV.3.46)
Assim, fazendo a substituigao
{
rfr= —
w (IV.3.47)
temos que
r=-%, (IV.3.48)
U
e obtemos de (IV.3.46)
~ 2 "'.2" -~ -
0= C -(t-tM9) W2 83 (1- %) (1-2mw)., (IV.3.49)

Derivando esta (ltima em relagao a Y resulta
0= &zu: [.Alqu"u’ -2%"(“4"&") - 2w (/'4"24-0) + 4muf'(l~e“u")-.-

+ LaSLY - 8m%‘£“aa‘2mu2'(l-(9u")], (Iv.3.50)

Como -A#o e descartando a solur;'éo trivial, u= constante ,

finalmente chegamos a equagao para uma trajetoria de wum raio

luminoso

22948.% 2use? - hrnu®e?

Wtru= 3mut+ .
(i-ebq8)  U-t4) (1~ 2%9)

(Iv.3.51)

Desenvolvendo em série o termo (f-tykﬂ)-l teremos
‘-‘ ‘2! ~ 9 0
(4- C"u“fi-“- 17+ (1) ¢ (—C"u“)w-.. B RIS T

-4

até a ordem de r

Substituindo este resultado em (IV.3.51) e eliminando os ter-
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mos de ordens superiores temos

' ’ Y Y, 9
U + U = Smu"+(2£"udu"'-r.2u5€“—lum wb )1+ L% ) ,
e finalmente

wru = 3mu’ (IV.3.52)

Esta e a equagao obtida pela Teoria da Relatividade Ge-

ral, a qual permite determinar o desvio da trajetoria de um

raio luminoso, no campo gravitacional do Sol. Tal desvio & da

ordem de 1,75".



CONCLUSADO

0 uso de uma metrica nao simetrica, nos leva a coefici-
entes de conexao tambeém assimetricos, e somos entao levados a
uma teoria gravitacional gue necessariamente possue torgao.

0 problema da singularidade em ~ = 0 parece ter sido

. . . L4 .
contornado, uma vez que exlste agora um limite minimo para T.

Quanto a regiao interna ao carogo de raio £ , nads pode-
mos afirmar, uma vez que devemos nesta regiao formular outra
teoria com novos aspectos geometricos, para entao estudar as

equagoes de campo.

A Unica corregao, aos testes fundamentais da Relativida
de Geral, que possue relevéncia, refere-se ao caso do "Red
Shift". A ordem de grandeza dos termos de corregao nos demais

’ .
testes e muito peguena.



APENDICE A

0 operador d , de coderivagao exterior é tal que

tn- n-
éF:Qdﬁ)“w+ T xdxF

4

onde F e umsa P -forma

No caso que estamos considerando

_6~
"

3, pois dxF e uma 3- forma,
n = 4, dimensao do espago ,

e s = * 2 como foi exigido no inicio do Capitulo I.

a) para s= +2
a(L-3) + éé%
JF= (1) HAdxF =x*dxF

b) para s= -2

B(u-3) 4 422
dF < (1) 2 %dwF = xdxF .




APENDICE B

Temos que

4
2Mp \!2 fb Y2
Av _ (1- P@> (1- &)
b

—

(‘_ 2—_—;—1@)//&('— _{%‘)1/-2.

Desenvolvendo em serie e separando os termos da se-

guinte forma

by Qg -
y o . 4 12 )
[‘_ ( e L% zm;@)]
R R
encontramos
4 4 (&‘5 4 2
by e (Tele _ Lo o) (o2 Lo le). |,
N RS 2Ry Re | % RS 2 Ag e
4 4
x 4_(%&3 ; E’.-&)+1("@’E_lb - )]
oS JeY R 2 RS 2rY R.
4
oL Lo L Mo Mty | dme | el  reedh 4
v R4 R R= o2 3 2 RS 3 2
4
_E_M_"e%b__gg_ Ma b,
Re 2 hSR 2 £ Ky R R 245
4
Av = 'éb
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Porem, considerando que AR-= Q@+h , ficamos com
Ay 4’@4 4 4 1,2 ‘4
= Ry — Rp ~4RIh - GRy A2- 4rpmhd- £%)+
v 2%(2@,»;)"( o~ fo "% ‘e e )

t =0 (Rg-Ro-h) *
R Rpt h)

. Mo tg (gp@% & SRSk SRIK . sag A,
Re (Rp++)’

+ 3 Ry A+ K° - ‘?0 _ 2R h - 3Ry A 2 REH

P@(de) BT (2 % % k)¢

Assim encontramos

R Ra Ro R
Mo h + — _ﬁ,ﬂf_ ﬂg_ﬁ_ + h ) +
2 (Re + h) ( S s )(‘% )
5 g 1o h i sMg bkt | srmp &K
+ ( Z‘QB 5'“@'&9 f%f Q; *
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Voltando ao desenvolvimento em serie de potencias dos

termos
em (&D+h) e eliminando termos de ordens maiores obtemos
&
_4_2___2_‘@4}1 +5§“13‘40f@hj__’39_2_,..ﬁ’@3i;_
v 5 3 7
R RS R 2 RS
_ Mokt | Meh' _ Mo mgh Mg At
RS % 2% & %
_ 3»9;63
P
finalmente
4
sy - b (g_;,_z_ah
v— 2

&%

)4
.-—./"7-z
|

Ly
2
0 que nos da para 45

&>

- %)+

a equagao (IV.3.14).
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