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RESUMO

Nesta dissertacdo é apresentado o método que utiliza integrais elipticas para a
solugdo dos problemas principais geodésicos direto e inverso. Neste método as
latitudes de pontos sobre a linha geodésica sao transformadas nas quantidades v ou
entdo w, as quais sao fungdes da latitude e do azimute. Para a solugéo do problema
direto é feita uma comparacao dos resultados de integragdo com valores teéricos, o
que permite o melhoramento iterativo velozmente convergente do limite superior v2
de integragdo, com o qual calculam-se as demais quantidades procuradas. Ja a
solucao do problema inverso é obtida pela determinagao iterativa da latitude maxima
que fixa a linha geodésica. Com o objetivo de pormenorizar didaticamente os
procedimentos do método, procurou-se omitir o minimo possivel as demonstragoes,
a fim de oferecer condigdes para demonstrar as integrais elipticas aplicadas a estes
problemas. Como tais integrais ndo possuem solugdo analitica, ou seja, ndo podem
ser expressas por fungoes elementares, € apresentada uma sintese dos métodos
para a sua integragao numérica. Os problemas direto e inverso sao calculados para
linhas de 1 m, 200 m, 500 m, 1 km, 10 km, 40 km, 80 km, 500 km e 1000 km e
também as solugbes obtidas pelos diferentes métodos de integracdo numérica
utilizados sdo comparadas. A consisténcia do método €& constatada pela
discrepancia apresentada entre as solugées direta e inversa bem como pelo calculo
reciproco do problema direto. Conclui-se o trabalho com recomendagdes a respeito
do método mais adequado para cada comprimento de linha utilizado, no que diz
respeito a simplicidade do uso e acuracia dos resultados.

Palavras-chave: problema geodésico direto; problema geodésico inverso;
integral eliptica; integragao numeérica.
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ABSTRACT

This dissertation aims to present the method that uses elliptical integrals to solve the
main direct and indirect geodesic problems. In this method the points latitudes on the
geodesic lines are transformed into the v or w quantities, which are functions of the
latitude and azimuth. In order to solve the direct problem a comparison between the
integration results and the theoretical values is made, which allows the fast
convergent iterative improvement of the integration superior limit v, with which other
searched quantities are calculated. The indirect problem solution is given by iterative
determination of the maximum latitude that fixes the geodesic line. Aiming to detail
the method procedures, trying to omit the demonstrations as less as possible in order
to offer conditions to demonstrate the elliptical integrals applied to these problems.
As such integrals don’t have an analytical solution, i. e., they can’t be expressed by
elementary functions, a synthesis of the methods is presented for its numerical
integration. The direct and indirect problems are calculated for 1 m, 200 m, 500 m, 1
km, 10 km, 40 km, 80 km, 500 km e 1000 km lines and but also the solutions given
by different methods of numerical integration used are compared. The method
consistence is checked by the discrepancy presented between the direct and indirect
solutions as well as by the reciprocal calculation of the direct problem. The work is
concluded along with recommendations on the most adequate method for each line
length used, regarding the utilization simplicity and results accuracy.

Keywords: direct geodesic problem; indirect geodesic problem; elliptical integrals;
numerical integration
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1 INTRODUGAO

A Geodésia é a ciéncia que tem por finalidade tanto a determinagdo da
superficie fisica terrestre e do campo da gravidade externo como também a
pesquisa da variagdo da posicéo dos pontos ao longo do tempo (KLEIN, 1997, p. 9).
Do ponto de vista didatico, a Geodésia pode ser dividida em trés areas: geométrica,
fisica e celeste. E claro que estas areas nao sao estanques, bem ao contrario, se
interligam constituindo uma Gnica e bem definida ciéncia (GEMAEL, 1987, p. 1.1).

Para a solugéo dos problemas principais geodésicos é necessario adotar-se
uma superficie que represente a forma da Terra, uma vez que esta possui uma
superficie extremamente complexa, tomando-se assim impossivel obter relagdes
matematicas simples entre os elementos geodésicos, tais como, entre coordenadas
de dois pontos e entre a distdncia entre os mesmos, devido a infinidade de
parametros envolvidos.

As medidas geodésicas sao efetuadas sobre a superficie fisica da Terra ou
superficie topografica. Portanto, devido as irregularidades na forma da Terra, a
superficie a ser adotada deve ser simples afim de que os calculos possam ser
conduzidos sem muita dificuldade. De acordo com COSTA (1976, p. 3), Newton
fazendo um estudo cientifico da forma mais adequada que a Terra deveria ter,
levando em consideragao o campo gravifico, concluiu que a forma mais adequada
seria a de um esferéide definido por uma massa fluida homogénea que gira com
velocidade angular uniforme. Desta forma, a Terra é irregular; porém, como
conseqiiéncia de sua tendéncia ao equilibrio hidrostatico, o campo da atragéo
gravitacional composto com o campo centrifugo resulta no campo da gravidade. Este
campo tende a moldar a Terra na forma elipsdidica. Sendo assim, o0 modelo adotado
para representar a forma terrestre & o elipsbéide de revolugdo, apresentando as
vantagens de ndo produzir grandes desvios em relagio a forma da Terra e ao
mesmo tempo ser definido por dois parametros geométricos, semi-eixo maior e
achatamento. Enfatiza-se que o elipséide é a forma matematica da Terra. Assim em
Geodésia, as operagoes geométricas sdo efetuadas sobre o elipsdide de revolugéo.
Conforme GEMAEL (1999, p. 15), durante o século XIX, a Geodésia praticamente
concentrou seus estudos na determinagéo dos pardmetros do “melhor elipséide”.



1.1 DEFINIGAO E TIPOS DE INTEGRAL ELIPTICA

De acordo com RIBEIRO FILHO (1994, p. 12), considera-se uma classe
importante de integrais as do tipo

,
jG(x)[P(x)]’de, (1.1)

em que G(x) € um polindmioem x e
P(x)=Ax* +4Bx® +6Cx? +4B'x + A . (1.2)
Quando cada um (ou ambos) dos coeficientes A e B tem valores distintos de
zero e as raizes de P(x) sdo todas desiguais, foi provado ser impossivel reduzir a
integral (1.1) as conhecidas integrais elementares (logaritmicas, fungdes
trigonométricas inversas e fun¢gbes algébricas). As integrais que expressam O
comprimento do arco de uma elipse ou de uma hipérbole sao do tipo da (1.1) e este
aspecto em si justifica a grande motivacao de carater pratico, tanto dos gedmetras
como dos analistas, que desde o inicio se envolveram com diferentes problemas,
dentre os quais se destacaram aqueles de retificar a elipse e a hipérbole
respectivamente. Desde o inicio todo o esforco em reduzir a integral (1.1) as
conhecidas formas elementares de integrais foram em vao. Em sintese, varios
matematicos tentaram reduzir muitas das integrais do tipo da (1.1) para o caso
particular que representa o comprimento do arco de uma elipse. Este fato implicou
na suposic¢do incorreta que esta integral € a mais simples de todas as integrais da
forma da (1.1). Do ponto de vista histérico tudo indica ter sido esta a razdo porque as
integrais deste tipo receberam a denominagdo de integrais elipticas. Legendre
encerrou basicamente esse ciclo de investigagbes ao introduzir as trés formas
normais para as integrais elipticas, as quais ele denominou de fungdes elipticas.
Jacobi entretanto chamou de fungdes elipticas as fungdes inversas, permanecendo
desde entdao a denominacéo de integrais elipticas para aquelas do tipo (1.1). Em
1771, o matematico inglés John Landen introduziu o seu célebre teaorema da
transformagéao que leva o seu nome. Este célebre resultado matematico talvez tenha
sido também descoberio independentemente por Lagrange e ao lado do teorema de
adicdo de Euler eram os dois grandes resultados da Teoria das Fungdes Elipticas,
até que, em 1786, Legendre viria trazer novos questionamentos para esta teoria. Por
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quase quarenta anos esse autor realizou pesquisas neste ramo da matematica.
Apesar de néo ter conseguido elevar suas descobertas ao nivel daquelas de Euler e
Lagrange, é creditado a Legendre o fato de ter ele demonstrado que todas as
integrais elipticas podem ser reduzidaé a trés formas candnicas fixas.
Segundo BRONSTEIN et al. (1999, p. 430), as integrais elipticas podem ser
expressas por integrais de trés tipos:

dt

; 13

? .[,/H-tzh—kztz) 2
242

by .{\/1 (1-k22)at (1.4)

-t fi-k%2)’
dt
c) J. , (0<k<1). (1.5)
(+nt? -2 J1-Kk2t?)
Fazendo a substituicao
t=send, (1.6)

com0<0< -725 , estas integrais ficam expressas na forma de Legendre:

. . do
a) integral do tipo 1: }‘ ; 1.7)
vi-k%sen?0
b) integral do tipo 2: (\/1-k2 sen® e)de; (1.8)
c) integral do tipo 3: Jf( - do ey (1.9)
1+nsen“ON1-k“sen“0

Nestas integrais, n € um nimero racional positivo ou negativo.

Com os conhecimentos explorados até este momento e com outros néo
menos importantes que virdo no decorrer do desenvolvimento do tema, procura-se
expor a solugéo dos problemas geodésicos direto e inverso de uma maneira que ndo
deixe duvidas quanto a eficacia do método proposto. Para tanto, nas préximas
se¢des sdo discutidos conhecimentos necessarios e suficientes para obtengdo das
solucbes procuradas. Da-se prosseguimento. com a definigdo, importancia dos
problemas geodésicos direto e inverso e com uma sintese dos métodos tradicionais
que propiciam solugdo para tais problemas. Em seguida, procufa-se expor
conhecimentos relevantes para obtencdo das integrais elipticas aplicadas aos
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problemas direto e inverso da geodésia. Procurou-se omitir 0 minimo possivel as
demonstracoes, objetivando o melhor entendimento na deducdo das integrais
elipticas aplicadas aos problemas supracitados.

Como ja se sabe, as integrais procuradas nd@o possuem uma solugéo
analitica, ou seja, ndo podem ser expressas por fungoes elementares, sendo assim
a Unica maneira é partir para uma solugédo numeérica.

Alguns métodos de integracdo numérica s@o expostos e comparados para
diversos comprimentos de linha geodésica, verificando assim o método mais
apropriado para um determinado comprimento. Observa-se na exemplificagao
numeérica do problema direto que os resultados obtidos utilizando a regra dos
trapézios, regra de Simpson e formula gaussiana € exposta até a casa decimal
concordante com a solugdo obtida quando utilizado o programa Maple para resolver
numericamente as integrais elipticas. Ja para o problema inverso isto ndo acontece,
pois todas as solugdes obtidas pelos métodos de integracdo numérica acima citados,
sa0 expostas com 0 mesmo numero de casas decimais.

Com uma boa leitura, o leitor tem condi¢bes, sem a necessidade de recorrer
a outras obras, de obter uma boa compreensdo do método proposto, no que diz
respeito & demonstragao, aplicagéo e analise dos resultados.

1.2 DEFINICAO DOS PROBLEMAS PRINCIPAIS GEODESICOS

1.2.1 Primeiro Problema Principal Geodésico

Da-se o nome de 1° problema priﬁcipal geodésico, também denominado
problema geodésica direto, as transformagdes das coordenadas polares geodésicas
(comprimento da linha geodésica s e azimute geodésico o) em diferenga de latitude
geodésica A, diferenca de longitude geodésica AL e diferenga de azimute
geodésico Aa. No primeiro ponto s&o conhecidas as quantidades ¢4, A1, a1 € s. S&0
requeridas, no ponto 2, as quantidades @2, A2 € a2. Portanto, conforme ilustra a
figura 1.1, o 1° problema geodésico principal requer o calculo de Ag, A\ e Aa que
somados as quantidades conhecidas do ponto 1, resultardo nas quantidades
procuradas no ponto 2 : @2, Az € a2,



FIGURA 1.1 — PROBLEMA DIRETO DA GEODESIA

1.2.2 Segundo Problema Principal Geodésico

Da-se o nome de 2° problema principal geodésico, também denominado
problema geodésico inverso, as transformacoes da diferenca de latitude geodésica
Ao, diferenca de longitude geodésica A\, e da diferenca de azimute geodésico Aa
nas coordenadas polares geodésicas (comprimento da linha geodésica s e azimute
geodésico a). Em um ponto 1 sao conhecidas as quantidades ¢1 e A1 € no ponto 2
sdo conhecidas as quantidades geodésicas ¢2 € A2. Portanto, conforme ilustra a
figura 1.2, o 2° problema principal geodésico requer o calculo do comprimento da
linha geodésica s, do azimute geodésico oy no ponto 1 e do azimute geodésico a2
no ponto 2 .



FIGURA 1.2 — PROBLEMA INVERSO DA GEODESIA

1.3 IMPORTANCIA DOS PROBLEMAS PRINCIPAIS GEODESICOS

De acordo com SMITH (1997, p. 7), a primeira tentativa em calcular o
comprimento de uma circunferéncia terrestre, considerando a Terra esférica, é
creditada a Aristételes. Mas como ele chegou ao seu resultado & desconhecido.
Erastostenes, considerando a Terra esférica, supondo um ponto em Alexandria e um
ponto de Siene sobre um mesmo meridiano, conhecendo a distancia entre estas
duas cidades, com uma metodologia simples e consistente, conforme ilustra a figura

1.3, também calculou o comprimento de uma circunferéncia terrestre obtendo um
resultado formidavel aquela época.



FIGURA 1.3 — METODO DE ERASTOSTENES

FONTE: SMITH (1997, p. 8)

Assim o calculo classico dos problemas principais geodésicos nos circulos
nacionais e internacionais de pesquisa sempre foi uma preocupacgao central. Desde
a era antes de Cristo, como por exemplo com Erastéstenes, até nos dias atuais,
como por exemplo em SCHMIDT (1999) e TARGA e MENIN (2000), discute-se no
meio cientifico solu¢ées mais apropriadas para os problemas principais geodésicos,
principalmente no que diz respeito a acuracia dos resultados. E claro que com o
passar dos tempos, com o avango tecnolégico e com auxilio de aplicativos
adequados, esta sendo possivel obter resultados com uma qualidade melhor.
Existem varios métodos que possibilitam a solugdo dos problemas principais
geodésicos, ndo obstante, as respostas carecem de acuracia da ordem do milimetro,
necessaria quando associada a tecnologia GPS (Global Positioning

System) que com metodologia apropriada de rastreio, alcanga acuracia do

milimetro nas coordenadas geodésicas dos pontos. Dai seguem as questoes: a) qual
a metodologia de calculo a ser empregada para avaliar o comprimento da linha
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geodésica entre dois pontos em que as coordenadas geodésicas foram
determinadas pelo GPS com acuracia do milimetro? b) qual a metodologia de
calculo para avaliar comparativamente as coordenadas de um certo ponta quando
forem dadas as coordenadas pelo GPS com acuracia do milimetro? c) qual a
metodologia de célculo para atender uma das finalidades da Geodésia, que é a
pesquisa da variagao da posicdo dos pontos ao longo do tempo? Estas perguntas
sdo avaliadas pela solugdo dos problemas principais geodésicos.

Conforme KLOTZ (1991, p. 32), desde 200 anos, matematicos e geodesistas
elaboraram um numero grande de solugbes para os problemas principais geodésicos
direto e inverso. A parte preponderante é definida para as chamadas distancias
curtas; alguns procedimentos estendem-se para distincias médias e poucas
solucdes sao apropriadas para distancias quaisquer e acuracias quaisquer. A
maioria das solugdes indica estratégias de calculo a fim de aproveitar otimamente os
respectivos meios de ajuda de calculo existentes a disposicao e facilitar os calculos
numéricos. Foram instituidos parametros numerosos e muitos coeficientes foram
calculados e tabelados.

Em geral, de acordo com KLOTZ (1991, p. 32), as propostas de solug&o sao
classificadas em 4 grupos. A maior parte delas, classificada como as do 1° grupo,
baseia-se nas séries de Legendre:

2 1( d*

0=+ EE("B) s, (1.10)
k=1 I\- Pt
2 1 d*A

z,=x1+z1k' agr) s (1.11)
k=t T P1
= 1(d

a—_-a,+zkl Es%) ¥, (1.12)
k=1 K P1

isto €, em desenvolvimento da diferenca de latitude, da diferenca de longitude e da
diferenca de azimute segundo poténcias crescentes do comprimento de arco s. A
partir do desenvolvimento segundo s resulta uma convergéncia ruim da série junto

di da
de distancias grandes. Além disso os quocientes diferenciais g € gs na

vizinhanga dos pélos tomam-se infinitamente grandes, de modo que as séries de
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Legendre la nao podem ser empregadas. Para o grupo dos procedimentos baseados
em desenvolvimentos de Legendre, enumeram também solugdes que integram

dp dA da

numericamente as equacgoes diferenciais para -a—s-,-a;e—d-é- , por exemplo, segundo

Runge-Kutta. O subindice P1 nas (1.10), (1.11) e (1.12) indica que as diferenciais
sdo avaliadas com as coordenadas geograficas elipséidicas do ponto 1,
comprimento da linha geodésica e azimute.

Um segundo grupo para a solugao dos problemas principais geodésicos
baseia-se no desenvolvimento de integrais elipticas. A integracao da-se diretamente
com auxilio de procedimento numérico ou pelo desenvolvimento de séries do
integrando e, em seguida, integragdo termo a termo. Um procedimento semelhante
foi indicado ja no ano 1826 por Bessel.

Os procedimentos do 3° grupo representam a superficie do elipsdide sobre
uma superficie auxiliar; procedem la ao transporte e efetuam a seguir a
representacao invertida no elipsoéide.

Nas solugoes do 4° grupo ndao & empregada a linha geodésica, mas sim
outras linhas de ligagao.

1.4 REVISAO DE ALGUNS METODOS DE CALCULO DOS PROBLEMAS
PRINCIPAIS GEODESICOS

1.4.1 Formulas de Puissant

Estas formulas sdo chamadas assim em homenagem ao matematico francés
a quem € creditada a sua demonstra¢cdo. Sua demonstracdo estd baseada sobre
uma aproximagao esférica, ou seja, recorre-se a uma esfera auxiliar tangente ao
elipsoide ao longo do paralelo do primeiro vértice. Esfera esta, com raio coincidindo
com o raio de curvatura da seg&o primeiro vertical, também chamado grande normal,
deste primeiro vértice. O principio matematico utilizado para desenvolver os
problemas direto e inverso € a série de Taylor.

De acordo com BOMFORD (1971, p. 135), essas formulas estédo
consideradas com precisao de 1 ppm em 80 ou 100 km e de 40 ppm em 250 km na
latitude de 60°. Portanto, conforme GEMAEL (1988, p. 8.7), essas formulas tém sido
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largamente utilizadas no Brasil, sendo adequadas somente para as linhas curtas,

i.e., ndo superiores a 80 km, 0 que nao constituiu inconveniente nas triangulagoes
ordinarias cujos lados dificilmente ultrapassam 40 km.

1.4.2 Féormulas de Sodano

No trabalho de SODANO (1958), disserta-se sobre o aspecto tedrico e
pratico de um rigoroso e também rapido procedimento nao iterativo para a solugéao
inversa para linhas muito longas. Pode-se citar como exemplo de linhas muito
longas a trilaterag@o de lados longos, como a ligacdo da rede Brasileira a Norte-
Americana. Contém uma formula mais estavel para azimutes, uma formula
alternativa para linhas muito curtas, nao requer tabelas especiais e nem
manipulagdo de excesso de digitos. As formulas finais nao iterativas s@o séries
convergentes, as quais tém termos completamente equivalentes para a segunda,
quarta e sexta poténcias da excentricidade do elipsoide e, portanto, pode-se romper
a série de acordo com o tempo e acuracia requeridos.

De acordo com SODANO (1958, p. 31), a solugdo pode ser expandida para
termos superiores em consideragGes puramente tebricas, apesar de a acuracia ja
estar além da décima casa decimal de radianos para azimutes e para arco de
distancia.

No apéndice D exposto em SODANO (1965, p. 80) & apresentada a solugao
numérica dos problemas direto e inverso, ambos para linhas curtas e longas.
Apresenta também a discrepéncia entre a solugdo inversa e a direta para uma linha
curta e uma longa. A discrepancia na latitude do ponto 2 € 0,00411” para a linha
longa e 0,00000005” para a linha curta; na longitude do ponto 2 a discrepancia é
0,00883” e 0,00000027” para a linha longa e para a linha curta, respectivamente. Ja
para o contra-azimute ou azimute 2-1 a discrepancia é 0,0086” para a linha longa e
0,00011” para a curta.

Em SODANO (1967, p. 233) & dado um suplemento para a solu¢ao inversa
para linhas geodésicas longas e sdao dadas férmulas alternativas para a solu¢do nao
iterativa.
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1.4.3 Série de Taylor das Diferengas de Latitude, de Longitude e de Azimute como
Fungodes de Arco

FIGURA 1.4 — TRIANGULO INFINITESIMAL

< Mdg

FIGURA 1.5 — TRIANGULO INFINITESIMAL

P sena ds

Mdy
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FIGURA 1.6 — TRIANGULO INFINITESIMAL

p
Ncos

<] NcoswpdA

Ncosy

Neste método, parte-se das trés férmulas diferenciais:

dp cosa

= , 1.13
ds M ( )
dA sena

= = , 1.14
ds Ncoso ( )
do _ senatgy (1.15)
ds N '

Na figura 1.5 onde Mdo representa o elemento de arco de meridiano, calcula-se o
coso e obtém-se diretamente a (1.13). Na figura 1.5 e na 1.6 onde Ncosp exprime o
raio do paralelo, senads e NcospdA representam o elemento de arco do paralelo.
Comparando as figuras 1.5 e 1.6 obtém-se a igualdade:

NcosodA = senads, (1.16)
da qual resulta a (1.14).

A (1.15) vem do teorema de Clairaut exposto neste trabatho pela (2.67). Figura e
demonstragao, ver (CICCONETTI, 1938, p. 107).

Para cada uma das trés grandezas o, A, o, efetua-se um desenvolvimento
em série de Taylor segundo poténcias crescentes de s e formando-se todos os
coeficientes das poténcias s pelo ponto inicial. Reconhece-se que estes
desenvolvimentos por poténcias de s s6 sdo apropriados para linhas curtas. Dos
resultados expostos por BAESCHLIN (1948, p.128), reconhece-se que nao se
permite empregar no ponto inicial uma latitude de 47° aos desenvolvimentos com um
comprimento de linha além de 32,3 km, caso queira alcangar o rigor numeérico
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exigido nos resultados: 0,0001" em latitude e em longitude. Em latitudes mais altas
fica limitada ainda mais o comprimento da linha. De acordo com BAESCHLIN (1948,
p. 128), como os lados dos tridngulos de primeira ordem na maioria sa0 menores
que 32,3 km, € necessario ser tomados termos no minimo de quarta ordem. Por
conseqgiiéncia, o nimero dos coeficientes a calcular torna-se tdo grande que o
emprego destas formulas, em geral, ndo sdo recomendadas. As formulas aqui
tratadas tém a vantagem de permitirem uma solugdo direta do problema geodésico
direto. A maior desvantagem delas € a convergéncia fraca. Para o problema
geodésico inverso, as formulas exigem um calculo indireto com aproximagoes
sucessivas e acabam nao oferecendo vantagens.

1.4.4 Outras Foérmulas para o Caiculo dos Problemas Principais Geodésicos

Tem-se conforme BOMFORD (1971, p. 131), a formula de Rudoe, a qual
utiliza-se a se¢do normal do vértice conhecido que contém o segundo vértice. Nesta
secio eliptica é calculada a latitude reduzida do segundo vértice e desta obtida a
latitude geodésica. Estas formulas sdo consideradas boas com preciséo de fragbes
de um milimetro sobre qualquer distancia. Segundo BOMFORD (1971), outras
formulas utilizadas s&@o as de Clark, consideradas boas até 800 km com precisdo de

1/25 ppm e as de Robbins que representam um aperfeicoamento das de Clark,
consideradas boas até 1600 km com preciséo de 1/100 ppm.

1.5 RECURSOS UTILIZADOS

a) o acervo literario de Geodésia disponivel na biblioteca dos Setores de
Ciéncias da Terra, Tecnologia e Ciéncias Exatas;

b) o Servigo de Comutagdo Bibliografica (COMUT) que providencia
referéncias bibliograficas de outras bibliotecas brasileiras e na The
British Library Documment Supply Centre,

c) programa Maple.
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1.6 OBJETIVOS

1.6.1 Objetivo Geral

O objetivo geral deste trabalho é apresentar uma metodologia didatica para
solugéo dos problemas direto e inverso da Geodésia por integrais elipticas.

1.6.2 Objetivos Especificos

a) exprimir didaticamente os problemas direto e inverso da Geodésia na
forma de integrais elipticas;

b) resgatar os procedimentos nao explicitados por SCHMIDT (1999) na
compreensao do método que utiliza as integrais elipticas para a solugao
dos problemas direto e inverso;

c) pormenorizar didaticamente o método mediante a deducao de formulas;

d) expor os métodos de integracdo numérica: regra dos trapézios, formula
de Simpson, formula gaussiana, aplicando-os as solugdes das integrais
elipticas;

e) verificar vantagens e desvantagens do método proposto, por exemplo,
quanto a acuracia dos resultados em fungdo do comprimento da linha
geodésica.

1.7 CONTRIBUICAO E ESTRUTURAGAO DA PESQUISA

Contribuigdo a comunidade universitaria das Engenharias Cartografica e de
Agrimensura, as quais contém em seus programas académicos e também
profissionais, os problemas geodésicos principais direto e inverso. Contribui também
diretamente ao Curso de Licenciatura em Matematica pela aplicagdo pratica, pois
dado o problema, é construida matematicamente a solugdo envolvendo diversos
conhecimentos da Matematica.

A pesquisa esta esfruturada em 7 segoes.
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Na segunda seg¢do sao apresentados os conceitos basicos necessarios para
obtengao das integrais aplicadas aos problemas principais geodésicos.

Na terceira secao € apresentada a deducao das integrais elipticas aplicadas
aos problemas principais geodésicos bem como os métodos de integracdo numeérica
utilizados para essas integrais.

Na quarta e quinta segOes, as integrais elipticas sd3o aplicadas
respectivamente aos problemas direto e inverso, expondo a metodologia e
exemplificagdo numérica utilizando o programa Maple, a regra dos trapézios, regra
de Simpson e a formula gaussiana (quadratura de Gauss) na obtengio da solugdo
numérica das integrais elipticas.

Na sexta segdo é feita a analise dos resultados obtidos nas duas segdes
anteriores, a fim de analisar qual método de integracdo numerica teve melhor
comportamento na solugdo das integrais elipticas.

Na sétima e ultima segao conclui-se o trabalho analisando se os objetivos
foram alcancados e fazendo as devidas recomendacgées.
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2 CONCEITOS BASICOS

2.1 SISTEMA GEODESICO DE REFERENCIA

O Sistema Geodésico de Referéncia (SGR), ilustrado pela figura 5.1, &
constituido de uma superficie de referéncia, o elipséide de revolugao, devidamente
orientado em relagdo a Terra e definido por um terno ortogonal dextrogiro, com
origem no centro do elipsdide de referéncia. Adota-se o0 meridiano médio de
Greenwich (média das determinacbes de longitude de varios observatérios do
mundo) como origem (PnGPs). A direcao OX é estabelecida pela intersecéo deste
com o plano equatorial (QQ’). A diregdo OZ pelo eixo menor do elipséide, com
orienta¢ao positiva para o podlo norte.

FIGURA 2.1 — SISTEMA GEODESICO DE REFERENCIA

FONTE: MENEZES (1985, p.2)

2.2 COORDENADAS GEODESICAS DO PONTO P

Um ponto da superficie terrestre pode ser caracterizado pelas coordenadas
geodésicas latitude ¢ e longitude A.



17
A latitude geodésica ¢ € o angulo que o plano equatorial forma com a normal

ao elipsbide em P. Os valores da latitude situam-se no intervalo Te o< g

A longitude geodésica A € o angulo plano do diedro que tem origem na reta
que contém os poélos norte e sul e cujas faces sao os semiplanos caracterizados pelo
meridiano médio de Greenwich e pelo meridiano do ponto P. Os valores da longitude
situam-se no intervalo 0 <A <x para leste de Greenwich e -t <A <0 para oeste de
Greenwich (TORGE, 1991).

A altitude geométrica h, também conhecida como altitude elipsoidal, € a
distancia do elipsdide ao ponto P, contada sobre a normal.

2.3 AZIMUTE

Na figura 5.2 representa-se uma direcdo 1-2 sobre o elipséide e o seu
azimute geodésico a1, definido como o angulo que o meridiano do ponto 1 forma
com direcao 1-2, contado do norte por leste. O angulo a2 € o azimute geodésico da
direczo 2-1 ou o contra-azimute geodésico da dire¢do 1-2 (MENEZES, 1985; p. 3).

FIGURA 2.2 —- REPRESENTACAO DO AZIMUTE GEODESICO
R

Q)

R

FONTE: GEMAEL {1987, p. 1.6)
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2.4 EXCENTRICIDADE DA ELIPSE MERIDIANA DO ELIPSOIDE DE REVOLUGAO

Conforme a figura 2.3 tem-se que

E=+ya?-b?.

A primeira excentricidade e da elipse ¢ definida por

assim pode-se escrever

a?-b? ., a*-b?
e= ou seja e“°= —;
a
Ainda da (2.3) tem-se
bZ
ez = 1-—2—;

mas o achatamento f de um elipsdide define-se por
a-b

a

f

ou seja,

(1.2,
a

— =1-2f+f>.

2

Substituindo o resultado da (2.8) na (2.4), obtém-se
e? = 2f - {2 (ZAKATOV, 1976, p. 25).

(2.1)

2.2)

(2.3)

(2.4)

(2.5)

(2.6)

(2.7)

(2.8)

2.9)
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FIGURA 2.3 - PARAMETR_OS GEOMETRICOS DA ELIPSE MERIDIANA DO ELIPSOIDE DE
REVOLUCAO

FONTE: HECK (1995, p. 63)

2.5 SECOES NORMAIS PRINCIPAIS

Pode-se tracar infinitos planos que contenham a reta normal a superficie do
elipsbide de revolugdo num ponto A da mesma. Estes planos por conterem a normal
4 superficie em questdo sdo conhecidos por planos normais.

As resultantes da intersecdo dos planos nomais com a superficie do
elipsbide de revolugio sdo chamadas de segbes normais. Em cada ponto existem
duas segbes normais que sao mutuamente perpendiculares e cujas curvaturas séo
méaxima e minima. Estas se¢oes séo conhecidas por se¢des normais principais. De
acordo com COSTA (1976, p. 11), demonstra-se que estas secdes s&o a secao
meridiana e a secado primeiro vertical.

2.5.1 Raio de Curvatura N da Sec¢ao Primeiro Vertical

A equacio da elipse meridiana do elipséide de revolugdo pode ser dada por:

p? 2z

;‘2—+E{=1. (2.10)
2 2

r4 p

B——=1'~5'2-, (211)

22 =b?- b?p?

) (2.12)
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com
p? =x2 +y?, (2.13)
X =pCOSA € Yy =pSena. (2.143a; 2.14b)

FIGURA 2.4 — LATITUDE GEODESICA 9 E LATITUDE REDUZIDA B

FONTE: HECK (1985, p. 66)

derivando a (2.12) em relagéo a p, obtém-se

dz -2b®
2z—= , 215
i 2 P (2.15)
2
gaz_bp. (2.16)
dp a‘z
mas analisando a figura 2.4, tem-se
dz T
—— t B s 2. 17
s 9(2 0) (2.17)
dz COSQ
— =-cotgp =- i A8
dp go seno (2.18)

Das (2.16) e (2.18), tem-se



_b*p_-cosp

a’z senp

Elevando ambos os membros da (2.19) ao quadrado, obtém-se

b*p? ) cos?p
a‘z® senp

A (2.20) pode ser reescrita como

b*p?senp-a‘z*cos?p=0.

A expresséo de p é obtida substituindo a (2.12) na (2.21):
4.2 . 2 452 D*p? 2

b'p“sen“p-a’(b” - —;;—)cos 0=0,

efetuando as simplifica¢des,tém-se

b*p*sen’p - a%(a’b” — b%p?)cos’p=0,

b*p?sen’p - a*b’cos?p + a’b’p’cos?p=0,

p2(b*sen’p + a’b%cos?p) = a*b’cos?o,

_ a*b?cos?p
b*sen’p+a’b*cos’p’

_ a*cosg
p= 2 2 P
Jb?sen?p+a’cos’p

Da (2.3) escreve-se
b? = a’(1-6?).
Substituindo-se a (2.28) na (2.27), tem-se
_ a’cosop
B Ja*(1-e?)sen’p +a’cos’p

_ acose
J(-e?)sen?q +cos’p

acoso

p= :
\[ sen’p- e’sen’p + cos’p

acose
J1-e%sen’p

Da figura 2.4 tem-se que
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(2.19)

(2.20)

(2.21)

(2.22)

{2.23)
(2.24)
(2.25)

(2.26)

(2.27)

(2.28)

(2.29)

(2.30)

(2.31)

(2.32)
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p = Ncoso. (2.33)

Substituindo a (2.33) na (2.32), obtém-se
acose

—_— 2.34

J1-e%sen’o 234)
Desta ultima equacao resulta a expressao do raio de curvatura N da secao

primeiro vertical, chamado também de grande normal e representado na figura (2.4)

pelo segmento PeK,

Ncosg =

Ne———2 (2.35)
Ji-e?sen?o
2.5.2 Raio de Curvatura M da Sec¢ao Meridiana
Da (2.12) escreve-se
b 2 2 :
z= —é—(a -p9)2. (2.36)
Derivando a (2.36) em relagéo a p, obtém-se
dz_ b, ,3
—_— e — - . . 7
dp aP@ -p9) (2.37)

De acordo com SIMMONS (1988, p. 292), a curvatura k em um ponto da
se¢io meridiana é

dz
2
k=30 (2.38)
2 3
1+ az
I
Da Geometria Diferencial sabe-se que o raio € o inverso da curvatura:
M= (2.39)
i

Substituindo a (2.38) na (2.39), esta é reescrita



&7

d?z
dp?

Derivando a (2.37) em relagdo a p, tém-se

g;—f = —% :(a2 —pz)'; + p{— —;—).(az ~p2)—2~(" 29)] :

’ -
%p_i =_% —(az _pz)—; +p2.(a"’ __pz)—g] ,
2 1 2 3
- bl W)

2 3
3§=—§( *-p*) 2l —p7 +p7)

z 3
— =-ab(a® -p?)Z.

Substituindo as (2.37) e (2.45) na (2.40), tem-se
2 3
1+] - _;a_P___
b aZ _p2
@ -p?)

Simplificando a (2,46):

Moz _n2 b’p? ’
g ey )
ab

v
o s
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(2.40)

(2.41)

(2.42)

(2.43)

(2.44)

(2.45)

(2.46)

(2.47)



iR 2(””’2 ]

W

ke
e N(

w| e oo

a b l
obtém-se

w| B -e +bp°f |

b ]

Substifuindo as (2.32) e (2.28) na (2.51), tem-se

5 1__e2

Simplificando a (2.52):

. a4 P cosz(p L )COS @
1-e?sen’p 1-e’sen’g

5J1-e?

3
a 1-e?sen® 9 —cos? 9 +cos? p—e?cos’ g
1-e?sen?o

a’yJ1-e? ’

M=|-

a’cos?o a®cos? o ?
a'-a*| ———— +az(1°ez 1 aZenr?
1-e“sen‘o 1-e“sen“o
M= |- .
a

24

(2.48)

(2.49)

(2.50)

(2.51)

(2.52)

(2.53)

(2.54)
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\/a‘z[1 —e?{sen? ¢ +cos? q))}a

1-e?sen’o
M=l , (2.55)
a’y1-e?
a° __1—__8_2____. ’
1-e?sen’o
M=|- , (2.56)
a’y1-e?

M=l ai1/(1—e2)3 1

. , (2.57)
Jl-e?sen?q) Vi-¢?
resulta a expressdo do raio de curvatura da se¢ao meridiana:
a2
M=—_ad-e) (2.58)
J(1-e*sen’p)’
2.6 LATITUDE REDUZIDA B
Da figura 2.4 tém-se as relacoes
senﬂ:i;-, (2.59)
_P
cosfB = a (2.60)

Das (2.59) e (2.60) escrevem-se as equagbes paramétricas da elipse
meridiana:

{z =bsenp (2.61)
p =acosp
Da (2.28) escreve-se %: 1-e*. (2.62)

Dividindo-se membro a membro a (2.61) e utilizando a (2.62), obtém-se
-;:= J1-e? tgp. (2.63)
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Da (2.19) tem-se

b? seng
Z=p— .
a® cos¢o

(2.64)

Empregando-se a (2.62) na (2.64) obtém-se
z=pli-e?kgo. (2.65)

Substituindo a (2.65) na (2.63), resulta a rela¢do entre a latitude geodésica ¢ e a
latitude reduzida B:

tgp =v1-e? tgo. (2.66)
2.7 TEOREMA DE CLAIRAUT

FIGURA 2.5 - TEOREMA DE CLAIRAUT

FONTE: GEMAEL (1958, p. 44)

O teorema de Clairaut exposto em GEMAEL (1959, p. 45) diz que: Em
qualquer ponto de uma linha geodésica, tracada sobre uma superficie de revolucao,

o produto do raio do paralelo deste ponto pelo seno do azimute da geodésica é
constante,

rasena = . (2.67)
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3 PRIMEIRO E SEGUNDO PROBLEMAS GEODESICOS PRINCIPAIS

EXPRESSOS POR INTEGRAL ELIPTICA E SEUS METODOS NUMERICOS DE
INTEGRACAO

3.1 DIFERENCIAIS DA LINHA GEODESICA

Com auxilio das figuras 1.4, 1.5 e 1.6, constréi a figura 3.1 a seguir.

FIGURA 3.1 — TRIANGULO ELIPSOIDICO INFINITESIMAL

{meridiano)
c
a
ds Mde
L
N e g (o)

Conforme a figura 3.1, tem-se um tridngulo elipsoidico infinitesimal ABC,
onde a € o azimute geodésico, ds € um arco elementar da linha geodésica, Mdo é
um arco elementar da elipse meridiana e NcospdA é o elemento de arco de um
paralelo.

No triangulo ABC a tangente do angulo a & escrita como:

NcospdA
tgo = ——— — 3.1
ga Mdo ' (3.1)
. = Migade (3.2)
Ncoso

Substituindo as expressoes de N e M, conforme as (2.35) e (2.58), respectivamente,
na (3.2), obtém-se
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af1-¢?)
3
= (1-e?sen’pf tga do (3.3)
a ‘coso
1
(1-e?sen? o)
que simplificada torna a primeira expressao diferencial desejada:
1— ez)ga
dA = ( do. 3.4
(1-e?sen? p)coso ¢ G4
Ainda no tridangulo ABC da figura 3.1, o co-seno do angulo o, € escrito como
Md
coso = ——, 3.5
== (3.9)
ds=Mde (3.6)
cosa

Com auxilio da (2.58) escreve-se a segunda expressao diferencial desejada:

ds = 3(1‘922 do. (3.7)
1-e?sen® o) cosa
( of

3.2 A CONSTANTE DE CLAIRAUT REESCRITA COMO CO-SENO DA LATITUDE
REDUZIDA MAXIMA

Da trigonometria tem-se a relacéo
sec’p =1+1tg’p (3.8)

que com auxilio da relacao entre a latitude geodésica e a latitude reduzida dada pela
(2.66), escreve-se

sec?B=1+(1-e?)tg%. (3.9)

A (3.9) é reescrita

sen® ¢
secp=_[1+{1-€? , 3.10
B ‘l ( )E:EEE (3.10)

2 2,2 2
secp =% (p+se:°s(p2 e’sen’q (3.11)
Como

seng+cos’p=1, (3.12)



tem-se
a2 2
s6cp = 1-e szen [0}
cos“ ¢
1-e? sen?
secP= e
coso
Como
cosfP = 1 ,
secp

a (3.14) é reescrita

cosQ

\/1 _e?sen’p
cos @ =1-e2 sen? ¢ Cosp.

Tem-se que o raio r de um paralelo € dado por
r=Ncoso.

cosP=

Substituindo a (2.35) na (3.18), esta é reescrita

r= a COS Q.
J1-e?sen?o
Substituindo a (3.17) na (3.19):

a,/1—e2 sen?
r= e cosf,
\/1 -e?sen’o

advém a expressao final

r=acosp.
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(3.13)

(3.14)

(3.15)

(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)

Substituindo o raio de paralelo obtido pela (3.21) no teorema de Clairaut

representado matematicamente pela (2.67), tem-se
acosfisena =c.

(3.22)

Como a (semi-eixo maior do elipsodide adotado) e ¢ sdo constantes, tem-se

que o quociente -2 também & uma constante, logo a (3.22) fica reescrita como

c
cosBsena:;.

Fazendo

(3.23)
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c

~=h 3.24
- (3.24)
e substituindo na (3.23), obtém-se

cosfsena=h. (3.25)

De acordo com a (3.24) é clara a diferenca entre os valores assumidos pelas
constantes ¢ e h. Desta forma, h passa a ser chamado de segunda constante de
Clairaut, pois se entende ser ¢ a primeira.

FIGURA 3.2 — LATITUDE MAXIMA DA LINHA GEODESICA

ol ans sl wes G CAD h NS TS SN wEe W

FONTE: SCHMIDT (1999, p. 123)

Conforme ilustra a figura 3.2, quando a linha geodésica atingir latitude
geodésica maxima ou latitude reduzida maxima, ela sera perpendicular ao meridiano
do ponto maximo, ou seja, 0 azimute da linha geodésica no ponto maximo sera igual

a -;— Logo, para a =§ tem-se B =B, © a (3.25) pode ser escrita como
h= sen(zzt-)cosﬁm, (3.26)
h=1.cosB, ..., (3.27)

h=cosB, .. (3.28)
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Desta forma a constante de Clairaut h, chamada aqui de segunda constante
de Clairaut, pode ser obtida pelo co-seno da latitude reduzida méaxima.

A equacao (3.28) determina o circulo de latitude reduzida maxima ou entdo
minima no qual a linha geodésica é tangente. Assim, conhecido o valor de h, pode-
se determinar a latitude maxima ou entao minima que a linha geodésica atinge.

Como o co-seno de um arco pode assumir valores desde -1 até 1, tem-se a
expressao do intervalo para a (3.28):
~1<c08B, <1. (3.29)

Entdo, de acordo com a (3.28), h assume os mesmos valores de cosp,,, -

Assim tem-se

~1<h<1. (3.30)
Da (3.8),tem-se
sec?p,, =1+13°B,. OU (3.31)

secB,., =1/1+tg"Bm ) (3.32)

De acordo com a (3.15), pode-se escrever
1

—— 3.33
COS B s atin e ( )

Portanto, das (3.25), (3.28) e (3.33), pode-se escrever a identidade

_ 1
1B

h=senocosf =cosP,.., (3.34)

3.3 DEDUGAO DAS INTEGRAIS ELIPTICAS APLICADAS AOS PROBLEMAS
PRINCIPAIS GEODESICOS DIRETO E INVERSO

A deducdo das integrais elipticas aplicadas aos problemas principais
geodésicos direto e inverso, tem inicio na subsecdo 3.2 com a obtencdo das
equacdes diferenciais da linha geodésica e prossegue nesta subse¢do, da qual
serdo utilizados resultados para auxiliarem nos calculos seqientes.

De acordo com SCHMIDT (1999, p. 123), as equagdes diferenciais (3.4) e
(3.7) ndo podem ser integradas numericamente, uma vez que a longitude, a latitude,
o azimute e a distancia , ao longo da linha geodésica variam de modo ndo
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proporcional um para com o outro. Sendo assim, procura-se em um primeiro
momento escrever essas equagoes diferenciais em fungao de uma Unica variavel, no
caso a latitude reduzida.

Para expressar a (3.7) em fungao da latitude reduzida, deve-se obter cosa,
seng e dp em fungdo da latitude reduzida. Assim procede-se: da (3.25) escreve-se

seng =——; (3.35)
cosf
mas tem-se que
sen’a +cosa’ =1. (3.36)
Substituindo a (3.35) na (3.36) obtém-se
h2
cos’a=1- e (3.37)
cos“fB
2 _R2
cos? o = °°_Sl§2__!‘_ (3.38)
cos“B
( 20 Rh2
cosq = VoOS B-h" (3.39)
cosB
Para a obten¢ao de seno, utiliza-se da (3.9) da qual tem-se
sec’p-1
t92<p=~———95—; (3.40)
1-e
substituindo a (3.40) em
sec? p =1+1g%p (3.41)
obtém-se
2 —
sec? o =1+ 3‘3"-—%—1 (3.42)
_e2 2
sec? o= 1—& —1+sec’p (3.43)
1-e
2 o2
sec? =0 P2 Bze ; (3.44)
1-e
como
1
CcosSQ = 3.45
o seco’ (3.45)

tem-se
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cos’p= I (3.46)
sec’p-e?’ '
tem-se que
sen‘gp+cos’p=1; (3.47)
substituindo-se o resultado da (3.46) na (3.47), obtém-se
1-¢?
senp=1-——— 3.48
¢ sec’p-e? (3.48)
2 2 _ 2
sen? g = 3€€ B—ze 12+e ’ (3.49)
sec“f-e
sec’p-1
sen‘p=——"—, 3.50
?= sec? p-e? (3.50)
L -1
2
sen? ¢ = %S—B——— , (3.51)
_al
cos’p
2 1-cos?B
sen“p=—5——. 3.52
=1 e?cos? B (3.52)

Busca-se agora expressar do em funcdo de B. Derivando a (2.66) em
relacao a B, obtém-se

sec? P = J1- e sec? (p%;l, (3.53)

sec’p
do = dp. (3.54)
J1-e?.sec? o
Substituindo a (3.44) na (3.54), tem-se
sec’p

1o’ sec?p - e?
- 1-é?

dp, (3.55)

_ sec’B

T (359
J1-¢e?

Ji-e? sec?p

sec?p-e?

do= d, (3.57)



J1-¢? L
"cos’B
dp=—j dp, (3.58)
_ez
cos? B
_ 2
__vi-e’ (3.59)
1-e“cos“B

Busca-se também expressar a diferencial da linha geodésica ds em relagéo
a diferencial da latitude reduzida dp substituindo as (3.39), (3.52) e (3.59) na (3.7),
tem-se

ds = a(1-e?) V1-¢? dp. (3.60)
e et [ e
1-e®cos’p cosp
ds = a(1—e2) vi-¢? dp, (3.61)
1-e?cos’p-e® +e”cos® P m 1-e*cos’p
1-e%cos?p
ds = a(1 e) J1 e? dB, (3.62)
1-e? /‘—_“’“cosﬁhz‘lecosﬁ
1-e’cos’p)  cosp
N a(1—e2) Ji-¢?
T oW Jewpw Tewsp @
(1-e?cos?p)i-e?cos?’p  cosB
(1 eX1 e’cos B),h -e? cosB\/1 —e? (3.64)

(1-e2V1-e? Jcos?p - h2(1 ~e?cos?B)
acospy1-e"cos’p (3.65)
Jeos?B~h*

No passo a seguir, objetiva-se reescrever a (3.4), exprimindo a diferencial da
longitude geodésica dA em func¢ao da latitude reduzida. Para isso, deve-se expressar
tga, seng, cosp e dp em fungdo da latitude reduzida. Mas os resultados de coso,
seng e do estdo prontos e sdo dados respectivamente pelas (3.46), (3.52) e (3.59).
Para obter tga, divide-se a (3.35) pela (3.39), obtendo

ds =




_ h cosp
cosB’ Jcos?B-h?
___h
Voos?B—h?
Substituindo as (3.46), (3.52), (3.59) e a (3.67) na (3.4), tém-se

h
1-e?) ——o
= ( )‘/coszB—hz Ji-e? dB
{1_92( 1-cos’B H Vi-e? 1-e’cos®p '

1-e*cos®B )| Jsec’p-e?

(1-¢2) h

&= Jcos2B —h? V1-¢?

tga

tga =

1-e?cos?B

. dp
(1*e2coszﬂ—e2+e2coszﬁ} Ji-e? 1-e®cos’p

1 e
cos?B
h
1-e?)——
0 = ( ) cos’B—h? J1-e?
1-@° 1-¢>  1-e’cos’p
1-e?cos’B ) [1-eZcos?p
cos? B
ﬁ_.ez)____ll____

2p_n2 l_e?
dh= cos p—h .1_e12°':SZBdB,
( —-e } cosp 7

1-e*cos’BJ J[1-e?cos?p

dB!

h{1-e?)1—e? cos? B)\1-e? cos? p1—8?

dpg,
,/cosz B-h? (1—e”)cos[3\/1—e2 (1 -e?cos? B) P
1-e%cos’p

di= dp.
cosfs,,/coszl.’»-h2 P

dr =

Integrando a (3.65) e a (3.73), obtém-se respectivamente

B2 2
[oosB\h—e ooszgdﬁ’

s=aj

0 ’cosa B _h2

35

(3.66)

(3.67)

(3.68)

(3.69)

(3.70)

(3.71)

(3.72)

(3.73)

(3.74)
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B2 2. 2
hy1-e“cos“B
] 3.75
5 cosp,/cos?B—h? P (&.79)

Pode-se observar que as integrais (3.74) e (3.75) possuem no integrando
apenas a latitude reduzida como variavel. Apesar disto, essas integrais ndo séo
apropriadas para a integragao numeérica, pois no caso da variavel ser igual a latitude
reduzida maxima, o integrando mostra uma singularidade, isto é, quando a linha

A\ =

geodésica passa no poélo, tem-se neste ponto =8, ., =32t—. Como conseqiiéncia

cosP =0 e de acordo com a (3.25) tem-se h=0.

Observa-se nesta condigao que o integrando da (3.74) e da (3.75) sao
descontinuos no pdlo. Ainda no caso de a linha geodésica atingir seu ponto maximo,

B =B, Mas N30 necessariamente no polo, e de acordo com a identidade (3.34)

ocorre uma divisao por zero no integrando da (3.74) e da (3.75), pois

cos? B =cos? B, =h>. (3.76)
A descontinuidade que a (3.74) apresenta € evitada pela transformacao
sen’p = (1—-h2)sen2 v, (3.77)

chamada aqui de transformagéo v.

aplicacao da transformagdo v na (3.74) requer o procedimento
pormenorizado na seqiiéncia.
Deriva-se a (3.77) em relagdo a v e obtém-se

9B cosp=+i—h?.cosv, (3.78)
dv

ou seja

dp = J%%%'ﬁ‘idv (3.79)
Tem-se da (3.77) e de

sen’B+cos?p =1, (3.80)
cos’p=1-sen?p; (3.81)
que

cos?B=1-(1-h?)sen?v. (3.82)



37

Substituindo o resultado de cos?B obtido pela (3.82) e o resultado de dp obtido pela

(3.79) simultaneamente na (3.74), tém-se

cosBJ1 e2l1—(1-h?)sen?v| \1-h%.cosv .

( hz)senv -h? ~ cosP

2
J1 e?j1-(1-h?)sen?v| AR cosv.dv.

J1 sen’v+h?sen?v-h?

Vi

J1 e2[i—(1-h?)sen?v] A2 cosv.dv

J1 ~sen?v—h2(1-sen v)

V4
como se sabe que
cos’v=1-sen’v
tem-se

s=a N1-—e2 —{1-n*)sen’v] \1-h%.cosv.dv,

f‘fl—e2 1—(1-h?)sen’ V) IR cosv. dv.

o 2 2 2
s=a V1-e*fi-{1-h%)sen Vi JA~h?.cosv.dv,

J J1-h? cosv

s=a |Ji-eFi-{i—h?)sen?v]dv.

(3.83)

(3.84)

(3.85)

(3.86)

(3.87)

(3.88)

(3.89)

(3.90)

A descontinuidade que a (3.75) apresenta é evitada pela transformacao

igB
9B e

chamada aqui de transformacao w.

senw =

(3.91)
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A aplicagdo da transformagdo w na (3.75) requer o procedimento
pormenorizado na seqiiéncia.
O segundo membro da (3.91) é reescrito na forma

sen

tgB _ cosf =senB cosBmé,: senf} cosP . (3.92)

19Bmex  S€NBmsx  COSP senP,. SenP.. COSP '
COSB s

Com auxilio da (3.28) e sabendo-se que

$eNn? B +C08% Brs = 1, (3.93)

senP . = ,/1—cosz Brs » (3.94)

o ultimo membro das igualdades da (3.92) é reescrito na forma
senf cosP,., senfp h

senB,, cosp  J{_n2 cosp’

(3.95)

A (3.77) é reescrita, apos isolar seny e multiplicar cada membro por —C—‘%E

na forma
senB h h

. ={seny)——. 3.96
T cosp ™ asp (3:99)

A (3.35) é reescrita, apés multiplicar cada membro por senv, na forma

h
sen =senv.sena . 3.97
( v)cosB env o ( )
Com as equagdes (3.91), (3.92), (3.95), (3.96) e (3.97), conclui-se as igualdades

tap senff cosB,., senf h

senw = = . = . =senv.sena . 3.98

0B senP,, cosp  J1_p2 cosP (3.98)
Deriva-se a (3.91) em relagdo a B e obtém-se

2
W cosw =S8 B , (3.99)
dp (o] o
1
2

W osw=C0B (3.100)
dp 9B mex
dw 1

-EB—.cosw = oo Blop o (3.101)
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dp = coswcos? B tgB, .. .dw . (3.102)
Da equagio (3.98), advém
senf h
senw = . ; (3.103)
Vv1-h? cosp
elevando ambos os membros ao quadrado, tem-se
2 2
senw =320 ZB h e (3.104)
1-h* cos“p
_h? 2 2
(1 h )jen w_ senZB’ (3.105)
h cos B
2 2 2
(1—h )fen w =1—cozs B, (3.106)
h cos‘ B
2 2
(- )je" w_ 1 4 (3.107)
h cos“ B
_h2 2
- Jsenw 1 (3.108)
h cos“B
2 2 2
h +(1—h2)sen w__1_ (3.109)
h cos“p
hZ
cos?p = (3.110)

h? +{1-h?)sen’w

Trabalhando com o denominador da segundo membro da (3.110), escreve-se

h? +(1-h?)sen?w =h? + (1-h? f1—cos? w), (3.111)
h? +{1-h?)sen? w =h? +1-h? —cos?w +h? cos?w, (3.112)
h? +{1-h?)sen? w =1-cos?*w+h?cos? w, (3.113)
h? + (1-h?)sen® w =1+ (h? ~f)cos® w. (3.114)
Usa-se um artificio na (3.114) para facilitar as simplificagoes, fazendo

h? + {1-h?)sen? w =1+ (h? —f)cos? w = x*; (3.115)
dai tem-se

1+(h® —1)cos®’w = x?, (3.116)
cos’w = x* 1

T 3.117
h 3 (8.117)
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o8 W= ThThe) (3.118)
cosw = :::: (3.119)
Da (3.98), advém

ts:gi ) %ﬁf 'coZﬁ' (3.120)
tggi ) :hz aad (3.121)
tg;:,,m - ,/;h—hz‘ (3.122)
0P = ﬁ—;—h? ' (3.123)

Com os resultados obtidos até aqui se pode iniciar a mudanca de variavel na (3.75),
utilizando primeiramente a (3.102) e obtendo

"% hy1-e?cos?p

2 2
W’cosB‘/cas B-h
Substituindo nesta ultima equacdo, cosp, cosw e tgBmux dadas respectivamente
pelas (3.110), (3.119) e (3.123), tem-se

Al =

COsw.cos?B.tgp, ., . dw. (3.124)

I J1 eh? \/ 1-x? h? 1-h?
. L2 _ 2 2 ) —_ 2712 e 2 2 |
Ao h? +(1-h?)sen’w V1-h? h? +(1-h%)sen’w’ h dw.  (3.125)

h? h? 2
h? +{1-h?)sen*w | h? +(1-h?)sen® w

Substituindo nesta ultima equagdo h®+(1-h%)sen*w por x* conforme a (3.115),

W,y

obtém-se
" 1 e*h? J1-—x2 h? VJ1-h?
A= h? +(1-h?)sen’w V1-h? 'x>" h

h? |h?
L

dw, (3.126)

w,
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w2 21,2 2
J‘ G

h? +(1-h?)sen?w

M = X dw, (3.127)
hZ
]} " 1 x?
wa 2.2 2
\/1~h2+(1 ehg)senzw" 1_x2_%
A, = = dw, (3.128)
\/1 x?
w, x*
e’h?
Ak = 1- dw. 3.129
\/ h2+(-h2)senw (8129)

Como foi visto, o integrando da (3.74) e o da (3.75) apresentam
descontinuidade em alguns pontos. Isto prejudica o calculo numérico dessas
integrais, pois na aplica¢dao de métodos de integragdo numeérica precisa-se do valor
numérico do integrando nos pontos do intervalo desejado para integragao.

Com as transformacbes dadas pelas (3.77) e (3.91) evita-se a
descontinuidade, obtendo-se assim, conforme a (3.90), a distancia s na forma

V.

s=a jf(v) dv, (3.130)
emque
f(v) = y1-e?[1-(1-h?)sen? v) (3.131)

e, conforme a (3.129), a diferen¢a de longitude A\ na forma

w.

= |f(w)dw, (3.132)
em que

2h2
f(w)= J Tl e w (3.133)

entre dois pontos P4 e P> da linha geodésica na forma integravel numericamente.



42

O célculo numérico das integrais elipticas definidas (3.130) e (3.132) com
poucos pontos de apoio (as abscissas), de maneira simples e, sobretudo seguro,
apresentam 6tima precisao conforme ilustram as figuras 3.3, 3.4, 3.5, 3.6, 3.7, 3.8,
3.9, 3.10, 3.11 e 3.12 para alguns casos particulares de h.

As fungdes f(v) e f(w) sdo estritamente continuas com fhe ®/-1<h<1},

{veRn}, weR} e também sdo quase constantes em todo campo de aplicaggo,

diferindo muito pouco do valor 1. As diferencas dos limites de integracdo ja
representam aproximadamente os resultados da integragao e por isso a integragao
numeérica fornece, com poucos pontos de apoio, 6timos resultados.

FIGURA 3.3 — COMPORTAMENTO DA FUNGAO f(v) PARA h = -1
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FIGURA 3.4 - COMPORTAMENTO DA FUNGAO f(v) PARA h=-0,5

FIGURA 3.5 — COMPORTAMENTO DA FUNGAO f(v) PARA h =0
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FIGURA 3.6 - COMPORTAMENTO DA FUNGAO f(v) PARA h = 0,5

FIGURA 3.7 — COMPORTAMENTO DA FUNGAO f(v) PARA h = 1
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FIGURA 3.8 — COMPORTAMENTO DA FUNCAO f(w) PARA h = -1

1.5

0.5

FIGURA 3.9 — COMPORTAMENTO DA FUNGAO f(w) PARA h = -0,5




FIGURA 3.10 - COMPORTAMENTO DA FUNGAO f(w) PARAh =0
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FIGURA 3.11 —~ COMPORTAMENTO DA FUNGAO f(w) PARA h = 0,5
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FIGURA 3.12 — COMPORTAMENTO DA FUNGAO f(w) PARA h = 1

054

3.4 INTEGRAGAO NUMERICA

O problema que surge, € o de integrar uma fungdo em um intervalo dado
que nado fornece uma solugdo analitica para o problema, ou seja, ndo existe a
integral definida de modo que nédo se pode expressa-la por fungdes elementares.
Pode-se imaginar a importancia da integracdo numérica quando se nota a
frequiéncia com que as derivadas surgem na formulagdo de problemas de analise
matematica aplicada, pois € natural prever que a solugéo de tais problemas envolve
integracao.

Para muitas fungdes ndo é possivel obter primitivas expressas por fungoes
elementares; e, em decorréncia disto, para o cdlculo de suas integrais torna-se
necessario a utlizacado de métodos aproximados. Isto € o que acontece, por
exemplo, na solucéo dos problemas direto e inverso da Geodésia apresentada neste
trabalho pelas integrais elipticas, que ndo permitem ser expressas por fungdes
elementares, ou seja, nao possuem solugoes analiticas.

De acordo com CLAUDIO e MARINS (1989, p. 260), os métodos para o
célculo de integrais definidas sao agrupadas em quatro tipos:

a) analitico;
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b) mecanico;
c) grafico;
d) numérico ou algoritmico.

O método analitico é restrito a integrais para as quais se pode encontrar uma
primitiva (solugdo analitica). No entanto, o Teorema Fundamental do Calculo se
aplica a todos os casos onde se integra uma diferencial. O mecanico utiliza os
planimetros, que permitem determinar a area delimitada por uma curva qualquer. O
método grafico parte do desenho da funcdo sobre o intervalo desejado para
integracao e ai se calcula a area delimitada pela curva. Estes dois métodos,
mecanico e grafico, embora fagam parte da historia, s6 foram importantes antes do
advento do computador. No caso deste trabalho, trabalhar-se-4 com o método
numérico e serao expostos na seqiiéncia os diversos métodos que serdo utilizados.

3.4.1 Métodos de Integragdo Numérica Utilizados

Neste trabalho sdo utilizados os métodos: regra dos trapézios, regra de
Simpson e formula gaussiana, os quais na seqiiéncia sao expostos.

3.4.1.1 Regra dos trapézios

Esta regra é uma formula onde a area sob a curva dada pela fungao, é

dividida em n frapézios, e a soma de suas areas resulta na integral definida
aproximada.

xj[f(x)dxz—%t[f(xo)+2f(x,)+...+2f(x,,_,)+f(x,,)], (3.134)
Xo

que usa segmentos de reta ligados, como por exemplo ilustra a figura 3.13, como
aproximacao para f(x). O seu erro de truncamento E é aproximadamente

- (xn - xoﬁzf' (F;)
E= 12 ’

(3.135)
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em que X, e X, sao respectivamente os limites superior e inferior de integragéo, té o

mero qualquer pertencente ao intervalo de

”

»

e um nu

tamanho dos n subintervalos e £

integragéo [x,,x,].

FIGURA 3.13 — REGRA DOS TRAPEZIOS COMPOSTA

FONTE: CLAUDIO e MARINS (1989, p. 270)

3.4.1.2 Regra de Simpson

tos ajusta-se

€s pon

a cada tr

de segmentos de retas,

ao invés

H

Neste caso

a,x? +a,x+a,, em que se aproxima mais da curva dada. A

bola do tipo y =

uma para

soma das n areas sob a curva resulta na integral definida aproximada. Esta regra

la composta da forma

também uma formu

Xn

(3.136)

ne2) +4F(X, ) +F(x,)],

[F(xo) +4F(x,) +2f(x,) + 4f(X;) +... + 26(x

=1
-3

~

jf(x)dx

Xo

em que

(3.137)

tzxn—xo

n

e

(3.138)

X, =X +t,comi=01,2,...,n-1,
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que resulta de segoes de parabolas como aproximacao para f(x), isto &, aproxima-se
f(x) por um polindmio de grau 2 conforme ilustra a figura 3.14. E uma féormula muito
utilizada em integragdo aproximada e o seu erro de truncamento E &
aproximadamente

~ (xn _x0)4fw(§)
E= 180 , com & €[xg,x,]. (3.139)

FIGURA 3.14 — REGRA DE SIMPSON

Xg Xy X; Xn-2

Py
]
a4
:‘ 3
;-
4 '.53
X

FONTE: CLAUDIO e MARINS (1989, p. 273)

Observa-se que para a aplica¢do da regra de Simpson é necessario que
uma vez dividido o intervalo [xo, Xn] em n partes, n deve ser par.

3 4.1.3 Formula gaussiana

Xn
Faz-se uma mudancga de variavel na integral definida ff(x)dx, ou seja,
Xo
determinam-se os parametros associados as formulas de integracdo, introduzindo-se
a mudanca de variavel

(X

X =X, +——%59)(m+1), (3.140)

de forma que o intervalo original [xo,xn] € transformado no intervalo fechado
normalizado [-1,1], ou seja,

X=X, =>m=-1, (3.141)
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X=X,=>m=1, (3.142)
e

ax = %=Xy (3.143)
obtém-se

X 1 1

jf(x)dx - IF(m)._(i‘A—;—’-‘-Qdm - 3‘--%3‘-0— jF(m)dm , (3.144)
Xg -1 -1

em que

F(m) = f[xo + o —%o) 'z‘x°)(m + 1)]. (3.145)

Assim, de acordo com o desenvolvimento exposto em WOLUPECK (199 -, p.
17), pode-se calcular numericamente uma integral definida pela formula gaussiana

utilizando-se

‘jf(x)dx;ii%id[p1.p(m1)+p21=(m2)+___+p,,,p(m,,)], (3.146)
com

F(mi)=f[xo+£x1§x—°)(mi+1)] (3.147)

e i=1,2, 3, .., n onde p4, P2, P3, ---, Pn, S0 OS pESOS € My, My, M3, ..., My, S0 08
pontos amostrais.

Os pontos amostrais com seus respectivos pesos sao obtidos, por exemplo,
conforme desenvolvimento exposto em SCHEID (1991, p. 189). O quadro 3.1 foi
adaptado de CLAUDIO e MARINS (1989, p. 310). Sao dados os pontos amostrais
com seus respectivos pesosparan=1,2,3,4,5,6,7e 8.



QUADRO 3.1 — PONTOS AMOSTRAIS E PESOS PARA A FORMULA GAUSSIANA
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m; P

m=0 pi=2

my= 0,577350269189629 p=1,1

my= - 0,577350269189629 p=1,1

my=0 p+= 0,888888888888889
my= 0,774596669241483 p== 0,555555555555556
mz= - 0,774596669241483 p== 0,5655555655555556
my= 0,339981043584856 pi= 0,652145154862546
mz>= - 0,339981043584856 p= 0,652145154862546
mz= 0,861136311594053 ps= 0,347854845137454
ms= - 0,861136311594053 ps= 0,347854845137454
m=0 ' p+= 0,568888888888889
mz= 0,508469310105683 p2= 0,478628670499366
ms= - 0,508469310105683 ps= 0,478628670499366
me= 0,906179745938664 ps= 0,236926885056189

ms= - 0,906179745938664

ps= 0,236926885056189

mq= 0,238619186083197
mz= - 0,238619186083197
ms= 0,661209386466265
ms= - 0,661209386466265
ms= 0,932469514203152

pi= 0,467913934572691
p2= 0,467913934572691
ps= 0,360761573048139
ps= 0,360761573048139
ps= 0,171324492379170

me= - 0,932469514203152 pe= 0,171324492379170
me= 0 p+= 0,4179591 83673469
mu= 0,405845151377397 pz= 0,381830050505119
me= - 0,405845151377397 ps= 0,381830050505119
ms= 0,741531185599394 ps= 0,279705301489277
ms= - 0,741531185599394 ps= 0,279705391489277
me= 0,849107912342759 ps= 0,129484966168870
my= - 0,949107912342759 pr= 0,120484966168870
= 0,183434642495650 pi= 0,362683783378362
my= - 0,183434642495650 p>= 0,362683783378362
ms= 0,525532409916329 ps= 0,313706645877887
m,= - 0,525532409916329 pe= 0,313706845877887
ms= 0,796666477413627 ps= 0,222381034453374
me= - 0,796666477413627 pe= 0,222381034453374
my= 0,960289856407536 pr= 0,101228536200376

mg= - 0,960289856497536

ps= 0,101228536290376
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4 PROCEDIMENTO PARA O CALCULO DO PRIMEIRO PROBLEMA PRINCIPAL
GEODESICO

Como é perceptivel na figura 3.2, a linha geodésica partindo do ponto P4,
corta o circulo de latitude com latitude B> em dois pontos, os quais situam-se
simetricamente em relagdo ao ponto de contato da linha geodésica com o circulo de

latitude Bmsx, de modo que sao possiveis duas solugdes, o caso 1 e o caso 2. Os
valores em que v >-’2£ ou entdo w >-27E sao destinados aos pontos além do ponto de

contato da linha geodésica com o circulo de latitude reduzida maxima. Desta forma,
é permitido distinguir o caso 1 do caso 2. Havendo necessidade, o calculo da
diferenca de longitude AA deve ser efetuado em trés sec¢des ao longo da linha
geodésica. O calculo da segunda segao somente é necessario se a linha geodésica
passar pelo ponto de latitude reduzida maxima e o calculo da terceira se¢ao torna-se
necessario caso a linha geodésica corte o equador. No caso da segunda secdo, a
linha geodésica apresenta-se simétrica em relagdo ao ponto de latitude reduzida

maxima, de w=méxﬂw,|,|w2]) até w=g. Ja para a terceira segdo, a linha

geodésica apresenta-se simétrica em relagdo ao equador de w=0 até
W= minﬂw,|,|w2|). Conforme SCHMIDT (1999, p. 125), nos percursos em que a linha

geodésica apresenta porgoes de comprimentos iguais em torno da latitude reduzida
maxima ou entdo do equador, apenas sobre a metade do percurso a funcgado f(w) é
integrada, garantindo assim alta precisao.

Como ja foi visto, basicamente, o problema direto consiste em calcular ¢2, A2
e a2, associados a um ponto P> sendo conhecidos @1, A1 € a4, associados ao ponto
P1, e a distancia elipsoidal entre P4 e P.. Entdo, o fundamento do método proposto
neste trabalho para o problema direto esta na resolucao da integral (3.130). Tem-se
nesta integral que, o semi-eixo maior, a excentricidade e a segunda constante de
Clairaut sao constantes e v é a variavel, com o limite inferior de integracdo v4 sendo
associado ao ponto de partida e o limite superior de integracdo v2 sendo associado
ao ponto de chegada. Como s, a, e, h e vi sdo conhecidos, tem-se v2 como
incognita. Logo a idéia geral € determinar iterativamente um valor suficientemente
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bom para v2, de modo que o comprimento da linha geodésica obtido do calculo da
(3.130), agora com v2 conhecido, seja suficientemente proximo do comprimento da
linha geodésica dado no problema, ou seja, a diferenca entre o comprimento da
linha geodésica dado com o comprimento da linha geodésica calculado deve ser
suficientemente pequena, pois estabelecida a diferenca desejada, ¢2, A2 € a2 s@o
avaliados a partir do altimo v calculado.

4.1 PROCEDIMENTO DE CALCULO
4.1.1 Calculo dos Valores Iniciais

Calcula-se iniciaimente:

a) a latitude reduzida 1 dada pela (2.66),

b) a segunda constante de Clairaut h dada pela (3.25), utilizando-se B1 e as;
c) o limite inferior v1 de integragao utilizando a (3.77) no ponto 1;

d) a quantidade S pela relagao

S= s/a, (4.1)
sendo s o comprimento da linha geodésica e a 0 semi-eixo maior do
elipsoide;

e) AS, considerando-se inicialmente AS igual ao valor obtido na (4.1);
f) S,, inicialmente faz-se S, =0;
g) sinal da diferenca de latitude pela expressao

cosa., 3
sgn(Ag) =|_co_s;1_[’ (o ¢—’25,a1 #—z’i), (4.2)
1
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. T 3n . .
assumindo o valor -1 ou 1; se a, = 3 ou o= R tem-se uma indetermi-

nagao na (4.2); mas nestes casos a linha geodésica parte de seu ponto
maximo com x assumindo o valor —1 ou parte de seu ponto minimo com X

assumindo o valor 1;

h) sinal da diferenga de longitude pela expressao

sena,

sgn{AL) :E—ém’ (o 20y # 7), (4.3)
1

assumindo o valor -1 ou 1; se a, =0 ou o, =, tem-se uma indetermina-

cao na (4.3), mas nestes casos sabe-se pela (3.25) que h=0, ou seja,

tem-se o calculo do arco de meridiano (AA =0).
4.1.2 Calculo lterativo do Limite Superior v, de Integragéo

O limite superior v, de integracéo é calculado pelo seguinte procedimento:

a) determina-se v, inicial fazendo-se

v;=v, (4.4)

b) v,=v, + Av, com Ay=—— IN(40) AS (4.5)

J1-eth-(1-n?)sen?v;|’
¢) calculo das distancias parciais AS por integracdo numeérica por

AS, = jJ1~e2[1—(1—h2)sen2 viv; 4.5)
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d) determina-se a soma das distancias parciais S’ e afastamento residual

AS por S, =S, +AS;, (4.7)
caso 0 AS imediatamente anterior seja positivo; e por

S.,=S;-AS;, (4.8)
caso o AS imediatamente anterior seja negativo; em que

AS=S-S,,; (4.9)
abandona-se o calculo se |AS|<1.10™", isto &, a toleréincia admitida para o

afastamento residual para se obter precisdao na quinta casa decimal do
segundo de arcoem ¢,,A, e a,;

e) caso ndo se obtenha |AS|<1.10™", calcula-se novo limite v1 de

integracao, fazendo-se
Vi=Vy; (4.10)

e prossegue com a iteragao a partir da alinea b.

4.1.3 Calculo da Latitude @,

Conhecendo-se o valor satisfatério de v2 para os calculos, calcula-se a

latitude reduzida do ponto dois aplicando a (3.77). De posse do valor da latitude
reduzida do ponto dois, calcula-se a latitude geodésica deste ponto aplicando a

(2.66).

4.1.4 Calculo do Azimute O,

a) o, =[1- sgn(A(p)]g +sgn(Ag).arc ser{co:B
2

O valor do azimute a2 resuita do calculo de:

); (4.11)
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b) a, =a, +m,(caso1); (4.12)

c) se |v,| <—;—<lv2! entdo o, =2n-a,, (Caso 2). (4.13)

4.1.5 Calculo da Diferenca de Longitude AA e Longitude}.,
Se 0 < || <1, entdo tem-se:

a) calculo dos limites w1 e wy de integracdo pela aplicacdo da (3.98),

obtendo-se

w, =arc sen(senv,.\sena,l) (4.14)

e

w, =arc sen(senvzjsenazl) ; (4.15)
w2

b) secdo de |w,| para |w,| , AL =sgn(AA). jf(w)dw , (4.16)

wif

com f(w)= JL h? + (1?:1;31.2 sen’w ’ “17)

c) adigio das segbes siméticas a PB_.. se |v, >—;— entéo

n

2
Al = A) +2.5gN(AL) jf(w)dw; (4.18)

max (w1, | W)

d) adicdo das segbes simétricas ao equador, se w1 . w2 < 0 , entdo
min{w,|:|w,|)
AL =AL +2.5gn(AX) j.f(w)dw. (4.19)

0
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Se |n=1,entdo AL=h.S, pois temse mudanca de longitude AL no
equador.

De posse do valor de AA, pode-se determinar o valor da longitude A2. Logo
tem-se

Ap=A+AN. (4.20)
4.2 EXEMPLIFICACAO NUMERICA

4.2.1 Obtengdo da Solugao Numérica das Integrais Elipticas pelo Programa Maple

4.2.1.1 Primeiro exemplo

Sejam os seguintes dados do ponto 1:
91 =-25°05'41,64421"

A4 =-50°06"16, 74381”

a4 =45°

s=1000m

Segundo o procedimento apresentado na subsecdo 4.1.1, tem-se
respectivamente o calculo dos valores iniciais:

a) B, =-0,4367000796608911880857755 rad;
b) h=0,6407464367135162148974568,;

c) v,=-0,5834370303300926106916330 rad;
d) S=0,0001567850289111593312177807;
e) AS=0,0001567850289111593312177807;
f) S,=0;

g) sgn(Ae)=1;
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h) sgn(AA)=1.

De acordo com o procedimento exposto na subseg¢do 4.1.2, tem-se
respectivamente o calculo iterativo do limite superior v» de integracéo:

a) v, =-0,5834370303300926106916330 rad;

b) Av=0,0001572177348492420545585013 rad
e

v, =-0,5832798125952433686370745 rad;
c) AS, =0,0001567850064284692321440617;
d) S, =0,0001567850064284692321440617

e
AS =0,224826900990737190.10™"°.

Como nao foi atingida a condiggo |AS| <1.10™", faz-se v, =v,, obtendo-se:
a) v,=0,5832798125952433686370745 rad

e prossegue com a iteragio a partir da alinea b da subse¢ao 4.1.2;
b) Av=0,2254474581503021425942233.10"°rad
e

v, =-0,5832798125726986228220443 rad;
c) AS,=0,2248269009907324250841118.10°"°;
d) S, =0,0001567850289111593312173042

e
AS =0,4765.10%,

Como foi atingida a condigao |AS|<1.10™", interrompe-se o célculo, e as
quantidades ¢,,a, € A, s3o avaliadas a partir do ultimo v, calculado, ou seja, para
v, =-0,5832798125726986228220443 rad.

Com os resultados de h e de v,, calcula-se B, pela (3.77) obtendo-se
B, =-0,4365889070346454534522958 rad.
Agora basta aplicar a (2.66) para obter
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0, =-0,4378772385310270074727348 rad

ou
0, =-25°05 18,663765615880324122 .

Com os valores de sgn(Ag) e h calculados inicialmente, com o valor de §, e
aplicando a (4.11), obtém-se
o, =0,7853462831834238177982276 rad.

De acordo com a condi¢édo exposta na (4.13), a quantidade a, é dada aqui
pela (4.12), ou seja,
a, =3,926938936773217056260871 rad
ou
o, =224° 59 49,298937706180304238 .
Para o calculo de AA, utilizamse a (4.14) e a (4.15) para obter
respectivamente
w, =-0,4001343072425311834285442 rad
e
w, =-0,4000116303211857063266898 rad.

Como [v,|<Z e w,.w, >0, utilizando o valor de sgn(AA) dado iniciaimente,

basta utilizar a (4.16) para obter

A). =0,0001223392635714180769089883 rad
e utilizar a (4.20) para obter

A, =-0,8743687922672066865605083 rad

ou

A, =-50°05 ' 51,509525503028997100 .



61
4.2 1.2 Segundo exemplo

Sejam os seguintes dados do ponto 1:

@, =-25°05'41,64421"
Aq =-50°06"16, 74381”
oq = 45°

s =1000000m

Seguindo o0 procedimento apresentado na subsecido 4.1.1, tem-se
respectivamente o calculo dos valores iniciais:

a) B, =-0,4367000796608911880857755 rad;
b) h=0,6407464367135162148974568;

c) v, =-0,5834370303300926106916330 rad;
d) S=0,1567850289111593312177807,

e) AS=0,1567850289111593312177807;

f) S,=0;

g) san(Ae)=1;

h) sgn(Ag)=1.

De acordo com o procedimento exposto na subsecdo 4.1.2, tem-se
respectivamente o calculo iterativo do limite superior vz de integragao:

a) v, =-0,5834370303300926106916330 rad;

b) Av=0,1572177348492420545585013 rad
e

v, =-0,4262192954808505561331317 rad;
c) AS, =0,1567637302343890848694782;
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d) S,=0,1567637302343890848694782

e

AS =0,0000212986767702463483025.
Como n&o foi atingida a condigéo |AS| <1.107", faz-se v, =v,, obtendo-se:
a) v, =-0,4262192954808505561331317 rad;

e prossegue com a iteracao a partir da alinea b da subsec¢éo 4.1.2;
b) Av=0,00002136307734656095653762279 rad
e

v, =-0,4261979324035039951765941 rad,;
c) AS,=0,00002129867643025569255410142;
d) S, =0,1567850289108193405620323

e
AS =0,3399906557484.10 "2,
Como foi atingida a condigéo |AS|<1.107", interrompe-se o calculo e as
gquantidades
¢,,0, €A, sdo avaliadas a partir do ultimo v, calculado, ou seja, para.

v, =-0,4261979324035039951765941 rad.

Com os resultados de h e de v,, calcula-se B, pela (3.77) obtendo-se
B, =-0,3229843515660749395245651 rad.

Agora basta aplicar a (2.66) para obter
¢, =-0,3239965771252598913379231 rad
ou
o, =-18° 33 49,091205".

Com os valores de sgn(A¢) e h calculados inicialmente, com o valor de B, e
aplicando a (4.11), obtém-se
a, =0,7418927612260256973347928 rad.

De acordo com a condic@o exposta na (4.13), a quantidade o, € dada aqui
pela (4.12), ou seja,
o, =3,883485414815818935797436 rad
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ou
o, =222° 30 26,36665 .

Para o calculo de A, utilizam-se a (4.14) e a (4.15) para obter
respectivamente

w, =-0,4001343072425311834285442 rad
e
w, =0,2831024668937559810867956 rad.

Como |v,| <1t2- e w,w, >0, utilizando o valor de sgn(A\) dado inicialmente,

basta utilizar a (4.16) para obter

AA =0,1166941138544223871659119 rad
e utilizar a (4.20) para obter

A, =-0,7577970176763557174715054 rad
ou

A, =-43%25 06,855025 .

4.2.2 Obtengdo da Solugdo Numérica das Integrais Elipticas pela Regra dos
Trapézios

4.2.1.1 Primeiro exemplo

Sejam os seguintes dados do ponto 1:
o1 =-25°05'41,64421"

A4 =-50°06'16, 74381"

aq=45°

s=1000m

Segundo o procedimento apresentado na subsegdo 4.1.1, tem-se
respectivamente o calculo dos valores iniciais:



a) B, =-0,4367000796608911880857755 rad;
b) h=0,6407464367135162148974568;

c) v,=-0,5834370303300926106916330 rad;
d) S=0,0001567850289111593312177807;
e) AS=0,0001567850289111593312177807;
f) S,=0;

g) sgn(Ae)=1;

h) sgn(AL) =1.

De acordo com o procedimento exposto na subsecdo 4.1.2,

respectivamente o calculo iterativo do limite superior v2 de integracao:

a) v,=-0,5834370303300926106916330 rad;

b) Av=0,0001572177348492420545585013 rad
e
v, =-0,5832798125952433686370745 rad;

¢) conforme a (4.6), tem-se que

V.

jf(v)dv

Vi

AS; =

com

f(v)=+1-e2[1-(1-h?)sen? v|;

64

tem-se

(4.21)

(4.22)

pela regra dos trapézios, conforme a (3.134), para n=1 tem-se que

A8, = E—[f(v;) + f("z)1

onde

t=v,—v;

assim, obtém-se

AS, =0,00015678500642897 19677410321;

d) S,=0,0001567850064289719677410321

(4.23)

(4.24)
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e
AS =0,224821873634767486.10°'°,

Como néo foi atingida a condigdo |AS|<1.10™", faz-se v, =v,, obtendo-se:

a) v, =-0,5832798125952433686370745 rad

e prossegue com a iteracio a partir da alinea b da subse¢ao 4.1.2;
b) Av=0,2254424169180492761538199.107"" rad
e

v, =-0,5832798125726991269452696 rad,;

¢) conforme a (4.6), tem-se que

AS, = If(v)dv (4.25)
com
f(v) = y1-e*[1- (1-h?)sen? v}; (4.26)
pela regra dos trapézios, conforme a (4.134), para n=1 tem-se que

ot
AS, = l—z—[f(v,) +f(v2)1 4.27)
onde
t=v,-vi; (4.28)

assim, obtém-se
AS, =0,2248218736347625880988805.10 ",
d) S, =0,0001567850289111593312172909

e
AS =0,4898.10%.

Como foi atingida a condiggo |AS|<1.107", interrompe-se o célculo e as
quantidades
9,,0., € A, sdo avaliadas a partir do Gltimo v, calculado, ou seja, para
v, =-0,5832798125726991269452696 rad.

Com os resultados de h e de v,, calcula-se B, pela (4.77) obtendo-se
B, =-0,4365889070346458099397402 rad.
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Agora basta aplicar a (2.66) para obter
0, =-0,4378772385310273647289454 rad
ou
¢, =-25°05 18,663765615 .

Com os valores de sgn(Ag) e h calculados inicialmente, com o valorde §, e
aplicando a (4.11), obtém-se
a, =0,785346283183423984 1251699 rad.

De acordo com a condigdo exposta na (4.13), a quantidade a, € dada aqui
pela (4.12), ou seja,
o, =3,926938936773217222587813 rad
ou
o, =224° 59 49,298937706 .
Para o calculo de A\, utilizam-se a (4.14) e a (4.15) para obter
respectivamente
w, =-0,4001343072425311834285442 rad
e
w, =-0,4000116303211860996733307 rad.

Como |v,| <-"-2E e w,.w, >0, utilizando o valor de sgn(A}) dado inicialmente e

utilizando a regra dos trapézios com n =1 para escrever a (4.16) como

ML= sgn(Ax).]-;-[fQW,|)+ f(]w2|)1 (4.29)
onde

t=|w,|—w,|, (4.30)
tem-se

AX =0,0001223392635711147062180091 rad;
utiliza-se a (4.20) para obter

A, =-0,8743687922672069899311993 rad

ou

A, =-50°05 51,5095255030 .
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4.2.2.2 Segundo exemplo

Sejam os seguintes dados do ponto 1:
91 =-25°05'41,64421"

A4 =-50°06'16, 74381

a4 =45°

s =1000000 m

Seguindo o procedimento apresentado na subsegdo 4.1.1, tem-se
respectivamente o calculo dos valores iniciais:

a) B, =-0,4367000796608911880857755 rad,;
b) h=0,6407464367135162148974568;

¢) v,=-0,5834370303300926106916330 rad,;
d) S=0,1567850289111593312177807,

e) AS=0,1567850289111593312177807,

f) S, =0;

g) sgn(Ag)=1;

h) sgn(AL)=1.

De acordo com o procedimento exposto na subsecdo 4.1.2, tem-se
respectivamente o calculo iterativo do limite superior v2 de integracao:

a) v, =-0,5834370303300926106916330 rad;

b) Av=0,1572177348492420545585013 rad
e

v, =-0,4262192954808505561331317 rad;

¢) conforme a (4.6), tem-se que
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A\t

AS, = jf(v)dv (4.31)
com

f(v) = y1-e?[1-(1-h?)sen?v]; (4.32)
pela regra dos trapézios, conforme a (3.134), para n =1 tem-se que

AS, = %[f(v;)+f(v2)1 (4.33)
onde

t=v,-v;; (4.34)

assim, obtém-se

AS, =0,1567644096367612810269785;
d) S, =0,1567644096367612810269785

e

AS =0,0000206192743980501908022.
Como nao foi atingida a condigao |AS|<1.10™", faz-se v, = v,, obtendo-se:
a) v, =-0,4262192954808505561331317 rad;

e prossegue com a iteracao a partir da alinea b da subsecao 4.1.2;
b) Av=0,00002068162067283278708240520 rad
e
v, =-0,4261986138601777233460493 rad;

¢) conforme a (4.6), tem-se que

\/

AS, = jf(v)dv (4.35)
com
f(v) = y1-e2J1-(1-h?)sen? v); (4.36)

pela regra dos trapézios, conforme a (3.134), para n=1 tem-se que

AS, = l—;—[f(v',)+f(v2)1 (4.37)
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onde
t=v,-v,; (4.38)
assim, obtém-se

AS), =0,00002061927407940596770001828;
d) S, =0,1567850289108406869946785

e

AS =0,3186442231022.10 "2,

Como foi atingida a condigdo |AS|<1.10™", interrompe-se o célculo e as

quantidades ¢,,a, e A, sd0 avaliadas a partir do uitimo v, calculado, ou seja, para
v, =-0,4261986138601777233460493 rad.

Com os resultados de h e de v,, calcula-se B, pela (3.77) obtendo-se
B, =-0,3229848539297462400086697 rad.
Agora basta aplicar a (2.66) para obter
@, =-0,3239970808369663940363312 rad
ou
¢, =-18°33'49 "

Com os valores de sgn(Ag) e h calculados inicialmente, com o valorde B, e
aplicando a (4.11), obtém-se

a, =0,7418929153408765794908543 rad.
De acordo com a condigcio exposta na (4.13), a quantidade o, € dada aqui
pela (4.12), ou seja,
a, =3,883485568930669817953497 rad
ou
o, =222°30°26,3 .
Para o calculo de A\, utilizam-se a (4.14) e a (4.15) para obter
respectivamente
w, =-0,4001343072425311834285442 rad
e
w, =-0,2831029524504747983565863 rad.
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Como |v,| <§ e w,.w, > 0, utilizando o valor de sgn(A\) dado inicialmente e

utilizando a regra dos trapézios com n =1 para escrever a (4.16) como

Ax=sgn(Ax)%[wi,|)+fﬂwzg)1 (4.39)
onde

t=lwa| i, (4.40)
tem-se

A\ =0,11669390210384 19230489959 rad;
utiliza-se a (4.20) para obter

A, =-0,7577972294269361815884214 rad
ou

A, =-43°25'06,8 .

4.2.3 Obtencao da Solugdo Numérica das Integrais Elipticas pela Regra de Simpson

4.2.3.1 Primeiro exemplo

Sejam os seguintes dados do ponto 1:

@1 =-25°05'41,64421"
A4 =-50°06'16, 74381”
a1 =45°

s=1000m

Seguindo o procedimento apresentado na subsecio 4.1.1, tem-se
respectivamente o calculo dos valores iniciais:

a) B, =-0,4367000796608911880857755 rad;
b) h=0,6407464367135162148974568;
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c) v,=-0,5834370303300926106916330 rad;
d) $=0,0001567850289111593312177807;
e) AS=0,0001567850289111593312177807;
f) S,=0;
g) sgn(Ag)=1;
h) sgn(AA) =1.

De acordo com o procedimento exposto na subsecdo 4.1.2, tem-se

respectivamente o calculo iterativo do limite superior v2 de integracao:

a) v, =-0,5834370303300926106916330 rad;

b) Av=0,0001572177348492420545585013 rad
e

v, =-0,5832798125952433686370745 rad;

¢) conforme a (4.6), tem-se que

AS, = jf(v)dv (4.41)

com

f(v)=1-e?[1-(1-h?)sen? v|; (4.42)

pela regra de Simpson, conforme a (3.136), para n=2 tem-se que

AS, = %[f(v;) +4f(v,,) +f(v2)1 (4.43)

onde

t=(v2_v1) (4.44)
2

e

Vi = bitvy) ;"2); (4.45)

assim, obtém-se

AS, =0,0001567850064284692321437560;
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d) S, =0,0001567850064284692321437560
e

AS =0,224826900990740247.10°.
Como n3o foi atingida a condigao |AS| <1.107", faz-se v, = v,, obtendo-se:
a) v, =-0,5832798125952433686370745 rad

e prossegue com a iteragéo a partir da alinea b da subsecao 4.1.2;
b) Av=2,254474581503052080320180.10°"" rad
e

v, =-0,5832798125726986228220440 rad,;

¢) conforme a (4.6), tem-se que

AS, = jf(v)dv (4.46)
com

f(v)=y1-e?J1-{1-h?)sen? v}; (4.47)
pela regra de Simpson, conforme a (3.136), para n=2 tem-se que

AS, = ]%[f(v;)+4f(vm)+f(vz)1 (4.48)
onde

t= (Vz "V.‘) (4.49)

2
e
m= L"-lfz-ﬁ) (4.50)

assim, obtém-se
AS, =0,2248269009907364140738806.1 0°
d) S, =0,0001567850289111593312173974

e
AS =0,3833.10%.
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Como foi atingida a condigao |AS|<1.10™", interrompe-se o célculo € as

quantidades ¢,,a, € A, sdo avaliadas a partir do Gltimo v, calculado, ou seja, para
v, =-0,6832798125726986228220440 rad.

Com os resultados de h e de v,, calcula-se B, pela (3.77) obtendo-se
B, =-0,4365889070346454534522956 rad.
Agora basta aplicar a (2.66) para obter
o, =-0,4378772385310270074727346 rad
ou
@, =- 25°05 18,663765615880324122 ".
Com os valores de sgn(Ag) e h calculados inicialmente, com o valorde B, e
aplicando a (4.11), obtém-se
o, =0,7853462831834238177982276 rad.
De acordo com a condigao exposta na (4.13), a quantidade o, € dada aqui
pela (4.12), ou seja,
a, = 3,926938936773217056260871 rad
ou
o, =224° 59 49,298937706180304238".

Para o calculo de AL, utilizamse a (4.14) e a (4.15) para obter
respectivamente

w, =-0,4001343072425311834285442 rad
e
w, =-0,4000116303211857063266896 rad.

Como )vz] < ?23 e w,w, >0, utilizando o valor de sgn(AL) dado iniciaimente e
utilizando a regra de Simpson com n =2 para escrever a (4.16) como
t
AA = sgn(Al)%[fﬂw,D+ 4f(w,, )+f(]w2|)1 (4.51)

onde
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e

w, < M+l (4.53)
m 2 3 .

tem-se

A) =0,0001223392635714180769099916 rad;
utiliza-se a (4.20) para obter

A, =-0,8743687922672066865605073 rad

ou

A, =-50°05 ' 51,509525503028997100 .

4.2.3.2 Segundo exemplo

Sejam os seguintes dados do ponto 1:
@1 =-25°05'41,64421"

Aq =-50°06'16, 74381”

aq =45°

s =1000000 m

Seguindo o procedimento apresentado na subsecdo 4.1.1, tem-se
respectivamente o calculo dos valores iniciais:

a) B, =-0,4367000796608911880857755 rad,
b) h=0,6407464367135162148974568,;
¢) v,=-0,5834370303300926106916330 rad,;

d) $=0,1567850289111593312177807;
e) AS=0,1567850289111593312177807,
f) S,=0;

g) san(Ag)=1;



h) sgn(Ar)=1.

De acordo com o procedimento exposto na subsegcdo 4.1.2,
respectivamente o calculo iterativo do limite superior v> de integragéo:

a) v, =-0,5834370303300926106916330 rad;
b) Av=0,1572177348492420545585013 rad

e

v, =-0,4262192954808505561331317 rad;

c) conforme a (4.6), tem-se que

V:

]f(v)dv

V1

AS; =

com

f(v) = 1-e?[1-(1-h?)sen? v];

pela regra de Simpson, conforme a (3.136), para n=2 tem-se que

AS, =%[f(v'1)+4f(vm)+f(v2)1

onde

t= (V2 —V;)
2
e

v, = (V1 + Vz);
2
assim, obtém-se
AS, =0,1567637299548244193319548;
d) S, =0,1567637299548244193319548
e

AS =0,0000212989563349118858259.

75

tem-se

(4.54)

(4.55)

(4.56)

(4.57)

(4.58)

Como nao foi atingida a condigéo |AS|<1.10™", faz-se v, =v,, obtendo-se:
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a) v, =-0,4262192954808505561331317 rad;

e prossegue com a iteragao a partir da alinea b da subse¢ao 4.1.2;
b) Av=0,00002136335775654311969142153 rad

e
v, =-0,4261979321230940130134403 rad;

¢) conforme a (4.6), tem-se que

AS, = If(v)dv (4.59)

com

f(v) = y1-e2[1-(1-h?)sen? v]; (4.60)

pela regra de Simpson, conforme a (3.136), para n=2 tem-se que

AS, = ‘—t?;[f(v',)+4f(vm)+f(v2)1 4.61)

onde

g= V2 —va) (4.62)
2

e

Vi = 2 ;VZ); (4.63)

assim, obtém-se

AS;, =0,00002129895599491230469612050;
d) S, =0,1567850289108193316366509

e
AS =0,3399995811298.10 12,

Como foi atingida a condigdo |AS|<1.10™", interrompe-se o calculo e as

quantidades ¢,,a, €A, s&o avaliadas a partir do ultimo v, calculado, ou seja, para
v, =-0,4261979321230940130134403 rad.

Com os resultados de h e de v,, calcula-se B, pela (3.77) obtendo-se
B, =-0,3229843513593592325795428 rad.
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Agora basta aplicar a (2.66) para obter
¢, =-0,3239965769179894863289001 rad
ou
¢, =-18°33 49,091 ".
Com os valores de sgn(Ae) e h calculados inicialmente, com o valor de B, e
aplicando a (4.11), obtém-se
a, =0,7418927611626096291693240 rad.
De acordo com a condi¢do exposta na (4.13), a quantidade o, é dada aqui
pela (4.12), ou seja,
o, =3,883485414752402867631967 rad
ou
o, =222°30 26,3666 .
Para o calculo de A\, utilizam-se a (4.14) e a (4.15) para obter
respectivamente
w, =-0,4001343072425311834285442 rad
e
w, =-0,2831024666939561505049673 rad.

Como |v,| <g e w,.w, >0, utilizando o valor de sgn(A\) dado inicialmente e

utilizando a regra de Simpson com n=2 para escrever a (4.16) como

M:sgn(&)%[fﬂw,|)+ 4f(wm)+fﬂw2|)1 (4.64)
onde

_ e -{wy|
t=t2 (4.65)
e
w, = M , (466)

2

tem-se

A\ =0,1166941145536429393960297 rad;
utiliza-se a (4.20) para obter
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A, =-0,7577970169771351652413876 rad

ou
A, =-43°25 06,85 .

4.2.4 Obtengao da Solugcdo Numeérica das Integrais Elipticas pela Formula
Gaussiana

4.2.4.1 Primeiro exemplo

Sejam os seguintes dados do ponto 1:
@4 =-25°05'41,64421"

Aq =-50°06'16, 74381”

oq =45°

s=1000m

Seguindo o procedimento apresentado na subsecdo 4.1.1, tem-se
respectivamente o calculo dos valores iniciais:

a) B,=-0,4367000796608911880857755 rad;
b) h=0,6407464367135162148974568;

c) v, =-0,5834370303300926106916330 rad;
d) S=0,0001567850289111593312177807;
e) AS=0,0001567850289111593312177807;
f) S, =0;

g) sgn(Ag)=1;

h) sgn(AA)=1.
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De acordo com o procedimento exposto na subse¢do 4.1.2, tem-se
respectivamente o célculo iterativo do limite superior v, de integragao:

a) v, =-0,5834370303300926106916330 rad;

b) Av=0,0001572177348492420545585013 rad
e

v, =-0,56832798125952433686370745 rad,;

c) conforme a (4.6), tem-se que

AS, = _[f(v)dv (4.67)
com

f(v) = y1-e2l1-(1-h?)sen?v]; (4.68)
pela fomula gaussiana, conforme a (3.144), para n =8 tem-se que

AS; = ]{”2 = )-[P1F(m1)+sz(mz)+ ...+p8F(m8>1 (4.69)
com

F(m,)= f[v'1 + (Vz ;W ](mi + 1)} , (4.70)

onde m;, com i variando de 1 até 8, sdo os pontos amostrais e p;, com

variando de 1 até 8, sdo os respectivos pesos atribuidos aos pontos
amostrais. Assim obtém-se:

F(m,)= f[v‘, +("2 ;"’ )(m, + 1)} =0,9972475589638421754913700,

(v T
F(m:):([v', + "22"1 )(m2 +1)| =0,9972476114262698008582822,
\ |

(o .
F(m,) = Y-z—él'—)(ma +1)|=0,9972475100449130690988231,
\

=

fliv'1 +

o -

F(m,) =1 v, +| Y2=Y1 km, +1)| =0,9972476603475255818613091,
L 2 i
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( .
Va =V,

F(ms)zf{v;+\ 2

(m, +1)} =0,9972474712743725652250654,

F(mg) =f vy +

2 )(m6 +1) =0,9972476991215051495455752,

F(m,)=f v',+ 2"‘}(m,+1) =0,9972474478775550236674076,

F(mg)=f v; +

2 )(ma +1)} 0,9972477225210805096127963,

e

AS, =0,0001567850064284690753590554;

d) S, =0,0001567850064284690753590554
e
AS =0,224826902558587253.10 °,

Como nao foi atingida a condigdo |AS|<1.10™", faz-se v, = v,, obtendo-se:
a) v'1 =-0,5832798125952433686370745 rad

€ prossegue com a iteragao a partir da alinea b da subsec&o 4.1.2;
b) Av=.2254474597224797152357812.10 " rad
e
v, =-0,5832798125726986226648265 rad;

c) conforme a (4.6), tem-se que

- J-f(v)dv (4.71)
com
f(v) = 1-e2l1-{1-h?)sen?v]: (4.72)
pela fomula gaussiana, conforme a (3.144), para n =8 tem-se que
AS, = l("z ;v').[p1F(m1)+p2F(m2)+ . +PgF(m,) (4.73)

com
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F(m,)= f]:v', + ("2 ;"" )(mi +1)] : (4.74)

onde m;, com i variando de 1 até 8, sao os pontos amostrais e pi, com i
variando de 1 até 8, sdo os respectivos pesos atribuidos aos pontos
amostrais. Assim obtém-se:

F(m,) = f{v} +("2 ;V‘ }(m, + 1)} =0,9972474421993407087371479,

I ' ]
F(m,)=f] v, +(V2 ;V* ](m2 +1) | =0,9972474421993482312519977,
N J

. §
F(my)=f| v, +("2 ;V’ )(m3 +1)|=0,997247442199333694 1528237,

L. =

(o Y }
Fm,)=f| v, + b 5 Vi ](m4 + 1) =0,9972474421993552458363219,
.

4 _ . .
F(m5)=f( v+ "ZZV‘)(msn) =0,9972474421993281346521174,
L\ i

. (v, —v. 1
F(me) =1 vi + V22V1)(m5+1) =0,9972474421993608053370283,
\ J

(o o )
F(m,)=f| v, + Ve 5 Vs )(m, +1)| =0,9972474421993247796170974,
L\ ]

- y . -

F(mg)=f] v, + Vz;"1)(m8+1) =0,9972474421993641603720484
\

e
AS, =0,2248269025585826894392580.10 °;

d) S, =0,0001567850289111593312173243
e
AS =0,44564.10%,

Como foi atingida a condigdo |AS| <1.10™", interrompe-se o clculo e as

quantidades ¢,,a, e A, s3o avaliadas a partir do Gltimo v, calculado, ou seja, para
v, =-0,5832798125726986226648265 rad.
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Com os resultados de h e de v,, calcula-se B, pela (3.77) obtendo-se
B, =-0,4365889070346454533411203 rad.
Agora basta aplicar a (2.66) para obter
o, =-0,4378772385310270073613196 rad
ou
0, =- 25°05" 18,6637656158803 ".
Com os valores de sgn(Ag) e h calculados inicialmente, com o valor de B, e
aplicando a (4.11), obtém-se
a, =0,7853462831834238177463564 rad.
De acordo com a condigdo exposta na (4.13), a quantidade o, € dada aqui
pela (4.12), ou seja,
a, =3,926938936773217056208999 rad
ou
o, =224° 59 49,298937706180 .
Para o calculo de A), utilizam-se a (4.14) e a (4.15) para obter
respectivamente
w, =-0,4001343072425311834285442 rad
e
w, =-0,40001163032118570620401889 rad.

Como |v,| <g e w,w, >0, utiliza-se o valor de sgn(A) dado inicialmente e

a férmula gaussiana com n =8 para escrever a (4.16) como

_ [wa |~ |w|
A = sgn(AN)] == |[p.F(m,) + poF(m,) +...+PF(ms) (4.75)
com
F(m,)= f{lW,! + (M;J.ﬂ}(ml + 1)] , (4.76)

em que m;, com i variando de 1 até 8, sdao os pontos amostrais e p;, com i variando

de 1 até 8, sdo os respectivos pesos atribuidos aos pontos amostrais. Assim obtém-
se:



F(m,) = f{]wd{l A2 (m, +1} 0,9972475589674026747283769,

F(m,;)= f(

F(m4) =1

F(ms) =f

F(mg)=f

F(m7)=f

F(my)=f

e

[w] +

jw|+

wil+

[w|+

[w | +

lw,|+

(W2 ~|w,

F(m,)= f{[w1|+
\

'j(mz )

=0,9972476114298379175640373,

=0,9972475100475667790365444,

=0,9972476603502010472447691,

=0,9972474712756908606655604,

=0,9972476991228562715720901,

=0,9972474478778035792463306,

=0,9972477225213684859890891

AX =0,0001223392635714180769029660 rad.
Utiliza-se a (4.20) para obter
A, =-0,8743687922672066865605143 rad

ou

A, =-50°05 ' 51,50952550302899710 .



4242 Segundo exemplo

Sejam os seguintes dados do ponto 1:

01 =-25°05'41,64421”
Aq =-50°06'16, 74381”
o, =45°

s =1000000m

Seguindo o procedimento apresentado na subsegdo 4.1.1,
respectivamente o calculo dos valores iniciais:

a) B, =0,4367000796608911880857755 rad;
b) h=0,6407464367135162148974568;

c) v,=-0,5834370303300926106916330 rad,
d) S$=0,1567850289111593312177807;

e) AS=0,1567850289111593312177807;

f) S, =0;

g) sgn(Ag)=1;

h) sgn(AL) =1.

De acordo com o procedimento exposto na subsecdo 4.1.2,
respectivamente o calculo iterativo do limite superior v2 de integracgao:

a) v, =-0,5834370303300926106916330 rad;

b) Av=0,1572177348492420545585013 rad
e

v, =-0,4262192954808505561331317 rad;

c) conforme a (4.6), tem-se que

84

tem-se

tem-se
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- j'f(v)dv 4.77)
com
f(v)=+1-e2[1-{1-h?)senv); (4.78)

pela fomula gaussiana, conforme a (3.144), para n=8 tem-se que

AS; =}("2 5 2 }[pﬂmowzﬂmz)+...+psF<ms 4 (4.79)
com
F(m,) = ([v; + ("2 ;"; J(mi + 1)} , (4.80)

onde m;, com i variando de 1 até 8, sdo os pontos amostrais e p;, com i
variando de 1 até 8, sdo os respectivos pesos atribuidos aos pontos
amostrais. Assim obtém-se

F(m,)= f[v; J{VZ

(o ) i
F(m2)=r[v',+ Y2~V \(m, +1)| =0,9971344648278646618535622,

;"‘ )(m, + 1)] =0,9970861571338732976342867,

\ -
~2_1 ((m, +1)| =0,9970427555007285954668860,

F(m;)= f[v', +

_ ‘\
F(m,)=f v',+ (m4+1)} 0,9971810165134879884208762,

L 2

N

F(mg)=fv ( J(m5 +1) =0,9970095696964850343644628,

F(me) = r[ 2 )(me +1) =0,9972188526691561025762646,

2

F(m7)=f[v;+ Yz Vs (m7+1) =0,9969900897223318333357512,
\ ]
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F(mg) = {v; +("2 ;V‘ )(ms + 1)} =.9972420568534316056641413

e
AS, =0,1567637302343889281055387;

d) S, =0,1567637302343889281055387

e
AS =0,0000212986767704031122420

Como né&o foi atingida a condiggo |AS|<1.10™", faz-se v, = v,, obtendo-se:

a) v, =-0,4262192954808505561331317 rad;

e prossegue com a iteragao a partir da alinea b da subsecao 4.1.2;
b) Av=0,00002136307734671819448253440 rad
e

v, =-0,4261979324035038379386492 rad;

c) conforme a (4.6), tem-se que

AS, = j'f(v)dv (4.81)
com

f(v) = y1-e2[1-(1-h?)sen? v]; (4.82)
pela fomula gaussiana, conforme a (3.144), para n =8 tem-se que

AS; = }(Vz ;\H }[p1F(m1) +PoF(m;)+...+pgF(m, )i (4.83)
com

F(m,) = f[v’1 +("2 ;"' )(mi +1)} , (4.84)

onde m;, com i variando de 1 até 8, sdo os pontos amostrais e pi, com i
variando de 1 até 8, sdo os respectivos pesos atribuidos aos pontos
amostrais. Assim obtém-se:

F(m,)= f[v‘, +("2 ;"‘ )(m1 + 1)] ~0,9969854072226041721493126,



F(m,)=flv,+

F(m,)=f v, +

F(m4)=f[

“\ T
Fmo) =1 v +(———~—"2 5 |ms +1)

F(mg) =1 v, +

(v

2“V'1 |
3 }(m2+1)~

O, 7
Vz =V,
1
L 2 ym3 + )-

\ ]
—2 1 l(mg +1)

o :
Fm,) =1 vi+ ”ZZV‘J(m7+1)

Fmg)=fl v, +

e

\

( .
Y2~ Y1 Ym, +1)
L 2

B

( _ 0
Vo + M](m4 +1)
. 2 )

=0,9969854130612458129132220,

=0,9969854017782316397878255,

=0,9969854185056903700793731,

=0,996985397463247549094 3951,

=0,9969854228207809208245713,

=0,9969853948592611883507155,

=0,9969854254248526529128530

AS| =0,0000212986764304 124351899086 1;
d) S, =0,1567850289108193405407286

e

AS =0,3399906770521.10 "2,

87

Como foi atingida a condigdo |AS|<1.10"", interrompe-se o cdlculo e as

quantidades ¢,,a, € A, sdo avaliadas a partir do dltimo v, calculado, ou seja, para
v, =-0,4261979324035038379386492 rad.

9, =-0,3239965771252597751124868 rad

ou

Com os resultados de h e de v,, calcula-se B, pela (3.77) obtendo-se
B, =-0,3229843515660748236101719 rad.
Agora basta aplicar a (2.66) para obter

¢, =-18°33 49,091205 .
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Com os valores de sgn(Ag) e h calculados inicialmente, com o valorde §, e
aplicando a (4.11), obtém-se
o, =0,7418927612260256617746741 rad.

De acordo com a condicdo exposta na (4.13), a quantidade a, é dada aqui
pela (4.12), ou seja,
o, =3,883485414815818900237317 rad
ou
o, =222°30 26,36665 .

Para o calculo de AA, utilizam-se a (4.14) e a (4.15) para obter
respectivamente
w, =-0,4001343072425311834285442 rad
e

w, =-0,2831024668937558690504317 rad.
Como |v,] <—;- e w,.w, >0, utiliza-se o valor de sgn(A)) dado inicialmente e

a formula gaussiana com n =38 para escrever a (4.16) como

Ar = sgn(M)[Mz—l;ﬂvll}[pf(mﬂ +poF(m;) +...+pgF(mg) (4.85)
com
F(mi)=f[|w,§+(l‘fi|;-“-"—l m, +1)}, (4.86)

em que m;, com i variando de 1 até 8, sd@o os pontos amostrais e pi, com i variando

de 1 até 8, s&o os respectivos pesos atribuidos aos pontos amostrais. Assim obtém-
se:

F(m,)= V[]wd +[‘—‘"—2—|-27—l"-"-’—l](m, + 1)] ~0,0970889746322451029595419,

-
F(m,)= er,j +[|‘—"2—|;—I‘-"LI m, +1)} =0,9971374116522943033790563,
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F(m,)="f||w,|+

F(m;)=f |w1l+L—-—lw2‘;|w‘l

F(mg) =f| jw,|+

F(m,)=f||w,|+

F(mg) = f{[w,ﬁ

e

K 2

(lw|
F(mg) || 2=l
\

([w|~|w|

m; + 1):| =0,9970447616369089956062701,

( _ 9
———J(m, +1)|=0,9971833040289056995198857,

)(m5 +1)|=0,9970105257016044132395174,

7
m, +1)| =0,9972200361342515118804301,

—:———}(m7 +1)|=0,9969902629341633938542158,

-
m, +1)| =0,9972423124601944891896744

A\ =0,1166941138544223821703329 rad.
Utiliza-se a (4.20) para obter
A, =-0,7577970176763557224670844 rad

ou

A, =-43°25 ' 06,855025 .

4 2.5 OQOutros Resultados

4.2.5.1 Resultado para linha s=1m

Sejam os seguintes dados do ponto 1:

01 =-25°05'41,64421"

A4 =-50°06'16, 74381”

o9 =45°

89
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s=1m

Utilizando o programa Maple na obtencao da solugdo numérica das integrais
elipticas, obtém-se:

AS =0,224836943383301.10°7;

v, =-0,5834368731123577614495784 rad;
¢, =-25°05"41,6212301610";

a, =224° 59 599892971112

A, =-50°06 " 16,7185744075 "

Utilizando a regra dos trapézios com n =1 na obtengao da solugdo numérica
das integrais elipticas, obtém-se:
AS =0,224836938357797.10;
v, =-0,5834368731123577614495784 rad;
9, =-25°05 41,6212301610;
o, =224°59  59,9892971112";
A, =-50°06 " 16,7185744075 .

Utilizando a regra de Simpson com n=2 na obtencao da solugdo numérica
das integrais elipticas, obtém-se:
AS =0,224836943383301.10°",

v, =-0,5834368731123577614495784 rad;
0, =-25°05" 41,6212301610";

o, =224°59 59,9892971112";

A, =-50°06  16,7185744075 .

Utilizando a formula gaussiana para comn=8 na obtengdo da solugao
numerica das integrais elipticas, obtém-se:
AS =0,224838511233590.10 7,

v, =-0,56834368731123577614495784 rad,



¢, =-25°05"41,6212301610
a, =224°59 59,9892971112 ",
A, =-50°06" 16,7185744075 .

4.2.5.2 Resultado para linha s =200 m
Sejam os seguintes dados do ponto 1:
01 =-25°05'41,64421"
A4 =-50°06'16, 74381"
oq =45°

s=200m

91

Utilizando o programa Maple na obtengao da solugdo numérica das integrais

elipticas, obtém-se:

AS =0,89933977429359376.10°"%,

v, =-0,5834055867831227622807213 rad;
0, =-25°05 37,048218 ";

o, =224° 59 57,859495 ";

A, =-50°06" 11,696743 "

Utilizando a regra dos trapézios com n =1 na obtencdo da solugéo numerica

das integrais elipticas, obtém-se:

AS =0,89933575359572097.10°'%;

v, =-0,5834055867831227622807213 rad;
¢, =-25°05 37,048218 "

o, =224° 59 57,859495";

A, =-50°06 " 11,696743 "
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Utilizando a regra de Simpson com n=2 na obtencido da solugdo numérica
das integrais elipticas, obtém-se:
AS =0,89933977429369356.10™%;
v, =-0,5834055867831227622807213 rad;
¢, =-25°05 37,048218;
o, =224° 59 57,859495
A, =-50°06 " 11,696743 .

Utilizando a férmula gaussiana para com n=8 na obtengdo da solugdo
numérica das integrais elipticas, obtém-se:
AS =0,89933980565059864.10 "%,
v, =-0,5834055867831227622807213 rad;
¢, =-25°0537,048218 ";
o, =224° 59 57,859495
A, =-50°06 11,696743 .

4.2 5.3 Resultado para linha s =500 m

Sejam os seguintes dados do ponto 1:
01 =-25°05'41,64421"

Lq =-50°06'16, 74381”

a, =45°

s=500m

Utilizando o programa Maple na obtengao da solugdo numérica das integrais
elipticas, obtém-se:

AS =0,562079819707698964.10™"";
v, =-0,5833584214626679896643537 rad;
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®, =-25°05 30,15414";

o, =224°59 5464901

A, =-50°06 04,12634 "

Utilizando a regra dos trapézios com n =1 na obtengao da solucdo numérica
das integrais elipticas, obtém-se:
AS =0,562073536671807874.10°"";
v, =-0,5833584214626679896643537 rad;
0, =-25°05"30,15414
o, =224° 59 54,64901
A, =-50°06 04,12634 "

Utilizando a regra de Simpson com n=2 na obtencdo da solugdo numérica
das integrais elipticas, obtém-se:
AS =0,562079819707709581.10°7"";

v, =-0,5833584214626679896643537 rad;
9, =-25°0530,15414 ;

o, =224°59 54,64901 ;

A, =-50°06 " 04,12634 .

Utilizando a féormula gaussiana para com n=8 na obtengdo da solugéo
numérica das integrais elipticas, obtém-se:
AS =0,562079827546949849.10 ",
v, =-0,5833584214626679896643537 rad,
0, =-25°05 30,15414";
o, =224° 59 54,64901 ;
A, =-50°06 04,12634 .
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4.2.5.4 Resultado para linha s =10000 m

Sejam os seguintes dados do ponto 1:

01 =-25°05'41,64421"
A1 =-50°06'16, 74381
oq =45°

s =10000m

Utilizando o programa Maple na obtengao da solugdo numérica das integrais
elipticas, obtém-se:
AS =0,4613456.10,
v, =-0,5818648507280287235529750 rad,;
¢, =-25°01" 51,78529575054695 ;
o, =224° 58 13,15382844239485 ';

A, =-50° 02 ' 04,51866809538199 .

Utilizando a regra dos trapézios com n=1 na obtenc¢ado da solu¢gdo numeérica
das integrais elipticas, obtém-se:
AS =0,4611302.10%,
v, =-0,5818648507285345211152258 rad;
¢, =-25°0151,785295 ",
o, =224°58 13,1538284 ;
A, =-50°02 04,518668 .

Utilizando a regra de Simpson com n=2 na obtencédo da solugdo numérica
das integrais elipticas, obtém-se:
AS =0,4613527.10%,
v, =-0,5818648507280287235322471 rad;



0, =-25°01 51,78529575054695 ;
o, =224° 58 13,15382844239485 ;
A, =-50° 02 ' 04,5186680953819 .

95

Utilizando a férmula gaussiana para com n=8 na obtencdo da solugéo

numeérica das integrais elipticas, obtém-se:
AS =0,4615705.10%,

v, =-0,5818648507280287219807954 rad;
0, =- 25°01° 51,785295750546 ;

o, =224°58 13,153828442394 ;

A, =-50°02 ' 04,51866809538199 .

4.25.5 Resultado para linha s =40000 m

Sejam os seguintes dados do ponto 1:

94 =-25°05'41,64421"
A4 =-50°06'16, 74381”
a4 =45°

s =40000m

Utilizando o programa Maple na obtengdo da solugdo numérica das integrais

elipticas, obtém-se:

AS =0,1173024971.10°";

v, =-0,5771482849274946226297054 rad;
0, =-24°50 21,48593302104 ",

o, =224° 52 54,80301843461 ;

A, =-49° 49 ' 29,40565000111 .
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Utilizando a regra dos trapézios com n =1 na obtengao da solugdo numérica
das integrais elipticas, obtém-se:

AS =0,1170893642.10 ",

v, =-0,5771482849602223003601093 rad;
¢, =-24°50"21,48593 ;

o, =224°52° 54,8030"’;

A, =-49°49° 2940565 ".

Utilizando a regra de Simpson com n=2 na obtencgdo da solu¢cdo numérica
das integrais elipticas, obtém-se:
AS =0,1173024901.10"";

v, =-0,5771482849274946011681512 rad,
0, =-24°50 21,48593302104 ";

o, =224° 52 548030184346 ;

A, =-49°49 ' 29,405650001".

Utilizando a formula gaussiana para com n=8 na obtengdao da solugcio
numérica das integrais elipticas, obtém-se:
AS =0,1173060831.10 ",

v, =-0,5771482849274946163409600 rad;
9, =-24°50 21,48593302104 ",

o, =224°52° 54,80301843461 ;

A, =-49°49 ' 29,40565000111".
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4.2.5.6 Resultado para linha s =80000 m

Sejam os seguintes dados do ponto 1:

01 =-25°05'41,64421"
Aq =-50°06'16, 74381”
aq = 45°

s =80000m

Utilizando o programa Maple na obtencdo da solugdo numeérica das integrais
elipticas, obtém-se:

AS =0,1859484698.10 ~;

v, =-0,5708594677697217596 185748 rad;
¢, =-24°34 594180562605 ";

o, =224° 45 554162110676

A, =-49° 32 ' 462006610614 .

Utilizando a regra dos trapézios com n =1 na obtencao da solugao numérica
das integrais elipticas, obtém-se:

AS =0,1852620341.10 "¢,

v, =-0,5708594680353364490334146 rad;
9, =-24°34 59,4180 ",

o, =224°45 554162 ;

A, =-49°32 " 46,2006 ",

Utilizando a regra de Simpson com n=2 na obtengao da solugdao numérica
das integrais elipticas, obtém-se:

AS =0,1859484716.10 ¢
v, =-0,5708594677697210627957963 rad;
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¢, =-24°34 59418056260 ;
o, =224°45 554162110676 ;
A, =-49° 32 46 20066106 .

Utilizando a férmula gaussiana para com n=8 na obteng¢do da solugdo
numerica das integrais elipticas, obtém-se:
AS =0,1859499036.10 ¢,
v, =-0,5708594677697217470410127 rad;

¢, =-24°34 59,4180562605 ;
o, =224° 45 554162110676 ;
A, =-49° 32 ' 46,2006610614 .

4.2.5.7 Resultado para linha s =500000 m

Sejam os seguintes dados do ponto 1:
@1 =-25°05'41,64421”

A4 =-50°06'16, 74381

aq =45°

s =500000m

Utilizando o programa Maple na obtengdo da solugdo numérica das integrais
elipticas, obtém-se:
AS =0,2533664052817.10~%;
v, =-0,5048226631528323891159161 rad;
@, =-21°51 49,6709157;
a, =223°38 12,781394;
A, =-46° 41 08,0053395 .
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Utilizando a regra dos trapézios com n =1 na obtenc¢ao da solugdo numérica
das integrais elipticas, obtém-se:
AS =0,2465597991102.10 ",
v, =-0,5048227375273038514810558 rad;
0, =-21°51 496
a, =223°38 12,78 ;
A, =-46°41°08,0".

Utilizando a regra de Simpson com n=2 na obtenc¢do da solugao numérica
das integrais elipticas, obtém-se:
AS =0,2533671086717.10 ">,
v, =-0,5048226631451982593482549 rad;
0, =-21°51 49,67091 ";
o, =223°38 12,78139
A, =-46°41 08,00533".

Utilizando a férmula gaussiana para com n=8 na obtengdo da solugdo
numérica das integrais elipticas, obtém-se:
AS =0,2533664601277.10 7
v, =-0,5048226631528323105016748;
0, =-21°51 49,6709157 ;
o, =223°38 12,781394 ",
A, =-46°41 08,0053395 .
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4.2.6 Calculo Reciproco

Na subsecdo 4.2.5, exemplo e, partiu-se de um ponto com 0s seguintes
dados:

01 =-25°05'41,64421";
A4 =-50°06"16, 74381";
a4 =45°;

s =40000m.

Utilizando o programa Maple na obtengao da solugdo numérica das integrais
elipticas, resuitou:
¢, =-24°50 21,48593302104 ';
o, =224° 52" 54,80301843461 ;
A, =-49° 49 ' 2940565000111

Agora calcula-se o problema direto considerando-se como dados iniciais:
0, =-24°50 21,48593302104 ',
A, =-49° 49 ' 29,40565000111",
o, =224° 52 54,80301843461
e
s =40000m;
com o objetivo de retornar em:
0, =-25°05'41,64421";
A, =-50°06'16, 74381";
a, =45°.
Utilizando o programa Maple na obtenc¢ao da solugao numérica das integrais
elipticas, obtém-se:
AS =-0,1175188116.10",



101
v, =-0,5834370303300925691223055 rad;

0, =-25°05'41,6442099999931895486;
o, =44°5959,9999999999990822776";
, =-50°06'16, 74380999999734516008";

Utilizando a regra dos trapézios com n =1 na obtencéo da solugdao numérica
das integrais elipticas, obtém-se:

AS =-0,1177329202.10~";

v, =-0,5834370302973641424787982 rad;
¢, =-25%05'41,6442052162201930938";
o, =44°5959,9999977719503818419”;

A, =-50°06"16,7438060210933461227".

Utilizando a regra de Simpson com n=2 na obten¢do da solugdo numérica
das integrais elipticas, obtém-se:

AS =-0,1175188059.10

v, =-0,5834370303300925905848417 rad;
0, =-25°05'41,6442099999963266350";
0., =45°0000,0000000000005433799";

A, =-50°06"16,743810000017526642";

Utilizando a formula gaussiana com n =8 na obtengao da solugdo numérica
das integrais elipticas, obtém-se:

AS =-0,1175223915.10~";

v, =-0,5834370303300925754110508 rad;
¢, =-25°05'41,6442099999941087474";
o, =44°5959,99999999999051039572";
A, =-50%06"16,7438099999973472515".
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5 PROCEDIMENTO PARA O CALCULO DO SEGUNDO PROBLEMA PRINCIPAL
GEODESICO

O fundamento para a solugdo do segundo problema principal geodésico esta
na determinacdo iterativa da latitude geodésica maxima ¢, que fixa a linha

geodésica. Parte-se de um valor aproximado para o, , que de acordo com MORITZ
(1959, p. 453), é dada por:

Vig®0, +13°0, - 2tge,tge, COS AL
senAi '

(o [ N (5.1)

De acordo com a (2.66) e substituindo A) por A\, escreve-se a (5.1) da

seguinte forma:

M-e? . Jig%o, + g0, - 2tgo,tgp, COS AN,

t oy = - , 5.2
OB max senAn., (5-2)

onde inicialmente atribui-se um valor & AX;, dado por

Axo = )\-2 ""k»] . (5.3)

Com a (5.2), obtém-se um valor inicial para tgf .., - Com este valor de tgp,..,

e com auxilio da (3.34), calcula-se um valor inicial para h. Com a transformacéo
(3.91), escreve-se

senw, =-é%91_ (5.4)
méax

e

senw, = :%Bz ; (5.5)

calculam-se os limites ws e w» de integracéo. A diferenca de longitude calculada pela
integragéo numérica difere do valor da diferenca de longitude real, chamada aqui de
diferenca tedrica da longitude.

O célculo de tgp,,., com o valor de AX; corrigido é repetido, assim como o

calculo de h, wy e wo. A integragdo é realizada novamente. Tal procedimento é
repetido até que a diferenga de longitude calculada se aproxime o suficiente da
diferenca tedrica da longitude. A duplicidade, caso 1 e caso 2, exposta na figura 6.2,
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precisa ser descoberta. Assim, ambos o0s casos precisam ser calculados e
comparados com o valor da diferenca teérica da longitude. O calculo da diferenca de
longitude por integracdo numeérica resulta novamente nas trés seg¢bes, em que a
segunda € caracterizada pelo caso 2, junto da qual passa a linha geodésica pelo
ponto de latitude geodésica maxima. O limite de precisdao pretendido refere-se a
determinagdo do circulo de latitude maxima, visto que esta fixa a linha geodésica. De
acordo com SCHMIDT (1999, p.128), tem-se preciséo suficiente se a diferenca de
longitude calculada por integracao numeérica com a segunda constante de Clairaut h
difere menos que 1.10™ do valor da diferenca teérica da longitude. Isto significa que
se tem precis&o de pelo menos na quinta casa decimal do segundo em a, e a,,

bem como a precisdo na obtengéo do comprimento da linha geodésica s também
esta pelo menos na quinta casa decimal.

5.1 PROCEDIMENTO DE CALCULO
5.1.1 Calculo dos Valores Iniciais

Calcula-se:

a) a latitude reduzida B dos pontos pela equagdo (2.66) obtendo-se
B, =arctg [igo,). V1-¢7 | (56)

e

B, =arc tg oo, W1-¢? | (5.7)
b) a diferenca tedrica de longitude AA .., dado por

Altesrica=A2 - A1; (5.8)
€) AA;, considerando-se inicialmente

Ay = D trica’ (5.9)
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d) DA, considerando-se inicialmente
DA =AM\ iica s (5.10)

e) sinal da diferenca de longitude por

SgN(AL) = — =i (5.11)

com sgn(AA) assumindo o valor —1 ou 1, caso Ai,,., =0, tem-se uma

indeterminacao na (5.11), mas neste caso tem-se o calculo do arco de
meridiano, sendo os resultados de a, e a, imediatos e com a distancia s

sendo dada diretamente pela (3.130) por integracdo numérica.

5.1.2 Calculo lterativo da tgp,.., de h e dos Limites de Integracdo ws e w2

A tgB..., h, W1 e w, sdo calculados pelo seguinte procedimento iterativo:
a) calcula-se a tangente da latitude reduzida maxima dada pela (5.2);
b) calcula-se a constante de Clairaut h pela (3.34);

¢) calcula-se os limites de integracdao w4 e w2 aplicando respectivamente a
(5.4) e a (5.5) e também calcula-se w, e w, dados respectivamente por

w, = min(]w,],]wzj) (5.12)
e
w, =max((w }|w,|); (5.13)

d) calcula-se a se¢ido de w, até wp para o caso 1 por

A, =sgn(Ah) _(f(w).dw (5.14)

Wy




105

com

e?h?
f = 1- ; 5.15
W) \} h? + (1-h?)sen’ w (5-13)

e) se w1.w2<0 ,calcula-se a adicao das segoes simétricas ao equador, entdo
neste caso, AL passa a ser

A, = Ah., +2.5gn(Ah) jf(w)dw . (5.16)
0

f) calcula-se o afastamento residual DA para o caso 1 por
DAt =AMesrica- Ah1; (5.17)

g) calcula-se a adicdo das seg¢des simétricas a Pmax para o caso 2 por

NiAa

Ah, = Ak, +2.5gn(A%) [fiw)dw ; (5.18)

h) calcula-se o afastamento residual DA para o caso 2 por
DA2=AMtesrica - Ah2; (5.19)

i) se |DA,|<|DA,|, significa que tem-se o caso 2, ai considera

Ah=Ak (5.20)
e
DA=DAz; (5.21)

caso contrario, ou seja, [Di,| > [DA,|, tem-se caso 1, aqui considera

A=A (5.22)
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e
DA=DAs1; (5.23)

j) abandona-se o calculo se DA <1.107";

k) caso nao se obtenha |DA|<1.107*, calcula-se o novo valor corrigido de

Ak, ao célculo de tgBmaxpor

DA

Ay, = AR, +[1+
caso.

5.24
M).m (5.24)

e retorna-se a alinea a, repetindo o procedimento até que se obtenha o

valor desejado para |DA].

Com os ultimos valores calculados de w4, w2 e h, calculam-se o azimute, o
contra-azimute e o comprimento da linha geodésica.

5.1.3 Calculo dos Azimutes

Os azimutes a1 e a2 s&o calculados pelo seguinte procedimento:

a) determina-se sgn(A¢g), para o caso 1 por

sgn(Ag) = H (5.25)
2 1

e para o caso 2 por

sgn(A) =- 1+ @2

P+, ’
T |—~W, —W
('(M +(P2‘ ) g 1;

(5.26)
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com sgn(Ag) assumindo o valor —1 ou 1 em ambos os casos;

b) calculam-se a, e a, respectivamente por

a, =[1 —sgn(Aq;)}g- + sgn(Aq;).sgn(Ax)-arcsen( coZB, J (5.27)
e
az = [1 - sgn(A(p)]% + sgn(A(p).sgn(Ax).armsev{coZBZ ) ; (5.28)
C) se caso 2, entao
Oy =T-0y; (5.29)
d) se a, <0, entéo
o, =0, +2% (5.30)
e
se o, <0, entdo
o, =0, +2%; (5.31)
e) calcula-se a, por
Uy =, +T, (5.32)

observando-se que: se a, >2n, entdao

o, =0,~—27. (5.33)



108
5.1.4 Distancia

Para o calculo da distancia s utiliza-se o Gltimo valor da segunda constante
de Clairaut h obtido, os valores da latitude reduzida nos dois pontos em questao e os
limites v¢ e v2 de integrac&do que séo obtidos aplicando a (3.77).

Tratando-se do caso 2, considera-se ainda para a obtencdo do limite
superior v a relagao

_01+0Q;

V2= I‘P1 'HPzI

n=V, (5.34)

Se h=1, utiliza-se a (3.130) para o calculo da distancia s por integragao
numérica.
Para h=1, tem-se o calculo da distancia sobre o equador e ai basta fazer
S = a|Ah erical - (5.35)

5.2 EXEMPLIFICACAO NUMERICA

Nos exemplos expostos a seguir, foram utilizados o ponto 1 € o ponto 2,
respectivamente, o ponto de partida e o ponto obtido, ambos do problema direto da
subsecdo 4.2. Procedendo desta forma, sabe-se em qual resultado deve-se chegar
no problema inverso e assim também analisa-se a discrepancia entre as solugbes do
problema direto e inverso. Cada um dos problemas sera repetido, aplicando para a
resolucdo das integrais elipticas os mesmos procedimentos utilizados na obteng&o
do problema direto.
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5.2.1 Obtengao da Solugao Numérica das Integrais Elipticas pelo Programa Maple

5.2.1.1 Primeiro exemplo

ponto 1 | # = 257054184421
A, =-50°0616,74381

Ponto 2 |92 = ~25°0518,663765615880324122'
A, = -50°05'51509525503028997100"

Conforme a subseg¢do 5.1.1, tem-se respectivamente o célculo dos valores
iniciais:

a) B, =-0,4367000796608911880857755 rad
e
B, =-0,4365889070346454534522925 rad,;

b) Ak =0,1223392635714180769113.10 ° rad;
c) A, =0,1223392635714180769113.10  rad;

d) D =0,1223392635714180769113.10 ~ rad;

e) sgn(Ar)=1.

De acordo com o procedimento exposto na subsecéo 5.1.2, tém-se o calculo
de tgB,.. ., h e dos limites de integracdo w1 e wa:

a) tgB. =1,201021891013641447447612;

b) h=0,6398627681606109792944549;

c) w,=-0,3991463556174871640040560 rad,
w, =-0,3990240163539157459268900 rad,
w, =0,3990240163539157459268900 rad

e
w, =0,3991463556174871640040560 rad;
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d) A\, =0,1220025351716132316898514.10 ° rad;
e) como w,.w, >0, ndo tem-se adigao das seg¢des simétricas ao equador,

entao
A\, =0,1220025351716132316898514.10 ~ rad;

f) DA, =0,3367283998048452214486.10 ° rad;

g) |f(w)dw =1,169531882639546394516885 rad

F e VIR

e
A\, =2,339185767814264402265460 rad,

h) DA, =-2,339063428550692984188549 rad;
i) como |DA,|>[DA,|, tem-se caso 1, dai
A\ = 0,122()025351716132316898514.10'3 rad;

e
D2 =0,3367283998048452214486.10 ~° rad;

j) como nao foi atingida a condigao |DA|<1.107*, calcula-se um novo valor
para AA;,
A, =0,1226769213454779377254002.10 = rad.

Retorna-se a alinea a, repetindo o procedimento até que se obtenha o valor

desejado para |DA|.

a) tgB,.. =1,198215897610043139876835;

b) h=0,6407464367135183979223863;
c) w, =-0,4001343072425336281003002 rad,

w, =-0,4000116303211881501625642 rad,
w, =0,4000116303211881501625642 rad

e
w, =0,4001343072425336281003002 rad;

d) A\,=0,1223392635714189104898954.10 ° rad;
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e) como w,w, >0, ndo se tem adi¢cao das se¢oes simétricas ao equador,
entao
AX, =0,1223392635714189104898954.10 > rad;

f) DA, =-0,8335785954.10" rad.

Como ja se sabe que trata-se do caso 1, tem-se conforme a alinea i que:

AX =0,1223392635714189104898954.10  rad
e

DA =-0,8335785954.10 " rad.
Como foi atingida a condigdo |DA|<1.10™, interrompe-se o célculo e com

os titimos valores calculados de w4, w2 e h, calculam-se o0 azimute, o contra-azimute
e o comprimento da linha geodésica.

Para o calculo dos azimutes, conforme o procedimento exposto na subsecao
5.1.3, tém-se:

a) sgn(Ap)=1;
b) a, =45°000,0000000007027447806 ;
C) a, =224°5949,298937706882976105 .

De acordo com a (3.77), calculam-se os limites de integragéo v, e v,,
obtendo-se
v, =-0,5834370303300941771063496 rad
e
v, =-0,5832798125727001887011705 rad.

Resolvendo a (3.130), tem-se
s =1000,000000000003406675754 m.
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5.2.1.2 Segundo exemplo

Ponto 1 1% = —25 05'41,64421“
A, =-50°06 16,74381

- _-18°33' "
Ponto 2 {mz =-18°33'49,091205

A, = -43°2506,855025

Conforme a subsec¢do 5.1.1, tem-se respectivamente o calculo dos valores
iniciais:

a) B, =-0,4367000796608911880857755 rad
e
B, =-0,3229843515638307353615059 rad;

b) A isica =0,1166941138575298676866369 rad,;

c) Ak, =0,1166941138575298676866369 rad;

d) DA =0,1166941138575298676866369 rad;

e) sgn(A)r)=1.

De acordo com o procedimento exposto na subsecdo 5.1.2, t&m-se o calculo
de tgB,.. . h e dos limites de integracédo w1 e wa:

a) tgB . =1,201290138259678413675435;

b) h=0,6397783746046504902574068,;
c) w,=-0,3990521726695705085581545 rad,

w, =-0,2823580588120406408715173 rad
w, =0,2823580588120406408715173 rad

e
w, =0,3990521726695705085581545 rad:

d) AA,=0,1163573613478005888083789 rad;

e) como w,.w, >0, ndo se tem adicao das se¢des simétricas ao equador,
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entao
A\, =0,1163573613478005888083789 rad;

f) DA, =0,3367525097292788782580.10 " rad;

g) |f(w)dw =1,169626216004378498067601 rad

oi Lo

e
Ak, =2,455609793356557584943581 rad;

h) DA, =-2,338915679499027717256944 rad,
i) como |DA,|>|D2,|, tem-se caso 1, dai
A) =0,1163573613478005888083789 rad

e
D). =0,3367525097292788782580.10 rad;

j) como nao foi atingida a condigdo [DA| <1.107*, calcula-se um novo valor
para A\,
A\, =0,1170318409704255934260472 rad.

Retorna-se a alinea a, repetindo o procedimento até que se obtenha o valor

desejado para [DA].

a) tgB.. =1,198215891988274413251028,;

b) h=0,6407464384855303730084633;
c) w,=-0,4001343092269304082560019 rad,

w, =-0,2831024682565048148299546 rad,
w, =0,2831024682565048148299546 rad

e
w, =0,4001343092269304082560019 rad;

d) A\, =0,1166941144742796942077783 rad;
e) como w,.w, >0, ndo se tem adicdo das secdes simétricas ao equador,

entao
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Ak, =0,1166941144742796942077783 rad;
f) DA, =-0,6167498265211414.10 ° rad.

Como ja se sabe que trata-se do caso 1, tem-se conforme a alinea i que:
A\ =0,1166941144742796942077783 rad
e

DA =-0,6167498265211414.10° rad.

Como nao foi atingida a condiggo |DA| <1.107*, calcula-se um novo valor
para A\,
Ak, =0,1170318403536757636452697 rad.

Retorna-se a alinea a, repetindo o procedimento até que se obtenha o valor
desejado para [D].

a) tgB,. =1,198215897585262329186695;

b) h=0,6407464367213294437607707,
c) w, =-0,4001343072512808681744094 rad,

w, =-0,2831024668976051045291396 rad,
w, =0,2831024668976051045291396 rad
e
w, =0,4001343072512808681744094 rad;
d) Ar,=0,1166941138593085321226592 rad,;
e) como w,.w, >0, ndo se tem adigao das se¢des simétricas ao equador,
entdo
A), =0,1166941138593085321226592 rad;

f) DA, =-0,17786644360223.10 " rad.

Como ja se sabe que trata-se do caso 1, tem-se conforme a alinea i que:
AL =0,1166941138593085321226592 rad
e

D) =-0,17786644360223.10 " rad.

Como nao foi atingida a condiggo |DA| <1.107*, calcula-se um novo valor
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para AX;,
A\, =0,1170318403518970992092203.

Retorna-se a alinea a, repetindo o procedimento até que se obtenha o valor
desejado para |DA|.

a) tgB.. =1,198215897601403660614803;

b) h=0,6407464367162416086106470;

c) w, =-0,4001343072455832296716177 rad,
w, =-0,2831024668936861304623971 rad,
w, =0,2831024668936861304623971 rad
e
w, =0,4001343072455832296716177 rad;

d) AA,=0,1166941138575349972429083 rad,;

e) como w,w, >0, ndo se tem adi¢cdo das se¢des simétricas ao equador,
entao
Al =0,1166941138575349972429083 rad;

f) DA, =-0,51295562714.10 " rad.

Como ja se sabe que trata-se do caso 1, tem-se conforme a alinea i que:
A\ =0,1166941138575349972429083 rad
e
DA =-0,51295562714.10 " rad.

Como foi atingida a condig&o |DA|<1.107*, interrompe-se o célculo e com
os ultimos valores calculados de wi, w2 e h, calculam-se o azimute, 0 contra-azimute
€ o comprimento da linha geodésica.

Para o calculo dos azimutes, conforme o procedimento exposto na subsegao
5.1.3, tém-se:

a) sgn(Ag)=1;
b) o, =45°0000,00000087734051098";
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¢) a, =222°3026,366651071642459533 .

De acordo com a (3.77), calculam-se os limites de integracdo v, e v,,
obtendo-se

v, =-0,5834370303320481984465714 rad
e

v, =-0,4261979324018048315925428 rad.

Resolvendo a (3.130), tem-se
s =1000000,000021072310559564 m.

5.2.2 Obtencao da Solugdo Numérica das Integrais Elipticas pela Regra dos
trapézios

5.2.2.1 Primeiro exemplo

Ponto 1 {(p, =-25°05'4164421

A, =-50°0616,74381

Ponto2 1727 ~25°0518,663765615880324122"
A, = —50°05'51509525503028997100"

Conforme a subsecéo 5.1.1, tem-se respectivamente o calculo dos valores
iniciais:

a) B, =-0,4367000796608911880857755 rad

e

B, =-0,4365889070346454534522925 rad;
b) Al penca =0,1223392635714180769113.10 = rad;
c) A\, =0,1223392635714180769113.10° rad;

d) DA =0,1223392635714180769113.10 ° rad;
e) sgn(Ar)=1.
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De acordo com o procedimento exposto na subsecao 5.1.2, tém-se o calculo

de tgB,.. , h e dos limites de integragédo w1 e wz:

a) t9B. =1,201021891013641447447612;

b) h=0,6398627681606109792944549;
c) w,=-0,3991463556174871640040560 rad,

w, =-0,3990240163539157459268900 rad,
w, =0,3990240163539157459268900 rad

e
w, =0,3991463556174871640040560 rad,;

d) com o valor de sgn(AA) dado inicialmente e utilizando a regra dos

trapézios com n =1 para escrever a (5.14) como

M, =sgn<Ax>.§[f<wu>+f(wo)1, (5.36)
em que
t=w, -w,, (5.37)
tem-se

AA, =0,12200253517170271 17870360.10 > rad;
e) como w,w, >0, ndo se tem adigdo das se¢hes simétricas ao equador,

entao
A, =0,12200253517170271 17870360.10 rad;

f) DA, =0,3367283997153651242640.10 “rad;

g) pela regra dos trapézios para n=1, ttm-se

2
ff(w)dw =1,169234224352999692018555 rad

e
A, =2,338590451241171086748897 rad;

h) Di, =-2,338468111977599668671986 rad;

i) como |DA,|>[DA,|, tem-se caso 1, dai



118

A =0,1220025351717027117870360.10 > rad
e
DA =0,3367283997153651242640.10 ° rad;

j) como nao foi atingida a condigéo |DA| <1.10™, calcula-se um novo valor
para A\,
AX, =0,1226769213453879630143923.10 3

Retorna-se a alinea a, repetindo o procedimento até que se obtenha o valor
desejado para |D).

a) tgB,., =1,198215897610788631941383;

b) h=0,6407464367132834147831702;
c) w,=-0,4001343072422704810167228 rad,

w, =-0,4000116303209250930537754 rad,
w, =0,4000116303209250930537754 rad
e

w, =0,4001343072422704810167228 rad,

d) com o valor de sgn(A\) dado inicialmente e utilizando a regra dos
trapézios com n =1 para escrever a (5.14) como

A, =sgn(Ax).-;—[f(wu)+f(wo)j, (5.38)
em que
t=w,-w,, (5.39)
tem-se

AX, =0,1223392635714180765897921.10  rad;

e) como w,.w, >0, ndo se tem adigdo das se¢des simétricas ao equador,
entao
AA, =0,1223392635714180765897921.10 ™ rad;

f) DA, =0,3215079.10 % rad.

Como ja se sabe que trata-se do caso 1, tem-se conforme a alinea i que:
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A) =0,1223392635714180765897921.10 > rad
e
DA =0,3215079.10 2 rad.

Como foi atingida a condicao |Dx| <1.10™, interrompe-se o célculo e com

os ultimos valores calculados de w, woe h, calculam-se o azimute, o contra-azimute
e o comprimento da linha geodésica.

Para o célculo dos azimutes, conforme o procedimento exposto na subsegéo
5.1.3, ttm-se:

a) sgn(Ae)=1;
b) «,=44°5959,99999992505854466568000;
) a, =224°5949,2989376312466244581200".

De acordo com a (3.77), calculam-se os limites de integracéo v, e v,,

obtendo-se
v, =-0,5834370303299255665502157 rad
e

v, =-0,5832798125725316357960619 rad.

Resolvendo a (3.130) pela regra dos trapézios para n=1, tem-se

s= a{—tz—[f(v1)+ f(vz)]} , (5.40)
em que
t=v,-v,. (5.41)

Assim obtém-se
s =1000,000000002843240750466 m.
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5.2.2.2 Segundo exemplo

=-25°054164421
Ponto 1 { " 2 5,41’ 2 )
), = ~50°0616,74381

=-18°33'49,091205
Ponto 2 1 %2 3 o 1 )
A, =-43°25'06,855025

Conforme a subsegao 5.1.1, tem-se respectivamente o calculo dos valores
iniciais:

a) B, =-0,4367000796608911880857755 rad
e
B, =-0,3229843515638307353615059 rad;

b) Ay =0,1166941138575298676866369 rad;

c) Ak, =0,1166941138575298676866369 rad;

d) DA =0,1166941138575298676866369 rad;

e) sgn(Ar)=1.

De acordo com o procedimento exposto na subsecao 5.1.2, tém-se o calculo
de tgB,., . h e dos limites de integragéo ws e wa:

a) 9B =1,201290138259678413675435;

b) h=0,6397783746046504902574068;
c) w,=-0,3990521726695705085581545 rad,

w, =-0,2823580588120406408715173 rad
w, =0,2823580588120406408715173 rad

e

w, =0,3990521726695705085581545 rad;

d) com o valor de sgn(A\) dado inicialmente e utilizando a regra dos
trapézios com n =1 para escrever a (5.14) como
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M, = y%[f(wmf(wo)j (5.42)
em que
t=w_-w,, (5.43)
tem-se

Ak, =0,1163576335234947655277606 rad;
e) como w,.w, >0, ndo tem-se adicdo das secoes simétricas ao equador,

entao
Ak, =0,1163576335234947655277606 rad;

f) DA, =0,3364803340351021588763.10 = rad;

g) pela regra dos trapézios para n=1, tém-se
2
jf(w)dw =1,169328425185209517970247 rad

e
Ak, =2,455014483893913801468255 rad,;

h) DA, =-2,338320370036383933781618 rad;
i) como |DA,|>|DA,|, tem-se caso 1, dai
AX =0,1163576335234947655277606 rad

e
D) =0,3364803340351021588763.10 ™ rad:

j) como nao foi atingida a condigdo |DA| <1.107*, calcula-se um novo valor
para A\,
A\, =0,1170315672176721870648119.

Retorna-se a alinea a, repetindo o procedimento até que se obtenha o valor

desejado para D).

a) g, =1,198218376293191900782385;
b) h=0,6407456554197766633164676;
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c) w,=-0,4001334323079732830070884 rad,
w, =-0,2831018650903010959422758 rad,
w, =0,2831018650903010959422758 rad
e

w, =0,4001334323079732830070884 rad,

d) com o valor de sgn(A\) dado inicialmente e utilizando a regra dos

trapézios com n =1 para escrever a (5.14) como

t
e =y.}§[f(wu>+f<wo)j, (5.44)
emque
t=w,-w,, (5.45)
tem-se

A\, =0,1166941138575298676866374 rad;
e) como w,w, >0, ndo tem-se adicao das se¢Oes simétricas ao equador,
entao
A\, =0,1166941138575298676866374 rad;
f) DA,=0,5.10"**rad.
Como ja se sabe que trata-se do caso 1, tem-se conforme a alinea i que:
A\ =0,1166941138575298676866374 rad
e
DA =0,5.102* rad.
Como foi atingida a condigéo [DA|<1.10™™, interrompe-se o célculo e com

os ultimos valores calculados de w1, w2 h, calculam-se 0 azimute, o contra-azimute
e o comprimento da linha geodésica.

Para o calculo dos azimutes, conforme o procedimento exposto na subsegao
5.1.3, tém-se:

a) sgn(Ag)=1;
b) a, =44°5959,74849129963754648742’;
) a, =222°3026,13612583000676988756 .
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De acordo com a (3.77), calculam-se os limites de integragdo v, e v,,
obtendo-se
v, =-0,5834364697192340687610305 rad
e
v, =-0,4261975467986653602733816 rad.

Resolvendo a (5.130) pela regra dos trapézios para n=1, tem-se

t
s=a{—2-[f(v1)+f(vz)]}, (5.46)
em que
t=v,-v,. (5.47)
Assim obtém-se

s =1000003,222248580850913796 m.

5.2.3 Obtencgdo da Solugao Numeérica das Integrais Elipticas pela Regra de Simpson

5.2.3.1 Primeiro exemplo

Ponto 1 {qa, = -25°054164421

A, = -50°0616,74381

Ponto 2 | P2 = ~25°0518,663765615880324122°
A, = -50°05'51509525503028997100"

Conforme a subsecgédo 5.1.1, tem-se respectivamente o calculo dos valores
iniciais:

a) B,=-0,4367000796608911880857755 rad
e
B, =-0,4365889070346454534522925 rad,
b) Alhyepica =0,12233926357141807691 13.10 " rad;

) Ak, =0,1223392635714180769113.10 > rad;



124

d) DA =0,1223392635714180769113.10 > rad;

e) sgn(Ar)=1.

De acordo com o procedimento exposto na subsec¢do 5.1.2, tém-se o calculo
de igP,.. . h e dos limites de integracao w1 e wa:

a) tgB.. =1,201021891013641447447612,

b) h=0,6398627681606109792944549;
c) w,=-0,3991463556174871640040560 rad,

w, =-0,3990240163539157459268900 rad,
w, =0,3990240163539157459268900 rad
e

w, =0,3991463556174871640040560 rad;

d) com o valor de sgn(AA) dado inicialmente e utilizando a regra de Simpson
com n=2 para escrever a (5.14) como

A, = sgn(AL) -;—[f(wu )+ 45w, )+ (W, )‘, (5.48)
em que

W, W
t = o u

et (5.49)
e

W, +W,
W, = , (5.50)
2

tem-se

Ak, =0,1220025351716132316906508.10 ™ rad;

e) como w,.w, >0, ndo se tem adi¢io das segbes simétricas ao equador,
entao
AL, =0,1220025351716132316906508.10 > rad;

f) DA,=0,3367283998048452206492.10 ° rad;

g) pela regra de Simpson para n=2, tém-se



125

f(w)dw =1,169773525920141253417479 rad

J RSN ST

e

A, =2,3396690543754541200666489 rad;
h) DA, =-2,339546715111882701989738 rad,;
i) como |DA,|>|DA,|, tem-se caso 1, dai

A\ =0,1220025351716132316906508.10 ° rad;
e

DA =0,3367283998048452206492.10 -6 rad,

j) como nao foi atingida a condigéo DA <1.107*, calcula-se um novo valor
para AX,,
AX, =0,1226769213454779377245963.10 >,

Retorna-se a alinea a, repetindo o procedimento até que se obtenha o valor

desejado para [DA|.

a) tgP,., =1,198215897610043139884686;

b) h=0,6407464367135183979199116;

) w, =-0,4001343072425336280975289 rad,
w, =-0,4000116303211881501597939 rad,
w, =0,4000116303211881501597939 rad
e

w, =0,4001343072425336280975289 rad,;

d) com o valor de sgn(A\) dado inicialmente e utilizando a regra de Simpson
com n=2 para escrever a (5.14) como

A, = sgn(A%) %[f(w..)+4.f(w.,,>+f(wo>1, (5.51)

em que

W, —W,

t 5 (5.52)
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e
W, +W,
w, = ,
2
tem-se
A, =0,1223392635714189104897021.10  rad;

(5.53)

e) como w,.w, >0, ndo tem-se adicdo das segbes simétricas ao equador,
entao
A\, =0,1223392635714189104897021.10 ° rad;

f) DA, =-0,8335784021.10 " rad.

Como ja se sabe que trata-se do caso 1, tem-se conforme a alinea i que:
AL =0,1223392635714189104897021.10 ™ rad
e
DA =-0,8335784021.10 " rad.

Como foi atingida a condigéo |DA|<1.107*, interrompe-se o célculo e com

os Ultimos valores calculados de wq, wz e h, calculam-se o azimute, o contra-azimute
e o comprimento da linha geodésica.

Para o calculo dos azimutes, conforme o procedimento exposto na subsegao
5.1.3, tém-se:

a) sgn(Ag)=1;
b) a,=45°0000,0000000007027439840";
c) o, =224°5949,298937706882976105 .
De acordo com a (3.77), calcula-se os limites de integracdo v, e v,,
obtendo-se
v, =-0,583437030330094 1771045738 rad
e
v, =-0,5832798125727001886993953 rad.

Resolvendo a (3.130) pela regra de Simpson com n=2, tem-se

s=a{%[f(v,)+4.f(vm)+f(v2)]}, (5.54)
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em que
V, =V
f=-2_"1 5.55
5 (5.59)
e
v, =tV2 (5.56)
2
Assim obtém-se

s =1000,000000000003406669988 m.

5.2.3.2 Segundo exemplo

=-25°05'4 1
Ponto 1 { ¥ 2 5_ 16442 .
A, = -50°06'16,74381

@, =-1 8°33'49,091205
Ponto 2 . .
A, =-43°25 06,855025

Conforme a subsecao 5.1.1, tem-se respectivamente o calculo dos valores
iniciais:

a) B, =-0,4367000796608911880857755 rad
e
B, =-0,3229843515638307353615059 rad;

b) A s =0,1166941138575298676866369 rad;
c) A\, =0,1166941138575298676866369 rad;

d) DA =0,1166941138575298676866369 rad;
e) sgn(Ai)=1.

De acordo com o procedimento exposto na subsecao 5.1.2, tém-se o célculo
de tgP,.., h e dos limites de integragdao w1 e wa:

a) tgP,., =1,201290138259678413675435;
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b) h=0,6397783746046504902574068;
c) w, =-0,3990521726695705085581545 rad,

w, =-0,2823580588120406408715173 rad

w, =0,2823580588120406408715173 rad

e

w, =0,3990521726695705085581545 rad;

d) com o valor de sgn(AX) dado inicialmente e utilizando a regra de Simpson
com n =2 para escrever a (5.14) como

A, =sgn(An) -;;[f(wu)+4.f<wm)+f(wo)j, (5.57)
em que
W, —W
=24 558
. (5.58)
e
w, =NutWo (5.59)
2
tem-se

Al =0,1163573618447067222607622 rad;

e) como w,w, >0, ndo se tem adigdo das se¢oes simétricas ao equador,
entao
Ak, =0,1163573618447067222607622 rad;

f) DA, =0,3367520128231454258747.10 " rad;

g) pela regra Simpson para n=2, tém-se

2
jf(w)dw =1,169631678673402128807895 rad

e
A\, =2,455620719191510979876552 rad;

h) DA, =-2,338926605333981112189915 rad;
i) como [DA,|> DA,|, tem-se caso 1, dai

A\ =0,1163573618447067222607622 rad
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e
D =0,3367520128231454258747.10  rad;
j) como néo foi atingida a condigio [DA| <1.107*, calcula-se um novo valor
para A\,
AA, =0,1170318404706390851598845.

Retorna-se a alinea a, repetindo o procedimento até que se obtenha o valor

desejado para DA

a) tgP,., =1,198215896523823365653253;

b) h=0,6407464370559007580476449,;
c) w,=-0,4001343076259522848324851 rad,

w, =-0,2831024671553131996726002 rad,
w, =0,2831024671553131996726002 rad
e

w, =0,4001343076259522848324851 rad;

d) com o valor de sgn(A\) dado inicialmente e utilizando a regra de Simpson
com n=2 para escrever a (5.14) como

AL, = sgn(AR) %[f(wu)+4.f(wm>+f(wo)1, (5.60)
em que
W, —W
= Wo —Wy .
5 (5.61)
e
w, =HutWo (5.62)
2
tem-se

Ak, =0,1166941144759575753908830 rad,;

e) como w,w, >0, nao tem-se adicao das secoes simétricas ao equador,
entao
Ak, =0,1166941144759575753908830 rad;
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f) DA, =-0,6184277077042461.10° rad.

Como ja se sabe que trata-se do caso 1, tem-se conforme a alinea i que:
AL =0,1166941144759575753908830 rad
e
DA =-0,6184277077042461.10 ° rad.

Como n3o foi atingida a condigao |DA| <1.10™, calcula-se um novo valor
para A\,
AX, =0,1170318398522113741782424.

Retorna-se a alinea a, repetindo o procedimento até que se obtenha o valor

desejado para D).

a) tgPB,.. =1,198215902136038058595464;

b) h=0,6407464352869002713051114,
¢) w, =-0,4001343056449279460483942 rad,

w, =-0,2831024657927165718701511 rad,
w, =0,2831024657927165718701511 rad
e

w, =0,4001343056449279460483942 rad;

d) com o valor de sgn(Al) dado inicialmente e utilizando a regra de Simpson
com n =2 para escrever a (5.14) como

A, =y%[f(wu)+4.f(w...)+f<wo)j, (5.63)
em que
W,.—-W
f=—0o _u 5.64
> (5.64)
e
w, =NutWo (5.65)
2
tem-se

AA, =0,1166941138593133652869721 rad,;



131
e) como w,w, >0, ndo se tem adicdo das se¢des simétricas ao equador,
entao
A\, =0,1166941138593133652869721 rad;
f) DA, =-0,17834976003352.10 " rad.

Como ja se sabe que trata-se do caso 1, tem-se conforme a alinea i que:
A\ =0,1166941138593133652869721 rad
e

DA =-0,17834976003352.10 " rad.

Como néo foi atingida a condigdo [DA|<1.10™, calcula-se um novo valor
para A\,
Ak, =0,1170318398504278765778799.

Retorna-se a alinea a, repetindo o procedimento até que se obtenha o valor
desejado para D).

a) tgB... =1,198215902152223251005097;

b) h=0,6407464352817986109507772,;
c) w,=-0,4001343056392148253497820 rad,

w, =-0,2831024657887869487719014 rad,
w, =0,2831024657887869487719014 rad
e

w, =0,4001343056392148253497820 rad;

d) com o valor de sgn(AA) dado inicialmente e utilizando a regra de Simpson
com n=2 para escrever a (5.14) como

A, = Y'%[f(wu) +4-f(Wm)+f(Wo)1 ; (5.66)

em que

— W, —W,
2

t (5.67)

e
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(5.68)

tem-se
A, =0,1166941138575350111649488 rad;
e) como w,w, >0, ndao se tem adicao das se¢des simétricas ao equador,
entao
A, =0,1166941138575350111649488 rad;
f) DA, =-0,51434783119.10"" rad.

Como ja se sabe que trata-se do caso 1, tem-se conforme a alinea i que:
A\ =0,1166941138575350111649488 rad
e
DA =-0,51434783119.10 ™ rad.

Como foi atingida a condigdo |DA|<1.107, interrompe-se o calculo e com

os ultimos valores calculados de w4, w2 € h, calculam-se o azimute, o contra-azimute
e o comprimento da linha geodésica.

Para o calculo dos azimutes, conforme o procedimento exposto na subseg¢éao
5.1.3, tém-se:

a) sgn(Ag)=1,

b) «,=44°5959,9995391110477907742";

c) o, =222°3026,366227832190419525 .

De acordo com a (3.77), calculam-se os limites de integragdo v, e v,,

obtendo-se
v, =-0,56834370293027733684759222 rad

e
v, =-0,4261979316938446187861239 rad.

Resolvendo a (3.130) pela regra de Simpson com n=2, tem-se
s=a{%[f(w)+4.f(vm)+f(v2)]}, (5.69)

em que
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v, —V
t= 2 1
—5 (5.70)
e
+
Vo = VitVa . (5.71)
2
Assim obtém-se

s =999999,9961932058601871310 m.

5.2.4 Obtencao da Solugdo Numérica das Integrais Elipticas pela Férmula
Gaussiana

5.2.4.1 Primeiro exemplo

Ponto 1 |1 = 257054164421
A, = -50°06'16,74381

Ponto 2 {“’2 =-25°0518,663765615880324122

A, =-50°0551509525503028997100

Conforme a subsecao 5.1.1, tem-se respectivamente o calculo dos valores
iniciais:

a) B,=-0,4367000796608911880857755 rad
e
B, =-0,4365880070346454534522925 rad;
b) Al e =0,1223392635714180769113.10° rad;
©) AXg=0;1223392635714180769113.10 rad;
d) Dx=0.1223392635714180769113.10 2 rad;
e) sgn(Ax)=1.
De acordo com o procedimento exposto na subsegdo 5.1.2, tém-se o calculo
de 1B, 'h e dos limites de integracdo w1 e wz:
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a) 1gB,,, =1,201021891013641447447612;

b) h=0,6398627681606109792944549;
c) w,=-0,3991463556174871640040560 rad,

w, =-0,3990240163539157459268900 rad,
w, =0,3990240163539157459268900 rad
e

w, =0,3991463556174871640040560 rad;

d) utiliza-se o valor de sgn(A\) dado inicialmente e a formula gaussiéna com
n =38 para escrever a (5.14) como

Ax,=sgn(mi(‘”° “’"}{pﬂmo+p2F<m2)+...+psF(ms> (5.72)
com
F(m,) = f[wu + (ﬁ"—;—‘"—")(mi + 1)] , (5.73)

onde m;, comi variando de 1 até 8, sd3o os pontos amostrais e p;, comi
variando de 1 até 8, sao os respectivos pesos atribuidos aos pontos
amostrais. Assim obtém-se:

F(m,)= f[wu + (w° ;w“ )(m, + 1)] =0,9972476114298280651087655,

F(m,)= f[ )(m2 +1) =0,9972475589673928225966205,

F(m,)=flw, + -—-————)(ma +1) =0,9972476603501936673438996,

(W —
F(m,)= f[wu +| Yo 2‘"“ )(m4 +1)|=0,9972475100475593998299464,
\

F(mg) = f[wu oY ;”" )(m5 +1)| =0,9972476991228525467157954,
\ |

‘w — .
F(mg)= {w ot Wo 2 Wy )(ms +1)|=0,997247471275687 1363405746,
\ i
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F(m,)=flw, +(‘”° “”"}(m, +1)| = 0,9972477225213676922803182,

N

N

F(m,) =l w, +(‘"° “‘”")(ma +1)| =0,9972474478778027856742398

e
AX, =0,1220025351716131096873162.10 2 rad;

€) como w,w, >0, ndo se tem adicao das segoes simétricas ao equador,

entao
AX, =0,1220025351716131096873162.10 ~ rad;

f) DA, =0,3367283998049672239838.10 ° rad;

g) pela formula gaussiana para n=8, tém-se
z
2

If(w)dw =1,169531882639391403351696 rad

e
Ak, =2,339185767813954419813079 rad,;

h) DA, =-2,339063428550383001736168 rad;
i) como |DA,|>|DA,|, tem-se caso 1, dai
A\ =0,1220025351716131096873162.10  rad

e
D =0,3367283998049672239838.10 ° rad;

j) como no foi atingida a condigao [DA|<1.10™, calcula-se um novo valor
para A\,
AL, =0,1226769213454780604023215.10 = rad.

Retorna-se a alinea a, repetindo o procedimento até que se obtenha o valor

desejado para |DA|.

a) tgP,. =1,198215897610042123436695;
b) h=0,6407464367135187183098274;
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c) w,=-0,4001343072425339868878329 rad,
w, =-0,4000116303211885088274209 rad,
w, =0,4000116303211885088274209 rad
e

w, =0,4001343072425339868878329 rad;

d) utiliza-se o valor de sgn(AL) dado inicialmente e a férmula gaussiana com
n=_38 para escrever a (5.14) como

Ay = sQ“(M)l(wo Y )[p,F(m,)+ pF(m,)+...+ paF(ms)‘ (5.74)
com
F(m.)= f[wu +(“’° ;‘”" )(mi + 1)] , (5.75)

onde m;, comi variando de 1 até 8, s&o os pontos amostrais e p;, comi
variando de 1 até 8, sdo os respectivos pesos atribuidos aos pontos
amostrais. Assim obtém-se:

F(m,) = f[wu + (‘”o ;‘”" )(m, + 1)] =0,9972476114298379175641541,

3

F(m,)= f[w., +( o W, )(m2 +1)| =0,9972475589674026747285462,

N

g

F(m,)=flw, +( o W, ](ms +1)| =0,9972476603502010472448370,

N

F(m,) =1 w, +[‘"° Y ](m4 +1)|=0,9972475100475667790367626,

N

b T
F(mg)=f{w, +(w° —W, )(m5 +1)| =0,9972476991228562715721191,
i ]

F(mg) = f[wu + (w" ;w" )(m6 +1)|=0,9972474712756908606658173,

N

F(m,)= f(wu +(w° — W )(m7 +1)|=0,9972477225213684859890948,
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F(mg) = f[w,, +(‘"° ;“'" )(m8 + 1)} =0,9972474478778035792466109

e
Ak, =0,1223392635714189104889766.10  rad;
e) como w,w, >0, ndo se tem adicdo das segdes simétricas ao equador,
entao
A\, =0,12233926357141891 04889766.10 rad;
f) DA, =-0,8335776766.10 " rad.

Como ja se sabe que trata-se do caso 1, tem-se conforme a alinea i que:
AX =0,1223392635714189104889766.10 ~ rad;
e
D =-0,8335776766.10 '® rad.

Como foi atingida a condigao |DA|<1.107, interrompe-se o calculo e com
os ultimos valores calculados de wi, woe h, calculam-se o0 azimute, o contra-azimute
e o comprimento da linha geodésica.

Para o calculo dos azimutes, conforme o procedimento exposto na subsecéao
5.1.3, tém-se:

a) sgn(Ae)=1;
b) a,=45°0000,0000000008058817662;
¢) o, =224°5949,298937706986102386 .
De acordo com a (3.77), calculam-se os limites de integragdo v, e v,,
obtendo-se
v, =-0,5834370303300944069981826 rad
e
v, =-0,5832798125727004185143994 rad.

Resolvendo a (3.130) pela formula gaussiana para n=8, tem-se

s= a.‘(”z ;"' }[p,F(m,) +p,F(m,)+... +p8F(m8)1 (5.76)

com
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F(m,)= ([v, +("2 ;"‘ )(mi +1)], (5.77)

onde m;, com i variando de 1 até 8, sdo os pontos amostrais e p;, com i variando de 1
até 8, sdo os respectivos pesos atribuidos aos pontos amostrais. Assim obtém-

F(m,)= V[V,

F(m,) =f v, +[V2 ; )(m2 +1) | =0,9972476114262530561674447,

+1)] 0,9972475589638179082856452,

. i
F(my) =1l v, +| 2 V’)(m3+1) =0,9972475100448817876424741,

. _
F(m,)="flv,+ "22"‘ )(m,,+1) =0,9972476603475158520885010,
\

L -

(v. —
F(ms) = v, + "22"’ )(m5+1) =0,9972474712743357247613182,
L\ ]

F(mg) =f| v, + ("2 ;V‘)(ms +1)|=0,9972476991215009797666587,

F(m,)=f|v,+ ("2 ;"‘ )(m, +1)|=0,9972474478775148285642578,
B §

F(mg)="{ v, +("2 ;"' )(m8 +1)|=0,9972477225210796952643608

e -3

e
s =1000,000000000002906645359 m.

5.2.4.2 Segundo exemplo

Ponto 1 {(p, = —25°05'4164421

A, =-50°06"16,74381

=-18°33’ i
Ponto 2 12 8 33'49,091205"
A, =-43°2506,855025
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Conforme a subsecdo 5.1.1, tem-se respectivamente o calculo dos valores

a) B, =-0,4367000796608911880857755 rad
e
B, =-0,3229843515638307353615059 rad;

b) Ah e =0,1166941138575298676866369 rad;
) A, =0,1166941138575298676866369 rad:

d) DA =0,1166941138575298676866369 rad;
e) sgn{Ar)=1.

De acordo com o procedimento exposto na subsecgdo 5.1.2, tém-se o calculo

de tgf,.. . h e dos limites de integracdo w1 e wa:

a) 1P, =1,201290138259678413675435;

b) h=0,6397783746046504902574068,;
c) w,=-0,3990521726695705085581545 rad,

w, =-0,2823580588120406408715173 rad
w, =0,2823580588120406408715173 rad
e

w, =0,3990521726695705085581545 rad;

d) utiliza-se o valor de sgn(AL) dado inicialmente e a formula gaussiana com
n=_8 para escrever a (5.14) como

Ak, = sgn(Am{(ﬂi;—"—"i}[pﬂm,)+p2F(m2)+...+paF(ma)1 (5.78)
com
F(m,)=f| w, +(‘”° ;‘”" }(mi +1)], (5.79)

onde m;, com i variando de 1 até 8, sao os pontos amostrais e p;, com i



variando de 1 até 8, sdo os respectivos pesos atribuidos aos pontos
amostrais. Assim obtém-se:

F(m,) = f[wu + (‘"*’

F(m,)= f

F(m,)=f

F(m,) =1

F(mg)= f

F(mg) = f

F(m,)=f]

F(mg) =1

e

W, —W

[
[
(w

w

M

i

-Ww

w, +

u

N

-W
w

+

u

-W

o

(w_—

2]

(W, -W,

-]

u }(m2 + 1)

u

u

)(ms + 1)

)( 6+1)

)(m7 + 1)

u

u

)(ma +1

)(m3 + 1)—

Jime+9) -

~w, )(m1 + 1)] =0,9971374038164233930347413,

=0,9969902624004663560771162

Ak, =0,1163573613478004724509340 rad,;

=0,9970889671557523094856913,

=0,9971832979277803922908293,

=0,9970447563065999421701757,

=0,9972200329687884158691868,

=0,9970105231254702329030726,

=0,9972423117752248186347173,
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e) como w,w, >0, nao tem-se adicdo das secGes simétricas ao equador,

entao

AL, =0,1163573613478004724509340 rad;
f) DA, =0,3367525097293952357029.10 ~ rad;

g) pela formula gaussiana para n =8, tém-se

1!

2
J' f(w)dw =1,169626216004222787002530 rad

e

A), =2,455609793356246046455994 rad;
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h) DA, =-2,338915679498716178769357 rad;
i) como [Di,|>|D,|, tem-se caso 1, dai
A\ =0,1163573613478004724509340 rad

e
DA =0,3367525097293952357029.10 ° rad;

j) como néo foi atingida a condigao [DA|<1.107*, calcula-se um novo valor
para A\,
AX, =0,1170318409704257104579722 rad.

Retorna-se a alinea a, repetindo o procedimento até que se obtenha o valor

desejado para [DA|.

a) 9P, =1,198215891988273351189497;

b) h=0,6407464384855307077760155;
c) w,=-0,4001343092269307831471786 rad,

w, =-0,2831024682565050726892059 rad,
w, =0,2831024682565050726892059 rad

e
w, =0,4001343092269307831471786 rad;

d) utiliza-se o valor de sgn(AL) dado inicialmente e a formula gaussiana com
n=_8 para escrever a (5.14) como

Ah, = sgn(Ax)(““ '2"”" }[p1F<m1>+p2F(mz)+...+p8F(ma)1 (5.80)
com
F(m,)=fw, +[‘”° ;""")(mi +1)], (5.81)

onde m;, com i variando de 1 até 8, sdo os pontos amostrais e p;, com i
variando de 1 até 8, sdo os respectivos pesos atribuidos aos pontos
amostrais. Assim obtém-se:



F(m1)=f[wu +
F(m,)=f
F(m,)=f
F(m,)=f]
F(mg)=F
F(mg)=f
F(m,)=f

F(mg)=f

e

W,~-W,
2

(m, + 1)} =0,9971374116523066810310423,
=0,9970889746322559701360236,
=0,9971833040289157200673048,
=0,9970447616369151773333025,
=0,9972200361342568143861820,
=0,9970105257016049898931263,
=0,9972423124601956470900968,

=0,9969902629341599108312312

A\, =0,1166941144742796942079929 rad;
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e) como w,w, >0, ndo tem-se adicao das se¢oes simétricas ao equador,

Como ja se sabe que trata-se do caso 1, tem-se conforme a alinea i que:

entao

AL, =0,1166941144742796942079929 rad;
f) DA, =-0,6167498265213560.10 7 rad.

A\ =0,1166941144742796942079929 rad

e

DA =-0,6167498265213560.10 ° rad.

Como nao foi atingida a condiggo |DA| <1.10™*, calcula-se um novo valor

para A\,

AX, =0,1170318403536758806769801 rad.
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Retorna-se a alinea a, repetindo o procedimento até que se obtenha o valor

desejado para DA

a) 9B =1,198215897585261267127103;

b) h=0,6407464367213297785277104,
c) w,=-0,4001343072512812430648979 rad,

w, =-0,2831024668976053623879178 rad,
w, =0,2831024668976053623879178 rad
e

w, =0,4001343072512812430648979 rad;

d) utiliza-se o valor de sgn(A\) dado inicialmente e a formula gaussiana com
n=_8 para escrever a (5.14) como

Ar, = y}(““ ;‘”" ].[p,F(m,)+sz(mz>+...+paF(ms)1 (5.82)
com
F(mi)=f[wu +(‘”° ;_w“)(mi +1)], (5.83)

onde m;, com i variando de 1 até 8, sdo os pontos amostrais e p;, comi
variando de 1 até 8, sdo os respectivos pesos atribuidos aos pontos
amostrais. Assim obtém-se:

W,—-W,

F(m,) = f[wu +( )(m, + 1)} =0,9971374116522923504919565,

w

F(m,)= f’_wu +(

L.

o~ W,y )(m2 +1)| = 0,9970889746322422968364801,

N

F(m;)=flw, +(

F(m,)=flw, +(‘”° “‘”")(m,, +1)|=0,9970447616369054290663417,

L

£

o W )(ms +1)|=0,9971833040289045621099771,

N

N



F(mg)=f

F(mg)=f

F(m,)=f

F(mg) =]

e

=0,9972200361342510252810936,

=0,9970105257016002785742707,

=0,9972423124601943943957382,

=0,9969902629341589347964039

AL, =0,1166941138593085321226600 rad,;

144

e) como w,w, >0, ndo tem-se adicdo das se¢des simétricas ao equador,

entao

Ak =0,1166941138593085321226600 rad;
f) DA, =-0,17786644360231.10"" rad.

Como ja se sabe que trata-se do caso 1, tem-se conforme a alinea i que:

AA =0,1166941138593085321226600 rad

e

DA =-0,17786644360231.10 """ rad.

Como néo foi atingida a condicao |DA| <1.107™", calcula-se um novo valor

para A\,

Ak, =0,1170318403518972162409299.

Retorna-se a alinea a, repetindo o procedimento até que se obtenha o valor

desejado para [DA].

a) tgPB.. =1,198215897601402598555220;

b) h=0,6407464367162419433775838;
c) w, =-0,4001343072455836045621030 rad,

w, =-0,2831024668936863883211729 rad,
w, =0,2831024668936863883211729 rad
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e
w, =0,4001343072455836045621030 rad,;

d) utiliza-se o valor de sgn(AA) dado inicialmente e a formula gaussiana com
n =38 para escrever a (5.14) como

com

F(m,)= f[wu +(-‘%“-)(mi + 1)} , (5.85)

onde m;, com i variando de 1 até 8, sdo os pontos amostrais e p;, comi

A, =sgn(AL)

—W, }[p,F(m,) +PoF(m, ) +...+pgF(m,) (5.84)

variandode 1 até 8, sdo os respectivos pesos atribuidos aos pontos
amostrais. Assim obtém-se:

F(m,)= f[wu + (w° — W, )(m, + 1)] =0,9971374116522923091636595,

F(m,) =] wu + (“"’ Wy )(mz +1)| =0,9970889746322422574036170,

F(m,)= f ( Wu)(m3+1) =0,9971833040289045299311894,

(

i

F(m,,):f w W

u )(m,, + 1) =0,9970447616369054009530048,

’_
£
—
N

F(my)=flw +

o “’" )(m5 +1) = 0,9972200361342510085857095,

F(mg)=flw = )(m6 + 1) =0,9970105257016002649871486,

(w

F(m,)=flw + o ‘”")(m,+1) =0,9972423124601943907830531,

)
Fma)=tlw, +{ Wo 2“"“)(m8 +1) = 0,096990262934 1589319815860

e
AL, =0,1166941138575349972429083 rad,
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e) como w,.w, >0, ndo tem-se adigdo das segbes simétricas ao equador,
entao
AL, =0,1166941138575349972429083 rad;

f) DA, =-0,51295562714.10 " rad.

Como ja se sabe que trata-se do caso 1, tem-se conforme a alinea i que:
A\ =0,1166941138575349972429083 rad
e
DA =-0,51295562714.10 " rad.

Como foi atingida a condigdo |DA|<1.10™", interrompe-se o calculo e com

os ultimos valores calculados de w4, w2 e h, calculam-se o azimute, o contra-azimute
e o comprimento da linha geodésica.

Para o calculo dos azimutes, conforme o procedimento exposto na subsecéo
5.1.3, tém-se:

a) sgn(Ag) =1,
b) a,=45°0000,00000087744827691’;
c) o, =222°3026,366651071741234162 .

De acordo com a (3.77), calculam-se os limites de integracéo v, e v,,
obtendo-se
v, =-0,5834370303320484386563139 rad

v, =-0,4261979324018049968146346 rad.

Resolvendo a (3.130) pela férmula gaussiana para n =8, tem-se

v
s=a,i( 2

com

F(m;) = '[W

— }[PiF(m1)+ PF(m,) +... +PaF(me)1 (5.86)

] (5.87)
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onde m;, com i variando de 1 até 8, sdo os pontos amostrais e pj, com i variando de 1

até 8, sdo os respectivos pesos atribuidos aos pontos amostrais. Assim obtém-
se:

F(m,) = f[v, ("2 5 1 |(m, +1)} 0,9970861363488127928409823,

<

2~ Vq

m, + 1) =0,9971344499572481045359845,

F(m,)=f v,+(

(
(vz vy

(Vz —v ]( _0,9970095403192628331934527’

N

<

F(m;) = fV1 2 Vs

+

(m, +1) =0,9970427297093649447032060,

N

F(m,)=1fv,

+

(m +1) =0,9971810076121653617175829,

N

+

F(mg) = f \Z

N

F(ms) = fv1+(v2 v‘)(m6+1) =0,9972188487737690366006508,

F(m,)="fl v, +("2 V‘)(m., +1) =0,9969900583552328866786026,

F(m,)=f v1+["22 )(m8+1) =0,9972420560838345210819370

e
s =1000000,000021071787462123 m.
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5.2.5 Outros Resultados

5.2.5.1 Primeiro exemplo

Sejam os seguintes dados:
=-25°05'4164421
Ponto 1 { ¥ 2 _1’ 2,
A, =-50°06 16,74381

0, =-25°05'416212301610"
Ponto 2 ' )
A, =-50°06 16,7185744075

Utilizando o programa Maple na obten¢ao da solugdo numérica das integrais
elipticas, obtém-se:
h =0,6407464365745371910088283;
DA =-0,2584856930962.10 " rad;
o, =44°5959,9999552608024 186224 ;
o, =224°5959,989252372028032796 ;

s =1,000000000611906058772914 m.

Utilizando a regra dos trapézios com n =1 na obtencao da solugdo numérica
das integrais elipticas, obtém-se:

h =0,6407464365745371907324443;
D =-0,2584856820682.10 ~*® rad:

o, =44°5959,9999552608023296507 ;
o, =224°5959,989252372027943824 ;
s =1,000000000611906061978261 m.

Utilizando a regra de Simpson com n=2 na obtengdo da solugdo numérica
das integrais elipticas, obtéem-se:

h =0,6407464365745371913175310;
DA =-0,2584859922705.10 ~*® rad:

o, =44°59'59,9999552608025179979 ;
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a, =224°5959,989252372028132171;
s =1,000000000611906059408975 m.

Utilizando a formula gaussiana com n =8 na obtengdo da solugio numérica
das integrais elipticas, obtém-se:
h =0,6407464365745375686929738;
DA =-0,2585075495128.10 ~* rad;
o, =44°59'59,9999552609240001757 ;

o, =224°5959,989252372149614336 ;
s =1,000000000611905649037111 m.

5.2.5.2 Segundo exemplo

Sejam os seguintes dados:

Q= —25°05'4164421
Ponto 1 . .
A, =—-50°06 16,74381

=-25°0537 18"
Ponto 2 |72 25°0 .3 0482 ;
A, =-50°06 11696743

Utilizando o programa Maple na obtengao da solugao numérica das integrais
elipticas, obtém-se:
h=0,6407464701507555113556263,;
D =-0,782213845.10 " rad;

a, =45°0000,0107638926565936668 ;
a, =224°59'57,870258646889700039 ;
$=200,0000140116232797183656 m.

Utilizando a regra dos trapézios com n =1 na obtengdo da solugdo numérica
das integrais elipticas, obtém-se:
h =0,6407464701507461437689189;
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DA =-0,225655068.10 ° rad;

o, =45°0000,01076388964 10426666 ;
a, =224°5957,870258643874211626 ;
s =200,0000140116460004739568 m.

Utilizando a regra de Simpson com n=2 na obtengdo da solugcdo numérica
das integrais elipticas, obtém-se:
h =0,6407464701507555113556222;
DA =-0,782193926.10 2 rad;
o, =45°0000,0107638926565936655
o, =224°5957,870258646889700038 ;
s =200,0000140116232797183652 m.

Utilizando a formula gaussiana com n =8 na obten¢ao da solugdo numérica
das integrais elipticas, obtém-se:
h =0,6407464701507558022337729,;
DA =-0,556915359.10 % rad,

o, =45°0000,0107638927502312187 ;
o, =224°5957,870258646983335647 ;
s =200,0000140116231705096329 m.

5.2.5.3 Terceiro exemplo

Sejam os seguintes dados:

Ponto 1 |01 =~25°05 4164421
A, =—50°06'16,74381

»

Ponto 2 | #2 = 257053015414’
A, =-50°06'04,12634
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Utilizando o programa Maple na obtengdo da solucdo numérica das integrais
elipticas, obtém-se:

h =0,6407464675051436539839691:
DA =-0,10398963852.10 " rad;

o, =45°0000,0099122349441992740;
o, =224°5954,658923836660861038 .
s =499,9999935862816087857748 m.

Utilizando a regra dos trapézios com n =1 na obtengao da solugdo numérica
das integrais elipticas, obtém-se:

h=0,6407464675050849809277718;
D =-0,76168050.10 2" rad;

o, =45°0000,0099122160565606440 ;
o, =224°5954 658923817774202361 ;
s =499,9999935866365683133854 m.

Utilizando a regra de Simpson com n=2 na obtencao da solugéo numeérica
das integrais elipticas, obtém-se:

h =0,6407464675051436539831972;
D =-0,10398946419.10 " rad;

o, =45°0000,0099122349441990255 ;
o, =224°5954,658923836660860789 ;
s =499,9999935862816087844616 m.

Utilizando a formula gaussiana com n =8 na obten¢éo da solugdo numérica
das integrais elipticas, obtém-se:

h =0,6407464675051439761105388;
DA =-0,10432286915.10 ~*® rad;

o, =45°0000,0099122350478961092;
a, =224°5954 658923836764552493 ;
s =499,9999935862813601403579 m.
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5.2.5.4 Quarto exemplo

Sejam os seguintes dados:

Ponto 1 1% =-25 05'41,64421"
A, =-50°06 16,74381

Ponto 2 192 = —25°015178529575054695
A, =-50°02'04,51866809538199"

Utilizando o programa Maple na obtengao da solugdo numérica das integrais
elipticas, obtém-se:

h =0,6407464367137342225306707:
D). =-0,831652165346.10 ~*° rad;

=45°0000,0000000701795587907 ;
o, =224°5813,153828512501744017 ;
s =10000,00000000339904551441 m.

(04

-

Utilizando a regra dos trapézios comn n =1 na obtencao da solucao numérica
das integrais elipticas, obtém-se:
h =0,6407464366897509663890525;
DA =-0,18468.10 % rad;
o, =44°5959,9999923496501922789 ;
o, =224°5813,153820799966780509 ;

s =10000,00000284666837515972 m.

Utilizando a regra de Simpson com n=2 na obtencdo da solugdo numérica
das integrais elipticas, obtém-se:
h =0,6407464367137342015893101;
DA =-0,831652403003.10 % rad;

o, =45°0000,0000000701728174880 ;
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o, =224°5813,153828512495009695 ;
s =10000,00000000339858718261 m.

Utilizando a formula gaussiana com n =8 na obtencao da solugdo numérica
das integrais elipticas, obtém-se:
h =0,6407464367137345430731008;
DA =-0,831652177732.10 " rad;
o, =45°0000,0000000702827456653 ;
o, =224°5813,153828512604824045 ;

s =10000,00000000339404297272 m.

5.2.5.5 Quinto exemplo

Sejam os seguintes dados:
Ponto 1 0, =-25 05,41'64421,
A, =-50°06 16,74381

Ponto 2 {(pz =-24°502148593302104

A, = —49°49'29,40565000111

Utilizando o programa Maple na obtenc¢ao da solugdo numérica das integrais
elipticas, obtém-se:
h =0,6407464367135242505497048;
DA =-0,145523424873.10 " rad,

o, =45°0000,0000000025867834123;
a, =224°52'54,803018437183895498 ;
s =40000,00000000080300252375 m.

Utilizando a regra dos trapézios com n =1 na obtenco da solu¢gdo numeérica
das integrais elipticas, obtém-se:
h =0,6407464363073513154711030;
DA =-0,696.10 2* rad;
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o, =44°5959,9998692501129031593 ;
o, =224°5254,802888222671550979 ;
s =40000,00018291811919186660 m.

Utilizando a regra de Simpson com n=2 na obtencdo da solugdo numeérica
das integrais elipticas, obtém-se:
h =0,6407464367135189167591664;
DA =-0,145524080086.10 ~*° rad;
o, =45°0000,0000000008697652458 ;
o, =224°5254,803018435473941746

s =40000,00000000033489027941 m.

Utilizando a formula gaussiana com n =8 na obtencéo da solu¢do numérica
das integrais elipticas, obtém-se:
h =0,6407464367135245715838871;
DA =-0,145523424155.10 " rad;
o, =45°0000,0000000026901285886
o, =224°52'54,803018437286815476 ;

s =40000,00000000078296119856 m.
5.2.5.6 Sexto exemplo

Sejam os seguintes dados:
Ponto 1 191 = -25 05.41’64421,
A, =—50°06 16,74381

0, =—-24°34 594180562605
Ponto 2 ) .
A, =-49°32 462006610614

Utilizando o programa Maple na obtengdo da solugcdo numérica das integrais
elipticas, obtém-se:
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h =0,6407464367135586192367565;

DA =-0,1153086820753.10 " rad;

o, =45°0000,0000000136552121802";

o, =224°4555 416211081187701498 ;

s =80000,00000000524440383770 m.

Utilizando a regra dos trapézios com n =1 na obtengao da solugao numeérica
das integrais elipticas, obtém-se:
h =0,6407464349503078895695527
D% =-0,65.10 % rad;
o, =44°59'59,9994323997727368761 ;
o, =224°4555 415648096748944363;

s =80000,00147114715836466518 m.

Utilizando a regra de Simpson com n=2 na obtengao da solugdo numérica
das integrais elipticas, obtém-se:
h =0,6407464367134742132850362;
DA =-0,1153107058602.10 " rad;

o, =44°59'59,9999999864791219924 ;
o, =224°4555,416211054237911192";
s =79999,99999999035980897691 m.

Utilizando a formula gaussiana com n =8 na obtengdo da solugao numeérica
das integrais elipticas, obtém-se:
h =0,6407464367135589409242308;
DA =-0,1153086820965.10 " rad;

o, =45°0000,0000000137540766976 ;
o, =224°4555 416211081290412383 ;
s =80000,00000000520423930239 m.
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5.2.5.7 Sétimo exemplo

Sejam os seguintes dados:

Ponto 1 1®' = -25 05.41,64421”
A, =-50°06 16,74381

Ponto 2 0, =-21"51 '49,6709157"
A, =-46°4108,0053395

Utilizando o programa Maple na obtencao da solu¢do numérica das integrais
elipticas, obtém-se:

h =0,6407464367134981452028056;
DA =-0,71576409487.10 " rad;

o, =44°59'59,099999994 1831247859 ;
o, =223°3812,781394061366422786 ;
s =500000,0000021284974386096 m.

Utilizando a regra dos tragpézios com n =1 na obtencao da solugido numérica
das integrais elipticas, obtém-se:

h=0,6407463103591339919367728;
DA =0,105.10 "2 rad;

o, =44°5959,9593248466091715521
o, =223°3812,742609681246876472 ;
s =500000,3791885002713221915 m.

Utilizando a regra de Simpson com n=2 na obtenc¢ao da solugédo numérica
das integrais elipticas, obtém-se:

h =0,6407464366011817114940267;
DA =-0,71625695773.10 " rad:

o, =44°5959,9999638380281969464 ;
a, =223°38'12,781359585915748920;
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s =499999,9998700751224707063 m.

Utilizando a féormula gaussiana com n =8 na obtengao da solu¢do numérica
das integrais elipticas, obtém-se:
h =0,6407464367134984733022542;
DA =-0,71576409370.10 " rad;

o, =44°5959,9999999942887443655 ;
o, =223°3812,781394061467132682;
s =500000,0000021282413150240 m.
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6 ANALISE DOS RESULTADOS

Em todos os calculos trabalhou-se com os parametros geométricos do
elipséide de revolugdo adotado pelo SAD-69: semi-eixo maior a =6378160 m e

achatamento f = , resultando em e®=6,694541854587637159766140.10°.

29825

Em relagdo aos métodos utilizados para integragao numeérica, todos fazem
com que a solugdo do problema seja rapidamente convergente, obtendo-se assim
solugdes precisas da ordem que se desejar.

O problema esta em que dependendo do método utilizado para a integragédo
numérica, as solugbes convergem para resultados diferentes e isto se agrava a
medida que aumenta o comprimento da linha. Entdo, qual o melhor método para
integragcao numérica a ser utilizado na solucado dos problemas direto e inverso? Tem-
se a conciéncia que a solugcdo dos problemas direto e inverso ndo podem ficar
dependentes de um programa matematico, por isso os problemas foram tratados,
além de utilizar o programa Maple, com trés procedimentos tradicionais. Sao eles,
regra dos trapézios, regra de Simpson e férmula gaussiana (quadratura de Gauss).

De acordo com a literatura, existem métodos de integracdo numérica que
funcionam “melhor” que outros, mas isto depende do comportamento de cada
funcdo. O Maple utiliza uma combinagdo de métodos para integragdo numerica de
uma determinada fung¢éo. Impondo a condigdo que a solugdo numérica das integrais
elipticas fornecida pelo Maple é a “ideal”, pode-se entdo falar em acuracia dos
resultados obtidos quando utilizado a regra dos trapézios ou Regra de Simpsom ou
formula gaussiana, desde que comparadas com a soluc¢do obtida quando utilizado o
Maple na integragdo numérica. Pela exposicdo numérica apresentada neste
trabalho, verificou-se que na maioria dos testes, basta utilizar a regra dos trapézios
ou a regra de Simpson na integracao numeérica nos casos mais simples, ou seja,
com n=1 ou n=2 respectivamente. Isto deve-se ao fato que as fungbes
integrandas das duas integrais elipticas utilizadas na solug&o dos problemas direto e
inverso, sao bem comportadas, isto &, sao estritamente continuas e suaves em todo
campo de aplicagdo, além de apresentarem uma pequena variagcdo em suas
ordenadas. Pode-se conferir estes fatos nas figuras 3.3 a»3.12.
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A consisténcia do método apresentado neste trabalho para a solugao dos
problemas direto e inverso pode ser verificada analisando a discrepancia
apresentada entre as solugdes direta e inversa. Essa discrepancia ficou
comprometida em dois casos, na linha de 200 m e na de 500 m; mas isto deve-se ao
fato que no calculo do problema direto, o afastamento residual considerado ficou no
limite do valor aceitavel. Pode-se citar como exemplo o caso da linha de 500 m, com
afastamento residual admitido de aproximadamente 0,6.10™"!, forneceu como
resultado aceitavel, utilizando o Maple na solugdao numérica das integrais elipticas:
v, =-0,5833584214626679896643538 rad,

¢, =-25°0530,15414012432288709956
A, =-50°0604,12634134917151763557

e

o, =224°59'54,64901217388824668774 ;

mas efetuando uma iteracdo, o afastamento residual passa a ser aproximadamente
0,3.10%, fomecendo como resultado:

v, =-0,5833584214570316779996046 rad,
0, =-25°0530,15413930046590681745 ,
), =-50°0604,12634044451358198413"
e
a, =224°59'54,649011790251416590234 .
Este ditimo resultado, em _Conseqﬁéncia do afastamento residual estar na

ordem de 102, é considerado bom até a décima nona casa decimal do segundo de

arco. Entao, utilizando-o no calculo do problema inverso como segundo ponto,
obtém-se:

o, =45°0000,0000000002°,
o, =224°59'54,64901 1790251416590234
s =500,0000000000004 m.
E claro que a discrepancia melhora sensivelmente.
O calculo reciproco (problema direto) teve também resultado satisfatério.
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De acordo com os calculos do problema direto, com a regra dos trapézios
para n=1, obteve-se acuracia na quinta casa decimal do segundo de arco para a
linha de 40 km e para a linha de 80 km a acuracia ficou restrita a quarta casa
decimal do segundo de arco e para a linha de 500 km, apenas na primeira casa
decimal.

Utilizando a regra de Simpson com n=2 no problema direto, os resultados
foram bem mais satisfatorios, obtendo-se acuracia na quinta casa decimal do
segundo para a linha de 500 km. Na linha de 1000 km com n =4 melhora-se uma
casa decimal do segundo em relagdo a n=2. Comparado os resultados obtidos com
n=4 com o resultado obtido usando o programa Maple, obteve-se diferenca de
0,000003" em ¢,, 0,000001" em o, e 0,000009" em 2,.

Com a fomula gaussiana atuando na integracao numéfica do problema
direto, no caso da maior linha utilizada, obteve-se acuracia na sexta casa decimal do
segundo em ¢, e A,, € na quinta casa decimal do segundo em «,. Deve-se lembrar
que se esperava este bom resultado, uma vez que se utilizou n=8.

A regra de Simpson com n=2, aplicada ao calculo do problema inverso
para a linha de 500 km, fornece diferenca de 0,00003" em a,, 0,00004 em a, e
0,0002 m em s quando comparada com a solugéo obtida usando o maple, para
linhas menores os resultados sdo ainda melhores. No caso da linha de 1000 km,
aplicando Simpson com n=2 resulta diferenca de 0,0005 em «,, 0,0004 em «, €
0,004 m em s quando comparada com o resultado obtido uando o maple, mas com
n=4 resulta diferenca de 0,00003" em «,, 0,00003" em «, e 0,0003 m em s,
melhorando o resultado em uma casa decimal.

Aplicando a formula gaussiana na resolugdo das integrais elipticas para o
problema inverso, obteve-se 6timos resultados, por exemplo, para linha de 1000 km
a solugdo obtida concordou com a nona casa decimal do segundo em a, € a,, €

com a oitava casa decimal do metro em s quando comparada com a solucdo obtida
utilizando o Maple na integracao numérica.
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7 CONCLUSAO E RECOMENDAGOES

Pode-se dizer que a dedugdo das integrais elipticas, as quais conduzem as
solugbes dos problemas geodésicos principais direto e inverso é matematicamente
rigorosa, pois ndo se empregam construgdes auxiliares e uma aproximacdo €
estabalecida apenas na metodologia utilizada para trabalhar com as integrais
elipticas.

Acredita-se que o objetivo em apresentér uma metodologia didatica para
solugdo dos problemas direto e inverso da Geodésia por integrais elipticas foi
atingido, pois ndo foram eliminadas termos na demonstracdo e os procedimentos
foram expostos de maneira pormenorizada. Este fato vem contribuir para que o leitor
interessado no assunto em questdo tenha condicdes de compreender toda a
demonstragao e utilizagao de tais integrais elipticas que solucionam os problemas
direto e inverso da Geodésia.

Outro fato importante foi o de nao ter deixado a solugdo das integrais

elipticas atrelada a um so ftware matematico, pois de acordo com a analise dos

resultados foi possivel identificar, dos métodos para integragdo numeérica utilizados
neste trabalho, qual @ o que traz resultados satisfatérios para os diversos
comprimentos de linha utilizados. |

A grande vantagem é a eficacia do método apresentado neste trabalho para
a solugdo dos problemas direto e inverso da Geodésia, pois os resultados
apresentados mostram que, além de se conseguir precis&o na ordem desejada, a
discrepancia apresentada entre a solucao direta e inversa possui valor insignificante
do ponto de vista fisico. Como isso ndo bastasse, com essa metodologia
pormenorizada € possivel uma solugdo favoravel aos problemas principais
geodésicos para qualquer distancia.

Neste trabalho, como foi visto, foram utilizadas nos testes linhas variando de
1 m a 1000 km, com diferentes procedimentos numéricos para obtenc&o da solu¢do
numerica das integrais elipticas.

A regra de Simpson, devido a sua simplicidade e eficacia nos calculos do
problema direto, é recomendada no seu caso mais simples, ou seja, com n=2 para
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as linhas que medem até 500 km, fazendo-se necessario utilizar n=4 para linhas
entre 500 km e 1000 km.

A regra dos trapézios no seu caso mais simples, com n=1, é recomendada
para o calculo do problema direto para linhas de até 40 km.

A formula gaussiana com n =8 é sugerida para as linhas acima de 500 km,
uma vez que & muito trabalhosa o seu uso e mesmo porque para linhas menores,
Simpson que é mais simples na aplicagdo, como ja foi visto, é eficiente.

O calculo do problema inverso, utilizando a regra dos trapézios com n=1, &
recomendado apenas para linhas até 500 m.

Recomenda-se para o calculo do problema inverso a aplicagao da regra de
Simpson com n=2 na integragdo numérica para linhas até 500 km e.n=4 para
linhas entre 500 km e 1000 km, pois a formula gaussiana apesar de ter propiciado
também otimos resultados, € mais trabalhosa de ser utilizada, principalmente com
n=8.

Finalizando, espera-se que este trabalho seja de grande utilidade a todos
aqueles que se interessam no estudo criterioso da linha geodésica sobre a
superficie do elipsoide de revolugao.
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