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Resumo

Nesta dissertagao, partindo do modelo de Polyakov (modelo de gravi-
tagao bidimensional induzida), calculamos a extensao de sua ag¢ao utilizando o método
de Henneaux et al, com a finalidade de tratar a invariancia por transformacoes gerais
de coordenadas como uma invaridncia de gauge usual. Encontramos uma Hamilto-
niana nao nula para o modelo aplicando o método de Fulop et al, apés fixacao de
gauge completa.

Novamente, a partir do modelo original, construimos a versao auto-
dual do modelo de Polyakov e exploramos suas simetrias residuais, calculando seus

geradores através do teorema de Noether.

Abstract

In this dissertation, from Polyakov’s model we calculated the action’s
extension using the method of Henneaux et al, to treat general covariance as an
usual gauge invariance. We found a non-zero Hamiltonian for the model applying
the method of Fulop et al, after complete gauge fixing.

Again, from the original model we built the self dual version of
Polyakov’s model (two dimensional induced gravity) and explored its residual sym-
metries, computing their generators through Noether’s theorem.
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Introducao

Um dos objetivos da teoria quantica de campos foi a construcao
de modelos consistentes para as quatro interagoes fundamentais (eletromagnetismo,
forcas nucleares e gravitagdo) [1]. No entanto, é necessirio, primeiro, construir as
versoes cldssicas de tais teorias. Elas se caracterizam por apresentarem invariancia
de gauge, uma possibilidade em sistemas vinculados [2].

Os sistemas vinculados apresentam ambigiiidades nas solucoes das
equagoes de movimento. A presenca de quantidades indeterminadas impossibilita a
passagem do formalismo Lagrangeano para o Hamiltoniano de forma univoca. Para
tratd-los no formalismo Hamiltoniano, usa-se o método de Dirac [3], técnica util na
identificacao dos observaveis da teoria.

O conhecimento das simetrias de uma teoria é importante, pois elas
estao ligadas a leis de conservagao em fisica. Existem dois tipos de simetrias: rigidas
e locais. Para encontrar o gerador das simetrias rigidas, usa-se o teorema de Noether
[1]; j& no caso das simetrias locais, usa-se o algoritmo de Anderson e Bergman, dentro
do formalismo Hamiltoniano [4].

Cada uma das quatro interagoes fundamentais estd ligada a um grupo
que caracteriza sua simetria de gauge. As invariancias de gauge presentes no eletro-
magnetismo e nas forgas nucleares se comportam de forma analoga. No caso da
gravitacao ha uma diferenca: seu grupo de simetria de gauge é o grupo das trans-
formacoes gerais de coordenadas que, de modo geral, implica numa Hamiltoniana
nula para a teoria. H4 duas maneiras de se resolver este problema: uma é estender a
acao de tal forma que se possa tratar a invaridncia das transformacoes gerais de co-
ordenadas como uma invariancia de gauge ordinaria (método de Henneaux et al) [5].
Outra forma é, apos fixacao de gauge com vinculos fixadores dependentes do tempo,
fazer uma transformacao canodnica cujo gerador terd a forma determinada por tal
fixacao (método de Fulop et al) [6]; desta maneira, obtém-se uma Hamiltoniana nao
nula para tais sistemas.

A gravitacao em quatro dimensoes espaco-temporais foi formulada
por Einstein, a chamada Teoria da Relatividade Geral [7]. Tem como principio fun-
damental o Principio da Equivaléncia, do qual se deriva o Principio da Covariancia

Geral. A partir destes dois principios fundamentais e utilizando a chamada &dlgebra



tensorial, obtém-se a dindmica do campo gravitacional: reconhece-se o campo fun-
damental, o tensor métrico g,, e constréi-se o tensor de curvatura de Riemann-
Christoffel, R,, .. As equacdes de movimento da gravitacdo, as equagdes de Ein-
stein, sao derivadas a partir de uma agao pelo principio variacional, como é usual em
teoria de campos.

No entanto, a gravitacdo nao é uma teoria de campos quantizdvel
como no caso das outras trés teorias [8]. Uma abordagem para tentar resolver este
problema é trabalhar em dimensoes menores do que quatro. Em duas dimensoes,
a a¢do de Einstein nao fornece informacdo dindmica [9]. Por este fato, surgiram
modelos alternativos de gravitacao em duas dimensdes espago-temporais, entre eles:
teoria de Liouville, gravitagao dilatonica e o modelo de Polyakov.

O modelo de Polyakov tem sua origem ligada a teoria de cordas [10].
E um modelo de gravitacao bidimensional que pode ser quantizado. Apresenta sime-
trias residuais rigidas, cujos geradores formam uma &lgebra bem conhecida (Kac-
Moody SL(2,R)) [10]. Possui, como todas as teorias de gravitagdo em qualquer
dimensao, Hamiltoniana nula.

A partir do modelo de Polyakov, construimos sua versdo auto-dual.
Analisamos classicamente a acao deste modelo: calculamos suas equagoes de movi-
mento Lagrangeanas e seus momentos canénicos; obtivemos sua Hamiltoniana canénica
e suas equagoes de movimento Hamiltonianas. Exploramos suas simetrias residuais:
calculamos seus geradores através do teorema de Noether [11], de acordo com o que
foi feito para o modelo original [12].

Novamente, partindo da acao de Polyakov, utilizamos o método de
Henneaux et al para calcular a extensao da acao. Este calculo requer o conhecimen-
to do gerador das simetrias de gauge, que é uma combinagao linear dos vinculos de
primeira classe do modelo [3]. Calculado o gerador, é necessério impor novas con-
digoes de contorno para os parametros da transformacao de gauge, de tal forma que
eles nao se anulem nos extremos. Desta forma, obtivemos o termo de extensao do
modelo [13].

Para calcular uma Hamiltoniana nao nula para o modelo de Polyakov,
utilizamos o método de Fulop et al. Apés fixacdo de gauge completa (na qual foi
introduzido um vinculo fixador dependente do tempo), fizemos uma transformagao
canoénica. De acordo com a teoria das transformagoes candnicas [14], obtivemos uma
nova Hamiltoniana, que serd o gerador da evolucao temporal do modelo. A equagao

de movimento para o campo fundamental (g;1) estd de acordo com as expressoes dos



momentos canénicos [13].

Esta dissertacao estd estruturada da seguinte forma: no capitulo 1,
apresentamos os sistemas vinculados e seu tratamento cldssico; no capitulo 2, fazemos
um resumo da teoria da Relatividade Geral, de acordo com o propésito do trabalho;
no capitulo 3, apresentamos uma descricao do modelo de Polyakov, de acordo com a
literatura existente; no capitulo 4, apresentamos de forma sucinta nossos resultados
originais: a versao auto-dual do modelo de Polyakov, a obtencao da extensao da acao
do modelo original via método de Henneaux et al e o cdlculo da Hamiltoniana no

espaco de fase reduzido (através do método de Fulop et al).



Capitulo 1

Sistemas Vinculados - Tratamento

Classico

Este capitulo é dedicado ao tratamento de sistemas vinculados.

Os sistemas vinculados ou singulares se caracterizam por apresentarem
ambigiiidades nas solugdes das equagdes de movimento [2]. S&o muito freqiientes em
Fisica; como exemplos de teorias singulares tem-se a gravitagao, as teorias das in-
teragoes nucleares, o eletromagnetismo e as teorias de cordas. Estes sistemas podem
apresentar invariancia de gauge.

O tratamento classico destes sistemas nao pode ser feito utilizando
os formalismos Lagrangeano e Hamiltoniano usuais. No caso do formalismo Hamil-
toniano, utiliza-se o0 método de Dirac [3], que ensina como obter a dindmica de tais
sistemas, sem ambigiiidades.

Obviamente, ha interesse em explorar suas simetrias. No formalis-
mo Lagrangeano, pode-se utilizar o teorema de Noether para identificar as simetrias
rigidas de uma teoria [1]. J& no formalismo Hamiltoniano, identifica-se os geradores
das simetrias de gauge dentro do método de Dirac, utilizando o algoritmo de Ander-
son e Bergman [4].

Com o objetivo de explorar toda a liberdade de gauge que um sistema
proporciona, trabalha-se com o formalismo Hamiltoniano estendido, proposto por
Dirac [3]. Este formalismo foi utilizado por Henneaux et al [5], com o objetivo de
tratar os sistemas invariantes por reparametrizacao como sistemas que apresentam
invariancia de gauge ordindria (do tipo “Yang-Mills”).

Uma caracteristica dos sistemas invariantes por reparametrizacao é

que eles apresentam Hamiltoniana total nula [15]. Com o objetivo de resolver este



problema, Fulop et al [6] desenvolveram um método que permite encontrar uma
Hamiltoniana nao nula no espaco de fase reduzido (introduzindo vinculos fixadores
dependentes do tempo).

Portanto, o objetivo deste capitulo é apresentar, sucintamente, cada
um dos métodos citados acima, os quais foram utilizados neste trabalho para uma

analise classica consistente do modelo de Polyakov (ver capitulo 3).

1.1 Formalismo Lagrangeano: sistemas regulares

e singulares

Seja um conjunto de M campos independentes, denotados por
{pa(z),a = 1,... , M}, e definidos num espago-tempo (D + 1)-dimensional de co-
ordenadas {z*, = 0,...,D}.! O objetivo ¢ descrever a evolugao espago-temporal
dos campos ¢,; para isto, assume-se que suas equacoes de campo (equagdes de movi-

mento) podem ser derivadas a partir de uma acao

Sz/ﬁ(g@)dV:/Ldt , dV = dPty, (1.2)
\%4

sendo £ o que se chama de densidade de Lagrangeana, e dV é o elemento de
volume no espago-tempo (D + 1)-dimensional. Obtém-se as equagdes de movimento
quando se seleciona, dentre todas as histérias possiveis {¢,(x)}, aquelas que obede-

cem

5S =0, (1.3)

dadas as condigoes iniciais e de contorno. A equagao (1.3) resume o Principio de
Hamilton [14], e as histdrias que obedecem (1.3) sdo chamadas de histérias fisicas

ou trajetorias da teoria.

! A convencdo que adotamos neste capitulo e nos restantes é

2° =t = coordenada temporal,
{xi,i =1,...,D} = coordenadas espaciais,
_ Opa
Oupa = Zo- (1.1)

A convencio de soma para indices repetidos é utilizada em todo o texto.



A fim de simplificar a andlise, considera-se que o conjunto {¢,} de
campos independentes seja bosonico e que a densidade de Lagrangeana dependa no

méaximo de derivadas primeiras nos campos (0,¢,). Voltando a (1.3), e usando (1.2),

tem-se
55’:/5£(cpa,3u<pa,x“)dV:/La(go)&padV:O, (1.4)
v v
sendo
oL oL
Lo(p) = o= =9, [ =), 1.5
0= 5% (505 (15)

as derivadas de Euler de £ em relagao a ¢, [1].

Como as variagoes d¢p, sao arbitrarias, conclui-se que

La(p) = 0, (1.6)

e estas sao as equacoes de movimento Lagrangeanas para os campos ¢,, chamadas
equagoes de Euler-Lagrange [14]. Pode-se escrever (1.5) de outra forma, explici-
tando as aceleracgoes, a fim de classificar as solucoes das equacoes de Euler-Lagrange
[15]:

Lo = Vu(p, 8atp, %) — WE (0, Batp, %)0,.0,¢", (1.7)
sendo
Y. L R Y
T o T 9008 0, e
—_— 0°L (1.8b)
ab 8(3Mg0“)8(8ug0b) ' .

O objetivo é resolver as equacoes de Euler-Lagrange para as acel-
eracoes e obter a evolugcao temporal dos campos. Isolando a esquerda os termos que
contém as aceleragdes em (1.7), obtém-se [16]

~WR00p" + ... = 0. (1.9)



A equagao (1.9) pode ser resolvida para as aceleragdes se (e somente

se) o determinante da matriz

%L
8(80g0a)8(80cpb) ’

for diferente de zero [34]; caso contrario, ndo ha solugdes tnicas para (1.10), dadas

00 _
Wy =

(1.10)

as condigoes de contorno. A matriz W é conhecida como matriz Hessiana. Den-
tro do formalismo Lagrangeano, ela classifica a densidade de Lagrangeana em duas

categorias:

e regular, para o caso de det| W% |# 0. As equagdes de movimento podem ser

resolvidas para as aceleragoes e nao ha ambigiiidade nas solugoes.

e singular, para o caso de det| W% |= 0. Nao existem solugdes tinicas para as
equacoes de movimento, dadas as condigoes de contorno, e as solugoes podem

conter fungoes arbitrarias [17].

Neste trabalho, os modelos que analisamos apresentam densidade de
Lagrangeana singular. De modo geral, isto caracteriza uma teoria de gauge (ver
introducao deste capitulo).

O carater singular de uma teoria se manifesta, também, quando se
quer passar do formalismo Lagrangeano para o Hamiltoniano. Para tal, define-se os

momentos canonicamente conjugados aos campos ,:

oL
7= 1.11
O 0up.) _—
Eles sao necessarios para se fazer uma transformacgao de Legendre
H(pq, 7, z*) = /W“BogoadDac — L(¢q, Oopa, "), (1.12)

e relacionar os dois formalismos. No caso de Lagrangeanas singulares, as relacoes

(1.11) ficam comprometidas, pelo fato de que

om®
W® |=| =—=—— |=0. (1.13)
W =l e
Isto implica que nao se pode utilizar os formalismos Lagrangeano e Hamiltoniano
usuais. Na préxima secao sera apresentado, dentro do formalismo Hamiltoniano, o

tratamento deste problema.



1.2 Formalismo Hamiltoniano para sistemas sin-

gulares - o método de Dirac

Esta secao serd dedicada ao tratamento de sistemas singulares no
formalismo Hamiltoniano, o chamado método de Dirac [3].

A passagem do formalismo Lagrangeano para o Hamiltoniano é feita
através de uma transformagdo de Legendre, como foi visto na secdo (1.1). Para
isto, os momentos candnicos foram definidos na equagao (1.11); eles devem incluir
velocidades em suas expressoes para que a passagem do formalismo Lagrangeano
para o Hamiltoniano se dé de forma univoca. Mas, como se vé da expressao (1.13),
isto nao acontece; aparecem expressoes que dependem exclusivamente de variaveis

do espago de fase, como abaixo:

OF = 7% — f(%,ai%,wl) =0, k=1,...,P (1.14)

sendo P (P < M) o nimero de momentos canénicos que nao dependem de veloci-
dades. A expressao acima € o que se chama de vinculo primario. A denominagao
“primario” vem do fato destas expressoes serem obtidas a partir da definicao dos
momentos canénicos, sem usar as equagoes de movimento [2]. Como conseqiiéncia
de (1.13) e (1.14), apenas (M — P) velocidades podem ser expressas em termos dos
momentos candnicos [12].

Em sistemas singulares precisamos fazer distin¢ao entre dois tipos
de Hamiltoniana. A Hamiltoniana canoénica H: e sua densidade H. estao

relacionadas pela expressao

Hg = /Hc dPz (1.15a)
Hc — (80(,0[)7!'1 - L. (115b)

No caso de sistemas regulares, esta Hamiltoniana é o gerador da evolugao tempo-
ral. Porém, em sistemas singulares isto nao é verdade, pois as equagoes de movi-
mento Hamiltonianas derivadas de Hc nao reproduzem as equacoes de movimento
Lagrangeanas. O verdadeiro gerador da evolugdao temporal do sistema é a chamada

Hamiltoniana total Hr que inclui as relagoes (1.14) em sua expressao:

Hr = H¢ + /qu’“ dPz . (1.16)



Na equagao acima, i sdo multiplicadores de Lagrange que estao relacionados as
velocidades indeterminadas.
As equagbes de movimento Hamiltonianas podem ser obtidas a partir
do principio de Hamilton [3]:
2]
0S = 5/ [/(Wlao(pl — ,quk) le‘ — Hc] dt . (117)
t1
Usando as equagoes de Euler-Lagrange
oL oL
- ) -+
O 9(0up1)

tem-se

oH o0}
Oop'(z) = amc + aﬁf : (1.18a)
oH oS}
a()ﬂ'l(ﬂ'}) B —8—ng - ,U/ka—(p]lc . (118b)

Escrevendo (1.18a) e (1.18b) na forma de parénteses de Poisson

8ol (z) = {sol(x),/Hc(y) dDy}+/uk{w’($),9k(y)}dDy, (1.19a)
oom(z) = {m(w),/ﬂc(y) dDy}+/Mk{7fl(x)79k(y)}dDy, (1.19b)

e substituindo (1.15a) e (1.16), tem-se:

oe'(e) = {¢'(@), [ Hrl)du}, (1.20a)
dom(z) = {m(z), / Hor(y) dPy) (1.20b)

Pela presenca das relagoes de vinculo na teoria, as varidveis do espaco
de fase nao sao independentes; como conseqiiéncia, a operacao de parénteses de
Poisson fica comprometida.

Para se trabalhar com sistemas singulares usando parénteses de Pois-
son é necessario calculd-los primeiro e depois usar as relagoes de vinculo [3]. Dirac

incorporou este procedimento definindo o que se chama de igualdade fraca (=). A

9



igualdade fraca permite escrever as equagoes de movimento em forma de parénteses

de Poisson, sem ambigiiidades:

oe'(a) ~ (@), [ Hrl) dPy), (1.21a)
dom(z) ~ {m(z), / Hr(y) dPy} . (1.21b)

Escrevem-se também os vinculos como igualdades fracas:

Qe ~0. (1.22)

As equacdes (1.22) devem satisfazer condigoes de consisténcia tempo-
ral, ou seja, devem se preservar ao longo do tempo [3]:

002 () =~ {Qk(x),/HT(y) Py} = 0. (1.23)
Desta imposi¢cdo podem surgir trés tipos de resultado [16]:
1. a expressao se anula identicamente;
2. aparecem expressoes que sao fungoes das varidveis do espaco de fase;

3. aparecem expressoes que impoem restricoes sobre os multiplicadores de La-

grange [i.

No segundo caso, o que se obtém é uma nova geracao de vinculos, os
quais sao chamados de secundarios. Esta denominacdo vem do fato das equagdes
de movimento terem sido usadas para obté-los.

Os vinculos secundéarios (6,,) devem também satisfazer condigoes de
consisténcia:

890 ~ 0 . (1.24)

Este processo deve repetir-se até que nao apareca mais nenhuma geracao de vinculos
na teoria.

Existe outro critério importante de classificagao de vinculos, de acor-
do com o papel que desempenham dentro da teoria. Tal critério estd baseado na

10



definicao de fungcao de primeira classe. Uma funcao A é dita de primeira classe

se, e somente se, ela satisfizer a condigao

{A(z),9m(y)} = 0, (1.25)

sendo ¥,, todos os vinculos que aparecem na teoria. Caso contrario, a funcdo A é de
segunda classe.

Os vinculos de primeira e segunda classe tém papéis distintos dentro
da teoria: enquanto que os de primeira classe estao relacionados com as simetrias de
gauge do modelo, os de segunda classe sao graus de liberdade esptrios.?

Um mecanismo com a finalidade de eliminar os graus de liberdade
espurios presentes no modelo foi proposto por Dirac [3], cuja estrutura fundamental
é chamada de parénteses de Dirac :

{A(z), B(y)}p = {A(z), B(y)} - /dz dw {A(2), Bi(2)} A (2,w) {B;(w), B(y)},
(1.26)

sendo A[jl a matriz inversa dos vinculos de segunda classe, conhecida como matriz

de Dirac, cujas componentes sao dadas abaixo:

Ay = {51(35)75]@)} ) (1.27)

sendo f; os vinculos de segunda classe e A(z), B(y) quaisquer fungdes do espago
de fase. Os parénteses de Dirac permitem escrever as equagdes de movimento e as
relagoes de vinculo novamente como igualdades fortes. Eles apresentam as mesmas
propriedades dos parénteses de Poisson [2].

Na identificacdo dos observaveis numa teoria de campos, precisa-se
de um processo que transforme os vinculos de primeira classe em funcoes de segunda
classe. Este processo é conhecido como fixagcado de gauge. A fixacdo de gauge
consiste em introduzir no modelo, para cada vinculo de primeira classe, uma nova
funcao do espago de fase chamada de vinculo externo.

Apés a fixacao de gauge, pode-se, portanto, construir a matriz de

Dirac e calcular as equacoes de movimento na forma de parénteses de Dirac:

2N30 sdo observaveis da teoria.
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Bopalz) = {%m, / HT(y)dDy} , (1.28a)

D

Bor®(z) = {W“(x), / HT(y)dDy} | (1.28b)

D

Calculados os parénteses de Dirac, restaram apenas os graus de liber-
dade fisicos do modelo, os observaveis. Observaveis sao as funcoes do espago de
fase que nao dependem do processo de fixacao de gauge. Sao quantidades que, por-
tanto, podem ser medidas por um experimento [15]. No formalismo Hamiltoniano de

sistemas singulares, os observaveis formam o chamado espaco de fase reduzido.

1.3 Simetrias

O conceito de simetria é fundamental em fisica. Por estar ligada a leis
de conservagao em fisica, é uma ferramenta importante tanto na descrigao classica
ou quantica de um sistema fisico.

E usual em teoria de campos fazer a seguinte distingao, de acordo

com o parametro infinitesimal €(x) da transformagao de simetria:

1. simetrias locais: quando €(z) é uma funcdo arbitraria das coordenadas es-

paco-temporais;

2. simetrias rigidas: quando ¢(z) sofre alguma restrigdo. Em particular, quando

€(z) é constante (0, = 0), entdo a simetria serd global.

Para se trabalhar com simetrias rigidas, o Teorema de Noether ¢ uma
ferramenta poderosa: através dele é possivel encontrar os geradores destas simetrias.
Na abordagem Hamiltoniana, mostra-se que os vinculos de primeira classe sdo os
geradores das simetrias locais, também conhecidas como simetrias de gauge.

Por se tratarem de assuntos distintos, esta secao esta separada em trés
subsecoes: Invariancia da acao e transformacgoes de simetria, Teorema de Noether e

Vinculos de primeira classe e invaridncia de gauge.

1.3.1 Invaridncia da acao e transformacoes de simetria

Suponha as seguintes transformacoes nos campos e nas coordenadas
espago-temporais:
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= gH =kt (1.29a)

0a(z) — () = pa(z) + Age(z), (1.29b)

sendo Ay, (z) e dz* infinitésimos. Com estas transformagoes, toma-se a agao original

(1.2) e calcula-se o novo funcional S(y,(x)). Comparando com a agio original:

S(p,(z), £*) — S(@q(z), z*) =68 = /Vau/\“ av . (1.30)

sendo A* um quadrivetor arbitrario. As transformacoes (1.29a) e (1.29b) junto com

a condi¢ao (1.30) definem uma transformacgao de simetria da acdo original.

1.3.2 Teorema de Noether

Define-se a variagdo total do campo ¢, (Ap,), que aparece em
(1.29b), como

Ap, = 580a + (8u90a)5$u ) (1.31)

sendo dp, a chamada variagao de forma dos campos, pois esta variacdo nao

interfere no argumento:

5Q0a = QO:I(.'E) - QOa(ZL’) : (132)

O segundo termo a direita na equagao (1.31) corresponde & variacdo de argumen-

to, cuja expressao €

(Oupa)0zt = u(z') — pu(z) . (1.33)

Existe uma maneira alternativa de se definir uma transformacio de
simetria trabalhando com a variacdo de forma dos campos [12]. Isolando ¢, em
(1.31), e utilizando as transformagoes (1.29a) e (1.29b), tem-se

oL
(552/ [8 (—5 a—+—£(5:r">] dV—i—/Laé . dV . 1.34
v 1%\ 56,007 , Lad® (1.34)
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sendo L, dada pela equagao (1.5).
Para que (1.29a) e (1.29b) sejam transformagdes de simetria, é necessario

que exista um quadrivetor J* de modo que, comparando com (1.30),

Lo = 8,J" (1.35)

para todas as histérias {¢,(z)} . Chama-se J* de quadrivetor corrente de

Noether. Para as histérias fisicas da teoria (4,), tem-se que

0uJ*(Ga) =0, pois Le(hs) =0, (1.36)

e este resultado é interpretado como segue: para as solucoes das equacoes de movi-
mento, a corrente de Noether J* é conservada.

Toda a anélise acima faz parte do que é chamado de Teorema de
Noether. Resumindo, o teorema diz que se uma agdo satisfaz (1.30) sob trans-
formacGes nos campos e nas coordenadas, entdo ha quantidade(s) conservada(s) no

modelo, que sao os geradores destas transformagdes.

1.3.3 Vinculos de primeira classe e invariancia de gauge

Nesta secao, queremos investigar a relagao entre vinculos de primeira
classe e invariancia de gauge. Para ilustrar tal situacao, suponha uma varidvel
dindmica da teoria, a, com valor inicial ag. O valor da varidvel dindmica a sera cal-
culado num instante infinitesimal §¢t. Fazendo uma expansao de Taylor até primeira

ordem, tem-se

a(6t) = ao+ doadt
= qg + 0t{a(z), /HT(?J) "y}

— gyt [{am, [#ew) @)+ [ pad?y (o), 0] L 030

sendo 2% os vinculos primérios de primeira classe® e os multiplicadores p, sdo total-

. s, . . ’, ! .
mente arbitrarios. O préximo passo é pegar outros valores i, para estes coeficientes,
o que fornecerd um a(dt) diferente, e a diferenca entre os dois sera

30s vinculos de segunda classe ja foram eliminados da teoria através dos parénteses de Dirac
(se¢ao(1.2)). Os unicos multiplicadores realmente arbitrdrios estdo relacionados aos vinculos de
primeira classe.
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Aa(8t) = 5t [ [ =iy fate), @] (1.38)

Chamando

0t (Ha — Ha) = €a (1.39)

tem-se

Aa(st) = / ea(v){alz), (1)} Py, (1.40)

sendo €, um infinitésimo. A expressdo (1.40) diz que pode-se fazer uma transfor-
macao infinitesimal numa variavel dindmica a utilizando como geradores os vinculos
primarios de primeira classe. Em particular, para um observavel, esta transformacao
nao afetard o estado fisico, pois observéveis sdo fungdes de primeira classe [16]. Tal
transformacao é chamada de transformacgao de gauge, e os geradores desta trans-
formacao, a priori, sdo os vinculos primérios de primeira classe.

Esta andlise mostra apenas que os vinculos primérios de primeira
classe sao os geradores das transformacoes de gauge. Na verdade, os secunddrios
de primeira classe também o sdo, afirmacgido que pode ser confirmada em [16]. A
forma funcional dos geradores pode ser obtida utilizando-se o chamado método de
Anderson-Bergman [4].

1.4 Formalismo Hamiltoniano estendido

Como visto na se¢ao anterior, os vinculos de primeira classe sao os
geradores das transformacoes de gauge. No entanto, a expressao da Hamiltoniana
total s6 admite vinculos primaérios, sem fazer distingao se eles sdo de primeira classe
ou de segunda classe. P. A. M. Dirac [3] propés utilizar no lugar da Hamiltoniana
total a chamada Hamiltoniana estendida (Hg), que contém todos os vinculos de
primeira classe do sistema considerado:

Hg = Hr + ’U/a’)’a ) (141)
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sendo 7, os vinculos secundérios de primeira classe, e u® seus multiplicadores de
Lagrange. Escrevem-se as equagdes de movimento em termos da Hamiltoniana es-
tendida como em (1.21a) e (1.21b), na forma de parénteses de Poisson.

Para os observaveis da teoria, as equacoes de movimento preditas por
Hrp, He ou Hg serao as mesmas. Significa dizer que trabalhar com Hp é fisicamente
equivalente a trabalhar com Hrp [16].

Como sera visto na préxima secdo, este formalismo permite resolver
alguns problemas relacionados ao formalismo Hamiltoniano, como o problema da

Hamiltoniana ser nula em sistemas invariantes por reparametrizacao.

1.5 O problema da Hamiltoniana nula em teorias

invariantes por reparametrizacao

Sistemas que sao invariantes por reparametrizacdo apresentam uma
Hamiltoniana que é combinacao linear de vinculos, ou seja, é fracamente nula. Quan-
do se quer fazer uma andlise destas teorias no espaco de fase reduzido, a Hamiltoni-
ana serd fortemente nula, e nao se sabe como obter as informacées dindmicas destes
sistemas. Este é o chamado “problema da Hamiltoniana nula” [17].

Com o objetivo de tratar tal problema, Henneaux, Teitelboim e Ver-
gara [5] desenvolveram um método que consiste em tratar teorias invariantes por
reparametrizagao como sistemas que apresentam invariancia de gauge ordindria (co-
mo teorias de Yang-Mills), pois estas apresentam uma Hamiltoniana nao nula, a
energia total.

O problema da Hamiltoniana nula também pode ser tratado usando
outro método, desenvolvido por Fulop, Gitman e Tyutin [6]. O método consiste em
trabalhar no espago de fase reduzido, realizando uma transformagcao candnica depen-
dente do tempo. O gerador desta transformagcao candnica tera a forma determinada
pela fixacao de gauge escolhida.

Estes dois métodos sao apresentados nas subsegbes que se seguem. E
apresentado o modelo da particula relativistica como exemplo de aplicacdo dos dois

métodos.
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1.5.1 Meétodo de Henneaux et al

Considere um sistema cujas coordenadas sdo ¢' e seus momentos
conjugados p;.* Suponha-se que este sistema apresenta apenas vinculos de primeira
classe G,(gq,p) ~ 0 e uma Hamiltoniana de primeira classe, Hy(q, p), que satisfazem

as seguintes relacoes:

{Ga7 Gb} = gb(qap)Gc ) (1.42&)
{HOa Ga} = Vab(Q7p)Gb . (142b)

O objetivo é construir uma agdo que inclua a liberdade de gauge do

sistema nos extremos. Para isto, tem-se duas etapas:

1. faz-se uma transformagdo canénica cujo gerador é B, tal que

p:i0¢t = P,6Q" + 6B . (1.43)

As novas varidveis Q° tém as seguintes propriedades:

Qi(Q(Tl)7p(Tl)’ 7-1) = 11 ) (1443‘)
Q' (q(m2),p(72),72) = @5, (1.44b)
{Q, QY = 0, (atempos iguais), (1.44c)

e os P; sao os momentos conjugados as varidveis Q°. A acao que obedece as
condicoes (1.44a), (1.44Db) e (1.44c) sera

S[qi>pi) )‘a] = /

T1

<pzc(ii—q7_ — Ho - )\aGa> dT — B(’TQ) + B(Tl) N (145)

de acordo com a teoria das transformagdes candnicas [14]; A* sdo multipli-

cadores de Lagrange. A acao é invariante sob esta transformagao canénica:

” d ) To __
55 = / % (pisq’) ~ [5B]7 = 0. (1.46)

4A notacdo utilizada nesta secdo é de sistema discreto.
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2. faz-se uma transformacdo de gauge infinitesimal. As varidveis candnicas e o

multiplicador de Lagrange se transformam como

5.Q" = {Q'¢G.}, (1.47a)
6P = {P,e"G,}, (1.47b)
S\ 8;7 + {€%, (Ho + XGy)} + \ee?CE — V2. (1.47¢)

De fato, qualquer funcao F' se transforma por gauge da seguinte forma:

§.F = {F,eG,} . (1.48)

No entanto, o que se quer nao é uma transformacao de gauge qualquer,
mas uma com parametros €* fixos e que, nos extremos, €*(71) # 0 e €¢*(1) # 0.
Pode-se impor esta restricao, pois as condi¢des de contorno nos extremos nao sao
invariantes de gauge: a escolha é arbitraria. As coordenadas @Q° se transformam por

gauge em ' e as novas condi¢des nos extremos serao

G(n) = (@~ {@.EN(n) =@, (1.49a)
Qi(r) = (@ ~{Q,G)(n) = @3, (1.49b)

sendo
G = G, . (1.50)

De acordo com as novas condic¢oes de contorno, a nova agao diferird

de (1.45) por um termo de superficie

L [,0G6 1"
D = [pgg -6l (1.51)
tal que
P6Q' = PoQ + 6D, (1.52)
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com

P, =P, - {P,G}. (1.53)

Portanto,

Y

) a — T2 ‘dqi a aG "
Slg* (1), pi(1), A (7')]—/T1 (pz 77 Hy— A Ga) dr [B-I—Pzapi G]

T1

(1.54)

e esta acao € invariante sob esta transformagao:

65 = Slg(r),p (1), N (1)] = Sla(r), p(r), A(7)]

. 2 qu’i ' Ta T2 dqz a
= / | [pi -~ Hy— ) Ga} dr / 1 [p, -~ Ho— X'Ge| dr
- B+ Bl -[D]p+[D=0. (1.55)

Portanto, obtém-se uma acao que incorpora invariancia de gauge nos
extremos temporais da evolucdo do sistema.
Pode-se aplicar este método, como exemplo, ao caso da particula livre

relativistica. A agdo para a particula relativistica é dada por

S = —m/ds, (1.56)

de onde segue a Lagrangeana

L=-m(-U"U,)"Y?, (1.57)

onde os U’s sao as quadrivelocidades (U” = dz”/dr).
A Hamiltoniana total é dada por

Hr = He + & (0#p, +m?) = 161, (1.58)

pois a Hamiltoniana canonica é fortemente nula; #; é um vinculo de primeira classe e

&1 é um multiplicador de Lagrange. As equagoes de Hamilton-Jacobi sao dadas por
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dz*

-~ {a¥ Hr} =26p", (1.59a)
dp,
— ~ {puHr}=0. (1.59b)

Seguindo a seqliéncia apresentada acima, precisa-se encontrar B. Neste
caso, nao é necessario fazer uma transformacéo canénica [5]; entdo B = 0. O segundo

passo é encontrar D. Para isto, precisamos saber como se transformam z* e p,:

bzt = {z* G} = {z" b} = 2¢p*, (1.60a)
0epy = {pu,G} =0, (1.60b)

sendo G o gerador da transformacao de gauge, e € o parametro da transformacao.
Pode-se, portanto, calcular a funcao D:

aG T2 _ 2 2\172
g~ G| =t -l (1.61)

1

Assim, a agdo estendida é dada por (ver (1.54))

G oz’ 2\172
com as novas condicoes de contorno
Xo(r) = |o = O = 1,2 1.63
(Ti)—x—pop (r:), i=12. (1.63)

1.5.2 Meétodo de Fulop et al para o calculo da Hamiltoniana

efetiva

Considere um sistema invariante por reparametrizacao; a Hamilto-

niana deste sistema serd uma combinagao linear de vinculos [15], ou seja,

Hp~0. (1.64)
O sistema apresenta vinculos de primeira classe (£2,):

20



Qy = 0, (1.65a)
{Qa,Q} = 0. (1.65Db)
Visando uma andlise da teoria no espaco de fase reduzido, faz-se uma

fixagdo de gauge na qual o(s) vinculo(s) fixador(es) depende(m) do tempo explicita-

mente, ou seja,

0(p,q) = f() . (1.66)

Fixando completamente a teoria, a Hamiltoniana total serd uma quantidade forte-

mente nula:

Hpy=0.

Para resolver o problema, faz-se uma transformacao canénica na qual
o gerador da transformacao ¢ determinado pela forma do(s) vinculo(s) fixador(es).

Desta forma, obtemos uma Hamiltoniana nao nula:

_OF

= (1.67)
or ] gauge fixo or

Em termos das novas varidveis ) e seus momentos conjugados P, os

vinculos sdo escritos como

Qa(Pa Q) == Qa[p(Pa Q)7Q(P7 Q)] ) (168)

e as equacOes de movimento para as novas varidveis sao escritas em termos de

parénteses de Dirac:

d _
d? = {Q, ), (1.69a)
dP -

Para ilustrar o método, novamente tem-se o exemplo da particula
relativistica. Lembrando da subsecao passada, o modelo apresenta um unico vinculo
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(de primeira classe), 6;. Usaremos como vinculo fixador o chamado gauge de tempo
proprio:

0

0y = 2° — LA (1.70)
m

Os parénteses de Dirac do setor espacial correspondentes aos graus
de liberdade fisicos da teoria sao dados por

{xi,xj}D = {pi,pj}DZO, (1.71a)
{z',pj}p = &, (1.71b)

sendo a matriz de Dirac dada por

_ _9p0
A= Y ) (1.72)
20° 0

O vinculo fixador fornece a forma da transformagao candnica a ser
efetuada:

PM = Du, (1733)

Xi = T, (173b)
Do

Xo = Xo— —T. (173C)
m

b = 61, (1.74a)
92 = X(), (174b)

e a matriz de Dirac passa a ser

0 —-2m
A= ( om0 ) ) (1.75)

O gerador para esta transformacgdo candnica dependerd das novas
coordenadas X*, e dos momentos canénicos das velhas coordenadas (p,). O tipo de

gerador que satisfaz estas condigoes serd F3 = F3(Q,p, ) [14]:
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(P°)?

e, de acordo com (1.67), a Hamiltoniana no espago de fase reduzido serd

dl‘i P pi
dr {a", H}p = m’
dp’ o

= ' HYp=0.

(1.76)

(1.77)

(1.78a)

(1.78D)

Portanto, os observéveis da teoria foram identificados (z*,p;), e as

equacoes de movimento encontradas sao as esperadas para a descrigao deste sistema
no gauge de tempo proprio. A contagem dos graus de liberdade verdadeiros também

é a esperada (trés coordenadas para posigao (z') e trés momentos conjugados (p;)).
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Capitulo 2

Relatividade Geral

A teoria da Relatividade Geral foi desenvolvida pela necessidade
de estender a descricao dos fenomenos fisicos aos referenciais nao-inerciais. Como
ponto de partida para seu desenvolvimento, o Principio da Equivaléncia fornece toda
a informacao necessaria para tal objetivo. Sua conseqiiéncia mais direta, o Principio
da Covariancia Geral, é uma ferramenta poderosa para a construgdo de equagoes
covariantes.

A partir desses dois principios, uma algebra tensorial é desenvolvida,
analogamente ao que acontece com a Relatividade Especial. Reconhece-se as quan-
tidades importantes da teoria (conexdo afim, tensor métrico, curvatura escalar) e
algumas operagoes precisam ser definidas ou modificadas (derivada covariante, di-
vergente, rotacional...).

Sendo uma teoria de campos, suas equagoes de movimento (as equagoes
de Einstein) podem ser obtidas de forma elegante através do Principio Variacional.
Olhando para estas equagdes pode-se ver a relacdo entre as fontes (a matéria) e o
campo gravitacional.

Este capitulo tem por objetivo apresentar de forma suscinta as pro-

priedades e ferramentas citadas acima, que sao suficientes para este trabalho.

2.1 Principio da Equivaléncia e Principio da Co-

variancia Geral

Nesta secao, serao apresentados dois principios fundamentais da Rel-
atividade Geral: o Principio da Equivaléncia e sua conseqiiéncia mais direta, o
Principio da Covariancia Geral.
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O Principio da Equivaléncia afirma que, para cada ponto de um
campo gravitacional arbitrario, pode-se escolher um referencial localmente iner-
cial no qual as leis da fisica sao relativisticamente invariantes no sentido da Rela-
tividade Especial [18]. De forma geral, um campo gravitacional pode ser localmente
compensado escolhendo-se um referencial apropriado. Um referencial que satisfaz
esta condicao é, por exemplo, um laboratério em queda livre.

Suponha um corpo em queda livre. Para descrever sua trajetoria,
escolhe-se um referencial localmente inercial £*. A equagao de movimento que este

corpo obedece no referencial £ é

d2§a
= 2.1
dr? 0, (2.1)
sendo
dr? = —nep dE@dEP (2.2)

o intervalo de tempo préprio no espago-tempo de Minkowski! (espaco-tempo de
Minkowski). Pode-se relacionar o referencial £* com um referencial nao-inercial ar-

bitrario z* da seguinte forma

(& — a2t
d (0&*dz*\ 0> d*a* 9%¢> dxtdz¥
p (aTT) = o  omow dr dar (23)

Assim, obtém-se as equagbes de movimento do corpo em queda livre no referencial
arbitrario z#. Multiplicando (2.3) por dz*/9¢%, e usando

o> oz
5or gge = O (2.4)
tem-se
2 A A 2ca m v
d°z ox* 0°€* dx*dx —0. (2.5)

dr? + otx OxkdzY dr dr

Nossa convengdo de métrica é [n4s] = diag(—1,1,1,1).
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Definindo

ax)\ 82§a
M =—_——=— 2.6
T 9ge OOy (26)
que ¢ a chamada conexao afim, pode-se escrever (2.5) como
d?z? \ dzt dz”
—_— p— . 2-
dr? odr dr 0 (27)

Esta é a equagao de movimento do corpo em queda livre num sistema de coordenadas
arbitrario z#. Fazendo uma comparagdo com (2.1), observa-se que a conexdo afim
deve conter a informagao sobre o campo gravitacional que atua sobre o corpo. E
desta maneira que se procede para encontrar as equacoes de movimento e as leis
fisicas de fenémenos gravitacionais.

O intervalo de tempo préprio expresso em coordenadas arbitrarias x*

sera
dr? = —n oc” dzt ?——g—ﬂ— dx” (2.8)
g fav '
e definindo
o0& 9¢h
g;u/ = 51}_“@ TNag (29)

que é chamado de tensor métrico, a equacao (2.8) fica na forma

dr?* = —g,, dz" dz"” . (2.10)

O tensor métrico é a quantidade que carrega as propriedades da ge-
ometria do espago-tempo.

Como conseqiiéncia do Principio da Equivaléncia, tem-se o Principio
da Covariancia Geral: uma equacao fisica é valida num campo gravitacional ar-

bitrario se

1. a equagdo é relativisticamente invariante na auséncia de gravitacao, ou seja,

quando g,, = M, € Ff;,, = 0;
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2. a equacao ¢ covariante sob transformacoes gerais de coordenadas, ou seja, ela

preserva sua forma sob uma transformacao do tipo z — z'.

O Principio da Covariancia Geral sé faz sentido quando estd rela-
cionado aos efeitos da gravidade; uma equacao fisica, em virtude de sua covariancia
geral, serd verdadeira num campo gravitacional se ela é verdadeira na auséncia de

gravitacao.

2.2 Vetores e tensores. Algebra tensorial.

Com o objetivo de construir equacoes covariantes por transfor-
magoes gerais de coordenadas (TGC), é necessério saber como se transformam
vetores, tensores e escalares.

Os escalares nao alteram sua forma funcional sob uma TGC. Exem-
plos de escalares sdo o intervalo de tempo préprio (d72) e a agdo para o campo
gravitacional (Sg).

Como na Relatividade Especial, em Relatividade Geral temos vetores

contravariantes e covariantes. Um vetor covariante se transforma como

) ox?

TR

A (2.11)

Como exemplo de vetor covariante tem-se o gradiente de um escalar ¢ (9,¢). Ja um

vetor contravariante se transforma por TGC da seguinte forma:

' 811,',”
B* =
ox”

B’ (2.12)

Exemplo de vetor contravariante é uma diferencial (dz*).

Pode-se generalizar estes procedimentos para tensores de ordem maior
que um. Como exemplo de tensor de segunda ordem tem-se o tensor métrico g,
definido em (2.9). Para verificar que ele é realmente um tensor por TGC, faz-se uma

~ . . ;. !
transformacao para um sistema de coordenadas arbitrario (z*):

) oEx oEP
G = o8 5

06> OxP 0P Ox°
T OxP Oz’ Oz 'V’

(2.13)
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e usando novamente (2.9):

' axp 8:170
gp,l/ = gpa 81./“ ax/,/ I (214)

esta verificado que ele é um tensor por TGC. O tensor métrico tem uma versao
contravariante (g*):

9" gua =95, (2.15)

sendo 0% o tensor de Kronecker (u =X — =1, u# X — 6 =0).
Uma equacao serd covariante por TGC se ela for uma igualdade entre

tensores do mesmo tipo:

Fw;\n = G“V)\n . (216)

~ !
Fazendo-se uma transformacao geral de coordenadas z* — x #*:

Ozt 0z'¥ 97 9x° g
oz 9P 9> dx's~ 0’

Fie=
e por (2.16):

oz * or'" 9z Oz

o=
M dxe 9xB 0> Ox'k

G, =G", . (2.17)

Um caso particular é quando o tensor é nulo num dado referencial;
pelo que foi visto acima, ele serd ser nulo em todos os referenciais.

Pode-se construir tensores de varias formas:

1. como combinagao linear:

AP = aB*P + bC*P | (2.18)

sendo a e b escalares.
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2. por produto direto:

D*f = E*°F, . (2.19)

3. por contragao de indices:

Vil = ver, (2.20)

4. levantando e abaixando indices usando g,,:

To. = guwT"s. (2.21)

K

2.3 Derivada covariante

A operagao de derivagdo de um tensor em Relatividade Geral nem
sempre leva a um outro tensor. Por exemplo, considere-se o vetor contravariante A,
cuja lei de transformacao é dada pela equacdo (2.12). Fazendo derivagdo de (2.12)

~ !
com relacdo a z *, tem-se

g ' ' v 9P 2, 1 p
0A 0 <8$ A”) oz * 0A” Ox 0%z * Ox v (2.2)

7>~ 97 \ oz = 2w 9zr 02> | 917 9zr B2

O primeiro termo ¢é o que se esperaria se dA*/9z* fosse um tensor;
o segundo termo é que mostra que, na realidade, A*/0z* nao é um tensor por
TGC. Portanto, ha a necessidade de se definir uma operacao de derivacao que seja
covariante por TGC, a fim de que se possa construir equagoes que sejam validas em
qualquer referencial.

Da equacio (A.7), e multiplicando por A'*, tem-se

e Oz'* dx” dx° _,  O’x’* 9z 9z° ) Ox’* A
A Ozv 9x'* 0x's P7  QxzPOx° Ox'> Ox'* | Ox"
oz’ * OxP o2x'* OxP
= v A% — — A% 2.2
oz 0> *° 0zxPOx° Ox'* (2.23)

29



Somando (2.22) e (2.23), tem-se

OA'H i oz'* Oz [DAY
k= v A% . .24
o' F’\“A - Ozv 0z’ [33:" +1pd ] (2:24)
Define-se
0A* .
AH A= Iy + I A", (2.25)

como a derivada covariante de um vetor contravariante A", que, olhando para
(2.24), é covariante por TGC. De forma anéloga, tem-se a derivada covariante de
um vetor covariante B:

__ 0B,
B,., = ~-T,,B 2.26
B 8.’17 A ( )
A derivada covariante apresenta as seguintes propriedades:

1. linearidade:

(aT} + BBE).\ = oT" at BB,, X (2.27)
sendo « e [ constantes.

2. regra de Leibniz:

(T¢B*),, =Tt ,B*+ B T} . (2.28)

3. a derivada covariante de um tensor contraido é a contracao da derivada covari-
ante:

uA . aB“ﬁ\ * vA F)\ Bua B uA
B i T e + puB 2 1o z\_F/\pB B>

e como I'), é simétrico nos indices v e A, ent@o os dois dltimos termos se

anulam, sobrando

oB"

A
B#/\;p orP

+ T4, B . (2.29)
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4. o tensor métrico é constante sob derivagdo covariante [7, 19]:

Guvix = 0. (230)

Esta afirmagdo pode ser verificada pelo seguinte exemplo: como g, é um
tensor, pode-se escolher qualquer sistema de coordenadas para verificar se ele
¢ um tensor nulo ou nao num dado ponto. Escolhendo um referencial inercial
neste ponto, tem-se que I', e as derivadas parciais de g,, sdo nulas. Se o
tensor g, ; » é nulo neste referencial, por ser um tensor por TGC, ele serd nulo
em todos os outros referenciais [20].

5. a derivada covariante comuta com as operagoes de levantamento e abaixamento
de indices:

(ngTV);)\ = g“uTu T A (231)
conseqiiéncia de (2.30).

O fato da derivada covariante mapear tensores em tensores e se re-
duzir a derivacao ordindria em sistemas localmente inerciais sugere outra forma de
obter equacoes que sejam covariantes por TGC, e que satisfazem o Principio da
Covariancia Geral:

1. escrever as equacoes invariantes por transformacoes de Lorentz da Relatividade
Especial;

2. onde aparecer 7),, trocar por g,.;
3. onde aparecer uma derivada ordinaria, troca-la por uma derivada covariante.

Os trés passos acima garantem a validade destas equacoes na presenca de campo
gravitacional [20].

Como casos especiais da derivada covariante existem, por exemplo:
1. o gradiente de um escalar pode ser escrito em termos da derivada covariante:

_OF

"=

F (2.32)
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2. o rotacional de um vetor:

oG, 9G,

L, —G,., = - : 2.33
Gl‘l‘l G K 8$V a.’L‘“ ( 3 )
3. o divergente de um vetor:
0AH
Al = 5o T I AN (2.34)

Usando a relagdo para a contragio da conexao afim [20]

., 1.0

A= ﬁ@(\@) : (2.35)

tem-se

L1

W= e VA, (2:36)

que exige apenas o calculo de g (determinante de g,,) e suas derivadas.

4. a expressao do D’Alambertiano de um escalar, que segue de (2.36):

O¢ = QW(QS);M;V
= (gwjau¢);u

%au(\/g 9" 0,9) . (2.37)

Até o momento, foi definida a diferenciacao covariante para tensores
definidos em todo o espago. No entanto, existem tensores que sdo definidos ao longo
de curvas, como, por exemplo, o momento de uma particula (que sé é definido ao
longo de sua linha de mundo) [20]. Portanto, é necessario definir a diferenciacao
covariante ao longo de uma curva.

Como z¥ = z”(7), derivando (2.12) em relacdo a 7, tem-se
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dA¥(r)  dz*dAY(r) = O%x* di* |,
dr  Ox¢ dr + Oxvox> dr A(r).

(2.38)

Analogamente ao que acontece em (2.22), define-se a derivada covariante ao longo

da curva z#(7):

DA*  dA* i dx?
= — — AY. 2.
Dt dr + 1 dr (2.39)

Lembrando da lei de transformagao da conexdo afim (A.7), e usando
(2.12) e (2.38), tem-se que DA*/Dt é um vetor:

DA*  Oz'* DAY
Dr  0z¢ Dt (2.40)

2.4 Curvatura

O conceito de curvatura é um dos tépicos mais importantes da Rel-
atividade Geral. Entre outras propriedades, a curvatura permite verificar sem am-
bigiiidades se uma dada métrica é a métrica do espago-tempo chato ou de um es-
paco-tempo genuinamente curvo. Além disto, as equagoes de movimento do campo
gravitacional (equagtes de Einstein) sdo escritas de forma simples usando o tensor
de Ricci e o escalar de curvatura.

O tensor de curvatura de Riemann e suas contragoes sao os unicos
tensores que podem ser construidos a partir do tensor métrico e de suas derivadas
primeiras e segundas [7]. Portanto, desempenham um papel central na teoria da
Relatividade Geral.

2.4.1 Definicao do tensor de curvatura. Propriedades.

Para construir o tensor de curvatura, toma-se a equagao (A.3) (regra

~ . ~ !
de transformacao de 1“2,,) e inverte-se a transformacao de x * para x*:

! ! !
y 0z} oxPore .  Ox* Oz

w = o0 o Dar L7 T 05 Ganda (2:41)
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Como visto no apéndice A, I‘;\w seria um tensor por TGC se nao
houvesse o termo em derivada segunda em (A.3). Isolando este termo (chamado de

nao-homogéneo), tem-se

8 ,T Ip Ia , 2 IT
z /\”_81: oz - 0°z . (2.42)
oz * Ozt Oxv 7 OQzHOxV
O passo seguinte é derivar (2.42) em relagdo a z*:
Pz’ _ oz’ o oz'? 0z . i ox'* [0x'7 m oz oz’ .
O0z+0zv Oz* Wl gzn TR Qs gzh 0 P7 9gr | Bzn " Qs Gzv ™

L Y I R G ¥ LV oz Oz~
0z’ 0z’ dx'" 31‘;,70

— 2.
ozt Oz Oxr Ox'n’ (2.43)

e entao, apos relacionar os termos iguais, trocar v por k:

Io, ! ! ! ’,r A
' 92 [833” m oz "ozt I"”] N oz ™ oI,

IT IA IT ’A
ox'm Fp/\ Pna PAG an

z'" _ oz'™ | O), e | 0z'? 0x'? oz | 0T,
Ox? OxHOxk ozx> | Oxv pi v oz+ Oz Oxv
., 0z [9z'P ,  0z” _, , 0z°]
b o [ M TR T ey I

ozv ~H* Oz
Subtraindo (2.44) de (2.43)

(2.44)

or'™ |ary, o, \ \
[ : o T T Ty = DL T

or* | oz~ Oz
0z'* dx'® o' | O, oL,
Ozt Oxv Ox* | O’ Ox'°

I T+ T F;A,,] , (2.45)

e definindo o tensor de curvatura de Riemann - Christoffel como

R} = O, - _6_@_'3
wer T Qxe o Oxv

tem-se, olhando para (2.45), que ele é um tensor por TGC:

A A
+I1, TN, ~T0.T (2.46)

vn

w0z Oz* 9z¥ Oz~
Rpon = oz 9z'r dx'e dx'm R (2.47)
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A partir de (2.46), pode-se construir outros tensores. Por exemplo,

contraindo indices da seguinte forma

R,. = R) (2.48)

PAK )

obtém-se o tensor de Ricci. Por outro lado, contraindo indices de R, obtém-se

a curvatura escalar R:

R=g"R,,. (2.49)

Para facilitar a visualizacao das propriedades algébricas do tensor de

curvatura, escreve-se

R)\/,LVK, = QAJRZU,{ ) (250)

que, explicitamente, é [7, 19]

82.9)\1/ 629;11/ 829)\& 629;“:

B = % 0" 0zh 00 | 00wk | 9wdr| Ino [T i = Tea T ] -
(2.51)
As propriedades algébricas mais importantes de Ry, sao:
1. simetria:
Rypvk = Rueay - (2.52)

Como conseqiiéncia desta propriedade, o tensor de Ricci (2.48) é simétrico por
troca de indices:

R, = Rey - (2.53)
2. antisimetria:
Ry = =Rk = —Rouer = Rupww - (2.54)
3. ciclicidade:
Ryywr + Rogpw + Rowep = 0. (2.55)
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2.4.2 Gravitacao e Coordenadas Curvilineas

Como mencionado na introduc¢ao, pode-se verificar, usando-se o ten-
sor de curvatura de Riemann, se uma dada métrica g, representa um espago curvo
genuino ou se é apenas a métrica de Minkowski escrita de forma inconveniente. Para
ilustrar este fato, um exemplo serd apresentado.

Fazendo a transformagcao inversa de (2.9), tem-se

n®8 = gh 08 9¢°
oxt Oxv -

(2.56)

Suponha que a métrica g,, de um dado ponto do espago-tempo tenha as seguintes
componentes

Gr=1, goo=12, Gpp = r?sin®f, gy = —1. (2.57)

Pode-se verificar que, com estas componentes de g,,,, encontra-se um

conjunto de £*’s que satisfaz (2.56) em qualquer ponto do espago-tempo. Sao eles

' =rsinfcosp, & =rsinfsing, & =rcosh, € =t. (2.58)

Portanto, conclui-se que, na verdade, (2.57) sdo apenas as componentes de 7,5 es-
critas em coordenadas esféricas polares.

Existe uma maneira de verificar se g,, é equivalente & métrica de
Minkowski, sem precisar resolver (2.56) para os £*’s. As condi¢Ges necessédrias e
suficientes para que a métrica g,,(z) seja equivalente a 7,45 (no sentido que hd uma
transformacgdo x — £ que satisfaz (2.56)) sao:

1. que o tensor de curvatura deve se anular em todos os pontos, ou seja,

A
R,,.=0. (2.59)
Se é possivel encontrar um referencial £* que satisfaz (2.56), entdo neste ref-
erencial a métrica é 7,4, a conexdo afim é nula e, de (2.51), R, serd nulo.

Como a equagdo (2.59) deve respeitar o Principio da Covariancia Geral, entao

o tensor de curvatura deve ser nulo em todos os referenciais.
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2. que em algum ponto X a matriz g,,(X) tenha trés autovalores positivos e um

negativo.

Esta condigdo vem do fato de que uma transformacao do tipo (2.56)
precisa ter determinante ndo nulo (visto que 7,s € g, podem ser representados
por matrizes), e este tipo de transformacdo é chamada de congruéncia [7]. Esta
transformagcao requer que 744 € g, tenham o mesmo nimero de autovalores positivos,
negativos e nulos.

Portanto, pelo que foi visto acima, o fato do tensor de curvatura ser

nao-nulo representa a presenca de um campo gravitacional.

2.4.3 Descrigao da curvatura em N dimensoes

Esta subsecao tem como objetivo apresentar a expressao geral do
nimero de componentes independentes de R),,. em N dimensoes e algumas pro-
priedades.

Usando as propriedades algébricas do tensor de Riemann e tomando
R,k como uma matriz de indices (Au) e (vk) [7], obtém-se a expressdo geral para

o nimero de componentes:

Cy = -1124\72(1\/2 -1). (2.60)

Como exemplo, serd apresentado o caso em que N = 2, de acordo com o propésito

deste trabalho. Portanto, usando a expressao acima, tem-se

22
On =552 -1) =1, (2.61)

que mostra que em duas dimensoes s6 existe uma componente independente, Ryio;.
As outras componentes estdo relacionadas com Rpjp; da seguinte forma (usando as
propriedades (2.52) a (2.55)):

Ro101 = —Ro110 = —Rioo1 = Roior
Ri111 = Ri100 = Roo11 = Roooo = 0. (2.62)

As equagdes (2.62) podem ser escritas de uma maneira mais compacta:
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R)\;um = (g)\u Gue — 9k g;u/) - (2'63)

sendo

g = g11 oo — 9(2)1 . (2-64)

Contraindo Ry, com o tensor métrico, obtém-se o tensor de Ricci:

R
R;m = Guk % ) (265)

e repetindo a operagao para R, tem-se a curvatura escalar:

— 2FiOlOl

R 2.66
g (2.66)
Substituindo (2.66) em (2.63), obtém-se R, em func¢io de R:
1
R)\;wn - iR(g)\u Guk — Gxe g/,w) . (267)

2.5 Equacoes de Einstein via Principio de Hamil-

ton

As equagdes de Einstein podem ser obtidas de forma elegante a partir
de uma agao usando o Principio de Hamilton, como é feito em teoria de campos. Para
tanto, é necessario conhecer a forma da agao neste caso.

A acao total da qual surgem as equagoes de Einstein consiste de dois

termos: uma parte do campo gravitacional (Sg) e uma parte da matéria? (Sy):

S =Sy +Sg, (2.68)

sendo

2Este termo, na verdade, contém em sua expressio a acido da matéria e de interacdo com o
campo gravitacional.
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Se=— ! /\/—g(x)R(x) d'z,

167G

(2.69)

R(z) o escalar de curvatura e G a constante de gravitagdo de Newton. Aplicando o

Principio de Hamilton a (2.68), tem-se

0S =05 +05¢=0.

A expressao de 0S5y é [7, 19]

0Sm = %/ Vg(@)T" (2)8g,, d*z

sendo 7" o que se chama de tensor de energia - momento.

Para encontrar 6Sg, faz-se a variagdo de (2.69):

5Sg = —ﬂ;—G [R(2)6+/9(2) + \/9(@)0R(z)]d"z .

Lembrando de (2.49), tem-se

1

0Sg = BT (9" R,,0+/9 + /9 9" R, + /g Ru6g™|d s .

Usando a expressao (2.46), calcula-se a variagdo de R,,:

6T 6T
SR, = —2 —

n

oxF oz*

A variagao de I'}, € [7):

1)\’, 009, 009, 009

6T = —g™I'% 69,0
i 9% wO9p0 29 o OxH ozr |’

a qual pode ser expressa como

1
O = 5 9 [(090);0 + (09p0); = (59 -

39
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A quantidade 51“;\“, é um tensor por TGC, o que permite expressar (2.74) como uma
soma de derivadas covariantes (ver (2.25) e (2.26)):

SRy = (6T73);x — (6T} )5x - (2.77)

Portanto, o segundo termo de (2.73) tem a forma

V9 9" 8 Ry = /9[(9"0T )0 — (9"0175,)0] (2.78)

usando o fato de que a derivada covariante de g,, € nula. Utilizando (2.36), tem-se

14 a v 8 14
V89" O = 511G 90T = 55 [V/a g 0Ty, ], (2.79)

e este termo se anulard nos extremos pelo teorema de Gauss e pela hip6tese de que
no infinito os campos sdo nulos.

Resta saber a variacao do determinante de g,,. A expressao para d,/g
vem do calculo do divergente [7, 19]:

1
6\/§ = 5 \/EQWCSQW . (280)
Como [7]

89" = —g""9" 69,0 , (2.81)

a expressao (2.73) toma a forma

1 1
— wy o pv 4
0S¢ 6 C /\/ﬁ R 59 R)6g,, d*x . (2.82)
Substituindo (2.82) e (2.71) em (2.70), obtém-se, finalmente

=—= H — — g 4 - v 4,
6S 16”G/\/§[R 59 R]6g,, d'z + 2/\/§T (6guw)d’z=0. (2.83)

Para satisfazer (2.83) é necessario que

1
RM — 2 ¢" R+ 8nGT" =0, (2.84)

visto que dg,, é arbitraria. Estas sdo as equacoes de campo de Einstein. Elas
relacionam o campo gravitacional g*¥ com a matéria T"”; dadas as fontes, a solucgao

destas equagoes fornece a dinamica do campo gravitacional.

40



Capitulo 3

Gravitacao induzida bidimensional

- modelo de Polyakov

Dentro do contexto de teoria de campos, a fim de obter a tao sonhada
unificacao das quatro interacoes fundamentais, é preciso construir a teoria quantica
de campos correspondente a cada uma delas (eletromagnetismo, forgas nucleares e
gravitacdo). As teorias das forgas nucleares e o eletromagnetismo foram quantizadas
com sucesso [1]. No entanto, com a gravitagdo nao se obteve o mesmo éxito, por ela
ser uma teoria de campos nao-renormalizavel [8].

Com o objetivo de solucionar este problema, surgiram modelos alter-
nativos’ em duas dimensdes espago-temporais [9]. Um deles é o chamado modelo de
Polyakov [10], que é a base deste trabalho.

Esta secao é dedicada a apresentar o modelo de Polyakov e sua anélise

cléssica.

3.1 Gravitacao de Einstein em duas dimensoes

As equagoes de movimento do campo gravitacional em quatro di-

mensodes espago-temporais (teoria de Einstein) sdo escritas como

1
Ry — 59uwR = —87GT,, (3.1)

sendo G a constante da gravitacdo de Newton e 7}, o tensor de energia-momento

1A gravitacdo de Einstein.
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da matéria, como foi visto no capitulo 2. No entanto, em duas dimensdes espaco-

temporais, tem-se a identidade

1
R = _'gp,yR 9 (3'2)

l“/_2

que implica que nao ha informagao dindmica sobre o campo gravitacional. Esta
relagdo é consequéncia do teorema de Gauss - Bonnet [9], que confirma que a La-
grangeana de Einstein em duas dimensoes ¢ uma derivada total.

Este fato tornou necesséaria a procura de uma teoria alternativa para
a gravitacao em duas dimensoes. Uma destas teorias alternativas foi proposta
por Polyakov [10], a qual fornece uma dindmica nao-trivial para o campo gravita-
cional. Vale destacar que esta teoria é quantizavel, fato que nao ocorre na gravitacao

quadridimensional de Einstein.

3.2 Origem da acao de Polyakov

Parte-se da acdo para a corda bosonica [21]:

Sp= [ ——V;gg'“’ 0,X'9,X; , (3.3)

sendo X*(z = 1,...,d) as d coordenadas da corda e g"* a métrica de folha de mun-
do descrita pela corda®. Existe uma interpretagio alternativa para esta agao [21],
que é olhar para as varidveis X; como campos de matéria imersos numa métrica
bidimensional g,,. Procede-se, entdo, ao processo de quantizagao funcional [10].

A agdo cléssica (3.3) é invariante por difeomorfismos e por transfor-
magcoes de Weyl [21]. No entanto, a nivel quantico, apenas uma destas simetrias serd
preservada; no caso, restara a invariancia por difeomorfismos [9]. Este fato d4 origem
a chamada anomalia de Weyl, que deve ser removida a fim de se obter uma teoria
quantica de campos consistente. Este é um processo bem conhecido em teorias de
gauge [1].

Prosseguindo com a quantizacao funcional da teoria, calcula-se a

funcao de particao, com o objetivo de encontrar as funcoes de Green:

Z = /Dg /DXi exp{—Sp} . (3.4)

2A convencdo deste capitulo é det g = —g.
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Apés a regularizacao e renormalizagao da teoria [10], processos con-

hecidos em quantizagao de teoria de campos, obtém-se a acao efetiva

1
Sefs = /de kv —g <RER + ,u) , (3.5)

sendo O o d’Alambertiano bidimensional, R é a curvatura escalar, u é a constante
cosmoldgica e k faz o papel de constante de acoplamento. Esta é a chamada acao da
gravitagao bidimensional induzida (ou simplesmente agao efetiva), e é a partir dela
que se obtem as equagOes de movimento (a dindmica) do campo gravitacional em
duas dimensoes.

Por ser uma agao nao-local (por causa do operador 071), a andlise
Hamiltoniana da teoria é dificultada. A fim de contornar este problema, define-se

um campo auxiliar ¢, que satisfaz [22]

o+ %D‘lR:O, (3.6)
sendo
o =8k, (3.7)

e a agao se torna local:

” 1 a a?
S= [ day=—g|—5¢0p —5Rp+ 0], (3.8)

sendo

_H
s=£. (3.9)

Esta acao é o ponto de partida de andlise em nosso trabalho.

Encontram-se usualmente, na literatura, trabalhos sobre a gravitagao
induzida no gauge de cone de luz [23], que foi usado originalmente por Polyakov
em seu trabalho pioneiro [10]. H4 também trabalhos que analisam classicamente a
teoria sem escolher um gauge [13, 24], e no gauge conforme [23, 25]. Nas préximas
secoes serd apresentado o modelo de Polyakov no gauge de cone de luz e numa anélise

cldssica independente de gauge.
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3.3 Anadlise classica independente de gauge

Partindo da acdo (3.8), e fazendo algumas integracdes por partes,

obtem-se a densidade de Lagrangeana seguinte:

o
Il

a V [glwau(pat/go] + (euaaa Qoeuﬂaﬂg;w)

+ —oﬂﬁ\/_

\/_

aﬂe””e“"@,‘gapa,,gﬂg , (3.10)

8\/_

sendo €’ o pseudo-tensor de Levi-Civita em duas dimensoes. Para simplificar a

formulagdo Hamiltoniana, acrescenta-se a (3.10) um termo de superficie [22]:

~ % eV
L = L+0,|———c¢ a0y :I . 3.11
[2\/—911 0 918 ( )

A forma explicita da agao serd

1
L = 2, /__g[_gu(aosl?)2 + 290100001 — goo(D10)” + (Bog11809 — 201901800 + D1 g00Br )]
1 o
+——aa—aa—a2]. 3.12
9v/—g 911901( 1911000 — 00g1101¢) By (3.12)

A partir de (3.12) pode-se calcular as equagdes de Euler-Lagrange

para os campos da teoria:

1
L, = 2\/_—930[29118080 — 290101 — aOpgn1 + 20:01901] +
1
+ 5—‘\/_——9‘31["‘290180@ + 290001 — 01 goo
1 «
+ ﬁg_l(algolaogu — 00g0101911) , (3.13a)
- 1
1 dogo1 d19
Ly, = —=— |—(00p)® — adip + e — dop| 3.13b
o1 2\/:—5[ (Go) b oy e oy (3.13b)
1 «
L = ——— 2009010 + — (0191100 — 0091101 ) + 200y (O ],3.13c
go1 2\/:—-9-[ 0pO1Yp 911( 191100 091101) b(019) | ( )
1
Lgyy, = ﬁ(_(aﬂpy - aaf(p) . (3.13d)
Tem-se, também, as expressoes para os momentos conjugados aos
campos:
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1
Ty = \7‘_—;(9013180—91130@

o go1
+ 0 — 20 + =0 > , 3.14a
2\/j§< 0911 1901 o0 1911 ( )
il = ¢ <a _9u g > 3.14b
2v/—g oY 911 1% ( )
™ = 0=w, (3.14c)
™ = 0=w,. (3.14d)

As relagoes (3.14c) e (3.14d) definem dois vinculos primdrios da teoria, de acordo
com o que foi descrito no capitulo 1. Com as expressoes dos momentos canonicos,

constroi-se a densidade de Hamiltoniana canonica:

Jo1

\/__g o1+ =— ¢o, (3.15)

911 g1

H=-—

sendo

1 4 4
¢ = 5 {(5190)2 - E(QMWM)Q - a(gnﬂll)ﬂw]
1 algll 8 82 2
- 5| . 1o+ 2a0p + B | (3.16a)
¢2 = 7T<pal(,0 — 2g1181’ﬂ'11 — 7['1181911 . (316b)

Impondo a condicao de consisténcia temporal dos vinculos primarios

wp € wy, obtem-se dois vinculos secundérios

(bl ~ 07
Gy ~ 0. (3.17)

Estes dois vinculos, juntamente com w; e ws, sdo vinculos de primeira classe (ver
capitulo 1). Eles sdo os geradores das simetrias residuais presentes no modelo (ver
subsecao (3.4.2)).

Olhando para (3.15), (3.16a) e (3.16b) fica evidente que a Hamilto-
niana candnica ¢ uma combinacao linear de vinculos, ou seja, é uma quantidade

fracamente nula. Com a fixacao de gauge, ela se torna uma quantidade fortemente
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nula, caracteristica dos sistemas invariantes por TGC [5]. Este problema da Hamil-

toniana ser nula neste modelo foi tratado por néds [13], e serd apresentado no capitulo
4.

3.4 Analise classica no gauge de cone de luz

3.4.1 Formulagcao Lagrangeana

Define-se as variaveis de cone de luz da seguinte maneira:

(2 £ 21, (3.18a)

Sl

=
V2

De acordo com estas defini¢oes, faz-se a seguinte escolha de métrica:

g = g*‘) . (3.19)
9+ 9

Ja as condigoes do gauge de cone de luz sao dadas por

0y = ——(B+0). (3.18b)

1 1
g++ = 5900 + go1 + 5911 =2(gnn +1), (3.20a)
1 1
9-- = 390~ g+ 59 = 0, (3.20b)
1 1
- = 90— 5ou =1 3.20
9+ 5900 = 591 ; (3.20c)

e impondo as equagoes acima em (3.19), tem-se

G = ( _2;”“ (1) ) . V—g=1, (3.21)

sendo h, uma fungao arbitraria das coordenadas do espago-tempo bidimensional, a
qual carrega toda a informacao do campo gravitacional. Com esta fixacao de gauge,
a Lagrangeana (3.12) se reduz a

1
L=0,00_p~+hy (0_90)* —ad_h, 0_p+ §a2ﬁ : (3.22)
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As equacgoes de Euler-Lagrange provenientes desta densidade de La-
grangeana sao

L, = o (3+(p Y hitO_p— %a_h++) ~0, (3.232)
Lh,, = (0_¢)*+ad’p=0. (3.23b)

Os momentos candénicos conjugados aos campos h,, € ¢ sao

Ty = (14 hiy)(Gop — O1p) + O1p — %(30h++ —O1hyy), (3.24a)

(0%
7Th++ = ——2‘(80(,0—81()0). (324b)

Estas informacoes serao utilizadas na préoxima se¢ao e no capitulo 4.

3.4.2 Simetrias locais

O modelo de Polyakov é invariante sob as seguintes transformacoes:

e a. Transformagao geral de coordenadas (TGC)

Olhando para a expressao que define ¢ (eq. (3.6)), vé-se que ele é um campo
escalar por TGC, e g,, é um tensor de segunda ordem (ver capitulo 2). A

variagdo de forma destes campos é dada pelas expressoes [9]

dp = €'Oup, (3.25a)
89" = €200g" — gF*0n€” — gV 0n€" , (3.25Db)
sendo e”(x) os parametros (arbitrarios) da transformagao.

e b. Transformacao de Weyl

A métrica g se transforma por Weyl da seguinte forma:

09" () = A(x)g" (z) , (3.26)

sendo A(z) um pardmetro arbitrario. Contudo, o modelo de Polyakov nao

apresenta invariancia de Weyl (ver secao 3.2). O que acontece, de fato, é que
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existem certas restrigoes sobre A(z). De (3.6) e (3.26), segue que os campos ¢

e g, se transformam por Weyl da seguinte forma:

o
5@ - §A7
Sg" = Ag. (3.27)

Para que as expressoes acima sejam transformacoes de simetria da agao efetiva,
A(z) deve satisfazer a seguinte condi¢ao
(2R - p)A =0,¢", (3.28)

para algum vetor £”. Isto quer dizer que nao ha invariancia de Weyl local, mas

sim uma invariancia rigida.

Reunindo as expressoes dos itens a) e b), tem-se

Sp = Oup+ %A , (3.29a)
5g" = €0ag" — g"0a€” — g™ 0uc" + Ag" (3.29b)

com a restricao
(2R — A = 8,€” , (3.30)

que sdo as simetrias da acao (3.8).
Para se obter as simetrias da Lagrangeana no gauge de cone de luz,
impoem-se as condigoes (3.21) em (3.29a) e (3.29b). Portanto, as componentes g+

e g7, neste gauge, devem ser invariantes (olhando para (3.21)):

6Tt = —0_e" =0, (3.31a)
6gt7 = —(0_€ +0;et+A)=0. (3.31Db)

As equagdes acima impoem uma, restricdo sobre o parametro et e vinculam A(z)

(parametro da transformagio de Weyl) aos parametros e e €:
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A=—(0;€t +0_€) = —0,€". (3.32)

De (3.30), tem-se que

8+ (,LL€+) + 3_ [,LLC_ + 45_h++(3+6+ + 6_6—) - 4h++83€_] + 4h++8i€_ = ,,fy s
(3.33)

a qual sé é satisfeita se

e =0. (3.34)

Portanto, os tinicos parametros independentes sao €t e €, que estao condicionados as
restrigdes (3.31a), (3.31b) e (3.34). Pelo fato dos parametros €* sofrerem restricoes,
estas simetrias sdo também classificadas como rigidas (ver capitulo 1).

Finalmente, as simetrias residuais relevantes sao (para €~)

dop = € 0_¢p— %8_6_ ) (3.35a)
5h++ = —8+€_ + €_a_h++ — h+.|_€_ y (335b)
com
Pe =0,
e para e
d¢p = —ethy, 0_p+ %6+8_h++ , (3.36a)
5h++ _— €+a+h++ + h++(9+€+ 5 (336b)
com
0_et =0.

O préximo passo é encontrar os geradores correspondentes as sime-
trias (3.35a), (3.35b), (3.36a) e (3.36b). Usando (1.35):
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L(pé(p + Lh++6h++ = 3MJ” ) (337)

encontram-se as correntes que formam o gerador das simetrias residuais. Para as

transformagdes (3.35a) e (3.35b), correspondentes ao parametro €~, tem-se

2
I = =€ |heal(0-9) + ad’p] = S5 by
2 2
- %(8_6")8_h++ + %—h++836' (3.38a)
JW = —e[(0_p)* + ad®y], (3.38b)

e o gerador é escrito como

Ge- = / dz J°, (3.39)

sendo J° uma combinacao linear de J* e J~:

_
V2

Repetimos o procedimento para as simetrias residuais correspondentes

J° (Jt+J7). (3.40)

ao parametro ™. Para as transformacoes (3.36a) e (3.36b), tem-se

L(pé(p + Lh++6h++ = auj” ; (3413:)
it = € hyy[(0-p)* + ad’y], (3.41Db)
a? a?
im = € hL0-9)? + ady] - 7h++33h++ + Z(a_h++)2
+ cp(zT), (3.41c)

sendo ¢, 4 (z*) uma fun¢ao indeterminada, que obedece & restri¢do 0_cy4 = 0 [12].

O gerador ¢é escrito como

Ge+ = / dz j°, (3.42)

sendo
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= %(ﬁ +i). (3.43)

Ap6s calculados os geradores (3.39) e (3.42), pode-se usar as definigoes
dos momentos canonicos para obter as correntes em termos das varidveis do espago
de fase, a fim de encontrar a dlgebra que elas satisfazem [12, 26]. Esta &lgebra ¢ a
chamada algebra de Kac-Moody SL(2, R) [10]:

{J%(z), ()} = 606 (z — y) + € Nea ] (2)8(z — v) , (3.44)
sendo
0
= 1o -10], (3.45a)
0
0 3
mw = )= 0 -10 ], (3.45b)
1 0 o0

o tensor métrico de Killing [12, 26}, e £%*¢ o pseudo-tensor de Levi-Civita:

e =1. (3.46)

Ressaltamos que a algebra de Kac-Moody tem um papel fundamental
na teoria de Polyakov, no sentido que a sua quantizacdo depende fortemente da
validade desta dlgebra [10]. Para elucidar a sua origem, trabalharemos no espago de

fase reduzido, o que sera feito no capitulo 4.
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Capitulo 4

Gravitacao induzida
bidimensional: modelo auto-dual e

problema da Hamiltoniana nula

Neste capitulo, apresentamos as aplicacoes das técnicas que estu-
damos (capitulo 1) ao modelo de Polyakov (capitulo 3).

Como primeira aplicagdao, temos a versao auto-dual do modelo de
Polyakov. Nosso objetivo é explorar suas simetrias residuais, calculando seus ger-
adores via Teorema de Noether [11].

A segunda parte do nosso trabalho é a utilizacado das técnicas apre-
sentadas na se¢do (1.5) ao modelo de Polyakov [13].

Com o objetivo de tratar a invariancia por reparametrizacao do mod-
elo como uma simetria de gauge usual, utilizamos o método de Henneaux et al (sub-
se¢do (1.5.1)) para calcular a extensdo da agao (3.8). Os resultados sdo apresentados
na subsecao (4.2.1).

De acordo com o que foi mencionado anteriormente (capitulo 1), o
modelo de Polyakov, como todas as teorias invariantes por TGC, apresenta Hamil-
toniana total nula. Resolvemos este problema no espaco de fase reduzido utilizando

o método de Fulop et al (subsecdo 1.5.2), o que pode ser visto na subsecido (4.2.2).
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4.1 Gravitacao induzida bidimensional: modelo

auto-dual

Dizer que um sistema fisico apresenta dualidade significa que exis-
tem duas perspectivas, formulages ou construgdes da teoria [27]. Também significa
dizer que existem duas descricoes equivalentes de um modelo usando campos difer-
entes [28]. Por estas caracteristicas, dualidade tem sido destaque de muitos trabalhos,
principalmente em teorias de cordas, pois ela permite conectar os varios tipos de for-
mulagoes existentes [29]. Podemos usa-la para observar as novas caracteristicas que
surgem da sua aplicagdo a modelos conhecidos na literatura, como fizemos com o
modelo de Polyakov.

Partindo da acao auto-dual gravitacional, faremos uma anélise classica
do modelo nos formalismos Lagrangeano e Hamiltoniano, focalizando a construgao

dos geradores de suas simetrias residuais.

4.1.1 Analise Lagrangeana e Hamiltoniana

A construcao da gravitacao auto-dual bidimensional é feita adicio-
nando um termo de auto-dualidade a acdo de Polyakov (3.8). A condigdo de auto-
dualidade é!

R* =R, (4.1)

sendo R* o escalar associado ao tensor de Riemann dual em duas dimensoes [11]:

2R7p10

g = oo 4.2a
. (4.2a)
. 1
Rw/)n = 'éanRa;wn ) (42b)
e €** é o pseudo-tensor de Levi-Civita (°! = 1). Com a expressio do tensor de

Riemann em termos da conexao afim (2.46), podemos construir a unica componente

independente, Ri919, como visto no capitulo 2:

1 0? 5 0? N 0?
10107 5 | 511921 ozlz® 029920 gu -

1Vamos considerar constante cosmolégica nula, ou seja, 3 = 0.
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Na expressdao acima usamos o gauge de cone de luz (vide capitulo 3):

go = gn+2, (4.4a)
gon = gn+1, (4.4b)
g = Goog11 — 931 — —g=1. (4.4c)

Nas varidveis de cone de luz, escrevemos as expressoes (4.4a) e (4.4b) da seguinte

_ —2h 1
G = 9++ 9+ _ ++ . (4.5)
9-+ 9—- 1 0

Portanto, a agdo (3.22) se torna

forma:

S = / &’z [0400_0 + hy 4 (0-9)* — ad_h,0_¢ + A(R — R")], (4.6)

sendo

R - R* = -3%h++ + 28081h++ - 8§h++ = 83h++ ; (47)

o termo de auto-dualidade (equagao (4.1)), e A é um multiplicador de Lagrange. Por-
tanto, a densidade de Lagrangeana do modelo auto-dual da gravitagao bidimensional
induzida é

L = (9+<p<9_(p -+ h++(8_c,0)2 — aa_h++8_cp + /\83h++ . (48)

Com a finalidade de evitar o termo de aceleracao em h,., vamos
introduzir um outro campo auxiliar, :

Y= hiy =0, (4.9)

e passamos a escrever a densidade de Lagrangeana como se segue:

£ - ('9+g05_g0 + h++(8_s0)2 - Cta_h++a_@ + /\w . (410)
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Derivamos as equacoes de Euler-Lagrange a partir da Lagrangeana

acima;:

Lh,, = (0-9)*+ad’p=0, (4.11a)
L, = —20_0,0—20_[hyy0_p]|+ad’h,y =0, (4.11b)
L, = A=0, (4.11c)
Ly = =0, (4.11d)

tomando z° como a variavel temporal. Calculamos, também, os momentos candonicos

conjugados aos campos:

%f?) = 0=m, (4.12a)
a(%fx) = 0=m, (4.12b)
a_(a%;éj) = Thyy = %(31%73090) ) (4.12¢)
a(aaoﬁgp) = 7y =0op(1 + hyy) — hyyOrp+ %31h++ - %60h++ , (4.12d)

de onde surgem dois vinculos primérios

T = 0=0y, (4.13a)
o= 0=ay. (4.13b)

Usando (4.12¢) e (4.12d), construimos a densidade de Hamiltoniana
canonica:

2 2 2
HC = _aﬂ'(pﬂh_'__'_ + W(palgo + 7Th++alh++ + aﬂ'h++81(‘0 - ;71'}21’++(h++ + 1) - 'l,[])\ .
(4.14)

e calculamos as equacoes de Hamilton-Jacobi para os campos e seus momentos

canonicos:
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2 2 4
80h++ ~ {h++, Hc} = —'&ﬂ'(p + 81h++ + ‘&81@ - EWh++(h++ + 1) ,(4153,)
2
dp = {p,Hc}= — 5 Thas +0ip, (4.15Db)
80)\ ~ {)" HC} =0 ) (415C)
oY ~ {¢Y,Hc}=0 — 8*h,y =0, (4.15d)
807% ~ {7T¢,Hc} = /\, (4156)
Oomn =~ {my,Hc} =19, (4.15f)
2
O0Thyy =~ AThy,, He} = O1mh,, + E?T,Q,++ , (4.15g)
2
oom, = {my, Hc} = Oimy + Oy (4.15h)

mostrando que as equagoes de Euler-Lagrange sao respeitadas e a condicao de auto-
dualidade é preservada.
Na proxima subsecao, veremos como obter o gerador das simetrias

residuais da gravitagao auto-dual bidimensional.

4.1.2 Simetrias residuais

Como no modelo de Polyakov, a gravitagao bidimensional auto-dual
possui simetrias residuais rigidas, devido a invariancia por TGC. Podemos encontrar
os geradores destas simetrias utilizando o teorema de Noether na forma apresentada
no capitulo 1. Para isto, precisamos saber como se transformam por TGC os campos

auxiliares (¢, 1) e o campo gravitacional (hy4):

Srhey = €0 hiy +hy 0.€t com O_e" =0, (4.16a)
S_hyy = €0_hyy —hy 0 —0,e com 0%¢ =0, (4.16b)
S = € 0_p+edip, (4.16¢)
0 = €t + o et +e 0+ o e, (4.16d)

sendo d, e J_ as variagOes relativas aos parametros et e €, respectivamente. As

condicdes nos parametros e+

nas equagdes (4.16a) e (4.16b) sao obtidas quando
utilizamos o gauge de cone de luz (4.5) nas variagoes das componentes da métrica,

analogamente ao que foi visto no capitulo 3:
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g = 0 = 0_e" =0, (4.17a)
64+04- = 0 = 0% =0. (4.17b)

Apés calculadas as variacoes de forma, obtemos os geradores das sime-
trias residuais usando o teorema de Noether (1.35):

Ly, 0hiy + Lybp + Lybtp + L6 A = 0,J", (4.18)

sendo J* as correntes de Noether associadas ao gerador G' da seguinte forma:

G= / J(z) dz = Ger + G- . (4.19)

Separando de acordo com os parametros:

J- = J-+JZ, (4.20a)
Jr = Jh+J3, (4.20b)
sendo
JE = T+, (4.21a)
J_ = J,+Jy, (4.21b)
Jt =7, (4.21c)
Ji = 0. (4.21d)
A forma explicita destas correntes é
JF = eta(0ip)hyy, (4.22a)
o= e 0-9)hes (4.22b)
J, = € a(0-¢)0_hit, (4.22¢)
Jo = —€ (0-9)*hyy, (4.22d)
i = —e (0_p)°. (4.22¢)
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Usando as expressoes dos momentos canénicos (4.12¢) e (4.12d), es-
crevemos os geradores nas varidveis do espaco de fase:

2 2 2
J; = _a€+ﬂ-h++ [6180 —_ aﬂh++ — ah++7rh++ - 7T(p:| y (4233)
2
J& = ¥e+h++7r,2z++, (4.23b)
_ 2 _ 2 2
J, = 56 Thyy Orp — aﬁh++ - ah++7fh++ — Tl (4.23¢)
_ 2 _
Jy = -3¢ hirTh, . (4.23d)
. 2 _
jo= 5 Th s - (4.23¢)

A densidade do gerador (J(z)) satisfaz, como no caso de Polyakov [23], a dlgebra
Kac- Moody SL(2,R) [11], via parénteses de Poisson:

{J(2), J(y)} = 2J(2)0:6(z — y) — O (2)0(z — ) - (4.24)

A verificagao desta dlgebra garante que a quantizagao canonica do modelo auto-dual

é consistente, em analogia com o resultado de Polyakov [10].

4.2 Gravitacao bidimensional induzida - o proble-

ma da Hamiltoniana nula

Sendo uma teoria invariante por TGC, o modelo da gravitacao induzi-
da bidimensional apresenta uma Hamiltoniana que é combinagao linear de vinculos
[5]. Por este motivo, no espaco de fase reduzido ela é uma quantidade fortemente
nula, o que representa um problema, pois nao sabemos quem é o gerador da evolucao
temporal das varidveis do espaco de fase.

Pensando neste problema, Henneaux, Teitelboim e Vergara [5] e in-
dependentemente Fulop, Gitman e Tyutin [6] desenvolveram técnicas diferentes para
tratar o problema, as quais foram apresentadas no capitulo 1. Nesta secao, aplicare-
mos os dois métodos ao modelo de Polyakov.
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4.2.1 Aplicacao do método de Henneaux et al ao modelo da

gravitagao induzida bidimensional

Partindo da acao de Polyakov?

S = %/ d*z /=g (—p0p — aRyp) , (4.25)

calculamos os momentos dos campos ¢ e g,,. Encontramos dois vinculos primarios
de primeira classe, wy e wy (ver (3.14c) e (3.14d)). Fazendo a consisténcia temporal
dos primadrios, encontramos dois vinculos secunddrios, ¢; e ¢ (expressoes (3.16a) e

(3.16Db)), que também sdo de primeira classe:

{61(2), 01(y)} = [#2(2) + d2(y)]016(z — y) , (4.26a)
{h1(z),¢2()} = [¢1(37) + ¢1(y)]0vo(z — v) , (4.26b)
{g2(2), 92(y)} = [B2(z) + P2(y)]0i6(z — y) (4.26¢)

os outros parénteses de Poisson entre os vinculos sao nulos. Fazendo novamente a
consisténcia temporal (agora dos secundérios), a teoria ndo nos fornece nova geragao
de vinculos.

Podemos escrever a densidade de Hamiltoniana candnica em funcao

de @1 e ¢o. Apds algumas passagens, temos [22]

He= YT+ %y, (4.27)
a1 911

confirmando que a densidade de Hamiltoniana é uma combinacao linear de vinculos.
O método de Henneaux et al nos ensina que, se incluirmos uma ex-
tensao na agdo do tipo (de acordo com a notacdo usada no capitulo 1 para sistemas

discretos)

S'=S+/ @m, (4.28)
T1 T

sendo

2Novamente, 3 = 0.
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oG
D=Pgp ~G, (4.29)

e nao fixarmos as condigoes de contorno nos extremos para os parametros €* da
transformacao de gauge, a invariancia por TGC se comporta como uma invariancia
de gauge usual [5]. Para isto, precisamos construir o gerador das transformagcoes de
gauge (G) que, segundo Dirac [3], é uma combinagao linear dos vinculos de primeira
classe do modelo. Seguindo o algoritmo de Anderson e Bergman (ver apéndice) [4],

podemos escrever o gerador

G = (Adye! + COye® + Le* + Ne® + RO,€® + Tdr€")wy
+ (BOpe' + DOye® + Me* + Pe® + SO1€' + Ud1€®)ws
+ (HE + Ee')¢y + (I + Fe') s, (4.30)

sendo G a densidade do gerador e os coeficientes A, B, C, D, E, F, H, I, L, M, N,
P, R, S, T e U quantidades a serem determinadas. Sabendo como os campos ¢ e
g se transformam por TGC (expressoes (3.25a) e (3.25b))

dp =€"0,p,

0gH” = €°0,9" — g"? 0,€” + g"°0,€" ,

podemos calcular os coeficientes da equacdo (4.30), usando também

dp = {¢(z),G} . (4.31)
Precisamos também das expressoes dos momentos candnicos (ver (3.14a)
e (3.14b)):
oL 1 e
Ty = @ = \/_—g(gmaﬂp — 911000) + Ve (30911 — 201901 + %81911) )

! oL o — 2Ly

o
B G091 B 2v/—g < g1 > '
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Portanto, abrindo as expressoes (3.25a) e (3.25b) explicitamente, temos

Sp = EOhp+edip=c¢

e

2 /—
0 (—a—g i+ ?(9“0) + e, (4.32a)
11

dguu = Ty + 9117T ) + 231901} + 01911 [6 - go_160]

gn
+ 290101€° + 2g1101€" (4.32b)

e comparando estas expressoes com (4.30)

A=2gy, D=gon, H="2 L=0dgw, P =3ago,
B=gy, FE=0, I

C =2g0, F=1, T=0, N = 0ogoo, S = go1,
U = goo-

(4.33)

Com o gerador das transformacoes de gauge, podemos construir a
extensao da acdo (4.28), sendo

D:/Ddy:/dy [Hg—g—é] : (4.34)

Apés alguns céalculos, encontramos que

_ /- 010)? 2 0 2
D = g (0 [( 1) + = (guur'h)? — @ 0191 01 + ad’p + —9117F117T<p
911 2 o 2 g1 o)
+ [61 + gﬂ 60] (—2gum't = 2(d1g11)m) . (4.35)
11

A extensdo permite analisar a invariancia por TGC como uma invariancia de gauge

usual (do tipo Yang-Mills).

4.2.2 Aplicacao do método de Fulop et al ao modelo de gravi-
tacao induzida bidimensional

Como vimos, o modelo de Polyakov apresenta quatro vinculos de

primeira classe (expressoes (3.14c), (3.14d), (3.16a) e (3.16b)). Para trabalharmos

no espago de fase reduzido, é necessario que encontremos quatro condigoes que fixem

o0 gauge, isto é (como visto no capitulo 1), quatro vinculos fixadores que transformam
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os vinculos de primeira classe em segunda classe. Nés escolhemos para fixar w; e ws

o gauge de cone de luz (capitulo 3):

w3 = g1+ 2 — Joo ~ 0 y (436&)
wg = g1+ 1-— go1 ~ 0. (436b)

Para fixar os vinculos ¢, e ¢, escolhemos as expressoes abaixo:

s = 7't — f(29), (4.37a)

sendo f(z°) uma funcdo arbitraria do tempo. Substituindo I's e I's nos vinculos

originais ¢, e ¢o:

o= 5|07 = Senf )~ SlonfB)m, - aa;fjl (1) + 200:(1) | (4.382)
¢ = 7,(1) —29101(f () — f()Brg11, (4.38b)

e obtemos sua forma final:

¢1 = gn—adgn, (4.39a)
$r = T, (4.39Db)

Para facilitar o célculo dos parénteses de Dirac, vamos fazer uma

combinacdo linear de ¢; e I's:

A = le +7Ts, (440&)
Ay = ¢ —Ts, (4.40b)

que simplifica os parénteses de Poisson:
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{M(2), M(y)} = {(911 — aBign +7)(2), (911 — @dign +7)(y)}
{gu(z), 7' (v)} — a{drgu(x), 7 (y)}

+ {r'(2), gu(®)} — a{r'!(z), Ogu1(v)}

—200,0(z — y), (4.41a)
{(911 — adygn + 7')(2), (911 — @drgn — 7)(y)}
—{gn(2), 7" (y)} + a{Bigu (z), 7' (v)}

+ {7 (@), 9 (y)} — {7 (2), Bgu(y)}

-20(z —vy), (4.41Db)
{Aa(2), A2 (v)} = {(911 — @Bign — 7'")(2), (911 — adign — 7')(y)}

—{gu (@), 7 (y)} + a{drgu(z), 7" (y)}

— {r™M (@), 911 (¥)} + o{7'(z), Orgn1 (v)}
= 2a0,6(x —vy). (4.41c)

{As(2), Aa(y) }

A matriz de Dirac €, entao,

0 Sz —y) 0 0

N G 0 0 | 4.42)
0 0 0 5z —y)
0 0 —dx-y) O

para o setor dos vinculos w;, wq, ws € wy. Para o outro setor (dos vinculos Ay, A,

¢2 e T'), temos

—200,0(x —y) —20(z —vy) 0 0
_ 20:0,0(x —
A, = 26(x —y) ad0(x — y) 0 0 (4.43)
0 0 0 0:0(x — y)
0 0 0xé(z — y) 0

Construindo os parénteses de Dirac (a tempos iguais) para os graus
de liberdade fisicos da teoria, temos:
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{on(z), 7" (y)}p = 5(96—?;)—/dzdw{gll(ﬂf),Al(z)}Af1l(z,w){/\l(w),ﬂu(y)}
- /dzdw{gu(:ﬂ)aAl(z)}Aﬁl(z,w){/\z(w),ﬂu(?/)}
- /dzdw{gu(a:),Ag(Z)}AQ_f(Z,w){Al(w),Wu(y)}

- /dz dw{g (), A2(z)}A2_21(Z7w){A2(w)’7TH(y)}
= i(z—vy), (4.44)

{on(@),ouWin = - / dz dw{gu(z), M (2) AT (2, w){As (w), 911 (v)}
_ /dzdw{gll(x),Al(z)}Al_Ql(Z,w){Az(w),gll(y)}
_ /dz dw{gn(2), Aa(2)} A5 (2, w) { A1 (W), g1 (y)}

_ / dz dw{gn (), Aa(2)} A5 (2, w) {As(w), g1 (v)}
- 0, (4.45)

{Wll(x)’ﬁu(y)}D = _/dz dw{wu(‘r)aAl(z)}Al_ll(zﬁw){Al(w)’WH(y)}
_ / dz dw{r'(2), A (2)} A (2, w){ A (w), 7 ()}
- /dzdw{ﬂu(l’),A2(Z)}A511(Z7w){/\l(w)aﬂu(y)}

- / dz dw{r"(z), Ay (2)} 053 (2, ) { As (w), 7 ()}
= 0. (4.46)

Apesar de (4.40a) e (4.40b) (que mostram que g;; e ' ndo sdo
independentes), o espago de fase do modelo é canénico [14]. Visando a quantizacdo
canodnica, este resultado é muito bom, visto que reproduz as relagdes de comutagao
usuais.

Tendo os vinculos fixadores, vamos calcular a Hamiltoniana efetiva
seguindo os passos do capitulo 1 (subsegdo (1.5.2)). Fazendo a seguinte transfor-

macao canodnica,
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m = 7t - (2%, (4.47a)
Gu = gu, (4.47b)

a nova densidade de Lagrangeana serd dada por

L =L+0,F", (4.48)

sendo F'* o gerador das transformagoes candnicas (4.47a) e (4.47b) (vide capitulo 1).

As expressoes das componentes de F'* sao

F° = Ti'g, (4.49a)

(—1—-*—g—11):| (81911)1—[11 . (449b)

F! = a[l—
2911

Finalmente, temos que a densidade de Hamiltoniana efetiva do modelo é

(1+gn)

20 ] (Org1)ITH (4.50)

’Heff=911+a[1—

que é o gerador da evolugdo temporal dos campos fisicos do modelo. Com este

resultado, podemos obter as equacoes de Hamilton-Jacobi:

1+
o911 = {911,Heﬂr}p = [4% +2 [1 — Lég%u)] 81911} , (4.51)

verificando que este resultado esta de acordo com as expressoes que definem os mo-
mentos candnicos (3.14a) e (3.14b) e os vinculos fixadores. A expressao (4.51) deter-
mina a dindmica do campo gravitacional no espaco de fase reduzido. Outro fato que
deve ser mencionado é que, apés a analise no espago de fase reduzido, o Unico grau
de liberdade relevante para a descricao do campo gravitacional é ¢;.

Existe, na literatura, trabalhos anteriores que visavam obter a dindmica
do campo gravitacional no espaco de fase reduzido [30]. No entanto, o espago de fase
encontrado era muito intrincado; os parénteses de Dirac calculados para os campos
fisicos do modelo impossibilitavam uma quantizagdo candnica consistente do mode-
lo. Por este motivo é que nosso resultado é muito bom, em comparacao com outros

existentes.
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Conclusoes

Nesta dissertacao, analisamos as técnicas de sistemas vinculados e
sua aplicacao em teoria classica de campos. Aprendemos a construir geradores de
simetria: no caso das simetrias rigidas, usamos o teorema de Noether, e no caso
das simetrias locais, usamos o algoritmo de Anderson e Bergman. Estudamos o
formalismo Hamiltoniano estendido e os métodos de Henneaux et al e Fulop et al
para resolver o problema da Hamiltoniana nula. Aplicamos os dois métodos ao
modelo da particula livre relativistica.

Fizemos um estudo da teoria da Relatividade Geral, dando énfase aos
Principios da Equivaléncia e da Covariancia Geral, a dlgebra tensorial, a construcao
do tensor de curvatura e do tensor métrico em duas dimensoes, e & obtencao das
equacoes de Einstein via principio variacional.

No caso do modelo de Polyakov, fizemos sua anélise classica, estudando-
o primeiramente sem fixar gauge, e depois no gauge de cone de luz. Calculamos os
geradores das simetrias residuais através do teorema de Noether, de acordo com a
literatura existente [23].

Nossas contribui¢oes originais foram:

1. construir uma versdo auto-dual do modelo de Polyakov e utilizar o teorema
de Noether para calcular os geradores das simetrias residuais, quando é feita
fixacao de gauge parcial utilizando o gauge de cone de luz [11]. A verificagao

da algebra (4.24) garante a consisténcia da quantizacdo canénica deste modelo;

2. utilizar o método de Henneaux et al para construir a extensao da acgao do
modelo de Polyakov, a fim de tratar a invaridncia por reparametrizacao como
uma invariancia de gauge usual [13]. O método foi aplicado pela primeira vez

a um modelo com infinitos graus de liberdade;

3. utilizar o método de Fulop et al para calcular uma Hamiltoniana nao nula para
o modelo, apds fixacdo de gauge completa, permitindo a obten¢ao da dinamica
Hamiltoniana do campo gravitacional no espago de fase reduzido [13]. O fato
da estrutura do espaco de fase reduzido ser candnica mostra a eficiéncia deste
método na obten¢do da dindmica de sistemas invariantes por transformacoes
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gerais de coordenadas. Novamente, este método foi aplicado pela primeira vez

a um sistema com infinitos graus de liberdade.

Os dois métodos utilizados no modelo de Polyakov também foram
aplicados ao caso da particula relativistica, analisando o modelo como uma teoria de

gravitacdo unidimensional. Este trabalho estd em processo de preparacao [31].
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Apéndice A
Transformacao da conexao afim

A conexao afim F;)U nao é um tensor, afirmacao que serd provada
agora. Lembrando da defini¢ao de I‘,’)V:

833’\ a2§a
= Al
e 9ge ooy’ (A1)
e passando do referencial z* para outro referencial z'#, tem-se
M or'* 0%~
we ok« oz'rox'v
_ 0x'* 0z [ 0%2° 06>  0z° 0z7 0%*¢° (A2)

9z D€° |05 POT” 0z° | DT 0T 01 0z°
Usando (A.1):
oxr'*  9%z° ox'* 9z Oz”

Y _ o
L 0z Ox'Hox'v + OxP Ox'v Ox'* I (A-3)

O segundo termo de (A.3) é o que se esperaria se F;\w fosse um tensor;
ja o primeiro é exatamente o termo que mostra que F;\W nao é um tensor, o qual serd
chamado de termo inomogéneo.

Apesar de F;\W nao ser um tensor por TGC, a equacao de movimento
para a particula em queda livre (secdo (2.1)) é invariante por TGC, o que sera
mostrado a seguir. Antes, é necessario encontrar uma forma mais conveniente para

o termo inomogéneo em (A.3). Da equagdo
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=6, A4
OzP Ox'v v (A-4)
deriva-se em relacdo a z *:
0 [0z 0z° 0
oz'm [ax” 8:r"’] B gﬁ(é”) =0
9%z’ 9z Ozf Oz 0%z
— A.
dzrdx® Oz'* Ox'v + Ozr Ox'Hdz'v’ (4.5)
e entao
Pz 0z° dxf _(%"\ 02xP (A6)
O0xPOz® Oz’ Oz'v  Ozr 0x'HOTV '
Pode-se escrever (A.3) como
, '\ o T P o 2, A
F,\zax 027 Ox I Ozf 0z° 0°x ‘ (A7)

W g fx'v O’k T Oz'v Oa'H dxPdze
Lembrando da equagdo de movimento para uma particula em queda

livre:

d?zt dz” dz*
e =22 Al
o e (A-8)

e fazendo uma transformagéo geral de coordenadas (TGC)

d2z'm » dz'V dz'>
072 +. Y ?d—T =0. (A9)

Separa-se (A.9) em duas partes. Primeiro, calcula-se o primeiro termo:

d2z'm _d oz'* dz B ozr'* d2x” N 02z'H dx* dz (A.10)
dr2  dr | 9zv dr | Ozv dr?  Ozvdx> dr dr '’ )
O segundo termo é (usando (A.7))
ndztdd”  da'tdgv [0z 927 Ox” |, 9z 9z° Pz
Wodr dr  dr dr | 0zP dr'vox'm 7 Ox'v Oz'H OxPOz°
‘A dr® dx™ 2./ o p
_ 0z * dz° dz ) 0z " dz° dx (A11)

oxf dr dr 7 0xPdz° dr dr
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Troca-se A por p em (A.11):

 dr'*dx’ Ox'* dx? da” o*z'* dz’ dz*
A — P
Wodr dr  Oxr dr dr I O0zPOz® dr dr’ (A.12)
e soma-se (A.12) com (A.10):
d*z'* ., dz*dz?  Oz* [d*z¥  _, dz’dz”
dr? T dr dr  Ox¥ | dr? dr dr | (A.13)

A equagao (A.13) mostra que esta equacdo de movimento é invariante
por TGC, ou seja, é valida em qualquer sistema de coordenadas se for valida em um
sistema de coordenadas (Principio da Covariancia Geral).
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Apéndice B
Algoritmo de Anderson e Bergman

Suponha que as variagoes dos campos devido a transformacao de

gauge sejam geradas da seguinte forma

k
56(] = {‘L Z C(H)G”} = {Qa G} ) (Bla)
n=0
k
66p = {pa Z E(n)G"} = {p’ G} ) (Blb)
n=0
sendo
k
G=) MG, (B.2)
n=0

o gerador da transformacao de gauge, e

_ dr

() = &€ B.
€ T (B.3)
E possivel mostrar que estas expressoes levam as seguintes relacoes
[32]:
o 0¥, 0
a. GTM H Gn—— =0 , B.4
(5 + Fitay ) UG Ha} + G (B.42)
0 ov, 0
Gna H Gn— = 0 5 B.4b
(50 + 525 ) UG Hr} + G (B.4b)
{G, qualquer vinculo} = vinculo, (B.4c)
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sendo

Pp — q’p(‘]s,pa) =0= ¢p(qS7ps) ) (B-5)

os vinculos primarios. Explicitamente, estas relacoes sao escritas como

{Go, Hr} = vinculo primério (VP), (B.6a)
Go+{G\,Hr} = (VP), (B.6b)
Gy + {Gs, Hr} = (VP), (B.6c)

; (B.6d)
Gig-1+{Gr,Hr} = (VP), (B.6e)
Gy = VP. (B.6t)

Estas condicoes definem o procedimento para a construcao do ger-
ador GG: inicia-se com um vinculo priméario de primeira classe Gy, calcula-se o seu
parénteses de Poisson com Hr e encontra-se G_1, e assim por diante. A repeticao
chega ao fim quando se obtém Gy, cujo parénteses de Poisson com Hp é um vinculo
primaério de primeira classe. Assume-se que o nimero de repeticoes ¢ finito, o que é
equivalente a assumir que o nimero de geragdes de vinculos secundérios é finito [32].

Fazem parte de G todos os vinculos de primeira classe, exceto aque-
les que tem a forma x™ (n > 1), pois estes ndo geram simetria [33]. Portanto,
a conjectura de Dirac pode ser substituida pela afirmacgao: todos os vinculos de
primeira classe, exceto aqueles que aparecem das condi¢oes de consisténcia na forma
X" (n > 1) e que seqguem de {x, Hr} =~ 0, fazem parte do gerador das simetrias de
gauge [18].
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