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SINOPSE

Este trabalho tem como objetivo a apresentagao do desenvolvi-
mento de algumas formulas para a solugao do problema. geodésico inverso uti-
lizando a representagdo esférica.do elipsdide de revolugdo. Em primeiro lu-
gar € efetuado um estudo sistemitico e pormenorizado do elipsdide de revolu-
gao focalizando os seus elementos e as propriedades que eles possuem entre
si; dando sequencia sdo apresentadas a linha geodésica no elipsoide de revo-
lugao e suas particularidades; a expressao diferencial da diferenga de lon-
gitude de dois pontos sobre o elipsdide de revolugdo; a solugdo algébrica do

problema geodésico inverso e finalmente a solugdo numérica do mesmo.
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SUMMARY

The goal of this paper is the presentation of the development
of some formulae for the solution of the inverse g=odetic problem, by means
of the spheric representation of the ellipsoid of revolution.

First of all, a systematic and detailed study of the ellipsoid
of revolution is done, emphasizing its elements, and the properties which
they have among, themselves. Then, facts coming successively, are presented:
the geodetic line on the ellipsoid of revolution and its particularities ;
the differential expression of the longitude difference of two points on the
ellipsoid of revolution; the algebraical solution of the invers. geodetic

problem and finally its numerical solution.
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CAPTTULO 1

1. INTRODUGAO

De modo geral, todos os métodos utilizados para a sqlugéo de pro
blema geodésico direto e inverso consistem em fazer uma representagao do elips6i
de de revolugZo scbre uma outra superficie afim de que haja uma simplificagao
nos célculos e nas correcoes que devem ser efetuadas. As superficies mais utili
zadas para o proposito acima descrito sao :

a. PLANA : adotando-se um sistema de prqjegoés conforme, ‘tais
como : Mercator, Estereografica, U.T.M. e outras, sendo realizadas as correqoes
necessarias.

b. ESFERICA : tem a vantagem de permitir uma representacdo bas
tante ampla. As latitudes, longitudes, distancias e angulos nao podem ser todos
simultaneamente conservados o que faz necessario determinar correcoes para cal
cular os verdadeiros valores de alguns dos elementos acima citados. A represen-
tagao do elipsdide de revolugdo sobre a esfera & conforme, isto €, conserva os
angulos, mas pode ser usada nas representagoes nao conformes. Podem ser utiliza
dos as seguintes representagoes do elipsdide sobre a esfera :

1. Representagao conforme scbre a esfera‘isométrica representa-
clio esta que conserva unicamente as longitudes. Este método é denominado método
da esfera conforme.

2. Representagao nao conforme sobre a esfera de GAUSS, ,represem
tagao esta que conserva somente as latitudes e longitudes.

3. Representagao sobre a esfera de curvatura média em um ponto
de latitude ¢_ . Esta representagao medifica latitudes e longitudes mas conser
va azimutes e distancias entre uma faixa de extensdo variavel paralela a latitu
de @o .

4. Representag@o sobre a esfera circunscrita ao paralelo de la
titude media.

5. Representagac sobre a esfera de JACOBI. Esta representagao

conserva os azimutes e modifica as latitudes e as longitudes. Foi introduzida
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inicialmente por LEGENDRE e estudada mais tarde por EESSEL e HELMERT. £ uma re-
presentagac especial pelo fato das duas superficies nSo se corresponderem pon-
to por ponto, havendo unicamente uma correspondencia biunivoca entre os pontos
da lirha geodésica scbre o elipsdide e os pontos correspondentes da mesma scbre
a esfera. Este mEtodo € denominado método da esfera reduzida. Ela possibilita u
ma formulagao exata para a solugao do problema em questao, mesme ng case de
grandes distancias.

Com o advento da geodésia g¢eleste o problema geodésico inverso adqui-
rig uma grandé importancia devido ao fato das coordenadas geodésicas poderem
ser obtidas via zatélite. Sendo conhecidas as coordenadas geodésicas de dois
pontos € importante saber qual é o comprimento da geodésica por eles definida e
os aéimutes da mesma nos referidos pontos. Os pontos cujas coordenadas g&odési?
cas sao determinadas por satélites podem estar muito distantes um dos outros, o
que exige um método bastante precisc e aplicdvel a grandes distancias.

Pelos motivos do problema em questao ser resolvido de maneira eficaz e
ser muito interessante na sua formulagdo matematica nos dedicamos neste traba-
1ho & solugao do problema geodésico inversc mediante a representagdo do elipsdi
de sobre a esfera.

Com esta finalidade desenvolvemos uma parte que consiste em : caracte-
rizar os elementos e as propriedades do elipsdide de revolugdo; desenvolver a
linha geodésica no elipséide de revolucac e a sua formulacio matemdtica; apre-
sentar de maneira bastante minudente o desenvolvimento tedrico de algumas for-
mulas que solucionam o problema em questao.

Numa segunda parte, nos preocupamos com a solugao numérica do problema fazendo
0 empenho de elaborar alguns programas codificados em Linguagem FORTRAN IV que

poderac ser utiiizados ou mesmo aperfeigoados.



CAPTTULO 2

2. 0 ELIPSOIDE DE REVOLUGEO

.-a s

Para a solugac do problema geodésico direto e inverso € re

cessario que adotemos uma superficie que represente a forma da Terra. As medi
das geodésicas sdo efetuadas sobre a superficie fisica da Terra, ou supsrficis
topografica. Sendo esta superficie extremamente complexa torna-se impossivel o
bter relacoss matemiticas simples entre os elementos geodSsicos tais como entre
as coordenadas de dois pontos e a distancia entre os mesmos, devido a infinida=

e‘ 3

de de paranetros envolvidos. Uma possivel superficie se ﬂia aquela que se cara-

£1

cteriza por ser,em todos os seus pontos, normal & diregdo da gravidade e que <o
incidisse com o nivel médio dos mares prolongadc através dos continentes. Esta
superficie é uma superficie equipotencial ‘u‘:em*estr\s, ailg conhecida por gemdw
Por causa das deficiéncias e dos excessos de massa no interior terrestre a for-
ma do gedide € irregular podendo ser determinada aproximadamente. Como acontece

@

com a superficie fisica o gedide & um modelo matematico inconvertente para o cal

culo, pelo fato de necessitar de infinitos parametros para ser bem definido. Se

e, B

o achatamento terrestre (f) fosse suficientemente pequeno, uma %upbr*f foie esféri
ca seria o modelo matematico ideal para representar a forma da Terra, devido ser
definida por um dnico parémetro, seu raio. Como isto ndc acontece, abandonames
tal superffci&?oﬁ:&nto um modelo a ser adotado deve cer o bastante sinples afim
de que os calculos possam ser conduzidos sem muita dificuldadeg mas deve ser o
mais representativo possivel da superficie em que &0 NEWTON fazendo um estudo
cientffic:o da forma que deve ter a Terra levando em consideragdo o campo gravifi
co, concluiu que a forma mais adequada seria a de um esferdide definido por w
massa fluida homogénea que gira com velocidade angular uniforme, isto €,0 elipséiﬁ
de de revolugdo.Sendo assim, o modelo adotadc para representar a forma terrestre
€ o elipsdide de revolugdo, apresentando as vantagens de ndc produzir desvios mui
to grandes da realidade em consideragac com o tamanho da Terra e ao mesmo tempo
ser definido por dois parémetros, semi-eixo maior e excentricidade. Mais recente

mente fala-se na representagac da superficie terrestre por meic da utilizagao de
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un elipsoide triaxial, isto €, um elipsdide com trés eixos desiguais, o que im-
piica na necessidade de trés parametros afim de defini-lo matematicamente e um

quarto parametro para definir a diregao do eixo maior.
2.1 A EQUACZ0 DO ELIPSOIDE DE REVOLUCKO

Consideremos a ‘quidrica céntrica dada pe-

la equacg@o

= 1 (2.1.1)

a qual &€ a equagdo de um elipsdide escaleno com centro na origem do sistema car-

tesiano considerado, fig.(2.1.1).

Fig.(2.1.1)

A anidlise da eq. (2.1.2) nos rostra que:
#) as varidveis x, y e z podem assumir os valores dos intervalos -z € x € a ,
re¢<ysc e =bgzsbs

b) as segoes determinadas pelos planos coordenados Z =0 , Y =0 e X =0 sao

ST



elipses dadas pelas equagoes

") 2 2 2 2 2
X

S L R O O TR U O
a? 2 a? b? a2 b2

@) A superficie & simétrica em relagdo a cada um dos planos coordenados, a cada
eixo e a origem.
d) A segdo produzida por um plano paralelo ao plano Z = 0 , por 4 = d & dada

pela equacao

x2 . y? — (2.1.3)
a2 (b2 - d2) c? (b2 - 42
b2 b2

a qual representa uma elipse. De maneira andloga, verificamos que as segods pro
duzidas por planos paralelos acs demais planos coordenados também.sao elipses.

Quando fizermos na eq.(2.1.2) a = ¢ , a segdo sera uma circunferencia para to
dos os valores de d que satisfagam a condigac = b <d <b :.teremos entao um e
lipsSide de revolugdo. Impondo a condicdo a > b , podemos dizer que o elipsside
de revolugao achatado € a superficie gerada pela rotagac de uma elipse em torno

do eixo Z , e matematicamente é definida pela equagao

2 2 2
XL+ y + 2 - (2.1.4)
a? b2

sendo a e b respectivamente o semi-eixo maior e o semi-eixo menor.
2.2 ELEMENTOS GEOMETRICOS DO ELIPSCIDE DE REVOLUCAO

Sendo o elipsoide o modelo utilizado para representar a
forma da Terra, devemos saber quais sac os seus elementos geométricos e as rela
coes que possuem entre si. Decorre da eq.(2.1.4) gue toda a secac produzida por

plano que passe pelo eixo Z sera uma elipse de semi-eixo maior a e semi



eixo menor L.Deste modo, qualquer relagdo valida para uma secdo assim obtida se-
rad vilida para as demais e portanto valida para o elipsdide de revolugdo.Por con
seguinte podemos tomar qualquer secdo e estudi-la. A segdo produzida pelo plano
X = 0 na superficie representada pela eq.(2.1.4) € uma elipse, fig.(2.2.1), dada

pela equagao

2 Z
Do A s 1 (2.2.1)

) o

sendo, na fig.(2.2.1), ¢ a semi-distancia focal e Q o centro da elipse.
DEFINIQOES'B PROPRIEDADES

a) Primeira excentricidade (e) - € a razdo entre a distancia focal e o eixo maior

da elipse.
2 . n1231/2
e .. . (a?- b)Y/ (2.2.2 )
a a
Da identidade acima segue
b= a(l-e2)l/2 (2.2.3)

b) Segunda excentricidade ( €) - é a razdo entre a distancia focal e o eixo me-

nor da elipse

(a2 - p2)i/2 (2.2.4)

c. -
£ = Ennnd =
b



A nartir de “dentidade (2.2.4) podemos eccrever

je2
it

(t
~
N2
.
(3]
(92l

Comparando z eq.{2.2.5) com a eq.(2.2.3) temos as seguintes relagoes entre a pri

meira excentricidade e segunda excentricidade:

(1 - e2y (1 + €2)= 1 (2.2.5a)

s 8t (2.2.6b)
1 o+ €2

22 8 (2.2.60)
1 - e?

c) Achatanento (f) - é a razlo entre a diferenca dos eixos em modulo e o eixo

malor.
s . a=b _1- b (2.2.7)
- a a

Da identidade (2.2.7) obtemos
o= oall -~ 2 (72.72.8)

Mediante a ccmparacdo da eq.(2.2.8) com a eq.(2.2.3) e eq.(2.2.5) segue

e2 = 7f = f2 (2.2.9a)
o . ef - f? (2.2.9b)
' (1 - £)2

Existe a seguinte relagao entre o achatamento e as excentricidades

£ . e’ (2.2.10)

Podemos obter a equacao do elipsdéide em fungao das excentricidades ou mesmo do
achatamento desde que substituamos b na eq.(Z.1.4) pele seu valor dado : pei§.

€6.€2.2.3), eq.(2.2.5) ou eq.(2.2.8).

(x2 + y2) (1 -e2) + 2?2 = a2l - e?) (2.2.11a)



x? ,\L yz + 32{1 .45. :2} = ‘,32, (Zezelm)
(x2 4+ y2) (1~ £)2 + 22 = a2(1 - £)2 (2.2.11¢)

d) Latitude Elipsoidica, Geocentrica e Reduzida
Seja A um ponto pertencente ao elipscide de revolugdo, fig.(2.2.1).

A normal ao elipsSide em A € a bissetriz do angulo formado pelos raios focais

b

N' e AC = N determinados scbre a normal

Hi

deste ponto. Us segmentos AB
pelo plano Z = 0 e pela intersecgao da normal com o eixo Z s3o denominados
respectivamente pequena normal e grande normal.

Latitude elipscidica (¢), mais comumente conhecida por latitude geodésica, € o
angulo que a ncrmal ao elipsoide no ponto A forma com a sua projecao scbre ©

plano equatorizl (Z = 0). Se a projecac da normal ao elipsdide sobre o plano
T

1]

Z =0 for umponto, entao ¢ 5 -

A tangente 20 elipsGide em A & a bissetriz do angulo formado por um raio fo-
. . - -~ . .

cal e o prolongamento do outre no referido ponto. Se a normal a superficie eli-

psoidica, num ponto A, forma com o planc equatorial um angulo ¢, entao a tan-

. ~ = ~ . i
gente no wesro ponto formara um angulo i1gual a 52’— + ¢ com 0 mesmo planc.

Latitude geocantrica (¢) do ponto A € o complemento do angulo que o raio ve-
+tor deste ponto forma com o eixo Z.

Consideremos 2 fig.(2.2.2). Denomina-se circunferencia principal de uma elipse
de semi-eixo maior a, a circunferencia cujo centro € o centro da elipse e cuio

raic e ¢ seni-e’xo maior.

£ NN

V
<

.?\(Ogy;z)
(Y

]

s \{

;

Fig.(2.2.2)
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A revolugao deste circunferéncia em torno do eixo %, nos dia uma superficie es-
férica tangente ao elipsdide ao longo da linha equatorial. Tal superficie rece
be a denominagao particular "esfera reduzida" ou "esfera de JACOBI".Fagamos cor
responder a cada ponto A da superficie elipsdidica um ponto A' da esfera reduzi
da mediante o prolongamento da ordenada de A, Verifica-se de imediato que exis-

te entre os pontos das duas superficies em questao uma razac de afinidade:

=

= 2 L1 - e2)1/2 (2.2.12)

7

Latitude reduzida (B) € o complemento do angulo formado pela reta suporte do

segmento OAT e o eixo Z.

2.3 COORDENADAS DE UM PONTO DA ELIPSE MERI

DIANA EM FUNCAO DE UMA DAS LATITUDES. RELAGOES ENTRE AS LATITUDES

As coordenadas do ponto A, fig.(2.2.1), em funcdo da latitude geocentrica sao:
y = OA. cosy (2.3.1a)
z = OA. seny (2.3.1b)

Observando a fig.(2.2.2), obtemos as coordenadas do ponto A em fungao da lati

tude reduzida:

y = a. COSB (2-3-2&)
z = b. senB (2.3.2b)

Das equagoés (°.3.1) e (2.3.2) obtemos a relagao entre as latitudes reduzida e

geocentrica:

(2.3.3)

tgy = tgh =

<N

Para a obtencdo das coordenadas considerando a latitude elipsdidica, derivemos

aeq.(2.2.1) :
dz _ _ ¥y b2 (2.3.4)
dy z ° a2

sendo dz a tangente trigonométrica do Angulo formado pela tangente geométrica
dy



acurva no ponte A e o eixo Y temos

b’ (2.3.5)
2 =y — tg o
a
Substituindo a eq.(2.3.5) na eq.{2.2.1) e lembrando que b? = 2%(1 - e?) segue
y* = az . a’os?y
1+ (1 -e%) tgle 1 - e%sen’y
de onde concluimos que
a cos¢ (2.3.6)

(1 - ezsen2¢)1/2

Substituindo na eq.(2.2.1) o valor de y dado pela eq.(2.3.6), e fazendo algumas

simplificagoes obtemos

a(l - e?) seng

z = y172

(1l - ezsen2¢

Pividindo membro a membro a eq.(2.3.7) e eq.(2.3.

74 . 2
— 1 = t
7 ( e”) tg¢
Comparando a eq.(2.3.8) e eq.(2.3.3) temos

/

tgy = (1 - e2)1 2 tg g = (1= e?)

A partir da expressdo (2.3.9) podemos obter as

tgy = (1 - ez)tg¢ = (1= ehHl/?

1 - ez) send

B)

g¢

relagoes abaixo

tg B

(1 - ez)l/zseng

seny
[1 + (et - Zez)sen2¢]1/2

seng

(1 - ezsenzs)l/2

cos B

1

cosy

w1 (=

[l + (e - 2e%) senz#!l/z i

(1 - e2gen?p)l/2

(2.3.7)

(2.3.8)

(2.3.9)

(2.3.10a)

(2.3.10b)

(2.3.10c)



tg = (1 - e2)1/2 ¢g (2.3.11a)
seng = L =e®!’2 seny 12,3.11b)
(1 - e2gen2y )1/2
CosB = - cos¢ (2.3.11c)
(1 ~ e2sen?y )1/2
tgqb - tgs = (1 + €2)1/2 tge (2.3.12a)
(1 - e?)l/2
senp = seng . (1 +e2)1/2seng (2.3.12b)
(1 - e?cos?g y1/2 (1 + e2gen?p )1/2
cosy = (L=el2coss cosB (2.3.12¢)
(1 - e2cos2p )1/2 (1 + e2sen2p)l/2

Com os elementos ja defiridos podem ser obtidos em funcdc das coordenadas do

ponto A, og comprimentos AC =N e AB = N' fig.(2.2.1).

y = N-oes¢

N = a (2.3.13)
(1 - e2sen2¢)1/2

z = N' sen¢

NY = a(l - e?) (2.3.18)

(1 - e2sen2¢)l/2

Comparando estas expressoés temos N' = N(1 - e?).

2.4 SEQOES NORMAIS PRINCIPATS E 0S SEUS RES
SECTIVOS RATOS DE CURVATIURA

Podemos tragar infinitos planos que conte=
vham a reta normal a superficie do elipsdide num ponto A da mesma. Estes pla-

n0Ss por conterem a reta normal a superficie em questdo sdo conhecidos por pla-

=11~



nos normais. As curvas resultantes da intersecgac dos planos normais com a super
ficie do elipsdide de revolugdo s@o chamadas de segoeés normais. Em cada ponto e
xistem duas segoeés normais que sao mutuamente perpendiculares e cujas curvaturas
530 maxima e minima. Estas segoes sao conhecidas por secoés normais principais.
Demonstra-se que estas segoes Sao a segao meridiana e a segao primeiro vertical

Is].
A fig.(2.4.1) & a representagao das segoés normais principais produzi-

das por dois planos perpendiculares ¢ e n qﬁe ipas‘sam pela normal a super*f:fm
cie do elipsdide de revolugdo definido pela eq.(2.1.4). A segdo produzida pelo
plano X = 0, par'tiéulannente T, € denominada secdo normal principal meridia-
na. A segdo produzida pelo plano Ay + Bz + C = 0, particularmente n, & denomi

nada secao normal principal primeiro vertical.

Fig.(2.4.1)

A curvatura da segac meridiana, quando a equagao da mesma e dada em coordenadas

retangulares é obtida através da formula geral da curvatura dada por :



A equagac da elipse meridiana em coordenadas retangulares é dada pela eq.(2.2

2.0
g2 2
e b = 1 ou b?y?2+ a2z2 = a2p? (2.4.2)
a? b?

As derivadas de primeira e segunda ordem da eq.(2.4.2) s&o

dz . . D% ¥y

dy a?  z
d?z_ _ _ _b* (2.4.3D)
dy2 aZZB

Substituindo estas equagoés na formula (2.4.1), e lembrando que b2= a?(l - e?) ,
obtemos a expressao da curvatura do meridiano em fungao das coordenadas retangu-
lares:

S a2(l - e2)2?
[22 ¢ (1 -e2)2y2 3/2

(2.4.4)

Substituindo na formula (2.4.4) os valores de y e =z dados pela eq.(2.3.5) e
eq.(2.3.6) btemos a curvatura em fung3o da latitude elipsdidica:

(2.u,5)

sendo que o Unico significado do sinal € indicar a diregao da curvatura.

Sabemos que © raio-de curvatura num ponto de uma cuwrva e igual ao re-

:fproco da curvatura nesse pontoi portanto o raio de curvatura da segao meridia~

Dy

na

{(2.4.6)

de curvatura uo primeirc vertical notemos que ce a se

-1 3=



géo_e normal , entao a segao produzida por um plano paralelo a XY que passa poi
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nac esta no plano da 2a. segao. No ponto A, demonstra-se, que anbas as segoes

tem uma tangente comum, a bi-normal |14|. Assim sendo, podemos fazer uso do teo

rema de MEUSNIER : Se por um ponto A sobre uma superficie sao tragadas -duas
segoes, uma delas normal e a outra inclinada e se ambas as secoés tem uma tan-
gente comun neste ponto, entac o raio de curvatura da segdo inclinada serd igual
ao raio de curvatura da segéﬁ normal multiplicada pelo co-seno do angulo forma-
do pelas secgoes.

0 angulo formado pelo plano z = Z, paralelo a XY que passa por A, com
o primeiro vertical € igual a latitude elipsdidica ¢. Como consequéncia o raio
de curvatura r do paralelo de latitude ¢ € determinado a partir do raio de cur

vatura p do primeirc vertical e expresso mediante a formula
T= pCoos (2.4.,7)

Mas o raic de curvatura r do paralelo de latitude ¢ que passa por A e  i-

gual a coordenada y do ponto A, fig.(2.2.1), e é dado pela eq.(2.3.6), logo

a4 Ccos¢ L0
= 2.4.8)
i (1 - e?sen?¢)l/? (

A partir da eq.(2.4.8) e eq.(2.4.7) conclui-se que

a
. (2.4.9
P (1 - e2sen?¢) /2

Comparando a eq.(2.4.9) com a eq.(2.3.13), verifica~se de pronto que o raio de
curvatura da segac principal primeiro vertical p @ igual a grande normal N e
assim escrevemos a formula geral para o raio de curvatura da segao primeiro

. !
vertical |7]

N = a (2.4,10)

2.5 RETIFICAGAO DO ARCO DE MERIDIANO EM FUN

CAO DA LATITUDE ELIPSGIDICA, REDUZIDA OU GEOCENTRICA



0 comprimento de uma curva qualquer € definido como o limite da soma
dos comprimentos dos segmentos de reta juando o nimero de pontos de divisao ten
de ao infinito de modo tal que o comprimento de cada segmento tende a zero.

Exprimindo.o conceito acima analiticamente obtemos o comprimento dife
rencial do arco de meridiano desde que seja conhecida a equagao da curva. Para
uma curva dada em coordenadas retangulares, o comprimento diferencial dm de um

arco sera

2 11t
dz ¢ : -
dm = |1 +~/—~~ s (2.5.1)
‘xdy) Y ,
Caso a curva seia dada por eriuagoes paramétricas tais como y = yi¢) e z = z(¢)

podemos escrever a eq.(2.5.1) assim

Se considerarmos a elipse meridiana produzida pela segao do plano X = 0 na
superficie representada pela eq.(2.1.4) , entdo temos a eq.(2.2.1) para represer

tar a curva. A forma paramétrica desta curva em funcdo da latitude elipsoidica e

a -~ -3 N
y = cos? (2.5.3a)

(1 - e2sen2g)!/2

a seng (1 - e2)

Z - (2.5.3b)
(1 - e2sen?¢)l/2
Diferenciando estas equacoes em relagac a variavel ¢ temos :
, (1 - 2 ,
dy = a senp (1 - e®) (7.5.43)

(1 - e2sen24)3/2

)
dz = & cosg (1L - e4) do (9.5.10)

(1 - e?sen?¢)3/?

Substituindo a eq.(2.5.4) na eq.(2.5.2) cbtemos para o comprimento diferencial

do meridiano a equagao

-15~
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s e e ey e NPUSTNIS Jp R < — - bt
consiste em tomar as variaveis na forma parametrica

% = o sens
2 2 Frs e s m =
cujas diferenciais sac

= b cos8 dB

e inmtroduzir na eq.(2.5.2),
Analogamerte podemos retificar o arco de meridianc considerando como varidvel a

latitude geocentrica

SR a2 2. 1172

. . 5 1+ (e = 2e8f) cos<y ] .. P

dm = afl - e2)2 i‘; - and — M‘-/‘ du {2:5.103
1L~ e2 + (&% - e?) cos?y j3/7

.

Para retificar o arco de meridiano basta integrar a eq.(2.5.5) , ey.

)

{(2.5.7) oumesmo & eq.(2.5.

Fowd

0). A integragao e realizada apos o desenvolvimento
destas equagoes em séries de potencias, devido ac f£ato que estas diferenciais

nac dac origem & integrais imediatas,

2.6 EQUACAC DIFERENCIAL DE UM ARCO

o COM O MERIDIANO, CONSIDERANDO A

A retificagac de arce de uma curva reversa, guando as coordenadas retan

~ 2 f T soxp o= oxafA T

gulares goes paramétricas x = x(é,L) 3y = ylg,Ly e
’ T - s M - P U T ) PRI
z = z{¢,L) , & realizada atraves da formula diferencial

Z RIPR T s . ~

is? = dx® o+ dy? o+ dz? (7.6.1)

J jon 3 3 P am m o= T d 0T S 3 L

Para determinarmos umna expressac geral de ds, relativa a superficie elipscidl

=) H -+

. . . [ s . b - .. e .
ca, consideremas um sistema cartesiano XYZ  de origem coincidente com © peonto

3 S S S, JUUR. Y RS UL . iy = . - o o F vt s
de simetria de superficie em gquestac e tomemos um ponto AlX,y.,z) sobie a

el o < < s i 5 Ay
Ny , . o ¢ y
ficie, de acordo com a fig.{2.8.1).
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de paralelo.

s

As coordenadas parametyicas do ponto A em fungdc da latitude reduzida sao

.

¥ = & cosk cosl

- T ¥ [ETRY
cozaf senkl Z2.6.48]

L,,‘_‘:
[
]

2z = b senp

o

na formula diferencial da eq.

o
oy

o]
Pl
™Y
5
£
R

ubstituinde as difererncials totais 4

[o%3

Aeq.(2.6.3) e eq.(2.6.5) nos dao o comprimentc de um arco elementar scbre o e~
lipsbide de revolugac. Por intermédio destas equacods podemos relacionar »  ~~
prirsnto ds com o angulo que a curva forma com o meridiano. Para isto nos vale

2z = z(4$,L) sav =quagoes

o

mos da propriedade @ Se x = x(é,LY , v = v{¢$,.L)
ﬁaﬁametrwc~~ de uma superficie, entdo o elemento linear da curva plana’ é dado pe

la formula fundamental |1].

e W T oAl : 2 5
ds? = B d¢?+ 2F dodh + G 4L (2.6.5)

curva es.a definido, E , Fe & sao as grandeza

- - 5 o g g T g T b e
das diferenciais totais de cada variavel o

ixos cartesianocs

gnx
[}
Ui
[
beta

Caso a grandeza fundamental T seja identicamente nula
¢ e L serao ortogonals. Para que este sistema cartesianc nic seja somente um
ponto deve satisfazer a condigao G -~ F? » O

Conparando os coefidientes da eq.(2.6.3) com os coeficientes da eq.

(2.6.6) chtemos as grandezas fundamentais

E o= M2

ey
™Y
-~
3
s

(o)

F oz 0

G = Nicos?4

verificamos assim que os eixos ¢ e L s3o ortogonais; Jesta maneira podemos 4

P

partir do tridngulo diferencial fig.(2.5.2), obter 1 sara Uma curva qualquer sobre

o elipsdide de revolugdc as relacoes:



oo

| Mg se ds = Md (2.6.8)
@5/”/// | Mo cosa ds Md¢ (2.65,8)
i:::>’//// §° sena ds = N cos¢ dL (2.6.9)
o1 |
8 ‘
- L L
B N cosé dL

Fig.(2.6.2)
De maneira anzloga concluimos que os eixos B e L s3o ortogonais, sendo que
L}

s

© triangulo diferencial fig.(2.6.3) nos da as relagoés:

8
4

a(l - e2cos2p)1/2 ds

cosa dg = a(l - ezcoszg)lfz dg (2.6.10)
sene ds = a cosf dL {2.6.11)

2.7 FORMULA PARPA O CALCULO DO COMPRIMENTO

DO MERIDIANO UTILIZANDO A LATITUDE REDUZIDA

Sejam A, e A2 deis pontos pertencentes a uma mesma elipse meri

.

diana e definidos respectivamente por suas latitudes elispoidicas ¢

£ig.(2.7.1).



Fig.{2.7.1)

Os pontos acima citados determinam um arco de meridiano. A fim de calcular o com

primento deste arco utilizando as latitudes reduzidas, Bl e 62, correspondentes

as respectivas latitudes elipsoidicas 4, e 8y utilizemos a eg.(2.5.7):
dn = a(l - e2cos2p)if2 ap (2.7.15

0 comprimento do arco de merdidiano serd dado mediante a integragdo da eq.(2.7.1)

no intervalo {ﬁl R 621 . Assim sendo temos :
» b

m = a f (1 - e2cos2) 12 ag (2.7.2)

Como a eq.(2.7.2) é uma integral eliptica fortemente convergente, pama calrula-

la desenvolvemos-o integrando em série de poténcias, do seguinte modo :

2 4 6 58 . 76l0

b4 ne -g -e el e
m-na{wo ? W2 ) Wu Tg'wa mwa ﬁs—ﬁwlo ...} (273)

onde w2p g30 as integrais de WALLIS, assim definidas:

Wy ® f cos?Pp dp

Calculando as integrais do tipo wzp cbtemos:

=a {AOB- + Alsens coesm + Azaen-ZB cos 2em + Aasen 38 cos Ssm + ans } (2.7.4)

Qs



onde

B

1
w
[
s
w
el

m L

sendo os coeficientes é‘?‘o s P =0,1,2,... expressos em fungao da primeira ex

&=

centricidade e dados a seguir :

. _ 1.2 _ 1 4 _ 15 6 _ 3 8 735 10 _
M=t ke - Te Cme C mwe CoEEmm e
A = - L M4 38 B _ 35 8 _ 105 10 _
2 178 17 8192 37768 vee
. _ 1 6 _ 5 8 _ 105 10 _ ’ |
A3 = 959 me me oo s (2.7.8a)
. . 5 8 _ _3 10 _
Ay EEETE EIILE
.. 70
AS B5Ea60 eee

2623800 @0802&0G0C0608602068000066600000068606606€0CIsEO66680COOCEOGELSEHOSAH6EA82 6580880606060 6E8
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DE DE REVOLUCAQ

A solugao do problema geodésico direto e inverso requer o desenvol
vimente da linha geodésica socbre o elipsdide de rewolugdo na forma diferencial
em fungao de angulos e distancias que podem ser determinados preliminarmente. As

expressoes necessdirias para este desenvolvimento sdo obtidas mediante un relacioc

93

namento dos elementos definidores da superficie de revolugao considerada.

<

Nas superficies de curvatura positiva, tal como o elipsdide de revolugdo, a li-

-

nha geodésica caracteriza~se pela coincidencia de sua normal principal com a nor
mal de superficie |1|. Baseada nesta propriedade, resultou para a lirha geocdési

o~ 13 - - - A ¢
ca uma equagac diferencial de segunda ordem para a gual, nas superficies de revo
lugdo corresponde uma integral eliptica de primeira espécie, expressa mediante o

teorema de CLATRAUT |14] :
r seny = const {3.1)

onde v & o raio do paralelo e o € o azimute do elemento linear no pento con
siderado. Na eq.(3.1) esta contido tudo aquilo que se pode dizer sobre & linha

geodesica numa superffcie de revolugao.

3.1 C DESENVOLVIMENTO DA LINHA GEOL

LUCAO

Examinemos as consequéncias do teorema de CLAIRAUT

T sena = Cconst (3.1.17
De acordo com & eq.(2.4.8) temos :
a PR
=T acosB = o cosé (3.1.2)
(1 - e?sen?4)if2
entdo de acordc com a eq.(3.1.1) segue :
a. cosp seno = const (3.1.2)

o181



a. cosd
(1 - e?sen?y)l/2

. Senc = const

Para dois pontes quaisquer Ai e A,

;41 da linha geodésica podemos escrever

cosf. S . = CosB. | senu.
61 enal 61 + 1 i+ 1

ou (3.1.4)

costs I e 0 NS
(1 - ezgen2¢i)1/2 i (1 - ezsenz¢i \ 1)1/2 i+ 1

A diferencial de (3.1.3) em ralagdo a s € dada por

seng sena e cosB  cosa = - 0 (3.1.5)

Mas sabemos que :

cosa ds = a(l - e2cos?p)if? gg

Deste modo cbtemos a seguinte relagac entre o elemento de arco df e o elemen~

to linear ds

dg coso
ey = 3 (3:1-6)
ds a(l - e?cos?g)l/2

Substituindo a eq.(3.1.6) na eq.(3.1.5) vem

da sena,
= 2 PR e _ "
= a(l - e?cos?g)l/2

L

(3.1.7)

A eq.(2.1,3) di=rice em eonexde oom a eq.(3.1.7) o desenvolvimente da linha pecs
G gl &

désica sebre ¢ elipsSide de revolugdo. Suporhamos uma linha geodésica de azimu~

te (0 <a<n /2) que parta de um ponto no equador: Para este pento & latity
de reduzida £ € rula; logs o azimute o da geodfsieca no équador serd :
cosR sehs = g&ne = congt (3.1.8)



seguindo o percurso da mesma, a latitude reduzida aumentard, do mesmo medo o a-
zimute o , como indica a eq.(3.1.3).

Portanto sena aumenta até sena, ser igual a unidade num determinado ponto
A.Q , sendo que neste ponto a linha geodésica possue latitude reduzida B sendo

a mesma dada por

CosB_ senm = CQosB. = const (2.1.9)
C 'z,' O

&)

Corparando a eq.(3.1.9) com a eq.(3.1.8) concluimos que B, =

"
2
€ a relagdo entre a latitude reduzida mixima e o azimute equatorial da geoddsica.
Assim sendo a latitude reduzida alcanga em A, um méaximo. Mas o continua au-

mentando, o que leva a linha geodésica a voltar-se para o sul. Da eq.(3.1.3) re-
conhece-se que ela € simétrica em relagdc ao meridianc de A ; portanto cruza o
equador novamente sob azimute = - o. Ela passa agora para o hemisfério sul; g
torna~se negativo; continua desenvolvendo-se ate a latitude reduzida ser B = -8B,
sendo seu azimute a igual a 3r . Deste ponto volta-se outra vez para o norte

para cruzar outra vez o equador com azimute o . Agora o desenvolvimento inicia

novamente, desenvolvendo-se indefinidamerte entre os dois paraleloé de latitude

reduzida B, e - B, , sem jamais coincidir com a linha geodésica anterior.

Nas superficies de revolugdo, que possuem curvatura positiva, a linha geodésica

e a mais curta distancie entre dois pontos.

3.2 EXPRESSAO DIFERENCIAL DO COMPRIMENTO DA
LINHA GEODESICA EM FUNGAO DA LATITUDE REDUZIDA MAXIMA

Pera uma linha geodésica scbre uma superficie de revolugac € valida

conforme a eq.(3.1.4), a relagao
COsg sena = COSB;  sena (3.2.1)

onde (B ; o) e (Bl s al> sao as latitudes reduzidas e os azimutes da mesma
para dois pontos D e C, fig.(3.2.1), parte de uma superficie elipséidica. -
Scbre ela destacamos o ponto A s mencionado no paragrafo (3.1), no qual B al

canga o seu maximo. Neste ponto temos sene = 1 isto €, a = o_ =

oI eals
2

titude reduzida sera entdio B = B, Pocamos escrever :

~25=-



cosf seng = seno, cosso = cosso (3.2.2)

Fig.(3.2.1)

Chamemos de s o comprimento da lirha geodésica de A até D, de L a longitude,
sendo a mesma positiva a leste de Al s e negativa a oeste.

Seja C um ponto sobre a mesma linha. O comprimento de Ao ate C & dado por
(s + ds), a latitude reduzida de C igual a (B + dR) e o azimute de DC em D

€ o . Do triangulo retangulo elementar CDE, temos :

. _EE
ds = Sosa (3.2.3)

mas o elemento de arco de meridiano € dzdo por (2.5.7) :

dm = a(l - eZcos?p)1/2 g (3.2.4)
se substituirmos DE por dm, cbhservarmos que m < a <71 e que dB € negati-
P
vo, obtemps
_all - elcos28)1/2
ds = de (3.2.5)

cosa

Para resolver esta equagao diferencial expressemo-~la em termos de uma unica va-
riavel, isto €, expressemos cosa em fungao de cosB e cosB mediante a eq.
(3.2.2).

cosa = - (1 - senq )1/2

- 2, o -2 12 -
(cos®B - cos®s ) (3.2.6)

cosR

sendo esta expressao sempre real, pois B < B,

Deste modo obtems :



- 200528 \1/2
ds = - g 1 e-cos8 / cosB ds (3.2.7)

cosze~coszso

Se fizermos em (3.2.7) e? = 0, entdo obtemos o caso da esfera de raic a. O-
bservando que na esfera as latitudes geodésicas reduzida e geocéntrica s3o igua
is e que em razao disto o arco de meridiaro DE ¢ igual a ad8 , concluimos

que para a esfera de raio a :

ds = ———p COSB ; 3.2.8)
(cos?g = cc:s:’-BO)ll’2 dg ¢

Escolhamos uma esfera auxiliar de raio unitario, esfera de JACOBI, scbre a mes-
ma um ponto P como polo norte, e gsobre um meridiano um ponto A com latitu-
de By Por A ‘tragamos em angulo reto para com o meridianc um circulo miximo

AD.

Fig.(3.2.2)
Aplicando a lei dos senos da trigonometria esférica ao triangulo ADP, temos :

geny cosB = cosBO (3.2.9)

Comparando a eq.(3.2.9) com a eq.(3.2.2) concluimos que para B e B iguais te

remos seny = Sena , iSto € y = a .

Por meio disto conseguiremos imagem esférica da linha geodésica, a qual se ca-

racteriza pela constarte @ésﬁo , sendo as latitudes dos pontos idénticas as la
titudes reduzidas seobre o elipsSide de revolugiio, do mesmo modo s80 os azimutes
scbre a esfera iguais acs azimutes sobre o elipsdide conclusdo esta que esté de
acordo com o teéorema de DALBY. Como para qualquer superfloie de revolugdo é vi

1ida,a equacio de CLATRAUT, para esta imagem esférica também € vdlida a equagdo
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geral de CLAIRAUT.

Do tridngulo esférico elementar DCE obtemos :

dg (3.2.10)

que substituido na eq.(3.2.5) resulta
ds = a(l - eeee?p)t/? do (3.2.11)

Para a solucdo da eq.(3.2.11) expressemos B em fungao de B, €0 5 mediante a

aplicagac da formula dos quatro elementos no tridngulo esférico ADP
seng = seng  coso (3.2.12)

que substituido na eq.(3.2.11) da-nos a equagio procurada.
ds = a[l-eXl - sen?8 cos?o) |1/2 o (3.2.13)

Podemos escrever a eq.(3.2.13) de outres maneiras : por exemplo; lembrando que

a = b
(1 - e2)1/2
1+ g2z =2
1-e?
temos
M o 22(1 = 2 241 1f2
Ge syt @ (1 - sen &O cos%g, | Y/ A
1 - e?
ou
ds = Db(l + e2sen?p cos20)1/2 4o (3.2.18)
A eq.(3.2.1.3) pode tomar a seguinte forma
2 VNQ(I" [ =% 2
- STeenti Sen ﬂl/z (3.2.15)

dg = a(l - 9200826031/2

A formula (3,7.15) torna-se mais simples juando s introduz em lugar da latitu
de reduzida B, a latitude geocdésica 4o doponto A

Sabemos ¢

1]
-~
[

tegr

o 62)1/2 '%“g@ (3&2«16)
G o
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mediante transformagoes trigonométricas, encontramos

2
sen<p
1 - e2cos?8
(o}
cos?¢
coszso = 2

- ol 2
1 esenqto

Substituindo a eq.(3.2.17) na eq.(3.2.15) cbtemos

- a2l1/2
ds = a[l ez} (1 - k2sen2g)1/2 4o (3.2.18)
l-k

onde k? = ezsen%o.

3.3 EXPRESSAO DIFERENCIAL DO COMPRIMENTC
DA LINHA GEODESICA EM FUNGAO DO AZIMUTE DA MESMA NUM PONTO SOBRE O EQUADOR

Seja o elipsdide de revolugdo e sua esfera reduzida, circunscrita ao
mesmo ao longo do equacor. De um ponto A no equador, tracemos duas linhas geo
désicas de azimute o , sendo uma pertencente ac elipsdide e a outra a esfera
reduzida, £ vdlida a expressdo

r seno; = a sena (3.3.1)
oortanto os azimutes das duas linhas geodésicas pertencentes respectivamente a
cada una das suwperficies sdo iguals quando os raios dos paralelos o s3o, © que
quer dizer que o azimute a, da geodésica do elipsdide scbre o paralelo de raio
r € igual ao azimute do circulo miximo da esfera reduzida, sobre o paralelo de
raio r . Portanto os paralelos de mesmo raio de uma e de outra superficie se
correspondem pela razdo de afinidade entre a circunferencia e a elipse que &

b , e podemos escrever tanto para o elipsdide quantc para a esfera reduzidat
a

r = acosd (3.3.2)
Portanto, a equagao de CLAIRAUT para ambas as superficies € :

cosg St’no.i = sena (3.3.3)



Por conseguinte, se adotarmos como varidvel descritiva do elipsdide a
latitude reduzida B , podemos estabelecer uma correspondencia biunivoca entre
08 pontos das geodésicas das duas superficies, isto €, podemos calcular o com-
primento da linha geodésica mediante a sua imagem esférica, ja que podemos a
priori determinar o azimute o no equador.

Consideremos a fig.(3.3.1), parte de uma superficie elipsoidica :

P

Fig.(3.3.1)

0 comprimento da lirha geodésica BC e dada por

BD (3.3.4)

ds =
cosoy

sendo que a distancia BD nada mais € que o comprimento do arco de meridianoc.
Evidentemente, o arco BD € igual a Md¢ ; temos portanto i

Md¢ (3.3.5)

ds cos 0!.1

0 arco da elipse meridiana dm € igual a

a(l - e?) dé (3.3.6)
(1 - e2sen?¢)3/2

dm =

fazendo na eq.(3.3.6) e2 = 0 , verificamos que dm € igual a ads, isto €,
€ o arco contado sobre um circulo maximo da esfera reduzida de raio a .,
Como na esfera as latitudes geodésica e reduzida s3o identicas, podemos expres-

sar o elemento do arco de meridiano dm em fungdo da latitude reduzida 8.

a cosB

y

b senB (3.3.7)



dm? = dy? + dz2

(b2 + (a? = Db2) gen2g) dg?

concluimos que

dm b(1 + 2 sen28)Y/2 dg (3.3.8)

€ 0 arco de meridiano sobre a esfera correspondente ao arco de meridiano scbre
o elipsGide de revolugzo.

Deste modo, para calcular o comprimento de qualquer lirha geodesica teremos

ds =M - dm (3.3.9)

- 2 1/ 2
cosay (1 - sen al) /

Fagamos agora nossas consideragoes sobre a esfera reduzida de raio a,
fig.(3.3.2). Mediante a aplicagdo do teorema de CLAIRAUT na 1’nha geodésica ABC

obtemos ¢ p

Figl(3‘3.2)
cosB senal = seno
_  sena (3.3.10)
Sena; oS8

Substituindo a eq.(3.3.10) na eq.(3.3.9) segue :

dm
(& _ sena )1/2
cos?g

b(1l + e2sen2B)1/2 cosB dd (3.3.11)
(cos28 - sen2q)i/2

ds =

=3]=-



Aplicando a lei dos senos no triangulo esférico ABD da fig.(3.3.2)

senf = cosa Seno (3.3.12)
sendo o constante, a diferencial da eq.(3.3.12) € dada por

cosB dB = cosa coso do (3.3.13)
mediante substituigdo da eq.(3.3.13) e eq.(3.3.12) na eq.(3.3.11), encontramos
a equagao diferencial para o elemento de arco em fungao do azimute equatorial

a e do arco ¢ .

ds b(l + €2 cos2a sen?0)!/2 do (3.3.14)

ou

ds a(l - e2 + e2cos2q sen20)l/2 do (3.3.15)

3.4 EQUACAN DIFERENCIAL DA LINHA GEODESICA
UTILIZANDO COMO VARIAVEL A LATITUDE GEODESICA TENDO 20MO FPARAMETRO AUXILIAR
0 AZIMUTE DA LINHA NO EQUADOR

Sabemos que uma linha geodésice sobre o elipsdide de revolugao € per

feitamente definida pelo sistema de equagoes |g].

cosay ds = Md¢ (3.4.1)

r seno, = & sena (3.4.2)

onde o €& o azimute no equador.
Da eq(3.4.1) temos

g = Mdé (3.4.3)
(1- senz-otl)l/2

Considerando o valor de sena, da eq.(3.4.2) podemos escrever a eq.(3.4.3) da

seguinte maneira

Mdo (3.4.4)

(l _ azsen3a>1/ 2
2

Lembrando que M ¢é o raio de curvatura da segdo meridiana e r € o raio do pa

ds =

ralelo de latitude ¢ e que ambos s3o dados respectivamente por

-30=



a(l - e?2) (3.4.5)
(1 - e?sen?¢)3/2

a cosé (3.4.5)
(1 - e2sen?¢)!/2

encontramos que

2cen2 - o2 2
1 - &8enfe . () | a2gen2y) |1 - (1 - e“)sena 1
r2 1 - e?sen?q cos?¢
2
= (1~ ezsenza)(l - S > (3.4.7)
cos?¢

onde

(1 - e2) sen?a
(1 - e?sen?a)

K2 =

Substituindo a eq.(3.4.5) e eq.(3.4.7) na eq.(3.4.4) cbtemos

g = —a1-eh (- elen?y) 2 (3.4.8)
(1 - e2sen2q)l/2 (1 _ k2 )1/2
cos?¢

Esta equagdo diferencial eliptica pode ser escrita assim

dg = a(l - e?) ) (1 - ezsen?-¢)”3/2 cosod dé (3.4.9)
(1 - e2sen2q)!/2 (1 - k2 - sen2¢)1/2

que € a equagao diferencial da linha geodésica na varidvel ¢ .






CAPTTULO 4

4, EXPRESSAO DIFERENCIAL DA DIFERENGA DE LONGITUDE DE DOIS PONTOS
SOBRE 0 ELIPSOIDE DE REVOLUGAO

Quando adotamos como variavel descritiva do elipsdide de revolugao a
latitude reduzida B , estamos entdo estabelecendo uma correspondencia biunivoca
entre os pontos da linha geodésica scbre o elipsdide de revolugdo e os de sua i-
magem esférica sobre a esfera reduzida. Esta correspondencia pontual conserva os
azimutes e as latitudes reduzidas. Vamos agora verificar o que estara acontecen-
do com as longitﬁdes dos mesmos pontos. Consideremos um par de pontos infinita=
mente proximos sobre a lirha geodésica do elipsdide de revolugao e os seus cor-
respondentes sobre a mesma, mas pertencente a esfera reduzida.

A equagdo de LAPLACE é uma relagao infiritesimal entre a variagao infi
nitesimal da longitude de uma linha geodésica qualquer e a variagdo do seu azimu

te |8|. Ela é valida igualmente para qualquer superficie de revolugdo e & ex-

pressa de maneira geral pela seguinte equagzo
da = sen¢ dL (4.1)
De acordo com a equagao de LAPLACE podemos escrever para a esfera re

duzida e para o elipsdide de revolucdo as seguintes equagoes diferenciais

da! senB di (4.1a)

do sen¢ dL (4.1b)

Em virtude da correspondéncia estabelecida hia uma igualdade dos azimutes nos pon
tos correspord:ntes, isto €, da = da' e como consequéncia concluimos pela se

guinte igusldade :

senB dr» = sen¢ dL (4.2)

ApGs algumas transformagoes a eq.(4.2) toma a forma

senf

d;\de=(S—e-‘l?i-1)dL (4.3)

Integrande a eg.(4.3) cbtemos

-3l=



L

-1 = send _ PR
A= L .{ ( SenB 1 ) dL (hous
©

que € a equacgado diferencial da diferenga de longitude de dois pontos corresporn~
dentes.
Una vez que a latitude geodésica ¢ € maior ou igual a latitude reduzida B8, o
integrando sera sempre positivo, portanto a diferenca de longitude de dois pon-
tos sobre a esfera reduzida é sempre maior que a diferenga de longitude dos do-
is pontos correspondentes sobre o elipsdide de revolugao. Deste modo, a todo
ponto de uma linha geodésica. do elipséide fazemos corresponder um ponto imagem
sobre o circulo maximo de uma esfera que satisfaca as propriedades :
a. As duas geodésicas conservam os azimutes.
b. A latitude do ponto imagem é igual a latitude reduzida do seu cor
respondente sobre o elipsoide.
c. A longitude do ponto imagem da esfera & maior que a longitude do
seu correspondente sobre o elipsGide, sendo a diferenga dada pela

eq.(4.4).

4.1 EXPRESSAO DIFERENCIAL DA DIFERENCA DE

LONGITUDE DE DOIS PONTOS SOBRE O ELIPSOIDE EM FUNGAO DA LATTTUDE REDUZIDA MAXIMA

Do triangulo retangulo elementar CDE , fig.(4.1.1) temos

8
&
C
& .
a(l - e2cos2p)f2 gg
[+
-> L
D a cosg dL E
Fig.(4.1.1)
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ds sena = a cosB dL (4.1.1)
dando entao
" sena 4o (4.1.2)
a cosB

mas ds € dado nela eq.(3.2.14), logo

senw
a cosB

(@8]
.

dL . b(L + e2sen?g_ cos20)1/? 4o (4.1.

mediante a aplicacao do teorema de CLAIRAUT na linha BC fig.(4.1.2) , temos

B .
Fig.(4.1.2)
sen® cosB = COSSO
ceng = b0 (4.3,
@ = Sosg
que substituido na eq.(4.1.3) da-nos
b cosB ) TR
dL = -~ O (1 + szsenzso cos2¢)1/2 gg (4.1.5)
a cos?g
Aplicando a formula dos quatro elementos no triangulo esférico ADP
senf = seng  coso
cos?g = 1 - senzeo cos?o (4.1.6)
Assim a eq.(4.1.5) toma a forma
b (1 + ezsenzso cos2g)l/2 (5.1.7)
a. = - c:osf%O do
a 1 - senzso cos?g

- 3p5=-



que € a expressao procurada.
Podemos cbter uma equacdo diferencial equivalente a eq.(4.1.7) substituindo a

eq.(3.2.11) na eq.(4.1.2), com o auxilio de algumas operagods adicionais

} (1 - e2c0s28)1/2 (4.1.8)
dlL = sena ooB do

Sobre a esfera auxiliar vale relagdo andloga a eq.(u.l.1) que €

sena do = ¢cosB di
Resulta entao

dL = (1 - eZcos28)1/2 ax (4.1.9)
Para a avaliacdo da eq,(4,1.9) & necessirio apresentd-la numa forma adequada, is
to €, em fungao de uma 6 variavel. Sabemos que

sena do = cosB dA Y1,

Mediante substituigdo da eq.(4.1.4) na eq.(4.1.10) obtemos

4 = cosB, do (4.1.11)
cos?28
e assim
o a2ame2g)1/2
i, = cos_Bo (1 - e?cos<B) do
cos2g

subtraindo desta a eq.(4.1.11) segue

1-41 - ez.gosz's)l/z- ds (4.1.12)
cos?B

dL = dx ~ cosso[

Expressemos a eq.(4.1,12) em fungdo de uma Unica varidvel, no caso o .Comparan-

do a eq.(3.2.11) com a eq,(3.2.15) obtemos
(1 - e2cos2g)/2 = (1 - eezcoszso)ll2 (1 - k2sen20)!/2

sendo
e2sen?p .
o (4.1.13)

-l 2
1 ecosBo

k2 = e?sen?¢,

Fazendo

Q = (1 - ezecnszﬂo)”2
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a expressao
1~ (1~ e2cos2p)l/2

pode ser escrita assim

- - @2coz2 /2 - 1 5 .
1- (- efcos?®)/2 = g [.(1 - eZCO82é0)1/2 ~ (1 - k2sen2¢)1/2 (4.1.1%)

Explicitemos e? na eq.(4.1.13)

2
e? = K (4.1.

- 2 2 ~ 2
sen +  k4cos
se BO 0S BO

-
o
St

Introduzindo e? dado pela eq.(4.1.15) em (1 - ez’-ccaszr-l*o)”2 resulta

1
(1 - ezcoszBo)I/2

= (1 + k2cotg230)1/2 (4.1.16)

Atraves da substituigdo da expressdo (4,1.16) na eq.(4.1.14) cbtemos uma expres

sao que substituida juntamente com (4.1.6) na eq.(4.1.12) resulta :

(1 + k2cotg?g )1/2 - (1 - Kk2sen2s)1/2
S do (4.1.17)

dL =z dx - @ cosBo
1 - aenZBO cos?g

4.2 EXPRESSAO DIFERENCIAL DA DIFERENCA DE

LONGITUDE DE DOIS PONTOS SOBRE O ELIPSCIDE EM FUNCAC DO AZIMUTE EQUATORTAL

Seja o elipsdide e sua esfera reduzida, circunscrita ao mesmo ao longo
do equador. De um ponto A, sobre o equador, tragamos duas linhas geodesicas de
azimute o , sendo uma pertencente ac elipsdide € outra a esfera em questao.
Deste modo, além das linhas geodésicas satisfazerem as propriedades citadas no
paragrafo 4, satisfarao a propriedade de possuirem o mesmo azimute equatorial a.
Utilizando esta propriedade, podemos estabelecer uma expressao para a diferenga
de longitude de dois pontos sobre o elipsdide. Consideremos a fig.(4.2.1), uma
superficie elipsoidica pertencente a um elipsdide de revolugao de semi-eixos de
finidos previamente, sendo CD um arco de paralelo definido por dois pontos com

diferenga de longitude dL.
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Fig.(4.2.1)
CD = rdL (4.2.1)
Ch = senalds (4.2.2)
concluimos entao que
seno. ds
dL = ) rl (u;z»a)

Mas o teorema de CLATIRAUT afirma que

sena = CcosB senal
entao
sena, = _sena . 2.4)
cosB

sendo o raio do paralelo r = a cosf , entao

seno (4.2.5)

dl, = === ds
a cos?g

Seja a fig.(4.2.2) a imagem esférica da fig.(4.2.1)

Fig.(4.2.2)
..39-



Aplicando a lei ccs senos no triangulo ABE

senf = Cosa senc

cos2g = 1 - cos?a sen?o (4.2.6)

Substituindo a identidade (4.2.6) e a eq.(3.3.14) na igualdade (4.2.5) obtemos a

formula procurada

‘ 2nma2 2.y1/2 )
dn = % seng (1 + e2cos2a seng)!/ do (4.2.7)

1 - cos?a sen?o

als;

lembrando que = = (1 - e2)}/2 segue

1 + £200s2 25)1/2
(1 + g?cos?a sen?o)l/2 (4.,2.7a)

dL = sena (1 - e2)1/2
1 - cos?a sen2o

Estas equacods diferenciais d3o origem a integrais elipticas de segunda especie.
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CAPTTULO 5

5. SOLUCAO DO PROBLEMA GEODESICO INVERSO

Os problemas geodésicos direto e inverso podem ser resclvicos
mediante o relacionamento dos elementos de um triangulo elipsoidal com os resoer
tivos elementos de um tridngulo esférico-auxiliar, onde € usada  a latitude re
duzida ao invés da latitude geodésica. Deste modo obtemos uma solugdo com o aux.
lio da trigonometria esférica. Todavia, deve ser aplicado o método das aproxima
goes sucessivas para determinarmos o angulo formado pelas diferencas de longitu
de do tridngulo esférico utilizado e o tridngulo elipsoidal.Este método utiliza-
do para a solugao do problema geodésico, pode ser usado para cbter com precisao

as coordenadas geodésicas para qualquer distancia geodésica.

5.1 METODO DA ESFERA REDUZIDA TENDO COMO PARAMETRO AUXILIAR O

AZIMUTE EQUATORIAL DA GEODESICA

A fig.(5.1.1) ilustra o triangulo esférico auxiliar usado para solucionar o pro-

blema geodésico inverso.

Fig.(5.1.1)
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A linha equatorial esta definida pelo arco AG , e o polo pelo pento P. Os pon
tos B e C sao pontos sobre a esfera reduzida corresponderité a dois pontos
dados schre o elipsoide.

A lirha geodésica que contém os pontos B e C intercepta a linha do equador
em A e tem seu ponto de maxima latitude reduzida em D . Os arcos de circulo
maximo BE e CF sao respectivamente as latitudes reduzidas Bl e 82 coP-
respondentes as latitudes geodésicas ¢, e ¢,. Os azimutes esféricos o e o,

sao os mesmos azimutes elipsoidais. O azimute do circulo mdximo AD na linha e

quatorial € a . Os arcos o = AB e o, = AC sao contados a partir do e-

quador. 0 arco BC € iguala o= o, -0, eo0arco 20 =0y + 0, .
Sendo a e e respectivamente o semi-eixo maior e a excentricidade do elipsdi

de, podemos obter os demais pargmetr085 de acordo com o pardgrafo (2.2) @

£ o= 1-(1=-e?)l/2
b = a(l-1D0D

_ (a2 - pnila
¢ - T

Sendo descorhecido A , a diferenga de longitude sobre a esfera reduzida, resol

vemos o triangulo esférico numa primeira aproximagdo fazendo A = L = L, -1

a fim de determinar a correcdo (A = L). Por um método iterativo continuamcs o
processo para a determinagdo de (A = L), até o Gltimo valor ndo diferir do pe-
nfiltimo. Na prética fazemos iteracoss até a diferenca entre a Gltima iteragée e
a penultima ser igual a uma determinada quantidade pré-estabelecida, a fim de
que possamos obter a precisao desejada. Se a diferenca entre a Ultima e penﬁlti
ma iteragao for igual a 10‘12 radianos, teremos uma precisdao da ordem de
0,00001'" em diregao e 0,00lm em distancia |12].

Afim de resolvermos este problema devemos proceder do seguinte modo i

a) As latitudes reduzidas sdo obtidas pelas formulas j& conhecidas

tg8y (1 - e2)1/2 gy (5.1.1)

tg8, (1 - e)t/? g,
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cotgs (1 - e2yl/2 cotgy, (5.1.2)

1

cotgs, (1 - e2y1/2 cotg¢,

sendo que as formulas (5.1.1) devem ser usadas para latitudes geodésicas ndo su

periores a 1 , caso contrdrio devem ser utilizadas as formulas (5.1.2) o que

trara maior precisdo aos calculos.
b) Para calcular o arco esférico ¢ , apliquemos a formula dos quatro elementos

relativa a lados no triangulo esférico auxiliar PBC , fig.(5.1.2).

Fig.(5.1.2)

cosg = senBl senB2 + coss1 C0882 cosA (5.1.3)

¢) Considerando os triangulos esféricos PAB e PBC podemos calcular o azimute
equatorial o mediante a aplicacao da lei dos senos,
A partir do triangulo esférico PAB temos

seno = cosBl senay (551.4%)

Do triangulo esférico PBC segue

cosg, sem (5.1.5)
seno

senal =
Substituindo na eq.(5.1.4) send, pelo seu valor dado pela eq.(5.1.5) obtemos o

valor do azimute a:

cosB1 cosB2 seni (5.1.6)

sena = Seng

d) Mediante a aplicacao do teorema de CLAIRAUT com relacao a uma linha geodésica
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sobre uma superficie de revolugao obtemos uma relagio geral entre o seno do azi
mute equatorial e o seno do azimute em qualquer cutro ponto, particularmente pa

ra os pontos B e C , fig.(5.1.2) temos

sena = cosBl senay = cose2 seno. (5.1.7)

2
e) Para a obtengao do arco esférico 2cm = 0, + 0, , procedemos do modo seguinte

cos 20, = cos (oy + 0,) (5.1.8)

Da trigonometria plana sabemos que

208 (cl + 02) = Cosgy oSO, - seng, seno, (5.1.9)
e que
Ccosg, COS¢, = 1 cos (o, = 0,) +'l cos (o, + 0,)
01 2 2 2 1 2 2 1
lembrando que Op =0y =0 e gyt 0 = 20m
temos
cosg, COSG, = 1 cosg  + L cos 20 (5.1.10)
=1 2 2 2 m e

Substituinde o valor de CoSgy COSg, dado pela eq.(5.1.10) na eq.(5.1.9)obtemos

cos 20m - seng, sencd, (5.1.11)

N

1
o8 25m = 5 coso  +

Aplicando a lei dos senos no triangulo esférico ABE e ACF , fig.(5.1.3),0bte

mos seng, e send, em funcdo de quantidades ja conhecidas.

SenBl
M Senol cosa
/ 82

"E’,//D, sen82
i F seno

4‘A r 2 cosa

it

Fig.{5.1.3)

senBl sen62

sena, seng, = " (5:1.12)
cos?q

SRV



Substituindo a2 eg.(5.1.12) na eq.(5.1.11) concluimos que

SenSl Sen82
oOg 20' = cOsa o 2 e —————————

m 2
Cos“o

Em fungao dos valores calculados através da eq.(5.1.3) e eq.(5.1.13) podemos

calcular utilizando relagoes trigonométricas

sen 20 = 2 senc Coso

sen 3¢ = 3 senoc - 4 sendc

cos 40 = U4 senc cose - 8 sen3o coso (5.1.14)
€ e seseceaseanaantesaeescoc s et araoanes (5.1.18)
cos b = 2 cos? 20, _ 4

cs Bo = 4 cos? 20, = 3cos 20

cos 8o = 2cos? o _ 4

% 6 5 69 2800 00€6eC0O0NOePEREEES P OO0 E 08 Qe EE 00

f) Para calcular a diferengca (X - L), vamos utilizar a expressao diferencial

da diference de longitude de dois pontos sobre o elipsdide dada pela eq.(u.2,7}¢

(1 + e2cos2asen?a)!/2

o

dL = (1 - e2)! 2 geng do (5.1.15)

1 - cos?c sens

A 'E Fig.(5.1.3a)
Integrando a eq.(5.1.15) no intervalo [01 s 62] obtemos a diferenga de longi

TN



tude L entre cs pontos B e C Fig.(5.1.3a) :

(1 + elcos?y sen?gyl/2 do {5.1.18)

L=(1l-e21/2 geng

0 método maiz sinples para resclver esta integral eliptica, consiste em desenvol
ver o nurerador do integrando em série binomial.

2

Fazendo e?cos?a = u? , podemos desenvolver (5.1.18)

b X Mfk fus .
geng - %-sengc'+ §545éﬁ55 - §§§ senfo +...
L= (1-e?2 gena - do
1 - cozfs senis
o , [ ,
L= (1 - e}t gena L do + 2§ 5o do +
@? 1 - cos?s senis %} 1 -~ cos?q senls
_out sen‘g do L ub senfy do +
8 P 1R §
8 1 « cos?a sen?s j 1- cosazene
&/
%
5ub sen% (5.1.17)
- do 4+ cas

Para resolvar a £q.(5.1.17) empreguemos as integrais do tipo wzp e IQP s inte

grais de WALLIS. A integral do tipo wzp é definida do seguinte modo :

ey
£ pof

W= ;{s@nzpﬁ do {(5.1.18)

ixiste a seguinte relagdo de recorréncia entre estas integrais

W= ;‘Séﬁnﬁ do
' J

n

I 5 I

K =g i 2 s
= / sen” ‘o do ~ | sen ‘¢ cos?c do

o of
72 )

o {  n=2 .

= W - | sen'’ ‘g cos?s do
n=2 o



Integra ¢o por part 5 a segunds [ILCeL 1 enuoniian s a re_agao Ce recorrencla

E -
€% o~ ¥ s
A= , = % sen et
) Tied i

o
. ‘; Séﬁzpﬁ a (5.1.193
sz = o

J; 1 = cos?a sene

e

s AEmes egts

-elecer uma relacdo entre a integral Z?p e a integral w2P s proce

dendo da marsiva abaixd

{o .. = sen2po (1 ~ cos“a.sen‘g cos4q sen<o) do

‘P J 1 - cos?e sen?o

.  op2

z sen’Ps do + cos2a SE g %do
1 ~ cos?a sen?s
= W, + cos?al
2p e 2p+2
De onde tiranos
i PR |
g LA

cos?a
A seg -+~ ~1agcdo de recorréncia pode ser estabelecida com fa: .lidade

< IO

[
s
1]

I =W W

-4
[
¢

cog*a cos?a

I =¥ W
I‘zmo ) 2

s

cosbo costa coe?g

: 2 6B G & B B @6 DS 6T OB GBS e SIS BT TSI L

SN



I -W W W W
I. = 2 o . 2 - R - pm? (5.1.20)
2p 2p 2p=-2 2p=u
cos“Fq cos ) cos o cos2q

Com o auxilioc da eq.(5.1.19) podemos escrever a eq.(5.1.17)

; , 2 ) q -
= (1 - et)l/2 g : wor - 41 o S
L=(1-e2) sena ( I, + =L~ + L

Considerando a relagao de recorrencia (5.1.20)

‘ I -W, I -W W
z (1 - e2)1/2 geng I+‘§‘-€(u>-£-—u - 2 +
¢ cos?a 8 cos'a cos2a

71 = ‘
w [ I = _ Wy o \ .
% cos6 cos*a cos?a
5us / Io = W, _ Wy _ Wy _ e . (5.1.21)
128 cos 8o cosba cbsta cos2a )

Substituindo na eq.(5.1.21} u? pelo seu respectivo valor eZcos2o e agrupan-

do os termos semelhantes

( ; + ?-gi - %;- + -i-%-:- + ) w@ *
..gi - % + %% + >w2ccsza +
( -% + %—2—+ )WHOOS“d‘f
( ig: + o ) Wecosba +, }(5 1.22)
Considerando que h
14%-2—-%24-—;-2--%—2-* . o= {14# eyl2
- %E + %l:- - %g- + %; 3 = 1 - (1 #e2)1



ot
o
@

6

€ €
T "1 Y 1%
6 8
- %E. + X
128

e lembrando que

o= 1d = - (14eD)1)2
= e? £ 2y1/2
+ . = L+ 5= = 5= Q4%

(1 -e2) (1 +€2) = 1
A equagdo (5.1.22) € ‘escrita
L = IO seno +
-
sena [ (1 - e2)1/2 [ 1-(1+ e2)1/2 ] W o+
r 2
(1-enl/2 |1+ %— - (1 +e2)l2 ] wzcosza +
[ 82 EL‘
(1 -e2)lf2 | 14 - - L+ e2)1/2 wucos“a +
(1 - e2)1/2 [ 1+ e2 | & + e -1 + e2)1]2 ] W.cosba + (5.1.23)
I 2 8 16 6 e T
Fazendo
A= (1-e?)}f2 [ 1 - (1+e2)ll2 ]
2
A, = (1-e2)l2 [ 1+ == (1+ ez)llz]
62 €l+
B, = (1 -entf2] 14 - -+ edlf2 (5.1.24a)
2 M 6
- - a2y1/2 eE__ E_ E_ . 2 1/2]
Ay = (1= el [ 1t 5= F+ & - @+ed
2
Ag = (1 - e2)l]2 [ 1+ -%— vee = (1 4+ €2)1)2 ]

Os coeficientes A2i s

i = 0,1,2,-..

to do elipsdide, da seguinte maneira

_ug_

podem ser escritos em fungao do achatamen



(5.1.2u4b)

n, - £1(10 - 1uf + 5£2)
1501 - £)°
o - 80 - 9o e + 5:%)- 508 - £
8

128(1 - £)/

® & b s O & SO C P B L E 4 92 % 8 &2 ¢ 08 36 B L5 S B O S CO B E SO0 0L OO0 EN

Utilizando as identidades (5.1.24) , a eq.(5.1.23) toma uma forma bastante sim

ples

L = I sens + sena i AZp w2P cos %P (5.1.25)
p=o

A primeira parxcla da eq.(5.1.25), apos ser integrada no intervalo [Ul R 02}

nos da

IO seno = erc tg (sena tgcz) - ave tg (senc tgcg)

valor este qua substituido na eq.(5.1.25) resulta

L = arc tg(sena tgcz)- arc tg(sena tgcl) + sena i A2P W2D cosZpu
p=0 *

Consideremos cs “triangulos esférics ABE e ACF , representados na fig.(5.1.4)




Aplicando a regra de MAUDUIT |6' obtemos :

tgAB = sena tgcl

tgxc = sena tg02
A== A
C B

arc tg (sena tgo,) - arc tg (sena tgo,)

Desta maneira podemos escrever

- = 2p s
L = A + sena E W, cos“Fa (5.1.26)
£ f2p "p

A eq.(4.4) garante-nos que a diferenca de longitude de dois pontos imagens sobre
a esfera reduzida € maior ou igual & 1iiferenga de longitude de dois pontos so

bre a superficie elipsoidica.

[+
Sendo assim, seno E, A costa é a quantidade que deve ser subtrai-
=0

W
2p 2
D= P p
da da diferenca de longitude esférica A para cbtermos .. diferenca de longitude
elipsdidica L .

©0

. 2p
(A =-L) = - sena E A, W, cos“Fa (5.1.27)
S5 2P P

Deste modo obtivemos a expressao que fornece a diferenga das diferengas de longi

tudes.

Avaliemos tal quantidade

(A -1L)

2 4
———— Ay Wy + Ay cos®a Wy + A, cosa W, + ... (5.1.28)

Lembrando as identidades trigonométricas

‘ 1 _
cosgy cosg, = 3 cos(cr2 cl) + cos(c2 + cl)
podemos calcular w2p P =0,1,2, ... em fungao de arcos multiplos

=51~



=
]

8
a

R

sens cos 2.°m

- z = 9 .
W.z = f sen<y do 5 5
Wa _ f ceno do = -g-*- ) sem czzos Zam . sen 251;:05 l&om (5.1.29)

%— - %% sene cos 20m+ %2- sen 206 cos Lscm

=
7

s f senbo do

sen 30 cos Gcm

96
Wy = f senSs do = %g-s- - %é» senc cos 20 + %—5 sen 20 cos Uo
1 sen Y4g cos 8om
- s sen 30 cos Gom + k512

Substituindo a eq.(5.1.28) na eq.(5.1.28) e agrupando cs termos semelhantes cbte
mos

(x = L) = sena { Boo* + BQ sens os 2cm + Bq sen 20 cos lscm +
+ BB sen 30 cos Gom + BS sen Yo cos 8crm 4 oo } (5.1.30)

onde os coeficientes sz s, P =0,1,2, ... sao expressos em fungao dos coeficien

tes AQP , eq.(5.1.24), assim

B =-A =~ fg« cos2a - 2 A, costa - 2 A, cosba - o2 cos®
o T T AT T 3 A 15 A €08°c = T35 Ag cos”a ...
A, Ay
R = 2 4 i5 6 7 8
B, +*2?“‘T cosa+§—cosa+ 32A6c:03a+ e Aecosai-...
B—~A“ osta - s cosba = L= A 8 (5.1.31)
y = = g cos'a 35 AS . o n g Cos®a ... S.L.31)
B, = . A cosba + o cosba +
6 5 % 5 ’ .o
AS 8
Egz“ ‘75“‘”]':"?" COS(!+ ¢ e

G B 000 e VOGP OGBIO000GEE0C0I0SEDOSED0 S0 EDENBTE GO EEO0 D EEIOIEONSILELS SO0 CS 0



Substituinde Aﬁp » P =0,1,2, ... pelos respectivos valores, em fungao do a

chatamento f , negligenciando os termos em f superiores a quarta ordem, obte

mos os seguintes valores para os coeficientes B

Obtido

anteriores tantas vezes quantc necessario for

p = 0,1,2, ...

2p ?
- s sz 3 % 25 3
1 '“é» (1 + f+ %) COSZG',+‘=’~§— (l-i»ﬁf)ccsl*a-s—f‘z;@-f“ cosba
. , 2 i 1
£ L L9 . 3
i (1 ¢ £+ fz) coslqg ~ = (i +Er)cos‘*m+%%§f cosba j
2 9 15 .3
%5 ( 1+ «m»)cos“a - %fg Y cosba } (5.1.31a)
5 .3 1
75 § costa |
«f
¢ valor de (A = L) devemos calcular A = L + (A - L) e repetir as etapas

afim de que cbtenhamos um valor de

finitivo para A .

g) Obtido o valor definitivo de X , podemos calcular o azimute e o contra azimu

te da linha geodésica mediante a aplicagdo da trigonometria esférica no tridngu

lo esféricc PRC

fig.(5.1.5).

o azimute de C

Chamemos o azimute da linha geodésica de B para C de 0, e

par

£y

B de

i
(&

21 °
’B Fig.(5.1.5)
Aplicando a analogia dos senos e a formula dos cince elementos, temos :



1]

o2
°en“12 seng 00332 seni

11

cosalz seng cossl SenBQ - san&l casﬁ2 CosA

]

senmél senc “ Gﬁ881>seﬁk

38

QoS04 senc coﬁsz sensl - sen$2 cesﬁl COSA
Dividindo membro a membro a primeira pela segunda e a terceira pela quarta equa

cao, obtemos os valores dos arces

00562 seni |

tgeg ® cosB, senB, - senB, COBB, COBA (5.1.32)
cnsﬁl‘senk

: = (5.1.33)

tgo B e oo e ey

21 seng, cesﬁl COSA c0682 senal
0 quadrante € determinado de mensira bastante simples se convencionarmos que ©
ponto B estd a oeste do ponto C. Neste caso 0 < Gpp < T @ T <y, < 2ns

sendo o azimute e o contra~azimute contados a partiy do norte no sentido horé-

rio.

0 azimute e o contra~azimute contados a partir do sul no sentido horério serso

dados em fungao dos azimutes contados a partir do norte ho sentido horérdc pe-

las equacoes ¢

%1y T Oyp T

%21 7 %or T T

h} 0 ciloulo da distancia geodésica s & direto, uma vez que o tridngulo esfé-
rico auxiliar pode ser resolvido com precisio suficiente.

Sabemos que o = 6, =0y , 20, T @, ¥ 0y equeo infinitésime da distincia
geodesica & é dado em fungdo do infinitésimo do arco ¢ pela eq.(3.3.14).

ds = bl + eleos?a senle)¥? do €5.1.34)



Para obtermos & distancia prarms 8 eg.(5.1.34) no i

tervalo Ecxl s 6’2}

8 = b f (1 + e*cos?a sen2e)!/2 do (5.1.38)
fazendo elcos?e = u? , escrevenos a eq.(5.1.35) assim
8 = b f (1 + u? sen?0)¥/2 do {5.1.58)

Para a avaliagio dessa integral, desenvolvemos o integrando segundo uma sérde bi

nomial.

2 4 6 .8
I [1+Y gen2s - & gento ¢ Be sénbo - 28 genlo ¢ ...
2 L] 16 178

lembrando as integrals de WALLIS, dadas na forma geral pela %‘(591;1835, esta
série & eserita numa forma bem simples.

8§ = b ; €. W, {5.,1.87)
3%

Mas 'Wm s D =0,1,2, .o. sdo dadas pela eq.(5.1.28), que substituida na eq.

(5.1.37) e agrupados os termos semelhantes obtemos

sen 3o cos boy +

e 33!{! “'0*‘}&@1638}

e



Fazendo C, p=0,1,2, ... iguais a :

p ?

a ut _ 3 4 5 6 _ 175 8
Tttty oEm Y tm Y T omEmm Y ot

(5.1.39)

(@]
x
n
L ]
I;ﬁﬁ
=
5=
e
[}
g
[
+

Ca ’m u L S

Obtemos, finalmente a seguinte expressdo para o calculo da distancia geodesica
s =b (Coo + C2 senc cos Zcm + C,4 sen 20 cos uom + C6 sen 30 cos Eom +

(C8 sen 40 . cos 8cxm + aee ) (5.1.40)

ou

2]
g =b{ Cyo + ; (:2P sen(po) cos (ch'm) } (5.1.u0a)

0 méximo efeito de u® sobre a distincia s s € menor que einco déecimos do milf
metr;, podendo portanto ser desprezado. Por esta razdo os coeficientes Cop 3
p=0,1,2, .. assumem a forma

3 .4 5 6

= }Ln_ s .
C-,l+u (uu +mu

(e

<
DY

8%

§

=g

+
5.

[ s

w3 .6

% * "1 * sz

B
¢ .

¢ miximo efrito scbre s do termo C, & somente de treze déeimos do milimetro.

~56~



5.2 METODO DA ESFERA REDUZIDA, TENDO COMO PARAMETRO AUXILIAR A
LATITUDE REDUZIDA MAXIMA

Mediante um relacionamento adequado dos elementos de um tridngu
lo elipsoidal com os elementos correspondentes de um triangulo esférico perten-
cente & uma esfera tangente ao elipsSide ao longo da lirha equatorial socluciona

mos o problema geodésico inverso.

E F — @
Fig.(5.2.1)
Consideremos o trid@ngulo esférico BCP , fig.(5.2.1). Sejam o e o, os azi-
mutes da lirha geodésica BC em B e C, iguais acs correspondentes azimutes

elipgoidais ; A = Ag = A & diferenga de longitude dos pontos B & C ;

°c = o, 4-@1 e 20 = o, + o, sendo Ay e Ay 5 Oy e 95 eongide=
rados positives ou negativos caso estejam a leste ou a oceste do ( % = B @5)
perpendicular 3 linha geodesica e considerado de longitude nula; 8, e B, CETS)
as latitudes reduzidas das extremidades da linha geodésica.

Sendo desconhecido A , a diferenga de longitude scbre a esfera reduzida, resol
vemos o tridngulo esférico numa prineira'apmximgéé fazendo A =L = Ly=-L, a
fim de determinar a corregdc (A - L).

As latitudes reduzidas s3o cbtidas através das formulas :

(1-e2)!/2 seny (5.2.1)

seng . = . .
(1 - e2gen24)1/2

~57=



COs¢
(1 - e2sen24)l/2

cosB = (5.2.2)

a) Aplicando a formula dos quatro elementos no tridngulo BCP , cbtemos em pri-

meira aproximagac o valor do arco BC.

coso .senel sene2 + cosBl 00582 cosA (5.2.3)

seng [(sgnl cosB,)2+ (senB, cosB, - senB, cosB, cos})é] 1/2

sendo que sens €& positivo ou negativo caso seja A positivo ou negativo respec
tivamente,

b) Aplicando a lei dos senos nos triangulos esféricos ABP e BCP , fig.(5.2.1)

obtemos
cosaO = senal cosBl
00882 seni
Seney * —sene
cosB., cosB, seni
cosB = 1 VM“2 (5.2.4)
o séno
sen28 = 1 - eosza (5.2.4a)
0 : fo} fee

¢) Mediante o emprego da regra de MAUDUIT nos mesmos tridngulos citados acima te

mos ¢
Sen82
COBG,5 = soumemsn
2 senso
senBl
cosol = seneo
_ 2 seng, senB, .
COS 2°m & L N e - COSO' (5.205)

senrﬁé
A partir da eq.(5{2.3) e €q.(5.2.5) , através de relagods trigonomStricas segue

gen 2¢ & 2 sen¢ cos¢

gsen 3¢ = 3 senc= i sendg

sen lUg I senc ¢osc = 8 sens cosg

«58=



9 6006500680 e000306008e0066006060060660060846 (502.6)

2 -
cosuom 2 cos 2°m 1

3 -
cos Som i cos Zom 3 cos Zcm

2 -
cos eqm 2 cos uﬁm 1l

d) Para cbtermos a diferenga (A = L) na primeira aproximagdo, utilizemos a ex
pressdo da diferenga de longitude sobre 6 elipsdide na forma diferencial dada pe

la eq.(4.1.7)

(1 + e?een?p cos20)1/2
- . do 5.2.7)

d, = (1 - e2)l/2 cosg, — :
1- sénzac éos4g

Integrando a eq.(5.2.7) no intervalo [ol s 02} ter~-

L = (1-e)!/2 cosp, 1 + uleos?0)f2 5.2.8)

1 - senzeo‘ cos?g

onde

2 = 2 2
u eseneo

0 método mais simples para resolver esta integral, consiste em desenvolver o nu

merador do integrando em série de potencias.

: (3]
(1+-‘§- coszc-% ccs‘*c+}f-gccssc+... ) de

e
'

= (1 - 32)1/2 ﬂcosso
1- sen280 cos2g

| _cos?s do_

do )
¢ 1 - sen?g _cos?o

VDN . O +
1- senzﬁecoszc

)

= (1 - en)2 cosp

- u costods cosbedg
4 1= ,senzsocosza ' 1- senzsgcgsza

_sd | __ewfodo 7w’ [ coslodo , N5.2.9)
. 1= sen28~ocosza - 2% y 1= senz’socqszc'

=5Ge



Para resolver & eq.(5.2.9) , vamos empregar as integrais do tipo w2p e I2p .

Neste caso a integral do sz € definida do seguinte modo

= 2P 5.10%
wzp f cos o do {5.2.10}

existindo a seguinte relacdo de recorrencia

n-1
. hnh=1 cos’ T seno
Wn = == wn_‘2 + = (%.2.11

A integral do tipo I é assim definida

2p N
I, = j-Ss_do (5.2.12)
p J1l- senzgocosza
existindo a seguinte relagac entre a integral do tipo I2p e a integral do tipc
W, o
P I, =W,
I = M (502-13)

2p+2 2
sen Bo

Relagd@o de recorréncia

I, = I
I =W
I2 = o .
senZB0
I =W W
, = 2—2 - 2 (5.2.14)
sen‘*so sen28°
I - To = W Wy W
6 sen®p o seng o sen? By
r s ot ¥ o W W
8 sen%o senﬁeo sen“Bo senZBO
O Sl T SN S = 2
?  gen’Pp S senzP‘zs o sen’Pg S sen?p



Empregando as integrais do tipo IZp s podemos escrever a eq.(5.2.9) numa forma
mais simples

2 Yy 6 8 10
- (1 - 223172 L u - u u Su 7u Tey
L=( e®) / GOS.BO [IO + 5 I2 Y Iu + T-s-v IG m- 18 + -2-5-6- I‘lo+..](5~2.15;

Substituindo ma eq.(5.2,15) IZP s P =0,1,2, ... pelos seus respectivos valores

dado pela relagdo de recorréncia (5.2.14) obtemos

2/1I =W 4 /I - W W \
L =1~ ez)'l/f':cos*"-so | I, +:2 <__._._...° 0)- ;‘.él ( °o__° . 2 >_+

N}

cam? 4 2
sen Bo sen Bo sen 80
o (’ L% M ._..‘f’i*__>+
16 6 4 2
sen B-o sen BQ sen B0

] .5&8("1@""0- i S TN )+

8 5 o b4 . 2
gen Bo sen Bo sen 30 sen Bo

'We \
s 00 = + U (5 -'_2-16)
sen senZB

Substituindo na eq.(5.2.16) u® pelo seu valor e2 senzs s fazendo as -simpli

ficagoes possiveis e agrupando os termos semelhantes cbtem's a seguinte expres-

séo

‘ 2 b o6 5.8 10
L 2(1 - e2)1/2 oo A M S S O -
b =3 - e °°S%[<1+z ] m*m*) Lo *

_ EF+ _ﬁ SG . 588 _ 76404
2 8 I8 T 128 T /6 T v

4 g6  5g8 7¢10

€' - W.sen? :
Gl I vl ;L Wpsento  *



Multiplicando os coeficiéntes que estdio entre parénteses por (1 - e2)1/2 | nota
mos que o coeficiente de Io & a unidade, sendo os demais coeficientes dados

por (5.1.24).Deste modo podemos escrever a eq.(5.2.17) numa forma mais sinples

- 1 2p :
L= IQ cosB  + v_; AZp wzp cosB sen“*B (5.2.18}

Calculemos agora o valor da primeira parcela da eq.(5.2.18) no intervalo
[ % ¢ “2]

do
1= senaao cos2e

cesjBQ Io = cosB,

92
d (- cosaocossjeczq)

arc cotg (cosBo cotgo)

1+ (cosB cotga)?
)
1

cosB, I, = arec cotg (jeosﬁé coﬁ:goz) = arc cotg (’ws%o cotgol) (5.2.19)

Estudemos. o triangulo esférico, fig.(5.2.2), levando em conta as convengoes id

estabelecidas.

Fig.(5.2.2)

Mediante a aplicago da regra de MAUDUIT, cbtemos as equagoSs

cotgkl = g@sso GOtgﬁl
eetgkz = cosB, cotgo,
A, = arc cotg (cosB, cotgo,)
A, = arc cotg (cosg  cotgo,)

=f 2=



mas sabemos que A = Ay = A os logo

A = arc cotg (cosB, cotgs,) = arc cotg (cosB, cotgo,) (5.2.20)

Comparando a eq.(5.2,20) com a en.(5.2.19) con~luinos que cos8, Ic = A

portanto, a parcela cosB, I, nada mais € que a diferenca de longitude de dois
pontos soure a esfera correspondente a dois pontos scbre o elispé’idg de revolu~
gao. Sendo assim, podemos escrever a eq.(5.2.18) do seguinte modo

L = 2 ¢4 Z

poAm%>m%wn% (5,2.21)

A quantidade ', A, W, cos8, senzpsﬂ =z (3 - L) deve ser subtraida da di
;: A2p 2p 0 o] =

ferenga da longitude esférica A para cbtermos a diferenga de longitude el 861
dica L .

Lz A =( =L

(A =1) =2 = cozB | W - sen- Al &
(A =-L) = = cosB, ( AW, + AM,sen’s + AW, sen's  +
AgWs sen®g_ + AW, sen®8_ + ... ) (5.2.22)

AS jm‘tegr\ais W2P 9 p = 0 ‘132, o8 @ 1'10 i‘ntewalO E‘@l 3 02 ] tém o Seg‘iinte valr

. G i | f de = o

=
W

{5 92023)

1]

SE
|
|

'senc -cos 20, sen 20 «cos Hg
= ® E 3 - i = m - 4 . e i m
3 2 16

i

sen 30 eisﬁ_ﬁ-ﬁm

+ 55 Senc cos .2c_:m + 35 sen 20 cos A&?ﬁm i g

=
i

® e eP0D 00 ¢ e000€EE0RE0S 00056806800 0:0C0C0e00 008608068000 0C080 900 CE 806 6CeAEIO R 0000 6:00C 000 0.0

Substit

iindo a: €q.(5,2,23) na eq.(5,2,22) obtemos



(A»-L) = cosBO (Boc + B2 senc cos 20m + B,_L sen 20 cos u»om +

B6 sen 39 cos Sdm + B8 sen 4o cos Bom + eee ) (5.2.24)

onde os coeficientes sz s D =0,1,2, ... s30 expressos em fungdo dos coefici

entes A2p s D = 0,1,2, ...

A

= - 4 g 2 3 4 5 6o . 35
B (Ao-i--é—sen eo.+§Au sen Bo+T§‘A8 sen BQ+

158 A8 sen Bo+.w)

w
1]
]

A2 X Au ’ 15 7
5 5~ sen?B + z— sen*8  + zx A sen®B_ + gx Ag sen®s + ...

o
n
]

"R 3 6.6 7 8
Y (TG' sen 30+~3-§-A*se~n-8b" 8L‘Aasen By t e ) (5.2.25)

o
n
]

- 6 8 8
5 (és sen B°+E-§sen By * oo )

A8 6
8 msen Bo + so e

Sabemos que

o
1]
]

A = -f

N

WIS ) (5.2.26)

£3¢3f - 4)
8(1 - £)°

£4(10 - 14f + 5£2)

16(1 - £)°

8(1 - £ (10£"- W + 5£5) = 52£-- £y

128(1 - £)/

$:6,0.0/0°6 00062 € 0.0¢60008¢€00060 0602066 06060026006006C066E0E0A8GCGEO



Substituindo os coceficientes AZp s P =)s1s2,... nas formulas (5.2.25) cbte-

mos formulas semelhantes & (5.1.31a), desde que desprezemos os termos em f su
periores & quarta ordem.

Obtido o valor de (A = L) devemos calcular A = L + (A = L) e repetir as etapas
anteriores tantas vezes quantas forem necessdrias a fim de que cbtenhamos um va
lor preiamente estipulado, valor este que nos fornmega uma determinada precisao.
e) Obtido o valor definitivo de A , podemos calcular o azimute e o contra~azi-
mute da linha geodésica, mediante a aplicagdo da trigonometrda esférica no tri-
angulo esférico BCP £ig.(5.2.3).

Fig.(5.2.3)

Chamemos o azimute de %, € o contre-azimute de a, . Para caleculé~los, a-
pliquemos a formula das cotangentes duas vezes ao tridngulo BCP.

cosBl tg82 - senB:L cosh

cotgaléf = Serh — (5.2.27}
senB, cosi - cosB, tgh

. - 2 2 l c Lad ;3

mtgaer Ll ? S x (soz&éga

sendo que  a;, € oy 830 contados a partir do norte, variam de 0° a
n rade 7 a 2w rad respectivamente, desde que B esteja situado a oeste do

ponto C.
Por outro lado, podemos obter o azimute e o cantra-azimute mediante a utiliza-

¢30 da lei dos seéncs e da formula dos cinco-elementos, como foi feito no paré-

~65=



grafo 5.1.
f) 0 calculo da distancia geodésica s € levado a efeito através da utilizagio

da eq.(3.2.14).

ds = b(1 + szsenzso cos2g)112 dg (5.2.29)

Fazendo nesta equagao ezsenzso = u? , e desenvolvendo-a mediante a utiliza-

gao da série binomial, temos :

2 y 6 v 8 '
s = b f(l+%cosza- %'cos"o+ %s-cosec- %‘Ecosaa +> do

Lembrando as integrais de WALLIS, dadas na forma geral pela eq.(5.2.10), a sé

rie acimd assume a forma :

s = , 5.2.30)
s b ; C2p W2P (

Mas W p = 0,1,2, ... sdo dadas pelas formulas (5.2.23) , que substituidas

2p 2
na formula (5.2.30) e agrupando os termos semelhantes, obtemos :

2 4 6 8
- u- _ 3u Su” _ 175u
S‘b[(l‘”ﬁ' 5% * 756~ Tgaer T )" *

N
u u
e Y VOt 2 4+
m i3 + e senog cos 20’m

sen 20 Cos Hcm +

%=
(€3]
CO’
w
[64]
[
Qo
N N’

6 8
(—E—-—_" U .. ) sen 30 cos 50m,+

8
Su . ) sen Uo cos Bom + ...](5.2031)

-66=



A formula (5.2.31) pode ser escrita da seguinte forma :

s = b { Co + :L:_;. C2P sen (po) cos(2pam)} (5.2.32)

2 g 6 8
. U _ u 15u 35u
C2 - E ‘ﬁ + + se e
c = ut + 3’ - 35u° "
(1 1728 Ti7 8192 oo
o s o s
6 1536 [ cee

=z - ms‘-ia +
8 6 3 LI

(@)
¢

S 0000000606000 ¢00080800000000000000000000006008608000060e0

onde

2 = p2can2
u esenBo



5,3 METODO DA ESFERA REDUZIDA, UTILIZANDO
0 ALGORTTMO DE BESSEL, TENDO COMO PARAMETRO AUXILIAR A LATITUDE REDUZIDA MAXIMA

A solugdo do problema geodésico inverso € dada através de relagodsien
tre os elementos de um triangulo elipsoidal com os elementos de um triangulo es

férico pertencente a esfera reduzida.

Figo (5.8, 1)
Consideremos o triangulo esferico BCP , fig.(5.8.1). Sejam o e o, o azi-

mutes da linha geodésica BC nos pontos B e C , iguais aos correspondentes a

zimutes elispoidais , A A, = 1, adiferenga de longitude dos pontos B e

C; o =0, -0y e 20m = 0, +cl sendo J\l ,xz e o, e o, conside-

rados positivos ou negativos caso estejam a leste ou a.oeste do meridiano sobre

2 qual a lirha geodésica tem seu ponto de mixima latitude reduzida By By e B,

sdo as latitudes reduzidas das extremidades da lirha zecdésica e obtidas através

das equagoes
- 2
ceng = (1 - e%) send ' (5.3.1)
(1 - e2sen2y)1/2
cosB. = cosé

(1 - e2gen?p)1/2

As convengoés estabelecidas aqui s3o idénticas 3s do pardgrafo 5.3 , assim sendo
sdo verdadeiras as seguintes equactes :

-58=



coss = senS, senf, + cos8, cosf, cosi (6.8.2)
c:@sal cossz seni
casso s . == (5.3.3)
2 - - 2
sen ao s 1 - cos Bo
2 sensl seﬂﬁz
cos 20 = - QOS¢ (5.8,4)

mn 2
sen Bo

Devemos cbter a diferengade A dos pontos B e C scbre a esfera reduzida pa
ra ser possivel resolver o triangulo BCP.

Para a obtengéo da diferenga de longitude A , determinemss a quantidade (A = L)
a partlr@a eq.(4.1.17).

1+ kzcctgzﬂc)l/ 2.(1 - k2sen?0)1/2 |
oot e do (5.8.8)

dL = dA - cosB_(1 - e2cos?g_)1/2
o ] . 2 9
1 - gen 60 COE 'O

ezsenzﬁﬁ
onde k2 = -

- e2c0n28
1 - e*cos ﬁO
Integrando a eq.(5.".5) no intervalo E oy sz temos

i (1« }Ec@tg3§63352«{1 ~ k2sen2g)1/2

=i = cosp (1 - ecos?p )12 § do (5.3.6)

1l - sezm?;so cose

Yara efetuarmos esta integracdo facamos uso dos seguintes artificios : Depois de

um desenvolvimento em série do numerador obtemos

. 2 2
(1+ kzcot‘ggsg)l/z =(1 - k2sen2s)1/2 = % [(senzm— cotg?g )+ ]Ti' (sen“c-~cc>“cg"30)

b 523 + 5 Csenfo - cota®oy +
+ 7 (sen®c cotg go” 4 sen®c - cotg®o)

EN

7% 630 ,
w5; (sen!lo+ cotgwﬁo) + p5p - (senllo - cotgl?s )+ (5.3.7)

0 denominador pode ser escrito assim
1 - sen?8  cos?c = sen?  (sen?s + cotg?s ) (5.3.8)

«BQ=



Substituindo as identidades (5.3.7) e (5.3.8) na eq.(5.3.6)

cosB (1 - e2cog8 )1/2 2 2 / sen's - cotghs
(A=L) = e ‘ o k 1.4.%} [ — guo +
2 sen?g_ | "\ Tsen?y + cotg?s,
Eé% f’/ senbo + cotg®e, , 58 sens - ootgeao) .
8 e“k_ganao + cotg?s &% senq. + C@tgﬁﬁo

0 faanll ‘ezl 0 _ 10 / 12l 2a’ N :

/0 B o+ cotg”8, , 8 sen'Zg-cotgl?g . s (55.0)

256 \ gan2 2 1 eerswaryall RO EN
sano + cotges, sen‘s + cotg?s

2 e?gen?p o _ .
Sabemos que k© = " 2’ » assim o fator multiplicativo da eq.€5.3.9)
(1 - e“cos fo

pode ser escrito

cess (1 - eloos?p )2 e?cess
¢ ol Ck2 = e (5.3.10)
2 gen?p_ 2(1 - e2m280)1/2

Para calcular esta série de integrais, consideremos a divisio de XP 3 &%

Lb } o o - ’ . o, 5 - -
por .° + & onde n e p sao nuercs inteiros e positivos. Atraves da al-

gebra demcnstramos que LP - &P & divisivel por ® + & quando n &
pare XF i &P & divisivel por »® + aP quando n & Impar. Pois bem .

L3

quando estas condigoes sd@o preenchidas, temos as seguintes formulas para as divi

soes citadas anima.

fplp - anp““" 2 PP L P TP, %P KPP L P PP, L PP
+ &P

sendo n W ¢ e

H z PP L PP, P P PR,y PP
P 4+ a

. L
gendo n impar.



Tazendo x = senc , a = cotgB, e p = 2 obtemos as identidades

sen's - cotg“ﬁo

= sen¢ - cmtgzﬁo
sen?o + cotg?B

6 b
sen®c + cotg BO

= sen“s -~ senZc cotg?g + cotg“so
sen?s + cotg?8

senfo - cotg®s

= senbo - sen“cotgzso + gen?o cotg“ﬁo_- cotgsso
sen?c + cctgzeo

5 6 6 0 2 2 06 @& ¢ @ e s 9008 G C 6068 0618 00 C &I 666063 6020 60 E 0BG QGG S0 0 ENO6E DO

Substituindo as identidades (5.3.10)e(5.,3.11) na eq.(5.3.8) , obtemos

e2cosp =
(A=-1L) = 2 Z By W,
2(1 ~ 62005230)1/2 p=o PocP

onde W

sao as integrais de WALLIS e os primeiros cceficientes A?p

(5.3.11)

(5.3.12)

» P =0,1,2

p 2
cvs S0
2 4 & 8 _A0
=1 - X 2 K ootghg ~ 25 corgb TR otglp - DI o 10
AO =1 T cotee, * 3 Leté“Bo 5 COte®8, * HEpCotg®B - Trag cotgr Bt ..
2 M4 6 8 10
= KoK otg2s + Koootghp - LS. cotgbp  + 23 8g 4
By = = § COtETB, *+ gy OtE'B, - 55g COLEB, * gy COEE, F ..
4 & _ 8 10
= KK 2 T cotets - SIT opeb
A“ =3 3 cotg BO i SEE cotg BO TE5E cotg®By e
6 .8 10
. 5kT o kT 9 63k L
AB Sl BEE cotg BO *OTEES cotg Bo e

o7 -

(6.3.13)



lembrando que g = Gy Oy s o = o, +

Y
%
1]
sen 2, + sen 20, = 2 sen S 2 j oS ( e

Obtemos a seguinte expressac pera a integracao da eq.(5.3.12).

ezcogao f’ | \3
(A-L) = Bo+ j?: B... sen po.cos 2 po {(5.3.14)
2(1 - eZCOSZSO}l/Z \{ © p=i p m
Os coeficientes sz s+ P =0,1,2, ... sao obtidos em fungao dos coeficientes
Agp s P = 0,1,2,..., sendo o8 primeiros dados a seguir :
A
2 3 5 35
= A + B el T + TAE 65 e
By 7 A /- A 1 S v B
B CR- i‘%m fjim 15 - .Z,,.A +
2 2 L 37 16 °8 Tl
A, i ,
By =3t omlet wmhe toe (5.3.15)
A
R - T
% T g% 08 g Tt
A
3
88 = ﬁwf N

% 8 8 8 2 6 ¢ b6 6L 6 S Qe @ P @O S E 65 S S Y Y BE 006G 8GOS L6 S e S CE B CEO 6 D

Encontramos a primesira diferenca (A - L), fazendo na eq.(5.3.14) numa primeira

aproximagac A = L. A segulr obtemos A = L+ () = L) e encontramos num pro-

Y

cesso lterativo ate obter definitivamente A . Cbtido o valor definitivo de

A 5 podemos resolver o triangulo esférico BCP , fig.(5.3.1), calculando os va

lores finais de o , o, € B, € assim calcular tanto o azimute quanto o con-

tra~azimute mediante a utilizacao das formulas.(5.2.27) . (5.2.28) ou (5.1.32)

o

ok

e ( .33).

e



O comprimento s da linha geodésica € dado pela eq.(3.2.18)

T - =2 \1f2
ds = af =228 / (1 - X% sen26)1/2 dg
1 - K4

) ezsenzso
Lembrando que k™ = temos
1- ezcoszsO

2

ds = a (- ezcoszso y1/2 (1 - k¢ sen20)¥/2 4o

Integrando no intervalo [ op s 9 ] obtemos

s = a(l- 92008280)1/2 Jr (1 - k2 sen26)1/2 do

(5.3.16)

(5 9"3.1?}

(5.3.18)

Desenvolvendo o integrando em série de poténcias e integrando cada parcela da se

rie resultante cbtemos o comprimento da linha geodésica

s = a(l - e2cos28 )1/2 Co + C,. sen po cos 2po
o o) 2p m

pg

sendo os coeficientes

2p
6
C = 1- E? oo P S 1 ST e
° 4 U 256 16384 * gEeE
Z 4 6 8
o= KO, kT 1skT . 38k- 935,10
2 b 15 512 2048 ST
4 6
c o= - k3 e 10
4 VLRI VAR i A
6 8
S - 5k e 10
co= - sk® 3kl \
8 ° ~ ©553% ~ 767iun

s P =0,1,2, ... iguais a

LY

(5.3.19)

(5.3.20)






CAPTTULO &

6. SOLUCEO NUMERICA DO PROBLEMA GEODESICO INVERSO

Conhecidas as coordenadas elipsdidicas (4,L) de dois pontos pode

4B . . e ¢ o @ -~ Pt
mos resolver ¢ problema geodésico inverso mediante a utilizageo das formulas de

senvolvidas enteriormente. Devido estas formulas necessitarem de processo itera-

tivo afim de que o problema gecdésico inverso seja solucionado € necessario uti-

lizar u'a méquina que efetue tantas iterago®s quantas forem necessarias no menor
-

tempo possivel. Com esta finalidade vamos apresentar resunidamente as formulas

com Os seus respectivos programas. Procuramos desenvolver programas em linguagem

[#3]

FORTRAN 1V que solucionem o problema em quaisquer situago@s possiveis, isto
é, os dois pontos podem pertencer a um mesmo meridianc, ou a uma lirha geodésics
qualquer que o problema serd solucionado, sendo que a Unica preocupagdo do usui-

rio sera o fornecimento dos dados.

6.1 PROGRAMA PRINCIPAL PARA O PROCESSAMENTO DOS DADOS

0 problema em questao pode ser definido da seguinte maneira :

Dados dois pontos A, e A2 definidos respectivarente pelas suas coordenadas eli-

fomd

psoidicas ($E5Lq\ . “g’Lz

~

a. 0 comprimento S da geodésica definida pelos pontos A1~e A2 ;

b. O azimute contado a partir do norte ro sentido horario;

%12

c. 0 contra-azimute contado & partir do nocrte no sentido horaric.

%21

O PROGRAMA PRINCIPAL: TEM AS SEGUINTES FINALIDADES :

a. Definir atraves do comando DATA o elipsOicde que estd sendo wtilizados

b. Leitura do‘nﬁmsrc de dados atraves de um cartao utilizando duas colunas;

¢. leitura Jdes dados, isto €, latitude, longitgde do ponto A, e latitude, longi-
tude do ponto A2 num mesmo cartao, sendo reservados um canpo de quatro colunio
para os graus, um campo de Trés colunas para os minutos e un campo de sete
lunas pare os segundos, nun total de 56 colunas por cartao;

d. Verificar sa os pontos pertencem a um mesmo meridiano, ou a uma linha geodesi

ca qualquer e em cada caso fazer o devido processamento;

o

Imprimir os resultados.
. T
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PROGRAMA PRINCIPAL

DATA AgEaCoEPS/.637TH3808E+Ty.819918899E~1,.31415926536E4108e%-127

F=lo=SQART (L. —~E}ASART{ L4}

B=A%{le~F)

El=({Aa-B}/B)*x{AFfB¢Ls)

READ{2,9)N

DO 15 I=1sNsl

READ{2, 10JGLsGMLleS1 96l GMELS11oGMUM2,52:062256M224522

Cl=(GL#GM1/60.¢S1/3600.1%C/180-

62=(GMeGM2/60.¢852/3600.1%0/180.,

GLUONI=(G11406ML1/60.+S11/73600.3¢0 /180,

GLONZ2={G2240M22/6064522/ 3600 &L /1ED.

IFIGLUNL-GLONZYGy Le T

IF{GCL=62)3:52 )

WRITE(D911)GLoGMLoSL¢GL1,G6MLLo811,0GMBM2:529522,5M22.522

GO TC & L

CHRITE(Ss11IGMGM2:520622)GM22522:06LoGMLsS2¢62130GMLL S

CALL MERIDIGL,G2oEeAeSoyIAZI02)

WRITE{S o L2 TAZICZeS

50 O LS

WRITE(S s Li)CMGM2952,622,GM22:522:GLsGMLsSLsGLL5GMIL,5112

CRETE(Ss1 4

G0 YO L&

6 WRETE(Ss1l1)GMaGMZ,82:0G220M22:522:6GLoCML3S5L6L1,6MLL,S511
T0=G1
Gl=G2
G2={0
o0 Tu 8

T oHRITE(S L LIGLsORT ST oGilebMEL B0 GM2,5240622,5M22,522

& OLDONG=GLONZ2~-GLONY
CALL INVER(ELoDLUNGoE9sGleGR2oEPS s FoBoSeCoMDeSDelleMleSLEci2:M2:5221
HRITECS o L3)MDeSNe I1eMleS1hol29M2¢522,8

G FORMAT(I2)

10 FORMAT(a(F4.UsF3.03F7c4})

1L FORMAT(/ /7 /722X LATITUDE 14X 'LONGITUDE/SXEPONTO LiFTe0eF0a0eF Dk F G
LoOpF609F34/5XPONTO 2°FT7.03F6.09F et eFFe0sF6.0sFe4//1}

12 FORMAY( 9XTAZIMUTEOOXICONTRA-AZ [MUTE OXIDISTANCIAC /9K 10616 8,05, ]
POXKeEl709e Y MEg//l )

13 FORMAV(SX'*DIFERENCA ENTRE A DIFERENCA DE LONGITVUDE ESFERICA & & 137
LFERENCAS/5X*DE LONGITUDE ELIPSUIDAL EM MINUTUS E SEGUNDQS DF ARG
2/721%012% MIN *FBe%Y SO//9XTAZIMUTESOXCONTRA~AZTIMUTEGX DS TANG |
B3R GN s L bo T4 sF Dby 16514 sFTobobheELTT ME/F/)

14 FORMAT(//7SK*PONTOS COINCIDENTES s/}

15 CONTINUE
CALL EXIT
END

N

SR V]

18]




6.2 SUBPROGRAMA PARA O CALCULO DO COMPRIMENTO DE UM ARCO DE

MERIDIANO DEFINIDO POR DOIS PONTOS STITUADOS NO MESMO QUADRANTE

FORMULAS NECESSARIAS :

1. Determinagac da latitude reduzida para cada ponto

(1 - e2y1/2 senqsi

senBi :
(i - ezsen2¢i)1’2

COs o .
4)1

cosB,
(1 - e2sen?y,)/2

2. Determinagao do senB e do cosB

1+1 1
8m : Bi+1 * 81
senB = sen8i+l cosBi - sensi cosBi+l
sen 28 = 2 senB cosB
sen 38 = 3 seng - U4 sen3p
sen 4 = 2 sen?B cos?B
cosBm = cosBi+1 cossi - senBi sensi+l
cos ZBm = 2 coszﬁm_l
cos 38 = U4 cos36m - 3 cosB
cos 4B = 2 cos ¢ 28 1

3. Calculo do comprimento

m=a { AOB - gi; Ap sen pB cos pB }

sendo Ap s P=0, ... , 4 dados pelas formulas (2.7.4a.).
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SUBPROGRAMA

SUBROUTINE MERIDIGLsG2+E¢A3SeIAZ,ICZY

EFIGI~G2)2,151
I 6T1=61

G1=G2

G2=06T

2 S1=SURT{Lo~bt*EI*SIN(GLI/(SQRTIL.~ESSINIGL) )*SQRT{L. +EXSINIGL) )
S2=5QRTLL~E2E IS IN(GZI/(SORT (L. ~E#SIN{G2) J*SURT{ L. +EXSIN{G2) )}

Cl=COS{GLI/(SQRT{1e=EXSIN(GLIIRSQRT (L. #EXSIN(GLI)?
C2sCOS{G21/ISQRTI1.~ExSIN{G2) IeSORT({1.4+E%SINIG2)))

XK1=52%(C1~51%L2
¥i=Ci%L2-51%52

X222 %X 1ASORT{1~X1%X1]}

Ye=2.%Y1l%¥i=1,

K323 . %X ]l=b #X]1%%3
Y3uq %Y 1423~3,%Y]
Ke=(bo ¥XL -8B kX1 %%3 I6SORT(Lo~X1%X1]

Yaz2 . 2X2%X2=1,

KO=ATAN(XL/SORT{1.-X1%X1}}
AO=1o=E¥E/ b4 =3 hERKL/ 6l o5 REXRE/256a~1T5.4E2%8/16384,
Al==bHEfG ~Ed%4/ L0 ]5.%E%86/512.-35.%E*%8/2043,
A2==EXR47 |28 o= B ¥EXTE6/ 51235 %E%%B/8192,

AB=-ER%6/ 365 ¥EX#B/ 6144,
Ab=-5,5E%%8765536,

S=RA%{AQFXOCALEXIRY L eA2RX2SY24A32 X3 Y3+ A4 4X4%Y4)

142=180
IC2=460
RETURN
END
PONTO 1 Do
FONTO 2 Do
AZEMUTE
150
PONTO 1 24
PONTO 2 24
AZINMUTE
180
PONTO 1 25.
PONTO 7 25,
AZ1HMUTE
180
PUNTO 1 645,
PONTO 2 15.
AZIMUTE
1aN
PONTO ) A0,
PONYD 2 0.
AZINUTE
180

LATETUDE
L0 4£5.6789
0o 0.0000

CONTRA-AZIMUTE

360
LATITUDE
30. 0.0000
0. '0.0000

CONTRA~AZIMY:

360
LATITUDE
50. %.0000
40a 5.0000

CONTRA-AZIMUTE

360
LATETUDE
25. 5%.4400
20a 40.3300

CONTRA=-AZEMUTE

363
LATITUDE ;
0. 0.0u00
a. 0.0000

CONTRA-AZIMUTE
360

-7 G

LONGITUDE
58, 38.3300
$8, 38,3300

£8a
8.

DISTANCIA
0.198322731¢E

LON31TUDE
45, 40,0000
45, 40,0000

DISTANCIA
0.553819249E

LONSITUDE
35. 35,0000
35. 35,0000

25
25,

DISTANCIA
0e164643864E
LONGITUDE
30. 30,0000
36. 40,0000

30,
30.

DISTANCEA
0.333592408BE

LONGITUDE
0. 0.G000
Geo 20300

0
0.

DESTANCEA
0.100016151¢

3% H

05 M

Us M

G8



6.3 SUBPROGRAMAS PARA O CALCULO DA DISTANCIA GEODESICA, AZIMUIE

E CONTRA-AZIMUTE

Como foram desenvolvidos anteriormente métodos diferentes para a solugdo do pro

blema geodésico inverso, vamos colocar nesta parte alguns subprogramas, sendo

que qualquer um deles que fqr‘utilizado resolverd o problema em questdo.

6.3.1 SUBPROGRAMA PARA O METODO DA ESFERA REDUZIDA TENDO COMO PA

RAMETRO AUXILIAR O AZIMUTE EQUATORTAL DA GEODESICA

1. Latitude reduzida B. para cada ponto

(1 - e2)1/2 sen¢,

senBi =
(1 - ezsen2¢i)1/2
cos¢i
cossi =
(1 - e2sen?¢.)l/2
£
2. Arco esférico ¢ = 0. - g,
1+ 1 i
= . S N + N .
Ccoso senBl sen81+1 cosBl cossl

sendo A= L= Li+l

3. Azimute equatorial a

sena = C©osB. cosB. senx / senag
1 i+l

4. Arco esférico 20, = of + o

entre os dois pontos

1 COSA

- L;  na primeira iteracao

s 2 = cosg = 2 . senf. 2
cos 20, Lo} senB. senB. / cos<a

5. Obtengao de (A - L) por processo iteretiwo

(A=-L) = { Boo + :gi B

p=l

onde

2 sen po cos 2pom } sena

~7G-



(-;‘ w
Nof O
>

o
%a
<)

B = -A —i?- cosly - o costa - > A. cosba -
- o 7 o= ghy % % '

A

.2 2 4 " 15 6 7 8
B2 = 5 cos“a + 5 cos o + 35 AG cos®a + 15 A8 cos ®a
B, = - By cosbe - S cosba - 4 A, cosba
4 5 7 % 5% Ag

- l 6 lOO 8
B5 * 3 AG cos®a + T AS cos o,
. Ag 8
Bg = = gp oos'e

sendo A2p , p=0,1,2,3,4 dados pela eq.(5.1.2ub)

6. Obtengao do azimute e contra-azimute

cotguy, = (cosfi»i tgB,,q - send, cosi ) / senx
cotga,y = (sensi"\l cos)A = CoSB; g tgﬁi) / seni

Sendo A =L+ (A -1L), 0 <oy, <n e w<a21<2ﬁ

7. Obtengao do comprimento da geodésica
N

g = b(Coa«i-, é; C2p sen ps cos 2po, }

senido o3 eceficientes @@p s D2 0,14.:.54 dades pela eq.(5.1.39);



l',.

T =~

SUBPROGRAMA

SUBRUUT INE INVER(ELyDLONGyE¢GLyG29EPSyFyBySsCoMD9SD o1 1o MLySLL 412,
124522)

AO=-F

A2=F2F/(2.%(1e=F))

AG=FRRIF( 3 4F=4 0 )/ (8.8 (1. ~F)¥%3)

A6=(100=14o#F+5 . FHF ) ¥F %54/ (16, % (1 .~F ) %%5)

AB= (Bok (1omF 18824 (100140 8F 45 % F£F )4 F#84=5 0k (2 %F~F4F )%%4) /(128.5 (
LLe=F)#¥7) |

S1=SIN(GL)*SGRT (1 «~E¥E )/ (SORT(1++E*SIN(GL) )%SQRT(1a~E*SIN(GL) )}
$2=SIN{G2)*SQRT(1o~E#E)/ (SORT(L.4EXSIN(G2) I ¥SQRT{1a~EXSINIG2) ) )
CS1=COS(G11/(SQRT (L +EXSINIGL} ) #SORT{Lo~EXSIN(GL)))

CS2=COS(G2)/ (SQRT (L +EXSIN(G2) ) «SQRT (1. ~E*SIN(G2)))

XL=ABS (DLCNG)

D=0,0
CS=$1%S24CS 1¥CS2%CUS(XL)
$S=SQRT(1.~CS)#SART(1.4C5)
sg =ATAN(SS/CS)
1F (56125233

45A)«(1 +SA)

xo=2.¢s;*cs

X123,%S5=4,%5S%%3

X224 o %SSRL S =8, %SSk#3%CS

X3=CS=-2.%51%82/X%

X4=2 &XIk2=14

K524 o BX 3B %3~3, X3

Xb=2»¢xlﬁ*$2~h

IFCABSED-XLI~EPSYS5: 44

BO=~A0=A2%X /263 FALEXXEX/Bo=SeXAGEXEX3/164=35,%AB*X%24/128,
B2=(A2%X 4 AGEXEX 1 /2415, %A6F KRS/ 32 ¢ TashBE X 24 /16,
Bl= =84/ 16 ow3 2 ALRXERILI2 =T . RABRXEL4/ 64,

BO= A6/ G6 o heX¥HI+ABXK %24 /48,

BB=-ABRK%4/512.

U=XL

%= SA*ABS(BP*SG+BZ*SS*X3#34*XO*X4+Ub*Xl*Xh+u&#X&*X6)+AHS(DLGVG)
GC 10 %

UsElsX .

CO=1tU b =3, %UR%2/ 64,45 HURE/ 256:=1T5.2U% 4 /163084,
C22-U/4e*URE2/166=15,2U%¥3 /512,435, %UX4/2048,
Ch==HtRp/ 128+ 38143751 2438, %U¥E428192,

Ch==U#t 3/ 1536,45:. %URR4 /6144,

CB==5,%U%24/65536,

§=pEABS(CHAS G4C?isv*x3+c4#xo*xé+ca*x1*%5+t8#&2#xa)
B1=(1527C52)%Cs1-COSIxLI*81)r5inixt)
B2=(S522C05XLY=CS2%51/CSLIFSIN - )
bL~lXL«A8%(DlONGi)*1U&OU 7€

MD=1EIXIDE)

SD={DE=MD ) %60,

Al=ABS{1./B1)

IF(BLIG:6,1T

Al={C~ATAN(AL})*180./C

6o TO 8

Al=(ATAN(AL)I®1BD./C

ID=IFIX(AL)

M={AL=-11)%60.

mi= ISP T8

SLi={xM=M1}*604

kps hBS(le/hZ!

lF(BZDlG,

g (htAN(A?)*Ci 1804 7L

10
11

LL IEVER Bt

A2z lE+E-ATANEAZ) Ex180./E
P2=1r iRk
XM={A2-]2)%60.

M2=FEDX (KM}

$22= L XM-MPI%60.

RETURN

END
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RESULTADOS OBTIDOS PARA OS SEGUINTES PARES DE PONTOS

LATITUDE LONGITUDE
PONTO 1 35. 16. 1le2486 148. 58, 39.4254%
PONTO 2. 6T e 22, - 14,7763 il. 11 11l.11ll

DIFERENCA ENTRE 4 DIFERENCA DE LONGITUDE ESFERICA E A
DE LONGITUDE .ELIPSOIDAL EM MINUTOS 'E SEGUNDUS DE ARCO

3 MIN 15.08313 S

AZIMUTE CONT@A«AZIMUYE DISVANCIA

15 44 23.7491 324 55 39,9201 0.808482385E
LATITUDE L.ONGITUDE

PONTO 1 25, 30. 45.3000 75 25. 51.4300

PONTO 2 25 30. 45.3000 45, 250 51.4300

DIFERENCA ENTRE A UDIFERENCA DE LUNGITUDE ESFERICA E A
DE LOUNGITUDE ELIPSOIDAL EM MINUTOS E SEGUNCOS DE ARCO

4 MIN 54.66076 S

AZIMUTE CONTRA-AZIMUTE DISTaNCIA

B3 24 57.7324 216 35 202673 GQBUQQQIGbOE
LATITUDE LONGEITUDE

PONTO 1 20 Oe 0.0000 126, 28, 30.5111

PONTO 2 450 Ge 0.000C 20, =8¢ ~30.5111

DIFERINCA ENYRE A DIFERENCA DE LGNGITUUE E$FEH¥CA £ A
DE LONGITUDE ELIPSCID ' EN MINUTOS E SEGUMDUS UE AKCO

i1 MIN 13.61940 5

AZIMULE CONTRA--AZIMUTE OYSTANCIA

42 56 30.0370 295 17 18,5959 0.964941280E
LATITUDE LONGITULE

PONTG 1 23, 26 45,0000 49, 27, 0.0000

PONTO <2 23. 25%. 55,0000 49, 26, 0.,0000

DIFERENCA ERNTRE A DIFERENCA DE L. 'GITUDE ESFERICA E A
DE LONGITUDE ELIPSCIDAL EM ¢ NUTOS E SEGUNDUS DE ARCO

U o IN 0.1706,y 5

AZ1MUTE CONTRA-AZIMUTE DISTANCIA

132 4 58.6277 312 5 22.2933 0.223004857€
LATITUDE LONGITUDE

PONTO 1 37« 19, 54.9536 Ble  28. 35,5072

PONTO 2 26. To 42,8394 40. 0. 0.0000

DIFERENCA ESTRE A DIFERENCA DE LONGITUDE ESFERICA E A
Uk LONGITUDE ELIPSOIDAL EM MINUTOS £ SEGUNDOS DE ARCO

5 MIN  $3.23772 S

AZTMUTE CONTRA-AZIMUTE DISTANCEA
95 27 H5.6316 298 5 58.9602 0,408596665E

- 8P

DIFERENCA

07 M

DIFERENLA

0F M

DIFERENCA

07 W

DIFERENCA

06 M

DIFERENCA

07 M



6.3.2 SUBPROGRAMA PARA O METODO DA ESFERA REDUZIDA, TENDO COMO
PARAMETRO AUXILIAR A LATTTUDE REDUZIDA MAXIMA

1. Latitude reduzida B, para cada ponto

tgh.

;= Q-el2 gy,

1

2. Arco esférico ¢ = o g.

i+1 1

coso = senB. senB. + CcosB, COSR. COSA
= Bs By 1 By B: 41

sendo que para a primeira iteragido A =L =1, , , = L;

3. Maxima latitude reduzida B8
cosBO = cossi cosBi f1 sen) / seno

L. Arco esferico 20m = g, + o

2 senB. senB.
. 81 81 + 1
s 20 = -  COoso
m 2
sen So

5. Obtengao de (A - L)

U
(A =1L) =~ { Byo + j{:; sz sen po cos 2p@m } cos B,

sendo os coeficientes B p =0, ..., 4 dados pelas formulas (5.2.25).

2p

6. Fazer iteragoes até (i - L) nao diferir do peniiltimo valor de uma quantida-

de pré-fixada.
7. Calculo do &zimute e contra-azimute atraves das formulas (5.2.27) e (5.2.28).

8. Obtencdo do comprimento da geodésica

s = b {Cyo + gz; C2P sen po Cos 2pdm}

sendo a coeficiente C2p , P = 0y...,4 dados pelas formulas (5.2.32).
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SUBPROGRAMA

SUBRUUTINE INVER(EL,sDLONGoEsGleG29EPSoFoBpSeCsMDySDsILoMieSliol2 b
12,522}
AD=-F
A2=F=Ff 12 8 {le~F1}
AGzuFar3 X 3o%F=bo b /{Ba®{Lo=F)%%x3)
A6={ L0o 14 ®F45c bFkF ) RFE24/ ([ % {le=F)%%5)
AB={B8 et {lo=F)&H2k (L0 = b4 BF45 AFXF JRFRKL=5 k(2 2F=F&F )24} /{128,
1lo=Fl%xT7]) '
S1=SIN(GLI*SQRT(1.-E*E)/(SQRT(L.+ESSIN(GL P ) %SQRT(L.~EXSINIGLE))
52=SIN{G2 I *SERT{Le~E*E)/(SURT{L. +EXSINIG2) ) %SQRI (L ~E*SIN(G2)} )
CS1=COS(GLI/(SQRT (L +EXSIN(GLI I*SQRT{La~C*SIN(GL)))
CS2=COS(G2}/(SQRT (L +E#SIN(G2) ) *SQRT(Le~EXSIN(G2) 1))
AL=ABS{DLCNG)
“-‘-‘000
1 CS=CSL%CS2#*COS{XLI+S1%52
SS=SQRT((HSAN{XLIACS2)%%24(S2%(CS1~-S1*CS2%COS(XL) }+%2)
SG=ATAN(SS/CS)
IF(5G)2:2,3
2 $G=C+S6
3 CO=C31%*CS2*SINIXLI/SS
X={1le-COYx{1.4CO0)
X0=20%58%CS
X1=3-*SS“‘|.*SS**3
Kb kS IH S ~8 5S %% 35S
A3=2.4#SE#32/X~-CS
X4uw2e¥03%X3~].
XE=bo &Y 3% %3-3 4 %X3
Kb=2s %N GqhH22=],
ITF(ABS(O~XL }J=EPS ) Seust
4 d0=-(ACGHA2 X/ 2o+ 3o ¥ NANN KX/ B o250 hASEXEAT /) He 435, ¥ABEX%#G/128, ]
L2~ (A28 K/ 26+ AARNIRK/2 0410 RAOFREUBLF o V- JHABRXEEL S 1 60
A== JAG 2K 1 0e b2 eDOER A3/ )~ TokABRXNF4/ 64,
BhHz=lOF LB/ Qb o~ AG¥AXEG /063,
L EERYERCETIY D
O=XL _
Xe=UO0XARS (BOSSGrb 2RSS AX 34B4%Y JAX 44 306%X L*X54+B 8% X2% X6 ) +ABS (DLONG
GO 0 1
S UspBlnX
CO=La#l/G (= 3oV XU/ Ga, 48 FUFRBIEU 0 LTS XUX¥4 /16384
L2l o= UAU/ ot Lo ¥ UE%T /532,35 ,0Unne/2068,
Ca=~UA1/0 28 t3%UR¥ /512 ~35 e *Un&4G/B192.
CO=UFEL/1 036 ~Ba2UN¥ B 16) 40,
COR=H MURKL/E55 30,
S=YFABS (CLESHHC2HSSAUZH (4R NOEXA L CHXNLRAXS+CBHXZ%X6 )
Bl=0S2/C52 %0805 UNL %S/ SINTXL)
B2:=(524CQLEAL ) -~CS2ASL/CSLI/SINEXL,
VE={AL-ABS(DLONG) i *1C800./C
MO=)FIX(OL)
SD‘:( PBE=-MDI%EQ.
AL=ABS{Ll. bl
tF(BL}6:6,7
5 AY={l-ATANID1)]}%580./C
GG 10 8
7 AL={8TANC(ALYI®LED./C
8 IasUFIX(ALY
KMz {AL=11 %60
M=) FLX({XH)
S11={XM~M1) %60
A2=ABS(1./B2)
[F(G2)10510,9
@ Ad=(ATAN(A2)4C}*180./C
GO TO 1t
10 A2=(C+C~ATAN{AZ2) ) %180, /C
1) i2=1reX{Aan)
XM={A2=12 %60,
Me=irIAEXV)
522=(XM-M2 1 %60,
RETURN
END
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RESULTADOS OBTIDOS PARA 0S SEGUINTES- PARES DE PONTOS

_ LATITUDE LONGITUDE
PONTO 1 35,  16e 11.2486 148, 58, 39.4256
PONTO 2 67. 22. 14.7763 ile  1l. 11.11l1

DIFERENCA ENTRE A DIFERENCA DE LONGITUDE ESFERICA E A DIFERENCA
DE LCAGITUDE ELIPSOIDAL EM MINUTDS F SEGUNDOS DE ARCO

3 MIN 15.08313 §

AZIMUTE CONTRA~AZIMUTE DISTANCIA
15 44 23,7491 324 55 39,9201 0.808482385E 07 M
LATITUDE , LONGITUDE
PONIO 1 25, 30. 45.3000 5. 25. 51.4300
PONTO 2 25, 30. 45.3000 45, 25, 51.4300

DI FERENCA ENTRE A DIFERENCA DE LONGITUDE ESFERICA E A DIFERENCA
DE LONGITUDE ELIPSOIDAL EM KINUTOS E SEGUNDOS DE ARCO

4 MIN 54.66057 §

AZIMUTE CONTRA-AZIMUTE DISYANCIA
83 24 57.7328 276 35 2:2673 0.300941062E 07 M
LATETUDE LONGITUDE
PONTO L 20, C. 06.0000 126, 28, 30.5111
PONTO 2 45, Go 0.0000 20, 28, 30.5111

DIFERENCA ENTRE A DIFERENCA DE LONGITUDE ESFERICA E A DIFERENCA
DE LONCITUDE ELEIPSOICAL EM MINUTOS E SEGUNDUS DE ARCO

11 MIN 13.61940 S

AZIMUTE CONTRA-AZIMUTE DISTANCIA
42 56 30.0370 293 17 18.595%9 0.96494%1280E 07 W
LATITUDE LONGITUDE
PONTO 1 23, 26. 45.0000 49. 27, 6.0000
PONTO 2 23, 25. 55,0000 49 26e 0.0000

DIFERENCA ERTRE A ODIFERENCA DE LONGITUDE ESFERICA E A DIFERENCA
DE LONGITUDE ELIPSOIDAL EM MINUTOS E SEGUNDOS DE ARCOD

0 MIN 0.17067 §

AZINUTE CONTRA-AZIMUTE DISTANCIA
132 4 58.6277 312 S 22.2933 0.229500319E 04 M
LATITUDE LONGI TUDE
PONTO L 37, 19« 54.9536 81, 2B. 25.5072
PUONTO 2 26 To 42,8394 4Q. 0. (.0000

DIFERENCA ENTRE A DIFERINCA DE LONGITUDE ESFERICA E A& DIFERENCA
DE LONGITULOE ELIPSOIDAL EVM MINUTOS B SEGUNDOS DE ARCT

5 MIN §3.237712 S

AZIMUTE CONTRA-AZIMUTE DISTANCEA
94 7 59.6316 298 5 $8.9602 0.40859666TE 07 M
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6.3.3 SUBPROGRAMA PARA O METODO DA ESFERA REDUZIDA, USANDO O
ALGORTTMO DE BESSEL

1. Latitude reduzida para cada ponto

tgB, = (1 - e2)l/2 tgo.

i i
2. Arco esferico o = o, = 0
cos = sen3, . + cosB. .
coso s 131 sensl +1 C sBl cosB:L + 1 COS A
3. Maxime latitude reduzida B,

= Ccsi’. .

cosSO o;%l cossl + 1 sen. / seng
kL, esferic = +

Arco esferico 2om 9, o1

7 senB. senk.
4

cos 20 = 3 = 1 _ COSC

2
=~}
sen Bo

5. Diferenca entre a diferenga de longitude esferica e a diferenga de longitude

elipsoidal.
e2coz?p zé:
(A =-1L) = 2 . Bo + B., sen po cos 2 po
271 - eZcos2g )1/2 © 1 P n

- - . <.,2 l}/ a) N
s =a (1l -e“cos*g )'% [ Co * < C?p sen po COsS 2pcm }

sendo C, ,p =0, ..., 4 dados pelas formulas (5.3.%20).

7. Azimute e contra-azimute calculados pelas formulas (5.2.27) e (5.2.28).
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SUBPROGRAMA

SUBROUTINFE INVER(EL DLONGoEeGleGLeEPSoFsBoScCeMDySDetlsMLeSilgic. ¥
125522}

A=B/{l.-F}

SE=SINIGII%*SQRTU L .~EXE}/(SQRT (1 +EXSIN{GL) ) *SQRT{1-EXSINI{GLEI}}
S2=SINIG2 ) %SLRT(1o~E*E)/(SORTIL+E*SIN{G2) }*SQRT(L-E*SIN{G2}}}
CS1mCOS(GLI/{SORI(La+E*SIN(GLII#SQRT(L—-EXSIN(GL)))
CS2=C0SEG2 )/ {SQRT{L+EXSINIG2I I *SQRT{1~EXSIN(G2) 1}
AL=ABS(DLONG}

U=0.0

CS=51#%524CS1%CS22COS (XL}

5S=3QRT{L.-CSI=5QRT{1.4CS}

SG=ATANISS/CS)

IF(SGI2+2,:3

S6=C¢55

CO=CSI®CS2%#SIN(RL}/SS

X={1l,=CO¥x{1.+CO}

X0=2.%5S%(CS

X1=3,%55=~64,%55%%3

K2=2 %K% {1.~SS)%{(L+SS}

K3=2.%51%52/X-CS

X4=2 . %X3%X3~1.

K3=6 2K 3#43-2,%X3

K6=2.%8X4%X4~],

Y=E#EXX/{{1.-E*COI*(1.¢E*CC}}
IF(ABS{D=XL)-EPS} 55494

2=CO%CO/X .

AD=1o=Y L /b o4 (YXZVe%2/Ba=S%{Y*L)#23/64.4T%{YXL)%¥4/256,
A2=4fbo=Y32YNL/BotS RYRLIRTHL [ 64 =T % YERG2IH%3 /256,
AG=YEY/ Bo— 8 kY RXBUZ /64 o 4T RYRXGR I T /2560
AG=5.%Y2%3/ 04T ¥Y¥%4%2/256,

AB=TexY%%4/256, .

BO=A0+A2/ 243 . %AL/B45:.%A6/16.435.%A8/126.
B2=~{R2/2.¥R4/4.415.%AH/32. 4T %AB/16.)
B4=n6/16:43,%A6/7/32.4T7.%A8/6%.

Lo=-h6/96.-5.%A8/ 48,

B8=Ad/%12.

D=XL
KU=EXE#C0%{BOXSG4R2RSSkAI4BAEX0* X4+ BOEERXL A XS +BBAX2%X6 )/ (2. % (SOQRT (L.
I~-C2CO)*SQRT (L +EXCO) I )4ABSIDLONG)

GO TO 1

(05 o=Y/6-3.%Y%Y/ 6.4 XxV%%3/256.-1T75.%Y%%4/16384,
C25YF44Y%Y/16:-15e%Y%%3/512.+35.%Y%%4/2048.
Ch=~Y2Y/128.+3.%Y%%3/512.-35.%¥Y*44/8192.
Co=-Y%%371536.4+5.%Y%24/6144,

CH;““‘)‘.Q*Y**Q/GSSB()O A

S=ARSORT (1o~ EHCOIH%Z ) (CORSG+CexSSHEXI 4L 4 X0* X440 66X X1AXS¢+T 85%X2 %X G}
Br=0(52/0521*%CS51=COSIXL)I*SL}/SINIXL)
B2=1S2%COS(XL)1=CS2*S1/CSLI/SINEXLY
DE=(XL-ABS{DLONG} }*10800./C

MD=IFIX{DE}

SO=(DE-MU) %60,

Al=ABS{1./81}

TE(DL) 64607

Al={C-ATAN(AL}}%*180./C

GO TO 8

Al=(ATANGAL) 1£1B04/C

T1=1FIX{AY)

XM=({Al-T11¥%60,

MI=IFIXLXM}

SLi={XM-M1}*60,.

AzZ=4BS{1./B2)

IFIB2110510+9

AZ2={ATAN(AZ)4C)%1804/C

GG 1o 1l

A2={C+C-ATAN(A2T 1 %180./C

[2=1FLXEAZ)

XM={A2=[21%6D,

M2=TFIX (XM}

522=(XKM~-M21 %60,

KETURN

END
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RESULTADOS OBTIDOS PARA OS SEGUINTES PARES DE PONTOS

LATITUDE | LONGITUDE
PONTO 1 35 16. 11.2486 148. 58 39,4254
PONTO 2 67. 22. 14,7763 il. 1l1. 1l.1111

DIFERENCA ENTRE A DIFERENCA DE LONGITUDE ESFERICA E A DIFERENCA
DE LONGITUDE ELIPSOUIDAL EM MINUTOS E SEGUNDUS DE ARCO

3 MIN 15.08313 5

AZIMUTE CONTRA-AZ IMUTE DISTANCIA
15 44 23.7491 324 55 39,9201 0.£08482387E 07 M
LATITUDE LONGI TUDE
PONTO 1 25,  30e 4543000 75« . 25. 51.4300
PONTD 2 25,  30. 45,3000 45. 25, 5144300

OIFERENCA ENTRE A DIFERENCA DE LONGITUDE ESFERICA E A DIFERENCA
DE LCGNGITUDE ELIPSOIDAL EM MINUTOS E SEGUNDOS DE ARCO

4 MIN 54.6605%7 S

AZIMUTE CONTRA=-AZ IMUTE DISTANCIA
83 24 57.7328 276 35 2.2673 0.300941058E 07 M
. LATITUDE LONGI TUUE
PONTQ 1 20 0. 0.0000 126« 28. 3005111
FONTO 2 45. (UM 0.Q000 7200 28e. 30C.5111

U{PERENCA EATRE A DIFERENCA DE.LDNGITUDE ESFERICA E A DIFERENCA
OF LUNGITUDE FuIPSOIDAL S£K MINUTOS £ SEGUNDGS DE ARCO

11 MIN  13,61359 S

AZIMUTE CONTRA-AZIMUTE DISTANCIA
4z €6  30.0370  29% 17 1R.5959 C.964941282E 0T M
LATITUDE LONG I TUDE
PONTO 1 23. 26. 43,0000 49.  27. 0.0000
FONTO 2 23. 2%, 55,0000 49, 2&.  0.0000

CIFERENCA EATRE & DLIFERENCA DE LONGITUDE ESFER(CA = A DiFERENCA
Ut LECNGITUDE ELIPSQiDail EM MINUTOS & SEGUNDOS. DE ARCO

0 MIN 0.17087 S

AZIMUTE CONIRA-AZIMUTE DISTANCIA
132 % $8.0277 312 5 22.293) 0.223004658E C4 M
LATITUDE : LONGI TUDE
PONIC ) 3T 19, 54.9536 81. 28. 35.5072
PONTQ 2 26 s Te 42.8394 40, Os 0.0000

CIFERENCA ENTRE A DIFERENCA DE LONGITUDE ESFERICA £ A DIFERENCA
DE LONGITUDE ELIPSGIDAL EP MINUTOS E SEGUNDUS DE ARCO

5 MIN  53.23772 S

A2IMULE . CONTRA-AZIMUTE DISTANCIA
94 21 97.6316 2948 5 58,9602 0.408596606E 07T ™M
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CAPTTULO 7

7. CONCLUSAO

Pela exposigao apresentada neste trabalho, verificamos que todos
os procedimentos que utilizam a esfera reduzida para a solugao do problema geo-
désico inverso conduzem a integragoes, sobre uma esfera imagem, de termos cop
retivos. Uma integragdo rigorosa € realizada mediante a utilizagao do argumento
o , arco esferico representado sobre a esfera imagem, e exprimindo todos os de
mais termos em fungao desta grandeza. Este procedimento conduz Quase sempre a&o
desenvolvimento em fungdo das poténcias de f, e? oumesmo ¢? e as .inte-
grais de WALLIS as quais podem ser calculadas em fungao dos angulos multiplos
do arco ¢ . Notamos através dos métodos enfatizados anteriormente que a maior
dificuldade consiste em determinar o valor da corregao (A = L). Determinada es-
ta éorregéo o problema € solucionado de modo bastante simples mediante a utili-
zagao da trigoncmetria esférica.

Utilizando os processos iterativos apresentados podemos obter u-
ma preciséo da ordem da quinta casa decimal para os segundos em azimute e con-
tra~azimute e da ordem do milimetro para distancias, desde que possamos reali-
zar as nossas operagoes com calculadoras que deem precisdo até a décima sexf:a
casa decimal. Além disto se desejarmos uma maior precisdo podemos acrescentar
termos as formulas apresentadas, uma vez que conhecemos agora a lei de formagio
dos mesmos. Com a elaboragao deste trabalho verificamos que o problema em ques
tdo pode ser solucionado através dos polinomios de LEGENDRE ou mesmo através das
integrais elipticas de JACOBI.

Para um futuro trabalho pretendemos estudar o problema geodésico
direto utilizando o método da esfera reduzida e a solucao do problema geodésico
inverso através das integrais elipticas de JACOBI.

Finalizando concluimos que este trabalho sera de grande utilida
de 2 todos aqueles que estiverem interessados no estudo da linha geodésica 80
bre a superficie do elipsdide de revolugiao. NOs cremos ser muito interessante

um estudo como este num elipsdcide escaleno, quem o fara ?

. To
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