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S I N O P S E

Este trabalho tem como objetivo a apresentação do desenvolvi­
mento de algumas formulas para a solução do problema geodésico inverso uti­
lizando a representação esférica do elipsoide de revolução. Em primeiro lu­
gar é efetuado um estudo sistemático e pormenorizado do elipsoide de revolú- 
ção focalizando os seus elementos e as propriedades que eles possuem entre 
si; dando sequência são apresentadas a linha geodésica no elipsoide de revo­
lução e suas particularidades; a expressão diferencial da diferença de lon­
gitude de dois pontos sobre o elipsoide de revolução; a solução algébrica do 
problema geodésico inverso e finalmente a solução numérica do mesmo.
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S U M M A R Y

The gpal of this paper is the presentation of the development 
of some formulae for the solution of the inverse geodetic problem, by means 
of the spheric representation of the ellipsoid of revolution.

First of all, a systematic and detailed stud/ of the ellipsoid 
of revolution is done, emphasizing its elements, and the properties which 
they have among,themselves. Then, facts coming successively, are presented: 
the geodetic line on the ellipsoid of revolution and its particularities ; 
the differential expression of the longitude difference of two points on the 
ellipsoid of revolution; the algebraical solution of the invers. geodetic 
problem and finally its numerical solution.
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CAPÍTULO 1

1. INTRODUÇÃO

De modo geral, todos os métodos utilizados para a soluçio do pro 
blema geodésico direto e inverso consistem em fazer uma representação do elipsoi 
de de revolução sobre uma outra superfície afim de que haja uma simplificação 
nos cálculos e nas correçois que devem ser efetuadas. As superfícies mais utili 
zadas para o propôsito acima descrito são :

a. PLANA : adotando-se um sistema de projeçois conforme, irais 
como : Mercator, Estereográf ica, U.T.M. e outras, sendo realizadas as correçois 
necessárias.

k* ESEgRICA : tem a vantagem de permitir una representação bas 
tante ampla» As latitudes, longitudes, distâncias e ângulos não podem ser todos 
simultaneamente conservados o que faz necessário determinar correçois para cal 
cular os verdadeiros valores de alguns dos elementos acima citados. A represen­
tação do elipsoide de revolução sobre a esfera é conforme, isto é, conserva os 
ângulos, mas pode ser usada nas representações não conformes. Podem ser utiliza 
dos as seguintes representações do elipsoide sobre a esfera :

1 . Representação conforme sobre a esfera isométrica representa­
ção esta que conserva unicamente as longitudes. Este método é denominado método 
da esfera conforme.

2. Representação não conforme sobre a esfera de GAUSS,,represeg 
tação esta que conserva somente as latitudes e longitudes.

3. Representação sobre a esfera de curvatura nédia em um ponto 
de latitude ó . Esta representação modifica latitudes e longitudes mas conserO ’ <h*°
va azimutes e distâncias entre uma faixa de extensão variável paralela ã latitu
de 4 • o

4. Representação sobre a esfera circunscrita ao paralelo de la
titude média.

5. Representação sobre a esfera de JACOBI. Esta representação 
conserva os azimutes e modifica as latitudes e as longitudes. Foi introduzida
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inicialmente por LE6ENDKE e estudada mis tarde por BESSEL e HELMEKF. É uma re­
presentação especial pelo fato das duas superfícies nio se corresponderem pon­
to por ponto, havendo unicamente uma correspondência biunívoca entre os pontos 
da linha geodésica sobre o elipsõide e os pontos correspondentes da mesma sobre 
a esfera. Este método ê denominado metodo da esfera reduzida. Ela possibilita u 
ma formulação exata para a solução do problema em questão, mesno nq caso de 
grandes distâncias.

Com o advento da geodêsia eeieste o problema geodésico inverso adqui- 
riu uma grande importância devido ao fato dag coordenadas geodésicas poderem 
ser obtidas via satélite. Sendo conhecidas as coordenadas geodésicas de dois 
pontos é importante saber qual e o comprimento da geodésica por eles definida e 
os azimutes da mesma rios referidos pontos. Os pontos cujas coordenadas geodési­
cas são determinadas por satélites podem estar muito distantes um dos outros, o 
que exige um método bastante preciso e aplicável a grandes distâncias.

Pelos motivos do problema em questão ser resolvido de maneira eficaz e 
ser muito interessante na sua formulação matemática nos dedicaros neste traba­
lho â solução do problema geodésico inverso mediante a representação do elipsoi 
de sobre a esfera.

Com esta finalidade desenvolvemos uma parte que consiste em : caracte­
rizar os elementos e as propriedades do elipsõide de revolução; desenvolver a 
linha geodésica no elipsõide de revolução e a sua formulação matemática; apre­
sentar de maneira bastante minudente o desenvolvimento teorico de algumas for­
mulas que solucionam o problema em questão.
Numa segunda parte, nos preocupamos com a solução numérica do problema fazendo 
o empenho de elaborar alguns programas codificados em Linguagem FORTRAN IV que 
poderão ser utilizados ou mesmo aperfeiçoados.



CAPÍTULO 2

2. O ELXPSdlDE DE REVOLUÇÃO

Para a solução do problema geodésico direto e inverso é ne 
oessãrio que adotemos uma superfície que represente a forma da Terra. As medi 
das geodésicas slo efetuadas• sobre a superfície física da Terra, ou superfície 
topográfica. Sendo esta superfície extremamente complexa torna-se inpossível o 
bter relações matemáticas simples entre os elementos geodésicos tais cano entre 
as'coordenadas de dois pontos e a distância entre os mesmos, devido a infinida- 
de de parâmetros envolvidos. Uma possível superfície seria aquela que se cara- 
cteriLza por* ser,em todos os seus pontos, normal â direção da gravidade e que co 
incidisse ccm o nível nédio dos mares prolongado através dos continentes. Esta 
superfície é uma superfície equipotencial terrestre, mais conhecida por geôide.

 ̂ li; ' • 'Por causa das deficiências e dos excessos de massa no interior terrestre a for­
ma do geôide é irregular podendo ser determinada aproximadamente. Como acontece 
com a superfície física o geôide é um modelo matemático inconveniente para o c&L 
culo, pelo fato de necessitar de infinitos parâmetros para ser bem definido. Se 
o achatamento terrestre (f) fosse suficientemente pequeno, uma superfície esferi 
ca seria o modelo matematioo ideal para representar a forma da Terra, devido ser 
definida por um unioo parâmetro, seu raio. Como isto nlo acontece,- abandonamos 
tal superfície.Portanto um modelo a ser adotado deve' ser- o bastante simples afim 
de que os cálculos possam ser conduzidos sem muita dificuldade, mas deve ser o 
mais representativo possível da superfície em questão .NEWTON fazendo um estudo 
científico da forma que deve ter a- Terra levando em consideração o campo gravífi 
co, concluiu que a forma mais adequada seria a de um esferoide definido por uma 
massa fluida homogênea que gira ocm velocidade angular uniforme, isto ê,o 'elipsõi 
de de revolução.Sendo assim, o modelo adotado para representar a forma terrestre 
é o elipsôide de revolução, apresentando as vantagens de não produzir desvios mui 
to grandes da realidade em consideração com o tamanho da Terra e ao mesmo tempo 
ser definido por dois parâmetros, semi-eixo maior e excentricidade. Mais recente
mente fala-se na representação, da. superfície terrestre por meio da utilização de
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im elipsoide triaxial, isto ê, um elipsoide com três eixos desiguais, o que im­
plica na necessidade de tres parametros afim de defini-lo matematicamente e um 
quarto parâmetro para definir a direção do eixo maior.

la equação

Jd * * _2i
a2 c2 b2

2.1 A EQUAÇÃO DO ELIPSÔIDE DE REVOLUÇÃO

Consideremos a quadrica ointrica dada pe-

Quando todos os sinais forem positivos; a eq.(2.1.1) toma a seguinte forma

x2 y2 z2+ ——  + ■-*— + — — 
a2 c2 b2

= 1 (2.1.2)

a qual ê a equação de um elipsoide escaleno com centro na origem do sistema car­
tesiano considerado, fig.(2 .1 .1 ).

a) as variáveis x, y e z podem assumir os valores dos intervalos -a ̂ x í a ,
-c < y s< c e -b v< e 4 b.
b) .as seçoês determinadas pelos planos coordenados Z = 0 , Y = 0 e X - 0 são
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elipses dadas pelas equações

y2 \j 2 y 2 72 \j2. ?2_£_ + _Z_ = 1 } _>L_ + J _  : 1 e - L  + —  : 1
a2 c2 a2 b2 a2 b2

c) A superfície é simétrica em relação a cada um dos planos coordenados, a cada 
eixo e a origem.
d) A seção produzida por um plano paralelo ao plano Z = 0 , por 2 = d é dada 
pela equação

 ----  +  ± -------  = i (2.1.3)
s l  (b2 - d2) s i  ( b2 - d2)
b2 b2

a qual representa uma elipse. De maneira análoga, verificamos que as seçois pro 
duzidas por planos paralelos aos demais planos coordenados tambem.são elipses. 
Quando fizermos na eq.(2.1.2) a = c , a seção será uma circunferência para to 
dos os valores de d que satisfaçam a condição - b < d < b : teremos então um e
lipsoide de revolução. Impondo a condição a > b , podemos dizer que o elipsõide
de revolução achatado e a superfície gerada pela rotação de uma elipse em tomo 
do eixo Z , e matematicamente e definida pela equação

+ _ £  = i <2.i.i()
a2 b2

sendo a e b respectivamente o semi-eixo maior e o semi-eixo menor.

2.2 ELEMENTOS GEOMÉTRICOS DO ELIPSÕIDE DE REVOLUÇÃO

Sendo o elipsáide o modelo utilizado para representar a 
forma da Terra, devemos saber quais são os seus elementos geométricos e as rela 
çoes que possuem entre si. Decorre da eq.(2.1.4) que toda a seção produzida por 
plano que passe pelo eixo Z será uma elipse de semi-eixo maior a e semi



eixo menor £ • Deste modo, qualquer relação valida para uma seção assim obtida se- 
rã valida para as demais e portanto valida para o elipsoide de revolução.Por con 
seguinte podemos tomar qualquer seção e estuda-la. A seção produzida pelo plano 
X = 0 na superfície representada pela eq.(2 .1 .4) e uma elipse, fig.(2.2.1), dada 
pela equação

a 2 b2
(2,2.13

sendo, na fig. (2.2.1), ç a semi-distância focal e 0 o centro da elipse. 

DEFINIÇÕES E PROPRIEDADES

a) Primeira excentricidade (e) ~ e a razão entre a distância focal e o eixo maior 
da elipse,

(a2 - b2)1/2e = ( 2 . 2.2  )

Da identidade acima segue

b = a (i - e2)1/2 (2.2.3)

b) Segunda excentricidade ( e ) - e a razão entre a distancia focal e o eixo me­
nor da elipse

(a2 - b2)1/2 (2.2.4)c
b b



A partir da identidade (2=2.4) podemos escrever

Vj _■ ã _  V 2.2.0 )
_ _ _ _

Comparando a eq.(2.2.5) com a eq.(2.2.3) ternos .as seguintes relações entre a pri­
meira excentricidade e segunda excentricidade:

(1 - e2) (1 + e2) = 1 (2.2.6a)

e2 ' (2.2.6b)e2
1 + e2

, _ e2 (2.2.6c)£ £ r —1 «• o2,

c) Achatamento (f) e a razão entre a diferença dos eixos eiri modulo e o eixo
maior,

f - a - b _ 1 - b (2.2.7)

Dá identidade (2.2.7) obtemos

b s a(l “ f) (2.2-8)

Mediante a comparação da eq.(2.2.8) com a eq.(2.2,3) e eq.(2.2.5) segue

e2 = 2f ~ f2 (2.2.3a)

- 2f - f2 (2.2.9b)
(1 - f)2

Existe a seguinte relação entre o achatamento e as excentricidades

e2e (2.2.10)
6 + £

Podemos obter a equação do elipsoide em função das excentricidades ou mesmo do 
achatamento desde que substituamos b na eq.(2.1.4) pelo seu valor dado rpeàq. 
éq.C2;-2.3), eq.(2.2.5) ou eq.(2.2.8).

(x2 + y2) (1 - e2) + 352 = a2(l - e2) (2.2.11a)
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(x2 + y2) (1 - f)2 + 22 s a2(l - f)2 (2.2.11c)

d) Latitude Elipsõidica» Geocêntrica e Feduzída
Seja A um ponto pertencente ao elipsoide de revolução, fig.(2.2.1).

A normal ao elipsoide em A l a  bíssetriz do angulo formado pelos raios focais 
deste ponto,. Os segmentos ÃB = N* e ÃC - N 'determinados sobre a normal 
pelo plano Z " 0 e pela intersecção da normal, com o eixo Z sio denominados 
respectivamente pequena normal e grande normal.
Latitude elipsõidica'($), mais oomumenté conhecida por latitude geodesica, ê o
angulo que a norma], ao elipsoide no ponto A forma, com a sua projeção sobre o 
plano equatorial (Z = 0). Se a projeção da normal ao elipsoide sobre o plano 
Z = 0 for um ponto, então <j> ~ ^ *

A tangente ao elipsoide em A ã a bissetrlz do ângulo formado por um raio fo­
cal a o prolongamento do outro no referido ponto. Se a normal â superfície eli~ 
psôídica, num ponto A , forma com o plano equatorial um ângulo $» então a tan­
gente no mesmo ponto formará um ângulo igual a + è com o mesmo plano.
Latitude geocêntrica (#) do ponto A é o complemento do angulo que o raio ve­
tor deste ponto forma com o eixo Z.
Consideremos a fig.(2.2.2). Denomína-se circunferência principal de uma elipse 
de semi-eixo maior a, a circunferência cujo centro e o centro da elipse e cujo 
raio e p 3eni-e4xo maior.

Z

x2 + y2 + :52(x + e2) - a2 (2.2.11b)
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A revolução deste circunferência em torno do eixo Z, nos dã uma superfície es­
férica tangente ao elipsóide ao longo da linha equatorial. Tal superfície rece 
be a denominação particular "esfera reduzida" ou "esfera de JACOBI".Façamos cor 
responder a cada ponto A da superfície elipsoidica um ponto A ! da esfera reduzi 
da mediante o prolongamento da ordenada de A. Verifica-se de imediato que exis­
te entre os pontos das duas' superfícies em questão uma razão de afinidade:

HÃ = - = (1 - e2)1/2 (2.2.12)
HA’ a

Latitude reduzida (3) e o complemento do ângulo formado pela reta suporte do 
segmento OÀ1 e o eixo Z.

2.3 COORDENADAS DE UM PONTO DA ELIPSE MERI 
DIANA EM FUNÇAO DE UMA DAS LATITUDES. RELAÇOÊS ENTRE AS LATITUDES

As coordenadas do ponto A, fig.(2.2.1), em função da latitude geocêntrica são: 

y = OÁ. cos 4) (2.3. Ia)

z = OA. senijj (2.3.1b)
Observando a fig.(2.2.2), obtemos as coordenadas do ponto A em função da lati_
tude reduzida:

y = a. cos6 (2.3.2a)

z = b. seng (2.3.2b)

Das equaçois (°,3.1) e (2.3.2) obtemos a relação entre as latitudes reduzida e
geocêntrica:

tgi|> = | tgS = ^ (2.3.3)

Para a obtenção das coordenadas considerando a latitude elipsoidica, derivemos 
a eq.(2.2.1) :

dz _ y b2 (2.3.4)
dy " ' z ’ I2

sendo dz a tangente trigonométrica do ângulo formado pela tangente geométrica
dy
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â curva no ponto A e o eixo Y temos

* . y tg* <2-3-5)
a2

2 2 2Substituindo a eq.(2.3.5) na eq.(2.2.1) e lembrando que b'~ = a (1 - e ) segue

.2 a2
y  =  _ _ _ _ _ _ _ _ _ -------------------     =

1 + (1 - e2) tg2(j) 1 - e2sen2(j)

de onde concluímos que

... a costj) __  (2.3.6)
(1 - e2sen2(j))i/2

Substituindo na eq.(2,2.1) o valor de y dado pela eq.(2.3,6), e .fazendo algumas 
simplificações obtemos

_ a(l - e2) sen#- (2.3.7)
(1 - e2sen2<j>)1/2

Dividindo membro a membro a eq.(2.3.7) e eq.(2.3.6)

2 C1 2 S 4. J.—  = (1 ” e ) tg <j>

Comparando a eq.(2.3.8) e eq.(2.3.3) temos

tgip = (1 - e2)1//2 tg g = (1 ” e2) tg<f>

A. partir da expressão (2.3.9) podemos obter as relações abaixo

tg* = (1 - e2)tg<p = (1 - e2)1/2 tg 6 (2.3.10a)

(1 - e2)l/2sen6 (2.3.10b)
(1 - e2sen2B)1/2

cosg (2.3.10c)
(1 - e2sen2g)1//2

sen*

COS*

(1 - e ) sen*
£l + (e** - 2e2 )sen2*J1 /2

   sen*
[l + (ek - 2e2) sen2*] 1/2

(2.3.8)

(2.3.9)
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tg3 = (1 - e2) 1̂ 2 tg(p (2.3.11a)

seng = (I - e2)1/2 sen<j> ,2.3.1115
(1 - e2sen2<}> ) ^ 2

cos 3 “ ------ --------- (2.3.11c)
(1 - e2sen2<fs )1//2

. oki/o ,  ̂ (k'*3*12â)tgé ~ ~ vi + e O A/z tgg
(1 -  e 2) 1/ 2

sen<{> = seng _ ( 1 + e2 )l/2sen8 (2.3.12b)
(1 - e2cos2 8 ) ^ 2 (1 + e2sen2B ) 1^2

cos  ̂ ^  ~ e2)1</2cosg _ cos3 (2.3.12c)
(1 - 62cqs2B )1^2 (1 + e2sen2B)1^2

Com os elementos jã definidos podem ser obtidos em função das coordenadas do 
ponto A , os comprimentos ÃÜ = n e ÃB = N' fig.(2.2.1).

y = N-oosífi

|r _ a (2.3.13)
(1 - e2een20 1̂ 2

z = N* sen4>

N , _ a(l - e2) (2.3.14)
(1 - e2sen2(j))1̂ 2 

Jonparando estas expressões temos Nf = N(1 - e2).

2.4 SEÇOES NORMAIS PRINCIPAIS E OS SEUS RES
PECTIVOS . RAIOS DE CURVATURA

Podemos traçar infinitos planos que conte­
nham a reta normal ã superfície do elipsõide num ponto A da mesma. Estes pla­
nos por conterem a reta normal â superfície em questão são conhecidos por pla-
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nos normais. As curvas resultantes da intersecção dos planos normais com a super 
fície do elipsoide de revolução são chamadas de seçois normais. Em cada ponto e 
xis tem duas seçois normais que são mutuamente perpendiculares e cujas curvaturas 
são maxLma e mínima. Estas seçois são conhecidas por seçois normais principais. 
Demonstra-se que estas seçois sio a seção meridiana e a seção primeiro vertical 
151 •

A fig.(2.4.1) e a representação das seções normais principais produzi- 
das por dois planos perpendiculares ç e n que passam pela normal â superfí­
cie do elipsoide de revolução definido pela eq.(2.1.4). A seção produzida pelo 
plano X = 0, particularmente ç, e denominada seçao normal principal meridia- 
na. A seção produzida pelo plano Ay + Bz + C = 0 , particularmente ns e denond

A curvatura da seção raeridiana, quando a equação.da mssma e dada em coordenadas 
retangulares e obtida através da formula geral da curvatura dada por :

-12-



K
d2z
W *

+ / dz \2 3/2
\ <íy / „

A equação da elipse meridiana em coordenadas retangulares é dada pela eq,(2.2.1)

+    - 1 ou b2y2 + a2z2 = a2b2 (2.4.?)
a2 b2

As derivadas de primeira e segunda ordem da eq.(2.4.2) são

dz _ __ y (2.4.3a)
dy a2 z

d2z (2.4.3b)
dy2 a2z3

Substitui.ndo estas equações na formula (2.4.1), e lembrando que b2= a2(l - e2) , 
obtemos a expressão da curvatura do meridiano em função das coordenadas retangu­
lares í

y _   a2(l - e2)2 (2.4..4)
[z2 + (1 - e2)2y2 ]3/2

Substituindo na formula (2.4.4) os valores de y e z dados pela eq.(2.3.5) _ e 
eq.(2.3.5) >5 temos a curvatura em função da latitude elipsoidica:

Y - (1 ~ e2sen2iji) 3/'2 (2.4.5)
a(l - e2)

sendo que o unico significado do sinal ê indicar a direção da curvatura.
Sabemos que o raio de curvatura num ponto de uma curva ê igual ao re-

\-
cíproco da curvatura nesse ponto; portanto o raio de curvatura da seçao rneridia- 
na é

H „   a(l ~ e2) (2.4.6)
(1 ~ e2sen2<f>}3/2

Aí'.Lm de determinar' o raio de curvatura uo primeiro vertical notemos que se a se
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çio e normal, então a seção produzida por um plano paralelo a XY que passa por
A esta inclinada em relação à primeira, uma vez que a reta normal à la. secção
não está no plano da 2a. seção. No ponto A, demonstra-se, que arribas as seçoes
tem uma tangente comum, a bi-normal j 1M-{. Assim sendo, podemos fazer uso do teo 
rema de MEUSNIER : Se por um ponto A sobre uma superfície são traçadas -..duas
seçoes, uma delas normal e a outra inclinada e se ambas as seções tem uma tan­
gente comum neste ponto, então o raio de curvatura da seção inclinada sera igual 
ao raio de curvatura da seção normal multiplicada pelo co-seno do ângulo forma­
do pelas seçoes..

0 angulo formado pelo plano z = Z, paralelo a XY que passa por A, com 
o primeira vertical e igual a latitude elipsoidica Como consequência o raio 
de curvatura r do paralelo de latitude <j> ê determinado a partir do raio de cur 
vatura p do. primeiro vertical e expresso mediante a formula

' r = p cos <|> (2.4.7)
Mas o raio de curvatura r do paralelo de latitude cj> que passa por A ê . i- 
gual a coordenada y do ponto A, fig.(2.2.1), e é dado pela eq.(2.3.6), logo

a coscf) (2.4.8;(1 - e2sen2<j))]-/2 

A partir da eq.(2.4.8) e eq.(2.4.7) conclui-se que

p =   ã--- _  (2.4.?)
(1 - e2sen2<|)) l!2

Comparando a eq.(2.4.9) com a eq.(2.3.13), verifica-se de pronto que o raio de 
curvatura da seção principal primeiro vertical p e igual â grande normal N e 
assim escrevemos a formula geral para o raio de curvatura da seção primeiro 
vertical |7 j :

N = (2.4.10)(1 - e2sen2<J>)1 !2

2.5 RETIFICAÇÃO DO ARCO DE MERIDIANO EM FUN 
ÇÃO DA LATITUDE ELIPSÕIDICA, REDUZIDA OU GEOCÊNTRICA

-14-



0 comprimento de uma curva qualquer é definido como o .limite da soma 
dos comprimentos dos segmentos de reta guando o numero de pontos de divisão ten 
de ao infinito de modo tal que o conprimento de cada segrrento tende a zero.

Exprimindo-o conceito acima analiticamente obtemos o comprimento dife 
rencial do arco de meridiano desde que seja conhecida a equação da curva, Para 
una curva dada em coordenadas retangulares, o conprimento diferencial dm de um 
arco serâ

1 /:dm dy (2.5,1)
!

'Caso a curva seja dada por enuaçois paramétricas tais como y = y(<j>) e z = z(é) 
podemos escrever a eq.(2.5.1) assim

dm = (dy2 + dz2)1/2 (2.5.2)

Se consideramos a elipse meridiana produzida pela seção do plano X - 0 na
superfície representada pela eq.(2.1.4) , então temos a eq,(2 .2 .1 ) para represen
tar a curva. A forma paramétrica desta curva em função da latitude elipsoidica e

a cosé r ,, sy = .....—  -- ---__j__ (z.5.da;
(1 - e2sen2t())1 12

s n (2^ 3b)
(1 - e2sen2 )1 / 2

Diferenciando estas equações em relação a variável $ temos :

dy , - aü£U.ll--£lL  dt (2.5.U,1)
(1 - e2sen2(f>).3 ̂2

dz = .a PÇS-li! e2} dè (2.5.4b)
(1 - e2sen24>)3/ 2

Substituindo a eq.(2,5.4) na eq.(2.5.2) obtemos para o conprimento diferencial 
do meridiano a equação



. a(l ~ e2) ...am -• <3<!> s Mcíf
(1 -' e2seh2(js)3̂ 2

teste modo a retificação do arco de meridiano redüz-se a avaliação de uma inte- 
n. ai el*r o' - úc tri ■ -e: ra cs pá d«

Para exprev-.r dm em função da latitude reduzida consideremos a eq.(2,3.12a).

'tgf (1 » 02)1/2 tge

cuja dif ■?: cn :Ite e

d »  «■ < 1  -  V ) - 1 ' 2 S Ü O  d È
cos 2 g

mas-de acordo com a eq.(2.3.12c)

cos 2 i = (1 ~ ete r-n
1 - q 2c ô s28

por esta razão

dl - (1 - e2)‘/2
'1 ■“ e2cos28

tedidnca otur. .itu_ cot c.a eq.\.*.S.c) e éa.*2.3.12b) na eq. £ 2.5.5 ) temos

cim ~ a(l. “ .e2)
1 - 52sen26

1 - e2cos28

_  d  - e2?1/2
3̂ 2 1 - e2cos26

de

que simplificada resulta

dm s a(l - e2ccs7S)li? z ( 2 ,

que e a equação da retificação do arco de meridiano na variável latitude reduzi­
da. Novamente, a retificação do arco de meridiano consiste em avaliar uma. inte- 
g-v-i eiicciez -te pterc-d.•-•a s.-pãcze, te curro itaLclo ou- ceirrçio aa eo- -v//'i



consiste em tomar as variáveis na forma paramétrica em função da latitude redu­

zida

y = a cosB (2.5,8a)

s = b seng (2,5,8b)

cujas diferenciais são

dy s -a senis dg (2,5.9a)

dz s b cosB dg (2,5.9b)

e introduzir na eq.(2.5.2),

Analogamente podemos retificar o arco de meridiano considerando coroo variável a 
latitude geocêntrica

j o \2 + “ 2e2) cos2tj)!1/2 .,om ~ a(i - -r— aú i/.o.xu)
[1 ~ e2 + (ek ~ e2) cos2! j3-/2

Para retificar o arco de meridiano basta integrar a eq.(2.5.5) , eq.
(2,5.7) ou mesmo a eq.(2,5.10). A integração e realizada apos o desenvolvimento 
destas equações em series de potências, devido ao fato qre estas tjifere.ra>.-.̂  
não dão origem a integrais imediatas.

2,6 EQUAÇÃO DIFERENCIAL DE UM ARCO ELlPbll 
DICO QUE FORMA ANGULO a COM 0 MERIDIANO, CONSIDERANDO A LATITUDE .ELlP^l^rt 
OU A LATITUDE REDUZIDA

A retificação de arco de uma curva reversa, quando as coordenadas retan 
guiares da mssma são cadas por equaçois paramétricas x = x(é5L) ; v = y(è,L) e 

z = z(i,L) , e realizada através da formula diferencial

dsz ~ dx2 + dy2 + dz2 (2.6,1)

Para determinarmos uma. expressão geral- de ds relativa a superfície elipsoi&L- 
ca, consideremos uro sistema cartesiano XYZ de erigem coincidente com o ponto 
de simetria da. superfície em questão e tomemos um ponto A(x,y,z) sobre a super; 

fície, cie acordo com a fig ,(2.6.1).
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X
flg.(2 .6 .1 )

á  prejeçio ortogonal da' normal sobre o plano equatorial XY foraia com 

o eixo X um ângulo L , que se diamará longitude caso o meridiano que eontên o 
eixo X seja o de GREEMWICH,

Expressemos at ccxorcsnalas do uonic À na forma paramétrica em funçio da latitu 
de-elipsoidica ê e do ingulo L..

a cosé cosL
Cl - -ú-sen2!) lí~

a cosé senb
Cl - e2sen2è)1/2

_  aCl -* e2) seriè
Cl - ezsenz0*/2

substituindo as diferenciais totais da eq,(2.6.2) na formula diferencial (2.6.1) 
obtemos

ds2 = M2dê2 -f Mzco82f. dL?- (2.6,3)

i eq.(2.6.3) nos mostra que o quadrado do comprimento de tm arco elementar sobre 
o elipsôide e igual a soma dos quadrados dos. comprimentos dss arcos elementares
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fie meridiano e da paralelo.

As coordenadas paramétricas do ponto A em função da latitude reduzida são 

x - a cos6 cosL

y = a cos8 seriL (2.6.4)

2 = b sen@

Substituindo as.diferenciais totais da eq.(2.6.4) na formula diferencial da eq. 
(2.6.1) obtemos

ds2 = a2(l - e2cos28) dB2 + a2cos2B dl,2 (2.6.5)

A eq,(2,6.3) e eq.(2.6.5) nos dão o conprimento de um arco elementar sobre o e-
lipsoide de revolução. Por intermédio destas equações podemos relacionar o re“--
priranto ds com o ângulo que a curva forma com o meridiano. Para isto nos vale
mos da propriedade : Se x = x($,L) » y = y($,L) e ,,z = z(<j>»L) sao equações
paramétricas de- uma superfície, então o elemento linear da curva plana; e 'dado pe 
la fórmula fundamental j 1 j.

ds2 s E d<j>2+ 2F d<f>dL + G dL2 (2.6.6)

onde <j> e L são os eixos cartesianos do plano em que o elemento linear da 
curva esui definido» E , F e G sao as grandezas fundamentais obtidas a partir 

das diferenciais totais de cada variável em função GOãi SBUS pcUTVàniB. ""OS «
Caso a grandeza fundamental F seja identicamente nula os eixos cartesianos 
<P e L serão ortogonais. Para que este sistema cartesiano não seja somente um 
ponto deve satisfazer a condição EG - F2 > 0.

Comparando os coeficientes da eq.(2.6.3) com os coeficientes da eq.
(2.6,6) obtemos as grandezas fundamentais 

E “ M2

F = 0 (2.6.7)

G - N2cos2<í>

verificamos assim que os eixos è e L são ortogonais♦ d»«ta maneira podemos,a 
partir do triângulo diferencial fig.(2 .6 .2), obter para uma curva qualquer sobre 
o elipsóide de revolução as relaçois;

■is-



cosa ds = Md<|> 

sena ds = N cos <f> dL
(2 ,6 .8)
(2.6.9)

f,

Fig.(2.6,2)
De maneira analoga concluímos que os eixos Be L são ortogonais, sendo que

t

o triângulo diferencial cig.(2.6.3) nos dá as relaçois;

Fig.(2.6.3)
f

cosa ds = a(l ~ e2cos2B) I2 dB 

sena ds s a cosg dL

(2 .6 .10)

( 2 . 6 . 11 )

2 .7  FÕmJLA PAPA 0 CÃLCULO DO COMPRIMENTO 
DO MERIDIANO UTILIZANDO A LATITUDE REDUZIDA

Sejam A-j e dois pontos pertencentes a urra mesma elipse rrerí

diana e- definidos respectivamente por suas latitudes elispõidicas (f>1 e 6,, ,A £
fig.(2,7,1).
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Hg.<2 .7.1)
Os pontos acima citados determinam um aro© de meridiano. A fim de calcular o oqm 
primento «teste, ar» utilizando as latitudes reduzidas, 0^ © 02, correspondentes

as respectivas latitudes elipsõidicas ^  e #2S utilizemos a eq.(2.5.7);

dm * áCl - e2cos?'0)'1 ^2 d0 (2.7,1)

0 caiprinent© do areo de meridiano sem dado mediante a integração-da eq.(2.7.1)
no intervalo &1 , e2J . assíAssim sendo temos

m J  (1 - e2cos2@)1 dl (2.7.2)

Coto a eq.(2.7.2) e una integral elíptica fortemente convergente9 para calcula- 
la, desenvolvemos* o integrando em serie (te potências, do- seguinte modo :

©2  ̂ e6 Se8 7®10m • a { Wc - 7 W2 - ? - jg-Wg - m W8 - W1Q ... > (2.7.3)

onde são as integrais de WALLIS, assim definidas;

W,2p ■ / eos^B d|

Calculando as integrais do tipo obtemos:

m*a {Aq| + A^senl coslm + AjSen^l o »  2lm + AgSen 31 oos 30^ + > (2.7.*+)
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ßm s ß2 + B1

sendo os. coeficientes ä p - Ü.,1 ,2 ,;.... expressos am função da primeira 

centricidade a dados a seguir ;

a _ -, _ 1 j  _ 3 Ji  5 .6  175 „8 441 .10
o 4 17 I5 f Ï6§â4 “ HTT36 “ s*8

a 1 _2 1 4 15 6 35 8 735 „10
T. “ 7 e " Ï1  “ H ? ê ' ‘ B î e “ ISSSB*®

a - 1 ^  3 J  35 J  105 „1*
2 “ H ¥ “ m & “ 1192 6 " 35711e “ •••

A .  _ 1 _6 5 .8  105 .10 „ „ s
3 ‘ ' H  “ 1 Ï W ®  ‘ T5TÕ71 ■ •** (2.7.4a)

a _ 5 .8  35 .10
%  “ “ ïïSSSle “ 263157 “ '•••

e * s

& # s e * 9 f t 3 « $ s « 9 e 3 » « f t 6 0 » d e e e « é « d « > f i t > & e & » 6 & « e » « 6 6 «)8 « < » â < B « » s & a 6 8 a â £ & £ £ & £ e * @ « 6 ê e 3
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CAPÍTULO 3

3. A LINHA GEODÉSICA NO ELIPSÔIDE DE REVOLUÇÃO

A solução do problema geodésico dire/o e inverso requer o desfviv:. 
vimento da .linha geodésica sobre, o elipsoide de revolução, na forma diferencial 
em função de ângulos e distancias que podem ser determinados preliminarmente. As 
expressões necessãMas para este desenvolvimento são obtidas mediante um relacio 
namento dos elementos definidores da superfície de revolução considerada.
Nas superfíçies de curvatura positiva, tal como o elipsoide de revolução, a li­

nha geodésica caracteriza-se pela coincidência de sua normal principal com a nor 
mal de superfície jl|. Baseada nesta propriedade, resultou para a linha geòdesd 
ca uma equação diferencial de segunda ordem para a qual, nas superfícies de revo 
luçio corresponde uma integral elíptica de primeira espécie, expressa mediante o 
teorema de CLAIRAUT-|14j :

r senos - const (3.1)

onde r ê o mio do paralelo e a é o azimute do elemento linear no ponto con 
siderado. Na eq.(3.1) esta contido tudo aquilo que se pode dizer sobie a linha 

geodésica numa superfície de revolução.

3.1 0 DESENVOLVIMENTO M  LINHA GEODÉuiCA SOBRE ü rLXPSfllDE DE EEVO

LUÇAC

Examinemos as consequências do teorema de CLAIRAUT

r sena = const (3.1.1)
De acordo com a eq.(2.4.8) temos :

r ~ a cosg s T T ^ ~ mT 2Lr^m7T79 c o s $ (3.1.2)Cl - efsenfà)^

entio de acordo com a eq.(3.1.1) segue :

a. cosg sena * const (3,1.3)

ou
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a. cos(j> ---— T— ---  sena = constCl - e2sen2<j>)̂ 2

Para dois pontos quaisquer e +  ̂ da linha geodésica podemos escrever

cos8- sena. = cosg. . . sena. . ,x x i + 1 x + 1
ou (3.1.4)

COS $j cos$. + 1
agrm — ''rrrvr- sena. =. — — - sena. , '. (1 - e 1 (1 - e sen ^  + G  x + 1

A diferencial de (3.1.3) em rilaçao a s é dada por

seng sena - cos 8 cosa = 0 (3.1,5)

Idas sabemos que :

cosa ds = aCl - e^eos2^)1^2 0

Deste modo obtemos a seguinte relação entre o elemento de arco d# e o elemen- 
to linear ds :

dg _  cosa
ds a(l - e^cos2gj^2 (3.1.6)

Substituindo a eq.C3.1..fs# na eq..(3.1.5) vem

da 4-̂. n sena t ̂  ̂̂
*  * tgs . c i - ^ ? « T T *  <3'1-7)

A eq.(3il.3) da-nas em conexão coín a eq.C3»Í.7) o desenvolvimento da linha geo­
désica sobre o elipsõide de revolução. Suponhamos uma linha geodésica de azimu­
te I Õ < a í i t / i )  quê parfeã de um ponto no equador * Para este ponto a latitu
di réiuMidà & é nula» logo o azimute o da gèodlsíea fiO equador serl i

OOsB sena = Sjãnq = OOhst (3il.il)
*24*



seguindo o percurso da mesma, a latitude reduzida aumentará, do mesmo modo o a- 
zimute a , como indica a eq.(3.1.3).
Portanto sena aumenta ate senaQ ser igual a unidade num determinado ponto
A , sendo que neste ponto a linha geodésica possue latitude reduzida 0 sendo^ O
a mesma dada por

cos0_ senirr = cos8_ = const (3.1.9)o 2* °

Comparando a eq.(3.1.9) com a eq.(3.1.8) concluimos que 0 = n ao 2 -
e a relação entre a latitude reduzida máxima e o azimute equatorial da geodesica. 
Assim sendo a latitude reduzida alcança em Aq um máximo. Mas a continua au­
mentando , o que leva a linha geodesica a voltar-se para o sul. Da eq.(3.1.3) re- 
conhece-se que ela e simétrica em relação ao meridiano de Aq ; portanto cruza o 
equador novamente sob azimute tt - a. Ela passa agora para o hemisfério sul; 0 

torna-se negativo; continua desenvolvendo-se até a latitude reduzida ser B = -0o
sendo seu azimute a igual a 2rr . Deste ponto volta-se outra vez para o norte

2
para cruzar outra vez o equador com azimute a . Agora o desenvolvimento inicia 
novamente, desenvolvendo-se indefinidamente entre os dois paralelos de latitude 
reduzida 0Q e - 8o , sem jamais coincidir com a linha geodésica anterior.
Nas superfícies de revolução, que possuem curvatura positiva, a linha geodésica 
é a mais curta distância entre dois pontos,

3.2 EXPRESSÃO DIFERENCIAL DO COMPRIMENTO DA 
LINHA GEODÉSICA EM FUNÇÃO DA LATITUDE REDUZIDA MÁXIMA

Para uma linha geodésica sobre uma superfície de revolução ê válida 
conforme a eq.(3.1.4), a relação

cos0 sena = cos 8  ̂ sena^ (3.2.1)

onde (8 , a ) e (8  ̂ , â ) são as latitudes reduzidas e os azimutes da mesma
para dois pontos D e C, fig.(3.2.1), parte de uma superfície elipsõidica. ‘ 
Sobre ela destacamos o ponto Aq , mencionado no parágrafo (3.1), no qual 0 al
cança o seu máximo. Neste ponto temos sena = 1 isto é, a = a = tt e a la

2titude reduzida será então 8 = 0Q. Podamos escrever :



cos8 sena senaQ cos60 cos 8o (3.2.2)

Chamemos de s o conprimento da linha geodesica de AQ ate D, de L a longitude, 
sendo a mesma positiva â leste de Aq , e negativa â oeste.
Seja C um ponto sobre a mesma linha. 0 conprimento de AQ ate C e dado por 
(s + ds), a latitude reduzida de C igual a (B + dB) e o azimute de DC em D 
e a . Do triângulo retângulo elementar CDE, temos :

■DEds cosa
mas o elemento de arco de meridiano e dedo por (2.5.7) : 

dm = a(l - e2cos2B) 1 ^2 dg

(3.2.3)

(3.2,4)
se substituirmos DE por dm, observarmos que tt < a < ir e que dB I negati*

7
vo, obtemos :

ds a(l - e2cos2B) 1^ 2
cosa dB (3.2,5)

Para resolver esta equação diferencial expressemo-la em termos de uma üníca va­
riável, isto éj expressemos cosa em função de cosB e cos& mediante a eq.
(3.2.2),

cosa = - ( 1 - sen2a ) 1 ^2

(cos26 - cos2B ) ^ 2o
cos B

(3.2,6)

sendo esta expressão ■ senpre real, pois B < 6

Deste modo obtemos :
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ds = - a
( i

- e2eos2g \ 1 /2 

gos28-cob28 cos 8 dB (3.2.7)

Se fizermos em (3,2.7) e2 = Q , então obtemos o caso da esfera de raio a. G-
bservando que na esfera as latitudes geodésicas reduzida e geocêntrica slo igua
is e que em razão disto o arco de meridiano £E é igual a adS , concluímos
que para a esfera de raio a :

ds = a cosg
(cos 2 g ~ cos 2 8 ) 1 ̂ 2O

dB (3.2.8)

Escolhamos uma esfera auxiliar de raio unitário, esfera de JAG08I, sobre a mas- 
ma um ponto P como polo norte, e Sobre tp meridiano um ponto A com latitu­
de Bq. Por A traçamos em Ingulo reto para com o meridiano um círculo nebcirao 
AC.

Fig.(3.2.2)
Aplicando a lei dos senos da trigonometria esférica ao triângulo ADP, temos

sény cos 8 .= cosio (3.2.9)

Carrparando a éq.(3.2.9) com a eq,(33.2.2) concluímos que para 6 e. B iguais te 
reinos seny s sena , isto é y = a .

Por msip disto conseguiremos imagem esflrioa ca linha geodésica, a qual s© ca­
racteriza peia constante cosBq , sendo as latitudes dos pontos idênticas âs la 
titüdes reduzidas sobre o elipsoide dá revolução, do mesmo modo sio os azimutes 
sobre a esfera iguais aos azipites sobre o elipsífid© conclusão esta que está de 
acordo com o teorema de DALBf. Como para qualquer superfície de revolução é vã 
lida5a êqüâçlo de CLAIRAUT, pâTâ esta imagem esférica também é vãlxda a equação
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geral de CLAIRAUT,
Do triângulo asférico elementar DCE obtemos

da dB
cosa

(3.2.10)

que substituído na eq.(3.2.5) resulta

ds = a(l - e2cos2g2a'1/" da (3.2.1 1)

Para a solução da eq.(3.2.11) expressemos B em função de SQ e a , mediante a 
aplicação da fórmula dos quatro elementos no triângulo esferico ADP

senB - senB„ cosa (3.2.12)o
que substituído na eq.(3.2.11) dá-nos a equação procurada.

ds = a £l - ez(l - sen2BQ cos2a) j ̂  2 do (3.2.13)

Podemos escrever a eq.(3.2.13) de outras maneiras : por exemplo; lembrando que

(1 - e2 ) 1/ 2

1 + e2
1 - e2

temos
ds ~h 1 - e2(l - sen2B0 cos2o)

1 - e2

i f z

ou
ds = b(l + e2sen2BQ cos2a) 1/í2 da

A eq.(3,2.13) pode toner a seguinte forma

(3.2.14)

ds = a(l - e2cos2g 51/Í2o
j _ e2serdfcsen2a

"O

1/2

do (3.2.15)

A fórmula (3,2.15) toma-se mais simples ,|uando se introduz em lugar da latitu 
de reduzida B a latitude, geodésica ô0 do ponto A-.

Sabamos que
te" (1 - e2)l/2 (3.2.16)o
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mediante transformações trigonométricas, encontramos

_rr,. .. sen20o (3.2.17)ser» <> = — 1 "
1 - e2cos2e.o

cos2ó
cos2B. = ---------

1 - e2sen2$o

Substituindo a eq.(3.2.17) na eq.(3.2.15) obtemos

1 / 2ds Tl - e2
[l - k2. (1 - k2sen2o)^2 da (3.2.18)

cnde k2 = e2sen20Q.

3.3 EXPRESSÃO DIFERENCIAL DO COMPRIMENTO 
DA LINHA GEODÉSICA Ui HJNÇAO DO AZIMUTE DA MESMA NUM PONTO SOBRE 0 EQUADOR

Seja o elipsoide de revolução e sua esfera reduzida, circunscrita ao 
mesmo ao longo do equador. De um ponto A no equador, tracemos duas linhas geo 

desicas de azimute a , sendo uma pertencente ao elipsoide e a outra a esfera 
reduzida, t valida a expressão

r senc^ = a sena (3.3.1)

portanto os azimutes das duas linhas geodésicas pertencentes respectivamente a 
cada uma cas superfícies são iguais quando os raios dos paralelos o são, o que 
quer dizer que o azimute da geodésica do elipsoide scbre o paralelo de raio 
r e igual ao azimute do círculo máximo da esfera reduzida, scbre o paralelo de 
raio r . Portanto os paralelos de mesmo raio de uma e de outra superfície se 
correspondem pela razão de afinidade entre a circunferência e a elipse que é 
b , e podemos escrever tanto para o elipsoide quanto para a esfera reduzida:I

r = a cosS (3.3.2)
Portanto, a equação de CiAIRAUT para ambas as superfícies ê :

cosB srncu = sena (3.3.3)
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Por conseguinte, se adotarmos como variável descritiva do elipsoide a 
latitude reduzida 6 , podemos estabelecer uma correspondência biunívoca entre 
os pontos das geodésicas das duas superfícies, isto é, podemos calcular o com­
primento da linha geodésica mediante a sua imagem esférica, já que podemos a 
priori determinar o azimute a no equador.
Consideremos a fig.(3.3.1), parte de uma superfície elipsoidica :

0 comprimento da liriha geodésica BC é dada por

BDds = (3.3.4)
cosa.

sendo que a distancia BD nada mais é que o comprimento do arco de meridiano. 
Evidentemente, o arco BD é igual a Md<|> ; temos portanto ?

Md» (3.3.5)ds = cosa.
0 arco da elipse meridiana dm é igual a

a(l - e2)dm = d» (3.3.6)
(1 - e2sen2» ) 3/ 2

fazendo na eq.(3.3.6) e2 = 0 , verificamos .que dm ê igual a ad», isto é, 
ê o arco contado sobre um círculo máximo da esfera reduzida de raio a 
Como na esfera as latitudes geodésica e reduzida sao idênticas, podemos expres­
sar o elemento do arco de meridiano dm em função da latitude reduzida 8 .

y = a cos 8 

= b senB (3.3.7)
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dm2 = dy2 + dz2

= (b2 + (a? ~ b2) sen28 ) d82

concluímos que

dm = b(l + e2 sen28 ) 1/ 2 dB (3.3.8)

é o arco de neridiano sobre a esfera correspondente ao arco de meridiano sobre
o elipsõide de revolução.
Deste modo, para calcular o comprimento de qualquer linha geodésica teremos

^  _ dm_____ _  dm_____  (3.3.9)
cosa^ (1 - sen2a^)1/ 2

Façamos agora nossas considerações sobre a esfera reduzida de raio a, 
fig.(3.3.2). Mediante a aplicação do teorema de CLAIRAUT na linha geodésica ABC 
obtemos :

cos 8 sena^ = sena

  _ sena (3.3.10)
sen“l - S5SF

Substituindo a eq.(3.3.10) na eq.(3.3.9) segue :

dmds
í \  - sén2a Y I 2 

\ cos2 8 /

b(l + E2sen28 ) ^ 2 cos8 jw (3.3.11)=         ; 1 '*■ dB
(cos2B - sen2a)1'/2
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Aplicando a lei dos senos no triângulo esférico ABD da fig.(3.3.2)
senB = cosa sena (3.3.12)

sendo a constante, a diferencial da eq.(3.3.12) é dada por
cosB dB = cosa cosa da (3.3.13)

mediante substituição da eq.(3.3.13) e eq.(3.3.12) na eq.(3.3.11), encontramos 
a equação diferencial para o elemento de arco em função do azimute equatorial 
a e do arco a .

ds = b(l + e2 cos2a s en ^ a ) 1 I2 da (3.3.14)

ou
ds = a(l - e2 + e2cos2a s e n 2a ) l l 2 da (3.3.15)

3.4 EQUAÇÃO DIFERENCIAL DA LINHA GEODÉSICA 
UTILIZANDO COMO VARIÁVEL A LATITUDE GEODÉSICA TENDO COMO PARÂMETRO AUXILIAR 
0 AZIMUTE DA LINHA NO EQUADOR

Sabemos que uma liriha geodésica sobre o elipsõide de revolução é per 
feitamente definida pelo sistema de equações 19 j.

cosa^ ds = Md* (3.4.1)

r sena^ = a sena (3.4.2)

onde a é o azimute no equador.
Da eq(3.4.1) temos

^  Md*______  (3.4.3)
( 1 - sen2^ ^ ) 1/ 2

Considerando o valor de sena^ da eq.(3.4.2) podemos escrever a eq.(3.4.3) da 

seguinte maneira
ds = ^ m .  (3.4.4)

i2sen2a\1/ 2

Lembrando que M é o raio de curvatura da seção meridiana e r é o raio do pa 
ralelo de latitude * § que ambos são dados respectivamente por
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M = a(l - e?)
(1 - elsen?»)3 2̂

a cos»
( 1 - e2sen2» ) 1^ 2

encontramos que

(1 - e2)sen2a1 - .̂senja s (q - e2sen2a) 1 -

(1 - e2sen2a)Í 1 -a)

1 - e2sen2a cos2

-"t )COS*» /
onde

j<2 - (1 - e2) sen2otA
(1 - e2sen2a)

Substituindo a eq.(3.4.5) e eq.(3.4.7) na eq.(3.4.4) datemos

ds = a(l - e2) ( 1 - e2sen2» ) ~ 3 / 2 ^
(1 - e 2sen2ct)1/ 2 f  1 - X1/ 2

\ COS2» /

Esta equação diferencial elíptica pode ser escrita assim

ds = à(l - e?)  ̂ ( 1 - e2sen2» ) “3 /2 cosó d(j)
( 1 - e2sen2a ) 1 l z (1 - k2 - sen2» ) 1 /2

(3.4.5)

(3.4.6)

♦J

(3.4.7)

(3.4.8)

(3.4.9)

que é a equação diferencial da linha geodésica na variável »





CAPÍTULO 4

4. EXPRESSÃO DIFERENCIAL DA DIFERENÇA DE LONGITUDE DE DOIS PONTOS 
SOBRE O ELIPSÔIDE DE REVOLUÇÃO

Quando adotamos como variável descritiva do elipsoide de revolução a 
latitude reduzida 8 , estamos então estabelecendo uma correspondência biunívoca 
entre os pontos da linha geodésica sobre o elipsoide de revolução e os de sua i- 
magem esférica sobre a esfera reduzida. Esta correspondência pontual conserva os 
azimutes e as latitudes reduzidas. Vamos agora verificar o que estará acontecen­
do com as longitudes dos mesmos pontos. Consideremos um par de pontos infinita­
mente proximos sobre a linha geodésica do elipsoide de revolução e os seus cor­
respondentes sobre a mesma, mas pertencente â esfera reduzida.

A equação de LAPLACE é uma relação infinitesimal entre a variação infi
nitesimal da longitude de uma liriha geodésica qualquer e a variação do seu azimu
te I 8 1. Ela é válida igualmente para qualquer superfície de revolução e e ex­
pressa de maneira geral pela seguinte equação

da = sen<j> dL (4.1)
De acordo com a equação de LAPLACE podemos escrever para a esfera re 

duzida e para o elipsoide de revolução as seguintes equações diferenciais

da’ = senB dX (4.1a)

da = sen«}) dL (4.1b)

Em Virtude da correspondência estabelecida há uma igualdade dos azimutes nos pon 
tos correspondentes, isto é, da = da' e coiro consequência concluimos pela se 
guinte igualdade :

senB dX s sen<|) dL (4.2)
Apos algumas transformaçois a eq.(4.2) toma a forma

dX = ( ü t  -  1 )  d L  ( I , - 3 )

Integrando a eq.(4.3) obtemos
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X ' L * J  ( i s f -  1 ) dL W M©

que é a equação diferencial da diferença de longitude de dois pontos correspon­
dentes .
Una vez que a latitude geodésica * é maior ou igual a latitude reduzida 6 , o 
integrando sera senpre positivo, portanto a diferença de longitude de dois pon­
tos sobre a esfera, reduzida é sempre maior que a diferença de longitude dos do­
is pontos correspondentes sobre o elipsõide de revolução. Deste modo, a todo 
ponto de uma linha, geodésica, do elipsõide fazemos corresponder um ponto imagem
sobre o círculo maximo de uma esfera que satisfaça as propriedades :

a. As duas geodésicas conservam os azimutes.
b. A latitude do ponto imagem é igual a latitude reduzida do seu cor 

respondente sobre o elipsõide.
c. A longitude do ponto imagem da esfera é maior que a longitude do

seu correspondente sobre o elipsõide, sendo a diferença dada pela
eq.(4.4).

4.1 EXPRESSÃO DIFERENCIAL DA DIFERENÇA DE 

LONGITUDE DE DOIS PONTOS SOBRE 0 ELIPSÕIDE EM RJNÇÃO DA LATITUDE REDUZIDA MÃXIMA

Do triângulo retângulo elementar CDE , fig.(4.1.1) temos
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ds sena = a cosB dL 
dando entlo

jt «. sena 
a cos 8

mas ds ê dado pela eq.(3.2.14), logo

dL = . b(l + e2sen2B cos2a) 1/? daa cos 8 o

mediante a aplicação do teorema de CLAIRAUT na linha BC fig.(4.1.2

P

sena cosB = cos
cos 8osena cos 8

que substituído na eq.(4.1.3) da-nos

b cosB
dL = — -— —Q— (1 + e2sen2B cos2a)1 /2 da 

a cos2B °

Aplicando a fórmula dos quatro elementos no triângulo esferico ADP 
seng = senB cosa

cos28 = 1 - sen2B cos2ao
Assim â èq.(4.1.5) toma a forma

b (1 + £2sen28 cos2a)1/2
dL = — eosg_ ----—— ------  —■--- da

a ° 1 - sen2B . cos2ao
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(4.1.2)

(4.1.3) 

, temos

(4.1.4)

(4.1.5)

(4.1.6)

(4.1.7)



que é a expressão procurada.
Podemos obter uma equação diferencial equivalente a eq.(4,1.7) substituindo a 
eq.(3.2.11) na eq.(4.1.2), oom o auxílio de algumas operaçoes adicionais

<1 - e2cos28)1/2 (4.1.8)  SSê  d0
Sobre a esfera auxiliar vale relação análoga a eq. (4.1.1) que é 

seno do - cos 8 dX
Resülta então

dL = (1 - e2cos28)*^2 dX (4.1.9)
Para a avaliação da eq,Ç4,l.§) e necessário apresentá-la numa forma adequada, %
to e, em função de üma sõ variável. Sabemos que

seno do = cos 8 dX u4.j,,í h/
Mediante substituição da eq.(4.1.4) na eq,(4.1.1Q) obtemos

cos8 (4.1.11)
dX a ----   do

cos2 8

e assim
(1 - e2cos26)1^2 dL = cosB-, ..     do

cos 2 8

subtraindo desta a eq.(4.1.11) segue

1 - <1 - e2cos28)1^2 dL = dX - cos8q--------------------- do (4.1.12)
cos 2 8

Expressemos a eq.(4.1.12) em função de uma única variável, no caso o .Comparan­
do a eq.(3.2.11) com a eq,(3.2.1S) obtemos

(1 - e2cos2B)1^2 55 (1 - e2cos280)1^2 (1 ~ k2sen2o)1/2

sendo
e2sen28 (4.1.13)

k2 = e2sen2<(b “ ± _ e2OOB2g
o

Fazendo
Ü s (1 - e2cos2$o)1 2̂
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a expressão

1 - (1 - e2cos2g)^ 2 
pode ser escrita assim

1 - (1 - e2cos2g)1/2 - n 

Explicitemos e 2 na eq.(4.1.13)

1
(1 - è2cos28o)̂  ̂ (1 “• k2sen2a)17'2

e“ k2
3en2g + k2cos2g o o

(4.1.14)

(4.1,15)

Introduzindo e2 dado pela eq.(4.1.15) em (1 - e2cos26Q) r e s u l t a

(1 - e2cos26 )*/2o
= (1 + k2cotg2g )*^2 (4.1.16)

Através da substituição da expressão (4.1.16) na eq.(4.1.14) obtemos uma expres 
são que substituída juntamente com (4.1.6) na eq.(4.1.12) resulta :

dL - dX - ü cosf
(1 + k2cotg2g )’í/2 - (1 - k2sen2a)^2

o 1 - sen2g cos2a o
da (4.1.17)

4.2 EXPRESSÃO DIFERENCIAL DA DIFERENÇA DE 
LONGITUDE DE DOIS PONTOS SOBRE 0 ELIPSÕIDE EM FUNÇÃO DO AZIMUTE EQUATORIAL

Seja o elipsoide e sua esfera reduzida, circunscrita ao mesmo ao longo 
do equador. De um ponto A, sobre o equador, traçamos duas linhas geodésicas de 
azimute a , sendo uma pertencente ao elipsoide è outra ã esfera em questão. 
Deste modo, além das linhas geodésicas satisfazerem, as propriedades citadas no 
parágrafo 4, satisfarão a propriedade de possuírem o mesmo azimute equatorial a. 
Utilizando esta propriedade, podemos estabelecer uma expressão para a diferença 
de longitude de dois pontos sobre o elipsoide. Consideremos a fig.(4.2.1), uma 
superfície elipsoidica pertencente a um elipsoide de revolução de semi-eixos de 
finidos previamente, sendo CD um arco de paralelo definido por dois pontos com 
diferença de longitude dL.
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Fig. (*4.2.1)

CD = r dL

CD sem^ds

concluímos então que

dL =
sena^ds

Mas o teorema de CLAIRAUT afirma que 

senos = cos 8 sena^

então
senot, = sena 

cos 8
sendo o raio do paralelo r = a cos8 , então

dL = -senot^ ds 
a c o s 28

Seja a fig.(4,2.2) a imagem esferica da fig.(4.2.1)

(4.2.1)

(*4.2.2)

(*4.2,3)

(4.2.4)

(4.2.5)
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Aplicando a lei dos senos no triângulo ABE 

seng = cosa seno

cos2B = 1 “ cos2a sen2a (4.2.6)

Substituindo a identidade (4.2.6) e a eq.(3.3.14) na igualdade (4.2.5) obtemos a 
formula procurada

JT _ b   (1 + e2cos2a sen2^ ) 1/ 2  ̂ (4.2.7)dL = — sena ------------------   — da
a 1 - cos2a sen2c

lembrando que = (1 - e 2 ) 1/ 2 segue0.

dL , sena fl - e»)>/2 U  * f t W »  s e n da
1 - cos2a sen 2 a

Estas equações diferenciais dão origem a integrais elípticas de segunda especie.





CAPÍTULO 5

5. SOLUÇÃO DO PROBLEMA GEODÉSICO INVERSO

Os problemas geodésicos direto e inverso podem ser resolvidos 
mediante o relacionamento dos elementos de um triângulo elipsoidal com os resoer; 
tivos elementos de um triângulo esféricosauxiliar, onde § usada a latitude re 
duzida ao invés da latitude geodésica. Deste modo obtemos uma solução com o auxí 
lio da trigonometria esférica. Todavia, deve ser aplicado o método das aproxima 
çoes sucessivas para determinarmos o angulo formado pelas diferenças de longitu 
de do triângulo esférico utilizado ê o triângulo elipsoidal.Este método utiliza­
do para a solução do problema geodésico, pode ser usado para obter com precisão 
as coordenadas geodésicas para qualquer distância geodésica.

5.1 MÉTODO DA ESFERA REDUZIDA TENDO COMO PARÂMETRO AUXILIAR 0 
AZIMUTE EQUATORIAL DA GEODÉSICA

A fig.(5.1.1) ilustra o triângulo esférico auxiliar usado para solucionar o pro­
blema geodésico inverso*

P
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A linha equatorial esta definida pelo arco AG , e o polo pelo ponto P. Os pon 
tos B e C são pontos sobre a esfera reduzida correspondente a dois pontos 
dados sobre o elipsóide.
A linha geodésica que contem ps pontos B e C intercepta a linha do equador 
em A e tem seu ponto de maxima latitude reduzida em D . Os arcos de círculo 
máximo BE e CF são respectivamente as latitudes reduzidas e g cor" 
respondente.s ãs latitudes geodésicas ^  e Os azimutes esféricos et̂ e cc0

sio os mesmos azimutes elipsoidais, 0 azimute do círculo nãximo AB na linha e 
quatorial é a, . Os arcos = AB e - AC são contados a partir do e-

quador. 0 arco BC é igual a c = CTj - e o arco 2om = 0i + °2 *

Sendo a © e respectivamente o semi-eixo maior e a excentricidade do elipsòi 
de, podemos obter os demais parâmetros, de acordo com o paragrafo (2 .2) |

f = 1 - ( 1 » e2 ) 1/ 2

b * a (1 - f)

„ (a2 - b2)1̂ 2
£ " b

Sendo desconhecido X , a diferença de longitude sobre a esfera reduzida, resol 
vemos o triângulo esférico numa primeira aproximação fazendo A = L * ^

a fim dê determinar a correção (X ~ L>* Por um método iterativo continuamos o 
processo para â determinação de (X ^ L3, até o ultimo valor hão diferir do pe- 
hâltimo. Nà prltiçá fazemos iteraçois áté a diferença entre a últimia iteração e 
a penúltima ser igual a urra determinada quantidade pré-estâbeléGida, a fim d®
que possamos obter a precisão desejada, Se a diferença entre a última e penúlti

-12 . . - ma iteraçao for igual a 10 radianos, teremos uma precisão da ordem de
0 ,0 0 0 0 1” em direção @ 0 ,0 0lm em distância'j 12 [ *
Afim de resolvermos êste problema devemos prooeder do seguinte, modo *
a) As latitudes reduzidas sio obtidas pelas fórmulas j! conhecidas



cotgS2 = (1 - e 2 )'1! 2 cotg<j>2

sendo que as formulas (5.1.1) devem ser usadas para latitudes geodésicas não su
periores ã ir , caso contrario devem sér utilizadas as formulas (5 .1 .2) o que 

4
trará maior precisão aos cálculos.
b) Para calcular o arco esférico o , apliquemos a formula dos quatro elementos 
relativa a lados no triângulo esférico auxiliar PBC , fig.(5.1.2).

cotgS^ = (1 ~ e2)'1/2 cotg<jî  (5.1.2)

coso = senf?̂  senB2 + cosg^ cos82 cosX (5.1.3)

c) Considerando os triângulos esféricos PAB e PBC podemos calcular o azimute
equatorial a mediante a aplicação da lei dos senos ,
A partir do triângulo esférico PAB temos

sena = cos8  ̂sena^ (5:1.4)

Do triângulo esférico PBC segue
°ose2 seiu (5il 5)

senal ' sena

Substituindo na eq.(5.1.4) senct̂  pelo seu valor dado pela eq. (5.1.5) obtemos o 

valor do azimute a :

cos$1 cos8 2 senX (5.1.6)
sena sena

d) Mediante a aplicação do teorema de CLAIRAUT com relação a uma linha geodesica
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sobre uma superfície de revolução obtemos uma relação geral entre o sêno do azi 
mute equatorial e o seno do azimute em qualquer outro ponto, particularmente pa 
ra os pontos B e C , fig.(5.1.2) temos

80 HG cos8  ̂sena^ = cos82 sena2 (5.1.7)

e) Para a obtenção do arco esférico 2am s a 2, + a 2 5 procedemos do modo seguinte

cos 2am cos (â  + 0 2)

Da trigonometria plana sabemos que

(5.1.8)

COS (o^ + Gg) cosg^ COSG2 ~ seno^ sena2 (5.1.9)

e que
cosa, cosa«

JL £ C
1 1 
2 cos (G2 - a-̂) + cos (0g + 0 )̂

lembrando que 0« - 0, = 0  e 0« + 0, = 2ai 1 l 1 m

temos
„««- ™  - 1 , _

2COSG^ COSGp i cosa + ~ cos 2aL '  1m (5.1.10)

Substituindo o valor de cos o-, cos<j0 dado pela eq.(5.1.10) na eq. (5.1.9) obtemos

1 1 cos 2a = -yr coso + cos 2a - seno, seno« m i  l m 1 2 (5.1.11)

Aplicando a lei dos senos no triângulo esférico ABE e ACF , fig.(5.1.3),obte 
mos seno1 e seno2 em função de quantidades jã conhecidas.

seno.

senor

sen 8,
cosa

sen 8,-
cosa

sena^ sena^ sen8^ sen$2 
cos2a (5íl.1 2)
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senB, sen6?
cos 2a = cosa - 2 ----=-— — £ (5.1.13)IIL ocos^a

Em função dos valores calculados através da eq.(5.1.3) e eq.(5.1.13) podemos 
calcular utilizando relações trigonométricas

sen 2a = 2 sena cosa

sen 3a = 3 sena - 4 sen3a

cos 4a = 4 sena cosa - 8 sen3a cosa (5.1.14)

Substituindo a eq.(5.1.12) na eq.(5.1.11) concluímos que

cos 4a = 2 cos2 2a „m m - 1

cos 6a = 4 cos3 2a - 3 cos 2am m m

cos 8a = 2 cos2 4a ,m m - 1

(5.1.14)

f) Para calcular a diferença (X - L), vamos utilizar a expressão diferencial 
da diferença de longitude de dois pontos sobre o elipsoide dada pela eq.(4.2,7).

o. _ f l  a 2 \ i  2 (1 + e2cos2otsen2a)1 /2 , , c -> r \dn = (x - * sena — — —  ------ _____-- - d0 (5,.t. xb4
1 - cos2a sen2a

Integrando a eq. (5.1.15) no intervalo a^ , J obtemos a diferença de longi
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tilde L entre os pontos B e C fig.(5.1.3a)

L s  (1- e2)1/2 «ena f U ±
1 - cgs2« sen2«

0 método mais simples para resolver» esta integral elíptica, consiste em desenvol 
ver o mneredor do integrando em série binomial.

Fazendo e2eos2a a u2 , podemos desenvolver (5.1.16)

1 a (1 - e2)1/2 sena

n2 , t.4 , Ê gu8
1 + ^ serr o - -g- sen% + yg- senba - rsr?? s@n°a +.

1 - cos2a sen2o
der

L = (1 - e2)1/2 sena
1 - cos2a sen2o

10 + sen2o do +
cos^a senta

sen°a
9 JLt 1 - cos2asen2a

da +

5uf
128

sen^a
1 - cos2a sen2c

da + (5.1.17)

Para resolver a eq.(5.1.17) ènpreguemos as integrais do-tipo W- e I- , inte
4? fP —

grais de WúÃlS. A integral do tipo Wj ê definida do seguinte modo ;

vi« = i sen ‘o do < P J (5.1.18)

Existe a seguinte relação de recorrência entre estas integrais

WLn r
j

sen^o da

J
f  n- 15I sen '‘o áa senA* '0 cos2a der

nr 2 osen a ooŝ cr na



Integra co per partes a segundo pocertri encontr-ans a redação de recorrência

w. Wri- 2
sen' 0". 1 J

integral do tipo 1«^ e defiro ?a et s.: m

2p
sen^q 

1 -  cos2« sen2o
da

'odemos estabeleoer uma relaçao entre a integral .1 ^  e a integral W,2p

«tendo da maneira ábaix©

T-x2p •
2p (1 -  cos2a,sen2cr + cos2« sen2a)sen o — — — —— ™

1 -  cos2« sen2«?
do

= I sen^a da +J
r\

7

2 i s e n d a  cos a
1 - cos2« sen2©

Be ande tiramos

W2p + 00820 V i

?p+2 cos2«

A segrt-''“'* w ̂ ação de recorrência pode ser estabelecida com fat alidade

o

I„
I - W

cos2«

I - Wo o
cos**«

W„
cos2«

I - W o o
cas 6 a

W„
cos1*«

W„
COS G

(5.1.19)

, proee



I - wr  _ O O 
2p 2p^ cos Fot

W„ w
2p“2 cos ^ a 2p-4 cos F a

2 E ±
cos 2 a

Cem o auxílio da eq.(Si 1.19) podemos escrever a eq.(5il.Í7)

L = (1 - .*)»•/* seno ( fe ♦ f  Ij - f  li, ♦ ^  1*. - f f  I, * ... )

Considerando a relação de recorrência (5.1.20)

L - (1 - e2 ) ^ 2 sen a i +
cos2dt

u-
8

I - W o o W„
cos^o cos2<

u°
b

1 «. w o o
cos 6 a

Wr W„
cos^a cos 2 a

5u® /Io ‘ Wo
B l ~

W„ w„ w„
cosea còs^a cos2aacos°a

Substituindo na eq. (5 .|;,21i n 2 pelo seu respectivo valor e2cos2a e 
do os termos semelhantes

L = (1 - e2 ) 1/ 2 sena
íi * 

( -

f

( •

(

r ç2_
8- B

5e®
128

e2 * e*
t  + r

£ , 5e® ,
w

~ r
e6 5ee i
B  l5I "*

e6 . 5e8
B  + I28+

5s8
128

*•*)

)

)

)

I + o

W +o

W„cos2a

W^cos^a

WgCOSsa
Considerando que

é.2i 4- “ 
2

s* ± 
1“ + fef „

b ||J.: + ...• = (1 *

e2
3 • +

e*
8

e®
B  + Se® - i tT B  * * • *’ “ 1 ~ c1 :+€2 ) ̂ l

(5.1.20)

... (5.1.21)
tf

agrupari“

+ ... (5.1.22)
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£
8

e
1 6

6 +  .
1 2 8

1 + §- - (1 +E2)1/2

1 6

.8

1 2 8

+ M L  + 1 + « i - | 1 -  d  +e2)l/2

e  l e m b r a n d o  q u e

( 1  -  e 2 )  ( 1  +  G 2 )  = 1

A  e q u a ç ã o  ( 5 . 1 . 2 2 )  é  e s c r i t a

L  = I  s e n a  +  
o

s e n a d  _  e 2 ) 1 / 2  [  1  -  ( 1  +  e 2 ) 1 / 2  ]  W +

1  + y “  “  ( 1  +  e 2 ) 1 / 2(1 - e2) 1/ 2

( 1  -  e 2 ) 1 / 2  [  1  +  | 1  -  +  e 2 ) 1 / 2

W2cos2a +

W^cos^a +

(1 - e2) 1/ 2 [ 1 - e2 £ V - e6+ Í ~  “  F "  +  1 6  ” ( 1  +  e 2 ) 1 / 2  ]  W6 c o s 6 a  + . ( 5 . 1 . 2 3 )

F a z e n d o

A q  = ( 1  -  e 2 ) 1 / 2  [  1  -  ( 1  +  e 2 ) 1 / 2  ]

A2 = (1 - e 2)1/ 2 i +  | Í -  (1 + e2) 1/2 j

A ^  = ( 1  -  e 2 ) 1 / 2

Ag = (1 - e2)72

A g  = ( 1  -  e 2 ) 1 / 2

1 + | --------  (1 + e2) 1/ 2

1 +  r -  r +  é  -  ( 1  +  e 2 ) 1 / 2

1 + ~  . . .  -  (1 + e2)1/2 ]

( 5 . 1 . 2 4 a )

O s  c o e f i c i e n t e s  A 2 ^  ,  i  = 0 , 1 , 2 , . . .  p o d e m  s e r  e s c r i t o s  e m  f u n ç ã o  d o  a c h a t a m e n  

t o  d o  e l i p s o i d e  3 d a  s e g u i n t e  m a n e i r a



Ao

*2

\

- f

U I  - fT
d

fá(3f 4)
8(1 - f)'

(5.1.24b)

_ r  cio - i4f + sr>

Ar

16(1 - f)°

8(1 - í^UOf4- 14f5 + 5f6)- 5(2f f V
128(1 - f)

Utilizando as identidades (5.1.24) , a eq.(5.1.23) toma uma forma bastante sim 
pies

L = I sena + sena À« W« cos2̂ a
p=o P ™

(5.1.25)

A primeira para-la da eq. (5.1.25), apos ser integrada no intervalo J

nos da

IQ sena = arc tg (sena tga^) - arc tg (sena tgcr.,) 

valor este que substituido na eq.(5.1.25) resulta

L = arc tg(sena tga2 >~ arc tg(sena tga^) + sena *2P W2p cos2Pcl
P”o

Consideremos os triângulos esféricos ABE e ACF , representados na fig. (5.1.4)
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Aplicando a regra de MAUDUIT |6 j obtemos : 

tgXg = sena tga^

"tgXç = sena tga2

x = *>, 'C B
= arc tg (sena tga2) - aro tg (sena tga^) 

Desta maneira podemos escrever

;2P„
00

L = X + sena /  A_ WL cos mx (5.1.25)
p õ  2p

A eq. (4.4) garante-nos que a diferença de longitude de dois pontos imagens sobre, 
a esfera reduzida é maior ou igual ã diferença de longitude de dois pontos so 
bre a superfície elipsoidica.

Sendo assim, sena /  A„ VL cos2pa e a quantidade que deve ser subtrai-
p=o p p

da da diferença de longitude esferica X para obtermos diferença de longitude 
elipsoidica L .

00

(X - L) = - sena T ~  A- W0 cos2pa (5.1.27)
2 p  2 p

Deste modo obtivemos a expressão que fornece a diferença das diferenças de longi 
tudes.
Avaliemos tal quantidade

= A W + A0 cos2a W0 + A, cosS Wh + ... (5.1.28)- sena o o 2 2 4 4
Lembrando as identidades trigonométricas 

coscr̂  'costf2 = ^ cos(o2 - cr̂ ) + cos(o2 + tf̂)

(tf2 ~ tf̂ ) (tf2 +cr̂ )
sena2 - sena^ = 2 sen -—  ̂  • cos — “ ---

podemos calcular ,p = 0 ,1 ,2 , ... em função de arcos múltiplos
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WQ s y* do s o

seno cos 2o„
Wg s I sen2o do ~ ~

W4

/

/
$ v*wo ©tsjx vjw© ~ru> /*» «* %

«** A '.  * «» ^ -JL nt z9)

■ /

%

2 2

- 3 seno cos 2om sen 2o cos 4a m . in
‘ 8 2 16

_ 5
’ T3S

15******32 seno cos 2o_ + m
3̂  sen 2o aos 4o^

sen 3o cos 6o_m
96

. 35 
~ Tff “

7
16 seno cos 2o + oi

7«rr sen 2a cos 4o_DH m

1 sen 3o cos 6o^ + m
sen 4o cos 8o„t ' ■ ni48 512

Substituindo a eq.(5.1.29) na eq.(5.1.28) e agrupando os. termos semelhantes obte 
nos

(X “ L) = sena { B o + B« seno cos 2a + B(1 sen 2o cos 4c„, +o i ixi 4 m
+ Bc sen 3o cos 6o^ + B« sen 4a cos 8o + ... } (5*1.30)o m 8 m

onde os coeficientes , p = 0 ,1 ,2 , ... sio egressos em funçio dos cceficien
tes 5 eq.(5.1.24), assim

B * - A * y*« cos2ot " | cos^a - ̂  Ag cos6e - Ag cos8a ...

A- .  g- «
Bj = + cos2a + J~ cos1*«* + -gj Ag cossa + g-g- Ag eos®a + ...

A
B *'̂4 * 3' 74 = “ UT cosi*a “ 3? ^6 côs&a “ ^8 cos8a *'* (5.1.!

*6 S 96 ^6 cos°a + ífjj @®s ®a * .•*

AgBft = “ vsrtr Q0S:.®O + .

-H ̂U JL éü 04 S
Ao

'8 512 « &
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Substituindo A- , p * 0,1,2, ... pelos respectivos valores, era função do a/.p
chatamento f , negligenciando os termos em f superiores à quarta ordem, obte 
mos os seguintes valores para os coeficientes , p = 0,1,2, ...

2 / V~ 9 S I 95 < eTg s - + Tf íjcos^a - 'jfl' cosba1 - £ (1 + f + f‘) COS2a + -f|- ^1 + 5- finos1*

f2/, . 9 _ u . 75 -3~ (1 + f + f £) cos2oé - ^ ^ 1 + j~ cos**á+ -jfg- fw cos6a

B., = f4 cos6à (5.1.31a)

r cos°
/08 J

Obtido o valor de (X - L) devemos calcular A= L + (X - L) e repetir as etapas 
anteriores tantas vezes quanto necessário for afim de que obtenhamos um valor de 
finitivo para X .
g) Obtido o valor definitivo de X , podemos calcular o azimute e o contra azimu 
te da linha geodésica mediante a aplicação da trigonometria esférica no trilngu 
lo esférico PBC fig.(5.1.5).
Chamemos o azimute da linha geodésica de B para C de ct-̂  e o azimute de C
para B de *21

21

Aplicando a analogia dos senos e a femula dos cinco elementos, temos :
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Dividindo ireiribro a membro a primeira pela segunda e a terceira pela quarta equa 
çio, obtemos os valores dos arcos

oosBg âenX
t^a12 “ ”cõsi^ senBg *•"' Senf^ cosBg^cos^”” (5.1.32)

oosg^ senX 
sênÍ2~®©l^^X “ cos02 seng^t'S321 ' Vv-\£>"fâ ALÇds' (5 • 1 a

Q quadrante e determinado efe .ssnaira bastante simples se convencionarmos que © 
ponto B esta a oeste d© ponto C. Neste caso 0 < < tr a t « < 2f,

sendo © azimute e o oontra-aziiipte contados a partir do norte rto sentido bc®l* 
rio.
0 azimute a o contra-azimute oontade® a partir do sul no sentido horarlo serio 
dados em funçió dos azimutes contacte a partir do norte no sentido bcrãrio ge­
las equações :

®S12 * “naz 41 v

sS21 s %21 “ *

h) 0 caLculo da distâneia geodesioa s è direto, ma. vez que: © trilagulo es£e~ 
rioo auxiliar pode ser resolvido oom preeisSo.suficiente.
Sabemos que a - - - er̂ , zc^ = ®2 # ®1 e <2ue 0 infinitésimo da tetShoia

geodesica s e dâd© eaa função do infinitèsámo do arco e? ' peia' eq.f 3.3.14) .



Pam obter®» a dlstineia psoÄlea s 9 t e ia  iirtxtpwaoi eq.(S.l*S>t) m im  
tervalo [h , „ J
e « b / < ! ♦  e*oos2a sen*«*)*/2 do (5.1.35)

faxende» i2« 2s s u2 s escmvaisDS a eq*(S*1.3S) assia

i * b j* (1 4 u2 sen2«r)*/2 d0 {5»X.36'>

Pam a avaliação dessa integral» desenvolvemos o inte^aado segundo una sárie bi
nonial.

§ * b * ï sen2# - ̂  &mkú * |g* sèn6o » sen5cr 4* ,#r ̂  <fc

Leniamndo as integmis de WALLIS, dadas na foma geral pela eq.(5.1.18)9 está 
cerie n eserita numa foma bes

8 s ^ ^  Cgp {8*1*31

te Wg^ I p « ©,1*2,' »»« são dadas pela eq.CS..1.29}, que suit«tituida na eq. 
C5.1.3?) © age^i^s .es tea«, senelhanfes dbtüœ



Fazendo , p = 0,1,2, ... iguais a :

r - . u* 3 , 4 . 5  „6 175 „8 ,
co - 1 + ? “ u + m  n " i g m u * •••

r . u2 . u4 15 „6 , 35 „8 ,
c2 “ v + ts “ m u + w  u + •••

n _  u , 3 6 .. 8 i /ç i 30^g4 m + 51? u ÍI57 u + (5.1.39)
r  .  .  u6 . 5 8 .
6 “ B ! í  I W  + e t  «

C - - 5 n8 +■8" irsrsair

Obtemos, finalmente a seguinte expressão para o calculo da distância geodésica

s = b (Co + Cr, seno cos 2o„ + C„ sen 2o cos 4o„ + C_ sen 3o cos 6o_ +o 2 m 4 m 6 m

(C„ sen 4o cos 8o„ + ... ) (5.1.40)o m
ou

s s .b { Ca + y sen(po) cos (2po ) > (5.1.40a)
pso ™

0 máximo efeito de u® sobre a distância s , é mênor que cinco décimos do ndlí 
metr*», podendo portanto ser desprezado. Por esta razão os coeficientes Ĉ̂ ,
1 = 0,1,2, , - assumam £ forma

C s 1 + - ÍL. tl4 + ““f-T tl8'S  - A + ir I¥ u w  ^
2 4 - ■«ur , -vü: ll-i ..6 íg *tf + TF ” Iff*? U' (Sèli

c .  *  «• - w

õ mlbdm© efeito sóbre S do tSfftb Cg é somente de treze décimos do milímstro«



5.2 MÉTODO DA ESFERA REDUZIDA, TENDO COMO PAR&CTRO AUXILIAR A 
LATITUDE REDUZIDA M&CCMA

Mediante um relacionamento adequado dos elementos de isn triângu 
lo elipsoidal com os elementos correspondentes de um triângulo esférieo perten­
cente â uma esfera tangente ao elipsoide ao longp da linha equatorial soluciona 
mos o problema geodésico inverso.

P

F ig .(5 .2 .1 )

Consideremos o triângulo esférico BCP , fig.(5.2.1). Sejam et̂ e os2 os azi­
mutes da linha geodésica BG em B e G, iguais aos correspondentes azimutes 
elipsoidais ; X ~ X2 - X̂  a diferença de longitude dós pontos B @ C ;

o = a2 ~ 0^ e 2®m “ ff2 + ffl sen<̂ o X^ e X2 , e Gg conside­

rados positivos ou negativos ease estejam a leste ou a oeste do arco ( ^  - BQ)

perpendicular â liriha geodésica e oonsiderado de longitude nulaj B^ e Bg são

as latitudes reduzidas das extremidades da linha geodésica.
Sendo desconhecido X , a diferença de longitude sobre a esfera reduzida, resql
vemos o triângulo esférico numa primeira aproximação fazendo X * L s Lg - a

fim;de 'determinar a correção (X - L).
As latitudes reduzidas si© obtidas através das formulas :



cos 8 s — — £ 2 ã i _  (5.2.2)
(1 - e^en2^)1̂ 2

á) Aplicando a formula dos quatro elementos no triângulo BCP , obtenras em pri­
meira aproximação o valor do arco BC.

coso s senB^ sen82 + cosgj, cos82 cos* (S.2,3)

seno CsenX èos82)2+ (sen$2 cos 6̂  “ sen8^ cosB2 cosX)2j ^/2

sendo que seno e positivo bu negativo caso seja X positiV© ou negativo respec 
tivãmente.
b) Aplicando a lei dos senos nos triângulos esféricos ABP e BCP , fig.(5.2.1) 
obtemos t

cos8q 5 seno^ cos8̂  

cos82 senX
seno.

cos 8

1 seno

coee1 C08B2 sen> (62„,
° sánb

sen2s * 1 - cos28̂  (5.2,O o

c) Mediante o emprego da regra de MAUDUIT nos mesmos triângulos citados acima te 
nras 5

sen#«

seng.
coso. -1 senB0

2 senB. sen8«
Cós 20*. *    -...1  ̂ coso (5.2.5)

m sen28_ O
Á partir dá eq.(5 V2.3) e eq.(5.2^5) , através de relações trigonométricas segue

sen 2o f I seno coso
sen 30; s 8 seno- 4 sen3o
Sen 4o = 4 seno ©oso - 8 sen% cos o
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a & e 0 6 » « » « e « * » » « * e e » 6 9 a « 4 » « s 9 » e « o 6 (5,2,6)

ces 4©m B 2 ccs2 2o„ - 1 m m

cos 6©m * 4 ces3 2©„ - 3 cos 2©_ m m m

cos 8sM s 2 GOS2 4© - 1B  m

e«e«9«996«9*»®»e0<»<ie9909««9«e*«69d

d) Para obtermos a diferença (X - L) na primeira aproximação, utilizemos a 
pressão da diferença de longitude sobre © elipsÕide na forma diferencial 
la eq.(4.1.7)

dL s <i , @2)1/2 cosa (1 + e2sén20 cos2©)1/2o ;;
1 - sèn28 cos2© c

d© '5.2.7)

Integrando a eq.(5.2.7) no intervalo [ ©^ , ©g J teir*“ 

L = (1 - e2)!/2 cosB0 í  (l + u W 0)l/2 d© 5.2,8)
1 ~ sen26« cos2©O

onde
e2sen2e„

0 mltodo mais simples para resolver esta integral, consiste em desenvolver © nu 
merador do integrando em serie da potenciâs.

L * (1 e2)l/2 cose
/

, 2 4 6
| 1 + ^ ©os2© - COS*4© ^  COS6© ♦ .

1 - sen2 8, oos2©
d©

L a cosB„ d©
cos2©

. u2I cos2© d©«f* am M ■
cos2©

ü
f

oos*4© d© , u«f
1 -? sen2B oos2©■■©.

CÓS6© #©
ocos2©

5u®
128

@0S6© ,d© „ 7U'sf %
16

GOS2©
ODS^0© d©

1 * ssn2B cos2©
<5.2.S)



Para resolver a eq. (5.2,9) , vamos enpregar as integrais do tipo @ Igp .

Neste caso a integral do Wgp ê definida do seguinte modo

Wgp 2 J oos^o do (5.2.10)

existindo a seguinte relação de recorrência
l^ an l

W = 2£i U 4- -SSg— gjgg ” . (5.2.11)n n n-2 n

A integrai do tipo é assim definida

T = 1 .cog^P.fo (5.2« 12)
Jí i - sen280cos2cí

existindo a seguinte relação entre a integral do tipo Igp e a integral do . tipo

' X2p - «21,L ,  = -2E íE (5.2.13)
211+2 sen2sO

Relação de recorrência

I = Io o

I - yI s
sen2íLO
I - Wrt %= —  £ - — 2--  (5.2,
sen^fL sen28̂O o

r, *o - «o «2 \g
s@n6BQ sen*4B0 sen2BQ



Empregando as integrais do tipo , podemos escrever a eq.(5.2.9) numa forma 
mais simples

L * (1 - e2)1/2 cosi [  A  * 7
u'T . u” T 5u t , 10

V I I 8 + Ao*" (5.2,15)

Substituindo na eq.(5.2.15) , p = 0,1,2, ... pelos seus respectivos valores

dado pela relação de recorrência (5.2.14) obtemos
.2 / I_ - W

L 3(1 - e2)1/2eos28:o V
( Io ' Wo )  .  W2 \
\ sen28« / 8 \ sen^S^ sen28^ /

l16
1« “ ̂o o

s@n6&«
W. hl

sen1* 8̂  sen2 8 ■)

5U8 / %> * Wo
(

w„ M,4
sen6#« sen** 8,

W6 \
sen2#« /

7u1Y Io ‘ Wo W8 \.
m  \  U Ç '  " T S T a  ■"

(5.4.16)

/na eq.(5.2.16) u pelo seu valor e2 as
ficaçois possíveis e agrupando os •termos semelhantes obtem1« a seguinte expres-



Multiplicando os eeefieMntes que estio entre parênteses por (1 - e2)1̂ 2 , nota 
iiios que o coeficiente (áe I0 l a  unidade * sendo os> demais coeficientes dados 
ppr (5.1.24).Deste modo podemos escrever a eq.(5.2.17) numa forma mais sisples

stJÈÊLaa

L 5 lo «»«o + 2 ~  *2p %  “ ««o 8811 Bop s o  *  F
(5.2.

Calculemos agora o valor da primeira parcela da @q.(5.2.18) no intervalo 

[ °1 ’ °2]

COS®,
/

da
1 - sen2®. eos2a

d (“ cos® cossec2a)
— — — —  ---— ■----  s are cotg (cos® eotgo)
1 * (cos® COtgü)2

cos® I s are cotg (cos®, eotgo«) ® are cotg (cos® cotga,)O O O & w  X

01 
(5.2,19)

Estudemos o triângulo esférico, fig.(5,2.2)t levando em conta as 
estabelecidas.

Mediante a aplicação da regra de MADDüET , obtemos as equações

2 “ COS®:̂

X^ as are cotg (cos® cotga^)

X2 s arc o ° 2 
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mas Sâbemos que-- X = Xg - X^ , logo

X * are eotg (gos0o cotgEíg) - are eotg (eos0o cotge^) (5.2.28)

Comparando a eq.(5,2*20) ean a en.(5«2*19)- cmcltmK« que oos0 í s- xo o
portanto, a parcela e©s$o 1 nada mais ê que a diferença de longitude de dois
pontos sobra a esfera correspondente a dois ponte» sobre o elispoide de -revolu­
ção» Sendo assim, podemos escrever a eq. (5*2*18') dp seguinte modo

_ m

L “ x 4 X I  ^  W2p 208 B© s®n2p®0 (5*2,2:

■;CP-

A quantidade cos0õ sen^#õ = <x - L) deve ser subtraída da di

ferença da longitude esférica X para obtermos a diferença de longitude e! ~soi 
dica L .

Ls X - (X - D)

(X - b) s ~ gos®0 ( AqWo ■+ A^Wg sení;B0 + sen**#0 ♦

AgWg sens 8n 4 AgWg sen%@ * . . . ) <5* 2 » 2:2)

As integrais , p s Õ*i;,2, ... n© intervalo , Og^jtim o seguinte valor

* | d® * #

%
_ seno cos 2o_ 

o©S %  do = j  + ■™*™» -«g-— (5 5 2,

- seno cos 2o_ sen Io cos 4c„10 , St M- 4* =<*—■■■■ ■1!̂  * j f  oos ;|% do s >|£ + 16

. ,t So i r 3 sen lo eoMo„. = I eós®o do s «*• + ■*«?• seno cos 2o_ 4- -*»»■ sen 2o oos    -..■% j  u m  '32 m 32 w  m — y

* è •. -• -o -• - • *  « • ® 6  ® é -® -•» - ] » » ■ • • • • •  •* é e ■=.• -® ‘é ■-.« é >•• • •=%/• *> ® « è .® .6 ® ® © ô » o ;--.® a  -®-- -® ® .« • -è -® ••- -:®  ■» -• <• ,;e * ;® -•* ®

Substituindo ai dq.(5*2,23) na eq.(5*2,22) obtemos



(X - L) = cos6̂  (Ba + B« sena cos 2a_ + B,. sen 2a cos Ha +o o i m 4 m

Be sen 3o cos 6o + Be sen Ho cos 8o_ + ... ) <5.2.f#)o m 8 m
onde os coeficientes B^ s p = 0,1,2, . são expressos em função dos coefid. 

entes , p = o,1,2, ...

Bo = ■ ( Ao + r  Ben\  * I  \  sen"6o * 15 A6 sen66o + 155 *8 senV - - - )

B2 * -  ( T  * r  sen"6o * 1 !  *6 sen6eo + 15 As s*n8í 0 + .

Bjj = sen**6o + ^  ABsenB6Q+ 64 ^8 ser|6®0 + ••• ^ <5.2.24;

A  As
B6 = ‘  ( 55 sen Bo + 55 sen 6o *

B8 * ■ ( 51? sen06o * • • • ^

Sabemos que
A = - f o

f2Aj s (5.2.26)

A - f3(3f - H)
^  8Cl - f)3

a - f̂ ClO - IHf * 5f2)
Ag 16(1 - f)8

. . 8(1 - f ) 2 a o f * - lHf5 4- Sf6) - 5(2f — f V
8 " 128(1 - f)7

o * . •  « e «.«=.« « *.  o o a e ® ® » » •  « « e. a « <
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Substituindo os coeficientes » p s ),1,2,... nas formulas (5.2.25) obte­

mos formulas semelhantes â (5.1.31a), desde qte desprezemos os termos em f su 
periores â quarta ordem.
Obtido o valor de (X - L) devemos calcular X = L + (x - L) e repetir as etapas 
anteriores tantas vezes quantas fiarem necessárias a fim de que ©btenhsnoe um va 
lor previamente estipulado, valor este que nos forneça uma determinada preeisio,
e) Cbtido o valor definitivo de X , podemos calcular o azimute e o contra^azi- 
mute da linha geodésica, mediante a aplicação da trdgonoiiétf&a esférica no tri® 
ângulo esférico BCP fig.(5.2.3).

P

Obámemos o azimute de a^g © o contra-aziimite de «gq • P©*® câloulâ“Íos, a- 
pliquemos a formula das cotangentes duas vezes ao triângulo BCP.

cosg. tgg0 - senB-, cosX
“ •»■ií 5 — L — i5õ— 1—  (S-2-27)

senB« cosX - cosS„ tgB,
OOtgan  . — 2----— j.----1 i (S.2.Í8J

sendo que eŝ g é otĝ  sao contados a partir do norte, variam de 0G â

7T rad e v a 2-rr rad respectivamente, desde que B esteja situado a oeste do 
ponto Ci
Por outro lado, podemos obter ô azimute è o oontra»azimute nsdiante a Utilizar* 
çib da lei dos senos @ da formulados cineo - elementos , eomõ foi feito no para-



grafo 5.1.
f) 0 calculo da distância geodésica s é levado a efeito através da utilização 
da eq.(3.2.14).

ds = b(l + e2sen23̂  cos2a)1̂ 2 doO (5.2.29)

Fazendo nesta equação e2sen26Q = u2 , e desenvolvendo-a mediante a utiliza­
ção da série bincmial, temos :

s = b
/ ( > • *

8
cos^a - -g cosHa + jg- cos6a - cos8a + ... j da

Lembrando as integrais de WALLIS, dadas na forma geral pela eq.(5.2.10), a sé 
rde acima assume a forma :

s = b (5.2.30)

Mas V?2p » p = 0,1,2, ... são dadas pelás formulas (5.2.23) , que substituidas 
na fórmula (5.2.30) e agrupando os termos semelhantes, obtemos :

s = b , u2 3u* . 5u6 175u8
1 4 “ 64 256 16384 ... ) o +

u2 u , 15u6 35u8 .
4 “ 16 512 “ 2048 )

sena cos 2 +m

158 + fl7 - Ü ?  + ••• J sen 2o ccs ^  +

6 8 \  

w  ■ m n r  +  • • •  )  3 , 1 0 0 5  6 v  +

(■c 85u
6SÜ36 )sen 4a cos 8am + m (5.2 .31)
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A formula (5.2.31) pode ser escrita da seguinte forma :

s = b { CQcr + /  ̂  Cjp sen (po) cos(2pam) ) (5.2.32)

sendo

p  _  ,  . u2 3u* . 5u6 175u8 x
co - 1 + ? m  + m  “ m m  +

2 4 , r 6 .. 8n _ u u . 15u 35u .
2 ‘ ? ‘ IS + O T  “ S O T  + ••

c . u4 3u6 35u8 .
c4 ■ m  + m  ■ + •••

6 c 8r» - V- _ Sil 4
6 ■ ism  m ç  + •••

C - - 5u8U8 " 6^3^ •**

onde
u2 = e2sen26O
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5,3 MÉTODO DA ESÍERA REDUZIDA, UTILIZANDO 
O ALGORÍTMO DE BESSEL, TENDO COMO PARÂMETRO AUXILIAR A fATITUDE REDUZIDA MÂXXMA

A solução do problema geodésico inverso é dada através de relaçoisçen 
tre os elementos de um triângulo elipsoidal com os elementos de um triângulo es 
férico pertencente a esfera reduzida.

P

Fig.(5.S.1)

Consideremos o triângulo esférico BCP , fig.(5.lLl). Sejam e cg 08 ãZ'x“
mutes da linha geodésica BC nos pontos B e  C , iguais aos correspondentes a 
zimutes elispoidais , X = Xg - X̂  a diferença de longitude dos pontos B e

C ; cr s Og " °i e + °l sen^° X̂  , Xg e e Og conside­

rados positivos ou negativos caso estejam a leste ou a oeste do meridiano sobre 
qual a linha geodésica tem seu ponto de máxima latitude reduzida SQ ; B̂  e Bg

são as latitudes reduzidas das extremidades da linha geodésica e cbtidas através 
das equações

senB . ü--..gi>-SSit _
(1 - e^en2«!»)1/2

(5.3,1)

cos 3 cos4>
(1 — e2sen2<j>)̂/2

As convençois estabelecidas aqui são idênticas as do paragrafo 5.3, assim sendo 
são verdadeiras as seguintes equações :
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cosa = seng^ sen02 + cosB^ cosi2 eesX (S.3.2)

COS 8 cos0^ cob&2 senX
sen® CS.3.3)

sen2B s 1 “ cos 2 6 o o

cos 2o.m
2 senB^ serigj 

sen28^
CO80 (S.8.U)

Devemos cbter a diferença de X dos pontos B e G sobre a esfera reduzida pa 
ra ser possível resolver o triângulo BCP.
Para a obtenção da diferença de longitude X , deteraánensas a quantidade (X - L) 
a partir da eq. CU. 1.17).

(1 + k2cotg20 )1/2“(1 - k2sen2o)1/2 
dL = dX - cos0Q(l » e2eos20o)1/2 — --- — ---- -----— —  do (5.3.5)

1 - ■sen20o 0 0 6 * 0

onde k2
e2sen2í

1 - e2cos28o

Integrando a eq.CS. .5) no intervalo £ , o2 ] temos

.(X-L - cos8 (1 “■ @2cos26 )^ O o
Cl + k2cotg2S )*/2-(l - k^sen^cr)*/2
----------- 2-----------  _ d o  (5.3.6)

1 - sen2 8 cos2oO

'’ara "efetuarmos esta integração façamos uso dos seguintes artifícios : Depois de 
um desenvolvimento em serie do numerador obtemos

i. áL
(1 + ■k2cotg230)1/2 -(1 ” ^sen2«*)1/2 s j (sen2cr+ cotg26Q)+ ̂  (sen^o- cotg*^)

+ ^ (sen6o + cotgs80> + |p~ (sen0a - cotg8o) +

8 10
(sen1 °o+ catg108o ) + -• (sen12o - cotg1̂ ^  +•»

0 denominador pode ser escrito assim

(5.3.7)

1 - sen28 cos2a = sen26 (sen2a + cotg26̂ >C O ° O
-69“
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Substituindo as identidades (5.3*7) e (5.3.8) :5.3.6)

(X-L) s Cl - e2cos2íL)1/2 , 2
1 +

2 f  sen1*® - potg**Bc
sen2® + eotg2É,

jç4 / sanêe + sotg®Bc 
\ sen2o 4* eofcg20

Sk.8 f  sen% - cetg®8
sen2® '■+' çotg2®©

«§*

,0 /sati1
i .sn2o + cotg2B - )

+ 63k /
m s  I •

10 / s@ni>o«:eotg.J
\ sen2© ■+ cotg2B

4-.,
O'

da (5.3*9)

Sabemos que
@2sen2gO

(1 “ e2cos2j
, assim o fator multiplicativo da @q.C5’i3 «9 ]

o
ser eecriti

CCSfi (1c •g©) e2cosg.
sen2g.o 2(1 - e2oos28Q)1/2

(5.8.10)

Para calcular esta série de integrais, consideremos a divisão de ± a11̂

por „n + onde n e p são números inteiros e positivos. Através da ál­

gebra demonstramos que xn^ - a11̂  é divisível por xP 4- aP quando n é

par e i3<hP 4 . anP g divisível xP + aP quando n é ímpar. Pois bem ,
st

quando estas condiçois são preenchidas, temos as seguintes fórmulas para as divi 
sois citadas .acima.

xPP . *np
x? + aP
sendo n tw«r s e

;w  - aP x^P*2? + a2? - a3? **P-‘P  + ... - a”W

JÍP + a"P J> Jip-Jp t .2P JIP-IP anp~p
3C 4- ar

sendo n ímpar.
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Fazendo x = sena , a = cotgBQ e p = 2 obtemos as identidades

sen4a - cotg40o 
sen2a + cotg20Q

sen5a + cotgJ0 
sen2a + cotg28

sen8a ~ cotg®0 
sen2a + cotg26

sen2a - cotg20

sen^a ~ sen2a cotg2BQ + cotg“8Q

sen6a ~ sení+cotg2Bo + sen2a catg^B - cotg®8^

Substituindo.as identidades (5.3.10)e(5.3.11) na eq.(5.3.9) , obtemos

e2cosB °ív”
( X - L) = — ------ 2— _ _  4 _  A0 W0

2(1 - e2cos23 )1/2 p"° p p

onde Wg são as integrais de WALLIS e os primeiros coeficientes Ag^ , 

... são
,2 ■» M* r« .o ^8  ̂ p j,D

Ac = 1 - Ç cotg20o + | cotg^eo- §£ cotg6Bo ■+ ^ o t g 8Bo- cotg^Bo

,2 ,4 cv6 7V8 r 10
A2 = ~ - « cotg2BQ + w  catg\ » ^  cotg6B0 + cotg®6Q + ...

,4 ,,6 m 8 c 01 10a k 5k , ?„ , 7k . 63k . e„
\  8 " PI cotS 6o + 2Í6 cot« Bo - 1536 cot« So * •'

r.6 «,8
A6 = 6? 255 cotg28o + 1536 cotg4So + ‘ ”

r,-. 8 p ™ 10
" I b ê 1516 « * * * 0  +

(5.3.11)

(5.3.1?)

p =0,1,2

(5.3.13)
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Lembrando que a = o,, - , 2cr̂  = o? ■ + 0  ̂ e

/ 2cr0 -f 2a1 \ / 2a„ - 2o,
sen 2o2 + sen 2o-, = 2 sen | -— ! Cos ( — —̂ —

Obtemos a seguinte expressão para a integração da eq.(5.3.12).

e2cosg / a
(X-L) = ™™~~™—— —— — 1 B o + j> B0 sen po.cos 2 po j (5.3. 1M-)2(1 - e2cos20o)1/2 ^ p l  2p * m '

Os coeficientes B2p , p = 0,1,2, ... são obtidos em função dos coeficientes 

A0p , p = 0,1,2,.,., sendo os primeiros dados a seguir :

Bo = Aq + ™ + 8 A4 + l 6 A6 + 128 A8 + ‘ *

^2 \  15
2 " 4' “ 32 "6' 16" “8Ag — Âr! +■ « * »

A
\  h k s * ••• (5-3-15)

5B6 =  9 3  “  4 - 8  A £

A8R = _Ji_ +8 512

Encontramos a primeira diferença (X - L), fazendo na eq.(5.3.14) numa primeira 
aproximação X = L» A seguir obtemos X = L + (X ** L) e encontramos num pro­
cesso iterativo ate obter definitivamente X . Obtido o valor definitivo de 
X , podemos resolver o triângulo esferico BCP , fig»(5.3.1), calculando os va
lores finais de a , 0 e 8 e assim calcular tanto o azimute quanto o con-m o ^
tra-azimute mediante a utilização das formulas•(5.2.27) , (5.2.28) ou (5,1.32) 
e (5,1.33),
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0 conprimento s da linha geodésica é dado pala eq.(3.2.18)

ds s a f  1 — e2 \ ,2  9 \ i lo jf — -- ■j- I (1 ~ k sen2a ) d a
\ 1 — k /

(5.3.16:

Lembrando que k̂
e2sen20
1 - e2cos2$

temos

ds = a (1 - e2pos28 )*/2 (1 - k^ sen2a)1/2 dao

Integrando no intervalo a
[ '1 * ° 2 I °b'l:en,os

(5.3.17;

s = a (1 - e^os2^©)1/2 J  (1 - k^ sen^)1/2 da (5.3.18)

Desenvolvendo o integrando em série de potências e integrando cada parcela da se­
rie resultante cbtemos o conprimento da linha geodésica

s = a(l - e2cos2$©)1/2 í  C©o + C~ sen pa cos 2p®m
P=o ^

(5.3.19)

sendo os coeficientes , p = 0,1,2, ... iguais a

c = 1 - í  - i  ,  S  -  I75k8 44 lk10-0 - 4 64 ' 256 16384 + 65516"

C2 .
i2 , 4 k . k
4 + IS

15k6 35k8
512 2048 735k10

65536
(5.3.. 20)

C - ^  3k6U4 " " 128 512
835k" 105k

8192 32768
10

k . 5k8

1536 6144 10 5k10
131072

5k8 35k10 .
8 " 65536 “ 262144

• • • e 0 e e 6 e e e s a : & » a » e « e * e 0 » @ 6 |»<s, e * 9 e a * < * e « e « * a c e 6 < » « e c » » » t t e
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CAPÍTULO 6

6, SOLUÇ&O NUMÉRICA DO PROBLEMA GEODÉSICO INVERSO

Conhecidas as coordenadas elipsÓídícas ($,L) de dois pontos pode 
mos resolver o problema geodesico inverso mediante a utilização das fórmulas de 
senvolvidas anteriormente. Devido estas formulas necessitarem de processo itera­
tivo .afim de que o problema geodesico inverso seja solucionado e necessário uti­
lizar u*a maquina que efetue tantas iteraçois quantas forem'-necessárias no menor 
tempo possível. Com esta finalidade vamos apresentar resumidamente as fórmulas 
com os seus respectivos programas. Procuramos desenvolver programas em linguagem 
FORTRAN IV que solucionem o problema em quaisquer situações possíveis, isto
ê, os dois pontos podem pertencer a ura mesmo meridiano, ou a uma linha geodesire
qualquer que o problema serã solucionado» sendo que a unica preocupação do usuá­
rio será o fornecimento dos dados.

6.1 PROGRAMA PRINCIPAL PARA 0 PROCESSAMENTO DOS DADOS

0 problema em questão pode ser definido da seguinte maneira :
Dados dois pontos A, e A? definidos respectivamente pelas suas coordenadas eíi-
Dsóidicas ( é , . I>, ) e (sju ,L„) do ;o.. auai :i' 1 ■ i 5 2
a. 0 comprimento S da geodesíea definida pelos pontos A^ e ;
b. 0 azimute a1  ̂contado a partir do norte rio sentido horário;
c. 0 contra-azimute <2ontado a partir do norte no sentido horário.
0 PROGRAMA PRINCIPAL TEM AS SEGUINTES FINALIDADES :
a. Definir através do coroando DATA o elipsoide que esta sendo utilizado;
b. Leitura do número de dados através de um cartão utilizando duas colunas;
c. Leitura dos dados-, isto é, latitude, longitude do ponto Â  e latitude,, longi­

tude do ponto A.j num mesmo cartão» sendo reservados um campo de quatro coluna:,
para os graus» um campo de três colunas para os minutos e «  canpo âe sete eo 
lunas pare. os segundas , num 'total de 56 colunas por cartão;

d. Verificar se os pontos pertencem a um 'mesmo meridiano, ou a uma linha geadesi
ca qualquer e em cada caso fazer o devido processamento;

e. Imprimir os resultados.
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P R O G R A M A  P R I N C I P A L

DAT A A, Et Ct EPS/e637B388E+7f.819918899E-lt»31A-15926536E+ltl»-"12/ 
F-U-SQRTf l.-Eí-íSQRK l. + E)
E=A*51»“F)
El=({A~Bl/B)<‘(A/B + i.)
REAOI2 * 91 N
00 15 Í=1,N,1
REA0Í2, lÒ)GL»GMltSltGlltGMll»SIl»GMfC»M2»S2»G22*6M22tS22 
Gl = IGL*GMl/60.«-Sl/3600. )*C/L80.
52=1GM+GM2/60.+S2/3600.)«C/180.
GL0N1=(G11+GM11/60.*Sl1/3600.>*G/1B0.
GL0N2- ( G22 + GM2 2/60. + 522/3600. ) «*C/ 1 BÜ»
1FÍGL0N1-GL0N2Í6»1»7

1 1FÍGÍ“G2)3|5»2
2 WRire(5tll)GL*GMl,Sl»Gll,GMll,SllsGM»GM2,S2,522,GM22tS22
GO TO 9

3'WRITEIS»llf GFUGM2,S2,G22tGM22»S22«GL,G^ltSit611,GMil*Sll 
A CALE MER10{Gl»G2»E,A,S'*IA2t ICU 
WRÍTE(5tl2}IAZtlCZ.S
50 ÍU L 5

S WR I TE í 5 ?11 )GM.GH2,S2, G22t GH22 * S221 GL,GM1 * SI» G'l 1 «5H11 ,S11
1 RITE<5,141
50 TO 15

fe WRITL‘<5,il»GM,GM2,S2,622,GM22,$2 2»GL,GMltSltGl.l»GMll,Sll
í  0=61 
G1 = G 2 
62 = 10 
50 TU 8

7 WRI '1 15 , 1 H&LtGHl ,SI tGlkt GMiítS 11,GM, GM2» S2.G22.5M22, 52?
8 OLON6=6LON2*-GLONl

CALL lNV6R{ei»DLUNG»E,GlfG2, EPS, Ps Bs S»C tMO» Sí) »1 1,Ml, SI 1,1 2 » M2 . S22 i 
WR í IE f 5 »13 )'M0» SD t II, Ml, Sllt I2»M2«S22.S

9 FORMAT(12 S
LO FÜRMAT(4(F4.G,F3.0,F7.4))
11 FORMAI(/ //22X * LATITUDE *14X’LOMGIÍUDE */5X 8 PONTO l*F7.0* P6.0»F9.4,F 9 
1.0,F6.0,F9. 4/5X »PONTO 2 • í-7 . 0» F6. 0» F9.4, F9. 0, F6. 0» F 9 . 4//i

12 FORMAT ( 9X*A21MUTE*9X« CONTRA-AZ IMUTE ,9X’*b! STANCIA »/9X,I 6.16X, I 3 i 
10X,E17.9, ’ MS//Í

13 FORMAT( 5 X’DIFERENÇA ENTRE A DIFERENÇA DE LONGITUDE ESFERICA E A D’ 
1FERF:NCA*/'>X90E LONGITUDE ELIPSOIDAL EM MINUÍUS E SEGUNDOS ÜE ARCO’ 
2//21X,12* MIN * F 8» 5 * S8//9X9AZ IMUTE89X8C0N1RA-AZ1MUTE•9X«DlSTANCi 
3Ae/4X*IA» í 4 » F9» 4»I6»I4,F9.4,4X»E17.9« M*///)

14 FORMATI//SX* PONTOS C0INC1DENTES 111 >
15 CONTINUE 

CALL EXIT 
FND
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6 .2 SUBPROGRAMA PARA O CALCULO DO COMPRIMENTO DE UM ARCO DE 
MERIDIANO DEFINIDO POR DOIS PONTOS SITUADOS NO MESMO QUADRANTE.
PÕRMULAS NECESSÃRIAS :

1. Determinação da latitude reduzida para cada ponto 

(1 - e2)1^2 sen<£.
seng.

(i - 'e2sen2<^)V2

cos<j>.
cosg. - 1

1 (1 - e2sen2(̂ ) l l 2

2. Determinação do seng e do cosgm

3m = Bi+1 + «i

seng = seng^+1 cosg^ - seng^ cosg^+1

sen 2g = 2 seng cosg

sen 3g = 3 seng - 4 sen3g

sen 4g = 2 sen2g cos2g

cosgm = cosg. , cosg. - seng, seng.,, m x-t-1 i x x+1

cos 2g^ = 2 cos2g , m m-i
cos 3gm = 4 cos3g - 3 cosg m m m

cos 4g = 2 cos2 2g ,m Hm-1

3. Calculo do comprimento

m=a { A ß  - /  A sen pg cos pg }o pTT P m

sendo A , p = 0, ... ,4 dados pelas formulas (2.7.4a.)
ir
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S U 8 P R 0 G R A M A

SUBROUTINE MERIOIGl,G2iE,AfSilAZtlCZI 
1F(G1-G2)2tltl

1 GT=Gl
Gl = G2 
G2 = GT

2 SI sS0RT I i.-t*EI*SIN( Gl I/1 SORT 11.-E*SIN(G1) I*SQRT11. + E*SINIG1) ) ) 
S2-SGRTI1.-E*EI*S1N(G2I/I$QRHl.-E*SIN(G2 ?>*SQRT11.+E*SINIG2 >!I 
Cl = COSIG1)/(SORT I1«-E*SIN(G1J»♦SORTII.+£*SIN(G1I)I
C2 = COS(G2t/(SQRT(i.-E*SlNl G2> »*SGRTI I.♦£♦SINIG2))Í
X1*S2*C1-S1*C2
Y1=C1*C2-S1*S2
X2=2.*X1*SQRT{1.-X1*X11
Y2=2.*Yl*Yl-l.
X3=3.*X1-4.*X1**3
Y3»4..*Y1**3-3.*Y1
X4-(4.*X1-8.*X1**3}*SQRT( i.-Xl*Xl)
Y4=2.*X2*X2-1.
XO=ATANUl/SQRT(l.-Xl*Xl) I
A0=l.-E*E/4.-3.*E**4/64.-5.*E**6/256.-175.*E**8/163B4.
Ai*-E*E/4.~E**4/i6.-15.*E**6/512.-35.*E**8/2043.
A2«-E**4/128.-3.*E**6/512.-35.*E**8/8192. 
A3=-E**6/96.-5.*E**8/6L44.
A4«-5.*t*^8/65536.
S = A*{ AO*XO + Al*Xl*Yl+A2*X2*Y2+A3* X3*Y3+A4;!'X4*Y4)
1AZ=100 *
ICZ=360
RETURN
END

LATITUDE 
PONTO 1 0. 10. 45.6789
PONTO 2 0. 0. 0.0000

LONGITUÜÊ
48. 58. 38.3300
48. 58. 38.3300

AZIMUTEL8C
CONTRA-AZIMUre

360
LATITUDE 

PONTU 1 24. 30. 0.0000
PONTO .2 24. 0. 0.0000

DISTANCIA 
0.198322931E 05 M

LONGITUDE 
45. 45. 40.0000
45. 45. 40.0000

AZIMUTEISO CONTRA-AZIMÜ;
360

DISTANCIA 
0.553819249E 05 M

LATITUDE 
PONTO 1 25. 50. 5.0000
PONTO ? 25. 40. 5.0000

LONSITUDE 
25. 35. 35.0000
25. 35. 35.0000

AZIMUTE CONTRA-AZI MUT E DISTANCIA
184 360 0.184643864E 05 M

LATITUDE LONGITUDE
PUNTO I 45. 25, 55.4400 30. 30. 30.0000
PONTO 2 15. 20. 40.3300 30. 30. 30.0000

AZIMUTE CONTRA-AZIMUTI:
1 no 360

LATITUDE PONTO 1 90. 0. O.ODOO
PONTO 2 0. 0. 0.0000

DISTANCIA
0.3335924080 07 M

longitude o. 0. 0.0000o. 0. 2-0000
AZIMUTE

180 CONTRA- AZI MUTE
360 Of 5ÍANC U

Oft Í 0 0 01 616 I f- q 0 ^
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6.3 SUBPROGRAMAS PARA O CALCULO DA DISTANCIA GEODÉSICA, AZIMUTE
E CONTRA-AZIMUTE

Como foram desenvolvidos anteriormente métodos diferentes para a solução do prq 
blema geodésico inverso, vamos colocar nesta parte alguns subprogramas, sendo 
que qualquer um deles que for utilizado resolvera o problema em questão.

6.3.1 SUBPROGRAMA PARA 0 MÉTODO DA ESFERA REDUZIDA TENDO COMO PA 
RAMETRO AUXILIAR 0 AZIMUTE EQUATORIAL DA GEODÉSICA

1. Latitude reduzida ĝ  para cada ponto

(1 - e2)1/2 sen<f>. 
seng. ~ 1

1 (1 - e2sen2(j>̂)1/2

COS$.
COSg. “ 1

1 (1 - e2 sen2 «{p. ) */ 2

2. Arco esférico p - ° i + l "" ffi en-tre os dois pontos

cosc = seng. seng. + cosg. cosg. , cosA1 1+1 1 1+1

sendo A = L = L^+  ̂- na primeira iteração

3. Azimute equatorial a

sena = cosg4 cosg^+  ̂senA / sena

4. Arco esférico 2a = a. + a-m i í+l

cos 2a = cosa - 2 seng. seng.',, / cos2a m, i i+l

5. Obtenção de (A - L) por processo itera+ivo

£(A - L) = { Ba  + “TT sen pa cos 2pa } senao p=l 2p c - m

onde
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= - A0 - cos*« - § /S, cos-« - |g- Ag cos6« - A

A„ Aj| , r
B2 = 2—  cos2a + y- coŝ ot + "32' cos6a + yg- Ag cos8a

\  * - I? cos'‘" - 3? Ai cos' “ • Ïïï A8 cos8“

B6 = h  A6 00360 + W ~ A8 00380

A8 _  gÖOS ot

sendo A^p , p = 0,1,1,3,4 dados pela e%.CS. 1.24b)

6. Obtenção do azimute e contra-azimute 

cotga^j = (cos8̂  tg&£+  ̂- senß^ cosA ) / senA

cotgSjy. = (senfr^ cos A - cosgj^ tgg^) / senA 

§ënÉ3 A s L + (A ~ L), 0 < 0 ^ 2 < * e ir < «21*

7. Obtenção do conçrimento da geodésica
4

b ( 0Q® + p £  C2p sen p® Qôs 2paffi >

os ë^iâiiéfttës 0 a,:. 3 p = ijí^s íS4 dàdOs füíà ifr

- cos8a



S U B - P R  Ö G R A M A
SUBRUUTINE INVER(El ,DLONG,E,61 »G2» EP S.F,B,SfC» MD,SD,I 1,Ml,SI1 » 12,I* 
12tS22) 
ao=-f
A2®F*F/(2.*11.-Fi>
A4®F**3*(3.*F-4.5/(0.*{l.-F)**3)
A6=<10.-14.*F*5.*F*F)*F**4/<16.*{1.-F»**5)
A8=(8.*(l.-F)**2*î10.-14.*F+5.*F*Fj*F**4-5.*(2.*F-F*F)**4)/í128. : (  
11 .-F J**7I
S1 = SIN(G1)*SGRT(1.-E#E)/(SQRT< i.+E*SIN{GU K'SQRT11«~K*SINÍG1S I ) 
S2®SIN(G2Í*SQRT(1.-E*E)/ISQRT(1.4E*S!NIG2) Î*SQRT'{l.-E*SIN(G2) ) ) 
CSl=COS(Gl)/(SQRr(l.*E*SIN(Glî)*SQRT(l.~E*SIN(Gl) ) )  
CS2=CGS(G2)/tS0RT(l»+E*SIN(G2))*SQRT(1.-E*SÏN(62))>
XL=ABSIDLCNG!
D=0 « G

1 CS®S1*S2+CS1*CS2*C0S( XL)
$S=SQRT C i .-CS î «SORT Í i »+CSI
$G=ATAN(SS/ÇSi
ÍHSGj2»2 ».à"

2 SG=C’+SÇ* "
3 SÀ=CSÏ*CS2*SIN(XU/SS 
X«1l'i'ÀSÀKÎ l.+SA)
X0®2.*$$*CS
XI*3.♦SS-A.*SS**3 
X2*4.*SS*CS-8.*$$**3*C$
X3®CS-2.*$1*S2/X
X4»2.*X3,**2-l*
XS.« 4•* X 3* * 3-3:. *X 3
IFUBStD-XL »-EPS» 5.4,A

A. Bôe-AO^AaííX/Z.-S.^AA^X+X/a.-S.OAòOX^^a/iA.-Sô.AAafXA^A/ígâ* 
B£*lA2*X*AA*X*Xl/2«*t5..*Aô*X**3/32**ÍV*Á8#X**Á/Í6«
B4s -44/ 16.-3. *Â6*XA* 3/3 2 7  .♦A8*X**4/64*
86* S A6/96 , MX**3+A8*X**4/A8•
B8-^AS4X**A/512«
0*XL
Xt~S A M 8S ( B-0*SG+B 2* S S* X 34# A* X0*X4+B6*Xl *“XS +M i * t i  *X(t ) F A 8£ i 010HG )
C'C 10 i

5 U=E1*X
fcO=U*UM.-3.*U**2/64.+5 »*0**3/256.-175.*0**4/16384.
G2*-U/4. *0**2/16.-1 S. *0**3/512 *♦ 35 »*0**4/2948*
G4k-ij**2/ l.Zfl.-f 3.*H**3/5 l §«-33,,*0**4/8101* 
tès-U*« 3/15 36**5**U**4/6U4í 
tft«-9.*U**4/65538.
S=B*AB$ ttots6+G2ASÊ^M34G4AXÔ*M#FGfe*XÍ#Í94éá*ÍÍ#||AÍ 
B i = f (52/CS2J*CSl-CG$f XI IHU/üfNiÜU 
02®US2*CO:>IXLI-CS2*SÍ/C$Ü/Sl01 ) 
bF=(Xt-ABS(DLC)NGÍ 1*10800; f t  
M0=IFlXtOFj 
S 0=( 0É -MO >*60.
A1=Ã8S(1./B1Î 
IFÍ81Í6,6,7

6 Al*(C-ATAN( AU J*180./C 
60 10 §

7 Al®(ATAN(Ai 1 J *180./€8 il®1Fî X(ÂIi 
X*MÁi-lH*40.
Fiî. = IFI
Sll-íXM-Nl)*60;
Ã2®4»S( 1./IJ25 
1F4B2ÍÍO,*U,*

0 A2=(AlAN(h i ) C»*í Pn./L 
GO 10 11 í h A2®IC+C-ftlÃN«A7iivlBÔi/fe 

11 12»IF IX(A )
XM= f 42-12 1*60.
K2 * 1F 1 X C X H J 
S 2 2 ® í X M — W 7.1 *6*0 .
RETURNH4Û
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RESULTADOS OBTIDOS PARA OS SEGUINTES PARES DE PONTOS

LATITUDE LONGITUDE
PONTO l 35. 16. 11.2486 148. 58. 39.4254
PONTO 2 67. 22. 14.7763 11. li. 11.1111

DIFERENÇA ENTRE A DIFERENÇA OE LONGITUDE ESFERICA E A DIFERENÇA 
DE LONGITUDE ELIPSOIDAL EM MINUTOS E SEGUNDOS DE ARCO

3 MIN 15.08313 S
AZIMUTE CONTRA-AZIMUTE DISTANCIA

15 44 23.7491 324 55 39.9201 0.80Q482385E 07 M

LATITUDE LONGITUDE
PONTO 1 25. 30. 45.3000 75. 25. 51.4300
PONTO 2 25. 30. 45.3000 45, 25. 51.4300

DIFERENÇA ENTRE A DIFERENÇA DE LONGITUDE ESFERICA E A DIFERENÇA 
DE LONGITUDE ELIPSOIDAL EM MINUTOS E SEGUNDOS DE ARCO

4 MIN 54.66076 S
AZIMUTE CONTRA-AZIMUTE DÍSTmNCIA

83 24 57.7324 276 35 2.2673 0.300941060E 07 M

LONGITUDE 
126. 28. 30.5111
20. i8. 30.5111

DIFERENÇA ENTRE A DIFERENÇA DE LONGITUDE ESFERICA E A DIFERENÇA 
DE LONGITUDE ELIPSOIO V EH MINUTOS E SEGUIDOS DE ARCO

11 MIN 13.61940 S
AZ I MUIE CONTRA-AZIMUTE DISTANCIA

42 56 30.0370 295 17 18.5959 0.964941280E 07 M

LATITUDE 
PONTO 1 20. 0. 0.0000
PONTO 2 45. 0. 0.0000

LATITUDE 
PONTO 1 23. 26. 45.0000
PONTO-2 23. 25. 55.0000

LONGITUDE
49. 27. 0.0000
49. 26. 0.0000

DIFERENÇA ENTRE A DIFERENÇA DE l G ITUDE ESFERICA E A DIFERENÇA 
DE LONGITUDE ELIPSOIDAL EM T.NUTOS £ SEGUNDOS DE ARCO

L32

ü j11N 0.1706.
AZIMUTE
4 58.6277

CONTRA-
312 5

AZIMUTE
22.2933

DISTÂNCIA
0.2230048576 04 M

LATITUDE
PONTO 1 37. 19. 54.9536 81.
PONTO 2 26. 7. 42.0394 40.

L0NG1TUDE
28. 35.5072

0» 0.OuGO

DIFERENÇA ENTRE A DIFERENÇA DE LONGITUDE ESFERICA E A DIFERENÇA 
Db LONGITUDE ELIPSOIDAL EM MINUTOS E SEGUNDOS DE ARCO

5 MIN 53.23772 S
AZ IMUTE CONTRA-AZIMUTE DISTANCIA

95 27 59.6316 298 5 58.9602 0.408596665E 07 M



1. Latitude reduzida 8̂  para cada ponto 

tgei = (1 - e2)1 /2 tg<ju

2. Arco esférico a = a. , , - a.í + l i
cosa = seng. seng. . , + cosg. cos8- , , cosài i + I i í + l

sendo que pata a primeira iteração X = L  = L ^ + ^ - L ^

3. Maxima latitude reduzida 6o
cosg = cosg. cos8- . -t senX / senoo i i + i
*4. Arco esférico 2a = a„ + a.m 2 1

6.3.2 SUBPROGRAMA PARA O MÉTODO DA ESFERA REDUZIDA, TENDO COMO
PARÂMETRO AUXILIAR A LATITUDE - REDUZIDA MÁXIMA

2 seng. seng. + .
cos 2a “ -— —-— -— -— — — — - cosam o ̂sen^go

5. Obtenção de (X - L)

(X - L) = - { B a  + / B~ sen pa cos 2pa } cos 8o rrr- 2p r r m op-1

sendo os coeficientes B2p , p = 0, . 4  dados pelas formulas (5.2.25).

6. Fazer iterações até (X - L) não diferir do penúltimo valor de uma quantida­
de pré-fixada.

7. Calculo do ázimute e contra-azimute através das formulas (5.2.27) e (5.2.28).

8. Obtenção do comprimento da geodésica

* ts = b { C a + / C„ sen pa cos 2pa 1o ‘— =r 2p * r mp=l

sendo a coeficiente C2p , p = 0,...,4 dados pelas formulas (5.2.32).
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S ' U B P  R O  G R A M A

SUBROUTINE INVERTEl» DLONG*E, Gl, G2, EPS, F, U,S,C,MD,SD,Il,Ml,Sil,12 ,> 
12.S221 
AO=-F
A2=F*F/ (2.*( l . - m
A4=F**3*( 3.*F-4.1/tS.*! l.-F)**3)
A6=(lO.~l4.*F+5.* F* F)* F** 4/(16.* <1. -F1**5)
A8- 18.*«1.-F)**2*(10.-14.*F+5.*F*Fl*F**4-3.*{2.*F-F*F»**4»/(126.*{ 
Ü.-FIM7I
51 = S1N(G1 )*SQRT{1.-E*E J/(SQRT(1. + E«SÍN(G1 J )*SQRT ( 1 E*SIN«G1. ! ) >
52 = SI.N( G2 »*SQRT< 1.-E*E)/(SQRTL1.+E*S1NCC2» »*SQRÎ(1.-E*S1N(G2î » Î
CS1=C0SÍGU/ÍSQRÍ U.+E*S1N<GI> )*SQRT« l.-E*$IN(Gl» » )
CS2=C0S(G2»/(SQRT(1.+E*SIN(G2))*SQRT(i.-E*SIfl{G2)tJ
Xl=ABSIDLCNG» 
f>~0 .0

1 cs-csi*cs2*cos{xl »+$i*s2
SS= SQRT ( ( S)!NiXt.»*ÇS2 »**2+< S2*CSl-Sl*CS2*COSUU »9*2»
SG=ATAN(SS/CS)
IF(SG J 2,2 » 3

2 SG=C+SG
3 CÜ = CSl*C$2#SiW(XL »/SS 
X=(l.-CO)* i l.+Cü)
XO-2 • *S S<!C5
X. 1 *■ 3 • * S S—«i • *5 S ** 3 
X2^A.*SS*CS-8.*SS^^3«'CS 
X3*2.*S»*S2/X-CS 
X4-2.*X3*X3-1.
X5»4.*X3**3-3.*X3
X6=2.*X4**2-1.
IF C ABS C ü-XL »-EPS)9,4» 4

4 d0*-(AC*A2*X/2.*3.«A4*X*X/8. + 5,*A6*X^3/16. + 35.*A8*X**4/l28. I 
C2«-(A2*X/2.«-A4*X*X/2.<-15.*A6*X**3/32. }-Y.*A8*X**4/l6. 
P4«*ÍA4*X*X/lú.>3.*A6*X->-*3/32, )~7.*43*X**4/64l, 
B6»-*6*X**3/9ii.-Ae*X**4/4 9.
38®-AS*Ä**4/$12.
0=XL
Xl = CO*A6S < 80*,SG-fb2*SS*X 3+B4*X 4-»B6*X l*X5+B8*X2*X6)+ABS (DLONG »
GO TO 1

5 U-E1*X
CO*l.+U/4 3.*l'*U/G4. +5. *0**3/2 96., •-175.*U**4/16384.
C2 = IJ/4• -U*U/ J.t. + 15.*U**3/5?.2.-39.*U**%/2048.
C4«-imJ/i2 3.*3.*U**3/5l2*-3:>.*U**4/et92.
■C6=U**3/1$36,-3.*U**4/6144.
G8~~5.*U**4/6593o.
S-Ö i'ABS CCÄ*SG+C2*SS4X3+r.4*X.0<>X4 + C6*Xl*X34C8*X2*X6»
G Î * « C 52/CS2 » tCS'J - COS «XL 5*S1 »/SINiXU 
82«(32*COSÏXL >-CS2*Sl/C-Si)/S!N{XL;
ÜE= ( XL-Aß S( Oi.ONG > }*1C800. /C 
MÛ - » FIX ( 0 tf !
S D"Í D E ~ N D I * 6 0 «
Al=ABS <1./bl» 
i F ( 81 ) 6 ,6 , 7

6 AS--OATANÎ Al! )**. 80./C 
GO TO 8

1 Al«(4TANÍAi »)*180./C 
a 11.=îIFIX(A1»
XN-ÎAl-i1!*A0.
Mi=»FlX(XM>
S11 = ( X M - M1»*60.
A2=ABS(1./B2»
IF-IB2)10, 10,9 

9 A2- î AT AN { A2 » +C > * 1 BO • /C 
GO TO 11 

10 A2=(C+C-A1AN(A?»»*180./C 
u  i 2=1 :■ ï X « a;?s 

XM=(A2-Ï2(460.
M2= î F ! X í X 9 J 
S22=(XM-M2)*60.
RET URO 
END
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RESULTADOS OBTIDOS PARA OS SEGUINTES-PARES DE PONTOS

LATITUDE 
PONTO 1 35. 16. 11.2486
PONTO 2 67. 22. 14.7763

LONGITUDE 
148. 58. 39.4254
II. 11. 11.1U1

DIFERENÇA ENTRE A DIFERENÇA DE LONGITUDE ESFERICA E A DIFERENÇA
DE LCNG1TUDE ELIPSOIDAL EM MINUTOS E SEGUNDOS DE ARCO

A2ÍMUT-E 
15 44 23.7491

PONTO 1 
PONTO 2

25.
25.

3 MIN 15.08313 S
CONTRA-AZIMUTE 
324 55 39.9201

LATITUDE 
30. 45.3000
30. 45.3000

DISTANCIA 
0.808482385E 07 M

LONGITUDE 
75. 25. 51.4300
45. 25. 51.4300

DIFERENÇA ENTRE A DIFERENÇA DE LONGITUDE ESFERICA E A DIFERENÇA 
DE LONGITUDE ELIPSOIDAL EM MINUTOS E SEGUNDOS DE ARCO

4 MIN 54.66057 S
AZIMUTE 

83 24 57.7328
CONTRA-AZIMUTE 
276 35 2.2673

DISTANCIA 
0.300941062E 07 M

LATITUDE 
PONTO 1 20. 0. 0.0000
PONTO 2 45. 0. 0.0000

LONGITUDE 
12o, 28. 30.5111
20. 28. 30.5111

DIFERENÇA ENTRE A DIFERENÇA DE LONGITUDE ESFERICA E A DIFERENÇA 
DE LONGITUDE ELIPSOIDAL EM MINUTOS E SEGUNDUS DE ARCO

11 MIN 13.61940 S
AZIMUTE

42 56 30.0370
CONTRA-AZIMUTE
295 17 18.5959

DISTANCIA 
0.964941280E 07 M

LATITUDE
PONTO 1 23. 26. 45.0000
PONTO 2 23. 25. 55.0000

LONGITUDE 
49. 27. 0.0000
49. 26. 0.0000

DIFERENÇA ENTRE A DIFERENÇA DE LONGITUDE ESFERICA E A DIFERENÇA 
DE LONGITUDE ELIPSOIDAL EM MINUTOS E SEGUNDOS DE ARCO

0 MIN 0.17067 S

132
AZIMUTE 
4 58. 6277

CONTRA-AZIMUTE 
312 5 22.2933

DISTANCIA
0.229500319E 04 M

LATITUDE
PONTO l 37. 19. 54.9536 81.
PONTO 2 26. 7. 42.8394 40.

LONGITUDE
28. 35.50720. 0.0000

DIFERENÇA ENTRE A DIFERENÇA DE LONGITUDE ESFERICA E Ã DIFERENÇA 
DE LONGITUDE ELIPSOIDAL EM MINUTOS K SEGUNDOS DE ARCO

5 MIN 53.23772, S
AZIMUTE CONTRA-AZIMUTE DISTANCIA

95 27 59.6316 298 5 58.9602 0.408596667Ê 07 M



1. Latitude 'reduzida para cada ponto 

tgS. = (1 - e2)1/2 tgò.

6.3.3 SUBPROGRAMA PARA 0 MÉTODO DA ESFERA REDUZIDA, USANDO O
ALGORÍTM3 DE BESSEL

2. Arco esférico 0 = °2 ~ 0l

cosa = sen3.. seng. , + cosg. cosg,. , cosX1 * x X «L * «L

3. PÊxiira latitude reduzida g

cosg = cosg. cosg. , , senX / senoO x 1 * JL

4. Arco esferico 2om °2 + °1

cos 2 am
2 seng4 seng^ +  ̂

sen2g
- cosa

5. Diferença entre a diferença de longitude esférica e a diferença de longitude 
elipsoidal.

e2oos20.
(X - L) = o

2(1 e2oos2g
B o +  £o X _P=1

sen pa cos 2 pa2p r r m

sendo 82^, p = 0 , ..., 4 dados pelas formulas (5.3.15)

6. Obtenção do conprimento da geodésica

s = a (1 - e2cos2go { % -  • tL p=i
C2p sen pa cos 2pam

sendo CL, , p = 0, ..., 4 dados pelas formulas (5.3.20).

7. Azimute e contra-azimute calculados pelas formulas (5.2.27) e (5.2.28),



S U B P R O G R A M A

SUBROUTINE I NVER« El « DLONG, E, G1» C*. EPS, F* B« S,C,MD, SD, 11,HI ,SL1 » I 2 , 
12? $221 
A=B/? 1 «-F Î
S 1 = S IN !G 1>*SQRT<I  .-E*E) / 1 SORT( 1. * E * S Ï NIG1>1*SQRT(1.-E*SINI Gl J1 1
S2 = S ï N!G2 i *SGRT< 1 .-E*E>/(SORT(I.+E*SI NIG2))* SORT 11.-E*SINIG2)1 I 
CS1-CQS (Gl I/ISQRÍ C l.+E*SIN< G1I)*SQRT( 1.-E*S1NIG1) 11 
GS2=C0SIG?)/iSQRT! i. + E*SINI G2I)*SQKTIl.-£*SIN(G2>))
XL=ÁBSIDLGNG)
U=0.0

I. CS=S1*S2+CS1*CS2*C0S<XL I 
SS^SQRT(l.-CS)*SQRT<l.+CSl 
SG-ATANISS/CS)
IFI S G ) 2 « 2 ,3

2 SG=C*SS
3 CO*CSl*CS2*SiNUL )/SS 

X=I l . - G O ) * (  l .+COl
XO = 2.*SS*CS 
X1=3.*SS-4.*SS**3 
X2«2.*X0*C1.-SS)*{1.+SS)
X3a2.#51*S2/X-CS
X4=2.*X3*X3-l.
X5=4.*X3**3-3.*X3
X6«=2.*X4*X4-l.
Y*E*E*X/'( ( 1 .-E*CO )*I 1• + E*CC) I 
1 F(ABSID-XL )-EPSS 5,4,4

4 Z=CO*CO/X
AO=I.-Y*Z/4•+(Y*Z)**2/8.~5.*(Y*Z)**3/64.+7.*(Y*Z)**4/256.
A2 = Y/4.-Y*Y*Z/8. + 5.*Y**'3*Z*Z/64.-7.*Y**4*Z**3/2 56.
A4=Y*Y/8.-5.*Y**3*Z/64.+7.*Y**4*Z*Z/2%6.
A6=5.*Y**3/64.-7.*Y**4*Z/256.
A8=7»*Y**4/256•
BO*AÛ+A2/2.+3. 4A4/8.+.5.4A6/16.+3 5.4A8/128.
B2*-<A2/2,*A4/4.+l5.*A6/32.+7.*A8/16.I 
B4=s«4/16.+3.*A6/32. + 7.*A8/64*
B6=-A6/96.-5.*AB/48.
B8=Ad/5i2* 
l)=XL
Xt=E*E*CO*{ B0*SG*B2*SS*X3+8 4*X0*X4-s-B6*Xl*X5*B8*X2*X6 )/ I2.*(SQRT ( I * 
l-E*CO)*SQKT 11 « + E*CG) I >+ABS(OLONG)
GO TO 1

5 CQ-l.-Y/*-3,*Y*Y/ 64.+5.*'/**3/256.-1? 5.*Y** 4/16384. 
C2=Y/4.+Y*Y/16.-15.*Y**3/512.+35.*Y**4/2048. 
C4=-Y*Y/128.+3.*Y**3/512.-35.*Y**4/8192. 
C6=-Y**3/1536.+5.*Y**4/6L44.
C8=~5.*Y**4/65536.
S= A*SQRT M  .-( t*CQ)**2 l*S C0*SG+C2*SS*X3*C4*X0*X4+C6*Xl*X5«-C8*X2*X6 ) 
B1=((S2/CS2)*CSI-COSI XL)*SI)/$INI XL )
B2= I S2*COS I XL )-CS2*Sl/CSl)/SIN{XL>
DE=(XL-ABS(DLONGI 1*10800./C 
MD=IF î X{DE S 
SD*-( DE-MU) *60.
A1 = A B S Í1./81J 
I F(n1)6 16 17

6 Al= I C-ATANIA1)! *180./C 
GO TO 8

7 Al-CATANIAl5) *180./C
8 II=I FIX î A H  
XM= S Al-I.l ) *60.
Ml = I F I X U M  I 
S U M X M - M 1 ) *60«
A2=ABS(1./B2)
I FI B 2 ) 10 » 10,9

9 A2» I ATÂN ( A2 HC )* 100. / C 
GO 10 11

10 AHMC+C-AIAN(A2))*180./C
11 I 2= I EI X IA2)

XM=IA2-12 !*60»
M2M F 1 X ( XM )
S22= I XM.-M2 ) *60»
RETURNEND
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RESULTADOS OBTIDOS PARA OS SEGUINTES PARES DE PONTOS

LATITUDE LONGITUDE
PONTO l 35• 16. 11.2486 148. 58. 39.4254
PONTO 2 67. 22. 14.7763 11. 11. 11.1111

DIFERENÇA FUTRE A DIFERENÇA DE LONGITUDE ESFERICA E A DIFERENÇA 
DE LONGITUDE ELIPS01DAL EM MINUTOS E SEGUNDUS DE ARCO

3 MIN 15.08313 S
AZIMUTE CONTRA-AZIMUTE DISTANCIA

15 44 23.7491 324 55 39.9201 0.e08482387E 07 M

LATITUDE LONGITUDE
PONTO 1 25. 30. 45.3000 75. 25. 51.4300
PONTO 2 25, 30. 45.3000 45. 25. 51.4300

DIFERENÇA ENTRE A D1FEKFNCA DE LONGITUDE ESFERICA E A DIFERENÇA 
DE LONGITUDE ELIPSOIDAL EM MINUTOS E SEGUNDOS DE ARCO

4 MIN 54.66057 S
AZIMUTE CONrRA-AZIMUTE DISTANCIA

83 24 57.7328 276 35 2.2673 0.300941058E 07 M

LATITUDE LONGITUDE
PONTO 1 20. 0. 0.0000 126. 20. 30.5111
PONTU 2 45. 0. 0.0000 20. 28. 30.5111

DIFERENÇA ENTRE A DÍFERENCm CE LONGITUDE FSFER1CA E A DIFfeRENCA 
DE LONGITUDE Fl ZPSOIOAL EH. MINUTOS t SEGUNDOS ÜE ARÇO

II MIN 13.61959 S
AZIMUTE CONIRA-AZ i MU T E DISTANCIA

42 56 30.0370 295 17 18.5959 C.964941282E 07 M

LATITUDE LONGITUDE
PONTO 1 23. 26. 45.0000 49. 27. 0.0000
PONTD 2 23. ?5. 55.0000 49. 26. 0.0000

DIFERENÇA ENTRE A DIFERENÇA DE LONGITUDE ESFERICA E A DIFERENÇA 
Ufc' LONGITUDE ELIPSQí.DmL EM MINUTOS E SEGUNDOS DE ARCO

0 MIN 0.17067 S
AZIMUTE CONIRA-aZIMUTE DISTANCIA

132 •4 58.6277 312 5 22.2933 0.223004858E 04 M

latitude
PONT (I 1 37. 19. 54.9536 81.
PONTO 2 26. 7. 42.8394 40.

LONGITUDE
28. 35.50720. 0.0000

DIFERENÇA EmTRE A DIFERENÇA DE LONGITUDE ES‘fERICA E A DIFERENÇA 
DE LONGITUUF ELIPSGIDAL EM MINUTOS E SEGUNDOS DE ARCO

5 MIN 53.23772 S
AZIMUTE • CONTRA-AZIMUTE DISTANCIA
27 54.6316 29» 5 58.9602 0.408596666E
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CAPÍTULO 7

7. CONCLUSÃO

Pela exposição apresentada neste trabalho9 verificamos que todos 
os procedimentos que utilizam a esfera reduzida para a solução do problema geo­
désico inverso conduzem a integrações, sobre uma esfera imagem, de termos oor 
retivos. Una integração rigorosa é realizada mediante a utilização do argumento 
a , arco esférico representado sobre a esfera imagem, e exprimindo todos os de 
mais termos em função desta grandeza. Este procedimento conduz quase sempre ao 
desenvolvimento em função das potências de f, è2 ou nsesroo e2 e ãs .• inte­
grais de WALLIS as quais podem ser calculadas em função dos ângulos múltiplos 
do arco o . Notamos através dos métodos enfatizados anteriormente que a maior 
dificuldade consiste em determinar o valor da correção (X - L). Determinada es­
ta correção o problema é solucionado de modo bastante simples mediante a utili­
zação da trigonometria esférica.

Utilizando os processos iterativos apresentados podemos obter u- 
ma precisão da ordem da quinta casa decimal para os segundos em azimute e con­
tra-azimute e da ordem do milímetro para distâncias, desde que possamos reali­
zar as nossas operaçois com calculadoras que deem precisão até a décima sexta 
casa decimal. Alem disto se desejarmos uma maior precisão podemos acrescentai1 
termos as formulas apresentadas, uma vez que conhecemos agora a lei de formação 
dos mesmos. Com a elaboração deste trabalho verificamos que o problema em qu.es 
tão pode ser solucionado através dos polinómios de LEGENDRE ou mesmo através das 
integrais elípticas de JACOBI.

Para um futuro trabalho pretendemos estudar o problema geodésico 
direto utilizando o método da esfera reduzida e a solução do problema geodésico 
inverso através das integrais elípticas de JACOBI.

Finalizando concluímos que este trabalho serã de grande utilida 
de â todos aqueles que estiverem interessados no estudo da linha geodésica so 
bre a superfície do elipsoide de revolução. Nos cremos ser muito interessante 
um estudo como este num elipsoide escaleno, quem o fará ?
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