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Resumo

Neste trabalho, analisamos trés modelos cosmolégicos com uma acao primaria em co-
mum. A energia-escura ¢é interpretada como um campo taquionico nao-minimamente aco-
plado a gravidade. Em todos os casos, consideramos um Universo composto por energia-
escura e matéria, e em um deles, admitimos também a radiacao. A conexao afim nao
é previamente assumida como compativel com a métrica, mas encontrada independente-
mente através da variacao da acao com seu respeito: abordagem de Palatini. As funcoes
que definem o acoplamento nao-minimo e o potencial de auto-interacao sao obtidas por
um gerador de simetria, que restringe a acao a uma que possui determinadas invariancias
sob transformacoes pontuais. Os resultados obtidos sao confrontados com recentes dados

observacionais.
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Abstract

In this work, three models described by a common general action are analyzed. Dark
energy is interpreted as a tachyon field non-minimally coupled to gravity. We consider a
Universe composed by matter and dark energy in all of the three cases, plus a radiation
field in one of them. The affine connection is taken to be metric independent and we
find it by the Palatini approach. The functions that define the non-minimally coupling
and the self-interaction potential are not set by an ad-hoc manner, but by imposing the
system to present any Noether symmetry instead. The systems’ behavior and the results

obtained from them are then compared to recent observational data.
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Introducao

A cosmologia moderna, ciéncia relativamente nova, ganha cada vez maior atencao por
ser capaz de, finalmente, propor um método de investigacao a algumas das questoes mais
antigas e fundamentais tecidas pelo homem. A relatividade geral de Einstein, um dos pi-
lares da fisica moderna, providenciou o ferramental necessario para tanto, com uma nova e
mais apurada interpretacao das interagoes gravitacionais. Ademais, o desenvolvimento de
telescépios cada vez mais precisos e aptos a captar radiacao nos mais variados intervalos
do espectro eletromagnético abriu o horizonte para descobrirmos estruturas antes desco-
nhecidas do Universo, e observarmos eventos distantes no espaco-tempo. A combinacao
entre observacao e um formalismo tedrico acerca de uma das interacoes fundamentais
abriu portas para que a ciéncia comecasse a contar uma histéria para a evolugao do Uni-
verso como um todo. Os primeiros modelos cosmoldgicos previram que os aglomerados de
galdxia estariam se afastando|l, 2], sugerindo que o espago-tempo estaria se expandindo,
e as observagoes logo os confirmaram[3]. Entao, imaginamos que, no passado, o Universo
era muito mais quente e denso, quando o livre caminho médio dos fétons era tao curto que
estes estavam aprisionados entre colisoes com nticleos e que, conforme a expansao foi pro-
gredindo, estes passaram a fluir livremente dando origem a radia¢ao cosmica de fundo|4],
verificada observacionalmente por acidente, anos depois[5]. Desta forma, foi sendo cons-
truida, pouco a pouco, a teoria do Big-Bang, que descreve a evolucao de tudo aquilo que

compoe o cosmos desde seus primeiros instantes. Conforme surgem problemas teéricos ou



observacionais com esta teoria, algumas emendas sao feitas, como é o caso da inclusao do
periodo inflacionario[6]. Hoje, acredita-se que o Universo primordial sofreu uma expansao
violentamente acelerada, que justifica dentre algumas aparentes inconsisténcias, a dilui¢ao
de algumas particulas como os monopolos magnéticos, o alto grau de equilibrio térmico de

radiacoes provindas de lados opostos do céu e a planaridade em nossa geometria espacial.

Durante a década de 30, algumas observagoes[7, 8] indicaram que a correlagdo en-
tre a velocidade de rotacao em galaxias espirais e seus raios estava em desacordo com a
quantidade de matéria observada, utilizando-se a gravitacao universal de Newton. A rela-
tividade geral nao oferece nenhuma explicagao para o fenémeno, uma vez que esta engloba
a gravitagdo newtoniana em seus limites de campo fraco (em quatro dimensoes). No final
da década de 90, descobriu-se que a expansao espacial que experimentamos atualmente
é aceleradal9, 10]. O modelo do Big-Bang até entao proposto era incapaz de descrever o
porque. Trés sao as possibilidades a serem consideradas entao: ou existem outras entida-
des desconhecidas no Universo, que corroboram para tais efeitos; ou a relatividade geral e
a gravitacao newtonianas tem validade em limites mais estreitos; ou ambas as hipoteses.
Os modelos cosmoldgicos baseados na gravitacao de Einstein passaram a admitir dois
novos componentes: a matéria-escura, material que nao interage pelas forgas eletromag-
néticas e nucleares, que se comporta como poeira e engloba esfericamente as galaxias, de
forma que a curva de rotagao das mesmas permaneca constante com o aumento do raio; e
a energia-escura, que permeia todo o espaco-tempo e exerce uma pressao negativa capaz
de acelerar a expansao. Dentre as teorias que descartam a existéncia da matéria-escura, a
MOND[11] merece atengao especial, por oferecer corre¢oes fenomenoldgicas a gravitagao
newtoniana aparentemente de acordo com as observacoes, mas ainda longe de ser bem

aceita por pesquisadores.

A natureza da energia-escura permanece especulativa, cuja interpretacao abre um le-
que para uma gama enorme de possibilidades. O chamado modelo padrao da cosmologia
a interpreta como uma constante cosmoldgica, sua forma mais simples. Campos escala-
res, motivados a partir da teoria quantica de campos, sao amplamente contemplados na
literatura como possiveis agentes responsdaveis pela presente expansao acelerada. Outros
candidatos extensamente avaliados sao campos vetoriais, como o campo Einstein-aether

e campos fermionicos.

Um dos maiores empecilhos das ultimas décadas tem sido conciliar a gravitacao



com a mecanica quantica, outro pilar da fisica moderna. A relatividade geral é nao-
renormalizavel, o que gera forte motivacao para investigar modificagoes na acao de Einstein-
Hilbert. Ao invés de se trabalhar com uma densidade lagrangiana dada simplesmente pelo
escalar de curvatura, as teorias conhecidas por f(R) sugerem que esta seja dada por
funcoes mais gerais deste objeto, sendo por vezes renormalizaveis e podendo descrever a

aceleracao atual sem a necessidade de inclusao de um ente como a energia-escura.

Teorias escalares-tensoriais compoe uma outra forma muito abordada de se genera-
lizar a relatividade geral. Elas assumem a existéncia de um campo escalar, nao somente
como fonte de campo gravitacional, mas como um préprio grau de liberdade do mesmo.
Isso da-se por um processo conhecido por acoplamento nao-minimo, quando o campo
esta acoplado a gravidade nao apenas pelo tensor métrico, mas pelo escalar de curvatura
também. Tais teorias, conhecidas também por f(¢), sdo motivadas em teorias quanticas
da gravidade por serem passiveis de renormalizacao. O campo escalar canonico tem sido
o mais explorado na construcao de modelos enraizados em teorias escalares-tensoriais,
embora haja um crescente interesse em campos escalares cujas lagrangianas tenham seus
termos cinético e potencial acoplados, como o campo taquionico por exemplo. Dentro
destas teorias, diferentes modelos cosmoldgicos a fim de descrever a inflacao e o compor-
tamento atual do Universo foram vastamente estudados[12-15], assim como interagoes

gravitacionais de curta escala como a dinamica de buracos-negros[16].

Esta dissertacao é intencionada nao somente a apresentagao dos trabalhos desenvolvi-
dos durante o programa de Mestrado, mas também a servir como guia aqueles estudantes
que desejam se iniciar nos estudos da cosmologia. Os dois primeiros capitulos sao, por
tal motivo, destinados a uma breve revisdo da teoria da relatividade (restrita e geral),
enquanto o terceiro capitulo aborda os conceitos base da cosmologia moderna e apre-
senta o cendrio atual onde encontra-se nosso conhecimento com base nas mais recentes
observagoes. Na medida do possivel, tentamos demonstrar detalhadamente como obtemos
as formulacoes matematicas que regem as teorias trabalhadas. Devido a necessidade de
balancear a profundidade com que os tépicos sao abordados com o restrito nimero de
paginas, alguns assuntos foram deixados de fora. Subentendemos que o leitor esteja fami-
liarizado com o calculo tensorial, introduzido e desenvolvido extensivamente em [17, 18].
Diversas fontes foram utilizadas para a elaboracao dos textos destes capitulos. Para um

aprofundamento em relatividade restrita, sugerimos o excelente trabalho de Rindler[19].



A maioria dos livros-texto de relatividade geral trazem consigo uma revisao de relativi-
dade especial, e as secoes aqui trabalhadas podem ser encontradas com maior completude
em [20-27].

O leitor que possui conhecimento prévio de relatividade e cosmologia pode, se assim
preferir, ir direto ao capitulo 4. Nele, descrevemos a relagao que ha entre invariancias sob
transformacoes pontuais e constantes de movimento. Estas relacoes foram descobertas e
demonstradas sob forma de um teorema por Emmy Noether e publicadas em 1918|28],
cunhando ao longo do século XX o termo simetrias de Noether. Com grande aplicabili-
dade em fisica, este assunto é abordado com diferentes niveis de profundidade em livros
de mecanica cléssica e fisica-matemadtica [29-32]. Alguns artigos de revisao elucidam a
importancia do teorema em teoria de campos [33, 34], e apresentam o instrumental ne-
cessdrio para se encontrar tais transformacoes, quando estas nao sao 6bvias [35, 36]. A
nocao, de que transformagoes pontuais temporais nao implicam somente em conservagao
de energia, nao ¢ clara, e pouco abordada em livros-texto. O trabalho [37] sobre simetrias
do oscilador harmonico unidimensional expressa a aplicagao do teorema em um nivel mais
fundamental, porém, muito esclarecedor, apontando como a colecao de transformacgoes

invariantes forma, junto com o parenteses de Poisson, um grupo de Lie.

Nos trabalhos a serem apresentados nesta dissertacao, consideramos teorias f(¢) para
o campo taquionico. No capitulo 5, apresentaremos a acao primaria, comum aos tres
modelos posteriormente apresentados. A partir dela, iremos encontrar, de forma geral,
as equacoes de movimento que regem nossos sistemas. A acao sera variada em relagao a
ambas, métrica e conexao, procurando generalizar a teoria, uma vez que a segunda nao
necessita ser compativel com a primeira. Este formalismo recebe o nome de abordagem
de Palatini. Nos capitulos 6, 7 e 8, iremos dar sequéncia a cada um dos modelos, particu-
larmente. As variadas formas possiveis para a funcao de acoplamento nao-minimo e para
o potencial de auto-interacao do campo, que dao origem a tantas obras encontradas na
literatura, sao estabelecidas através da imposicao de que o sistema apresente invariancia
sob alguma transformacgao pontual, munindo-os com uma simetria de Noether. Os mo-
delos diferenciam-se entre si pela forma dessas funcgoes, e pela composicao que cada um

assume para o Universo.



CAPITULO 1

Relatividade Restrita Revisitada

O trabalho intitulado "Zur Elektrodynamik bewegten Koper”[38] (Sobre a Eletrodi-
namica de Corpos em Movimento) publicado por Albert Einstein (1879-1955) em 1905,
relaciona as equagoes de Maxwell com as leis da mecanica através de um mecanismo que,

mais tarde, viria a ser conhecido como a teoria da relatividade restrita.

Trabalhos anteriores, em particular os de Hendrik Lorentz (1853-1928) e Henri Poin-
caré (1854-1913), ja propunham uma relagao intrinseca entre espaco e tempo. Einstein,
entretanto, teve grande éxito em construir uma teoria sélida sobre uma base formada
por dois postulados, por ele aventados. O primeiro postulado, de acordo com as ideias

envolvidas em mudancas de referenciais propostas por Galileo Galilei (1564-1642),
e As leis da natureza sao idénticas em todos os referenciais inerciais.
O segundo postulado, sobre a constancia da velocidade da luz:
e A velocidade da luz no vacuo é a mesma para todos os observadores.

Como consequeéncia, espago e tempo deixam de ser interpretados como entidades in-
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dependentes, e formam um meio continuo chamado espago-tempo: uma variedade qua-

dridimensional formada por uma colecao de pontos chamados eventos.

1.1 Eventos

Evento é um ponto no espaco-tempo e refere-se ao acontecimento de absolutamente
qualquer fenémeno (a emissao de um féton por uma fonte, a colisdo entre dois corpos,
etc). Ele é representado por quatro coordenadas, sendo trés espaciais e uma temporal.
Por isso, adotamos um espaco de quatro dimensoes. Tal conceito é bastante intuitivo,
rotineiramente fazemos mencao a acontecimentos, e para tanto, especificamos seus locais
e datas. A trajetéria de uma particula no espago-tempo é denominada linha de mundo,
ela informa a posi¢ao da particula para cada instante de tempo. Estamos habituados a
medir distancias entre pontos no espaco. No espaco-tempo, a distancia entre eventos é

denominada intervalo.

1.2 Intervalo

A distancia entre dois pontos no espago, em mecanica nao relativistica, independe do
referencial. Diferentes geometrias requerem diferentes formas de medir o comprimento.
A primeira forma fundamental da geometria diferencial fornece uma definicao geral de
elemento de linha (que se integrado, entre dois pontos, dd a distancia entre os mesmos),
aplicavel a todo tipo de variedade. Em relatividade, chamamos o elemento de linha

(distancia entre eventos) de intervalo, e sua forma especifica (macroscépica):

(As)? = (cAt)* — (Az)? — (Ay)* — (Az)* (1.1)

A expressao acima aplica-se apenas a relatividade restrita. Percebemos trés possibi-

lidades para o intervalo:

e Nulo - Particulas que se movem a velocidade da luz. Suas linhas de mundo sao ditas
"lightlike”.
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e Negativo - Particulas que se movem acima da velocidade da luz. Suas linhas de

mundo sao ditas "spacelike”.

e Positivo - Particulas que se movem abaixo da velocidade da luz. Suas linhas de

mundo sao ditas "timelike”.

Compreenderemos melhor estes conceitos analisando o referencial de um observador
no espaco-tempo. Ele deve ser munido de um relégio e uma régua, pois observadores
movendo-se com diferentes velocidades obtém diferentes medidas de tempo e comprimento.
Por simplicidade, consideremos apenas duas dimensoes, uma temporal e uma espacial.
Para que elas tenham mesma unidade dimensional, multiplicamos todos os pontos do eixo

temporal pela velocidade da luz, sem perda de generalidade.

. o ' Figura 1.1: Referencial do observador O.
N , A linha pontilhada representa a linha de
M : o e mundo da luz, como vista pelo observador.

- ‘e/ligg?udzemundo A juncao de todas as trajetérias possiveis
N - , para a luz forma uma superficie conica de-

N PO nominada cone de luz. Cada ponto na figura
mde'“z< N representa um evento. Os eventos dentro do
~ T~ = x cone de luz sao acessiveis ao observador, ao

P BN . contrario dos eventos situados fora. A linha

, - de mundo da luz tem sempre, no referen-

. : ' N cial do observador, uma inclinagdo de /4.

, : N Se considerarmos dois eventos sobre a linha

, N pontilhada, podemos escrever seu intervalo:

As? = 2At? — Ax? = 0, como esperado.

O observador O situa-se na origem do referencial descrito pela fig. (1.1). Eventos
contidos dentro do cone de luz futuro sao acessiveis ao observador, significando que ele
pode mover-se pelo espago, enquanto o tempo flui, de forma que a origem do referencial
coincida com o evento em questao. Similarmente, eventos presentes no cone de luz do
passado podem ter estado em contato com o observador. Contrariamente, eventos fora do
cone de luz sao inalcancgaveis, pois, para acessa-los, o observador teria que viajar a uma

velocidade superior a da luz, o que nao é possivel.

Uma vez que todos os observadores estao imersos no mesmo espacgo-tempo, e per-

cebem os mesmos eventos, deve ser possivel representar as coordenadas referenciais de
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um determinado observador no diagrama de outro. Com isto, conseguimos obter uma
relacao quantitativa, entre as medigoes de tempo e comprimento, feitas por observadores
com velocidade relativa nao nula. Consideremos dois observadores, O e O’. O segundo
se move com velocidade v ao longo do eixo z do primeiro. A imagem sera representada,
para maior clareza, com as origens dos referenciais sobrepostas. Isto quer dizer que, nao
somente estao os observadores sobre o mesmo evento no espaco-tempo, mas também, seus
relégios estao sincronizados. O eixo ct’ do observador O contém todos os eventos que
acontecem para este observador, ja que ele nao se move em relagao a si mesmo. Em outras
palavras, este eixo é a linha de mundo do observado. Como ele estda em movimento no
diagrama de O, este eixo deve ter certa inclinagao em relagao ao eixo ct. Analogamente, o
eixo 2’ também deve se inclinar em relagao a x, mas nao como imaginamos intuitivamente,
quando fazemos rotacgoes no plano cartesiano. O diagrama abaixo representa uma rotagao
no plano hiperbdlico, uma propriedade de espagos pseudo-euclidianos. De acordo com o
segundo postulado enunciado no inicio do capitulo, a velocidade da luz deve ser a mesma
para todos os observadores e assim, sua linha de mundo deve ter a mesma inclinagao em
relacao ao eixo espacial que tem em relacao ao temporal; sempre, em qualquer referencial.

Assim, a inclinacao de 2’ se d4 em mesma magnitude, mas em sentido contrario a de ct’.

Figura 1.2: Referencial do observador O oy @

representado no diagrama de espacgo-tempo S
do observador O. A linha pontilhada repre- .
senta a linha de mundo da luz, como se um J
foton fosse emitido na direcao positiva de z ,
no instante em que os observadores se cru- ,’
zam. Dois eventos estao destacados sobre
esta linha de mundo. Os valores de variacao
temporal e espacial, como visto por ambos
observadores, também estao representados
pelas linhas pontilhadas (O) e ponto-linha
(O’), que conectam os eventos aos eixos dos
referencias. Embora o observador em movi-
mento meca valores menores para as distan-

cias espaciais e temporais, o intervalo me- ‘ ‘ >
dido continua sendo nulo.

Os eixos do referencial S’ estao inclinados por um angulo ¢ em relacao a S. Este
angulo nada tem a ver com rotacoes no espago-euclidiano, mas com a velocidade relativa

dos observadores. Ele é denominado parametro de rapidez, e é definido no intervalo
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[0,7/4]. A tangente hiperbdlica da rapidez é igual a velocidade relativa sobre a velocidade

da luz (tanh ¢ = v/c).

O intervalo entre quaisquer par de eventos no espaco-tempo € invariante sob uma
mudanca de referenciais. Os exemplos trabalhados acima, embora utilizaram eventos
situados sobre a linha de mundo da luz, se aplicam da mesma forma a outros casos. Assim,
é facil compreender que simultaneidade perde o sentido em relatividade: eventos que
ocorrem ao mesmo tempo em um determinado referencial, podem acontecer em instantes
de tempo sucessivos em outro, mas nao arbitrariamente. Nenhum corpo pode viajar acima
da velocidade da luz, e acessar eventos fora do seu cone de luz, assim, causa e consequéncia
nunca sao invertidas. Este conceito chama-se causalidade, e pode ser facilmente verificado

através de diagramas como o da fig. (1.2).

1.3 Transformacoes de Lorentz

Na seccao anterior, mostramos por meio de um diagrama que observadores em movi-
mento relativo medem diferentes valores para variacoes temporais e espaciais. Queremos,
agora, encontrar as relacoes matematicas que regem as transformagoes de coordenadas.
Consideremos, novamente, os dois observadores da fig. (1.2). A rotagao no plano hiper-

bolico relaciona os eixos dos referenciais da seguinte forma:

x = 2’ cosh ¢ + ct'senh¢; ct = 2'senh¢ + ct’ cosh ¢. (1.2)

A intencao é encontrar uma relacao independente da rapidez ¢. Se utilizarmos as
transformagoes acima para uma particula fixa na origem do referencial S’ (no caso, o

préprio observador '), entao, ' = 0 e as relagoes se reduzem,

x = ct'sinh¢; ct = ct’ cosh ¢. (1.3)

Dividindo a relagao da esquerda pela da direita, obtemos o resultado ja dado na secgao

anterior,
tanh ¢ = E; (1.4)
c
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onde v é a velocidade com que se move o observador @' em relagao ao O. De acordo com as
propriedades das funcoes hiperbélicas, sabemos que: cosh® z — sinh? z = 1. Substituindo

a (1.4) nas relagoes da (1.2) e, fazendo uso desta propriedade, obtemos,

1 1
r=—=oo(2 +t); d=—rx— (I/E = ct') : (1.5)

V1—v?/c? V1=v?/c2 \ ¢

As relacoes acimas sao chamadas transformacoes de Lorentz. Dado o movimento de
uma particula no referencial S’, necessitamos apenas utilizar as transformacoes para saber
como sera o movimento da mesma particula no referencial S. As transformacoes inversas,
ou seja, de S para S’ surgem naturalmente ao trocar as coordenadas com linha pelas sem
linha, e, alterando o sinal da velocidade (v — —wv). Perceba que para baixas velocidades,

quando v/c — 0, as transformagoes de Lorentz tomam a forma das de Galileo.

1.4 Tempo Proéprio

O tempo préprio (representado pela letra grega 7) é o tempo que cada observador

mede no seu proprio referencial. Assim,

ds* = dr?. (1.6)
Admitindo que este é o observador ' mais uma vez (dr = dt'), este é o tempo que

ele mede enquanto percorre uma distancia de dx no referencial S do observador O. O

intervalo, dado em termos das grandezas medidas por O:

ds* = cdt* — da”. (1.7)

Igualando a (1.7) com a (1.6) e manipulando as variaveis,

ty U2
A= [ - Za 1
; /t - (1.8)

Concluimos que o tempo, medido pelo observador em movimento, ¢ sempre menor em
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relacao ao medido pelo observador em repouso. Devemos salientar que o observador nao
nota nada de estranho com seu relogio. Ele sente o tempo fluir normalmente, pois, tudo

que se move junto com ele experimenta o mesmo fenomeno de dilatacao temporal.

1.5 Contracao Espacial

Assim como o tempo é dilatado em um referencial em movimento, as dimensoes es-
paciais nele sao contraidas; o qué é esperado de acordo com a invariancia do intervalo.
Considere dois eventos que acontecem simultaneamente no referencial S’ (t' = 0). A

transformacao de Lorentz nos diz:
Ar = ——— (1.9)

como queriamos demonstrar.

1.6 Formalismo Covariante

A relatividade restrita pode ser elegantemente formulada através de equacoes tensori-
ais, o qué também torna mais facil a transicao para a relatividade geral. A primeira coisa
a se fazer é definir os componentes do quadrivetor posicao. No decorrer deste capitulo,
trabalhamos com o tempo como sendo uma dimensao a mais em nossa variedade. Assim,
os vetores passam a ser quadrivetores, por necessitarem de quatro coordenadas para serem

definidos no espacgo-tempo. O quadrivetor posicao é definido como:
= (ct,x,y, 2), (1.10)

onde o indice p corre de zero A trés, sendo 2° = ct. Mencionamos, anteriormente, que a
primeira forma fundamental da geometria diferencial fornece, de forma geral, o elemento

de linha e que se aplica a todas as variedades.
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Ela se escreve:
ds® = g, datda?, (1.11)

onde adotamos a convencdo de soma de Einstein'. Aqui, ds é o intervalo infinitesimal,
dxz* o elemento p do quadrivetor infinitesimal das coordenadas, e g,, ¢ o tensor métrico.
Em relatividade restrita, existe apenas uma métrica independente, representada por 7,

Assim, de acordo com a (1.1),

1 0 0
0 -1 0

My = 1.12

g 0 0 —1 0 (1.12)
00 0 -1

O tensor métrico 7, é conhecido como métrica de Minkowski®. O simbolo g, serd
usado para representar métricas gerais, enquanto 7, deve ser, sempre, entendido como a

métrica de Minkowski. As transformagoes de Lorentz sao dadas por:
dat = Ada' (1.13)

onde A? ¢é o tensor de Lorentz, facilmente obtido ao comparar a equagao acima com as

transformagoes dadas pela (1.5). Assim,

v 8 0 0
00

= 705 g v | (1.14)
0 0 00

onde definimos 3 = v/c e y = (1 — 52)"2.

!Sempre que houver um par de indices iguais, subentende-se uma soma sob todas as dimensdes:

3
datdz, = Y detdz,.
=0
2Em homenagem ao matemdtico Hemman Minkowski (1864-1909), quem unificou espaco e tempo
através desta métrica em 1907.



CAPITULO 2

Relatividade Geral

Este capitulo é destinado aos principios basicos que regem a teoria de gravitacao mais
bem sucedida até o momento. A relatividade geral nao é apenas uma teoria elegante e
bem aplicavel, sua formulacao representa uma quebra de paradigma na forma como com-
preendemos a gravidade. Nesta teoria, o espaco-tempo ¢ descrito pela métrica global g,,,
um campo dinamico. Assim, a relatividade geral é a primeira teoria a apresentar indepen-
deéncia de fundo. Em outras palavras, ao contrario do que ocorre em todas as formulagoes
tedricas da fisica que a precederam, o espacgo-tempo deixa de ser o palco onde atuam as
interacoes elementares, e passa a ser objeto atuante também. A gravidade manifesta-
se por curvaturas no espaco-tempo, e tem como fontes nao somente componentes que

apresentam massa diferente de zero, mas qualquer entidade dotada de energia.

2.1 Principio de Equivaléncia

Impossivel seria discorrer sobre a relatividade geral sem antes enunciar o principio de
equivaléncia. Suas consequéncias formam a base conceitual para compreender a estrutura

do espago-tempo curvo, e sua intrinseca relacgao com as fontes de campo gravitacional.

13
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Existem de fato, trés principios de equivaléncia, denominados Principio Fraco, Prin-
cipio de Equivaléncia de Einstein e Principio Forte. As formas de enuncia-los variam
bastante, sem perda de generalidade. Abaixo, as apresentamos como descritas por Wein-

berg [26].

e Principio Fraco: Todos os corpos aceleram igualmente sob a acao de um campo

gravitacional, independentemente de suas massas, formas ou composigoes.

e Principio de Einstein: Em todos os pontos do espago-tempo em um campo gravi-
tacional arbitrario, é possivel escolher um sistema de coordenadas local, que seja
inercial, tal que em uma regiao suficientemente pequena em torno do ponto em
questao, as leis de movimento tomam a forma daquelas, em um sistema cartesiano

nao acelerado, na auséncia de qualquer campo gravitacional.

e Principio Forte: Em todos os pontos do espaco-tempo em um campo gravitacional
arbitrario, é possivel escolher um sistema de coordenadas local, que seja inercial, tal
que em uma regiao suficientemente pequena em torno do ponto em questao, as leis
da natureza tomam a forma daquelas, em um sistema cartesiano nao acelerado, na

auséncia de qualquer campo gravitacional.

O principio forte é, entao, o mais geral. Ele assume que os dois principios anteriores
sao validos, acrescentando a afirmativa de que todas as leis da fisica sao as mesmas para
qualquer observador, em qualquer ponto do espaco-tempo. Em geral, ele diferencia-se do
principio de Einstein incluindo experiéncias gravitacionais no referencial do observador.
Isto é, as leis da fisica ficam inalteradas mesmo quando o corpo teste produz campo gravi-
tacional nao negligenciavel. Este principio se aplica a fendmenos que ocorrem em corpos
muito massivos, como estrelas e buracos negros; ou a sistemas onde as dimensoes dos
corpos envolvidos sao comparaveis as dimensoes dos campos gerados, como em sistemas
bindrios e em interacoes entre planetas e satélites naturais. Nao iremos nos aprofundar

mais sobre este principio.

O principio fraco tem origem nas discussoes apresentadas por Isaac Newton (1642-
1727) no Principia’. Estas, por sua vez, foram inspiradas pelas observagoes feitas por

Galileo, descritas em seu livto Two New Sciences?. Ao rolar esferas de diferentes massas

'Philosophiae Naturalis Principia Mathematica, 1687.
2Discorsi e Dimostrazioni Matematiche Intorno & Due Nuovo Scienzie, 1638.
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e composicoes sobre um plano inclinado, Galileo percebeu que a aceleracao experimen-
tada pelos corpos dependia unicamente da inclinacao do plano. Newton foi o primeiro
a discernir entre massa inercial e massa gravitacional. A primeira refere-se a resisténcia
que um corpo apresenta ao movimento, quando lhe é aplicado uma forga de carater ge-
nérico; é a entidade que aparece na segunda lei de Newton. A segunda é a responsavel
pelas interacoes gravitacionais descritas pelas leis de Kepler. A massa gravitacional ainda
subdivide-se em duas: a ativa, responsavel pela criacao de um campo gravitacional, e a
passiva, que reage as agoes do campo. Uma série de experimentos com péndulos foi feita
por Newton, a fim de identificar possiveis variagoes - na razao entre a massa inercial e
gravitacional - entre diferentes compostos materiais. Nenhuma diferenca foi observada.
Anos mais tarde, Lordand Eotvos (1848-1919), utilizando uma balanca de torgao, objetos
de madeira e platina, estabeleceu que caso exista alguma diferenca na razao de massas
entre materiais diferentes, ela deve ser menor que uma parte em um bilhao. Durante o
século XX, outras experiéncias[39] foram realizadas, e hoje sabemos que se tal variagao

existe, ela deve ser inferior & 10713,

Einstein, em posse destas observagoes, teve uma epifania em 1907, quando ja buscava
uma teoria da gravitacao que fosse compativel com a relatividade restrita. O pensamento
(que segundo ele mesmo teria sido o mais feliz de sua vida) que lhe ocorreu, foi que um
corpo em queda livre nao sente seu préprio peso. Apresentamos, a seguir, dois famo-
sos experimentos mentais muito similares, em que um observador encontra-se dentro de
uma caixa fechada, e sujeito a diferentes situagoes. No primeiro experimento, a caixa
(contendo nosso observador) estd em queda livre sob a a¢ao de um campo gravitacional.
Em uma regiao suficientemente pequena do espago-tempo, onde o campo é homogéneo, o
observador interno nao pode realizar nenhum tipo de experiéncia que detecte tal campo.
Em outras palavras, ele nao consegue afirmar se esta, de fato, em queda livre, ou se esta
longe da acao de qualquer campo gravitacional, como nas profundezas do vazio. No se-
gundo experimento, a caixa esta sobre a superficie de um corpo massivo, fonte de campo
gravitacional, como a Terra por exemplo. Dentro da caixa, o observador nao pode dizer
se esta, de fato, sobre a superficie do planeta, ou se ha propulsores na face inferior da

caixa, acelerando-a com mesma intensidade que a aceleragao gravitacional da Terra.

As conclusoes acima foram, entao, compactadas no principio de equivaléncia de Eins-

tein, anteriormente enunciado. De acordo com este principio, em uma regiao suficiente-
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mente pequena do espago-tempo munido de campo gravitacional, a acao deste campo nao
¢é detectada, de forma que a forca gravitacional assume a caracteristica de forca inercial.
Nesta regiao, a dinamica do sistema retorna aquela da relatividade restrita, na qual o

espago-tempo ¢é representado pela métrica de Minkowski.

Em geometria diferencial, segundo o axioma formulado por Gauss: dado um ponto em
uma superficie curva qualquer, é sempre possivel encontrar uma regiao suficientemente
pequena em torno deste ponto, onde a superficie apresenta propriedades euclidianas. A
semelhanca entre o principio de equivaléncia de Einstein e o axioma de Gauss é incontes-

tavel.

Einstein inferiu que a interagao gravitacional, por seu cardcter universal, deve ser
interpretada como curvatura no espaco-tempo, descrito por uma métrica global g,,. Essa
métrica, localmente plana, é compreendida como um campo na relatividade geral, assim
como suas derivadas, em analogia ao potencial e campo gravitacional newtoniano. Todas
as coisas que permeiam o Universo devem estar acopladas a ele. Nao se pode coexistir com
a métrica e nao interagir com ela. O conceito de forca gravitacional perde seu sentido, e
com isto, a ideia de particula livre também se altera. Em relatividade geral, uma particula
livre é aquela que nao esta sob a acao de nenhuma forca externa. Uma vez que a gravidade
é um efeito geométrico, uma particula sob a agao de um campo gravitacional permanece

livre.

Uma vez que nao ha referenciais privilegiados, em relatividade geral, e as leis da
natureza sao as mesmas para todos eles; as equacOes que regem essa teoria devem ser
escritas de uma s6 forma para todos os observadores, fazendo uso do formalismo tensorial.
Esta consequéncia do principio de equivaléncia chama-se principio de covariancia geral.
Segundo ele, as equacoes sao invariantes sob mudancas de referenciais e, ainda, se uma
equacao ¢ valida em relatividade restrita, ela deve permanecer valida em relatividade

geral, fazendo-se as devidas transformacoes (0 = V7, — guw).

2.2 Equacoes de Movimento

Uma particula livre, em relatividade geral, move-se pelo espaco-tempo sem estar su-

jeita a acao de nenhuma forca, embora interaja gravitacionalmente. No referencial y* da
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particula, sua linha de mundo deve ser uma linha reta no espaco-tempo:

d2Xoc
=0 (2.1)

onde o tempo préprio 7 é dado pelo elemento de linha de mundo da particula (no sistema
referencial préprio),
dr? = nudx"x". (2.2)

O elemento de linha é invariante e podemos reescrever a equagao acima em um sistema

de coordenadas qualquer,

gudxtda? = n,dx"dx
(2.3)

indicando a T1til relacao que iremos utilizar mais tarde,

o oxdY”
G = M08 G i G

(2.4)

Reescrevendo a (2.1) em um sistema referencial genérico,

- )
dr \ Oxt dr

Py dx* da” N ox“ d*x#
Oxtdx¥ dr dr — Oxt dr?

9?x® 0z dat da¥ n ox® 0> d*z*
OxtdxY Ox® dr dr  Oxt Ox® dr?
d*z? y\ dzt dx”

dr? wdr dr

onde contraimos de acordo com a relagao,

ox* Oz \
ur Oxe 07 (2.6)

A (2.5) é chamada equacdo da geodésica, e rege as leis de movimento para corpos

livres, em relatividade geral. Note que para o espago-tempo plano (g, = 7u), recaimos
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na equacao da particula livre na relatividade restrita d?z*/dr* = 0. Nos passos feitos

para chegarmos a equacao da geodésica, definimos

\_ e o
W 9k dar O’

(2.7)

intitulado simbolo de Christoffel de sequndo tipo, ou conexao afim. Note que a conexao, as-
sim definida, é simétrica nos indices covariantes; isto nao acontece em variedades munidas
de tor¢ao. Existe também o simbolo de Christoffel de primeiro tipo I',, 5. Os dois tipos sao
relacionados subindo ou baixando o fndice que nio pertence a simetria (I'7, = 9T ).
Devemos lembrar que esta conexao nao é um tensor, pois nao se transforma como tal. As-
sim, nao é possivel subir ou baixar os outros indices, o simbolo existe apenas nestas duas
formas enunciadas. Veremos que esta conexao desempenha papel singular em relatividade

geral. Multiplicando a equacao acima por % e contraindo, obtemos

s _ X
oz M Qrrdxv’

(2.8)

2.3 Consideracoes Sobre a Métrica e Conexao Afim

Antes de discorrer sobre as caracteristicas e propriedades fisicas e matematicas da
métrica e da conexao, é interessante demonstrar a relacao entre essas duas quantidades.

Tomando a derivada parcial da (2.4) com relacdo a coordenada z?,

Oy _ x> ox® o _0°x"
o> Ml ox Ozt Oxv lf ozt Ox Oxv
, Ox*Ox” , Ox*Ox°

o5 e G T Gt O
ngFZA + gl
= Fu/\y + F)\Vl“ (29)

onde utilizamos a (2.8). Permutando os indices do termo ao lado esquerdo da igualdade

na equacao acima, obtemos mais duas relagoes:

agu)\
oxt

— Tyr + Dy (2.10)
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ag)\,u
oxv

= Taup + Do (2.11)

Somando as duas equagoes acima, subtraindo a (2.9) e fazendo uma pequena mani-

pulacao das variaveis, obtemos:

1 (8gm L 99w 39;w) ' (2.12)

T = =
mA T g\ 9k oxY oz

Por vezes, chamamos a quantidade acima de conexdao métrica, por sua intrinseca rela-
¢ao com a métrica g,,,. Veremos, ao longo desta dissertacao, que em teorias alternativas a
relatividade geral, a conexao afim pode diferir da conexao métrica. Ambas tém profundo
significado fisico em relatividade geral. Uma variedade Riemanniana é uma variedade
diferenciavel, dotada de produto interno. A métrica é o objeto que da a estrutura deste
produto interno, como vimos pela (2.4); ela também é necesséaria para definir angulos e
comprimentos, vide a (1.11). Essa variedade diferencidvel é um conjunto formado ao unir
diversos mapas, localmente planos, gerando um atlas®. A conexdo afim, como o préprio
nome elucida, conecta estas cartas, que nada mais sao do que espacos tangentes definidos
em diferentes pontos da variedade. Assim, a conexao é quem garante a diferenciabilidade
da variedade; define a derivada covariante e consequentemente o transporte paralelo de ve-
tores, como veremos a seguir. Tais nogoes estao fortemente relacionadas com a curvatura
da variedade, no nosso caso o espaco-tempo. Fisicamente, interpretamos o campo métrico
como o potencial do campo gravitacional, sendo constante longe das fontes. Similarmente,
as derivadas do potencial, que fornecem a conexao, representam o préprio campo. Isto
pode ser facilmente compreendido se refletirmos sobre a construcao da relatividade geral.
Se assumirmos valido o principio de equivaléncia, entao devemos interpretar a interagao
gravitacional como sendo inercial, isto é, podemos anular os efeitos gravitacionais, local-
mente, fazendo uma simples mudanga de referencial, assim como na (2.1). Portanto, o
campo gravitacional deve ser representado por um objeto matematico que nao seja um
tensor, pois se este é nulo em algum referencial qualquer, entao sera nulo em todos. A co-
nexao afim nao tem carater tensorial, podendo valer zero em um determinado referencial

mas nao em qualquer referencial.

3Estas quantidades sdao objetos de estudo da topologia e da geometria diferencial. Para maior deta-
lhamento, o livro do senhor Carroll[21] introduz, no segundo capitulo, o célculo em variedades de forma
bastante rigorosa.
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2.4 Transporte Paralelo

Vetores em coordenadas cartesianas tem suas bases fixas, porém, sabemos que ao
tomar a derivada de um vetor escrito em coordenadas genéricas, devemos derivar nao
apenas as componentes do vetor como também os versores. O mesmo principio se aplica
no calculo tensorial. A variacao de um vetor em relacao a coordenada z¢ é dada pela
derivada covariante, a saber,

V. VP = ove + T8 V. (2.13)
ox® et

A derivada covariante de um tensor de ordem (p, q) gera outro tensor de ordem (p, g+
1), ao contrario da derivada parcial, cuja transformagao sé é tensorial em espagos planos.
A conexao tem a funcao de corrigir a variacao do sistema de coordenadas ao longo de uma
curva. Tomemos um vetor genérico V' no ponto % e o deslizemos infinitesimalmente até
o ponto z* + dz* de uma geodésica, tal que seu angulo em relacao a tangente da curva
permaneca constante. Este processo é chamado transporte paralelo. Ao juntarmos a

origem do vetor original e do vetor deslizado e medirmos sua diferenca, o resultado é dado

em termos da conexao afim: §V* = —I’gv‘/"’dmﬂ . A derivada covariante da métrica é nula,
Vol =0, (2.14)

podendo ser facilmente verificada através da (2.12).

2.5 Curvatura

O transporte paralelo é bastante 1til tanto para visualizar o que é a curvatura de
uma variedade, quanto para medi-la quantitativamente. Tomemos como exemplo uma
hiper-superficie S qualquer. Uma pequena regiao desta superficie é limitada por curvas
geodésicas, tal que a hiper-drea definida dentro do contorno seja AA%*. Dado um vetor
V< definido na interseccoes de duas destas curvas, vamos transporta-lo paralelamente ao

longo de todo o circuito até que ele retorne ao ponto de origem. O vetor deslizado e o
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vetor original nao coincidem, como vimos acima. A diferenca serda dada por

AV = — 7{ g Vda’
28
[ _atsi)
2 Js oz Oxf
Loy 2] L
T2 o 2P ’ (2.15)

onde utilizamos o teorema de Stokes. Como a regiao da hiper-superficie contornada pelas
geodésicas ¢ muito pequena, consideramos que os termos dentro dos colchetes permanecem
constantes na integracdo. Ademais, como o vetor foi transportado paralelamente durante

todo o percurso, sua derivada covariante é nula, tal que

5, V7 = —%. (2.16)
Substituindo a relagao acima na equagao (2.15), encontramos
AV® = —%RSWV”AAW, (2.17)
onde definimos o tensor de curvatura de Riemann,
= % - %2%” + T8, T%, — TG, (2.18)

Concluimos que o vetor original e o vetor transportado s serao idénticos caso o
tensor de curvatura seja nulo. Este é o tensor mais geral que pode ser construido a partir
da métrica e suas derivadas de primeira e segunda ordem, sendo linear nestas ultimas.
Entretanto, é possivel gerar outros tensores a partir deste, fazendo uma contracao com a
métrica. O tensor de Ricci,

Rys = R}, (2.19)

e o escalar de curvatura,
R=g"Rp. (2.20)
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2.5.1 Propriedades do Tensor de Riemann

Vamos listar, a seguir, trés importantes propriedades de simetria do tensor de curva-
tura, os quais aplicaremos logo mais. Para tanto, vamos fazé-lo com o tensor escrito em

sua forma totalmente covariante: R,yxg = ngg‘/\ﬁ. Expresso abertamente,

1 829"/)\ 8290)\ azgoﬁ 8297[3 n v n o
B = 2 (8x"ax5 0280 * 070> Ox7dx> + G (FB”FW‘ e vﬁ) - (221)

sendo mais facil a verificacao das propriedades citadas abaixo:

e Simetria: R(m)\/g = R)\gg,y.
e Anti-Simetria: Ryyng = —Ryong = —Roypr = Royopa.

e Ciclicidade: Rg,y)\g + Rggq/,\ + Rg)\g,y = 0.

2.5.2 Identidades de Bianchi

Continuamos a investigacao acerca do tensor de curvatura mostrando que este obedece
as identidades de Bianchi. Essa qualidade se mostrara muito valiosa nas segoes seguintes,
quando falarmos sobre as equagoes de campo de Einstein. A derivada covariante do tensor
de curvatura (2.21), tomada em um ponto onde possamos adotar um referencial inercial

tal que as conexoes, porém nao suas derivadas, sejam nulas, se escreve

VTRO"}/Aﬁ -

10 ( 8297>\ 3290>\ 82906 azgwﬁ > (2.22)

2007 \ 927028~ 928027 0202 9170z

As identidades sao obtidas permutando-se o indice da derivada com os dois ultimos

indices do tensor de curvatura, tal que:

V’TRO"YAB + VBRG'YT/\ + VARU’Y,BT = 0. (223)

A importancia desta relacao se fard clara a seguir. Facamos uma contracao com ¢°*,
tal qual fizemos para obter o tensor de Ricci. No segundo termo, aplicamos a propriedade

de anti-simetria em seus terceiro e quatro indices, e entao contraimos. A respeito do
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terceiro termo, lembramos que a derivada covariante da métrica ¢é nula.

V.R,;—VsR,, + V\R; =0. (2.24)

BT

Contraindo com ¢"”:

0 = V,R—VsR—V,\R)
1
0 = V.= VR

1
0 = Vv, <R¢ - §R6¢> . (2.25)

Multiplicando os termos por g™, obtemos por fim:
1
Vi <R“” — §Rg‘“’> =0. (2.26)

A quantidade dentro dos parénteses é denominada tensor de Einstein,
v v 1 v
G" = R" — §Rg“ . (2.27)

Embora o quadri-divergente do tensor de curvatura nao seja nulo, através das identidades
de Bianchi, pudemos encontrar um outro tensor que o seja. Na secao seguinte veremos
que esta relacao esta intrinsecamente ligada com a ideia de Einstein de que a deformagao

geométrica do espago-tempo ¢ originada pelas fontes de energia.

2.6 Tensor Energia-Momento

O tensor energia-momento 7", em relatividade, é um tensor simétrico que descreve
o fluxo da componente p do quadri-momento p* através da hiper-superficie com z” cons-
tante. Este tensor é de grande utilidade pois pode ser escrito para qualquer objeto fisico
que contenha energia, seja este descrito por um sistema de particulas ou campos. As

componentes do tensor energia-momento sao,

e T%: Densidade de energia.
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e T: Densidade de momento linear.
e T": Tensao normal na direcao 4, pressao.

o T%(i # k): Tensdo de cisalhamento.
Abaixo, citamos a forma do tensor energia-momento para trés tipos de sistemas.

e Campo Eletromagnético F'*:

1
TH = FHFYT — Z—Lg‘”’Fg)\F"A, (2.28)

A, DA,

ozt oxv

onde F},, = é o tensor do campo eletromagnético.

e Sistema de Particulas Pontuais:

m

1 d
™" = 7= Zmn / 5 (x — xn)%dxz, (2.29)

onde m,, indica a massa da n-ésima particula, assim como x! representa a compo-

nente v do vetor de posicao da n-ésima particula.

e Fluido Perfeito:
T = (p + %) u'u” — pgh”. (2.30)
c

onde ut = dz* /dr é a quadri-velocidade do fluido.

O quadri-divergente do tensor energia-momento é igual a densidade da quadri-forca ex-
terna que atua no sistema. Em um sistema isolado, 7" é uma quantidade covariantemente
conservada:

v, " = 0. (2.31)

Esta relagao ja era conhecida para sistemas em variedades planas (907" /0z* = 0).
Einstein sabia que este deveria ser o tensor que representaria as fontes do campo gravita-
cional. Por tal motivo, ele buscou um tensor simétrico, com base no tensor de curvatura,

que fosse uma quantidade conservada.
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2.7 Equacoes de Campo

O tensor energia-momento é tido como a fonte de campo gravitacional, deformando
a geometria do espaco-tempo. O desenvolvimento do texto até agora foi direcionado a
este ponto crucial da teoria. Igualando (2.26) e (2.31), e integrando, obtemos as famosas

equagoes de campo de Einstein,

1
R — SRy = KT, (2.32)

um conjunto de 10 equacgoes diferenciais de segunda ordem.

As equacoes de campo, nesta forma tensorial, tem uma estrutura intencional; os termos
ao lado esquerdo da igualdade representam a geometria, enquanto ao lado direito temos
as fontes do campo. John Wheeler (1911-2008) sintetizou em uma unica frase as ideias
por tras desta equacao: "FEspaco-tempo diz a matéria como se mowver; matéria diz ao

espago-tempo como se curvar’[40].

2.7.1 Limite de Campo Fraco e a Constante de Einstein k&

A relatividade geral (em quatro dimensoes) deve recair na mecanica newtoniana, den-
tro dos limites de campo fraco. Dada uma particula que se move lentamente em um

campo gravitacional fraco e estatico; reescrevemos a (2.5) como
d?z cdt\”

+T | — ) =0, 2.33
dr? 0o ( dr > ( )

onde desprezamos os termos espaciais da quadri-velocidade, uma vez que a particula se

move lentamente. Como o campo ¢ estatico, a conexao fica

1 9900
'ty = —=g"'——. 2.34
00 29 v ( )
A métrica que representa o campo fraco é dada por uma perturbacao na métrica de
Minkowski:

g =M + ", (2.35)
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tal que |¢"| < 1. Substituindo na (2.34) e esta na (2.33), obtemos em primeira ordem

2
d? ot :1 HV% (Cdt) . (236)

dr? 277 orv \ dr

Uma vez mais, utilizando o argumento de campo estético, e que dt/dt é constante,

d*x 2

ﬁ = —EVG()(), (237)

onde V é o gradiente tridimensional e nao deve ser confundido com a derivada covariante.

Em mecanica newtoniana, o gradiente do potencial gravitacional é

d*x
= —— 2.38
vo=-2%, (2.39)
de forma que a (2.37) fornece a relacao
2
€00 = C—f + b, (239)

onde b é uma constante. O potencial gravitacional newtoniano é dado por:

6= (2.40)

e tende a zero quando a distancia tende ao infinito. Exigimos que a métrica se torne a de
Minkowski para grandes valores de r, sendo que para isso b = 0. Assim, concluimos que
goo =~ 1+ 2¢/c%. De acordo com a equacao de Poisson gravitacional, inferimos:

8rGp

2

V2(b = —47TG/) — V2900 = —

(2.41)

onde G ¢é a constante universal da gravitacao e p é a densidade de matéria nao relativistica
que produz este campo fraco. Sabemos que, de acordo com a (2.30), Ty = *p. Assim,
para que as equacoes de campo sejam vélidas para campos fracos, exigimos que, neste
limite, Goo = VZ2goo. A constante de Einstein é dada, entao, por k = —87G/ct. As
equagoes de campo, tornam-se

G

4

1
R — SRy = —= 7T (2.42)

Cc
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2.8 Equacoes de Campo pelo Principio Variacional

O principio variacional é amplamente usado nos estudos envolvendo relatividade geral
e cosmologia. Este fato deve-se a simplicidade de se obter as equacgoes de movimento a
partir da variacao da agao, uma vez que tenha se fixado uma lagrangiana. Visando obter
as equagoes de campo, vamos considerar uma agao S, para o campo gravitacional e uma
Sy para as fontes deste campo, tal que 05, + 65y = 0. A acao é dada pela integral no
tempo da lagrangiana do sistema. Exigimos que esta lagrangiana seja uma funcao escalar
e invariante de Lorentz, para que esteja de acordo com os postulados da relatividade geral.

A acao,
A3

S:Sg+5f:167TG

1
/d4m\/—gR+E/d4m\/—g£f, (2.43)

onde R é o escalar de Ricci, g é o determinante da métrica e L5 ¢é a densidade lagrangi-
ana das fontes de campo, um escalar de peso zero. A quantidade \/—gd*z representa o
elemento invariante de hiper-volume, sendo y/—g¢ uma densidade escalar de peso —1 e d*z

uma densidade de peso 1. A variacao de S, em relagao a g"”,

c3 .
0S5, = T6nC /d x (6\/—9R+ \/—géR)
c 4 1
= — — 1224 pnv v
670 /d x\/—g ( 2ng,6g + R,,09" +g 5Rw,) ) (2.44)

Os dois primeiros termos ja estao escritos em termos de dg"”, como desejamos. A

variacao do tensor de Ricci,

d o d o o A o A o A o A
OR,, = %(TW — @(H‘w + 5FJ)\FW + FU/\(SFW — (5FW\FW — Fw\dflw. (2.45)

Embora a conexao afim nao seja um tensor, sua variagao 0I'y, o é; sendo possivel

definir sua derivada covariante. A (2.45) se reduz a

SRy = Vo017, — V,0T7,. (2.46)

Retomando a integral (2.44), o terceiro termo ao lado direito da igualdade, que cha-
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maremos de Z3, fica

7, — / d'zy/=gg" (V0T%, — V,017,)

_ / d4a:\/—_gvg (9"oT, — g"7oT7,)
B
_ ]{ V=967, — J=gg""oT", )

0.

(2.47)

onde aplicamos o teorema de Gauss, transformando a integral volumétrica em uma integral
de superficie na qual dS, é o elemento de hiper-superficie. A variagao, porém, é nula
nesta hiper-superficie (extremidades fixas), zerando o termo Z3 na integral (2.44). Este
tratamento é bastante comum e o utilizaremos diversas vezes ao longo do texto. A variacao

da acao do campo fica

o 4 1
= N/ — R, ——R m 2.4
05 167G /d A ( w9 gW) %9 (2.48)

O tensor energia-momento é definido,

2 0(W—9Ly).
Ty = = (2.49)

tal que a variacao da acao total se torna:

87TG
— _ HY
167TG/ T/ — ( w Rg#,, l,) dg 0. (2.50)

A variacao 0g"” é arbitraria, tornando nula a quantidade dentro dos parénteses. Assim,

obtemos as equacoes de campo de Einstein,

1 e
Rw, — §ng, = ——Tw,. (2.51)

ct
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2.8.1 Abordagem de Palatini

A variacao da acao de Einstein-Hilbert, da forma realizada acima, assume, a priori,
que a conexao afim é, de fato, a conexao de Levi-Civita. FEsta nao é, entretanto, a
abordagem mais geral que podemos fazer para obter as equacoes de campo a partir de
primeiros principios. A abordagem de Palatini* consiste em tratar a conexao afim como
quantidade, a priori, independente da métrica. A acao para o campo gravitacional é
funcao destas duas quantidades e deve ser variada em relacao a elas separadamente. A
variacao da acao (2.43) em relagao a conexao se dé apenas pelo tensor de Ricci, de acordo

com a (2.46) temos,

V=99" Ry, = 017, [0:V (V—99"") — Vs (V—=99"")] = 0, (2.52)

onde descartamos previamente os termos de superficie, de acordo com o teorema de Gauss.

A variacao da conexao é arbitraria, mas devido a simetria em seus indices covariantes

(ndo hé torgao) devemos simetrizar a quantidade dentro dos colchetes,
—5 UV (V=99") + 5“% (vV=99"") = Vo (vV=9g") = 0. (2.53)

A contragao da equagao acima com d;, ou 0, gera

V. (V=99") = 0; (2.54)

enquanto a contragao com g,,, junto com o resultado acima apresentado, prove

Vo (V=99") =0— V,g" =0, (2.55)

indicando que o tensor métrico é transportado paralelamente. Na relatividade geral,
mesmo quando abordada como quantidade independente, a conexao afim é dada pela
conexao métrica (vide segao 2.3). Veremos, posteriormente, que agdes alternativas podem

gerar diferentes resultados.

YErroneamente atribuida & Attilio Palatini (1889-1949), foi desenvolvida por Einstein em 1925[41].
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2.9 Constante Cosmoldgica

Einstein havia chegado neste sistema de equagoes diferenciais em 1915, época em que,
devido a falta de dados observacionais, acreditava-se que o Universo era estatico. Acre-
ditando que a gravidade implicaria na contracao do Universo (pelo seu carater atrativo),
Einstein introduziu um termo extra as equagoes de campo, em 1917. Este termo deveria
acarretar uma distribicao quasi-estatica de matéria.

&G

1
R#y — §ng, + Ag/“’ = —7T#V. (256)

A constante cosmoldgica de Einstein A deve ser extremamente pequena ou a relatividade
nao recairia na mecanica newtoniana na aproximacao de campo fraco. Ainda ha conser-
vacao do tensor de Einstein V,G*" = 0, porém, a geometria nao depende mais apenas

das derivadas da métrica.



CAPITULO 3

Cosmologia

A cosmologia é, possivelmente, uma das mais antigas ciéncias praticadas pela humani-
dade, havendo registro de ideias babilonicas que datam de trés mil anos antes de Cristo[42].
Embora a abordagem feita pelos povos do passado nao tenha sido estritamente cientifica,
da forma como concebemos, é interessante notar que questoes a respeito de nossa origem

e evolucao, enquanto natureza, sempre estiveram presentes no pensamento humano.

O berco da cosmologia moderna esta no advento da relatividade geral, assim como no
desenvolvimento de telescépios que permitem observar o Universo em um largo intervalo
do espectro eletromagnético - de ondas de rddio aos raios-gamma. O primeiro instrumento
a detectar fontes astronomicas de ondas de radio, em 1931, era uma antena construida
por Karl Guthe Jansky (1905-1950), o que inspirou a criagao pioneira de Grote Reber
(1911-2002): um radiotelescépio instalado no quintal de sua casa, em 1937. Este tipo de
aparato foi fundamental para o descobrimento de estruturas astronomicas como as estrelas
de néutrons e galdxias distantes, por exemplo. Outros tipos de telescépios (infra-vermelho,
raio-x), desenvolvidos mais tarde, permitiram uma melhor compreensao quanto a formagao
estelar, e também de maiores estruturas como galdxias. As observagoes astronomicas sao

fundamentais para a formulacao de uma teoria de evolugao consistente do Universo.

31
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3.1 O Principio Cosmolégico

O principio cosmolégico estabelece um ponto de partida para o estudo do Universo,
afirmando que este, em larga escala, é homogéneo e isotrépico. Como consequéncia, nao
assumimos uma posicao privilegiada no espaco, como se acreditou por tanto tempo. Este
principio foi proposto por Edward Milne (1896-1950) durante os anos trinta e, posteri-
ormente, reforgado pelas observagoes de Walter Baade (1893-1960), as quais indicavam
que a Via Lactea ¢ uma galéxia tipica, sem propriedades especiais quando comparada as
suas semelhantes. Em outras palavras, o principio indica que dois observadores, mesmo
que localizados em galdxias distantes entre si, terao a mesma interpretagao do Universo.
Isto nao significa, porém, que observadores experimentam as mesmas coisas em qualquer
ponto espacial do Universo. A superficie de Vénus continua sendo muito mais quente que
a da Terra, e certamente os arredores de um buraco-negro sao munidos de um campo
gravitacional muito mais forte que os arredores do Sol. Entretanto, em larga escala, as
propriedades fisicas de todos os pontos do Universo sao idénticas. Quao larga deve ser
esta escala? Evidentemente muito maior do que as maiores estruturas presentes no Uni-
verso. Assim, tal conceito ainda é subjetivo, uma vez que enormes objetos ainda sao

1 Estabelecemos, entdao, que o principio cosmoldgico pode

identificados por astronomos
ser admitido a partir de algumas centenas de megaparsecs. Um parsec (pc) é definido
como sendo o cateto adjacente de um segundo de arco quando o cateto oposto vale uma

unidade astrondomica; mais especificamente 1pc~ 3261 anos-luz.

3.2 Universo em Expansao

Anteriormente as revelacoes fornecidas pela relatividade geral, acreditava-se que o
Universo era estético (em larga escala); isto é, pensdvamos que, exceto pelos movimentos
peculiares do astros, as distancias inter-galdcticas permaneciam constantes. As equacoes
de campo de Einstein, entretanto, mostram o contrario. Em 1922, Alexander Friedmann
(1888-1925) demonstrou, a partir destas equagoes, que um Universo composto por matéria

deveria sofrer uma expansao desacelerada[l]. Em 1927, Georges Lemaitre (1894-1966)

'Em 2012, o grupo liderado por Roger Clowes descobriu o Huge-LQG, um sistema formado por 73
quasares medindo 4 bilhoes de anos-luz de comprimento - a maior estrutura ja identificada no Universo
observével - colocando em xeque o principio cosmolégico [43].
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apresentou, de forma independente, resultados similares[2]. Na segao 2.9 do capitulo
anterior, mencionamos que Einstein introduziu a constante cosmoldgica por acreditar
que sem ela, suas equagoes de campo implicariam em um Universo em contragao. Por
tais motivos, Einstein foi bastante cético em relacao aos resultados apresentados por
Friedmann e Lemaitre. Edwin Hubble (1889-1953) confirmou[3], em 1929, através de
diversas medigoes observacionais, que o Universo estaria, sim, se expandindo e que a
velocidade de recessao dos astros era diretamente proporcional as respectivas distancias,

assim como previsto por Lemaitre. Esta ficou conhecida como a lei de Hubble,
v = Hyr, (3.1)

onde v é o vetor velocidade de recessao (ou afastamento) entre dois objetos separados
por uma distancia r. A chamada constante de Hubble vale Hy = 100hkm s~ 'Mpc™t,
onde a constante adimensional h = 0.67 £0.012[44]. Apds essa constatagao observacional,
Einstein referiu-se a sua constante cosmoldgica como sendo o "maior erro” de sua vida. Nao
apenas pelo seu trabalho original ser capaz de prever a observada expansao do Universo,

como pelo fato de que a adicao da constante cosmoldgica nao levaria ao equilibrio.

Esta lei nao é absoluta, como mencionamos anteriormente, ela é vélida apenas para
larga escala, quando as velocidades peculiares dos astros e, consequentemente, suas inte-
racoes, forem despreziveis. O leitor nao deve confundir a "larga escala” aqui citada com
a mesma enunciada para o principio cosmoldgico. A expansao ja é observada para pares
de galaxias sem um poco de potencial gravitacional em comum; dezenas de megaparsecs

cabem perfeitamente nessa nocao de escala.

3.2.1 Coordenadas Comoveis

No ambito da relatividade geral compreendemos esse efeito de afastamento das gala-
xias como expansao do préprio espaco. Se aplicarmos a (3.1) para um par de galdxias
suficientemente distantes entre si, concluimos que estes se afastam com uma velocidade
superior a da luz. Entretanto, isto nao implica em uma violagao da relatividade restrita
se admitirmos que estes objetos nao estao, de fato, se movendo ultra-relativisticamente no

espaco, mas que este estd se expandindo. Metaforicamente, podemos visualizar o espaco
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como a superficie de um balao contendo intimeros pontos representando galaxias; ao ser
inflado, o balao se expande e, consequentemente, a distancia entre cada par destes pontos

aumenta.

A adocao de um sistema de coordenadas que acompanha a expansao se faz muito 1til,
a este damos o nome de sistema de coordenadas comoveis. Neste sistema, a posicao dos

astros é fixa; o vetor posicao que conecta um par de galaxias fica
r(t) = a(t)x, (3.2)

onde a(t) é chamado fator de escala e x é a posicao fixa objeto no novo sistema de

coordenadas.

Figura 3.1: A representacao de um sistema A
de coordenadas comével é dada ao lado por
uma grade. Ela se expande junto com o Uni-
verso, mantendo fixa a posicao dos objetos
neste sistema. Cada sub-aresta tem valor
a(t) que, de acordo com principio cosmolé-
gico, depende apenas do tempo. Convenci-
onamos que o valor do fator de escala atual

¢ igual a unidade. %

Tempo

A derivada temporal da (3.2),

% — ix = gr, (3.3)

onde v = dr/dlt e x é constante, pois é a coordenada do sistema comével. O ponto
sobre-escrito representa a derivada temporal. Definimos, entao, de acordo com a (3.1), o

parametro de Hubble

H(t) = 22, (3.4)

tal que este equivalha a constante de Hubble no presente: H(0) = Hy. Por convencao,

estabelecemos que, atualmente, o fator de escala é igual a unidade a(0) = 1; assim Hy =
a(0).
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3.2.2 Desvio para o Vermelho

O afastamento das galaxias é percebido gracas as medigoes do efeito Doppler. A
radiacao eletromagnética emitida por objetos que estao se afastando sofrem um desvio
para o vermelho (o comprimento de onda é alargado). Ao longo de todo o texto, usaremos
a terminologia em inglés redshift para designar este desvio para o vermelho. Sabemos
que uma onda eletromagnética que chega a Terra sofreu um redshift aplicando a técnica
de espectroscopia para analisar a fonte emissora, ja que esta é composta por elementos
quimicos que emitem radiacao em uma sequéncia bem definida. O redshift z é definido

CcOo1mo

2= —— (3.5)

onde A\, é o comprimento de onda observado, enquanto A\, representa o comprimento
de onda emitido. Vamos, agora, encontrar uma relacao entre o redshift e o fator de
escala; esta se fara bastante util quando necessitarmos de solugoes numéricas para mode-
los cosmolégicos. Consideremos um raio de luz que se propaga radialmente, o intervalo

espaco-temporal deste raio é nulo ds? = 0. Assim, para um observador aqui na Terra

dr?

— 2 2142 2
O—dT —Cdt —a(t)l_—er,

(3.6)
em coordenadas comoveis. A métrica assim é intitulada métrica de Friedmann-Lemaitre-
Robertson-Walker, ou simplesmente FLRW; a constante k£ mede a curvatura do espago.
Na segao a seguir, discorreremos sobre esta métrica e a geometria do Universo. Assumindo
que este raio de luz deixa sua galdxia de origem (r = 0) no instante ¢, e atinge a Terra

(r=ry) em t,,

to Tt
/ L dt = / _ar (3.7)
t, a(t) o V1—Fkr?

Consideremos, agora, outro raio de luz que deixa a mesma galaxia, propaga-se radi-
almente e é observado na Terra assim como o primeiro, porém, alguns instantes depois.
Este raio é emitido no instante t, + dt. e observado em t,+dt,. Como a distancia comdvel,

aqui representada por r, nao varia entre estes dois casos; igualamos

to c to+dto c
/ C = / s (3.8)
te a(t) te+dte a(t)
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Geometricamente, as integrais acima resultam na area abaixo da curva dada por
c/a(t). Como grande partes destas dreas estd sobreposta, a relacao (3.8) equivale a dizer

que as areas fora da intersecgao sao idénticas,

tetdte . to+dto .
/ . / < g, (3.9)
o alt) w o oalt)

Admitindo que os intervalos de tempo sao suficientemente pequenos, de forma que a

variacao do fator de escala seja desprezivel, a integral acima resulta

c c dt. a(t.
——dt, = ——dt, - — = <—) (3.10)
a(t.) a(t,) dt, alt,)

A expressao acima nos diz que, em um Universo em expansao, o intervalo entre a
emissao e a observacao de um quanta de luz aumenta na mesma proporc¢ao que o fator de
escala. Se pensarmos nos raios de luz do exemplo acima como cristas sucessivas de uma

mesma onda eletromagnética, a razao entre os comprimentos de onda emitido e observado

sera dada por:

e _ _ (3.11)

Combinando a equagao acima com a defini¢ao (3.5), o redshift em fungao do fator de
escala
p=——1, (3.12)

onde jé reescalonamos a(0) = 1.

3.3 Meétrica de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker

A criacao de um modelo baseado na relatividade geral, seja para descrever movimentos
planetarios, um buraco negro, um sistema binario ou o Universo como um todo, tem
como ponto central a construcao da métrica que descreve o sistema. Esta tarefa nao
é trivial; requer a assuncao de alguns principios conceituais e o talento de transcreve-
los matematicamente. Simplificadamente, vamos encontrar a métrica que descreve um

Universo em expansao de acordo com o principio cosmologico.
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Em 1923, Hermann Weyl (1885-1955) introduziu a ideia de que haveria uma classe
de referenciais privilegiados no Universo: aqueles que acompanham o movimento médio
das galdxias[45]. Seu postulado, que introduziremos a seguir, nos conduz naturalmente
a adogao do referencial comdvel, o qual discutimos na secao 3.2.1. Weyl assumiu que as
galdxias, ou aglomerados de galaxias como consideramos hoje, tem velocidades peculia-
res despreziveis em relagdo a velocidade média entre elas (expansao). Neste referencial
comovel, entao, os aglomerados estao fixos. Ele ainda acrescentou que os aglomerados,
sem interagir entre si, assumem um movimento especial no espago-tempo e comportam-se

como um particulas de um fluido perfeito. Formalmente, o postulado de Weyl:

e As linhas de mundo das particulas do fluido formam uma congruéncia de geodésicas

do tipo timelike, divergindo em um ponto no infinito passado ou futuro.

Em outras palavras, uma vez que os aglomerados estao fixos no sistema comovel, suas
trajetérias no espaco-tempo cruzam perpendicularmente a hiper-superficie do tipo space-
like (t constante) e nao se cruzam, exceto por um ponto localizado em um tempo infinito
no passado ou no futuro. Para construir este referencial, escolnemos uma destas hiper-
superficies. Cada ponto dela é atravessado por uma tunica linha de mundo correspondente
a uma particula do fluido. As coordenadas espaciais sao constantes e moram no espaco
tangente T a essa hiper-superficie, entao para qualquer vetor v € T, seu quadri-vetor
correspondente serd v* = (0,v). A quadri-velocidade de cada uma dessas particulas tem
apenas a componente temporal como nao nula, v” = ¢dy. Assim, o produto interno entre

estas quantidades deve ser igualmente nulo,

0 = u, " = guu”v" = cgov". (3.13)

Nenhuma consideragao foi imposta a v#, exceto que ele more no espago tangante a
hiper-superficie. Concluimos entao que g, = 0, ou seja, a métrica de nosso espaco nao
deve conter termos cruzados com a parte temporal. Para que a coordenada temporal esteja
de acordo com o tempo proprio de cada um desses observadores privilegiados, fazemos

goo = 1. O elemento de linha, entao,

ds® = *dt* — do® = Pdt* — hyyda'da’. (3.14)
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A condicao de homogeneidade exige que a dependéncia temporal de h;; seja dado por

um fator comum a todas as coordenadas, sendo este o fator de escala a(t), tal que
do® = a(t)g;da'dx’. (3.15)

Ademais, a condicao de que esta hiper-superficie seja isotrépica sobre todos os pontos
requer que o o quadrado do elemento de linha espacial do dependa de x e dx apenas pelos

invariantes rotacionais dx?, x - dx e x?. Em coordenadas esféricas,

gijdatde? = A(r)r*dr® + B(r) (dr® + r*df® + r* sin® 0d¢?)
= [A(r)r* + B(r)] dr* 4+ B(r)r* (d6> + sin® 0d¢*)
= A(r)dr® + B(r)r* (d6* + sin 0d¢?) . (3.16)

Podemos reescalonar a varidvel radial, tal que r* — B(r)r? e também a funcao radial

A(r) — A(r). O elemento de linha fica

gijda'da’ = A(r)dr? + r* (d6* + sin® 0d¢?) . (3.17)

Agora, precisamos encontrar a func¢ao radial A(r). O espago em que estamos traba-
lhando é dito mazimamente simétrico; isto pois espacos que sao isotrépicos sobre todos
os pontos (implicando também em homogeneidade) admitem o nimero maximo possivel
de vetores de Killing?. Claramente, estes espacos devem ser munidos de uma curvatura
constante K, a qual define unicamente o espaco simétrico. O tensor de Riemann de um

espaco maximamente simétrico é dado por?
Rijkl =-K (gikgjl - gilgjk) . (3-18)

A contragao com a métrica resulta no tensor de curvatura, R;; = —2Kg;;. Calcu-

lando as componentes nao nulas deste tensor, através das conexoes, e igualando com este

ZVetores de Killing ¢* obedecem a relagio V;¢? +V,;¢* = 0. Eles definem as isometria infinitesimais da
variedade, isto é, qualquer movimento feito sobre um vetor de Killing, na hiper-superficie, deixa inalterada
a geometria.

3A demonstracio é longa e foge ao escopo deste texto, sendo possivel encontra-la claramente em
Weinberg, segao 13.2[26].
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resultado, obtemos a fungao A(r) = (1 — Kr?)~!. Por fim, a métrica mais geral para um

Universo homogéneo e isotrépico em expansao,

dr?

2 2 2
ds® = dt —a(t) m

+ 7% (df? + sin® 0d¢?) | , (3.19)
onde a constante de curvatura K pode, a priori, assumir qualquer valor. Para analise
geral, o médulo da constante de curvatura nenhuma importancia tem, e sim, se ela assume
valores negativos, positivos ou nulo. Para tanto, definimos a constante k = K/|K| que
pode valer +1, —1 ou 0; e reescalonamos a varidveis r — r+/|K| e a(t) — a(t)/\/|K].
Assim, a métrica intitulada métrica de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker define o

elemento de linha,

dr?

2 2 2
dS —dt —CL(t) 1——167"2

+ 7% (df® + sin® 0d¢?) | . (3.20)

3.3.1 Geometria Espacial do Universo

A métrica de FLRW admite trés tipos de geometria espacial para o nosso Universo,
a saber: hiper-esférica, hiper-hiperbdlica e plana; correspondendo aos trés possiveis va-
lores de k: +1, —1 e 0, respectivamente. A fig. (3.2) ilustra cada uma delas de acordo
com triangulos tracados em suas superficies. Trata-se de uma analogia; as imagens ali
representadas sao superficies 2D imersas em um espaco 3D, ao passo que nossa real ge-
ometria espacial é dada por uma superficie 3D imersa em uma variedade 4D. Essas tres

possibilidades tém suas particularidades.

e Hiper-Esférica: Geometria nao-Euclidiana; a soma dos angulos internos de um tri-

angulo é superior a 180° e a circunferéncia de raio r ¢é inferior a 27r. A distancia
entre retas inicialmente paralelas nao é mais constante ao longo da superficie; elas
aproximam-se, eventualmente se cruzando. Apesar de nao conter contornos, este

espago ¢ finito. Um Universo com geometria hiper-esférica é dito Universo fechado.

e Hiper-Hiperbodlica: Outro caso de geometria nao-Euclidiana, porém, quase oposto

ao caso hiper-esférico. Na hipérbole, a soma dos angulos internos de um triangulo
é inferior a 180° e a circunferéncia de raio r é maior que 27r. Quanto as linhas

paralelas, estas sempre se afastam, aumentando continuamente a distancia entre si.
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Assim, o espago deve ser infinito. Um Universo com geometria hiper-hiperbdlica é

dito Unwverso aberto.

e Plana: Geometria Fuclidiana. Esta ¢ a forma com a qual mais estamos habituados,
admitindo os cinco postulados de Euclides. Este espaco também deve ser infinito?,

uma vez que retas paralelas nunca se cruzam. Este é chamado Universo plano.

Figura 3.2: As trés geometrias possiveis
para um Universo homogéneo e isotropico
em expanssao, de acordo com a métrica
de FLRW. Para k£ = 1, a geometria espa-
cial é hiper-esférica, tornando o Universo
fechado. Para k = —1, a geometria é hiper-
hiperbdlica. Para k = 0, plana.

3.4 Equacoes de Campo

Uma vez definida a métrica do nosso sistema, desejamos obter as equagoes de movi-
mento. Calculamos, primeiramente, as conexdes através da (2.12) e, utilizando-as, encon-

tramos o tensor de Ricci através da (2.18) e (2.19), e por fim, o escalar de curvatura, com

6 . .2 k: 2
R:C—2(9+a—+a—i). (3.21)

a a?

a contragao da (2.20).

A equagao de campo, na forma tensorial (2.42), fornece, a priori, dez equagoes diferen-
ciais linearmente independentes. Entretanto, para a métrica de FLRW, obtemos apenas

duas. A componente tempo-tempo,

1 8rG
Roo — §R900 = ——4T00, (3.22)
c
prové a seguinte equacao diferencial,
a\? kP 8@
e = = 3.23
(a) * a? 3 (3.23)

4Desde que a topologia seja trivial. E possivel que o Universo admita topologias nao-triviais, como
cilindrica ou toroidal. Entretanto, se este for o caso, a escala da topologia deve ser muito maior que o
Universo observavel, sendo impossivel de detecta-la. A geometria hiperbdlica também admite topologias
nao-triviais.
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onde p é a densidade de energia total do sistema, contemplando todos os componentes
envolvidos. Qualquer outra componente da diagonal,

817G

1

resulta na mesma equacao diferencial, a saber

a a\’ ke P
2— + <—> + ? = —87TG§, (325)

a a

onde p representa a pressao total dos constituintes. Subtraindo a (3.23) da equagao acima,

(i 4G

2T (pesh). (3.26)
A equagao (3.23) é chamada equagdo de Friedmann e relaciona o parametro de Hubble

H = a/a com as densidades de energia. A equacao (3.26) é chamada equagdo da acele-

racdo, pois relaciona a segunda derivada temporal do fator de escala com a densidade de

energia e pressao dos componentes do Universo.
A conservacao do tensor energia momento,

VT“:aT#+F“TA—FAT“:0 (3.27)
K-y Ot HATV |12 2N ’ :

rende apenas uma equagao com solucao nao trivial, para v = 0 temos
) a
p+ 3= (p + %) —0. (3.28)
a c

A relagao acima é também conhecida por equacao do fluido, pois assume a mesma
forma da equacao da continuidade para um fluido em um sistema comével. De acordo
com ela, contribuem com a variacao da densidade de energia, a mudanca no volume

espacial, bem como o trabalho realizado pela pressao com a expansao®. Esta equacao nao é

5Devemos observar que, embora a pressao realize trabalho devido & expansdo, ela ndo contribui com
a mesma. O principio cosmoldgico, sendo valido, estabelece que nao deve haver gradientes de pressao e,
portanto, nenhuma forca resultante colaborando com a expansao. Na verdade, as pressoes positivas apenas
acrescentam as densidades de energia, intensificando as interagoes gravitacionais e, assim, desacelerando
a expansao.
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linearmente independente das anteriores, podendo ser obtida através da derivada temporal
da (3.23), combinada com a (3.25). Admite-se que a pressao depende exclusivamente das
caracteristicas de seu componente, p = p(p). Geralmente, assume-se uma equacao de

estado barotrépica para os componentes,
p = wp, (3.29)

onde o parametro w pode ser constante ou variar com o tempo. Combinando as equagoes
(3.23), (3.26), (3.28) e (3.29), e integrando, obtemos a solugao completa do sistema, isto
é, a fungao (ou curva) que descreve a evolugao do fator de escala a(t) assim como das

densidades de energia p(t).

3.5 Modelos Cosmolégicos Simples

Na secao anterior, encontramos as equacoes de campo que regem a cosmologia para
a métrica de FLRW, no ambito da relatividade geral. O tnico ingrediente que falta para
que possamos encontrar solugoes para o fator de escala e para as densidades de energia é,
justamente, definir o que compoe o Universo. Até o final do século XX, acreditava-se que
o Universo era composto por matéria’® e radiacao, afinal, é tudo que conseguimos observar
diretamente até agora. A densidade de matéria é inversamente proporcional ao cubo do
fato de escala, p,, o< 1/a®; como é esperado. A densidade de energia da radiagao, por sofrer
o redshift, decresce com uma poténcia a mais no fator de escala, p, oc 1/a*. Ademais, a
matéria é tratada como poeira, pois, em larga escala, seus elementos nao interagem; assim
sua pressao é nula, p,, = 0. A equacao de estado da radiacao é dada pela usual relacao
pr = pc?/3. Admitindo que estes dois componentes nao interagem entre si, a conservagao

do tensor energia-momento leva a duas equacoes independentes.

. a _ a
Pm + SEpm =0; pr + 4apr =0. (3.30)

6 Aqui, enquadram-se tanto a matéria baridnica como a escura. Introduziremos estes conceitos mais
tarde, pois, nao serao necessarios nestes primeiros calculos, ja que suas equagoes de estado sao idénticas.
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Integrando as equagoes acima, obtemos as relacoes descritas no paragrafo anterior

0
Pm = p_m; Pr = p_27 (331)
a

onde as quantidades p? e p? representam as densidades de energia atuais dos constituin-
tes. Estas relagoes devem ser substituidas na equagao de Friedmann (3.23); porém, por
simplicidade, investigaremos a evolucao de cada constituinte separadamente. Como o
Universo esta se expandindo, esperamos que no passado ele tenha assumido volumes bem
inferiores. Para pequenos valores do fator de escala, a radiagao é o termo predominante.

Assim, dizemos que nesta época o Universo era dominado pela radiacao. Desprezando os

<9>2 _ 3G (3.32)

outros termos, temos

a 3 ab’
cuja integracdo é direta e leva a relacdo a(t) o< v/t. De acordo com a lei de Stephen-

Boltzmann, c?p, = oT%; onde 0 = 5,7 x 107¥Wm2K~*, concluimos que na era da

radiagao, a temperatura era inversamente proporcional ao fator de escala, T o< 1/a.

Conforme se da a expansao, o fato de escala cresce e temos um Universo dominado

(9)2 _ 87G (3.33)

pela matéria. Neste caso,

a 3 @’
a integracdo, neste caso, também ¢é direta e nos fornece a relacio a(t) o< t/3. A expansio
¢ mais acentuada no dominio de matéria, do que no da radiacao, sendo a pressao de
radiacao o ente responsavel por desacelerar, ainda mais, a expansao; como mencionamos

anteriormente.

3.6 Parametros Observacionais

A abordagem tedrica das ciéncias naturais nos fornece uma interpretagao dos fenome-
nos com base em conceitos fisicos sélidos e formalismos mateméticos elaborados. Entre-
tanto, é sempre necessario confrontar modelos e teorias com a propria natureza, de forma a
confirma-los ou descarta-los, através de experiéncias. O desenvolvimento de experimentos

relacionados a cosmologia é bastante limitado, restringindo-se as dreas correlacionadas
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como a fisica de particulas e a relatividade geral, por exemplo. A experiéncia nao é,
felizmente, a tnica forma de questionar empiricamente a natureza. Com o crescente de-
senvolvimento de telescépios terrestres e satélites desde meados do século XX, podemos
explorar os céus em um enorme intervalo do espectro eletromagnético. Estabelecemos va-
lores a parametros que, inicialmente, seriam livres em nossos modelos, de forma a estreitar
a quantidade de possiveis solugoes. Estes parametros sao calculados ano apds ano, a fim
de diminuir suas incertezas e deixa-los (o méximo possivel) independente de modelos.
No inicio do capitulo, apresentamos o parametro de Hubble; veremos agora que outras

quantidades podemos estimar a partir de observacoes.

3.6.1 Parametros de Densidade

Existe, de acordo com a (3.23), uma forma especial para a densidade de energia de
todos os componentes, intitulada densidade critica, p.. Esta é definida para a geometria

plana do Universo (k = 0),
3H?

O parametro de densidade €2;, do i-ésimo componente do Universo, é definido como a

razao entre sua densidade de energia p; e a densidade critica p.,

Pi
O, =—. 3.35
" (3.35)

Reescrevendo a equagao de Friedmann (3.23) em fungao do parametro de densidade,

e 87TGp Q kc?

- — 3.36
0 - (3360

onde Q =), £, A definigao (3.34) da densidade critica, substituida na equagao acima,

leva a seguinte relagao,

kc?
Podemos associar um parametro de densidade para a curvatura do Universo,
k 2
O = ——2 (3.38)

H2q?’
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tal que Q + € = 1. Assim, para uma geometria plana €2, = 0, para uma geometria

hiper-hiperbdlica €2, > 0 e, para o caso hiper-esférico €2, < 0.

3.6.2 Parametro de Desaceleracao

Anteriormente, vimos que a constante de Hubble representa o valor atual de um
parametro que varia com o tempo: a taxa de expansao. O parametro de Hubble, porém,
nao é constante. Definimos, assim, uma parametro adimensional, ¢(t), que mede quao

rapidamente varia a expansao. A escolha mais simples,

aa

¢=——3 (3.39)

é chamada parametro de desaceleracao. Isto porque as solugoes das equagoes de Fried-
mann e da aceleracao, para um Universo composto por matéria e radiacao, mostram uma
crescimento desacelerado do fator de escala a(t). Para uma geometria plana, a (3.39) pode

ser reescrita de uma forma mais facilmente visualizavel,

Lo (3.40)

2p

1
2
3.6.3 Distancia de Luminosidade

A distancia de luminosidade é, simplesmente, a distancia aparente de um objeto as-
tronomico quando assumimos que a intensidade da luz é inversamente proporcional ao
quadrado da distancia. Esta difere-se da distancia real entre os objetos por conta da
expansao do Universo, e também se a geometria nao for plana. Dada a luminosidade ab-

soluta L do objeto fonte e, a densidade de fluxo S recebida, a distancia de luminosidade

47TS ’ ’

A expansao afeta nossa percepcao sobre os fétons incidentes de duas formas: eles so-
frem o efeito Doppler, perdendo energia; e a frequéncia com que estes atingem a superficie

da Terra é reduzida. Ambos os efeitos sao inversamente proporcionais ao fator de escala.
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Se a fonte estd a uma distancia r = 74" de nés, a densidade de fluxo de radiacao serd

L
=—— 3.42
4rrd(1+ 2)% (342)
de onde concluimos que
dy =ro(1+ z). (3.43)

Em um Universo plano, ry é¢ dado em uma linha reta e representa a distancia real entre
nos e a fonte. Assim, quanto mais longe um objetos estd, mais distante ainda ele aparenta.
Nossa intencao é encontrar uma expressao mais geral para a a distancia de luminosidade,
em termos do redshift, quantidade mensuravel. Sabemos que a luz nao percorre distancia
alguma no espago-tempo, ds = 0. Assim, a distancia real, em um Universo plano, é dada

por

to
ro = / Cat. (3.44)
0 a/

dt da

dz. Os limites de integracao devem ser inverti-
da dz

Reescrevemos os diferencial dt =

dos, uma vez que maiores valores de z representam tempos mais remotos. Assim, com a

. A . z . A . . . ,
distancia sendo rg = fo ﬁdz, a distancia de luminosidade é expressa,

o dz
0 H(z)

d = c(1 + 2) (3.45)

A distancia de luminosidade é bastante util para restringir modelos, pois pode ser
encontrada a partir de um parametro observacional conhecido por distancia de maodulo,
ou diferenca de magnitude 1, dada em unidade de parsec (pc). Este parametro é definido

pela diferenca entre a magnitude de brilho aparente m e absoluta M da fonte,
to =m — M = 5logy, d; + 25, (3.46)

onde a distancia de luminosidade d; é dada em Mpc.

7Os efeitos causados por diferentes geometrias sdo levados em conta ao calcular 9. Novamente, fizemos
a(0) = 1.



3.7. Radiacao Césmica de Fundo 47

Figura 3.3: Valores observacionais para a diferenca de magnitude. Em vermelho[46] e em
azul[47], a distancia de médulo para diversas supernovas. Em verde[48], para erupgoes
de raios-gamma. A distancia de médulo cresce rapidamente para pequenos valores de z,
mas tende a um crescimento desacelerado conforme avangamos para eras mais remotas do
Universo.

No grafico acima, temos (em vermelho) 580 diferencas de magnitude de supernovas,
fornecidas pelo SPCUnion[46], outras 27 mais recentes (em azul) dadas pelo HST®[47],
e 42 distancias de magnitude de erupcoes de raios-gamma[48], em verde. Supernovas do
tipo Ia sao objetos extremamente tteis para a cosmologia observacional, uma vez que
funcionam como velas-padrao. Isto é, sua magnitude de brilho absoluta é, praticamente,
constante. Erupcoes de raio-gamma, por sua vez, permitem-nos acessar dados de um

tempo mais longinquo de nosso Universo.

3.7 Radiacao Césmica de Fundo

Na secao 3.2, mencionamos que conforme o Universo se expande, sua temperatura
decresce. Assim, em tempos remotos, a temperatura e a densidade do cosmos devem
ter sido extraordinariamente altas. Como consequéncia, a interacao entre particulas ele-
mentares era tao forte que estas nao conseguiam combinar-se para formar objetos mais

complexos. Até que o Universo resfriou a uns 100MeV, este era formado por um denso

8 Hubble Space Telescope.
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mar de quarks, léptons e bésons; os quais se espalhavam mutuamente a uma taxa muito
superior a de expansao, mantendo um equilibrio térmico entre si. A partir deste ponto,
os primeiros hadrons lograram se formar; logo depois, barions e antibarions passaram a
se aniquilar, aumentando consideravelmente a densidade de fétons. Quando a energia de
radiagao reduziu a ordem de 1MeV, béarions passaram a se combinar formando os nicleos
dos elementos leves. Este processo é chamado de nucleossintese. Entretanto, nao foi até
o Universo resfriar a aproximadamente 0.26eV (~ 3 x 103K), que a radiagao deixou de
interagir com a matéria. Durante o periodo que precede, o Universo era permeado por
um plasma, formado por nicleos, elétrons livres e radiagao.Dizemos, por conseguinte, que
neste periodo o Universo era opaco. Isto porque o livre caminho médio dos fotons era tao
pequeno, que estes nao conseguiam viajar livremente, permanentemente colidindo com
nicleos. Chamamos este evento particular de desacoplamento; o ponto em que o Universo
torna-se transparente e a radiagao passa a propagar-se livremente, permeando o céu até os
dias de hoje, e para sempre, a menos que soframos uma futura contragao. Esta radiagao,
intitulada radiacao cosmica de fundo, vem sofrendo redshift desde entao, encontrando-se,
hoje, na forma de micro-ondas a uma temperatura de 7,,;, ~ 2.725K. Ela nos serve como
uma fotografia do desacoplamento e através dela podemos inferir a validade do principio

cosmoldgico, assim como qual a forma de nossa geometria.

A ideia de que o Universo era inicialmente super quente e denso; esfriando-se e
tornando-se mais "diluido” conforme se expande, recebe o nome de teoria do Big-Bang;
podendo, mas nao sendo estritamente necessario, conter uma singularidade inicial. A
deteccao da radiacao césmica de fundo favorece tal teoria. Na verdade, esta radiacao foi
primariamente prevista, como consequéncia do Big-Bang, por Ralph Alpher (1921-2007) e
Robert Herman (1914-1997), em 1948 [4]. A primeira deteccao aconteceu, acidentalmente,
em 1965, quando Arno Penzias (1933-) e Robert Wilson (1936-) faziam medigoes em seu

recém construido radiometro [5].

Atualmente, duas sondas (WMAP e Planck) mapeiam a radia¢ao césmica de fundo
de todo o céu, obtendo suas temperaturas, como visto na fig. (3.4). As flutuagdes tér-
micas, como podemos ver, sao bastante pequenas, sustentando o principio cosmologico.
Entretanto, as pequenas anisotropias sao fundamentais para que as grandes estruturas
pudessem ter sido formadas. As cores quentes que vemos no mapa, representando tem-

peraturas suavemente maiores, indicam pontos espaciais de maior densidade, na época
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Figura 3.4: Mapeamento da radiacao cos-
mica de fundo feita pela sonda WMAP[49]
(Wilkinson Microwave Anisotropy Probe)
acima e, abaixo, pela sonda espacial
Planck[44]. A legenda informa as variagoes
térmicas, fortemente destacadas no mapa,
em pK; sendo que a variagao nula corres-
ponde a T, = 2.725K, definida como tem-
peratura da radiacao cosmica de fundo.
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do desacoplamento. Com a expansao, essas anisotropias aumentaram consideravelmente
de volume, formando pogos de potenciais onde a matéria pode se aglomerar. Caso estas
pequenas flutuagdes nao existissem, matéria e anti-matéria teriam se aniquilado mutua-
mente por completo, gerando apenas um mar de fétons, impossibilitando a formacao de

estruturas.

Observagoes cautelosas do mapeamento da radiagao césmica de fundo permitem-nos
inferir a respeito da geometria do Universo e dos parametros observacionais. Por exem-
plo, o tamanho real das flutuacoes térmicas pode ser computado e comparado com as
observacgoes. Em uma geometria hiper-esférica, estes pontos apareceriam maiores do que
realmente sao. Analogamente, em uma geometria hiper-hiperbdlica, estes seriam infe-
riores ao tamanho computado. De fato, as observagoes indicam que vivemos em um
Universo espacialmente plano, £ = 0; nao havendo diferencgas entre os valores observados

e computados.

3.8 DMatéria Escura

Em 1932, Jan Oort (1900-1992) inferiu que a matéria observada na Via-Léctea era
insuficiente para descrever a velocidade orbital de suas estrelas[7]. No ano seguinte, Fritz
Zwicky (1898-1974) fez a mesma observacao, desta vez em relagao as velocidades orbitais

de galdxias em aglomerados[8]. Vera Rubin (1928-) obteve, nas décadas de 60 e 70,
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diversas curvas de rotagao de galdxias e inferiu que a matéria ali presente deveria ser cerca
de dez vezes maior do que a observada. Em uma simples estimativa, a forca gravitacional®

exercida pelo centro de uma galaxia em uma de suas estrelas equivale a forca centripeta.

G = : (3.47)

onde M (r) é a massa total presente entre o centro da galdxia e a estrela em questao, que
tem velocidade tangencial v(r). Assim, v(r) o 1/4/r. Entretanto, o que observamos é
uma curva plana: para grandes distancias do centro galactico, a velocidade de rotacao
é constante. Isso s6 seria possivel se houvesse um termo do tipo p oc 1/r? adicionado a
distribuicao de matéria. Matéria escura é essa estranha forma de matéria que engloba
esfericamente as galaxias, recebendo este nome por nao ser observada em nenhum intervalo
do espectro eletromagnético. Interagindo apenas gravitacionalmente, a matéria escura
simplesmente atravessa a matéria ordindria, e vice e versa, sem deixar rastros; sendo

inimaginavel uma deteccao direta dessa entidade.

O embora outras observa-

Nenhuma deteccao foi feita a respeito da matéria escural
¢oes fomentem sua existéncia. Uma delas, conhecida por lentes gravitacionais, sugere sua
presenca pela distor¢ao e multiplicacao de imagens de galaxias e aglomerados observados
no céu. Sua existéncia também suporta fortemente a teoria do Big-Bang, uma vez que a
matéria escura se aglomera mais rapidamente que a matéria ordindria, formando os pocos
de potencial necessarios para a evolucao das grandes estruturas. A maior evidéncia de
sua existéncia, entretanto, estd nas observacoes do bullet cluster'!, dois aglomerados em
colisao. A suposta matéria escura de cada aglomerado, por nao interagir eletromagnetica-
mente, atravessa a regiao de colisao, separando-se da matéria ordinaria[51]. Muitos sdo os
candidatos para representar esse tipo exdtico de matéria, sendo a matéria escura fria (do

inglés cold dark matter) a mais promissora, pois seria formada por particulas massivas

nao-relativisticas, que interagem apenas gravitacionalmente.

9Neste caso utilizamos a dindmica newtoniana sem perda de generalidade, uma vez que o campo
gravitacional ¢ suficientemente fraco.

10 Atualmente, experimentos estdo sendo realizados com o Large Hadron Collider, no CERN; designados
para verificar a existéncia de super-simetrias, dimensoes extras e, também, matéria escura[50]. Esse dltimo
nao seria detectado diretamente, por nao interagir com os detectores. Porém, sua existéncia pode ser
inferida através de violagoes na conservagao de energia e momento apds as colisoes.

1 Aglomerado Projétil, em portugués.
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3.9 Energia Escura

No final da década de 90, dois grupos independentes, liderados por Andam Riess
(1969-) e Saul Perlmutter (1959-), publicaram diversos dados observacionais a respeito
de supernovas do tipo Ia[9, 10]. Destes, dois importantes resultados nao estavam de
acordo com o esperado de um Universo composto por matéria e radiacao. A distancia de
luminosidade observada assumia valores superiores aos estimados (em grandes valores do
redshift). A (3.45) pode ser reescrita, para um Universo contendo matéria (barionica e

escura) e radiagao,

)i/z dz
Ho ) /OO (1423 +Q0(1+ 2)4

onde Q0 e QY representam os parametros de densidade atuais da matéria (barionica e
escura) e radiagdo, respectivamente. A relagdo acima sugere a existéncia de um consti-
tuinte extra, de forma a reproduzir corretamente a relagao observada entre a distancia de

luminosidade e o redshift.

O parametro de desaceleracao atual, g, também foi medido, revelando-se negativo.
Novos dados sao continuamente coletados e, novas parametrizacoes feitas com o intuito de
melhor estimar o valor deste parametro, diminuindo sua dependéncia de modelos. Obser-
vacoes recentes[52] fornecem gy = —0.567535. Logo, o Universo experimenta, atualmente,
uma expansao acelerada. Vemos da (3.40) que para um parametro de desaceleragao com
valor negativo, a pressao total dos componentes deve ser negativa - mais especificadamente
p < —1/3. Para tanto, ndo sé necessitamos de um novo componente - uma vez que nem

a radiacao, nem as matérias apresentam pressao abaixo de zero - como este deve ser mais

abundante do que o resto.

Este novo componente recebe o nome de energia escura e muitas sao as entidades
passiveis de representa-lo. De inicio, essas constatacoes reviveram a constante cosmoldgica
de Einstein, A; sua densidade de energia seria a densidade de energia do vacuo e, a
equacao de estado para este componente py = —pp. No trabalho publicado pela equipe
do Perlmutter, as observagoes indicavam que 2, ~ 0.28, enquanto 2, ~ 0.72. Estes
valores sao, também, suportados pelas observagoes da radiacao cosmica de fundo, feitas
pelo WMAP[49].
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A existéncia da energia escura, independente de sua natureza, é também suportada
pela comparacao entre a estimada idade do Universo e a idade de objetos astronomicos
conhecidos. Novamente, admitindo um Universo plano, composto por matéria (barionica

e escura) e radiacao; sua idade é dada por

to o dz 1 [ dz
toz/o dt:/o (1+2)H(z) :Fo/o (1+2)/O (L1 2)°+ Q0+ o)t (3.49)

A radiacao s6 contribui nesta integral para redshifts muito altos. Assim, podemos
despreza-la em uma primeira estimativa. Neste caso, temos €2, ~ 1, e a integral resulta
em

2
to = 3 9.1755 x 10%anos, (3.50)

a incerteza sendo consequéncia da constante de Hubble. Em suma, o Universo nao teria
10 bilhoes de anos. Conhecemos, porém, aglomerados globulares na propria Via Lac-
tea com idades superiores a 12 bilhoes de anos[53, 54]. Nenhuma estrutura presente no
Universo pode ser mais antiga que este, evidentemente. A energia escura, ao ser levada
em conta nesta estimativa, aumenta este valor em alguns bilhoes de anos, como veremos

posteriormente, dependendo da natureza de sua existéncia.

3.10 Inflacao

A teoria inflacionaria sugere que a taxa de expansao do Universo primordial tenha
sido constante, resultando em uma rispida expansao exponencial. Embora diversos autores
tenham contribuido independentemente com a teoria inflacionéria, foi Alan Guth (1947-)
quem, em 1980, revelou como a teoria do Big-Bang suporta e, de certa forma, necessita
da inflagao[6]. A relatividade geral, sendo incompativel com a mecéanica quantica, nao é
capaz de descrever acontecimentos na era de Planck, 0 < ¢ < 10~*3s, quando a densidade
de energia era tdo alta (superior a densidade de Planck, p, = 5 x 10%kg/m?), que as
flutuacoes quanticas do espaco-tempo tornavam-se importantes. Independente do que
possa ter ocorrido até o fim da era de Planck, a inflagao deve ter tido seu fim em torno
de ty ~ 107%s, de forma que flutuagoes nas densidades de energia pudessem ocorrer

para que, posteriormente, os nicleos atomicos fossem formados. A inflagao, caso tenha
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de fato ocorrido, é capaz de explicar trés grandes problemas enfrentados pela cosmologia

moderna, 0s quais veremos agora.

e Problema da Planaridade

Na secao 3.7, vimos que a densidade do Universo é bastante préxima da densidade
critica. Se a constante de curvatura k for identicamente nula, entao a densidade do
Universo serd igual a densidade critica durante toda a evolucao. Entretanto, nao
h& motivos para admitirmos que a curvatura seja exatamente zero. Mesmo que |k|
tenha valor irrisério, como a densidade de curvatura cai com 1/a?, depois de um
tempo suficiente, esta densidade torna-se dominante em relacao as outras, afastando

cada vez mais a densidade total da densidade critica.

e Problema do Horizonte

O problema do horizonte tem origem no excelente grau de isotropia do fundo de
radiagao cosmica. As micro-ondas que detectamos, provenientes de todas as diregoes
do céu com temperatura T.,,;, estao percorrendo o espago desde o desacoplamento.
Radiagoes vindas de lados opostos no céu, as quais detectamos em nossas antenas
na Terra, nao estiveram em contato por bilhoes de anos. O fato de estarem em

equilibrio térmico é extraordinario e um tanto suspeito.

e Monopolos Magnéticos

Teorias de unificacao de forcas elementares, chamadas Grand Unified Theories, pre-
veem a existéncia de outras entidades, além das descritas pelo modelo padrao de
particulas. Dentre elas, os monopolos magnéticos. Se tais teorias estiverem corretas,
no Universo primordial, muito antes do desacoplamento, tais particulas devem ter
sido criadas em abundancia. Ademais, essas devem ser bastante massivas e, assim,
nao-relativisticas. Deste modo, com a expansao do Universo, os monopolos magné-
ticos viriam a dominar sobre os demais componentes. Isto, como sabemos, nao é

observado.

A entidade responsavel pela inflagao é intitulada inflaton. O inflaton nao deve ser
representado por uma constante, como a constante cosmoldgica, pois neste caso a inflagao

nao teria fim. Dentre as possibilidades mais estudadas, campos escalares reproduzem
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melhores resultados. Como espera-se uma expansao exponencial, estes campos devem
variar muito lentamente. Se o inflaton é dado por um campo escalar ¢(t), sua densidade

de energia ¢é
1.
po=59"+V(9), (3.51)

onde o ponto denomina a derivada temporal do campo e V(¢) é o potencial de auto-
interacao. Admite-se que o potencial assuma valores bastante altos durante a inflacao
e que seja quase plano, dominando sobre o termo cinético ¢2. Assim, o campo sofre o
processo chamado de slow roll até o minimo do potencial. Com o intuito de ilustrar
como a inflagado pode resolver os problemas citados acima, vamos considerar que V' > (;52;
tratando o potencial como uma constante. A equacao de Friedmann para este sistema,

assumindo que a densidade de energia do inflaton é entao, dominante,

a 8rG
- =1\/— 3.52
LTy (352)
e como solucao pro fator de escala,
8t
a(t) = agexp (\/ 7TTVt) . (3.53)

O parametro de densidade de curvatura, dado pela (3.38),

Q) o< exp <—\/ %Vzﬁ) , (3.54)

aproximando-se de zero rapidamente. Entao, mesmo apds a inflagao, como o parametro
de densidade continua caindo com 1/a?, seu valor continua a decrescer. Durante o curto
periodo da inflacao, o fator de escala aumenta por um fator de 10?7, no minimo. Antes
da inflacao, o Universo era suficientemente pequeno para atingir o equilibrio térmico. A
violenta expansao o tornou muito maior que o Universo observavel e, por isso, radiagao

provindas de regioes tao distantes permanecem a mesma temperatura.

Monopolos magnéticos e outras particulas previstas pelas teorias de unificagao te-
riam sido diluidas em uma expansao tao abrupta. A temperatura do Universo decresce
tao rapidamente que estas particulas deixam de ser criadas antes mesmo de serem tao

abundantes.
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3.11 Modelo Padrao ou ACDM

O modelo cosmolégico padrao, conhecido por ACDM, reproduz corretamente muitos
dos dados observacionais que atualmente possuimos. Neste modelo, o Universo seria cons-
tituido por matéria ordinaria, radiagao, matéria escura fria e uma constante cosmoldgica,
representando a energia escural?. A inflacdo é incorporada ao modelo padrao, admitindo
a existéncia do inflaton nos primeiros instantes do Universo, cuja densidade de energia
decai nos campos de matéria posteriormente. Este modelo preve a existéncia da radiagao
césmica de fundo e a formagao das grandes estruturas. A agao para o modelo ACDM é

dada por

03

S:SQ+SA+Sf:167TG

/d4x\/—_g(R+ 2A) + %/d4x\/—_g£f, (3.55)

onde A é a constante cosmoldgica e Ly representa a densidade lagrangiana das demais
fontes de campo gravitacional. A variacao desta acao resulta nas equacoes de campo de
Einstein modificadas pela presenca da energia escura, como na (2.56),

&G

1
R#I, - §Rg“l, + Aglﬂ/ = —7T#V. (356)

A equacao de Friedmann e a da aceleracao, provindas da relagao acima, em um Uni-

verso dado pela métrica de FLRW e geometria plana, sao

e Ac?

H? = —— — 3.57
5 Prt g (3.57)

a 4G pr\ A

e 3—) 2e 3.58

a 3 <pf + c? * 3 ( )

A interpretacao fisica da constante cosmoldgica nos guia a um dos maiores problemas
presentes no modelo padrao, encorajando os cosmoélogos a buscarem modelos alternativos.
A energia escura, sendo responsavel pela atual evolucao acelerada do fator de escala, deve

ser o constituinte dominante no Universo, ou seja, da ordem de HZ. Assim, para a

120 que justifica seu nome, A é o simbolo usual dado & constante cosmolégica, enquanto CDM significa
cold dark matter.
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constante cosmolégica, Ac? ~ HZ. Sua densidade de energia, portanto, fica

H{ —27 3
A= 3.1 x 107*'kg/m”, (3.59)

onde usamos h = 0.7, na constante de Hubble. Essa seria a densidade atual da energia de
VAcuo, (pyse), do espaco vazio. O problema surge quando este valor é confrontado com o
obtido pela teoria quantica de campos, que fornece a densidade de energia do vacuo para
a escala de Planck - até onde supoe-se que a relatividade geral seja valida - como sendo
puae ~ 10%kg/m3. A discrepancia de valores é gritante, a razao entre a energia de vacuo
do Universo primordial e o atual é da ordem de pysc/pa ~ 10'2%; um tanto embaracoso

para uma entidade cuja densidade de energia é suposta constante!

3.12 Teorias Alternativas

O modelo padrao admite valida a relatividade geral, embora haja a adigao da cons-
tante cosmoldgica as equacoes de campo, a acao para o campo gravitacional permanece
inalterada. Existem, entretanto, diversas teorias alternativas a relatividade geral nas quais
sao mantidos os principios, mas a acao do campo alterada. Dentre elas, citamos duas clas-
ses das mais investigadas. A primeira delas, conhecida por f(R), sugere que a lagrangiana
do campo gravitacional nao precisa ser exatamente linear no escalar de curvatura, mas

pode ser dada por uma funcao do mesmo. A acao do campo é dada por

3
167

5= 1o | AR R) (3.60)
onde a fungao f(R) pode ser discriminada inicialmente, de forma ad hoc, por argumentos

fisicos; ou encontrada posteriormente por condi¢oes de simetria.

A segunda classe de teorias é chamada escalar-tensorial. Nessas teorias, trabalha-se
com um campo escalar acoplado nao-minimamente ao escalar de curvatura. Na relati-
vidade geral, assumimos que tudo aquilo que contém energia deve gravitar. Portanto,
todos os constituintes devem, necessariamente, estar acoplados minimamente ao campo
gravitacional, através do tensor métrico. Caso contréario, sua acao seria transparente a

variacao em relagao a métrica e, eles nao seriam fontes do campo gravitacional. O aco-
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plamento nao-minimo esta relacionado a constante gravitacional que, neste caso, passa a
variar com a evolugao do Universo. Dado um Universo composto por um campo escalar
¢, nao-minimamente acoplado ao escalar de curvatura, a agao do sistema ¢ dada por
S = [ dzy/=g ¢ R+ 1L 3.61

—/ I—Q(IGTGOf(ﬁb) T2 ¢)7 (3.61)
onde f(¢) representa a fungdo de acoplamento nao-minimo entre o campo escalar e o
escalar de curvatura. A lagrangiana minimamente acoplada do campo é dada por Lg. A
“constante” gravitacional vale, atualmente, Gy. Assim, inferimos que G = Go/f(¢). Se
o = ¢(ty) ¢ valor atual do campo, fica claro que f(¢y) = 1. Estudos recentes[55-57]
indicam que a "constante” gravitacional, se representada por uma funcao, deve ser quase
plana, variando lentamente desde o inicio do Universo, ou elementos como o *He!? nao
seriam formados com a necessaria abundancia durante a nucleossinteses. Isso restringe a
forma da funcao de acoplamento, que como no caso anterior, pode ser dada de forma ad

hoc, ou encontrada por condicoes de simetria.

130s isétopos do Hélium compreendem cerca de 25% de toda a matéria bariénica presente no Universo.
Tamanha abundancia nao se obtém apenas com a fusao de Hidrogénio em estrelas. Logo, estes tem que
ter sido formados em grande quantidade durante a nucleossintese.



CAPITULO 4

Simetrias de Noether

Simetrias desempenham um importante papel em fisica, sendo encontradas em todas
suas grandes areas. Grupos de simetria fornecem informagoes necessarias para descrever
desde propriedades de sélidos e moléculas, até as interagoes fundamentais descritas pelo
modelo padrao de particulas. Ademais, existe uma classe especial denominada simetrias
de Noether!, um caso particular das simetrias de Lie as quais estao associadas constantes
de movimento. Em uma descricao breve, simetrias de Lie sao dadas por transformacoes
pontuais de coordenadas sob as quais uma determinada equacao diferencial é invariante;
enquanto para as simetrias de Noether, essas tranformagoes atuam diretamente na acao,

mantendo esta invariante e, consequentemente, as equagoes de Euler-Lagrange associadas.

Existem transformacoes invariantes que podem ser ligeiramente inferidas a partir da
lagrangiana, como por exemplo translacoes em uma coordenada ciclica. Entretanto, é
sempre possivel que haja outras simetrias escondidas sob combinacoes mais complexas de
transformacoes. Neste capitulo, vamos estabelecer uma abordagem para se conhecer todas
as transformacoes pontuais sob as quais o produto Ldt é invariante a menos de um termo

de superficie. Essas tranformacoes, ou isometrias, formam um conjunto que, munido de

'Em homenagem & Emmy Noether (1882-1935).

o8
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uma lei de composicao, define um grupo de simetria. Em seguida, demonstraremos que a

cada um dos elementos deste grupo esta associado uma constante de movimento.

4.1 Gerador de Transformacoes Pontuais Infinitesi-

mais e Continuas

Consideremos uma variedade genérica, M. A cole¢cao de todos os campos vetoriais,
que nesta variedade moram, forma o espaco vetorial V(M). Transformagoes pontuais
infinitesimais de fungoes definidas na variedade podem ser descritas por um campo vetorial
X € V(M). Se M = Q, o espago de configuragoes de n dimensoes; entao 9/0q’ representa
uma translacdo infinitesimal na diregao i, assim como x0/dy — yd/0x uma rotacao em z

(quando n = 3). Transformagoes pontuais gerais em ) podem ser escritas como
¢"=q +o¢; ¢ =ed(qt),

t'=t+ot'; ot = et(q,t), (4.1)

onde o' e 7 sao funcoes das coordenadas e do tempo. Aqui, € é um parametro variacional

arbitrario, cuja natureza serd elucidada logo mais. A variacao de uma funcao escalar

f(q,t) fica

g&t + ﬁdqi

= X/, (4.2)

onde definimos o campo vetorial X = 79/0t + a'0/dq"', que descrever as transformagoes
pontuais dadas por (4.1). Aqui, fica claro que o' representa a i-ésima componente do
campo vetorial, assim como 7 a componente temporal de X. Logo, 0/d¢" é também
um campo vetorial e a jungao destes n elementos forma uma base para o espago V(Q)
parametrizado por £. Em analogia com a algebra linear, dizemos que este campo vetorial
atua como um operador na variedade, isto é, mapeando fung¢oes definidas em ) em outras,

no mesmo espago; X : F(Q) — F(Q). A operagao de X em uma funcao f define a
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derivada de Lie de f na direcao de X,

X(f)=Lx/. (4.3)

Campos vetoriais estabelecem curvas integrais (trajetérias) na variedade. Assim,
quando atuados em funcoes, estas sao mapeadas ao longo destas curvas através de seus
argumentos, tal que se f = f(q,t), entdo podemos reescrever as transformagoes pontuais
(4.1) como

"=,
t =t (4.4)

onde ¢X representa a familia de mapas estabelecida pelo campo X, parametrizadas por

£. Se o mapeamento composto for

X o X =X (4.5)

de forma que ¢ (¢Xq") = ¢'(e+0), e ¢ (pXt) = t(e+0), entao dizemos que a familia de
mapas ¢X constitui um grupo de um parametro, de acordo com a propriedade associativa
da lei de composicao de grupos. Essa é a classe de mapeamentos que configura os elementos
dos grupos de simetria de Noether. Se uma funcao f(q,t) sob a acao de X permanece

imutavel,

fla,t) = flale), i(e)), (4.6)

entdo a fungao f(q,t) é invariante sob X e

Lyf =0. (4.7)

O campo vetorial X é entao chamado gerador infinitesimal de simetria. Em outras

palavras, ele representa uma simetria variacional da familia de mapas ¢X.

As ideias desenvolvidas acima podem ser estendidas para a agao de campos vetoriais
sobre funcionais. A lagrangiana, em particular, mora no fibrado tangente T(Q do espaco
de configuragoes (). Este espaco, de 2n dimensoes, é constituido pela uniao disjunta de

todos os espacos tangentes ao espago de configuragoes. Se T, é o espago tangente a
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() no ponto z, entao TQ = |J {z} x T,Q. Assim, qualquer ponto dessa variedade é
T€eQ
representado por dois nimeros (g, ), sendo ¢ € @ e ¢ € T,Q.
Antes de construirmos o gerador de simetria que atua em T(Q), devemos compreender

como se transformam as velocidades generalizadas como uma extensao da (4.1).

_dg' +eda’ G +ed
 dt+edr  1+4er

.17

= +e(@' —§'7) + O(e?), (4.8)
de forma que a variacao nas velocidades generalizadas é dada por
6¢" = e(&' — ¢'7), (4.9)

em primeira ordem em e. Assim, a variagao de um funcional que mora no fibrado tangente

¢ dada por
0L oL .. 0L
0L(q,q,t) = —dt -§q" -§¢"
(q,4,1) ot 0t T 500 T 504
0L N oL Py 8L(Z i)
= EatT éaqi()é eala qT
= XL, (4.10)

onde definimos um novo gerador X = 79/dt + a’d/dq" + (&' — §'7)0/d¢'. Este pode ser
escrito como uma composicao de dois campos vetoriais atuantes em diferentes espagos:
X = X +Y. Como vimos, X é o campo vetorial que atua no espaco de configuragoes,
enquanto Y = (&' — ¢'7)9/9¢' opera no espaco tangente. Assim, existe uma nova familia

de mapas geradas por Y, tal que reescrevemos a (4.8) como
q" =9l (4.11)

O campo X é chamado de levantamento, pois ele levanta o deslocamento originado em
() para o fibrado tangente TQ). Este campo genérico pertence ao espaco vetorial V(TQ),
no qual os 2n elementos 9/9q',0/9¢" formam uma base. Similarmente ao caso anterior,
quando o campo vetorial atua na lagrangiana, a familia de mapas correspondente desloca
os argumentos do funcional. Esta nova familia, que agora iremos denotar por 65 constitui

um grupo de um parametro, e compreende tanto a familia de mapas que atua no espaco
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de configuragoes quanto no espaco tangente. Assim, quando 05 atua em L(q',q", 1),

0XoL=L(¢" " t). (4.12)

A condicdo para que X seja um gerador de simetria variacional é que a variacao de Ldt
seja dada por uma derivada total (uma vez que as equagoes de movimento sao inalteradas
por termos de superficie embutidos na agao), tal que

df

Ld', 4 #)dt" = Lq, 4, t)dt + e_dt, (4.13)

onde a lagrangiana transformada é dada por L' = L 4+ ¢X L, de acordo com a (4.10). A

substituicao desta relagao na equacao acima fornece

df dt' —dt o dt
- =L —eXL—
“at iV
= el7 4+ eXL(1+er)
= eLi+eXL, (4.14)

em primeira ordem em e. Assim, a exigéncia de que X seja uma simetria variacional é

dada por

oL oL . oL, ., ... . df
— o (o' — ¢ Lt ——=—=0. 4.1
at7'+ 8q’a + &jl(a q't) + L7 pn 0 (4.15)

A equagao acima desenrola-se em equacoes polinomiais nas velocidades generalizadas,
permitindo-nos resolve-las para os coeficientes o' e 7, que sao dados em termos de cons-
tantes arbitrarias. Para conhecer as transformacoes em si, o que nao é necessario para se

obter as constantes de movimento que nos interessam, é necessario que

oq'*

Wl — () — A b

¢"(e=0) =g ( > = o, (4.16)
86 e=0

onde utilizamos o indice grego p para denotar componentes de 0 a 3, sendo que a compo-

0

nente 1 = 0 corresponde as transformacoes temporais, tal que ¢° =t e o® = 7. Essas sao

as condigoes para que o parametro € seja um parametro de um grupo de Lie [58].
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4.2 Constante de Movimento e o Teorema de No-

ether

Cada transformacao infinitesimal continua que deixa a forma Ldt invariante (a menos
de um termo de superficie), existe uma quantidade conservada, denominada constante de

movimento ou carga de Noether.

Teorema 4.2.1 (Teorema de Noether) Se X € uma simetria variacional de um sistema

lagrangiano L(q', ¢',t), entdo
oL , . A
Yo=Lt—f+ —(a" —1¢"), (4.17)
g
€ uma constante de movimento.

Prova: De acordo com a (4.15),

oL oL , OL, ., .. . df
0 = ET+8qia +8_q'i(a q't)+ L7 =
_ AL 0L DL L 0L
=TT 8qiq T 8q'iq a B & — g o L
d oL , 4 oL ,
- (LT — (ot — 7¢° : ot 7
gL =N+ galet —1d) + 55 (0 =70 = 7q)
d oL, , .
= 5 Lt —f+ aqi(a —74")| . (4.18)

Conforme dito anteriormente, os coeficientes a* sao fungoes de ¢* dados em termos
de constantes arbitrarias. Para cada uma que houver, encontra-se uma carga de Noether
zerando-se todas as outras constantes arbitrdrias em Y. Dessa forma, o gerador X
¢ formado pela soma de todos os elementos do grupo de simetria de Noether, dados

separadamente por cada uma das constantes arbitrarias.



CAPITULO 5

Campos Taquionicos ndo-Minimamente Acoplados

Este capitulo é destinado a apresentacao das equacoes que regem os modelos que de-
senvolvemos, a serem abordados nos capitulos seguintes. Temos como objetivo modelar
um sistema capaz de descrever a presente aceleracao do Universo, que forneca parametros
em acordo com as observagoes. Como vimos no capitulo 3, a existéncia de um fluido do-
minante, com pressao negativa, se faz necessdria para promover uma expansao acelerada.
Diversos tipos de componentes sao abordados na literatura, em contraste com o modelo
ACDM, na busca de descri¢oes que nao apresentem os problemas anteriormente citados.
Em nossa modelagem, optamos por abordar campos taquionicos nao-minimamente aco-

plados ao escalar de curvatura, sob o formalismo de Palatini.

Campos taquionicos sao campos escalares nao-canonicos. Campos escalares canonicos
possuem uma lagrangiana do tipo £ = %@(b@“(b — V(¢), onde o primeiro termo repre-
senta a contribuicao cinética e o segundo é o potencial. Esse é o caso mais estudado em
cosmologia quando interpreta-se a energia escura, e o inflaton (entidade responsavel pela

inflagdo) como um campo escalar.
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O problema ¢é que nesses modelos, exige-se um enorme fine tunning de forma a con-
tornar o problema da coincidéncia! apresentados pelo ACDM. Por outro lado, nao existe
restricao para que a lagrangiana de um campo escalar seja dada de forma mais geral,
como L = f(¢,X), onde X = £9,¢00"¢. Campos taquionicos originaram-se em estudos
de algumas teorias de cordas e em teoria quantica de campos. Inicialmente, tratava-se
de um campo escalar com massa imaginaria, cuja particula associada seria supraluminal.
Novos estudos mostraram que o tachyon nao teria tal propriedade, mas que campos esca-
lares poderiam apresentar uma massa imaginédria em seu potencial maximo (em equilibrio
instavel), sendo induzidor a condensac¢dao por qualquer flutuagao quantica. Isto é, o campo
logo evoluiria para o ponto minimo de seu potencial, onde o quadrado de sua massa seria
positivo. Estes campos ganharam apreciacao em cosmologia por serem capazes de im-
plementar modelos que reproduzam o comportamento observado do Universo sem uma

escolha tao precisa de parametros.

Acoplamentos nao-minimos, como vimos brevemente na secao 3.12, generalizam a
relatividade geral ao permitir que exista um grau de liberdade a mais para a gravidade.
Na literatura, a primeira proposta feita nessa dire¢ao foi publicada pro Brans-Dicke[59],
na qual os autores sugeriam a existéncia de um campo escalar acoplado ao escalar de
curvatura na busca de uma teoria de gravitagao consistente com os principios de Mach.
Teorias quanticas da gravitagao também fomentam tal acoplamento, o qual pode surgir
naturalmente com a renormaliza¢ao[60]. Ademais, adotamos o formalismo de Palatini,
com a intencao de construir um modelo mais geral, admitindo que a conexao é um ente

dinamico, independente da métrica.

Notacao

A partir deste capitulo, adotaremos a seguinte notacao de forma a simplificar os
calculos e deixar o texto mais limpo e conciso. Igualamos a unidade as constantes naturais
81Gy = ¢ =1, sendo G o valor da constante gravitacional medido atualmente. O campo
taquionico sera representado pela letra grega ¢. Derivadas serao realizadas com respeito

ao objeto indicado subescrito ao simbolo 0, tal que 9, = a%. As entidades definidas

1O problema da coincidéncia consiste em explicar por que estariamos vivenciando uma época tdo
peculiar do Universo quando as densidades de energia-escura e matéria encontram-se em mesma ordem
de grandeza.
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pela relatividade geral (tensor de Riemann, escalar de curvatura, conexao métrica) serdo

identificadas por um acento til: R.

5.1 Acao, Conexao e Lagrangiana Pontual

A acao para os modelos a serem propostos a seguir toma a seguinte forma

S = / d'ey/ g [F (6T~ 08,6~ L], (5.1)

onde F(¢) é uma fungao do campo taquionico e fornece o acoplamento ndo-minimo, R é o
escalar de curvatura, V' (¢) é o potencial de auto-interacao e L; é a densidade lagrangiana
das demais fontes (radiagao, matéria). Nos préximos passos iremos omitir o argumento

nas funcoes de acoplamento e potencial.

A variacao desta acao com relacao ao tensor métrico e a conexao, de acordo com a

secao 2.8, resulta em

Vo 0,00,¢ 1
— 4 F y et Y (F 1—09° ) 5 v
08 /dx\/ {RM+2 07000 ~ 59 R—-V/ 0 0, Ty | 09"+
+ /d4x\/—gFgW (V(,(SFZV — VV5FZU) : (5.2)
A primeira integral acima fornece as equagoes de campo dos nossos modelos, dadas

em funcao de quantidades definidas através da conexao independente, que encontramos

nos calculos da segunda integral. A variacao com respeito a conexao procede
= /d4x\/—gFg“” (VUCSFZV — V,,dffw)
= [ @' [V, (V=59 F) 5, - Vo (V=39 F) 17,
= /d4x V., (V=99""F) 6, — Vo (V=99""F) 6] ) (5.3)

O integrando na equacao acima deve ser nulo, pois a variacao é arbitraria. Ao correr os
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indices, obtemos duas relagoes

0 — 0 VL (VIRE) =0 Y, (Vg F) =0, (5.4)

nT
sendo que a segunda implica na primeira. Definimos uma nova métrica

1
s = Fis =5 W = 2 g )

cujo determinante é dado por

1
Det(h#,,) = Eguyo—Tg)\p’Yw h/“)\ hz/pha"y h/Tw

1
= Z€Wm-€>\mw(Fgu/\)(Fg,,p) (Fgoy)(Fgrs,)

= F*Det(g,u,). (5.6)

Logo, pelas relagoes dada pela (5.4)

Vv, (V=9g"'F) =V, (\/—_hh“”> — 0. (5.7)

A equagao acima nos diz que a métrica h,,,, é transportada paralelamente na variedade.

E entdo, a conexao afim toma a forma (vide as secoes 2.3 e 2.4)

1
v, = éh’” (Ouhwo + Ovhoy — Oshy)

1
=T, + 559" (90O F + gou0u F — 9,00 F)

2R
~ 1
=Tp + 55 (000, F + 0[O, F — 90" F) . (5.8)

A conexao afim nos permite encontrar as demais quantidades que definem nosso sis-
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tema, a comecar pelo tensor de Riemann

Ry, =010, — 0,1, + ). I, —I% T

nov VT 1o oT pv

1
= R/’jgy + 0, (5%) F+ 600, F — gg.0° F)] Dy [ﬁ (600, F + 050, F — g,,0°F)
T T T Y p o 0 T
+ 57 F (0705 F + 0,0, F — g0 F) IV +3 F (050, F + 020, F — g,.0°F) I+
1
+ (600-F + 620, F — g,,0°F) (6,0, F + 670, F — 00" F) —
1 _
T T T . P 14 _ 4 T
- 37 (0,0.F + 6,0,F — g, 0" F) I - 37 (000, F + 020, F — g5,0°F) T,
- 1= (000-F + 620, F — 950" F) (0,0, F + 6,0, F — g, 0"F) . (5.9)

O tensor de Ricci é obtido ao se tomar o trago do tensor de Riemann,

Ry, =07RY,, = R

p - tuov nov

nuov

1
=R’ +0, (5“8 F+070,F — ggua" )} 0y [ﬁ (670, F + 650, F — g,,0°F)
1 - -
+ 2— (6705 F + 6,0, F — gu0"F) Iy + ﬁ (070, F + 670, F — g,,0°F) ']+
+7 F2 (050-F + 070,F — g,:0°F) (6,0, F + 670, F — g,c0"F) —

T T YT — _1_ o o . o nT
2F(58F+66F 9O F)T7, 2F(506TF+5T€90F 9or0°F)T7,

4F2 (050, F + 070, F — g5 0" F) (0,0, F + 070, F — g, 0"F) . (5.10)
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Efetuando as derivadas e somatoérios, obtemos

R, =R’

wov + 5 F2 [0-F (650, F + 67,0,F — g, 0°F) — 40,F0,F] +

1 o o T T T o
+ 57 {20,0,F + 07 F 90 + 90,07 F + (5,0,F + 070,F — g,00" F) 7+
+ (850, F + 070, F — g,,0°F) I, — (6,0, F + 6,0, F — g,,0"F) ', —

ATLOF |+ g {(070-F + 070,F — 0,007 F) (0,F + 050,F — 00 F) —
40, (50,F + 570,F — g, 0°F)}

nuov

a 1 a
=R ‘21:28 FO,F + o (20,0, F + 07 FOs G, + G050 F -

— 217 0. F + gl 5,0 F =T\ 0 F — T, 0 F ) (5.11)

Observando que

ao'g,uu - FI/O’I/ - F,uo'l/ = 07 (512)

a forma final do tensor de Ricci é dada por

1 -
g V°F. (5.13)

Ry = R, — 2F23 FO,F + v ViF + 55

Por fim, o escalar de curvatura é dado pela contracao do tensor de Ricci,

R=g¢g"R,, =R— %awa Fil VQF (5.14)

Nos capitulos que se seguem, iremos restringir nossos modelos aqueles munidos de in-
variancias de Noether. Para tanto, precisamos reescrever nossa densidade lagrangiana na
forma pontual, isto €, sob uma métrica especifica. Com isto, abrimos mao do formalismo
covariante, o que nao necessariamente confronta a versabilidade da teoria gravitacional, ja
que os modelos carecem da especificagao de uma métrica para cada sistema investigado.
Nosso objetivo inicial sera obter formas concretas para a funcao de acoplamento e o poten-
cial de auto-interagao, sendo que apds isso, o formalismo covariante pode ser recuperado
caso exista intencao de investigar outros sistemas gravitacionais em menor escala, como
por exemplo corpos compactos. Adotamos a métrica de FLRW, definida na secao 3.3. A

densidade lagrangiana, apresentada na agao (5.1), torna-se, entao
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L =6F(ia*+a a)—g—(0¢F¢) +3a° 3 F$* +3a° 05 F +9aa’ 0y F o —a*V [/ 1 — §2—a’py,

(5.15)
onde py ¢ a densidade de energia das demais fontes, de acordo com a lagrangiana de um
fluido perfeito[61]. Queremos, entretanto, uma Lagrangiana contendo apenas termos de
derivadas primeiras (no tempo). Uma vez que a agao representa uma integral no tempo

da lagrangiana pontual, podemos integrar por partes os termos de segunda ordem.

to to .
/ Faa*dt = Faa2|§j — / (2Fa*a + 04, F paa®)dt, (5.16)

t1 t1

t2 t2 . .
- / (a®OZF¢* + 3a”adyF ) dt. (5.17)
t1

t1

t2 ..
/ a30¢F¢dt = a38¢

t1

Como o funcional de uma agao é definido entre dois pontos (t1,%), ele deve conter
implicitamente as condigoes iniciais do sistema e assim nao deve haver variagao dos campos
dinamicos nestes dois pontos. Por tal motivo, o primeiro termo ao lado direito da igualdade
de cada uma das integrais acima deve ser nulo. Substituindo os valores acima, obtemos a

Lagrangiana pontual de primeira ordem

L = —6Fi’a — 6a%adyF¢ — a®V[1 — 2 — 3i(a¢F¢) —a®py. (5.18)

5.2 Equacoes de Movimento

Nesta secao, iremos obter a partir da lagrangiana, as equagoes de movimento que irao

reger nossos modelos.

5.2.1 Equacao de Friedmann

A equacao de energia 5
L
Ep=a—+¢— — L =0, 5.19
L Clga ¢8¢ ( )
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verificada através dos componentes ;1 = v = 0 das equagoes de campo, desenrola-se em

V2 Dy F)? . :
Ve 330 E) 2 gz, o 6a2a0s F+

\/1— ¢ r

0= —12Fda — 12a%a0,F¢ + a®

. 12 - )22
= —6Fd*a — 6a*a0yF o + a* |V _ +14/1—¢% | — 30 F)°¢” +a’py
/1 _ 92.52 2F
- |4 3(0,F)%¢?
= —6FH?> - 6HO,F¢ + — (9:F)° + o, (5.20)
1_ ‘Z‘52 2F
de onde segue a equagao de Friedmann
9 1
H* = ok (5.21)
onde p = py + py e
. )22
Y 6HO,F— W. (5.22)

5.2.2 Equacao da Aceleracao

A densidade lagrangiana na sua forma pontual, permite-nos aplicar diretamente as
equacoes de Euler-Lagrange para obter as equagoes de movimento dos campos dinamicos.

Aplicando para o fator de escala,

d (0L oL
— (=) -==0. 2
dt (8&) Jda v (5.23)
Explicitamente, temos
L .
oL _ —12Faa — 6a*04F ¢, (5.24)

da

% (Z—Z) = —12(9,Fdaa + Fia + Fa*) — 6(2aads Fé + a*03F¢* + a*0,F$),  (5.25)

I ) - F)262
g—a = —6Fa® — 12aa0sF¢ — 3a* (V\/l — ¢+ W) — 3a’p; — a*d.ps.  (5.26)
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Substituindo as rela¢oes acima na (5.23) e rearranjando os termos,

a 1
— = —op P T 3D, (5.27)
onde definimos p = py + py, sendo
\/7.2 30,20 0o ; :
P = —Vi/1 - ¢ - T + 26¢F¢ + 28¢F¢ + 4H6¢F¢, (528)
a
Pt =—ps = 50aps- (5.29)

5.2.3 Equacgao de Klein-Gordon

A equacao de Euler-Lagrange, aplicada ao campo taquionico,

d (0L 0L

Calculando termo a termo, temos

oL _ Vo

)2 .
— = —6a2a8¢F +a? 3(0sF)

—3a 9, (5.31)

\/ 1 — @2 r

3a> anb 3a¢v¢2 a3V

\/1—¢2 \/1 $? 1—¢2+

d (0L 2
pr (6_¢) —6(2a6*03 F + a’a0,F + a*a03F o) +

ge, ig % . ) 9. PR g
4 an;5¢ —9a2d(a¢F>¢+3a3<a¢F)¢ g3l ¢ _3a3(a¢F)¢,
(1 — ¢2)3/2 F F? F F
(5.32)
oL ) 5 [z 3a3(0,F)3¢?  3a°0sF2F
90 60, Fa*a — 6a*ad F(b a’0,VA/1— ¢+ 5 p? 7 . (5.33)
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A equacao (5.30) fica

_ g 4 (0sF)? o (3 (0,F)? 0y FO;F G 3V (0, F)?

\/1—¢2'

A equacao acima ¢ chamada equacdo de Klein-Gordon?, termo cunhado na teoria
quantica de campos, referindo-se a equacao de movimento que se origina na variacao de

uma agao com respeito ao campo escalar.

5.3 Transferéncia de Energia

A derivada temporal da (5.21), combinada com ela mesma e a (5.27), resulta
p+3H(p+p) = 6GH*0,Fo, (5.35)

que é simplesmente a derivada covariante do tensor energia-momento. Quando ha o
acoplamento nao-minimo, este nao se conserva. Como as demais fontes (matéria e a
radiagdo) sdo nao interagentes e apenas minimamente acopladas, a (3.28) permanece

valida e a equacao acima se reduz a

po+ 3H(ps + py) = 6H?0yF . (5.36)

Anteriormente, dissemos que o acoplamento nao-minimo gera um novo grau de liber-
dade a gravidade, e que esta carrega energia. A equagao acima nos mostra que, nestes
casos, existe uma transferéncia de energia entre o campo taquionico e o campo gravi-
tacional. Quanto mais intensa for a variacao da funcao de acoplamento, maior serd a
transferéncia. Assim, essa transacao determina quao forte sdo as interacoes gravitacio-

nais.

2Uma generalizacdo, na verdade. Originalmente, a equacio de Klein-Gordon é a equacio da onda para
uma particula escalar (sem spin): a versao relativistica da equagdo de Schrodinger[62].
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5.4 Variacao da Constante Gravitacional

Por simplicidade, adotamos uma notacao onde 877Gy = 1. No entanto, é necessario
manter em mente que estas quantidades estao presentes nas equacoes, dentro da funcao
de acoplamento nao-minimo F(¢), tal que F' o« G~!. A taxa de variagao da constante

gravitacional é, portanto,

G__F__¢0F
- _ (5.37)

F F



CAPITULO 6

Modelo Cosmoldgico para Energia-Escura e Matéria

Apresentamos, agora, o primeiro de nossos modelos, onde consideramos um Universo
composto por energia-escura e matéria (barionica e escura). Conforme vimos na sec¢ao 3.5,
a densidade de energia da matéria decresce com o cubo do fator de escala e sua pressao
¢ nula. Admitimos que a matéria escura se comporte da mesma forma, representando as
duas entidades por um tunico termo na acao, L,,, representando a densidade lagrangiana
da matéria, sem distingao entre a barionica e a escura. A lagrangiana pontual do nosso

sistema, de acordo com a (5.1) fica

. . 3@3 .
o AfT2, a2 R SO SR DR 2_ 0
L 6Fa“a — 6a”a0y,Fp —a’Vi/1 —¢ 5 (0sF )" — P (6.1)

onde p?, é uma constante e representa o valor atual da densidade de energia da matéria.

75



6.1. Determinando a Funcao de Acoplamento e o Potencial de Auto-Interacao 76

6.1 Determinando a Funcao de Acoplamento e o Po-

tencial de Auto-Interacao
Ao invés de impor um potencial de auto-interacao e uma funcao de acoplamento de
forma ad-hoc, vamos restringir o modelo aquele que admita uma lagrangiana invariante
sob transformacoes pontuais, apresentando simetrias de Noether. Investigamos, porém,
uma classe particular de transformacgoes em que a coordenada independente (o tempo)

é preservada, ou, operado pela identidade. Neste caso, o coeficiente respectivo (7) do

gerador de simetrias é nulo, e este campo vetorial toma a forma

X =a'0; +d'0,. (6.2)

Neste caso, a exigéncia (4.15) para que o campo acima seja uma simetria variacional

é simplesmente

XL =0, (6.3)

¢ a constante de movimento associada (4.17)
Yo = a'O4L, (6.4)

pois nao ha necessidade de considerarmos termos de superficie na variacao da lagrangiana.

Aplicando a (6.3), temos

0=ad,L + BO,L + ((z@aa + ¢'>a¢,a) 9. + (aaaﬁ + (b@,ﬁ) d,L

, o — 9a2(9,F)2¢?
—al —6Fa? — 12 Fo—3a2Vr/1 —¢2 - 22 \Fe" ) ¥
« < 6Fa aalyF'p — 3a [0) Ya +

: : 30 F)3¢?  3aP0,FOLF ¢
+B(—68¢Fc’z2a—6a2d83,F¢—a38¢V\/1—¢2+3a (0pF)*¢? _ 3a°0FOF'¢ ) .

2F? F

+ ((%ad + 8@4(&) (—12Faa — 6a28¢F¢> +

CLBVQ; 343 (8¢F)2¢

+ (0uBa+0,80) | —6a%ad, F +
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onde « é a componente o' do campo X, correpondendo & coordenada generalizada ¢! = a;
por sua vez, 3 é a componente a? correspondendo a ¢ = ¢. A igualdade vale para todos
os valores de @ e ¢. Portanto, a equacao acima desdobra-se em seis equagoes diferenciais

parciais, a saber

0 = 6aF + 6a0sF B + 12aFd,a + 6a°0,F 0,8, (6.6)
o_9ﬁgfya_&i%ff_+%%i@ﬁﬁ+ﬁ@F&%a+§ﬂ%fﬁ%@ (6.7)
0 =12a0,Fa + 6a28¢2)Fﬁ + 6a28¢F8aoz + 12aF 040 + 3@3(%—]5)2&15 + 6a28¢F3¢5,
(6.8)
0 =3a’Va+ a9V}, (6.9)
0=a’Vo,s, (6.10)
0=a’V,p. (6.11)

As relagoes (6.10) e (6.11) implicam em 3 = [y ser constante. Substituindo o dado

pela (6.9) na (6.6), obtemos

OgV  OpF (6.12)
v o F’ ‘
e a funcao de acoplamento e o potencial sao linearmente dependentes, F' o< V. A equacao

(6.8) reescrita com os resultados obtidos acima, apés manipulada, fornece

(0sV)?
02V — i, =0, (6.13)
que com a seguinte mudanca de variavel,
w(V) =0,V — 03V = udyu, (6.14)
torna-se
ul
udyu — v 0. (6.15)

Resolvendo a equagao acima, obtemos u(V) = kV, e com a transformagao inversa

descobrimos que

V() = Voe,  F(¢) = Foe*, (6.16)
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onde V} e Fy sao constantes.

6.2 Solucoes Numéricas

As equagoes de movimento (5.27), (5.34), junto com a equagao de Friedmann (5.21)
determinam a dinamica do sistema. Entretanto, para obtermos uma solucao numérica
consistente, é necessario estabelecer condigoes iniciais coerentes; tarefa impossivel quando
se lida com campos nunca medidos que evoluem com o tempo cosmologico. Existem,
porém, parametros observacionais como os vistos na secao 3.6, conhecidos para diferentes
valores do redshift, cujas medicoes servem perfeitamente para definirmos as condigoes

iniciais. Fazendo a mudanca de varidvel do tempo para o redshift, com a ajuda da (3.12),

obtemos
d d
— — _H(1 _
dt (1+2)7,
d2 d? d d
— = H*(1 2 ___ + HY1 — +HH'(1 2 6.17
I (14 2) Fei ( +Z)dz+ (1+2) 7 (6.17)

onde a linha representa a derivada com relacao ao redshift, z. Nao buscamos mais solu-
¢oes para o fator de escala, mas para o parametro de Hubble, juntamente com o campo

taquionico. Assim, fazemos uso da (5.21) com a (5.27) para formar

AFye™ HH' (14 2) = pg + pm + ps- (6.18)

A densidade de energia, py, e pressao, py, do campo taquionico sao expressas pelas
(5.22) e (5.28), respectivamente. Estas sdo fungoes explicitas do campo e nao agregam

variaveis adicionais as equagoes.



6.2. Solucoes Numéricas 79

A equagao de Klein-Gordon (5.34) torna-se

"
o § 3172 2 412 ka _ 2 3V0 o 2]
S POk H? (14 2)°¢" + N H*(1+ z) <\/1 o 9Fok )

— 6Fyk [2H? — HH'(1+2)] = 0. (6.19)

Estas duas equacoes diferenciais, com as condicoes iniciais apropriadas, fornecem o
comportamento das densidades de energia e pressao dos componentes, bem como o para-
metro de Hubble e de desaceleracao. Antes de fixar as condicoes, deixemos as variaveis

em uma forma adimensional:

H—H=—— V—)V:pz bd=—2 ko= k/ (6.20)

Vi
onde p° = pg + p%, é a densidade total de energia para o presente momento (z = 0). Com
essas mudancas, estamos interessados na evolugao dos parametros de densidade, definidos

como €2, = p,/p para a energia escura e €, = p,,/p para os campos de matéria.

Algumas consideraces a respeito das condigdes iniciais ¢'(0), #(0) e H(0) devem
ser tomadas. Primeiramente, para que o campo taquionico exiba uma pressao negativa
real no momento, representando a energia escura, é necessario que qb(O) < 1, de acordo
com a (5.28). Assim, nos parece razodvel estabelecer ¢'(0) = 1073. Logo, temos que
ps(0) ~ V(0), que é o mesmo que Q,(0) = V(0) = 0,72. A partir da (6.16), segue-se
que ¢(0) = k~'In(0,72/V;). Ademais, a funcdo de acoplamento deve ser igual & 1/2
atualmente, considerando a forma que construimos nossa agao, para que a constante
gravitacional tenha o seu valor observado. Logo, Fy = V;/1,44 e temos apenas dois
parametros livres, Vj e k. Finalmente, pela equacdo de Friedmann (5.21), estabelecemos
H(0) = 1/4/3. Fixando V, = 1, plotamos as solucdo para trés valores diferentes para a
constante de acoplamento: k = 0,1, k = 0,05 e kK = 0,01. Acoplamentos mais fortes

geram instabilidades desinteressantes e nao as consideramos aqui.

A evolugao dos parametros de densidade é mostrada na Fig. 6.1. Quanto menor a

constante de acoplamento, k, mais rapidamente a densidade da energia escura aumenta
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enquanto a dos campos de matéria decresce. Opostamente, para o acoplamento mais
forte, k = 0,1, vemos que a energia escura apresenta uma densidade significativa mesmo
em tempos mais remotos. Na Fig. 6.2, apresentamos a razao entre a pressao e a densidade
de energia (wg) para o campo taquionico. No acoplamento mais fraco, k =0,01, o campo

tende assintoticamente a se comportar como a constante cosmoldgica.

00F -
08
~02
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~04
.Qi w(,,
04 06
02 ~08
00b ] ~10kes
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V4 z

Figura 6.1: Evolucao dos parametros  Figura 6.2: A razao entre a pressao e a

de densidade. Quanto menor o acopla-  densidade de energia-escura assume va-

mento, mais rapidamente a densidade de  lores capazes de realizar uma expansao

energia-escura decresce com o redshift. acelerada, w, < —1/3, para redshifts
cada vez mais baixos conforme o acopla-
mento seja mais forte.

A taxa de variacao da constante gravitacional, G /G, é apresentada na Fig. 6.3. Ob-
servamos, pela sua variacao positiva, que as interagoes gravitacionais eram mais fracas no
passado. Experimentos realizados pelo Lunar Laser Range estabelecem um limite maximo
para a taxa de variacao atual anual, |Gy/Go| < 0,7+3,8x 10713[39], ou seja, se a variacao
existir, esta deve ser mais sutil do que a precisao dos experimentos realizados até agora.

Em nosso modelo, obtivemos

. 7,15 x 10~%anot, k =0,01
50 =3,58 x 10" Bano~!, k=0,05
0
7,15 x 10" Yano™!, k=0,1

sem confronto com as observagoes, portanto.
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Figura 6.3: Taxa de variacao da constante
gravitacional (em ano™'). A constante gra-
vitacional varia muito pouco ao longo de
toda a histéria e, quanto menor o acopla-
mento nao-minimo, menor é a transferéen-
cia de energia entre o campo taquionico
e a gravidade, atenuando a taxa de vari-
acao. Observamos que no inicio do Uni-
verso a taxa de variacao era praticamente
constante, tendo uma queda acentuada para
z < 3, tendendo assintoticamente a zero.
Embora esta taxa esteja decrescendo, ela é
positiva, e a constante gravitacional cresce
com o tempo.

6.3 Parametros Observacionais

Os parametros observacionais introduzidos na se¢ao 3.6 foram usados para contrastar

nosso modelo com o comportamento do Universo. Na Fig. 6.4, vemos o parametro de

desaceleragao, ¢ = 1/2 + 3p/2p, e concluimos que conforme o acoplamento se torna mais

forte, o redshift de transicao entre o periodo desacelerado e acelerado diminui, ou seja,

ocorrendo mais tarde no tempo cosmoldgico. Isto ja é esperado pela Fig. 6.2: quanto maior

for o valor de k, mais drasticamente cai a razao entre a pressao e a densidade de energia

escura, que assume valores wy < —1/3 apenas recentemente, atrasando a transicdo. Na

tabela 6.1, encontram-se os valores obtidos por essas curvas, onde z., ¢ o redshift de

equivaléncia entre as densidades de energia escura e matéria (Qs(zeq) = Qn(2eq))s 2t € 0

redshift de transicao e ¢(0) é o valor atual do parametro de desaceleracao.
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Figura 6.4: Parametro de desacelera-
¢ao. O acoplamento nao-minimo atrasa
a transicao entre os periodos de expan-
sao desacelerada e acelerada.
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Figura 6.5: O parametro de Hubble em
funcao do redshift dado pelo modelo pro-
posto e pelos dados observacionais[63].
O parametro esta decrescendo desde os
tempos mais remotos. A diminuicao da
inclinagao da curva para pequenos va-
lores de z indica a transicao para um
periodo de expansao acelerada. Acopla-
mentos mais intensos geram maior vari-
acao da taxa de expansao.

k=01 k=0,05 k=10,01
Zeq 0,3900 0,3748 0,3702
q(0) -0,5619 -0,5754 -0,5798
2 0,6316 0,6963 0,7247

Tabela 6.1: Valores fornecidos pelo modelo.

2,0

O parametro de Hubble, mostrado na Fig. 6.5, contém dados de 25 supernovas|63].

Lembrando da secao 3.2 que h = 0,67 £ 0,012, as curvas foram plotadas dentro desses

limites. Para os trés valores de k, o comportamento de H é muito similar em peque-

nos redshift, apresentando maior diferenca apenas em tempos remotos. Notemos que as

incertezas sao muito altas e os dados poucos, dificultando favorecer alguma das curvas.

A distancia de mdédulo, cujos dados observacionais ja apresentamos, também na se-

¢ao 3.6, é reintroduzida na Fig. 6.6 onde as trés curvas, referentes aos trés valores da

constante de acoplamento investigados, se sobrepoe. Na realidade, por se tratar de uma

grandeza que evolui com o logaritmo da distancia de luminosidade, nenhuma diferenca

¢ notada entre curvas pertencentes a modelos minimamente coerentes com a realidade.

Serve, entretanto, para descartar modelos que nao apresentem o mesmo comportamento.
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Figura 6.6: A distancia de médulo tragada para os trés casos analisados. A distancia
entre as curvas é muito menor do que as barras de erro dos dados disponiveis, tal que
nenhuma delas é favorecida. Os dados observacionais da analise de supernovas estao em
vermelho[46] e em laranja[47]. Em preto temos os dados de erupcao de raios-gamma|48].



CAPITULO [

Modelo Cosmoldgico para Energia-Escura, Matéria e Radiacao

O modelo proposto no capitulo anterior nos permitiu estudar alguns aspectos evo-
lutivos do Universo ao longo ultimos 12 bilhoes de anos. Considerando que a idade do
Universo ¢ ligeiramente menor que 14 bilhoes de anos, modelos que contemplam a exis-
téncia de matéria e energia escura sao capazes de descrever a maior parte de sua histéria.
Existem, porém, outras fontes de campo gravitacional que foram dominantes no inicio
de toda historia, e que portanto devem ser levadas em conta se quisermos compreender
0 que se passou em eras mais remotas. Neste capitulo vamos investigar um Universo
composto por matéria-escura, barions, energia-escura e matéria relativistica (radiacdo e
neutrinos). Vamos partir do mesmo modelo introduzido no capitulo 5, restringindo a
funcao de acoplamento nao-minimo e o potencial de auto-interacao aqueles que permitem

transformacoes invariantes na lagrangiana. Novamente, recorremos a secao 3.5 para lem-

brar que a radiagao (e no nosso caso, os neutrinos também) evoluem com a~%. Assim,
reescrevemos a lagrangiana pontual dada pela (5.1), na forma
2 2 ;3 5 3ad’ 2 o Py
L =—6Fda"a—6a*a0,F¢ —a’V 1—¢2—ﬁ(8¢F¢) — P — —, (7.1)
a
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onde p! é uma constante e representa o valor atual da densidade de energia da matéria

relativistica.

7.1 Determinando a Funcao de Acoplamento e o Po-

tencial de Auto-Interacao

Similarmente ao que fizemos no capitulo 6, vamos buscar solucoes que admitem sime-
trias de Noether, ainda nos focando nas transformacoes particulares que nao envolvem a

coordenada temporal. A operagao (6.3) para a (7.1) resulta

oza@L+@%L+@@a+&mg@L+@@ﬁ+ﬁwﬂ%L
. - 2 212 0
—a (—6Fd2 12000, F — 302V 1 — g — 2G0T &> +

2F 2
. : 3 312 3 33 F@QF 12
+ 8 (—68¢Fa2a — 6a’ad Fo — a*0,V /1 — ¢2 + 3a (2%? ¢~ da ¢F o Lo ) n
+ (&Laa + a¢a¢) (—12Faa _ 6a28¢F¢5> n
. 31/ 4 21
+ (c%ﬁa + a¢ﬁ¢) 60240, F + —L0 331000 ) (72)

— s
\/1— ¢?

onde, novamente, o ¢ 3 sao as componentes o' e o? do gerador X, correspondentes as
coordenadas a e ¢, respectivamente. A igualdade vale para todos os valores de a e ¢. Para
¢ =a =0, temos

0
3aa?V — a% + Ba®0,V = 0. (7.3)

Derivando a (7.2) uma vez com rela¢ao a a e duas vezes com relagao a ¢, temos que

9,8 = 0. A derivada terceira com relacao & ¢ fornece 0,8=0¢e
9aa®V + 3Ba*0,V = 0, (7.4)

que junto com a (7.3) resulta em o = 0. Como esse resultado na (7.2) e 5 = [3; constante,
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concluimos que 94V = 0,F =0 ¢

1
V=V, F=;. (7.5)

O acoplamento nao-minimo some, e o potencial de auto-interacao é constante. A

densidade de energia (5.22) e pressao (5.28) para o campo taquionico, sao dadas entao

Ve R
po=———, po=—Vo\/1- o2, (7.6)
\/1— @2

respectivamente. Existe uma classe especial de fluido cosmolégico, obedecendo a seguinte

equacao de estado

A
-

onde A é uma constante positiva e 0 < v < 1, chamada gds de Chaplygin'. Muitos sao

p= (7.7)

os fluidos que podem satisfazer a igualdade acima, comportando-se como um tal gas. O
campo taquidnico de potencial constante ¢ um gds de Chaplygin com 7y =1e A= V7. A
constante de Noether, neste caso, usando a (6.4)

5 = V00 (7.8)

V1 — ¢
é a primeira integral da equagao do fluido (3.28). Atentamos que, uma vez que o aco-
plamento nao-minimo nao acontece nesse modelo, pela (5.36), o tensor energia-momento

associado ao campo taquionico é conservado. Reescrevendo a equacao do fluido com a

ajuda da (7.6), obtemos

| %
po+3H | py —— | =0, (7.9)
Pe

uma EDO exata, a menos de uma simples manipulacao, cuja primeira integral prove
22
po =1/ =2+ V2, (7.10)

1A equacdo de estado recebe este nome por ter sido introduzida por Chaplygin no inicio do século XX,
para descrever as forgas que atuavam sob as asas de aeronaves[64].

que ¢é equivalente a (7.8).
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A equagao acima nos fornece como a densidade de energia-escura evolui com o fator
de escala. Vemos que para a < 1, o primeiro termo dentro da raiz ao lado direito da
igualdade é dominante, e p; ~ Xy/a®. Conforme o Universo se expande, este termo
decresce rapidamente e a energia-escura se comporta como uma constante cosmoldgica

ps ~ V. Conhecemos um outro tipo de fluido que evolui com a™*:

a matéria. Assim,
inferimos que para z > 1, o campo taquionico se encontra na forma de matéria, e é

incapaz de contribuir para uma expansao acelerada. Observemos sua pressao

p=——, (7.11)

concluimos que para a < 1, p ~ 0, novamente como exercido pelos campos de matéria.
Visto de outra forma, conforme a expansao progride, parte do fluido de matéria, dado
por um gas de Chaplygin de natureza taquionica, evolui para aquilo que chamamos de

energia-escura.

7.2 Solucoes Numéricas

Embora nao tenha sido possivel encontrar solugoes analiticas para a(t) e ¢(t) pelas
equagoes de movimento (5.21), (5.27) e (5.34), conhecemos como cada densidade de energia
evolui com o fator de escala, e consequentemente, H(z) e ¢(z). A equagao de Friedmann,

escrita em termos do redshift

1
" = <\/zg(1 +2)5 + V4 o0 (1 + 2)% + p(1 + 2)4> : (7.12)

ja nos da informagoes suficientes para tracar nossas curvas e obter o comportamento do
sistema. Precisamente como no capitulo anterior, deixamos as quantidades em sua forma
adimensional, tal que

Vo

HoH=—, Y% =", VooV=- (7.13)
P

O valor atual para o parametro de densidade da energia escura Qg) = 0,72, cria um

vinculo com a equacio acima, tal que X2 = (0,72)2 — V2, e temos somente o potencial
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como parametro livre. Analisamos o comportamento das densidades para quatro valores
de Vy: 0,675, 0,69, 0,705 e 0,72. O tltimo caso corresponde & constante cosmoldgica,
uma vez que Vy = 0,72 — ¥y = 0. Ademais, os valores atuais para as densidades de
energia da matéria e radiacao (com neutrinos) foram estabelecidos em Q0 = 0,279915 e

00 = 8,5 x 10744, 49].
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Figura 7.1: A densidade de energia Figura 7.2: A transicao entre as eras de

da radiacao é negligenciavel para pe-
quenos redshifts, quando comparada aos
demais componentes. A densidade
de energia-escura decresce rapidamente
apenas para o caso da constante cosmo-
logica, Vo = 0,72. Quando o campo
taquidnico apresenta dinamica (¢ nao
constante), a energia-escura decai em
campos de matéria.

dominio da radiacao e da matéria estao
destacadas pelo ponto vermelho, que in-
dica o redshift de transicao, para todos
os modelos. Quanto mais dinamico for o
campo taquidnico, mais cedo ocorre tal
transicao. Isto porque nesta época do
Universo, o gas de Chaplygin ha muito
ja contribui como matéria, e nao mais
energia-escura.

As figuras acima contém a evolucao das densidades de energia em diferentes escalas de
z. Na Fig. 7.1, a densidade de energia da radiacao é pequena demais para ser observada.
Quanto maior o valor de Vj, maior é o decaimento da densidade de energia-escura, com o
aumento do redshift. Vemos, entretanto, que exceto pelo caso da constante cosmoldgica,
as densidades do campo taquionico nao decrescem até um determinado valor, o qual man-
tém quase constantemente. Isso ocorre pelo comportamento dual do gas de Chaplygin, no
qual o fluido ora se comporta como matéria, ora como energia-escura. A Fig. 7.2 segue a
mesma legenda de cores que a anterior, e apresenta a evolugao das densidades de matéria
e radiagao em grandes redshifts. Aqui, o gas de Chaplygin ja é levado em consideragao
ao se calcular €,,. Os pontos em vermelho representam as intersecoes das curvas, ou

seja, o momento de transicao entre a era dominante da radiagao e a era dominante da
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matéria. Observamos que quanto mais dinamico é o campo - menor valor de Vj - maior é
o redshift de equivaléncia. Embora o desacoplamento e a recombinagao (vide capitulo 3)
nao estejam intrinsecamente ligados com a época em que ocorreu essa transi¢ao, pois de-
pendem fundamentalmente da temperatura do Universo, e nao da densidade de radiacao;
se a matéria passa a dominar o Universo mais cedo, ha mais tempo para que a matéria
escura (que nao sofre com as colisdes de f6tons) formar seus pogos de potencial de forma
que grandes estruturas possam ser formadas logo apds a recombinacao. Isso ajudaria a

explicar por que detectamos galaxias e quasares enormes em grandes valores de z.

00 7 Figura 7.3: A razao entre a pressao e a den-
0s sidade do campo taquionico enfatiza o com-
- Y — Vo = 0,675 ] Al 3
N, portamento dual (matéria/energia-escura)
-04 © Dozoms deste componente. Em todos os casos onde
— 0="% , PN .
Wy hé dinamica, w, < —1/3 em pequenos
-06 ] .
redshifts, sendo capaz de efetuar uma ex-
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0 5 . 6 8 10 devido a pressao zero exercida pelos campos
2 de matéria. O caso Vy = 0,72 apresenta
valor constante, por se tratar da constante
cosmoldgica (p = —p).
A razao, wy = py/pe € tragada na Fig. 7.3. Enquanto a constante cosmoldgica mantém
wg = —1 durante toda a histéria do Universo, o campo dinamico faz com que essa razao

cresca rapidamente para zero, a medida o que o redshift aumenta, decaindo em campos

de matéria e desacelerando a expansao.

7.3 Parametros Observacionais

O parametro de desaceleracao, bem como o parametro de Hubble, foi calculado para

os quatro diferentes valores do potencial.

Como era de se esperar, quanto maior for a dinamica deste sistema dual que permite a
evolucao de matéria para energia-escura, menor é o redshift de transicao entre os periodos
desacelerados e acelerados do Universo, visto da Fig. 7.4. As curvas que fornecem o com-
portamento do parametro de Hubble ao longo de z, Fig. 7.5, tem espessura correspondente

a incerteza h = 0,67 +0,012. Dos valores analisados para o potencial, aquele que melhor
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Os dados observacionais

para o parametro de Hubble[63] favo-
recem um campo dinamico a constante
cosmolégica. Vemos que para menores
valores de V), maior e a inclinacdo da
curva. O caso Vy = 0,69 é o que abrange
o maior numero de pontos observados.

concorda com os dados observacionais é V) = 0, 69, favorecendo o campo taquionico sobre

a constante cosmologica.
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Figura 7.6: A distancia de médulo calculada esta de acordo com as observagoes em todos
os casos, embora exista uma distancia acentuada entre a curva representado o caso da
constante cosmoldgica e as demais. Os dados de supernovas estdo em vermelho[46] e
em azul escuro[47], enquanto os de erupgoes de raios-gamma estao apresentados em azul

claro[48].

A distancia de médulo dos modelos estd em excelente acordo com as observagoes,

como indicado na Fig. 7.6. Algumas quantidades valem ser apreciadas neste modelo.

Escolhendo Vi = 0,69, através dos dados fornecidos pelas medicoes do parametro de
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Hubble, o parametro de desaceleracao vale, atualmente, ¢o = —0, 4918, enquanto o redshift
de transicao do periodo desacelerado para o acelerado esta em z; = 0, 3845. Estes valores
sao significativamente diferentes do que os encontrados usualmente em demais modelos.
Comparado com estes, estarfamos experimentando um tempo mais recente na historia do
Universo acelerado. Infelizmente, as observacoes ainda nao sao capazes de descartar ou
favorecer uma teoria sobre a outra, havendo bastante discordancia a respeito das incertezas
nas medicoes do parametro de desaceleracao. Anteriormente, dissemos que neste modelo o
redshift de equivaléncia da matéria e radiacao é bastante maior do que no modelo ACDM.
De fato, para este valor do potencial temos z., = 5712. Nesta época, o Universo tinha

apenas 18mil anos, contra os 47mil preditos pelo modelo de constante cosmoldgica.



CAPITULO 8

Modelo Cosmoldgico para Energia-Escura e Matéria Il

Anteriormente, no capitulo 6, investigamos um modelo de Universo composto por ma-
téria e energia-escura que fosse restrito por uma lagrangiana que apresentasse invariancias
sob transformacoes pontuais particulares, sem envolver o tempo. Neste capitulo, iremos
abordar um modelo similar, cuja lagrangiana deve ser invariante sob transformacoes ge-
rais, como as introduzidas no capitulo 4. Assim, neste sistema, p; = p,, e a lagrangiana

inicial é dada pela equagao (6.1).

8.1 Determinando a Funcao de Acoplamento e o Po-

tencial de Auto-Interacao

A operacao do gerador de simetria, X, em L, resulta na (4.15), relembrando:

oL oL . oL, ., ... . df
— gos (o' — ¢ Lt ——=—=0. 1
(,%T—l— GqZQ + 8(}1(04 q'7) + L7 p 0 (8.1)
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Ao executar a operacao acima em nossa lagrangiana (6.1), obtemos

0= (6Faa + 60, Fa’ ap 4+ a*Vy/1— ¢ + 3i(6 F)2$% + ,021) ((%7‘ + a0, + qﬁ@w) +
+a (6F6L2 + 128¢Fad(z5 +3a*V\/1— ¢2 + 9a (8¢ )20 ) +
, X 3a® . 3a? -
+ 3 (68¢Faa2 + 603 Fa*ap 4 a’0,V /1 — ¢ — ﬁ@ F)¢* + ?(%F@(?)Fqﬁ) +
+ (D + a0, + $0p0r — a0y — 20,7 — 40,7 ) (12Fai + 69, Fa?d) +

4 (0,8 + 40,5+ 60,8 — bdyr — adiur — 0,7 | 60,Faa - LA 3;3 (0,F)2
11— ¢
— Oif — aOuf — 90, f. (82)

Uma vez que a e qb sao arbitrarios, poderiamos reescrever a equacao acima na forma
polinomial destas duas quantidades, e em seguida, zerar os termos independentemente.
Infelizmente, como nos modelos anteriores, a equacao contém termos envolvendo /1 — éQ,
tanto no numerador quanto no numerador. Este termo nao pode ser escrito como uma
poténcia de ¢ de modo a zerar seus coeficientes. Para obter as equacoes diferenciais
parciais referentes a equacao acima, iremos deriva-la em relacao a @ e qb e avalia-la no ponto

onde estas quantidades sao nulas. Por fim, obtemos 10 equagoes diferenciais parciais:

0 = 3aa®V + a0,V B + (p), + a®V)0r — O, f, (8.3)
0= 0,1, (8.4)
0= aF — aF0,7 + aBdsF + 2aFd,a + a*0,F 0,03, . (8.5)
0 = 12aF 0, + 6a*0,F 0,3 — 0o f + (p2, + a*V)0,T, (8.6)
0 =3a’Va+a*B0,V — 3a*V o, + 4a*V 0,3, (8.7)
0= 8.5, (8.8)
3 F 2
0=ad’VB—a*’Vo,r + M%T, (8.9)
3 F 2
0 = 120, F 047 — a®V 0,7 + %&J, (8.10)
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0 =12a0a0,F + 6a°BOLF + 12aF s + 6a*05F 048 — 600y FO,7+

3 2
+ 620, F0p0 — aPV 0,5 + w(fm, (8.11)
3 2
0 =600, F 0,0 — a*V O3 + w&tﬁ — Ouf + (P, +a’V)0,. (8.12)

A combinagao das equagoes (8.4), (8.8), (8.9) e (8.10) indica diretamente que 5 = [5(¢)
e 7 = 7(t). A partir destes resultados, carregando uma extensa manipulagao, é possivel

concluir que
a=aoa; B=ke+ By T=kt+7; f=kdt+ fo (8.13)

onde oy, k, By, 7o € fo sao constantes arbitrdrias!. A substituicao destes resultados nas

equagoes acima, retorna apenas 2 relagoes nao triviais independentes:

0 = 3aeV + (k¢ + B0)0sV + kV, (8.14)
0= 30(0F —kF + (k¢ + 50)8¢F, (815)

A equagao (8.14) corresponde as (8.3) e (8.7), enquanto a relag¢ao (8.15) provém das
(8.5) e (8.11). Ambas podem ser facilmente integradas, mas devemos ter cuidado ao
analisar o valor da constante k. O caso trivial, k = 0, nos retorna ao modelo estudado
no capitulo 6; note que este valor deve ser considerado antes de se efetuar a integracao.
Para os demais casos, k # 0, o potencial e a funcao de acoplamento nao-minimo tomam

as formas
Vi(p) = Vo (kp + 50)_3%0_1 ; F(p) = Fy (ko + 50)1_3%0 ; (8.16)

onde Vj e Fj sao constantes. Como as constantes antes estimadas sao arbitrarias, existe
uma infinita classe de pares de potencial e acoplamento que estao restritos as transforma-
¢oes pontuais associadas. Escolhemos trabalhar com oy = k =1 e 5y = 0, de tal forma

que
Vo

. FO
pr— g’ pum

V(6) -5

F(¢) (8.17)

Uma vez que as constantes k e 3y apareceram explicitamente nas fungoes obtidas

L Arbitrarias no sentido que existe uma simetria independente do valor adotado por tais constantes.
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para o potencial de auto-interacao e acoplamento nao-minimo, ¢ interessante substituir
na lagrangiana as funcoes encontradas e refazer todos os calculos, a fim de estabelecer

uma possivel conexao entre as constantes dos coeficientes. A lagrangiana (6.1) fica

Fy

F F, .. 1% :
L =6a—d® —12a>~2a¢ + a®—21/1 — ¢2 + 6&3g

g5 g po ¢+ 0. (8.18)

Ao efetuar todos os passos seguidos anteriormente, através da (4.15), e resolvendo

para a, 8, 7 e f, obtemos:
a=ka, B=ke; T=kt+71; [f=kplt+ fo; (8.19)

onde k é também uma constante, que apesar de arbitraria, é comum em todos os coefi-
cientes. Esses resultados sao identicamente obtidos com a substituicao da solucao geral
(8.16) na lagrangiana. Isso é importante para analisarmos a constante de movimento de
Noether, dada pela (4.17). Como dissemos no capitulo 4, a constante ¥, é, na verdade,
uma composicao de diferentes constantes de movimento, cada uma associada a uma cons-
tante diferente presente nos coeficiente. Antes de prosseguir, vamos enunciar a equacao

de Friedmann (5.21):

o ¢
onde p = py + pm €
Vi HFyp  Fyg? 0
Py = ——— 4+ 12 30¢—6 Of =D (8.21)
H /1 — <Z'32 ¢ ¢ a
A constante de movimento, ou carga de Noether:
oL
20:7'0 (L— ql>+
94"
ke _6F0ad2 . 12F0a2dg5 - 6F0a3¢2 n Voa? B Voa?’gﬁ

A Y ) R

=Y, 4+ Y. (8.22)
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A existéncia de duas constantes independentes nos coeficientes do gerador de simetria
implica na existéncia de duas constantes de movimento: »; e 5. A primeira constante
é simplesmente a energia total do sistema, multiplicada pelo fator 7. Como sabemos,
sempre que a lagrangiana nao depender explicitamente do tempo havera conservacao de
energia. A segunda carga de Noether é

Fyaa? N 12F0a2ag25 B 6F0a39252 N Voa? B Voadd

Y

Voado

sy1-d)

EQZk t —6

= k| p0t+ (8.23)

de acordo com a (8.20).

8.2 Solucgoes Numéricas

A obtencao das equagoes de movimento com o redshift como variavel independente
acontece da mesma maneira que fizemos no capitulo 6. Primeiramente, utilizamos as
transformagoes de derivadas (6.17), e reescrevemos as equagoes de movimento para ¢(z)

e H(z). A equacao de Friedmann (5.21) e a da aceleragao (5.27) combinam-se em

Fy
4EHH'(1+Z)—,0—p:O, (8.24)
onde, novamente, as linhas indicam derivadas com respeito ao redshift. Aqui, p = pg + pm
e p = pg, Pois a matéria nao exerce pressao. Escritas em funcao de z, estas equacoes

tornam-se
_ Vo 29"
¢4\/1 _ H2(1 T 2)2¢/2 ¢4 )

/
— 12FyH*(1 + z)?i — 6 H?(1 + 2)

P P (8.25)
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po=— Eﬂ — H2(1+ 2)2¢7 + 6F H*(1 + 2)° (Zj + 8H2¢§(1 +2)¢'—
_ 4% [H2(1 4 2)%¢" + H2(1 4 2)¢ + HH'(1 + 2)¢] . (8.27)

A equagao de Klein-Gordon (5.34), reescrita em funcao do redshift, fica

" / / / Wi E
0 =[H*(1+2)%¢" + H*(14 2)¢/ + HH'(1 + 2)*¢/] (¢4(1 — H2(1O—|— 262 12¢_2> "
2 2 oFo 0 / 3Vo _ onto
+24H*(1+ 2)°¢ pe H*(1+4 2)¢ <¢4\/1 e 36¢4>+
Vo

(8.28)

oo — g -
+12¢3(2H A1) ¢5\/1— H2(1 4 2)29%

Os valores a serem estabelecidos para as condigoes iniciais, fornecidos pelos métodos
observacionais, sao dados para as variaveis adimensionais, como vimos antes. Para tanto,

reescalonamos nossas quantidades sem alterar as equacoes diferenciais acima.

H—H=—; ¢—=¢=0Vp% Vo—Vo=Vop"s Fy— Fy=Fp".  (829)

As condicoes iniciais sao estabelecidas a partir das transformacoes feitas acima e
algumas consideracoes. De acordo com a equagao de Friedmann (8.20), H(0) = 1/+/3.
A pressao atual exercida pela energia-escura deve ser garantida como negativa, o que
implica numa dinamica bastante suave para o campo taquionico, como indicada pela
(8.27), entdo estipulamos ¢ = 1073, A funcdo de acoplamento nao-minimo deve valer
1/2, em z = O,para que a constante gravitacional apresente seu valor observado nos dias
de hoje, entdo ¢(0) = v/2F,. A densidade de energia-escura é atualmente dominada pelo
primeiro termo ao lado direito da igualdade na (8.25), tal que V, = 2, 88F2 — Qg =0,72.
O parametro de densidade da matéria para z = 0 é, novamente, 22, = 0, 28. Nosso modelo
contém um parametro livre, e escolhemos Iy = 10° para garantir estabilidade e para que

a variacao da constante gravitacional seja sutil.

A evolucao dos parametros de densidade, Fig. 8.1, se da na forma muito semelhante
ao que ocorre no modelo ACDM. A densidade de energia-escura cresce rapidamente de

zero e passa a dominar sobre os demais componentes, aqui em z., = 0,37. A razao entre
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Figura 8.1: A energia-escura passa a do-  Figura 8.2: A razao entre a pressao e a

minar sobre a matéria em z = 0,37. densidade de energia-escura evolui muito
Conforme aumenta o redshift, ela cai ra-  suavemente, tendendo a wg — —1 as-
pidamente a zero. sintoticamente, aproximando-se de uma

constante cosmologica.

a pressao e a densidade de energia-escura tende assintoticamente para —1, assumindo
valores muito préximos a este durante toda a evolugao do Universo, o que contribui para

uma atuagao deste campo taquionico bastante parecida com a da constante cosmologica.

A taxa de variacao da constante gravitacional é apresentada na Fig. 8.3. Vemos que,
embora decrescente, a taxa é positiva ao longo do redshift, e as interacoes gravitacionais
sao, portanto, mais intensas atualmente do que em tempos remotos. Em 2z = 0, temos
Go /Gy = —1,6 x 107 *%ano !, valor bastante abaixo da precisao dos experimentos em
andamento. Neste grafico, fizemos uma extrapolacao até z = —0,9, lembrando que o
tempo tende ao infinito conforme z — 0. Assim, mesmo que o valor da taxa seja negativo
hoje, percebemos que a variacao tende assintoticamente a zero e a gravitacao deve interagir

na mesma escala de for¢ca que agora mesmo em muitos bilhoes de anos.

8.3 Parametros Observacionais

O parametro de desaceleracao, Fig. 8.4, também foi extrapolado para tempos futuros
e tende assintoticamente a —1. Sabemos que ¢ = 1/2 + 3p/2p, entdo a densidade de
energia da matéria deve continuar decrescendo, tendendo a zero futuramente, enquanto
a pressao do campo taquionico se iguala a menos a sua densidade de energia, ps — —pg

e o Universo passa a ser dominado por uma constante cosmoldgica efetiva. O redshift de
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Figura 8.3: A taxa de variacio da constante gravitacional (em ano~!) é extrapolada
até z = —0,9. Ela varia suavemente desde de o inicio, tendendo & zero (G constante)
assintoticamente. Embora decrescente, a taxa de variacao é positiva, e as interacoes
gravitacionais eram, portanto, mais fortes no passado.

transicao entre o periodo desacelerado e o acelerado estd em z = 0,73 e, o parametro
de desaceleracao vale, atualmente, qo = —0,58. O parametro de Hubble é apresentado
na Fig. 8.5, onde calculamos a evolucao de H(z) para h = 0,67 + 0,012. Existem trés
pontos observacionais que fogem completamente a curva tracada, semelhante ao que é
observado na curva que compete a constante cosmoldgica, na Fig. 7.5. A distancia de

modulo aparece na Fig. 8.6, e a curva esta em excelente acordo com as observagoes.
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Figura 8.4: A transicao entre a expan-
sao desacelerada e acelerada ocorre em
z = 0,73. A extrapolacao do parame-
tro até z = 0,9 e sua aproximacao as-
sintotica ¢ — —1, indica que o dominio
de energia-escura nao-somente continu-
ara até que 0y ~ 1 e, ~ 0, como tam-
bém o campo taquionico tera sua dina-
mica cada vez mais suavizada, tendendo
a se comportar como uma constante cos-
moldgica.

H(z)

0,0 0,5 1,0 15 2,0

Figura 8.5: O parametro de Hubble tra-
¢ado pelo modelo, em comparagao aos
dados observacionais[63], esta de acordo
durante a metade mais recente da his-
téria evolutiva do Universo, deixando a
desejar para z > 1 (aproximadamente
7,8 bilhoes de anos atras).
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Figura 8.6: Os dados observacionais da distancia de médulo de diversas supernovas -
em vermelho[46] e em laranja[47] - e erup¢oes de raios-gamma, em azul[48], sugerem boa
aceitagao deste modelo, cuja curva calculada passa sobre a maioria deles.
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8.4 O Fator de Escala em Perspectiva

A relacao diferencial entre o tempo e o redshift é dada pela regra da cadeia que rege

as igualdades da (6.17), ou seja

B dt da __1~|—z

U= d:¥ = T HE

dz. (8.30)

Ao integrarmos a equagao acima nos limites z = 0 e 2 = 0o, obtemos a idade do Universo,
como na (3.49). Assim, podemos resolver numericamente a (8.30), e criar uma tabela
(t,a(t)) para cada valor de z. Desta forma, podemos tragar uma curva para o fator de

escala em fungao do tempo.

20—
15}
a(t) 10}

05

0,0

Figura 8.7: O fator de escala em fungao do tempo para: modelo com matéria I (preto),
modelo com radiacao (vermelho), modelo com matéria II (azul). O tempo é medido em
bilhoes de anos e transposto tal que ty = 0 esteja situado nos dias de hoje. Observamos
a expansao desacelerada que ocorria até cerca de 10 bilhoes de anos atras, devido ao
dominio de matéria, passando entao para um periodo de expansao linear até que, enfim,
o dominio de energia-escura dé inicio a expansao acelerada, aproximadamente 6 bilhoes
de anos atras.

A Fig. 8.7 apresenta a evolucao temporal do fator de escala como prevista pelos trés
modelos aqui analisados. A necessidade de se construir uma tabela muito densa, com
base em integrais numéricas, torna as curvas bastante espessas, de tal forma que as sutis
diferencas entre os modelos é quase toda suprimida com a sobreposicao das curvas, exceto
pela evolucao inicial. Em tempos bastante remotos, notamos que a desaceleragao na
expansao é muito mais expressiva no caso em que hé radiagdo (curva vermelha). Este

fato nao se da pela presenga da radiacao em si, como vimos no capitulo 7, sua era dura
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cerca de 18 mil anos apenas. Neste modelo especifico, nao ha acoplamento nao-minimo, e
é justamente a transferéncia de energia entre o campo taquionico e o campo gravitacional
que ameniza a desaceleracao. As observagoes, entretanto, sugerem que tal periodo de
desaceleracao mais acentuada, tenha existido, como mostra a Fig. 7.5, em contraste com
as figuras Fig. 6.5 e Fig. 8.5. Em todos os modelos, notamos que a era da energia-
escura sera mantida para sempre, intensificando seu dominio a medida que €2, cresce e
Q,, decresce. Com isto, a expansao deve permanecer acelerada, como vemos na figura

acima, e o Universo deve dobrar de tamanho nos préximo 10 bilhoes de anos.



Conclusao

Nesta dissertacao de mestrado, apresentamos trés diferentes modelos cosmoldgicos
construidos a partir de uma mesma acao. A energia-escura foi interpretada como uma
entidade que se comporta de acordo com a dinamica de um campo taquionico, acoplado
nao-minimamente ao escalar de curvatura, suplementando a gravidade com um grau de
liberdade a mais. A funcao que define tal acoplamento, bem como o potencial de auto-
interacao do campo, foram restringidos aqueles para os quais existe alguma transformagao
pontual que mantém a lagrangiana invariante. Embora esse tipo de simetria nao seja
uma exigencia da natureza, estda constantemente presente na descricao das interagoes
elementares. Uma vez que é necessario escolher a forma dessas fungoes, nos parece mais

interessante atribuir o vinculo de invariancia ao invés de escreve-las de forma ad-hoc.

As simetrias que ignoram qualquer transformacao temporal foram abordadas em dois
modelos: Universo composto por energia-escura e matéria, e outro preenchido também
por radiagado. Ademais, um terceiro modelo foi analisado, com a mesma proposta de
composicao do primeiro, onde consideramos invariancias mais gerais. Solu¢oes numéricas
foram obtidas para cada sistema, a partir de condicoes iniciais adotadas de acordo com
recentes valores observacionais encontrados na literatura e um parametro livre. Assim,
pudemos descrever a evolugao dos componentes e dos parametros cosmologicos ao longo

da histéria do Universo e compara-los com as observagoes atuais.

103
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Modelo 1

O primeiro modelo proposto, Capitulo 6, considera que o Universo é formado por
energia-escura e matéria, uma condicao bastante razoavel considerando que a densidade
de material relativistico é desprezivel ao longo da maior parte da histéria universal. A
exigéncia de que a lagrangiana deste sistema fosse invariante sob alguma transformagao
pontual implicou nas formas exponenciais da funcao de acoplamento nao-minimo e do
potencial de interacao, que sao proporcionais. A constante de acoplamento, k, definiu
quao forte é a transferéncia de energia entre o campo taquionico e a gravidade. Trés valores
diferentes foram analisados. O comportamento do parametro de desaceleracao estd em
pleno acordo com as observacoes para os trés casos. A razao entre a pressao e a densidade
de energia-escura, wy tem uma queda mais abrupta quanto maior for o acoplamento.
Assim, seu valor é maior para tempos mais remotos e isso reflete em um decaimento mais
lento da sua densidade de energia, lembrando que quanto maior o acoplamento neste caso,
mais a entidade se distancia do comportamento de constante cosmolégica. A evolucao do
parametro de Hubble, em comparacao com as observagoes de supernovas, sugere que se

esta for a acao que descreve o Universo, entao o acoplamento nao-minimo deve ser forte.

Modelo 11

Materiais relativisticos, como radiacao e neutrinos, foram incluidos num segundo tra-
tamento, descrito no Capitulo 7. A aplicacdo do gerador de simetrias retornou uma
funcao de acoplamento nao-minimo e potencial de auto-interagao constantes. Ou seja, a
energia-escura é acoplada apenas minimamente (através da métrica g,,) como os outros
componentes, e se comporta como um gas de Chaplygin. O potencial constante é o tinico
parametro livre presente neste sistema, e tragamos as curvas de evolucao para quatro
diferentes valores dele, sendo um desses correspondente a constante cosmoldgica. Os trés
demais casos mostraram uma energia-escura que evolui a partir de campos de matéria,
com uma transicao mais abrupta para valores mais distantes do caso ACDM. Similar-
mente, quanto mais dinamico o campo, maior o redshift de equivaléncia entre matéria e
radiacao. Se a matéria passa a dominar o Universo mais cedo, mesmo que as interagoes

foton-nicleo permanegam, a matéria-escura tem mais tempo de se agrupar e formar os
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pocos de potencial que dao origem as grandes estruturas do Universo. Além disto, obser-
vamos nas curvas do parametro de Hubble que a constante cosmoldgica é desfavorecida

em relacao a campos dinamicos quando comparados com os dados observacionais.

Modelo 111

No Capitulo 8, retomamos um modelo para um Universo composto apenas por matéria
e energia-escura, porém restringimos a agao, e nao apenas a lagrangiana, aquela que apre-
senta invariancia, ou seja, levando em conta transformacoes temporais. Assim, obtivemos
uma familia de solugoes em forma de potencias do campo, para a funcao de acoplamento
nao-minimo e para o potencial de auto-interacao. Escolhemos trabalhar com F = Fyp~2 e
V = Vp¢~*. Como solucao, obtivemos um campo que tende assintoticamente & uma cons-
tante cosmoldgica, em um modelo cujos parametros se comportam muito similarmente ao
modelo ACDM, mesmo havendo acoplamento nao-minimo. A taxa de variacao da cons-
tante gravitacional é positiva ao longo de todo tempo decorrido, desde o primeiro par de
bilhdes de anos (regime contemplado pelo modelo), do Universo. Entretanto, esta taxa
vem decrescendo e tende a zero assintoticamente. Assim, concluimos que as interacoes
gravitacionais eram mais intensas no passado, e que tendem a variar muito pouco em
tempos futuros. Pudemos observar que durante a época dominada pela matéria, o cres-
cimento de a(t) se dd desaceleradamente, passando por uma transigdo com o acréscimo
do parametro de densidade da energia-escura. Nossa expansao atual experimenta uma
leve aceleracao, a qual tende a aumentar cada vez mais com o declinio do parametro de

densidade dos campos de matéria.
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Trabalhos Futuros

Todos os modelos aqui apresentados, compreendem quase toda a histéria evolutiva do
Universo. No entanto, entender o que ocorreu nas primeiras centenas de milhares de anos
é fundamental para se obter uma descricao consistente das dinamicas hoje observadas.
Futuramente, pretendemos realizar uma andlise perturbativa da cosmologia f(¢), afim de
investigar sob quais condicoes tais modelos sao capazes de imitar a formacao de estruturas

estaveis que percebemos atualmente.
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