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“To my mind there are two great unexplained mysteries in our understanding of
the universe. One is the nature of a unified general field theory to explain both
gravitation and electromagnetism. The other is an understanding of the nature of
turbulence. After I die I expect God to clarify general field theory for me.

I have no such hopes about turbulence.”

- Theodore von Karmadn
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Resumo

O Método de Filtragem Lagrangeana (MFL) é um método destinado & simulagao nu-
mérica de escoamentos turbulentos baseado na filtragem espacial das equagoes de Navier-
Stokes escritas no referencial Lagrangeano. A filtragem se d& implicitamente através da
discretizacao das equacoes em diferencas finitas. A grande vantagem da utilizacao do
referencial Lagrangeano é que, neste referencial, as nao-linearidades das equagoes nao sao
explicitadas. Com isso, é possivel filtrar as equagoes sem que haja necessidade de se utili-
zarem parametrizacoes de processos subgrade. No presente trabalho, o MFL foi utilizado
na simulacao do jato plano turbulento, com o objetivo de mostrar a capacidade deste
método em simular este tipo de escoamento turbulento. Foram realizadas simulagoes com
nimero de Reynolds entre 2.970 e 10.000. Os resultados se mostraram, de forma geral,
satisfatérios quando comparados com resultados tedricos e experimentais. Além disso, o
modelo foi capaz de simular adequadamente o espectro de energia. O MFL também se
mostrou computacionalmente eficiente e competitivo com outros métodos se simulacao de
escoamentos turbulentos usualmente utilizados.

Palavras-chave: Método de Filtragem Lagrangeana; turbuléncia; jato plano turbu-
lento.



Abstract

The Method of Lagrangian Filtering (MLF) is a numerical method for simulation of
turbulent flows based on spatial filtering of the Navier-Stokes equations in the Lagrangian
frame of reference. The filtering is done implicitly, using the discretization of the equations
by finite differences. The great advantage of using the Lagrangian frame of reference is
that the nonlinearities of the equations are not explicited. Therefore, it is possible to filter
the equations without the need of using parameterization of subgrid processes. In the
present work, the MLF was used to simulate the turbulent plane jet, in order to illustrate
the ability of this method on simulating this type of turbulent flow. Simulations were
performed with Reynolds number between 2.970 and 10.000. The results were, in general,
satisfactory when compared with theoretical and experimental results, and the model
was able to simulate properly the energy spectrum. The MFL was also computationally
efficient and competitive when compared with other methods of turbulent flow simulation.

Keywords: Method of Lagrangian Filtering; turbulence; turbulent plane jet.
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11

1 Introducao

A turbuléncia estd presente na maioria dos escoamentos da natureza, assim como em
diversos escoamentos de interesse da engenharia. Observa-se o fenomeno da turbuléncia
nos escoamentos em rios, na atmosfera, nos oceanos, em problemas de aerodinamica, no
funcionamento de maquinas e motores a combustao. Por esse motivo, o entendimento e a

simulagao adequada da turbuléncia é de interesse de diversas areas do conhecimento.

A turbuléncia estd associada, principalmente, a mistura de propriedades e a dissipacao
de energia. Por esse motivo, a turbuléncia modifica drasticamente o escoamento, o que

torna sua representacao essencial na adequada modelagem dos escoamentos.

Entretanto, sua representacao é até hoje um desafio. A maioria das solugoes utilizadas,
sejam elas analiticas ou numéricas, exigem uma grande parcela de empirismo, e muitas
vezes servem apenas para aplicacoes ad hoc. Ainda assim, para se conseguir algumas destas
solugoes, muitas vezes é necessario introduzir simplificagoes, algumas vezes inadequadas

para aplicagoes reais.

Simulacoes numéricas sao utilizadas quando solucoes analiticas nao estao disponiveis,
ou ainda quando se deseja incluir menos simplificagoes que aquelas consideradas nas solu-
¢oes analiticas, como por exemplo, a inclusao de mais dimensoes espaciais, ou a utilizacao
de condicoes de contorno que variem no tempo e no espaco. Entretanto, simulacoes nu-
méricas de escoamentos turbulentos sao geralmente muito custosas computacionalmente,

e normalmente exigem um longo tempo de simulacao.

Embora seja dificil definir a turbuléncia precisamente, Tennekes e Lumley (1972) ci-
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tam as seguintes caracteristicas como sendo as principais: irregularidade ou aleatoriedade,
o que torna impossivel uma aproximacao deterministica; difusividade, responsavel pela ra-
pida mistura e aumento das taxas de transferéncia de quantidade de movimento, calor e
massa; ocorréncia em altos nimeros de Reynolds; presenca de flutuagoes de vorticidade
tridimensionais; dissipacao, o que faz com que a turbuléncia necessite de constante ali-

mentacao para se manter; continuidade; e a dependéncia da configuragao do escoamento.

E possivel identificar um escoamento turbulento pela sua aparéncia desordenada. Este
fenomeno é normalmente associado a presenca de pequenos vortices, ou estruturas de mo-
vimento turbulento, os quais causam interferéncia no escoamento como um todo. Entre-
tanto, na maioria das vezes, estamos interessados em conhecer apenas os efeitos causados
por esses vértices sobre o escoamento de maior escala, e nao na descricao dos mesmos.
Além disso, a descricao matematica destes vortices seria muito complexa, e a simulacao

computacional destas estruturas muito custosa.

Foi com a ideia de se obter o escoamento médio que Osborne Reynolds introduziu a
separacao do escoamento médio do turbulento. Ele assumiu que as componentes média e

a de flutuagao sao separaveis da seguinte forma:

u(x,y,z,t) = u(x,y,z,t) + u'(x,,z,) (1.1)

onde # é a velocidade média e u’ é a flutuacao em torno da média.

Esta mesma separacao € aplicada a todas as componentes da velocidade, a pressao e a
densidade. Em seguida, sao substituidas nas equacoes de Navier-Stokes e da continuidade,

e posteriormente, é feita a média das equagoes.

Ao se obter a média das equacoes, os termos médios nao se alteram, e as flutua-
¢oes sao anuladas. Entretanto, devido a presenca dos termos nao-lineares das equacao
de Navier-Stokes, surgem termos com multiplicacao entre flutuacoes. Estes termos nao

podem ser anulados na promediacao, e tornam-se novas variaveis. Estas novas variaveis
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sao organizadas no chamado Tensor de Tensoes de Reynolds.

A determinacao do Tensor de Tensoes de Reynolds se tornou fundamental para reso-
lucao do problema da turbuléncia. Entretanto, nao ha solucao analitica disponivel para
obtencao deste tensor. Este é o conhecido problema do fechamento, em que ha mais

incognitas do que equagoes.

A fim de se obter o Tensor de Tensoes de Reynolds, Boussinesq introduziu uma teoria
desenvolvida em analogia a teoria cinética dos gases, onde a tensao é proporcional ao
gradiente de velocidade. Analogamente a viscosidade molecular, criou-se o conceito de
viscosidade turbulenta, a qual seriam atribuidos os efeitos da turbuléncia. Particularmente
em regioes afastadas e superficies solidas, a ordem de grandeza da viscosidade turbulenta
é muito maior que a da viscosidade molecular, e por isso, esta ultima é, normalmente,

desprezada na presenca da viscosidade turbulenta.

Entretanto, o problema do fechamento ainda persiste. Ao contrario da viscosidade
molecular, que depende das caracteristicas do fluido, a viscosidade turbulenta é funcao do
escoamento, ou seja, seu valor varia com a geometria do problema, o campo velocidade,
etc. Desta forma, torna-se necessario encontrar formulagoes para a viscosidade turbulenta

que sejam funcao das caracteristicas do problema.

A fim de se resolver o problema do fechamento, diversos modelos de turbuléncia, ou
modelos de fechamento, foram desenvolvidos para estimar a viscosidade turbulenta. Estes
modelos sao classificados, em fungao da sua complexidade, em modelos de primeira ordem,
de segunda ordem, e assim por diante. Esta classificagao estd relacionada com o ntmero

de equacoes considerado, o que nao necessariamente influencia a acuracia destes modelos.

Nos modelos de comprimento de mistura, ou de primeira ordem, a viscosidade tur-
bulenta depende da estimativa do tamanho da comprimento de mistura, que é proporci-
onal ao tamanho dos grandes vértices, e portanto, fortemente dependente do escoamento
(TENNEKES; LUMLEY, 1972). Assim, a viscosidade turbulenta nao é generalizada, e

sua obtencao se restringe a estudos empiricos, sendo aplicavel apenas a casos especificos.
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Posteriormente ao modelo de comprimento de mistura, foram desenvolvidos os mode-
los de segunda ordem, ou de energia cinética da turbuléncia. Estes modelos consideram
mais conceitos da fisica da turbuléncia, pois a viscosidade turbulenta é obtida através
da equacao da energia cinética da turbuléncia. Entretanto, o problema do fechamento
persiste, pois surgem termos nas equagoes de segunda ordem que precisam ser parametri-
zados. Além disso, a necessidade de se resolver a equacao de segunda ordem faz com que
mais recursos computacionais sejam necessarios. Exemplos de modelos de segunda ordem

sao os bem conhecidos k—1[ e k— €.

Holt e Raman (1988) revisam alguns modelos de primeira e de segunda ordem para a
camada limite atmosférica. Eles foram testados e comparados com um modelo barotrépico
unidimensional da camada limite planetéria, e também com dados observados. Os autores
concluem que a estrutura principal da camada limite obtida é pouco influenciada pelo tipo
de modelo de fechamento utilizado, mas que os modelos de energia cinética da turbuléncia
ainda sao preferiveis aos de primeira ordem. Porém, em geral, nenhum dos esquemas

testados foi capaz de reproduzir adequadamente os dados observados.

Posteriormente, foram desenvolvidos modelos de ordem mais alta (terceira ordem,
quarta ordem, etc), onde equagoes de ordem mais alta sdo incluidas no sistema e utiliza-
das para estimar os termos das equacoes de ordem mais baixa. Entretanto, o problema
do fechamento ainda permanece, pois, quanto maior a ordem do modelo, maior o nu-
mero de equacoes, e maior ainda ¢ a quantidade de parametros necessarios para o seu
fechamento. Outro problema destes modelos é o grande ntimero de equagoes presentes,

tornando necessario cada vez mais recursos computacionais para resolve-las.

Modelos de Simulagao Numeérica Direta (DNS - Direct Numerical Simulation) também
sao utilizados na modelagem da turbuléncia. Em DNS, ao contrario dos demais modelos,
as equagoes de Navier-Stokes sao utilizadas para resolver explicitamente todas as escalas
de tempo e comprimento do escoamento. Assim, estes modelos sdo capazes de representar

escalas de movimento turbulento de todos os tamanhos, inclusive aqueles proximos a
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escala viscosa.

Entretanto, a representacao destes pequenos vortices exige um custo computacional
muito elevado, invidvel para algumas aplicagdes. Pope (2000) avaliou a distribuigdo do
esforco computacional ao longo das escalas da turbuléncia em uma simulagao em DNS. Ele
estimou que 99,98% dos nés de uma grade tridimensional sao utilizados para representar
os vortices com nimeros de onda referentes a regiao dissipativa, e apenas 0,02% ¢é usado

para representar a sub-regiao inercial e a regiao do espectro com maior energia.

A grande vantagem dos modelos em DNS é que estes sao aplicaveis a qualquer es-
coamento, por nao ser necessario utilizar parametrizagoes. Modelos em DNS sao muito
utilizados no estudo da turbuléncia, e muitas vezes substituem experimentos fisicos, por
serem capazes de representar a turbuléncia por completo. Mas devido ao alto custo
computacional necessario, as simulagoes sao normalmente restritas a baixos nimeros de

Reynolds e a dominios menores.

Uma alternativa aos modelos em DNS e aos de promediacao de Reynolds, sao os mo-
delos de Simulagao de Grandes Vortices (LES - Large Eddy Simulation). Em LES, ao
invés de se separar explicitamente o escoamento médio das flutuagoes, as equacoes sao
filtradas através de um filtro espacial. Estes modelos resolvem explicitamente o escoa-
mento de grande escala, cujo nimero de onda nao ¢ filtrado pelo filtro espacial. Porém,
ainda é necessario parametrizar as pequenas escalas, que nao sao representadas no mo-
delo. Acredita-se que a pequena escala contribua muito menos com o transporte de calor
e quantidade de movimento, assim, os modelos em LES seriam muito menos sensiveis a

parametrizacao que os demais modelos, e por isso, os resultados devem ser menos afetados

por ela (MOENG, 1984).

Com o objetivo de parametrizar as pequenas escalas nas simulagoes em LES, diversos
modelos de sub-grade foram desenvolvidos. O modelo de Smagorinsky ¢ um dos mais
conhecidos, e foi utilizado na primeira simula¢ao em LES realizada por Deardorff (1970).

Este modelo incorpora o conceito de viscosidade turbulenta para fazer a parametrizacao,
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analogamente ao conceito adotado nos modelos de promediacao de Reynolds.

Modelos em LES vém sendo extensivamente utilizados na simulagao numérica de
escoamentos turbulentos. Os casos vao desde a simulacao numérica de camada limite
planetaria neutra e instavel (DEARDORFF, 1972; MOENG, 1984; DING; ARYA; LIN,
2001a, 2001b), até problemas de combustao (PITSCH, 2006) e de acustica (WAGNER;
HUTTL; SAGAUT, 2007).

De acordo com Pope (2000), em termos de custo computacional, modelos em LES se
encontram entre os modelos de promediacao de Reynolds e os modelos em DNS. Entre-
tanto, por serem capazes de representar explicitamente os movimentos de grande escala,
os modelos em LES sao mais confidveis que os modelos de promediacao de Reynolds, ao

mesmo tempo que exigem menos recursos computacionais que DNS.

Como se pode observar, todos os modelos, sejam eles baseados na promediacao de
Reynolds ou LES, necessitam de parametrizacao. Isso inevitavelmente insere na solucao
um certo grau de empirismo. Os valores destes parametros podem variar muito de caso
para caso, e ainda assim podem nao oferecer resultados satisfatérios. A tnica excegao sao
os modelos em DNS. Entretanto, estes modelos sao invidveis para a maioria das aplicagoes

por requererem um esforgo computacional extremo.

Neste contexto, o Método da Filtragem Lagrangeana (MFL) surge como uma alterna-
tiva para simula¢do numérica de escoamentos turbulentos. A ideia deste método é aplicar
um filtro espacial implicito nas equacoes de transporte, porém, utilizando-se as equagcoes
expressas no referencial Lagrangeano. A vantagem do uso deste referencial é que as nao-
linearidades das equagoes nao sao explicitadas. Desta forma, todos os termos podem ser
filtrados, e consequentemente, nao é necessario utilizar parametrizacao. Como nao ha
necessidade de se utilizar a viscosidade turbulenta, o surgimento da turbuléncia se deve
a viscosidade molecular e aos gradientes de velocidade que deformam e instabilizam o
escoamento. No MFL utiliza-se um filtro do tipo bozx, que é resultante da discretizacao

das equagoes em diferencas finitas.
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O MFL foi apresentado por Almeida (2005), onde foi aplicado aos escoamentos em al-
tos nimeros de Reynolds para os casos da placa plana, da esteira, do jato plano turbulento,
da camada de mistura, e do canal, utilizando um modelo bidimensional. Posteriormente
o método foi aplicado novamente ao caso da esteira, onde foram realizados mais testes,
e a andlise dos erros cometidos pelo modelo foi mais aprofundada (ALMEIDA; ALVES;
TANAJURA, 2011). Em geral, os resultados obtidos nestes dois trabalhos reproduziram

solugoes semi-empiricas especificas para cada caso, assim como o espectro de energia.

Neste trabalho, o MFL sera aplicado ao caso do jato plano bidimensional. Este caso
foi selecionado por possuir diversos estudos numéricos e experimentais publicados na li-
teratura, os quais serao utilizados para comparagao dos resultados. Por se tratar de um
escoamento turbulento essencialmente bidimensional, o modelo utilizado neste trabalho
resolverd as equacoes de Navier-Stokes na sua versao bidimensional, o que facilitara a

implementagao numérica por utilizar menos pontos de grade.

Entretanto, deve-se levar em conta as restricoes que o uso do modelo bidimensional
impoe, principalmente no que diz respeito as caracteristicas da turbuléncia bidimensional,
que sao distintas da turbuléncia tridimensional. Por esse motivo, nao sao esperadas solu-
¢oes com grande acuracia para todos os resultados. Porém, ainda assim espera-se que o

modelo seja capaz de representar as principais caracteristicas do escoamento turbulento.

Atualmente, existe apenas um artigo com aplicacao do MFL publicado na literatura,
citado anteriormente. Portanto, existe a necessidade de explorar outras aplicagoes do
método. O principal objetivo deste trabalho é mostrar que o MFL é aplicavel a outros

tipos de escoamento turbulento, e assim, auxilar a validagao do método.

Este trabalho obedecera a seguinte estrutura: no capitulo 2, os objetivos serao defini-
dos; no capitulo 3, serd apresentada uma revisao bibliografica sobre o jato plano turbulento
e o MFL; no capitulo 4, a metodologia utilizada neste trabalho sera mostrada; no capitulo
5, os resultados serao apresentados; as conclusoes serao apresentadas no capitulo 6; e,

finalmente, no capitulo 7 serao dadas recomendacgoes para trabalhos futuros.
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Objetivos

A seguir serao apresentados os objetivos deste trabalho:

2.1 Objetivo geral

Simular o jato plano turbulento através do Método da Filtragem Lagrangeana.

2.2 Objetivos especificos

ii)

iii)

iv)

Desenvolver um modelo bidimensional para simulagao do jato plano turbulento com

o emprego do Método da Filtragem Lagrangeana.

Comparar os resultados obtidos com solucoes semi-empiricas a fim de verificar os

resultados obtidos pelo Método da Filtragem Lagrangeana.

Investigar se o Método reproduz adequadamente caracteristicas de escoamentos tur-

bulentos.

Estender o nimero de experimentos e aprofundar a andlise realizada por Almeida

(2005).
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3 Revisao Bibliografica

Neste capitulo serd primeiramente apresentada uma revisao do jato plano turbulento,
mostrada na secao 3.1. Serao apresentadas algumas defini¢oes, assim como resultados de

estudos experimentais e numéricos.

Em seguida, o Método Semi-Lagrangeano e o Método da Filtragem Lagrangeana serao
apresentados, respectivamente nas segoes 3.2 e 3.3. Como o Método Semi-Lagrangeano é
utilizado no Método da Filtragem Lagrangeana, optou-se por apresentar os métodos nesta

sequencia.

3.1 O jato plano turbulento

O jato plano idealizado é simétrico em relagao ao eixo z =0, e a coordenada x ¢é a
direcao dominante do escoamento médio. As estatisticas sao independentes da direcao
transversal y, o que indica que o jato plano é estatisticamente bidimensional (POPE,
2000). Este jato pode ser obtido experimentalmente a partir da insergao de fluido em alta
velocidade por uma pequena entrada em um escoamento quiescente, ou com velocidade
muito menor do que a velocidade de entrada do jato. A figura 3.1 mostra um esquema do

jato plano turbulento.

O jato plano é um tipo de escoamento livre. Estes escoamentos sao assim denominados
por nao serem delimitados por uma superficie rigida, e sim, pelo escoamento ambiente,
que é nao-turbulento e normalmente irrotacional. Desta forma, a turbuléncia nestes esco-

amentos ¢é resultante da diferenca entre a velocidade do jato e a velocidade do escoamento
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Figura 3.1: O jato plano turbulento

ambiente. Outros escoamentos livres tipicos sao a esteira e a camada de mistura.

Uma caracteristica importante dos escoamentos livres é que o fluido que se encon-
tra em estado turbulento é separado do escoamento irrotacional por uma superficie de
intermiténcia bem definida. Sobre essa superficie, as flutuacoes da velocidade sao altas,
e apresentam alternancia de periodos com sinal turbulento e nao-turbulento. No inte-
rior da regiao delimitada pela superficie de intermiténcia a turbuléncia é relativamente

homogénea. (TOWNSEND, 1976).

Nos escoamentos livres, auto-similaridade e auto-preservacao sao observados a uma
certa distancia da entrada do jato, onde o escoamento estd mais desenvolvido. Quando
uma varidvel normalizada nao depende de x, diz-se que ela é auto-similar (POPE, 2000).
Auto-preservagao significa que ambos os escoamentos médio e turbulento sao determinados

pelas escalas de comprimento e velocidade locais (KUNDU; COHEN, 2008).

No estado de auto-similaridade, a velocidade média U para varias distancias na direcao

x a partir da inserc¢ao do jato é dada por (KUNDU; COHEN, 2008):

U% —f(n) (3.1)
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onde U, é a velocidade no centro do jato, N =z/8, e 8(x) é a espessura caracteristica do
escoamento. No jato, a espessura 0 é definida como sendo a metade da espessura onde

U =U,/2, como mostrado na figura 3.1.

Os escoamentos autopreservantes apresentam a forma mais simples de turbuléncia. A
condicao para auto-preservagao é que a velocidade no centro no jato deve ser muito maior
que a velocidade do escoamento do ambiente (BRADBURY, 1965). As consequéncias da
auto-preservacao em um jato, usando a hipdétese de auto-similaridade dada pela equacao

3.1, ¢ que (KUNDU; COHEN, 2008):

U.28 = constante (3.2)

o x (3.3)

Combinando as equagoes 3.2 e 3.3 obtemos que:

U, o< x2 (3.4)

Na literatura, estao disponiveis diversos estudos experimentais do jato plano tur-
bulento (BRADBURY, 1965; HESKESTAD, 1965; GUTMARK; WYGNANSKI, 1976;
GORDEYEV; THOMAS, 2000, 2002). Os valores do nimero de Reynolds destes expe-
rimentos estao entre 4.700 e 36.900. O ntumero de Reynolds em um jato plano Re; ¢é

definido com base na espessura da saida do jato no ponto de insercao d da seguinte forma:

(Uj - Umeio)d

o (3.5)

Red =

onde U; ¢ a velocidade de saida do jato, Upeio € a velocidade do meio, ou velocidade do
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escoamento livre, e v é a viscosidade cinematica do fluido.

Em experimentos de laboratério, a reproducao de um escoamento ambiente estaciona-
rio causa grandes erros de medicao. Assim, a velocidade do jato é usualmente comparada
com uma velocidade ambiente U,,e;, muito baixa. Embora este escoamento nao seja exa-
tamente auto-preservante, o desvio da auto-preservagao ¢ insignificante longe do inicio
do jato. Para Bradbury (1965), o jato passa a ser auto-preservante em x/d > 30, e para

Gutmark e Wygnanski (1976), isto ocorre em x/d > 40.

Bradbury (1965) estudou experimentalmente o jato plano turbulento, e o comparou
com o escoamento em esteira. O autor utilizou a hipétese de auto-similaridade 3.1 e dados
experimentais para propor a seguinte equacao semi-empirica para o perfil de velocidade

horizontal normalizado:

f(n) = exp[—0,6749n2(140,0269n)] (3.6)

Gutmark e Wygnanski (1976) realizaram um estudo experimental do jato plano tur-
bulento, no qual o perfil de velocidade horizontal normalizado foi comparado com os
resultados experimentais de Knystautas (1964) e Heskestad (1965), e com a solugao semi-
empirica de Bradbury (1965). Houve uma boa concordancia entre os resultados para
n <0,1. Em n=0,1, o perfil afastou-se daquele medido por Heskestad, o qual encontrou-
se mais afastado do eixo central do jato do que os demais resultados. Ja para valores de n
proximos de 0,2, os perfis medidos por Gutmark e Wygnanski aproximaram-se do perfil
de Heskestad, e apresentaram valores maiores do que os dos perfis de Kynstautas e Brad-
bury. E possivel observar que ha diferencas entre os resultados obtidos por cada autor.
Além disso, a solugao semi-empirica de Bradbury representa apenas valores proximos aos

obtidos por experimentos fisicos.

Estudos experimentais do jato plano mais recentes foram apresentados por Gordeyev

e Thomas (2000) e Gordeyev e Thomas (2002). Nestes trabalhos, os dados experimen-
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tais foram utilizados para realizacao de um estudo mais aprofundado do jato plano. Foi
concluido que, embora o escoamento seja essencialmente tridimensional, este pode ser con-
siderado aproximadamente plano. Isso porque, as estruturas tridimensionais encontradas

no jato plano sao muito menos relevantes do que as estruturas planares.

Ao contrario dos trabalhos experimentais, o nimero de estudos de simulagoes numé-
ricas do jato plano turbulento disponivel na literatura é pequeno. A maioria dos estudos
simulam o jato circular, ou avaliam a variacao temporal do jato. O numero de simula-

¢oes da evolucao espacial do jato é menor devido ao alto custo computacional requerido

(RIBAULT; SARKAR; STANLEY, 1999).

No estudo realizado por Stanley e Sarkar (1997), foi desenvolvido um modelo bidi-
mensional em DNS para resolucao das equagoes de Navier-Stokes compressiveis, a fim de
simular dois tipos de escoamentos livres turbulentos: o jato plano e a camada de mistura.
Inspirados no fato destes escoamentos serem considerados bidimensionais, o objetivo do
estudo foi avaliar a capacidade dos modelos bidimensionais em prever, de maneira geral,

os escoamentos reais tridimensionais correspondentes.

Tratando-se especificamente do jato plano, foram avaliados o jato “fraco”, onde a
velocidade do escoamento livre é préxima a velocidade do jato, e o jato “forte”, onde a
velocidade do escoamento livre é muito menor que a velocidade do jato. Para simular
o jato forte, foram realizadas simulagoes com Re; = 6.000. A razao entre a velocidade
do escoamento livre e a do jato foi de Upeip/U; = 0,83. Foi utilizada uma grade com
244 x 317 pontos, com dominio de tamanho Ly/d =48 e L,/d =20, onde y é a coordenada
perpendicular a insercao do jato. Foi utilizada uma grade uniforme com espacamento de
grade de Ax/d = 0,16 e Ay/d = 0,06. De acordo com os autores, o estudo concluiu que
os perfis de velocidade média e a taxa de crescimento do jato obtidos foram comparaveis
com observacoes experimentais tridimensionais. Entretanto, as simulagoes bidimensionais
superestimaram significativamente as intensidades das flutuagoes e as tensoes de Reynolds

quando comparado com valores obtidos experimentalmente.
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Com excegao do estudo citado anteriormente, as demais simulagoes numéricas apre-
sentadas na literatura sao tridimensionais. Nas simulacoes tridimensionais descritas a
seguir, o plano y — z esta localizado perpendicularmente a injecao do jato, a velocidade do
escoamento ocorre na direcao da coordenada x, e a coordenada y é aquela na qual o perfil
de velocidade é desenvolvido. Além disso, Lx, Ly e Lz representam, respectivamente, o

tamanho do dominio nas direcoes x, y e z.

Stanley, Sarkar e Mellado (2002) desenvolveram um modelo tridimensional em DNS
para simulacao do jato plano turbulento, que resolve as equagoes de Navier-Stokes com-
pressiveis. Foi realizada uma simulagao para nimero de Reynolds igual a 3.000. Utilizou-
se uma grade de 390 x 390 x 130 pontos, com dominio de tamanho Lx/d = 15; Ly/d = 16;
e Lz/d = 4,3. Os espagamentos de grade utilizados foram Ax/d = Ay/d = Az/d = 0,033.
Os resultados obtidos concordaram com resultados experimentais anteriores, incluindo a
taxa de crescimento do jato e os perfis de velocidade média e de tensao. O espectro de
energia das componentes das velocidades mostrou claramente a sub-regiao inercial, onde
a inclina¢do da curva em escala log-log foi de —5/3, e a regiao dissipativa, localizada na

regiao de altas frequéncias e com inclinacao maior.

Simulagoes em LES foram utilizadas para estudar o jato plano turbulento por Dai,
Kobayashi e Taniguchi (1994). As simulagoes foram realizadas para Re; = 6.000, com o
modelo Smagorinsky padrao. Foi utilizada uma grade nao-uniforme com 196 x 156 x 10
pontos de grade, e dominio com tamanho adimensionalizado por d de tamanho 40 x 40 x 2.
O menor espagamento de grade utilizado na dire¢ao y foi de Ay/d = 0,04, e de Ax/d =0, 1
na direcao x. O modelo foi capaz de reproduzir as principais caracteristicas do jato plano
turbulento, assim como o perfil normalizado de velocidade, a evolucao espacial da meia
espessura do jato, e a distribuicao da intensidade da flutuagao da velocidade. O espectro

de energia nao foi apresentado.

Simulagoes do jato plano utilizando LES também foram realizadas por Ribault, Sarkar

e Stanley (1999), para Rey; = 3.000 e Re; = 30.000. Foram utilizados e comparados os
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modelos de Smagorinsky padrao, a versao dinamica do modelo de Smagorinsky, e o modelo
dinamico misto. Para Re; = 3.000 foi utilizada uma grade com 61 x 105 x 16 pontos, com
dominio de tamanho Lx/d = 12, Ly/d = 15, e Lz/d = 4. Utilizou-se uma grade nao-
uniforme cujo espagamento de grade foi de Ax =0,1d a Ax/d = 0,25, Ay/d = 0,06666
no centro do jato, e Az/d = 0,25. Para Re; = 30.000 utilizou-se uma grade com 93 x
137 x 16 pontos, com dominio de tamanho Lx/d =20, Ly/d = 32, e Lz/d = 6, sendo que
o espacamento de grade utilizado foi mantido igual ao utilizado com Rey; = 3.000. Os
resultados para Rey; = 3.000 foram comparados com a simulacao em DNS realizada por
Stanley, Sarkar e Mellado (2002). J& os resultados para Re; = 30.000 foram comparados
com estudos experimentais. As simulacoes foram avaliadas com base na evolucao da
meia espessura do jato, a velocidade do centro do jato, o perfil médio de velocidade, e
os perfis de intensidade da turbuléncia. O modelo padrao de Smagorinsky se mostrou
muito dissipativo, e por isso foi o que mostrou os maiores erros. Os demais modelos
obtiveram os melhores resultados na representacao das caracteristicas do jato obtidas
experimentalmente. O espectro de energia obtido utilizando-se o modelo dinamico misto
para a componente horizontal da velocidade no centro do jato também foi apresentado.
Este espectro representou a sub-regiao inercial em um intervalo de frequéncia de quase

uma década, com inclinagao de aproximadamente —5/3.

3.2 O Método Semi-Lagrangeano

O Método Semi-Lagrangeano (MSL) é um método numérico utilizado para resolver
a parte advectiva das equacoes de transporte, ou seja, a derivada material. A grande
vantagem do MSL é que ele resolve as equagoes no referencial Lagrangeano, sendo mais
rapido e estavel que os métodos Eulerianos. Ao mesmo tempo, o método utiliza uma
grade fixa, sendo mais facil de se calcular as derivadas do que em métodos puramente

Lagrangeanos, além de manter os limites do dominio fixos.

O MSL é frequentemente associado a modelagem atmosférica. Desde sua concepcao,
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com os trabalhos de Sawyer (1963) e posteriormente de Robert (1981), o método vem sendo
utilizado para resolver equagoes que descrevam a dinamica da atmosfera. Por exemplo,
para a resolucao da equacao de dgua rasa como um referencial para modelos atmosféricos
(TODA; OGATA; YABE, 2009; PURSER; LESLIE, 1988), e a equacao de Burgers como
um protétipo de formacao de frentes (KUO; WILLIANS, 1989). O método também é
utilizado operacionalmente desde 1991 em um dos modelos de previsao atmosférica do

European Centre for Medium-Range Weather Forecasts (ECMWEF) (HORTAL, 2002).

Sawyer (1963) mostrou pela primeira vez o MSL, utilizando-o para resolver a equagao
de conservacao da vorticidade, em um modelo de atmosfera barotropica. Neste esquema,
a trajetéria da particula é calculada partindo-se do ponto de grade. Robert (1981) apri-
morou o método anterior, fazendo com que o ponto de chegada da particula de fluido
coincida com um ponto de grade, sendo portanto necessario determinar o seu ponto de

partida. Este é o esquema normalmente utilizado, e o que sera descrito aqui.

A equagao de transporte de um escalar genérico ¢ (X(¢),t) pode ser escrita da seguinte

forma:

= S(X(1),1) (3.7)
onde X(t) = (x(t),y(t),z(t)) é o vetor posicao da particula, ¢ é o tempo, e S(x(;f),t) sS40 as
fontes e sumidouros aos quais o escalar ¢ esta submetido.

Segundo o método proposto por Robert (1981), a derivada total é aproximada pela

seguinte equagao:

Do(X(t),t)  @(X(t+At),t+At) — ¢(X(t — Ar),t — Ar)
Dt 2At

(3.8)

Q

onde At ¢é o intervalo de tempo.

A posigao X(t + Ar) corresponde ao ponto de grade, e ¢ (X(r 4 Ar),r 4+ Ar) é o valor da
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varidavel no ponto de grade, e, portanto, o que queremos prever. A posi¢ao X(t — Ar) é
a posicao que a particula ocupava a dois passos de tempo anteriores, chamado de ponto
de partida da particula. Este é um esquema de trés niveis de tempo, no qual a derivada

material é integrada em 2Az.

O esquema proposto por Hortal (2002) é um exemplo de um esquema de dois niveis
de tempo, mostrado na equacao 3.9. Neste esquema, a derivada material é integrada em

apenas um passo de tempo, e X(¢) é a posicao de partida da particula.

D (X(t),t)  O(X(t+At),t+At) — ¢(X(¢),1)
Dt At

Q

(3.9)

Utilizando o método de trés niveis de tempo de Robert, a previsao da variavel ¢ é

dada pela seguinte equacgao, substituindo 3.8 em 3.7:

O(X(t+Ar),t +Ar) = ¢(X(r — At),t — Ar) + (2A1)S(X(¢),1) (3.10)

Entretanto, para se fazer a previsao, ainda é necessario estimar a posicao do ponto de
partida da particula. A estimativa do ponto de partida é feita integrando-se a equagao

A seguir serd descrito o método de trés niveis de tempo proposto por Robert

Seja x a coordenada do ponto de grade, a o deslocamento da particula em Af, e
assumindo que a velocidade é constante num intervalo de 2Az e igual a u(x—a,t), podemos

integrar a equagao u = % da seguinte maneira:

X t+At
/ dx:/ u(x—a,t)dt (3.11)
x—2a t—At

Resolvendo a integral temos que:

a= Atu(x—a,r) (3.12)
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O ponto de partida é estimado por x(t — At) ~ x — 2a, onde a é obtido iterativamente

pela equagao 3.12.

Analogamente, é possivel se obter o ponto de partida nas outras dimensoes, usando

as equagoes

b=Atv(x—b,t) (3.13)

c=Atw(x—c,t) (3.14)

Assim, da mesma maneira, as demais coordenadas do ponto de partida podem ser

estimadas como sendo y(r —Ar) ~y—2b e z(t — At) =~ z—2c.

Almeida et al. (2009) propuseram um método iterativo de célculo da posi¢ao de partida
em dois passos, o que permite que os vetores velocidade e aceleracao variem entre os dois
passos de tempo. Este método mostrou-se vantajoso em situagoes nas quais a curvatura da
trajetoria da particula é muito acentuada. Neste método, em um problema bidimensional,

a posicao de partida da particula (%;,5;) é obtida através dos seguintes passos:

e Primeiro passo

A
gt ?tu(xi — gy — b ) (3.15a)
X =x;—2a* (3.15¢)

y =y;—2b* (3.15d)
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e Segundo passo

a*mtl) = %u(x' — ™y — pm) g (3.16a)
premt) §< —gmlm) el ) (3.16b)
% =x'—2a"" (3.16¢)
yi=y —2b" (3.16d)

onde a*mt1) e p*mt1) s34 o3 deslocamentos da particula nas diregoes x e y, respecti-
vamente, na iteracio (m-+ 1), entre os instantes ¢ e (f + Ar); a**"t1) e p**(m+1) g0 os
deslocamentos da particula nas diregdes x e y, respectivamente, na iteragdo (m+ 1), entre
os instantes (r —Ar) e r; X' e y' sdo as coordenadas da posigao da particula no instante t;

e x; e y; as coordenadas do ponto de grade.

Apés ser determinada a posicao do ponto de partida, é necessario obter o valor da
variavel ¢ nesse ponto. Porém, esse ponto nao necessariamente coincide com algum ponto
de grade. Sendo assim, é necessario utilizar-se algum método para interpolar os valores
nos pontos de grade proximos ao ponto de partida, e assim, estimar o valor de ¢ no ponto

de partida.

Diversos tipos de interpolacao podem ser utilizadas, por exemplo, interpolacao linear,
de Lagrange, ou Splines. Em geral os erros diminuem com o aumento do grau de interpola-
¢ao, porém o custo computacional também se eleva. Robert (1981) utilizou interpolagdes
bicubicas, porém, o autor cita que o uso deste tipo de interpolacao se mostrou custoso
computacionalmente. Purser e Leslie (apud STANIFORTH; COTE, 1991) recomendam o
uso de interpolagao de pelo menos terceira ordem para que os erros sejam toleraveis (por

exemplo, interpolagao ctibica).

A figura 3.2 mostra, de maneira ilustrativa, o MSL em cinco passos:

1. Primeiramente tem-se um ponto de grade qualquer, onde se deseja prever o valor de
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¢ (figura 3.2(a)).

. De acordo com a equagao 3.10, o valor de ¢ previsto no ponto de grade ¢ funcao do
somatorio de fontes e sumidouros S e do valor de ¢ na posigao que a particula ocupou
no instante t — Ar, também chamada posi¢ao de partida da particula. Esta posigao

¢ estimada utilizando a velocidade no instante intermediario ¢ (figura 3.2(b)).

. A posicao de partida ndo necessariamente coincide com algum ponto de grade (figura

3.2(c)).

. O valor de ¢ nesta posicao ¢ obtido interpolando-se os valores de ¢ nos pontos de

grade localizados ao redor do ponto de partida (figura 3.2(d)).

. Finalmente, ¢ ¢ transportado para o instante t + Af, contabilizando os ganhos e
perdas sofridos entre t — At e t + At, representados pelo termo da equacao 3.10 que

contém S (figura 3.2(e)).
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Estimativa do ponto de
partida
U(X(t),t) X(t+At)
X(t+At) instante t+At

X(t-At)
[s]

instante t+At .
instante t-At

(a) Passo 1 - Ponto de grade qualquer (b) Passo 2 - Utilizando a velocidade da particula no ins-
(ponto de chegada) onde serd calcu- tante ¢, estima-se a posi¢ao da particula em ¢t — Ar. (ponto de
lado ¢ em 7+ At. partida)

Interpolagdo para
determinagdo de ¢
no ponto de partida

x(t-At)

instante t-At instante t-At

(¢) Passo 3 - O ponto de partida (d) Passo 4 - O valor de ¢ no ponto de partida é
nao necessariamente coincide com um obtido através de interpolagao.
ponto de grade.

O(x(t+At),t+At)

Transporte de ¢

//
/.
[ 4

o O(x(t-At), t-At)

instante t+At

instante t-At

(e) Passo 5 - A particula é transportada do ponto de partida
até o ponto de grade, computando perdas e ganhos ocorridas
no trajeto.

Figura 3.2: Tlustracao do Método Semi-Lagrangeano em cinco passos.
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Robert (1981) mostrou que o esquema apresentado por ele é incondicionalmente es-
tavel para a equacao da adveccao. Entretanto, ao se incluir o termo difusivo, o esquema
passa a ter o critério de estabilidade mostrado na equacao 3.17, referente a discretizacao
em diferencas finitas, uma vez que a estabilidade incondicional aplica-se apenas a parte

advectiva da equacao (FORTUNA, 2000).

At

<
AZ2 —

(3.17)

I

U

Staniforth e Coté (1991) apresentam uma revisao do uso do MSL em modelos de
previsao numérica do tempo e dos esquemas numéricos disponiveis até entao. Os autores
apontam a possibilidade de se manter longos passos de tempo como uma vantagem desse
método quando comparado com métodos Eulerianos, cujos passos de tempo sao muitas
vezes limitados por critérios de estabilidade numérica. Porém, o autor admite que o
MSL nao supera os demais em alguns aspectos, como a conserva¢ao de massa e energia.
Entretanto, o estudo apresentado por Almeida et al. (2009) mostrou que, embora nao
seja formalmente conservativo, o esquema de dois passos e trés niveis de tempo mostrou
uma aceitavel conservacao das propriedades, sendo melhor ou igual a outros esquemas

adotados no MSL.

Mais recentemente, Rancic (1992) introduziu uma versdao do MSL que possui pro-
priedades conservativas. Este esquema foi baseado em Piecewise Parabolic Method, um
tipo de esquema numeérico em volumes finitos. Mais recentemente, o método passou a ser
utilizado em problemas de transporte passivo (HARRIS; LAURITZEN; MITTAL, 2010).
O MSL também ¢é atualmente muito utilizado na resolucao das equagoes de Vlasov para
simulacao de plasma (ROSSMANITH; SEAL, 2011; BESSE; SONNENDRUCKER, 2003;
BEGUE et al., 1999).
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3.3 O Método da Filtragem Lagrangeana

O Método da Filtragem Lagrangeana (MFL) é um método numérico criado com o
objetivo de simular escoamentos viscosos através do uso das equagoes de Navier-Stokes
filtradas. Este método é baseado na hipdtese de que os movimentos turbulentos sao
responsaveis pela homogenizacao das propriedades fisicas nas parcelas de fluidos através
do processo de mistura. Este processo de homogenizacao é expresso através de um filtro
espacial. A seguir o MFL serd apresentado, com base no trabalho publicado por Almeida,

Alves e Tanajura (2011).

Discretizando a derivada material de um escalar genérico ¢ (X(z),t), dada pela equagao

3.7, pelo Método Semi-Lagrangeano em trés niveis de tempo temos que:

0 -9~ _

o = S(%(0),1) (3.18)

Na equacao 3.18 utilizou-se a seguinte notacao auxiliar: ¢ é o valor de ¢ no ponto
de grade; ¢~ é o valor de ¢ no ponto de partida da particula.

O filtro espacial aplicado no MFL, indicado por (.), tem a seguinte forma (SORBJAN,

1989 apud ALMEIDA; ALVES; TANAJURA, 2011):

1 [xtA
(@l =57 [ a(@)Balx—0)dg (319)

onde g é a varidvel dependente, By =1 é a funcao do filtro, 24 é o tamanho do filtro, e §

é a varidvel auxiliar.

O filtro mostrado na equacgao 3.19 é do tipo box, e possui propriedades de um filtro

linear. Se aplicamos este filtro na equacao 3.18 obtemos:

(97) —(o7)

o = (S(EHD).) (3.20)
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De acordo com Wilcox (apud ALMEIDA; ALVES; TANAJURA, 2011), a aproximacao
por diferencas finitas centrada para a derivada de ordem primeira equivale ao filtro box
mostrado na equacao 3.19. Este operador filtra quase todas as escalas menores que o
dobro do espacamento de grade usado. Desta forma, no MFL nao é necessario aplicar
explicitamente o filtro da equagao 3.19, pois sua aplicacao se d& implicitamente pela

discretizacao em diferencas finitas.

Observa-se que, ao se aplicar o filtro, a forma funcional da equagao original se mantém,
sem a necessidade da utilizacao de parametrizacao ou sub-grade. Entretanto, observa-se
que todos os termos de (S(X(¢),t)) devem ser lineares para que o método possa ser aplicado,
ou seja, no caso da equacao de Navier-Stokes, deve-se considerar densidade e viscosidade

constantes.

Outro ponto a ser observado é o fato de, assim como em simulagoes em DNS, nao
haver necessidade de se normalizar as equacoes a fim de simplifica-las. Desta forma, os
parametros fisicos e as dimensoes do dominio podem ser diretamente associados a casos

reais.

O MFL foi apresentado, inicialmente, no trabalho de Almeida (2005). Neste trabalho,
o método foi aplicado a uma série de diferentes casos de escoamentos turbulentos em
altos nimeros de Reynolds, utilizando um modelo bidimensional. Os casos simulados
foram: a placa plana, a esteira, o jato plano turbulento, a camada de mistura, e o canal.
Os resultados concordaram com solugoes semi-empiricas, e os espectros de energia foram

adequadamente simulados, e o método se mostrou eficiente computacionalmente.

Posteriormente, no trabalho publicado por Almeida, Alves e Tanajura (2011), este mé-
todo foi aplicado novamente ao caso de uma esteira plana em altos nimeros de Reynolds,
onde foi realizado uma andlise mais completa das simulagoes. Utilizou-se novamente as
versoes bidimensionais das equagoes de Navier-Stokes. Os valores do niimero de Reynolds
da esteira variaram entre Reg = 1.537 ¢ Reg = 7.937, onde Reg = (U0)/V, U ¢ a veloci-

dade do escoamento livre, 0 é a espessura de quantidade de movimento da esteira, e v é a
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viscosidade cinematica do fluido. Estes valores sao iguais ou maiores que os encontrados
em experimentos mostrados na literatura. Os resultados mostraram que o modelo foi
capaz de reproduzir adequadamente o perfil de velocidade normalizado tal como previsto

pela teoria, assim como o espectro de energia.
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4 Metodologia

4.1 Modelo matematico

O modelo matemaético utilizado é composto pela equagao de conservagao de massa
(equagao 4.1), e pelas equagoes de Navier-Stokes em duas dimensoes escritas no referencial

Lagrangeano (equagoes 4.2 e 4.3).

Ju Jdw

5o =0 (4.1)
Du  1dp )
E——EaJer u (4.2)
Dw 18[) 2
w297y .
Dr p 9z +vVaw (4.3)

onde u e w sdo respectivamente as velocidades horizontal e vertical, e p é a pressao. A

densidade p e a viscosidade v sao consideradas constantes.

4.2 Modelo numérico

As equagoes de Navier-Stokes e da continuidade foram discretizadas pelo MFL como
mostrado na secao 3.3. A seguir serda mostrado em detalhes a obtengao do modelo numé-

rico.

Discretizando a componente horizontal da equacao de Navier-Stokes 4.2 pelo MSL em
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trés niveis de tempo, como proposto por Robert (1981) (equacao 3.8) temos que:

- ot vV~ (4.4)

Na equagao 4.4 utilizou-se novamente a notagao auxiliar, na qual o sobrescrito (1)
representa o valor da varidvel no instante ¢ 4+ At na posicio X(t +At) (ponto de grade), (°)
representa o valor da varidvel no instante ¢ na posicao X(t), e (7) representa o valor da

variavel no instante t — At na posigao X(r — Ar).

Para se estimar o termo de gradiente pressao, optou-se por um tratamento implicito,

a fim de evitar instabilidade numérica provocado pelo eventual surgimento de ondas de

0
pressao rapidas. Assim, o termo aaix foi substituido pela média entre os gradientes nos

instantes (7) e (7) da seguinte maneira:

w"—u~ 1 (dpT dp” 5y
S (WJFW) vV (4.5)

Aplicando-se o filtro obtém-se, finalmente, a seguinte equacao:

uty —(u- d(p*)  I(p~
Wt >:_%( AT §x>)+vv2<u—> (4.6)

Fazendo-se o mesmo procedimento com a componente vertical da equagao de Navier-

Stokes 4.3 obtém-se que:

wh) — (W dp™ty d(p~
b)) L (300,900 vy )

Nota-se que o termo da viscosidade refere-se ao instante (7), de forma a evitar a
ocorréncia de instabilidade numérica incondicional. O laplaciano presente neste termo foi

calculado utilizando a fésmla dos cinco pontos (FORTUNA, 2000).

A equacao da continuidade é valida para todos os instantes. Aplicando-se o filtro
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espacial na equacao 4.1, pode-se dizer que as seguintes equagoes sao validas:

o(u™) N d(w™)

e 9 0 (4.8a)
o)  Iw?) _
ox o T 0 (4.8b)

Derivando-se as equagoes 4.6 em relacao a x e 4.7 em relacao a z, somando-as e

substituindo-se na equacao 4.8, obtém-se a seguinte equacao eliptica para a pressao (AL-

MEIDA: ALVES; TANAJURA, 2011):

OV () V2w

V2(pT)y=-V*(p ) +2pv ~ 3

(4.9)

A equagao 4.9 foi resolvida iterativamente pelo método SOR (Succesive Over Relaza-
tion). Foram realizadas iteragoes sucessivas até que o maximo erro relativo obtido entre

uma iteracio e outra, como definido na equacao 4.10, fosse menor ou igual a 107°.

max[|p* 1) — pb]]
max/|pk+D]]

ESOR = (4.10)

onde max]| plktl) _ pk) || é a maxima diferenga entre a pressao na atual iteracao pkth) ¢ g
pressdo na iteracao anterior p®*) em maédulo, e max[|p*+1]] é o maximo valor em médulo

da pressao na atual iteracao em todo o dominio.

O sistema de equagoes foi resolvido através dos seguintes passos. O sinal do operador

do filtro (.) foi retirado por conveniéncia:

1. Estima-se X(t) e X(t — At) utilizando u® e w® (equacdes 3.15 e 3.16)
2. Calcula VZp* a partir de u~, w™ e p~ (equacdo 4.9)

3. Resolve a equacao eliptica e prevé p™
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+

4. Prevé u™ e w utilizando u™, w™, p~ e pT(equagoes 4.6 e 4.7)

5. u~ recebe u®, w™ recebe w°, e p~ recebe p®

0

6. u® recebe ut, w0 recebe wt, e p® recebe pT

7. Reinicia a sequéncia e avancga para o proximo passo de tempo

A estimativa da posigao do ponto de partida foi feita através do método em dois passos
e trés niveis de tempo proposto por Almeida et al. (2009). O esquema de interpolacao
utilizado no MSL foi a interpolac¢do polinomial de Lagrange de terceira ordem (cibica).
No MSL, é necessario conhecer os campos de gradientes e laplacianos dos termos ao lado
direito das equacgoes 4.6 e 4.7, assim como os do lado direito da equacao 4.9. Estes campos
foram calculados por diferencas finitas centradas ao longo da simulacao. Desta forma, o

erro de truncamento do esquema como um todo foi de segunda ordem.

Para resolucao do sistema de equacgoes, foi escrito um programa em linguagem FOR-
TRAN 90 utilizando precisao simples. O programa foi executado em um computador
com 15,6 GB de meméria, e um processador Intel® Xeon(R) CPU X5650, com 2,67GHz
de frequéncia. Os tempos reais de simulagao dos experimentos realizados neste trabalho

variaram entre cinco e seis horas.

4.3 Condicgoes iniciais e de contorno

Na entrada do dominio, a velocidade horizontal u foi prescrita como sendo igual a
velocidade do meio Uiy, exceto nos pontos centrais que representam a entrada do jato.
A velocidade horizontal w foi fixada como sendo nula na entrada. Estas também foram

as condicoes iniciais de velocidade.

Como sera mostrado a seguir, foram realizados pares de simulagoes com configuragoes
idénticas, porém uma com o dobro do espagamento de grade da outra. Nas simulagoes

de grade grossa, a velocidade prescrita nos nés que representam a entrada do jato foi Uj,
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e nos demais pontos da fronteira de entrada, a velocidade prescrita foi Ui,. Como a
grade grossa possui o dobro do espacamento de grade presente na grade fina, esta ultima
possui dois pontos de grade nos limites da representacao da entrada do jato que nao estao
presentes na grade grossa, como mostra a figura 4.1. Assim, a simples substituicao da
velocidade nestes ponto por U; resultaria em diferentes espessuras d, e consequentemente,

diferentes nimeros de Reynolds.

Para que nao houvesse discrepancia na representagao da entrada do jato entre simu-
lacoes de grade fina e grossa, utilizou-se como condi¢ao de contorno um perfil de velo-
cidade trapezoidal, ou seja, nestes pontos limites da representagao do jato da grade fina
prescreveu-se a velocidade como sendo a média entre as velocidades U; e Upejo. A figura

4.1 mostra um esquema deste perfil.

Na saida do dominio nao foi necessario incluir condicao de contorno de u e w, pois,
ja que o fluxo segue na direcao crescente de x, espera-se que nao haja fluxo no sentido
contrario. Assim, foi possivel calcular a velocidade no contorno de saida utilizando as

equacoes 4.6 e 4.7.

A velocidade horizontal u foi prescrita nas fronteiras superior e inferior como sendo
igual a velocidade do meio Up,. As velocidades vertical w nas fronteiras superior e
inferior foram calculadas a partir das seguintes equacoes, a fim de reduzir eventuais efeitos
de reflexao de ondas para o interior do dominio (MASON; SYKES, 1979 apud PIELKE,

1984).

t+1 _ t t

Wi.,kmax - l?swi,kmax—l - 075Wi,kmax—3 (4'11)
t+1 t t

Witmin = 13 Wi kmint1 = 05 5Wi gomint3 (4.12)

onde i é o indice do ponto de grade na direcao x e kmax e kmin sao respectivamente os

indices na direcao z das fronteiras superior e inferior. Estas equacoes representam uma
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- N

—— Perfil trapezoidal
e  Valor nagrade fina

O Valor na grade grossa

Umeio

> U

Figura 4.1: Esquema do perfil trapezoidal utilizado como condigao de contorno na entrada
do jato.

extrapolacao temporal da velocidade vertical nas fronteiras superior e inferior.

Para resolver a equacao eliptica 4.9 prescreveu-se p = 0 em todas as fronteiras. Os
valores de gradientes e laplacianos foram arbitrados como nulos no inicio da simulacao em
todo o dominio. Também arbitraram-se valores nulos para os gradientes e laplacianos em

todas as fronteiras ao longo de toda a simulagao.

A figura 4.2 mostra, esquematicamente, o dominio de modelagem, e as condigoes de

contorno adotadas nas simulagoes.
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w calculado (equacéo 4.11) Vi=0 (()_)_”:0
z u=Umeio ) :
VS Vw=0 aw _
p=O x—o
Lz
. u calculado (equacéo 4.6)
u=Umeio
w=0 — w calculado (equacgéo 4.7)
p=0 p=0
V2=0 u=Uj Inser¢do do 2_
li _J’ Id jato no Vi=0
Vw=0 dominio Vv%/zo
dp _ )
0 =0
ou u=Umeio perfil de
—=0 b 4 velocidade ()7U_
Ix média ox
» X
(0,0) i ; Lx
w calculado (equacéo 4.12) Vi=0 T"=
. Jz
u=Umeio V=0 .
p:O Z =0

Figura 4.2: Condigoes de contorno e dominio de modelagem.

4.4 Descricao dos experimentos

Foram realizados, inicialmente, quatro experimentos com grade fina: simjatol, sim-
jato2, simjato3 e simjato4. O numero de Reynolds dos experimentos variou de 2.970 a
10.000. Estes experimentos foram repetidos com o dobro do espacamento de grade dos
anteriores, e denominados simjatod, simjato6, simjato7 e simjato8. Isso foi feito a fim de
se estimar o erro cometido nas simulacoes através do Indice de Convergéncia de Grade, o
GCI, como sera explicado na secao 5.2. Ja que o espagamento de grade tem relacao direta
com o tamanho do filtro do MFL, também pretende-se mostrar o efeito do seu aumento

sobre os resultados.

O dominio de modelagem foi definido no plano x — z, sendo que a insercao do jato foi
colocada paralelamente ao eixo x. Para confeccao das grades, adotou-se um espacamento
de grade na horizontal Ax aproximadamente duas ordens de grandeza maior do que o es-
pacamento de grade na vertical Az, uma vez que sao esperados gradientes de propriedades

muito mais acentuados ao longo da coordenada z.

O passo de tempo foi ajustado de forma a satisfazer o critério de estabilidade mostrado
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na equacao 3.17, imposto pela discretizacao explicita do termo de viscosidade. Todas as
simulagoes foram feitas de modo que Upeio /U ;=0,1, a fim de manter o valor da velocidade
do meio Upejp uma ordem de grandeza menor do que a velocidade de saida do jato Uj,
e assim, satisfazer a condicao de auto-preservacao. Nao foi possivel utilizar valores de
Unmeio /U ; menores do que 0,1, pois foi observado que, quanto menor a razao entre Uyyejo €
Uneio, mais afastado da solugao empirica de Bradbury (1965) (equagao 3.6) o perfil obtido

ficava. A tabela 4.1 resume os parametros utilizados nas simulacoes.

Apés o inicio da simulacao, espera-se que o modelo demore algum tempo até perder
suas condicoes iniciais e se tornar estatisticamente estacionario, ou seja, até que as va-
riagoes das propriedades sejam muito pequenas. Com isso, foram armazenadas as séries
temporais e calculadas as médias apenas apds o modelo se estabilizar. Foram armazena-
das as séries temporais completas e calculadas as médias de u, w e p por um periodo de
155 a 30s dependendo da simulacao, como mostrado na tabela 4.1. As médias foram uti-
lizadas na obtencao do perfil normalizado, e as séries temporais, na obtencao do espectro

de energia.
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Foram definidos trés pontos onde as séries temporais foram registradas: os pontos A,
B, C. Estes pontos estao localizados no eixo central do jato, e suas posi¢oes no eixo x sao,
respectivamente, iguais a 1/4, 1/2 e 3/4 da largura do dominio. J& que as simulagoes
utilizam grades diferentes, a localizacao destes pontos é ligeiramente distinta. A tabela

4.2 mostra a localizacao dos pontos onde foram registradas as séries temporais.

Tabela 4.2: Localizacao dos pontos de registro das séries temporais.

Ponto A B C
Indice i %ina %in %in
N kn®P+1 kn+1 kn41
2 2 2
simjatol e x(m) 1,1 2,4 3,7

simjato3 z(m) 0,08 0,08 0,08
simjato2 e x(m) 1,14 2,34 3,54
simjatod  z(m) 005 005 0,05
simjato5 e x(m) 1,0 2,4 3,6

simjato7 z(m) 0,08 0,08 0,08
simjato6 e x(m) 1,08 2,28 3,48
simjato8 z(m) 0,05 0,05 0,05

Para verificar que o periodo em que foram armazenadas as séries temporais e obtidas as
médias é estatisticamente estacionario, calculou-se a maxima diferenca relativa da seguinte

maneira:

g — —mex = Uminl 000 (4.13)

min('”max|a |”min|>

onde Upgy € Upin Sa0, respectivamente, as velocidades maximas e minimas registradas
durante todo o intervalo em que as séries foram registradas. Se, de fato, o periodo sele-
cionado for estatisticamente estacionario, espera-se que o valor de &, encontrado seja

muito pequeno.

O objetivo da equagao 4.13 é obter o maior valor para o erro possivel, minimizando o

2in = Indice do dltimo ponto de grade na horizontal.
bkn = Indice do dltimo ponto de grade na vertical.
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valor do denominador. Se, mesmo assim, o erro for pequeno, é possivel concluir com mais
seguranca que o periodo selecionado ¢ estatisticamente estaciondrio. Note que, se Uy
for positivo, e up;, for negativo, pode ocorrer de |umqayx| < |Umin|, mesmo sendo upgy > Upmin

sempre. Isso justifica a escolha do menor valor entre |umqx| € |tmin| no denominador.

A tabela 4.3 compara as grades utilizadas no presente trabalho com as grades utiliza-
das em outros trabalhos da literatura que tratam de simulagoes numéricas do jato plano

turbulento. As dimensdes espaciais foram normalizadas pela espessura do jato d.

Observa-se que o espacamento de grade na direcao vertical utilizada com o MFL é o
dobro que a utilizada na simulacdo em DNS bidimensional de Stanley e Sarkar (1997),
e quase quatro vezes mais grossa que a utilizada na simulacao em DNS tridimensional
realizada por Stanley, Sarkar e Mellado (2002). Comparando-se com as simulagoes em
LES, a grade do presente trabalho é quase duas vezes mais grossa que a simulagao realizada
por Ribault, Sarkar e Stanley (1999), e trés vezes mais grossa que a simulagao realizada

por Dai, Kobayashi e Taniguchi (1994), para ntimeros de Reynolds semelhantes.

Além disso, foi possivel utilizar um espagamento e grade na direcao x muito maior,
o que possibilitou mais velocidade na realizagao dos calculos. O Ax nas simulagoes que
utilizaram o MFL é 75 vezes maior que na simulagao em DNS 2D, mais de 300 vezes maior
que o utilizado na simulacao em DNS 3D, e mais de 100 vezes maior nas simulagoes em

LES.

Comparando-se o nimero de Reynolds e a discretizagao espacial necessaria, observa-se
que o MFL é um método bastante competitivo, equiparando-se com LES, podendo até
ser mais economico. O fato de o espacamento de grade utilizado no MFL ser muito maior
que o utilizado em DNS para nimeros de Reynolds semelhantes mostra que o MFL nao

ird4 simular todas as escalas do escoamento.



47

191 191 01 91 91 0eT - 2 wo soyuod op N
- - 96T LET GoT1 06¢ L1¢ « wo soyuod op N
8 IS 961 €6 19 06¢ VIe x we sojuod ap N

czI'0 9210 z0 ¢z Gz'0 €00 - upu p /2y
- - 70°0 99990°0 999900 €00 900 uuw p /Ay
0zl ¢zl 0 0 10 €e0‘0 910 uru p/xy

0T 02 z 9 i ey - p/21
- - 0F 48 a 91 02 p/«T1

096 29 0 02 a1 a ¥ p/xT

0000T  0.6°C 0009 00000¢  000°€ 000°€ 0009 Pay
(7661) (2002)
oyreqel Aatue)Q 9
@H@M@MM ronsIey, o AMMWMW ﬁwsmm_mm OPUIIPIN © %ﬁ@mwm\mﬁ:ﬁm oMy
yseArqoy[ ‘re(J : IeyIeg ‘Ao(uelq
TAN SHT SHT as SNa az SNa OPOIN

rINJRINI BU sopeorqnd soy[eqel) op sepelsd aIjue oederedwio)) :¢'f BOQR],



48

4.4.1 Simulacoes adicionais

Além das simulagoes mostradas na tabela 4.1, foram realizadas trés simulagoes adi-
cionais: testvisc, testdomi e simjextr. Estas simulagoes serviram para complementar a

analise do modelo, conforme descrito a seguir.

A simulacao denominada testvisc foi realizada para demostrar que a difusao gerada
pelo modelo ¢ resultante dos processos fisicos descritos pelas equagoes de Navier-Stokes,
e nao de algum processo de difusao numérica. Esta simulacao teve as mesmas configu-
racoes da simulacao simjatos. Porém, na metade da simulacao, apoés 7,5 segundos, o
valor da viscosidade dinamica foi substituido por 1,0E — 10, ou seja, a viscosidade foi
aproximadamente zerada. Com isso, espera-se que o escoamento responda a alteragao
da viscosidade e se torne inviscido. Para evitar que ocorresse instabilidade no periodo
inviscido, utilizou-se um perfil de velocidade triangular na entrada do jato, ao invés do
perfil trapezoidal da simulacao simjato5. Desta maneira, evitou-se que o gradiente de
velocidade fosse muito acentuado, e assim, a simulacao se instabilizasse devido ao critério

de estabilidade mostrado na equacao 3.17.

A simulacao testdomi serviu para verificar se as fronteiras superior e inferior das
simulagoes simjatol a simjato8 estao suficientemente afastadas do centro do jato, de
modo a nao influenciar significatimvamente nos resultados. Esta simulacao teve as mesmas
configuragoes utilizadas na simulagao simgjatod, porém, com a espessura do dominio 30 %
maior, ou seja, com Lz = 0,208 m. Se as diferencas entre as velocidades no jato obtidos
com as simulagoes simjatos e testdomi forem pequenas, a conclusao sera que os resultados

nao estao sendo influenciados pela presenca das fronteiras superior e inferior.

A ultima simulagao adicional, denominada simjextr, foi realizada para complementar
a analise do GCI. Essa simulacao foi configurada com um espagamento de grade interme-
didrio aos das simulagoes simjatol (grade fina) e simjato5 (grade grossa), ou seja, a razao

entre o espacamento de grade da simjatol e da simjextr, assim como da simjexrtr e da
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simjatod, foi de v/2. Esta simulacao foi feita com o intuito de verificar se o erro cometido
pelo modelo tente a diminuir com o refinamento da grade, e também, para calcular a

ordem aparente do modelo, que sera descrita na secao 5.2.
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5 Resultados

Neste capitulo, os resultados serao apresentados da seguinte forma. Na secao 5.1, serao
mostrados os graficos das evolucoes temporais da energia cinética e da vorticidade, as
maximas diferencas relativas obtidas ao longo das séries temporais, e a comparacao entre
as simulacoes testdomi e simjato5. Também serao mostrados os resultados da simulacao
testvisc. Na secao 5.2 sera mostrada a analise do erro cometido pelas simulagoes, estimado
através do método GCI - Grid Convergence Index. Na secao 5.3 as propriedades de
auto-preservacao dos resultados serao verificadas. Na secao 5.4, serao apresentados e
discutidos os resultados obtidos através das médias, como os perfis verticais de u, w e p,
e os perfis normalizados de u. E finalmente, na secao 5.5, serao apresentados os graficos

das flutuagoes e os espectros de energia obtidos.

5.1 Evolugao temporal da energia cinética e da vor-
ticidade, e avaliacao da espessura do dominio

Partindo-se do primeiro passo de tempo, espera-se que a velocidade horizontal aumente
rapidamente, até que a simulacao atinja um estado estatisticamente estacionario. Para
verificar que as simulacoes atingiram este estado, calculou-se a maxima diferenca relativa
Enax N0 periodo em que foram armazenadas as séries temporais e calculadas as médias,

como descrito anteriormente na secao 4.4.

Para a simulacao simjatol, encontraram-se os seguintes valores de &4y, respectiva-

mente, nos pontos A, B e C: 4,94E —04%, 1,74E —03% e 3,63E —03%. Para a simulagao
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simgjato2, encontraram-se os seguintes valores: 2,0E —05%, 2,31E —04%, 1,55E — 04%.
Para a simulagao simjato3, encontraram-se os seguintes valores: 2,839%, 2,132%, 2,817%.
Para a simulacao simjato4, encontraram-se os seguintes valores: 0,0212%, 0,0213%,
0,0215%. Com base nestes resultados, pode-se afirmar que a série obtida é estatisti-

camente estacionaria.
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(a) Evolucado temporal da energia cinética média no dominio
para o experimento simjatol.

0.2 T T T T T T T

0.0-1 §

-0.2 1

Y

-0.4} -

—-0.6F B

Vorticidade (s

-0.81 1

-1.0f 1

! ! ! !

0 2 4 6 8 10 12 14 16
t(s)

-1.2
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o experimento simjatos.

Figura 5.1: Evolucao temporal da energia cinética e da vorticidade.

Para exemplificar a evolugao temporal das simulagoes, a figura 5.1(a) mostra a evo-
lugdo da energia cinética média no dominio para a simulagao simjatol, e a figura 5.1(b)
mostra a evolugao da vorticidade média no dominio para a simulacao simjato3. Observa-se

que houve tempo suficiente para que as simulagoes se estabilizassem. Destaca-se também
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a estabilidade numérica do modelo, sendo este capaz de simular um longo periodo de
tempo sem que houvesse instabilizacao das simulagoes. A evolucao temporal da energia

cinética e da vorticidade para as demais simulagoes foram semelhantes a estas.

A figura 5.2 mostra a evolugao temporal da energia cinética média e da vorticidade
no centro do dominio para a simulagao testvisc. Observa-se que o modelo respondeu a
alteracao na viscosidade como esperado, ou seja, apés anulado o termo de viscosidade,
e mantendo-se todas as demais configuragoes da simulacao inalteradas, a vorticidade e a
energia cinética retornaram a estado inicial, e o escoamento se tornou aproximadamente
inviscido. Isso mostra a resposta fisica que o modelo da a viscosidade, ou seja, a difusao
de quantidade de movimento observada deve-se ao efeito fisico da turbuléncia, e nao é

resultante simplesmente da difusao numérica do Método Semi-Lagrangeano.
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Figura 5.2: Evolugao temporal da energia cinética média e da vorticidade no centro do
dominio para o experimento testvisc.
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A tabela 5.1 mostra o erro relativo obtido entre as simulacoes simjatos e testdomi
no centro do jato, para x = 1,0 m, x=2,4 m e x = 3,6 m (pontos A, B e C da tabela
4.2). O erro relativo foi calculado com o objetivo de demonstrar que a espessura L; do
dominio é suficientemente grande para que a presenca das fronteiras superior e inferior

nao influencie os resultados.

Observa-se que o maior erro relativo obtido foi de 0,13% em x = 3,6 m, e o menor, de
0,08% em x = 1,0 m. Isso mostra que ambos os resultados sao muito préximos, mesmo
a simulagao testdomi tendo um dominio 30% maior do que o a simjatod. Isso mostra
que a presenca das fronteiras superior e inferior nao influenciam significativamente nos

resultados.

Tabela 5.1: Erro relativo entre as simulacoes simjatod e testdomi.

X (m) Utestdomi usimjatoS Erel (%)
1,0 9,134 9,127 0,08
2.4 8,21 8,22 0,10
3.6 7.80 7.79 0,13

5.2 Analise de erro e ordem aparente

A estimativa de erro do modelo numérico foi realizada por meio do Indice de Conver-
géncia de Grade (GCI - Grid Convergence Index), como apresentado por Roache (1994).
O GCI ¢ utilizado para estimar o erro cometido em uma solugao de grade fina fj, com-
parando esta solucao com uma de grade grossa f,. O erro é estimado através da equacgao

5.1:

f2—f

1—rp

Egcr = F (5.1)

onde r é a razao entre os espacamentos da grade grossa e da grade fina, p é a ordem de

acuracia formal do algoritmo, e F; é um fator de seguranca, cujo valor mais conservador
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recomendado é F; = 3. Neste trabalho, r=2 e p =2.

Além do erro calculado pelo GCI, também foi calculado o erro relativo através da

equacao 5.2.

=N

Erel = fl

(5.2)

A tabela 5.2 mostra os erros obtidos para a velocidade horizontal u em pontos locali-
zados no centro do jato. Observa-se que, em geral, os erros aumentam com o numero de
Reynolds, e com o aumento da distancia da saida do jato. Dentre os valores mostrados na
tabela, o erro maximo cometido foi de 0,594 m/s, ou de 3,487%. Este valor foi encontrado
em x = 3,6 m, na simulacao simjato4, aquela com maior nimero de Reynolds. O menor
erro cometido foi de 0,074 m/s, ou 0,958%, obtido em x = 3,6 m na simulacdo simjatol.

Tabela 5.2: Erros GCI e relativo calculados para a velocidade horizontal u no centro do
jato.

Simulagao x (m) wu (m/s) up (m/s) Egcr (m/s) E (%)
1,0 8,97 9,13 0,16 1,73
simjatol/simjato5 2,4 8,04 8,22 0,18 2,21
36 7,72 7.79 0,074 0,96
10 18,62 18,91 0,29 1,57
simjato2/simjato6 2,4 16,84 17,37 0,52 3.10
3,6 16,12 16,59 0,46 2,88
10 942 9,52 0,094 0,99
simjato3/simjato7 2,4 8,58 8,80 0,22 2,58
3,6 8,19 8,38 0,19 2,31
1,0 19,28 19,47 0,19 0,99
simjato4/simjato8 2,4 17,78 18,34 0,56 3,13
3,6 17,03 17,62 0,59 3,49

Entende-se que a acurédcia da simulacao da velocidade horizontal no centro do jato
¢ a mais importante, pois este é o valor utilizado para normalizar o perfil de velocidade
horizontal através da hipotese de similaridade mostrada na equacgao 3.1. Como pode-se

observar na tabela 5.2, os erros encontrados no centro do jato foram muito pequenos.
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Também ¢é interessante avaliar as variagoes dos erros no dominio. As figuras 5.3 e 5.4

mostram, respectivamente, o perfil vertical do erro GCI obtido para as simulacoes sim-

jatol e simjato4, em coordenadas normalizadas, juntamente com a velocidade horizontal
normalizada da simulacao de grade fina.

Observa-se nas figuras 5.3 e 5.4 que os menores erros foram cometidos na regiao
central do jato, onde ha um maximo local. Os maiores erros estao localizados préximos
as bordas do jato, onde os valores absolutos de 1) estao em torno de 1,5. Isso mostra que
o modelo mostrou maior imprecisao na representacao da posicao da regiao de transicao

entre o escoamento altamente turbulento, decorrente dos altos gradientes de velocidades
presentes na regiao central do jato, e o escoamento laminar, com velocidades préximas a

velocidade do meio. Os maiores erros foram cometidos na simulacao simjato4, cujo valor
encontrado na borda do jato ficou em torno de 1,0 m/s.
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Figura 5.3: Perfil vertical do erro GCI da simulacao simjato!

em coordenadas normaliza-
das em x =4.,5 m, e a velocidade horizontal normalizada.
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Figura 5.4: Perfil vertical do erro GCI para a simulacao simjato4 em coordenadas nor-
malizadas em x = 4,5 m, e a velocidade horizontal normalizada.

As figuras 5.5 e 5.6 mostram o erro GCI no centro do jato ao longo da coordenada
x, para a simulagoes simjatol e simjato4 respectivamente. Observa-se que os erros na
simulagao simgjatol no centro do jato inicialmente aumentam com x, chegando a 0,21
m/s, e depois, comegam a diminuir. J& na simulagao simjato4, o erro aumenta com x até

que se estabiliza em cerca de 0,55 m/s, como mostrado na figura 5.6.



o7

0.25 T T

0.20

T

T

0.05

0.00

x(m)

Figura 5.5: Perfil longitudinal do erro GCI no centro do jato para a simulagao simjatol.
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Figura 5.6: Perfil longitudinal do erro GCI no centro do jato para a simulacao simjato4.
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A fim de verificar se o erro cometido diminui com o refinamento da grade, foram cal-
culados e comparados os erros GCI obtidos entre as simulagoes simjatol e simjextr (grade
fina e grade intermedidria, respectivamente), e simjextr e simjato5 (grade intermediéria
e grade grossa, respectivamente). Os erros foram calculados para a velocidade horizontal
no centro do jato, em x =2,4 m, x =3,4 m ¢ x =4,8 m, onde os pontos de grade das
trés simulagoes coincidem. A tabela 5.3 mostra os valores obtidos, onde u; refere-se a
simjatol, uy a simjextr e uz a simjatod.

Tabela 5.3: Erro GCI calculado para a velocidade horizontal u no centro do jato, entre as
simulagoes de grade fina, intermediaria e grossa.

x u; (m/s) wuy; (m/s) uz (m/s) Epp (m/s) Ex (m/s)

24 8,04 8,12 8,22 0,23 0,30
34 17,75 7.80 7.87 0,14 0,21
4.8 7,50 7,51 7,54 0,04 0,08

Observa-se que o erro calculado entre as simulagbes simjatol e simjextr (Ejp) foi
menor que o erro calculado entre simjeztr e simjato5 (E»3), o que indica que o erro
tende a diminuir com o refinamento da grade. Além disso, observa-se que, assim como o

mostrado na tabela 5.2, quanto mais afastado da insercao do jato, menor o erro obtido.

Embora seja possivel definir teoricamente a ordem do erro de discretizagao de um
esquema numérico, pode ser desejavel calcular a ordem do erro para um problema em
especifico a fim de se verificar o cédigo. A ordem do erro obtido pode diferir da ordem
tedrica (ou formal) por uma variedade de razdes (por exemplo, o alcance da zona assin-
térica) (ROACHE, 1994). Como citado anteriormente, o erro de discretizagao tedrico do

esquema numérico utilizado no presente trabalho é de segunda ordem.

Para calcular a ordem aparente p, é preciso obter pelo menos trés simulacoes, cada
uma obtida com uma grade fina, uma grade intermediaria, e uma grade grossa. Usando

razoes entre os espacamentos de grade r constantes, a ordem aparente pode ser calculada

da seguinte maneira (ROACHE, 1994):



99

()

onde r é a razdo entre os espagamentos de grade (neste caso, \/5), e f1, f» e f3 sao,
respectivamente, os resultados da grade fina, intermediaria e grossa. A ordem aparente foi
calculada utilizando como solugdes de grades fina, intermediaria e grossa, respectivamente,

as simulagoes simjatol, simjextr e simjatod.

Os resultados obtidos sao apresentados na tabela 5.4. Observa-se que a ordem apa-
rente tende a aumentar com o afastamento da insercao do jato, chegando a 2,17 no ponto

mais afastado.

Tabela 5.4: Ordem aparente calculada.

X up (m/s) wup (m/s) w3 (m/s) p

24 8,04 8,12 8,22 0,84
34 7,75 7.80 7.87 1,03
4.8 750 7,51 7,54 2,17

5.3 Verificacao das propriedades de auto-preservacao
do escoamento

Na secao 3.1, foi citado que os escoamentos auto-similares e auto-preservantes possuem
as propriedades mostradas nas equacoes 3.2, 3.3 e 3.4. Nesta secao, serd verificada a

ocorréncia destas propriedades nos resultados obtidos pelos experimentos numéricos.

Como citado anteriormente, as simulagoes aqui mostradas foram realizadas conside-
rando a hipdtese bidimensional. Por esse motivo, nao é esperada concordancia plena entre
os resultados obtidos e as propriedades de auto-preservacao, ja que estas foram obtidas
a partir de experimentos com escoamentos tridimensionais. Entretanto, é esperado que

algumas caracteristicas da turbuléncia sejam bem representadas.

A figura 5.7 mostra o perfil longitudinal de U?§, onde Uc é a velocidade no centro do
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Figura 5.7: Perfil longitudinal U?§ (equagdo 3.2).

jato, e 0 é a metade da espessura do jato onde U = U,/2. De acordo com a propriedade
mostrada na equacao 3.2, o valor de U625 deve ser constante ao longo da coordenada
x. Observa-se que, embora os valores obtidos nao sejam rigorosamente constantes, as
inclinagoes das retas obtidas s@o pequenas. A simulacao simjato3 obteve uma curva com
inclinagao 0,1039, a menor dentre todas. A maior inclinagao foi obtida na simulagao

simgjato2, cujo valor obtido foi 0,3449.

A propriedade mostrada na equacao 3.3 diz que 8 é linearmente proporcional & coor-
denada x. A figura 5.8 mostra o perfil longitudinal de 6. As retas obtidas mostram que

esta propriedade pode ser observada em todas as simulagoes.

~1/2

A figura 5.9 mostra a varia¢ao de U, com x . De acordo com a propriedade mostrada

na equagao 3.4, U, é linearmente proporcional a x~1/2

. J& que, neste grafico, o eixo das
abscissas contém valores de x elevado a uma poténcia negativa, o sentido crescente do
eixo das abscissas representa o sentido decrescente do eixo x do dominio de simulacao.

Observa-se uma variacao aproximadamente linear para x~1/2

< 0,7453, o que equivale ao
intervalo x > 1,8 m. Isso mostra que a auto-preservacao pode ser observada nesta regiao,

que encontra-se suficientemente afastada da saida do jato.
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Figura 5.8: Perfil longitudinal de & (equagao 3.3).

Deve-se ressaltar que a equacao 3.4 é resultado da combinacao das equacoes 3.2 e 3.3.
Com isso, pode-se afirmar que os resultados mostrados na figura 5.9 também validam as

propriedades dadas pelas equacoes 3.2 e 3.3.

De acordo com estudos experimentais, o jato passa a ser auto-preservante em x/d > 30
oux/d > 40 (BRADBURY, 1965; GUTMARK; WYGNANSKI, 1976). As regices de auto-
preservagao obtidas no presente estudo foram de x/d > 225 ou x/d > 360 (lembrando que
d = 0,008 m nas simulacoes simjatol e simjato3, e d = 0,005 m nas simulacoes simjato2
e simgjatoj ). Estes valores sdo uma ordem de grandeza maiores do que os obtidos pelos
experimentos fisicos publicados na literatura. Entretanto, deve-se levar em consideracao
o fato do modelo utilizado neste trabalho ser bidimensional. Desta maneira, a turbuléncia
simulada é muito mais fraca do que a real, que é tridimensional, principalmente pela
impossibilidade que o modelo bidimensional tem de simular o termo de esticamento dos
vortices (stretching). Com isso, é esperado que, no modelo, seja necessaria uma distancia
muito maior para que o escoamento se torne auto-preservante. Embora a distancias
maiores, pode-se afirmar que as propriedades de auto-preservacao e auto-similaridade

foram reproduzidas adequadamente pelo modelo, como esperado.
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Figura 5.9: Variacao de U, com X2 (equagao 3.4).
5.4 Perfis e contornos médios
As figuras 5.10, 5.11 e 5.12 mostram, respectivamente, os perfis verticais das veloci-

dades horizontal, vertical, e da pressao de todas as simulagoes, tanto de grade fina quanto

de grade grossa.
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Figura 5.10: Perfis verticais da velocidade horizontal u em x = 4m.

Comparando-se os perfis de velocidade horizontal u das simulagoes simjatol com
simjato3, e simjato2 com simjato4 (figura 5.10) , pode-se observar que o jato diminuiu de

espessura com o aumento do nimero de Reynolds. Também observa-se que a espessura
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Figura 5.12: Perfis verticais da pressao p em x = 4m.

do jato foi menor para as simulacoes de grade grossa.

Os perfis de velocidade vertical w (figura 5.11) mostram uma estrutura simétrica:

acima do centro do jato, a velocidade vertical teve valores positivos; abaixo, a velocidade

vertical teve valores negativos. Isso mostrou que o escoamento seguiu no sentido de

afastamento do centro do jato. As velocidades verticais foram maiores em maédulo para

simulagoes com nimero Reynolds menores, e para as grades mais finas.

Observa-se que ocorreu também uma estrutura simétrica em relagao ao centro do jato

nos perfis de pressao (figura 5.12). No centro do jato a pressao foi menor, aproximando-se

de zero. Ao se afastar do centro, a pressao aumentou, e logo em seguida voltou a diminuir.
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Essa estrutura explica o surgimento dos valores negativos de w abaixo do centro do jato, e
positivos acima do centro do jato, ja que o movimento tende a seguir no sentido contrério
ao do gradiente da pressao. O aumento no nimero de Reynolds se refletiu na diminuicao
da amplitude de variacao de pressao média ao longo da direcao do perfil. As grades mais

grossas também mostraram menores valores absolutos de pressao.

A figura 5.13 mostra as isolinhas de velocidade da simulacao simjatol, no plano x —z.
Nessa figura, é possivel visualizar o aumento da espessura do jato ao longo da coordenada

X.
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Figura 5.13: Isolinhas de velocidade horizontal u da simulacao simjatol.

As figuras 5.14, 5.15, 5.16 e 5.17 mostram a evolucao do perfil de velocidade normali-
zado pela hipétese de similaridade 3.1 ao longo da coordenada horizontal, respectivamente
para as simulacoes simjatol, simjato2, simjato3 e simjato4. Pode-se observar que os perfis
tenderam ao perfil de Bradbury (1965) ao longo do eixo x. Isso indica que os escoamentos
tenderam a se aproximar da condicao de auto-similaridade e auto-preservagao ao longo

deste eixo, como prevé a teoria.
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A figura 5.18 mostra o perfil semi-empirico de Bradbury (1965), juntamente com
os perfis normalizados obtidos pelas simulagoes simjatol, simjato2, simjato3 e simjato4
proximo ao final do dominio, em x =4, 8m, onde os escoamentos encontraram-se mais pro-
ximos da auto-similaridade. Observa-se que os perfis simulados, em geral, encontraram-se
em conformidade com o perfil semi-empirico. A regiao central do jato, onde —1,2 <N <
1,2, é aquela na qual os perfis foram virtualmente coincidentes, e mais préoximos a solu-
¢ao semi-empirica. Observa-se, entretanto, que a regiao mais afastada do centro do jato
foi aquela onde os perfis estiveram mais afastados do perfil semi-empirico. Além disso,
quanto maior foi o valor do nimero de Reylonds, mais afastados os perfis estiveram do

perfil semi-empirico nesta regiao.
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Figura 5.18: Comparacao entre os perfis normalizados das simulagoes de grade fina em
x =4,8m e o perfil semi-empirico de Bradbury (1965).
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5.5 Séries temporais e espectros de energia

A figura 5.19 mostra a série temporal de u obtida pela simulagao simjato), e a figura
5.20, mostra a série temporal de w obtida pela simulagao simjato2. Estas séries temporais
foram obtidas no ponto B, o ponto central do dominio, e exemplificam o comportamento
das demais simulacoes. Pode-se observar que ocorreram flutuacoes de alta frequéncia
destas variaveis ao longo do tempo, o que indica que, apesar da existéncia do mecanismo

de filtragem, as oscilagoes de menores escalas ainda sao representadas.
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Figura 5.19: Série temporal da velocidade horizontal u, obtido pela simulacao simjato
no ponto B.
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Figura 5.20: Serie temporal da velocidade horizontal w, obtido pela simulacao simjato2
no ponto B.
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As figuras 5.21(a) e 5.21(b) mostram as séries temporais de pressao obtidas, respecti-
vamente, pelas simulacoes simjato2 e simjato6. A primeira, refere-se a uma simulagao de
grade fina, e a segunda, a sua respectiva simulagao de grade grossa. Visualmente pode-se
observar que a simulagao de grade grossa apresentou um aspecto mais atenuado que a de
grade fina, ou seja, nao sao visiveis variagoes temporais de frequéncia tao alta quanto as
observadas na grade fina. Isso ilustra o efeito da filtragem, dado pela discretizacao do

dominio.
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Figura 5.21: Séries temporais da pressao p obtidas pelas simulagoes simjato2 (grade fina)
e simjato6 (grade grossa) no ponto B.

A partir das séries temporais, foram obtidos os espectros de energia. Para confeccionar
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os graficos a seguir, a série do espectro foi dividida em 50 trechos consecutivos e de igual

duracao, e posteriormente foi feita a média destes trechos.

A importancia em se representar o espectro de energia adequadamente esta no fato de
que este representa o processo de transferéncia de energia no sentido das maiores para as
menores escalas, também conhecido como cascata direta de energia, uma das principais
caracteristicas de escoamentos turbulentos. De acordo com Kraichnan (apud ALMEIDA;
ALVES; TANAJURA, 2011), em turbuléncia bidimensional, o grafico do espectro de ener-
gia em escala log-log apresenta duas diferentes inclinagoes: —5/3 na regido representativa
das grandes escalas; e —3 na sub-regiao inercial, ao contrario da inclinagao tipica de —5/3
na sub-regiao inercial obtida por Kolmogorov. A seguir serao apresentados todos os es-
pectros de energia obtidos pelas simulagoes de grade fina. Para as simulacoes de grade

grossa, serao apresentados apenas os espectros das simulagoes simjato5 e simjato6

Da figura 5.22 a figura 5.27 sao apresentados os espectros de energia de u, obtidos
pelas simulagoes simjatol a simjatod, respectivamente. Observa-se nas figuras 5.22, 5.23,
5.24 e 5.25 que nao foi possivel obter o espectro de energia para as simulagoes de grade fina
(simjatol, simjato2, simjato3 e simjato4 ). Uma possivel explicagao para isso é o fato de
se haver utilizado um espagamento de grade na horizontal duas ordens de grandeza maior
do que o espacamento de grade na vertical. Entretanto, as figuras 5.26 e 5.33 mostram
que as simulagoes de grade grossa simularam razoavelmente o espectro de energia, com
inclinagao aproximadamente —3 na sub-regiao inercial, como prevé a teoria. Nao foi
possivel, entretanto, identificar a razao para que os resultados das simulacoes de grade

grossa representassem melhor o espectro de energia da componente u da velocidade.
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Figura 5.22: Espectro de energia da velocidade horizontal u, obtido pela simulacao sim-

jatol.
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Figura 5.23: Espectro de energia da velocidade horizontal u, obtido pela simulacao sim-

jato2.
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Figura 5.25: Espectro de energia da velocidade horizontal u, obtido pela simulacao sim-

jato4.
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Figura 5.26: Espectro de energia da velocidade horizontal u, obtido pela simulacao sim-

jatod.
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Figura 5.27: Espectro de energia da velocidade horizontal u, obtido pela simulacao sim-

jatob.
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Os espectros de energia da componente w da velocidade obtidos sao mostrados da
figura 5.28 a figura 5.33. Observa-se que, em geral, os espectros foram reproduzidos
com inclinacao proxima a —3, indicando a presenca de uma sub-regiao inercial, onde
ha cascata direta de energia. As excecgoes foram os espectros obtidos pelas simulacoes
simjatod e simjato4, mostrados respectivamente nas figuras 5.30 e 5.31. A discretizacao
mais refinada utilizada na direcao z pode ser uma explicacao para que fossem obtidos

melhores resultados para os espectros obtidos pela velocidade vertical.

Observa-se que as simulacoes de grade grossa também foram capazes de simular o
espectro de energia. Comparando-se as simulagoes de grade fina (simjatol e simjato?2,
respectivamente nas figuras 5.28 e 5.29) com as correspondentes de grade grossa (simjatos
e simjato6, respectivamente nas figuras 5.32 e 5.33), observa-se que as simulagoes de grade
grossa obtiveram maiores energias que as de grade fina para a mesma frequéncia. No

entanto, os espectros apresentam, de forma geral, aspectos semelhantes.
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Figura 5.28: Espectro de energia da velocidade vertical w, obtido pela simulacao simjatol.
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Figura 5.29: Espectro de energia da velocidade vertical w, obtido pela simulacao simjato2.
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Figura 5.30: Espectro de energia da velocidade vertical w, obtido pela simulacao simjato3.
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Figura 5.31: Espectro de energia da velocidade vertical w, obtido pela simulacao simjato4.

Energia

-18 ! !
10
10t 102 10°

Frequéncia(s~')

Figura 5.32: Espectro de energia da velocidade vertical w, obtido pela simulacao simjatod.
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Figura 5.33: Espectro de energia da velocidade vertical w, obtido pela simulacao simjato6.

A figura 5.34 mostra o espectro de p obtido pela simulacao simjato2. E interessante
notar que, embora a analise do espectro de energia feita por Kolmogorov refira-se apenas a
distribuicao de energia contida na quantidade de movimento, o que se traduz nas variaveis
u e w, a inclinacao —3 também foi observada no espectro da pressao. Sabe-se que existe
uma estreita relagao entre pressao e velocidade, afinal, a pressao é uma das forcantes do
movimento. Entretanto, neste trabalho, nao se pretende dar uma explicacao para este

resultado, pretende-se apenas apresenta-lo.

Deve-se notar que o modelo nao simulou o espectro completo. Os resultados obtidos
tiveram frequéncias maximas na ordem de 103s™!, ou seja, a regido de dissipacao viscosa
nao foi representada no espectro de energia. Isso mostra que, de fato, houve filtragem das

menores escalas, e que os resultados aqui apresentados nao se tratam de simulagoes em

DNS.
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Figura 5.34: Espectro de energia da pressao p, obtido pela simulacao simjato2.
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6 Conclusao

Escoamentos turbulentos estao presentes em rios, oceanos, na atmosfera, e em diver-
sos escoamentos de interesse da engenharia. Entretanto, a obtencao de solugoes analiticas
e de simulagoes numéricas para estes escoamentos é, ainda hoje, um grande desafio. Isso
porque, a obtencao de solucoes analiticas s6 é possivel apds se considerar diversas simpli-

ficacoes, as quais muitas vezes nao sao aplicaveis a casos reais.

Na falta de solucoes analiticas, recorre-se as solugoes numéricas, ou modelos numéricos.
Estes modelos parametrizam os processos de pequena escala para que nao seja preciso
representa-los explicitamente, o que seria muito custoso computacionalmente. Isso insere

uma grande parcela de empirismo na determinacao dos parametros, cujos valores sao

definidos ad hoc.

Dentre os modelos que utilizam parametrizacao, podem-se citar aqueles baseados na
promediacao de Reynolds, e os modelos de Simulacao de Grandes Vortices. A tnica
excegao sao os modelos que utilizam Simulagao Numérica Direta, que nao necessitam de
parametrizacao por serem capazes de simular todas as escalas do escoamento, porém, as

custas de um esforco computacional extremo e inviavel para a maioria das aplicacoes.

O Método da Filtragem Lagrangeana (MFL) é um método numérico voltado a si-
mulacao de escoamentos turbulentos. A ideia deste método é aplicar um filtro espacial
implicito nas equacoes de transporte escritas no referencial Lagrangeano. O uso deste
referencial permite que todos os termos sejam filtrados sem que haja necessidade de se

utilizar parametrizacao. O filtro utilizado é do tipo boz, e é resultante da discretizacao
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das equagoes em diferencas finitas.

O presente trabalho teve como principal objetivo o desenvolvimento de um modelo
bidimensional para simulagao do jato plano turbulento, com a utilizacao do MFL. Com
isso, pretendeu-se demonstrar a capacidade do MFL em simular escoamentos turbulentos,
através da comparacao dos resultados obtidos pelo modelo com resultados tedricos. Foram

realizados oito experimentos, com ntumero de Reynolds entre 2.970 e 10.000.

Apesar do jato plano turbulento ser essencialmente bidimensional, sabe-se que este
tipo de escoamento possui estruturas tridimensionais (GORDEYEV; THOMAS, 2000,
2002), as quais o modelo bidimensional nao é capaz de reproduzir. Apesar disso, espera-
se que o modelo seja capaz de reproduzir as principais caracteristicas deste escoamento

turbulento.

Fazendo-se uma comparacao com outros trabalhos presentes na literatura, observou-se
que o espacamento de grade utilizado no presente trabalho foi maior do que o utilizado
em simulagbes em DNS (STANLEY; SARKAR, 1997; STANLEY; SARKAR; MELLADO,
2002) e LES (RIBAULT; SARKAR; STANLEY, 1999; DAI; KOBAYASHI; TANIGUCHI,
1994), para nimeros de Reynolds semelhantes ou maiores. Mesmo utilizando-se uma
grade mais grossa, o MFL foi capaz de simular as principais caracteristicas do jato plano

turbulento.

Os resultados apresentados neste trabalho mostraram que o MFL é estavel e compe-
titivo computacionalmente com outros métodos numéricos de simulacao de escoamentos
turbulentos. Todos os experimentos foram realizados com o mesmo conjunto de equagoes,
sem que houvesse necessidade de utilizar modelos de fechamento ou parametrizagoes do
escoamento de pequena escala. A simulacao testvisc mostrou que o modelo responde fisi-
camente a viscosidade, ou seja, caso haja algum efeito de viscosidade numérica no modelo,
ela é desprezivel em comparacgao a viscosidade fisica, sendo esta a grande responsavel pelo

surgimento da turbuléncia nas simulagoes.

Os resultados mostraram que o perfil normalizado de velocidade horizontal simulado
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estd de acordo com o perfil semi-empirico proposto por Bradbury (1965). As propriedades
de auto-preservagao e auto-similaridade, mostradas nas equacoes 3.2, 3.3 e 3.4 também
foram verificadas nos resultados, o que indica que os escoamentos simulados atingiram
este estado a partir de uma certa distancia da injecao do jato. A distancia normalizada
encontrada para que a simulacao se tornasse auto-preservante foi muito maior do que a
obtida por experimentos. Isso se justifica pelo fato de se ter utilizado um modelo bidimen-
sional, cuja turbuléncia é muito mais fraca que a tridimensional, principalmente devido a
incapacidade que o modelo bidimensional tem de representar o termo de esticamento de

vortice.

Os erros cometidos pelas simulagoes foram estimados pelo método GCI (Grid Con-
vergence Indez). Foram encontrados valores muito baixos, o que mostrou que o modelo
é bastante acurado. A regiao central do jato foi aquela onde foram encontrados os me-
nores erros, na ordem de 1%. O maior erro encontrado no eixo central foi de 0,59m/s, o
que representa um erro relativo de 3,487%. A acuricia nesta regiao é considerada mais
importante, pois a velocidade no centro do jato é utilizada na normalizacao do perfil
de velocidade horizontal. Os maiores erros foram encontrados nas bordas do jato, onde
ocorre a transicao do escoamento turbulento para o escoamento laminar. Em geral, os
erros aumentaram com o nimero de Reynolds e com a distancia da saida do jato. Além

disso, vefificou-se também que o erro tende a diminuir com o refinamento da grade.

Ao se comparar as séries temporais obtidas pelas simulacoes de grade fina e de
grade grossa, foi possivel visualizar o efeito do espacamento de grade sobre os resulta-
dos. Observou-se que os resultados da grade grossa tinham uma aparéncia “mais filtrada”
que os da grade fina, um reflexo do mecanismo de filtragem do MFL através da prépria

grade de diferencas finitas.

Os resultados do modelo foram capazes de gerar o espectro de energia em parte das
simulagoes. Os melhores espectros foram obtidos através da velocidade vertical, provavel-

mente devido a discretizacao mais refinada na direcao vertical do que na dire¢ao horizontal
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utilizada. Os resultados obtidos com o uso da grade grossa representaram melhor o es-
pectro de energia da velocidade horizontal. Estes espectros mostraram adequadamente
curvas com inclinacao —3, valor previsto na teoria como sendo caracteristico da sub-regiao
inercial para escoamentos bidimensionais (KRAICHNAN, 1967 apud ALMEIDA; ALVES;

TANAJURA, 2011).

Considerando, portanto, o conjunto geral de resultados, conclui-se que o objetivo geral
deste trabalho, de reproduzir numericamente as caracteristicas do jato plano turbulento,
foi atingido, indicando que o MFL pode servir como uma alternativa para simulacao de

escoamentos turbulentos.
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7 Recomendacoes e sugestoes para
trabalhos futuros

Durante o desenvolvimento deste trabalho, foi observado que boa parte do tempo de
processamento foi utilizado para resolver iterativamente a equacao eliptica da pressao.
Notou-se que, quanto menor a diferenca entre os espacamentos de grade horizontal e
vertical, e quanto menos relaxado o critério de parada, melhor era a solug¢ao, porém, maior
esforco computacional era necessario. Com isso, foi preciso encontrar uma configuracao
de espacamento de grade e um critério de parada que, a0 mesmo tempo que nao tomasse

muito tempo de simulagao, nao prejudicasse os resultados.

Por isso, recomenda-se que, em trabalhos futuros, a utilizacao de outros métodos
para resolucao da equacao eliptica seja avaliada, levando-se em consideracao a otimizacao
do algoritmo e a acurécia dos resultados. Outras opg¢oes de métodos para resolucao da

equagao eliptica sao os métodos multigrid e os métodos diretos.

Até este momento, apenas simulacoes de turbuléncia bidimensional foram realizados.
Entretanto, a turbuléncia em problemas reais é, em geral, tridimensional, sendo que a tur-
buléncia bidimensional pode ser assumida em apenas alguns casos especificos. Assim, um

passo fundamental para a validacao do MFL ¢ a sua aplicagao em um caso tridimensional.

Entretanto, estas simulagoes podem exigir recursos computacionais maiores dos que os
utilizados até o momento. Um préximo passo € a introducao de processos termodinamicos
e da umidade, assim, o MFL poderia ser utilizado na simulacao de escoamentos que

reproduzam a camada limite atmosférica.
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Futuramente, também seria interessante estudar o efeito de outros tipos de discretiza-
¢ao sobre o filtro do MFL. Por exemplo, discretizagoes em diferencas finitas com erros de
truncamento de mais alta ordem podem ser equivalentes a filtros com formatos diferentes

do filtro boz, utilizado até o momento.
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