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Resumo

Sendo G um grupo, iremos abordar os grupos de cohomologia de G com co-
eficientes em um G-médulo e explicitaremos estes no caso em que GG for um
grupo ciclico finito. Sendo K um anel comutativo estudaremos também os K-
modulos de cohomologia de uma K -dlgebra A com coeficientes em um (A — A)-
bimdédulo e explicitaremos estes nos dois primeiros graus. Se f for um polindmio
monico em K [x] calcularemos as cohomologias de Hochschild de K [z]/(f). No
caso em que K é um corpo e tomamos o polindmio ménico em K[z| como
sendo z" temos uma agdo de G em K|[z|/(z") dada através de um caractere
de G no grupo multiplicativo de K e com isso formamos o produto smash
B = Kz]/(z™)#KG, onde KG ¢ a élgebra do grupo GG. Trabalhando com
a dlgebra B, explicitaremos as cohomologias de Hochschild desta em cada grau,
e depois veremos que ha um isomorfismo entre as cohomologias de Hochschild
de B de graus 2: e 2¢ + 1. Através do produto cup, calcularemos a estrutura
de anel de cohomologia de Hochschild de B sob a hipétese de que a ordem do

caractere antes citado seja divisor de n.

Palavras-chave: Cohomologia de Algebras; Cohomologia de Hochschild;

Algebras de Hopf.
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Abstract

Let G be a group, we are going to discuss the cohomology groups of G with
coefficients in a G-module and we will describe explicitly these in case where G
is a finite cyclic group. Let K be a commutative ring, we also are going to study
the cohomology K-modules of a K-algebra A with coefficients in a (A — A)-
bimodule and we will describe these in the first two degrees. If f is a monic
polynomial in K [z] we are going to calculate the Hochschild cohomology of
K[z]/(f). In the case where K is a field and we take the monic polynomial
in K[z] as " we have an action of G in K[z]/(z") given by a character of
G in the multiplicative group of K and thus we can form the smash product
B = Klz|/{x™)#KG, where K is the group algebra of G over K. Working
with the algebra B, we are going to determine its Hochschild cohomology in
each degree, and then we will see that there is an isomorphism between the
Hochschild cohomology of B in degrees 2: and 27 + 1. Through the cup product,
we are going to calculate the structure of the Hochschild cohomology of the ring

B under the hypothesis that the order of the character previously cited divides n.

Keywords: Cohomology of Algebras; Hochschild Cohomology; Hopf Algebras.
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Introducao

O objetivo central do trabalho € descrever o anel de cohomologia de uma familia
de dlgebras de Hopf de posto um. Estas dlgebras foram introduzidas no trabalho [13], e s@o
generalizagOes da dlgebra de Taft, introduzidas por Taft em [14]. O posto, segundo apresentado
em [13], pode ser visto como uma medida da complexidade de uma algebra de Hopf. No caso
de posto um, as algebras de Hopf sdo extensdes de dlgebras de grupo por um gerador.

As dlgebras de Hopf de posto um que abordaremos neste trabalho sdo produtos smash
da dlgebra K'[z]|/(x™) pela dlgebra de grupo K G onde isto ocorre da seguinte maneira: dado um
grupo finito GG e fixado um caracter xy : G — K, temos uma acdo por automorfismos de G
em K[z]|/(x™) definida por % = x(g)z que permite formar o produto smash K [z]/(z")#KG
o qual neste caso também possui estrutura de algebra de Hopf.

Cibils e Solotar em [15] deram uma interpretacdo para a estrutura de anel da coho-
mologia de Hochschild da dlgebra de grupo K'G do grupo abeliano finito G sobre um anel

comutativo K, mostrando que
HH*"(KG) ~ KG® H*(G,K)

Em [16] Cibils conjecturou uma férmula para esta estrutura de anel no caso de um
grupo finito G' qualquer. Siegel e Witherspoon em [17] provaram esta conjectura. Linckel-
mann em [ 18] estendeu o resultado de [15] calculando o anel de cohomologia de Hochschild de
algebras de Hopf H, comutativa sobre o anel K tal que H é um K-mddulo projetivo finitamente

gerado, obtendo um isomorfismo de K-adlgebras graduadas
HH*(H) ~ H @k Exty (K, K)

No caso em que tem-se a algebra de Hopf da forma B = K[z]/(z")# K G onde G é um
grupo finito e & um corpo com caracteristica coprima com a ordem do grupo G, foi mostrado

em [10] que o anel de cohomologia de Hochschild é dado por

HH*(B) ~ (KN)Y ® K|y, 2]/(z*)
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onde N denota o nicleo do caracter xy. Com isso tem-se uma descri¢io explicita do anel de
cohomologia de uma familia de dlgebras de Hopf que ndo sdo comutativas.

O trabalho esta descrito da seguinte forma: No primeiro capitulo estudaremos cohomo-
logia de grupos segundo sua defini¢do original, que diferente daquela dada através de funtores
derivados, € um tanto quanto mais concreta. Para tal se faz necessdria dentre outras coisas o
conceito de médulo sobre um grupo, a qual € abordada em [6]. Veremos que hd uma equivalen-
cia entre as defini¢cdes classica e funtorial, no caso da definicao original calcularemos os dois
primeiros grupos de cohomologia de um dado grupo GG com coeficientes em um G-médulo A,
ambos arbitrarios. Em grau zero veremos que este pode ser caracterizado com um subgrupo
de A e em grau um através de homomorfismos cruzados, fun¢des estas de G em A com uma
certa propriedade. No que diz respeito ao caso funtorial, veremos um resultado obtido em [3]
que permite através de um um grupo ciclico finito GG construir de uma maneira particular uma
resolucdo Z[G]-livre para Z, a qual nos permitird calcular e explicitar todos os grupos de coho-
mologia de G.

No segundo capitulo estudaremos cohomologia de dlgebras segundo resultados encon-
trados em [6]. Veremos que fixado uma algebra A arbirdria definida sobre um anel comutativo
K é possivel construir uma resolugao livre para esta, dita resolug@o barra de A. Mediante esta
resolug@o iremos definir os K -mddulos de cohomologia de A com coeficientes em um (A — A)-
bimdédulo M. Assim como na cohomologia de grupos veremos que esta construcao é também
equivalente a defini¢do classica, isto é, aquela dada através das fungdes n-lineares de A em
M. Novamente os dois primeiros modulos de cohomologia serdo calculados. Veremos que o
primeiro diz respeito a um submdédulo de M e o segundo a um quociente das derivacdes de A
em M pelas derivagdes internas de A em M. Neste capitulo encontraremos também a definicao
de cohomologia de Hochschild de uma 4lgebra.

No terceiro capitulo trataremos da cohomologia de Hochschild de algebras do tipo
A = K[z|/(f) onde K é um anel comutativo e f € K |[x] um polindmio mdnico. Estas dlgebras
incluem o caso de dlgebras de grupo de grupos ciclicos finitos. Veremos como construir uma
resolucdo A°-projetiva de A diferente da resolug@o barra. Calcularemos todos os K-mddulos
de cohomologia de Hochschild de A e veremos que em todos os graus exceto o zero, esses se
dao em termos da derivada de f. Esses resultados sdo encontrados em [8], porém alguns deles
sdo sustentados por outros em [7], principalmente no que diz respeito a construcao da resolucao
projetiva antes mencionada. Através de [7] veremos como definir duas sequéncias de fungdes

entre as resolugdes barra de A e a definida anteriormente, sendo estas funcdes de fundamental



Introdugao 3

importancia para os capitulos posteriores ao terceiro.

No quarto capitulo trabalharemos com a hipétese de que K € um corpo e G um grupo
finito, e segundo resultados encontrados em [10] buscaremos calcular as cohomologias de Ho-
chschild de adlgebras do tipo B = A# K G onde A é uma élgebra quociente particular daquelas
tratadas por [8] e [7] no capitulo 3, a saber, A = K|z|/(z™). Usaremos o Lema de Eckmann-
Shapiro e uma subdlgebra D de B¢ como ferramentas auxiliares no cdlculo das cohomologias
de Hochschild de B, a saber, o n-ésimo K-mddulo de cohomologia de Hochschild de B defi-
nido por Ext’. (B, B) podera ser calculado por Ext’, (A, B). Através da resolugdo A°-projetiva
de A abordada no capitulo trés e da acdo de G em Hom 4c(A°, B) veremos que é possivel in-
duzir uma acdo de G em B e com isso o cdlculo das cohomologias de Hochschild de B se dao
através do quociente de kernel e imagem de fun¢des definidas com dominio e contradominio
nos G-invariantes de B. Por fim, calcularemos os G-invariantes de B e suas respectivas coho-
mologias, donde poderemos concluir um isomorfismo entre HH*(B) e HH?*'(B), o que
implica dentre outras coisas que estas possuem as mesmas dimensdes vistas como K -espacos
vetoriais. Veremos que as cohomologias de B variam em cada grau e dependem de hipéteses
sobre um caracter y de GG no grupo multiplicativo de K antes fixado.

No ultimo capitulo teremos como objetivo principal calcular a estrutura de anel de
cohomologia de B de acordo com teoria desenvolvida em [10] e sob a hipétese de que x" = 1,
pra entender do que se trata esta estrutura estudaremos o chamado produto cup, o qual é abor-
dado em [9]. Usando duas fun¢des de cadeias definidas em [7] e abordadas no capitulo trés jun-
tamente com o funtor contravariante Homp(_, B) teremos dois complexos e duas sequéncias
de funcdes entre estes, sobre esta constru¢do e em conjunto com mais alguns isomorfismos
poderemos calcular o produto cup nos G-invariantes de B. Através do coproduto de dlgebras
comutativas abordadas em [2] veremos que a estrutura de anel de cohomologia de B € isomorfa

a dlgebra (KN)® ® K|y, 2]/(2*) onde graude y é 2, de 2 é 1 e N = Ker y.



Capitulo 1

Cohomologia de Grupos

Neste capitulo fixaremos um grupo G e definiremos estrutura de G-mdédulo sobre um
outro grupo abeliano, veremos que esta induz uma estrutura de Z[G]-médulo no mesmo con-
junto e que também vale a reciproca. Fixado um G-médulo A veremos como construir um
complexo de grupos e como calcular os grupos de cohomologia de G com coeficientes em A
ao qual denotaremos por H" (G, A). Construiremos também uma resolugio Z[G]-projetiva para
Z e veremos que hd um isomorfismo entre H"(G, A) e Exty(Z, A), depois calcularemos os
grupos de cohomologia H°(G, A) e H' (G, A). Por fim em caréter funtorial e tomando G' como
um grupo ciclico finito, calcularemos todos os grupos de cohomologia de G com coeficientes

em A. Os principais referenciais teéricos deste capitulo provém de [3] e [6].

1.1 Grupos de cohomologia de um grupo GG com coeficientes

em um G-modulo A

Seja GG um grupo multiplicativo. Um conjunto A é um GG-médulo se (A, +) é um grupo

abeliano e GG age em A por endomorfismos, isto €, temos uma aplicagao

GxA — A

(g.) +—— gz

tal que

gz+y)=gr+gy, (q1g2)xr = gi(gox) e lo=ux



Cohomologia de Grupos 5

Sendo Z[G] o Z-médulo livre! com base G, temos que Z[G] possui estrutura de anel com

multiplicacdo definida por
D> aggd B = a,Bugh

assim se A é G-mdédulo, entdo A € Z[G]-médulo por Y (a,9)a :== Y a,(ga) e, reciprocamente,
se A é Z|G]-mddulo entdo A € G-médulo por ga := (1g)a. Se A é um grupo abeliano e G um
grupo, temos a acao trivial de G em A dada por gz := x, Vo € A, Vg € GG; com isso A é um
G-modulo. A agdo trivial de G sobre A induz estrutura de Z[G]-médulo sobre 0 mesmo como
jé haviamos discutido, neste caso dizemos que A é Z[G]-médulo trivial.

Seja A um G-médulo. Paran = 0,1,2,... consideremos C"(G, A) o conjunto das

fungdes f : G — A onde G™ é o produto cartesiano G x - -+ x G (paran > 0)e C°(G, A) =
—_——

A. Temos que C"(G, A) é um grupo abeliano com

(f+f/)(glv7gn) = f(glv'"7gn>+f/(gla"'7gn)
0<g17"'7gn) = OA

No caso de CY(G, A) a estrutura é dada em A. Podemos definir fungdes 6(= 4,,) de C™(G, A)

em C" (G, A) como segue:
5. CNG,A) — O™, A)
f — 0f
onde

0f (g1 s gni1) = 91f(g2r- s gns1) + Zn:(—l)if(gh e GiGit s Gnt1)

e Fgn )

Por exemplo, paran = 0e f € A temos
0f(gp) =g f +(=Df =g f = f

paran = le f € MG, A),

0f(g1,92) = 91/ (92) + (=1) f(9192) + (—1)*f (1)
paran =2e f € O(G, A),
0f (91,92, 93) = 91f (92, 93) + (1) (9192, 63) + (=1)*f (91, 9295) + (=1)*f (g1, 2)

§: C"(G,A) — C"(G, A) é homomorfismo de grupos, com isso denotemos Z"(G, A) =
Kerd e B"" (G, A) = Im 6.

1

ver sobre modulos livres no apéndice



Cohomologia de Grupos

Proposicdo 1.1 Considerando as funcdes § : C™(G, A) — C"1(G, A), Vn > 0 temos que

52 =0

Demonstracao. Consideremos as fungdes

5. C"(G,A) — C"(G,A)
f — 0if
com?=0,1,....,n+ 1. Onde
dof(91,-- s gnt1) = g1f (g2 -, Gnt1)
0if(g1, - gns1) = [(915 -5 GiGit1s -+ -5 Gni1), 1 =1,...,n
On1.f(g1s -y 1) = f(91,-- -1 Gn)
dessa forma podemos escrever
n+1
5= (-1)';
=0

com efeito, dado f € C"(G,A) e . gns1) € G"T! quaisquer, temos

(91,~--

0f(g1- s Gns1) = g1f(g2 -, Gns1) +Z fo1, -5 9i9ic1, s Gnr1)
+(—1)”+1f(91,~~,9n)
= 60f (91,92, gnt1) +Z )0 f (g1, Gis Gis1s - - Gnt1)
+(=1)""60 1 f (g1, - - 79n+1>

(Z(—l)i&f) (g1, -+ Gnst)

também vale a seguinte relacdo

51'5]'71 = 5]51 se 1< ]

+ <_1)n+15n+1> f(91,- -, Gns1)

com efeito, considerando essas composi¢des definidas de C"71(G, A) em C"T(G, A), to-

mando f € C" (G, A) e (g1, .., gns1) € G" temos
0;0if(g1s s Gny1) = 0if(g1,-- -, 955415+ s Gnr1)
_ flg1s - 9i(gir19ir2), - - s 1)
flo1, - 9igist, - 9395415 -+ Gnt1)

se 1=7—1

se 1<j—1
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por outro lado

0i0;-1f(91,- - gn+1) = Oj—1f(91,-- -, GiGit1s- s Gnt1)
f(gl, ceey (gigi+1)gi+2a cee 79n+1) se 1=7—1
fl91, -1 9iGit1, - - 9595415 -, Gng1) S€ P <j—1

Agora considerando a sequéncia de funcoes
CUG, A) 2= CY(G,A) 25 ... 2o 0" 1@, A) 2= C(G, A) —2= C" (G A) - -

vejamos por indug¢do em n, no conjunto das fungdes de n varidveis de G em A que vale §2 = 0.

Paran = 1, tomamos f € C°(G,A) = Ae (g1,92) € G, com isso

66(f)(g1.92) = 910f(g2) + (=1)6f(g192) + (=1)*6 f (g1)
= gi(goaf — )+ (“D(1g2) f — )+ (=1)* (o1 f — [)
= g(ef)—af (@) f+f+af—f
= 0

suponhamos agora que vale a afirmagfio em grau n, isto é, 62 = 0 Vf € C" (G, A), ou

reescrevendo em termos das fungds J;s é o mesmo que dizer

n+1 n
Y (=18 (-
j=0 i=0
e em grau n + 1 temos
n+2 ' n+1
607 = D (—1Y5;) (-
j=0 i=0
n+1 n
= <Z(_1)]5J + (_1)n+25n+2> (Z(_l)zéz + (_1)n+15n+1)
j=0 i=0
n+1 n+1
= > (-1 Z )i, + Z —1)" 16,4
7=0
(=1 2000 Y (—1)'0; + (= 1) 26, 10(—=1)" 6,1
i=0
HI 0+ Z n+15n+1 + (_1>(n+1)6n+1(_1>n+15n+1

n

+(_1)n+25n+2 Z(_l)zéz + (_1)n+25n+2(_1>n+15n+1
=0

= Z(_1>n+j+15j6n+l + (=1)20g, 8

J=0
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3 G 8 — (1S, 0,4 =+
=0

haja vista que o indice ¢ no ultimo somatdrio assume valores inteiros entre 0 € n entdo ¢ < n-+2,
como também n + 1 < n + 2, temos que 0,,120; = 0;0p12-1 = 0;0,41 € também 0, 120,11 =

On+10n42-1 = 0pt110,41. LOogo podemos reescrever

n n

* = Z(_l)n+j+15j5n+1 + 6n+15n+1 - Z(_l)n+i+15i5n+1 - 6n+15n+1 =0

j=0 i=0
O

Do fato de §? = 0, segue que B"(G, A) C Z"(G, A), com isso podemos formar o quociente
H"(G,A)=Z"(G,A)/B"(G, A)

chamado de n-ésimo grupo de cohomologia de G com coeficientes em A.

1.2 Uma resolucao Z[G]-projetiva para Z

Podemos definir H"(G, A) em carater funtorial, para tal consideramos Z como G-
mddulo trivial e consideramos Ext7;(Z, A) para um dado G-mddulo A. Para tanto precisamos

construir uma resolugio Z|G|-projetiva particular do Z[G]-médulo trivial Z

ds da dy

Cs

C Co——7Z 0

obtendo assim um complexo de cocadeia

dy dx
00— HOHlZ[G] (CO; A) — s HomZ[G} (C’h A) 2. ...

cujo n-€ésimo grupo de cohomologia € Exty(Z, A) e que nos permita identificar com H"(G, A)

definido anteriormente. Definamos:
C, = Z[G]%"

desde que Z[G] é o Z-médulo livre com base G, Z[G] = Z'%) = @ Z, temos que C,, é também
G

Z-modulo livre com base gy ® ... ® g, com g; € GG, com efeito:

C":Z[G]@)Z"'@ZZ[G]:@Z(@Z...@Z@Zg @Z:Z(Gnﬂ)
G G

Gn+1
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Temos acdo de G em (), dado por
G ®...Q0x,) =gT0R ... T,

com isso C,, torna-se Z[G]|-mddulo livre com base 1 ® ¢; ® ... ® g,, com efeito, dada a

combinagdo Z[G]-linear de elementos deste tipo, temos

Z (Z 04(9,91...7971)9) 1ea®...®g.) =0
g

= Z Xgg1,9n) (RGP D ... Qgn) =0

= Qg1 = 0, V(9,91,- -5 9n)

= Za(g,gl ..... w9 =0, Y(g,91,--,9n)
g

Identificando [g1,...,9,] =1 ® 91 ® ... ® gy, definamos agora Z|G|-homomorfismos
d, : C,, — C,,_1 pela ac@o sobre a base [g1, .. ., g,]. Seja

n—1

dulgr, - g0 = 91192, gnl + D (=1'[g1, -, gigivrs - gul + (=191, - g
=1

paran = 1, temos
di: Ci(G,A) — Cy(G,A)
[91] — gt (-1)l=g -1
observe que neste caso [g;] = 1® g;. Consideremos também Z[G|-homomorfismo € : Cy — Z
dado por €(1) = 1, com isso, €(g) = €(gl) = ge(1) = g1 = 1, na dltima passagem usamos
acdo trivial de G' em Z; de acordo com isso temos que €(D>  a,9) = > aye(g) = D ay.

Para concluir que ..._%

Cy—=7 0 € uma Z|G]-resolugdo projetiva ¢ sufi-
ciente constatar a exatiddo da sequéncia, haja vista que cada C; é Z|G|-projetivo (ja que € livre
sobre Z[G]). Para tanto usamos a proposi¢do que estd na se¢io Complexo de médulos no

apéndice. Definamos entao sequéncia de homomorfismos (de grupos)

51

Z Cy 22y 2

tal que satisfazem as relacOes
€S_1 = 12, d1$0 + Ss_1€ = 100 € dnJrlSn + Snfldn = 1Cn Vn > 1

Como {1} é Z-base para Z, G é Z-base para Z[G] = Coe {go[g1,---,9n] = g0 ® ... ®

gn | gi € G} é Z-base para C,,, temos a partir dos diagramas universais de médulos livres,
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unicos homomorfismos (de grupos)
s.1: Z — Cy
1 — 1
sop: Co — (]
g0 — [90]
Syt Cy — Chn1

golgr, s 9nl —> [g0, - gn]

Se n > 0, temos
dn-i—lsngO[gh ooy Gn] = dpt1[gos - - gn] = golg1, - - -, gn]
+Z D' go, - 9ii1s -5 9] + (1) g0, -+, gu1]
também
Sn— 1dn90[91, c s Gn) = Sn-190dn[91, - - -5 Gn] = Sn-19091192, - - - G
+ Z )'sn-19091, - - 9iGis1, - - Gn) + (=1)"[905 - - Gr—1]
somando as igualdades acima teremos

dns15090[91, - - > Gn] + Sn—1dngolg1, - -, Gn] = golg1,- - -, Gn)

logo, d;, 115, + Sn—1d, = 1¢,. Similarmente verifica-se as outras duas equagdes.
Como C é livie com base {1 ® g | g € G} temos ed1g = (g —1) =1 —1 = 0.

Também s,C,,, n > 0 contém os geradores {|go, ..., g,|} de Cp,+1 como Z[G]-mbdulo (pois

dy

$ngolg1, -, 9n] = [go,---,9n)). Portanto a sequéncia ... Co—=7 0 € exata e

com isso temos o seguinte resultado

Teorema 1.2 Seja C,, = Z[G] ®z ... ®z Z|G], (n + 1)-vezesn > 0, € : Cy — Z, Z|G|-
homomorfismo tal que €(1) = 1 e d, : C, — C,_1 Z|G]|-homomorfismos como definido
anteriormente. Entdo C = {C,}, d, e € constituem uma Z|G|-resolucdo livre para 7 sendo 7.

visto como G-modulo trivial.

1.3 Isomorfismos entre os grupos de cohomologia funtorial e
classico

Desde que {[¢1,...,9x) | ¢; € G} é Z|G]-base para C,,, temos um isomorfismo de

grupos entre Homy1(Cy,, A) com o conjunto C" (G, A) das fungdes de n-varidveis de G em A,
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a saber:
¢ Homgg(Ch,A) — C™(G,A)
f — o(f)
onde
o(f): G" — A

(91, 9n) — flor, 0] = 1@ ® ... © gn)

segue disto que temos o quadrado comutativo

A1
Homz[g} (Cn, A) i Homz[g] (Cn_,_l, A)

wl |

C™(@, A) g C"H(G, A)

com efeito, dado f € Homg(Cy, A) € (g1, ..., gny1) € G”, temos:

ody ()91, gnr1) = fdpi(1®@91® ... @ gng1)
= f(1(1®g®...3 gnt1)

n

+ 1®n®...®09i1®...Q gns1)
=1
+ (—)""M1ea®...04gm))
= 0S92 Gni1) + D PL (911 GiGiv1s s Gns1)
=1
+ (_1)n+1¢f(gla cee 7gn)
= do(f)(g1,- s Gnt1)

segue que os complexos

dy ds
0——s Homz[g] (C(), A) —1> Homz[g] (017 A) ...

0—C%G, A) —2=CYG,A) -2~ ..
possuem os grupos de cohomologia isomorfos. Assim temos o seguinte resultado:

Teorema 1.3 H"(G, A) = Z"(G, A)/B™(G, A) ~ Exty/(Z, A)

1.4 Os grupos de cohomologia H°(G, A) e H' (G, A)

Vamos analisar agora a cohomologia de grupos H" (G, A) paran = 0,1. Paran = 0,

HY(G, A) ~ A%, o subgrupo de A de elementos = que satisfazem gz = ,g € (. Também
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¢ verdade que H°(G, A) ~ Extgq(Z, A) ~ Homge(Z, A), com efeito, Exty (Z, A) =

Kerdj/Im0 ~ Ker dj. Por outro lado, Homy¢ (-, A) é exato a esquerda, e da resolugdo

dy

Co——17 0
que € exato temos que
€* dj
0——s Homz[G] (Z, A) —_— Homz[G] (OO, A) — Homz[g} (Cl, A)

é exato, com isso, Kerd; = Ime* e Kere* = 0, também, Homy)(Z, A)/ Ker e* ~ Ime*.
Segue entdo que Homy(Z, A) ~ Im €* = Ker dj.

Se n € Homy(Z, A), n é determinado por (1) ese n(1) = x € Aentdoxz = (1) =
n(gl) = gn(1) = gz, g € G. Reciprocamente se x satisfaz gz = z,g € G entdo a fungdo

n(n) = nx é Z|G]-homomorfismo de Z em A, pois:

(o) — o () o) - (0)
— (Z aggn> r=Y agg(nz) = (Z agg> n(n)

Seja A um G-médulo, uma funcio f : G — A € dito homomorfismo cruzado de G
em Ase f(gh) = gf(h) + f(9), g,h € G. Se x € A entdo f, definida por f,(g) = gz —x é

homomorfismo cruzado de G em A, pois:

9fe(h) + fo(g) = g(hx — x) + g — v = g(hx) — gv + gv — v = (gh)x — x = f.(gh).

Estes homomorfismos cruzados s@o denominados principais. Os homomorfismos cruzados for-
mam um grupo abeliano com a adi¢do e os homomorfismos cruzados principais formam um

subgrupo desse grupo. Sendo Z'(G, A) = Kerd e f € Ker 4, temos:

0(f)(g1,92) = 91f(92) — f(9192) + f(g1) = 0= f(g1,92) = 91.f(g92) + f(91)

logo f é um homomorfismo cruzado. Se g € B*(G, A) =Imd = g = §f para algum f € A,

com iSso
9(g) =0f(q) =af = f
logo g € homomorfismo cruzado principal (g = gy). Segue desses resultados que

Homomorfismos Cruzados

Ext}(Z, A) ~ Z' (G, A)/B*(G, A) =
Xtzic) (2, A) (G, A)/B(G, 4) Homomorfismos Cruzados Principais
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1.5 Grupos de cohomologia de um grupo ciclico finito

Dado um grupo G qualquer e considerando a fungdo

e: Z|IGl — Z

Yomgr > > my,
zeG zeG

temos que € ¢ homomorfismo de anéis, pois

o E(mex-Znyy>:e<z mxnyxy): Yoomgny =Y, my - Y ny

zeG yeG z,yeG z,yeG zeG yeG
—c(Zmar) e S o)
zeG yeG

-{zmﬂ+2w0:{zmﬁm@:zwmwm:2m+2m:

zelG yeG zeG zeG zeG zeG

meJrZ”y:e(mex)Jr(Znyy);

zelG yeG zelG yeG

(] 6(19) = 12.

temos que Ker ¢ é o Z-médulo livre com base {z — 1 |z € G*} onde G* = {x € G | x # 1}

com efeito,

u:mexeKere = e(u):6<2mxx>:0

zeG

assim escrevemos

v = u—0-1=u— (me>1

zeG
= E mxx—g Myl
zeG zelG
= E mg(x — 1)
reGX

assim o conjunto {x — 1 | x € G*} gera Ker e. Vejamos que é Ker € € livre com esta base, para

tal consideremos a combinagao linear

me(x—l):(): mex—(z m$>1:O

reG> xeGx xeGx
como Z[G] é livre com base {z € G} entdo temos que ) .« m, = 0em, = 0, Vo € G*.

Em particular m, = 0 Vo € G*, como queriamos. Vale observar que se G = (z) fosse um



Cohomologia de Grupos 14

grupo ciclico finito de ordem k, entdo Ker e seria 0o Z-médulo livre com base {z/ — 1 | j =

1,...,k —1}. Vejamos agora o seguinte teorema

Teorema 1.4 Seja G = (x) um grupo ciclico finito de ordemk, D =x —1e N = 1 +z+2* +

-« + 2%t elementos de Z|G). Entdo

N 7[6) 2> 7]G) - Z|G) 2~ Z|G) -~ Z — 0

é uma 7.[G]-resolugdo livre de 7. Onde as fungdes N e D representam as multiplicacdes por

N e D respectivamente.

Demonstrac¢io. Como G é ciclico e portanto abeliano, temos que Z[G] é comutativo, assim

ND=DN = (z—1)(1+z+a>+---+2"1
= (z+2* 4+ 42" - (1+z+-+25")

= 2"-1=1-1=0
tambem dado u € Z|G] temos

e(Du) = e((z — 1)u) = e(x — 1)e(u) = (e(z) —e(1))e(u) = (1 — 1)e(u) =0

desta forma temos um complexo. Falta agora verificar a exatidao da sequéncia. Primeiramente
temos que € é sobrejetor, pois dado z € Z temos que z = €(z1g). Do fato da sequéncia ser
um complexo ja temos as inclusdes Im D C Kere,Im N C Ker D e Im D C Ker N. Vejamos

agora as inclusdes contrarias. Seja u € Ker € entdo

u = imj(xj—l):(x—l) (imj(1+x+~-+x“))
- D(imj(1+fﬁ+-"+xj_l)>

logo v € Im D e portanto temos Im D = Ker e. Consideremos agora u = Zi:ol m;x’ € Ker D,

entao temos

Du) = (z—1u=(x—-1) z:ml:vZ

= Mmoyx + m1x2 + -+ mk_lxk — My — mlxl — = mk_lxk_l

= (mk—l — mo) + (mo — ml)l‘ 4+ (mk_2 _ mk—1)l‘k_1 -0
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assim temos que my_1 — My = Mg — My = -+ = Mp_o — My_1 = 0, ou seja, myp_1 = Moy =

My =+ = Mi_a. Logo
k—1 k-1
U= Zmoxi = mOin = N(mg) € Im N
i=0 i=0

assim Ker D = Im N. Por fim, seja u = Zi:ol m;x' € Ker N, entdo

k—1

0=e(Nu) = e(N)e(u) = ¢ (Z x> e(u) = ke(u)

1=

logo
k—1 -1
e(u) =€ E mx' | =Y m;=0
i=0 i=0
desta forma reescrevemos
_ 1 k-1 _ 1 k-1
u=mo+mz +---+mpx" =—(my 4+ mg_1) Fmuxr + -+ my_x

por outro lado

—D(mg + (mo +my)x + -+ (mg + - + my_y)z" ")
= —(x—1)(mo + (mg +my)x 4+ (mo + -+ + my_1)z"")
= —(moz + (mo +my)x® + -+ (mg + - - + my_y) 2"
—mg — (mg +my)x — - — (mg + - +my_y)2" )
= —(=mg — (mo +my —mg)z — (mo +my +mg —mg —my)a* —- -
—(mo+ - Fmp_y —mg — - — mp_g)x" L+ (Mg 4 -+ my_y))

= —(my+ -+ ) gzt 4 my 2t

logo temos que
u=—D(mg+ (mg+my)x+ -+ (mg+ - +mp_y)z")

com isso Ker N = Im D de onde podemos concluir que a sequéncia é exata. Como Z[G] é
Z|G]-livre com base 1 entdo a sequéncia exata em questdo é uma resolugao livre de Z. O
Mediante a resolucdo encontrada no teorema anterior, podemos caracterizar de maneira explicita
os grupos de cohomologias de GG com coeficientes em um G-médulo A. Vejamos isso através

do seguinte teorema
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Teorema 1.5 Seja G um grupo ciclico finito e A um G-mddulo. Definindo o conjunto yA =

{a € A| Na =0} temos¥n >0

HY(G, A) = A®
H?1(G, A) = NA/DA
H?(G, A) = A /N A

Demonstracao. Consideramos a resolugio Z[G/-livre de Z

N, 7216] 2~ 7|6 - 7[G) -2~ Z|G) —~ Z ——0

e aplicamos nesta o funtor contravariante Homy¢(-, A) resultando no complexo
00— HOH]Z[G] (Z[G], A) b HomZ[G} (Z[G]7 A) N

haja vista o isomorfismo

¢ : Homgq(Z[G],A) — A
f — f(1)

temos que o seguinte diagrama comuta

0 —= Homge)(Z[G], A) 2~ Homy g (Z[G], A) —~ Homye)(Z[G], A) 2 - -

:lcp :l@ :ls&

0 A D A N A D

com efeito, dado f € Homg (Z[G], A) temos

Do(f) = (z = 1)e(f) = (= = 1) (1)

por outro lado, lembrando que f é Z|G]-homomorfismo e D € Z[G] temos

pD*(f) = (D*(f))A) = (fD)(1) = F(D(1)) = Df(1) = (x — 1) f(1)

logo um dos quadrados comuta. O outro quadrado comuta de igual forma, e podemos verificar

isso por contas similares ao trocarmos D € Z[G| por N. Podemos entdo calcular os grupos de

cohomologia H'(G, A) através do complexo

0 ALPopAg N g P g N
como

KerD = {a€ A|Da=0}
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= {a€A|(x—1a=0)}
= {ac€A|ra=a}=x*

sendo GG grupo ciclico finito de ordem k gerado por z, temos que todo elemento de G € da forma
2/ com 0 < j < k — 1. Assim, dado a € Ker D temos que 27a = 2/ 'za = 297 la = --- = a.

Logo podemos escrever
x={acA|lda=a,¥j=0,....k—1}={a€ A|ga=a, Vg€ G} = A
também
Ker N={a€ A|Na=0}=p5A, ImN=NA e ImD=DA

com 1Sso temos
H°(G,A) =Ker D/Im0 =~ Ker D = A
H* 1(G,A) =Ker N/Im D = pA/DA

H?>(G,A) =KerD/Im N = A/NA



Capitulo 2

Cohomologia de Algebras

Neste capitulo consideraremos /A como sendo um anel comutativo. Num primeiro ins-
tante veremos que formando o produto tensorial A ® x B entre as K-dlgebras A e B, temos
uma equivaléncia entre a categoria dos (A — B)-bimédulos e A ® - B°’-médulos. Tomando um
(A— A)-bimédulo M iremos considerar o n-ésimo K-médulo de cohomologia de A com coefi-
cientes em M, ao qual denotaremos por H"(A, M), como sendo Ext';. (A, M). Construiremos
uma resolucdo livre para A de A ® A°’-mddulos, dita resoluc@o barra de A, tal que H"(A, M)
calculado sobre a resolug@o barra de A, possa ser identificado com a resolugdo original dada por
Hochschild, sendo essa tltima construida sobre um complexo formado por conjuntos C™( A, M)
de fungdes n-lineares de A em M. Daremos um nome especifico para o caso em que M for
igual a A e por fim daremos uma interpretagdo para os médulos de cohomologia H°(A, M) e

H'(A, M). O principal referencial teérico deste capitulo provém de [6].

2.1 Equivaléncia entre as categoria dos (A — B)-bimédulos

e (A ® B°P)-médulos

Consideremos A, B K-algebras e B’ a algebra oposta de B. Formamos a algebra
ARk B°. Se M éum (A— B)-bimddulo e x € M temos a fun¢ao K -bilinear f : Ax B? — M

com f(a,b) = axb. Também temos o diagrama comutativo proveniente do produto tensorial

A® B
/ I
e
Y
A x B°p M

18
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Com isso, (> a; ®b;)) = > a;xb;, logo dado > a; ® b; € A ® B temos produto bem
definido (> a; ® b;)x = > a;xb; que torna M um A ® B°?-médulo. Também se M é A ® BP-
modulo entdo

ar = (a® 1)z, xb=(1®b)x
torna M um (A— B)-bimédulo. Podemos passar livremente da categoria dos (A— B)-bimddulos
para A ® B°’-mddulos e vice-versa. Consideremos a K-dlgebra A na categoria de (A — A)-
bimédulos, equivalentemente temos a categoria de A ® A°?-mddulos (denotamos A ® AP por

A°). Como A é sobre si mesmo (A — A)-bimddulo entdo A é A°-mddulo onde temos
(Z a; @ by)r = Zaixbi a;, v € Aeb; € A?

Observe que A é ciclico como A°-mddulo tendo 1 como gerador, com efeito, dado a € A,

temos: (a ® 1)1 =a-1-1 = a. Também temos o A°-homomorfismo

€: A° — A
Yai @b — Y ab;
pois e(a®b-c®d) = e(ac ® db) = (ac)(db) e também (a ® b)e(c ® d) = (a ® b)ed = a(ed)b

2.2 A resolucao barra de A

Seja M um (A — A)-bimédulo (= A°-mddulo), definimos o n-ésimo médulo de coho-
mologia H"(A, M) de A com coeficientes em M como sendo Ext’;. (A, M). Vamos considerar
A como A°-mddulo. Assumamos A livre sobre K. Devemos definir uma resolucédo livre de
A como A°-mébdulos tal que o cédlculo de H"(A, M) para esta resoluc@o possa ser identificada

com a resolugdo original dada por Hochschild para dlgebras sobre corpos. Sejam

Xo=A®Rx A
X =ARr Ak A
X, =AQK AQx ... Qg A= A®K"
Obs: Se M, N sdo (A — A)-bimédulos entdo M ®@x N é (A — A)-bimddulo onde a(zx ® y) =
ar Ry, (rRy)la=r®ya, a€AxreMey€ec N.
Segue que X, é (A — A)-bimédulo em que

a(xg @ ... QTpi1) = aTo® ... D Tpyq

(20 ®...Qx1)a =20 ® ... R Tpy1a



Cohomologia de Algebras 20

Também temos que
X(]:A@AﬁAe
X1 =AQARA~A°®A

Xn ~ A° X Xn—2
como A¢-médulos. O isomorfismo é dado por:
@ : A ® Xn—2 — Xn
(a®b)@r — a®x®Db
Como A é livre sobre K entdo X,, também € livre sobre K, com efeito
AA=KNe KM =PrePK~ @ KoxK~ @ K=K
A€A A€A (A p)EAXA (A p)eEAXA

e indutivamente, X, = A® ... @ A= K ® ... ® K* ~ K& com isso, X, ~ A°, X; ~
A*® A, ..., X, >~ A°® X,,_o sdo livres sobre A, pois

X, ~A® X, o~ A°® KA :Ae@)@f(:@m@[(}(:@m
A" A" A"

com argumento similar a do produto tensorial temos tinicos K -homomorfismos

dn . Xn — X’ﬂ*l

$0®...®$n+1 — Z(—1)1$0®®ZE11’1+1®®$”+1
i=0

com efeito, a aplicacdo

f : Ant? — X,
(Zo, - Zng1) > (D)2 ® ... QL1 @ ... Q Tnp
i=0

¢ K-multilinear, e com isso temos o diagrama comutativo

Xy,
: |
/ ldy,
v
An+2 _f> el

de onde surge d,,. Segue da acdo a direita e a esquerda de A que d,, ¢ A°~-homomorfismo, pois

dp(a(xg® ... Q@ xp11)) = dplazo® ... Q@ xTpe1)

— Z(—l)lal'o X...x TiTit1 R...& Ln+1
=0
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n
— CLZ(—:[)Z[L‘O ® e ® ZL'Z'ZEH_l ® . ® IL‘n+1
=0

= adp(To® ... ® Tpy1)

andlogo a direita, e junto com o A°-homomorfismo
€: Xy — A

ZCLZ' ®bz — Zazbz

temos a sequéncia de A°-homomorfismos

da di

Xog——A 0 2.1

Xy X

esta sequéncia é chamada de resolugdo barra de A. Vejamos que esta sequéncia é exata o
que prova que temos uma resolugdo livre de A como A°-mddulos. Faremos isso definindo

homomorfismos contrativos

S_1 So

A X, &l

X1

que é uma sequéncia de -homomorfismos .5; : X; — X, tal que valem as igualdades
eS_.1 =14, d1So+ S_1€=1x,, dnt15, + Sn_1d, =1x, Vn >1
Definimos S,,,n > —1 sendo o seguinte A -homomorfismo
Sn(To® ... QTpy1) =1R T ® ... ® Ty
Denotando € por dy e sendo 29 ® ... ® xp11 € X, temos Vn > 0

(dnJrlSn + Snfldn)(x() ®...0 anrl)
= dn—i—l(Sn(fEO ®X...Q ZEn+1)) + Sn_l(dn([EO X...Q0 Zlfn+1))

=dp1(1®T0® ... ® Tpy1)

+Sh_1 (Z(—l)’fvo ®...TTi 1 R®...Q an)

=0
:$0®...®$n+1

) TR ® 3T ® L ® T
=0

=0
:JIQ@...@Z'”_H
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o

J

3

+1® < (_1)i$0®---®$i$i+1®-..®xn+1>

Il
o

=20 ... Q0 Tpt1
Por outro lado temos que ed; = 0, pois, ed;(zg @ 1 ® x3) = €(ToT] ® Ty — Tg @ T1T3) =
(xox1)Te — To(T129) = 0 € da férmula d,, 1S, + S,_1d, = 1y, vale
dpndni1S, = dylx, —dpSy—1d,

= (1x, , — duSn-1)dy

= Sy od, 1d, Yn>1
onde por recorréncia temos d,d,1S, = 0 Yn > 1. Também (Im S,,) = X, 1, pois dado
To® ... R Tpio € X, temos

TR ... QTpro=20(lR21® ... R Tpya) = apSp(a1 ® ... @ api2)

logo d,d,,+1 = 0 Vn > 1. Lembrando que a aplicacdo ¢ : X, —> A é a mutiplicagdo em A,

isto €, e(a ® b) = ab Va,b € A, tem-se que € € sobrejetivo e com isso temos a sequéncia exata

de A°-moédulos . .. X, d> X, 4 Xo—=A () como queriamos.
Segue de [11] que se trocarmos X,, = A®""* paran > 1 pela expressdo A @ " ® A
® A

®n+1

onde A = A/K, junto com os A°-homomorfismos d,, : A ® A" 9A — A4

definidos como antes, ainda assim, tem-se que
—®2 do — di €
ARk A Qk A— ARk ARk A — AR A—A——0

¢ ainda uma resolucio livre de A como A°-mdédulos. Pela analogia com a resolugo barra de A,

chamaremos esta de resolucdo barra de A normalizada.

2.3 Cohomologia para uma K -algebra

Para um (A — A)-bimédulo M dado, temos o complexo de cocadeia
0 —— Home(Xo, M) — Homye ( Xy, M) —— - - -

cujos médulos de cohomologia sdo os médulos de cohomologia de A com coeficientes em M.
Temos também a sequéncia de isomorfismos de K-mddulos
Homg (X,—2, M) ~ Homg (X,,—2, Hom e (A%, M')) ~ Hom e (X,,_2 @ A%, M)
~ Hom e (A® ® X,,_o, M) >~ Hom g (X,,, M)
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onde
¢: Hompg (X, o, M) — Hompue(X,, M)

f — o(f)

o(flla®@z®b)=a®b- f(x) VreX,2abecA

com efeito, o isomorfismo ¢ € composta dos isomorfismos citados anteriormente, sendo estes

dados por
a: Homg(X, 2,M) — Homg(X, o, Homae(A¢, M))

f — af
onde dado z € X,,_», temos:
af(z): A° — M

a +— af(x)

B Hompg (X, o, Homae(A%, M)) — Homge(X, 2 ® A%, M)
g — By
onde fg(z @ y) = g()(y)

v Homye(X, 2 ® A M) — Homye(A*® X,,_o, M)
h — vh

onde yh(y ® x) = h(z ® y)

€: Homye(A°® X, 2, M) — Homye(X,, M)

t — €t

onde, et(a®r®b) = t(a®bx) comz € X,,_9,a,b € A. Dessaformadadox € X,,_2,a,b € A

e f € Homg (X, 2, M) podemos verificar de fato que

p(fllavz®b) = eyfa(f)la®z®Db)
= a(f)(a®@b® )
= Pa(f)(z®a®Db)
= a(f)(z)(a®Db)
= a®b- f(z)

Segue da defini¢ao de produto tensorial que a cada func¢do n-linear f : A" — M

temos uma correspondente fun¢do K -linear /' : A®" — M tal que F'j = f; reciprocamente,
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usando j, cada fun¢do K-linear I : A®" — M d4 origem a uma fungio n-linear f = Fj. O

diagrama do produto tensorial a seguir ilustra 0 que mencionamos

A®"
e
F
Dessa forma podemos identificar Hom g (X,,_2, M) com o K-médulo das fungdes n-lineares de
A" sobre M. Tais fung¢des tendo A™ no dominio e M no contradominio sdo A -homomorfismos
de A em M se todos menos um dos argumentos ficarem fixados. Temos que o isomorfismo an-

terior implica em um isomorfismo entre Hom 4¢ (X ,,, M) e o K-médulo C"(A, M) das fungdes

K-lineares f : A" — M. Definimos para f € C"(A, M),5f € C"*(A, M) dado por

(5f((l,’1, e 7.Tn+1) =

xlf(x% tee >xn+1) + Z(_l)lf(mb ey T4 1y - e - 7xn+1) + (_1>n+1f(xl> cee 7xn)xn+1
i=1

com isso podemos verificar a comutatividade do diagrama

dr
Hom 4« (X,,, M) " Hompe Xy, M)

' ]

C™(A, M) g C™H (A, M)

onde 1) é a composta dos isomorfismos 6 e ¢ como segue

C™(A, M) —2~Homp (X,_3, M) —2— Hom 4 (X,,, M)

e 6 é dado por
6: C"(A,M) — Homg(X,—2, M)
f — 0f
onde 0f (11 ®...®x,) = f(z1,...,x,). Vejamos a comutatividade

dfz+1¢(f)(a0 ®...® an+1) = ¢(f)dn+1(a0 ®...Q an+1)

= 0(f)dns1(ag® ... ® api1)
= ©0(f) (Z(—l)iao ®... e Q... 0 an+1>
= gp@(f)(a(;;f@) o @ ang
+§(—1)iao R ... @A R ... D Apyy
i=1

H(=1D"ap® a1 ® ... D Aplpit)
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= (aoal X an+1)9(f)(a2 ®R...x an)

n—1

+(ao ® ans1) Y _(—1)'0(f) (a1 ® ... @ 0111 ® ... ® ay)

=1

+(a0 ® anan+1)(=1)"0(f)(a1 ® ... ® an_1)

= a1 0(f)(a2 ® ... R ay)ani1

—f-CLQ <Z(—1)Z«9(f)(a1 ® e ® aiaiﬂ ® P ® an)> an+1

=1

+ao(=1)"0(f)(a1 @ ... ® ap_1)anani1

n—1
= (aO ® an+1)[a1f(a27 s a&n) + Z(_1)1f<a17 e Ay, - 7a'n)
i=1

+(=1D)"f(a1,. .., an_1)ay]

Por outro lado

PI(f)a® ... ®ant1) = ©0(f)(ao® ... @ ant1)
= (a0 ® ap1)06(f)(a1 ® ... ® anp1)

= (ap® apy1)0(f)(ar,...,ans1)

n—1

= (ap ® apy1)]arf(ag,...,a,) + Z(—l)if(al, e Qi1 ey Ay)

+H(=1)"f(ar,...,an_1)ay] )

Segue que C*(A, M) é um complexo de cocadeia isomorfo a Hom ¢ (X,, M )e com isso temos

os mesmos mddulos de cohomologia e consequentemente o seguinte teorema:

Teorema 2.1 Seja A uma K-dlgebra (livre sobre K), M um (A — A)-bimédulo e C™(A, M),
n > 0, 0 K-mddulo das funcoes n-lineares de A™ em M. Sejam § : C"(A, M) — C" (A, M),
Z"(A, M) = Kerd € C"(A,M) e B"(A,M) = Imd&(C" ' (A, M)). Entdo B"(A, M) é
submédulo de Z"(A, M) e Z™(A, M)/B"(A, M) ~ H"(A, M), o n-ésimo médulo de coho-

mologia de A com coeficientes em M.

No caso particular em que tomamos o (A — A)-bimédulo M como sendo o préprio A,
entdo o n-ésimo médulo de cohomologia H"(A, M) = H"(A, A) é denotado por HH™(A) e

chamado de n-ésimo médulo de cohomologia de Hochschild de A.
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2.4 Os médulos de cohomologia H°(A, M) e H'(A, M)

Vamos agora analisar H°(A, M) e H'(A, M). E sabido que C°(A, M) = M, logo

tomando u € M temos que 6, € C(A, M), isto é

0y: A — M

r — () =2u—ux

logo Z°(A, M) é o submédulo de M dos elementos u tais que ux = zuVr € A, como
C~ (A, M) =0temos H°(A, M) ~ Z°(A, M).
Seja f € C'(A, M), entdo

6(f)(w,y) =xf(y) — flwy) + f(x)y Vr,ye A

assim §(f) = 0 < f é K-homomorfismo tal que f(xy) = xf(y) + f(z)y. Fungdes como
esta propriedade é denominada derivagdo de A sobre o (A — A)-bimédulo M. Se u € M, u

determina uma derivacao J,, dita interna e é dada por
0u(z) = 20 — ux

podemos observar que de fato d, é uma derivagéo, pois, d,(zy) = zy(u) — (u)ry = x(yu) —
z(uy) + (zu)y — (ux)y = z(yu — wy) + (xu — ux)y = 20,(y) + du(z)y. Denotando por
Der(A, M) o médulo das derivagdes de A em M e Inder(A, M) o médulo das derivagdes
internas, temos que Inder(A, M) é submédulo de Der(A, M). Dado g € C'(A, M) entdo
g € BY(A, M) seeséseg=04(f)paraalgum f € C°(A, M) = M, logo g(a) = 6(f)(a) =

af — fa, ou seja, g € uma derivacao interna e com isso concluimos que

H'(A, M) ~ Der(A, M)/ Inder(A, M)



Capitulo 3

Cohomologia de Hochschild de uma

Algebra Quociente

Neste capitulo consideraremos K sendo um anel comutativo e f um polindmio monico
em K[x]. Formando o quociente K[z|/(f) ao qual denotaremos por A, buscaremos calcular
uma resolugdo projetiva de A como A°-médulos e todos os K-moédulos de cohomologia de
Hochschild dessa dlgebra. No que diz respeito aos /X-mddulos de cohomologia de Hochschild
de A, explicitaremos estes em termos do conceito de derivada e conjunto anulador em K|[z].
Por fim faremos algumas observagdes importantes para o caso particular em que tomaremos
f sendo z" e que serd importante base para estudos posteriores. Os principais referenciais
tedricos deste capitulo sdo [7] e [8], sendo que a construg¢ao da resolugdo projetiva antes citada
¢ definida em [7] e € também onde pode ser encontrado resultados que explicitam as homologias
de Hochschild de A. Em [8] foram calculadas as cohomologias de Hochschild de A a partir da

mesma resolucgao.

3.1 Uma resolucio projetiva para a K-algebra K [x]/(f)

Consideremos A = K(z|/(f), [ = 2" + fo12" ' + ... + fo € K[z] polindmio

monico de grau n e (f) ideal de K[x| gerado por f. Consideremos as fungdes

T: A — A°
P +— 1@P-P®1

pw: A — A
PRQ — PQ

27
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vale ressaltar que como K é comutativo, consequentemente A também €, entdo A = AP e
A®% = A°. A funcdo T definida anteriormente é dita uma série de Taylor e foi definida em [19].

Vejamos o seguinte resultado

Teorema 3.1 Para qualquer que seja o polinémio P € A tem-se que T'(x) divide T (P). Expli-
I

citamente, se P = Y p;x" entdo
i=0

T(P) L= o
_ Di 2 @ i
ERPRDS

se definirmos T : Klzx] — K]lz|® pela mesma expressdo, ainda assim teriamos o mesmo

resultado.

Demonstracao. Para ¢ > 1, temos

i—1

x)ij@)xi*j’l = I®r—z®1 Zx3®x —-1

7=0
i—1 i—1
= ) (o) e ) =) (@el)(@a"/)
=0 =0
i1 i—1
N T T = By res
j=0 J=0
= 2@ —2'®a’
= T(z%)
i-1
comisso, T'(z%)/T(z) = Y ' @ "7~ Parai = 0,como T'(2°) =T(1) =1®1-1®1 =0
7=0
I
vale T(z) -0 =0=T(z2"), ou seja, T(z")/T(x) = 0. Sendo P = > p;2’, entdo

1=0

Tp) (Z%) Zl: T(x") :zl:piixj@)xi—j—l

T(x) —

Segue desse teorema que para quaisquer polindmios P, () temos

l m
com efeito, sendo P = Y p;z' e Q = > ¢;x" temos
1=0 1=0

!
x) E Di E 7! @ xt~iTt
i=1 =0
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com isso l .
T(P)T(Q) = T(a) (Zpi S ol ) 7(Q)
logo

l i—1
e - (sz- Y e x> (@) = 21

e analogamente

T(Q) = (Z L ) T(x)

i=1  j=0

T(P)T(Q) =T(P) (Z gi Z_: 7’ ® :c”1> T(x)
logo

w =T(P) <zm: qz‘zz_:xj ® xi_j_1> = T(P)T(Q)

A seguir veremos duas identidades envolvendo a aplicacdo 7' que serdo uteis posteriormente. A

primeira delas vélida para polindmios P e () tanto em A como em K [z] é
T(PQ)=PT(Q)+QT(P)+T(P)T(Q) 3.1
que segue do fato que

PT(Q)+ QT (P)+T(P)T(Q)

= PRI1®Q-Q01)+Qe1(19P-P1)+(19P-P21)(12Q-Q®1)
= PRQ-PRR1+QIP-QPR1+13PQ-QP-PRQ+PQ®1

= 1@PQ-PQ®1

— T(PQ)

A segunda, valida para polindmios P em A é

T(P) _ o TU) o pTU)
T($)_P®1T(a:) 1®PT(x)

(3.2)

que segue do fato que

mas T'(f) =0em A® A, logo T'(P)T(f

~
~
N~
—
8
~
I
N
]
o
7]
2.
o

o 1®P—PaVT(f) _(1&P)T(f) (PeDT(/)
T(x) T(z) T(z)
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e dai

1) g pT)

T(x) T(x)

Para a dltima igualdade usamos (3.1) e o fato de que T'(x) divide T'(P), VP. Assim, T(Pf) =

PT(f)+ fT(P)+T(P)T(f)ecomo f =0eT(f) =0em A°, vale:

T(Pf) _ PT() | fI(P)  T(PIT() _ 1)
T) ~ T@ ' T@) = T@ T

P®1—7=

T(P) , T(P) T(f)

T'(x)

T(f)=P®1

donde seguem as igualdades. Vejamos como construir uma resolug@o projetiva para A.

Teorema 3.2 Seja A = K[x|/(f) onde f =" f;x' é ménico. Considerando a sequéncia:
i=0

d3 do dy

A€ Ae Ae oA 0 (3.3)

onde dyi11(a®0b) = (a®D)T(x) e dyiy1)(a®b) = (a@b)T(f)/T(x), Vi > 0. Entdo (3.3) é

uma resolucdo projetiva de A como A°-maodulos.

Demonstracio. Para verificar que (3.3) é complexo é suficiente ter 7' (z), T'() 2 ; e if%T(x)

nulos em A° Vejamos:

plz)=pler—z)=pu(lez) —purzel)=1l-z—z-1=c—-—2=0

T(f) T@TY) T, . T
Ty = 7@ 1w V= 7@ ="
(), IO T T

@) =@ Ve = 1w
Construimos agora homomorfismos de A-mdédulos a direita Sy : A — A, —5; : A° — A°
e Sy 1 A° — A° que sdo retragdes homotdpicas para o complexo (3.3). Estas sdo definidas

como:

So(P)=1® P, Si(P®1)= e S(P®1)=Pr®l

onde a notagdo P significa o quociente da divisdo de Pz por f, o que funciona para f € K|[z]
mesmo K sendo anel comutativo, pois f € monico. No geral, dado um polindmio P € A
denotamos através do algoritmo da divisio P = Pf + r(P), onde r(P) é o resto da divisdo de

P por f e P o quociente. Temos o seguinte diagrama:

ds e d2 . d1 o M
) A A A A——=0
-5 So -5 So

o proximo passo € verificar que valem as igualdades

puSo = Ia, Sop — diS1 = Iae, Sado; — doi11S1 = I4e € d2(i+1)52 — Sidairr = L4e
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Para as duas primeiras equagdes, temos

pSo(P) = p(1@ P)=1-P =P

(Sop = diS)(P 1) = Syu(P@1) = diSi(P©1) = Sy(P) @((];)))

T(P)

By

Tx)=19P—- (13 P-P®1)=P®1

as outras duas equacdes serdo verificadas nos geradores de A° como A-mddulos a direita, a
saber, {1 ® 1,z ® 1,...,2" ! @ 1}. Também veremos sua validade nas duas primeiras vezes
que aparecem na sequéncia, pois as demais sdo andlogas ja que os operadores d’s sdo definidos
de forma andloga dentro da mesma paridade nos indices. Lembrando que grau de f é n, entdao
parak < n — 1,%20.

Considerando & < n — 1, temos:

(=S1dy + dySy)(2F ® 1) = —Sidy(2F @ 1) + dySy (2" ® 1)

= —S5(@Fe)1er—z®1)+dy(zFz®1)

(a*
= —Si(eF®@r—2"®1)+d(0®1)
(a*

= —Sl ®1)$+Sl( k+1®1)
T($k>x T(xk+1)
T(x) T(x)

por outro lado

TN+ T = —(1e2sf—2F @D+ (1@ — 2" 1)

= 'er—s"Mel=1"(1ler-r21) =" 1)T(2)

logo
T(z") T(z*Y)  —T(2F)x + T (2" . T(z) .
_ _ _ L) _ .
@ " ) T() @O e
Para o caso de 2"~ ! (lembrando que 2" = 1), temos:
(=51l + BS)" ©1) = —Sih(" T @ 1) + S e )

= -5 )(1er—2®1) +dy(z"® 1)

= —S(@"'@r)+ 513" ®1) +dy(1®1)

T(f)
T(x)

= —Sl(l’nil X 1)1’ + Sl(l’n & 1) +
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como z" — (2" — f) € (f), no quociente (em A), z" = ™ — f, com isso

T Ta") T T  TaE"—f) T

- - () _ .
T T Tw T 1@ T T
LT, T TG) | TG)
T(z) T(x) T(x) T(x)
T Ten)
T(x) T(x)
~T(@" Nz +TE") = —(1@s" ' —2"'@l)r+(10s" —2"®1)
= " 'Rr-1"®1
= @"'e)(l®r—-—2®1)
= (" '@ 1)T(z)
logo
e _T(:L’"fl)x N T(z"™) _ (z" '@ 1)T(x) -

T(x) T(x) T(x)

A dltima igualdade faremos por inducdo nos geradores. Para 2¥ ® 1 com k = 0, temos

(Sads — d3S1)(1®@1) = Sede(1®1) —d3S1(1®1)
_ TN _ 4 (TQ)
- s:(1e10g) o (1)
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n—1  i-1 n—1

- Zf" Z(xj—i-l ® D/~ + f, Z(_xj+1 ® 1)/ 7!
=1 j=0 j=0

= %

parrai<n—1=j<i—1<n-—2,comisso,j+1<n-—1exitl =0, como f é monico

temos
n—1  i-1 n—2
*:Zle(xJH@lx]Zl%— x3+1®1x711+(ﬁ®$0):1®1
=1 j=0 =0 J=0 _0

Suponhamos agora que vale para =¥, isto é,

(SQdQ — ngl)(JJk (%9 1) = $k & 1 & SQdQ( 1) ngl(LUk &® 1) = ;Uk (029 1
o s (rorll) - Trg) o
& S (:c’“ ® 1T(f)) T(x*) +2" @1
’ T(x)

k1 usaremos a identidade (3.2).

Sg(a:’““@l%) = S (1@#“?3) S’g<1®x-1®xk%)

(

(
B T(f) o T
= <1® <>) S( ®1T<x>)
= (T +atelhr=(1es" 2" 0l+s" el

para x

— 1®xk+1:1®xk+1_xk+l®1+xk+l®1

= T(g:kH) + ey’ Q1

Portanto a cohomologia de Hochschild de A é a cohomologia do complexo obtido da aplica¢io
de Hom 4¢(_, A) a resolugdo (3.3).
O

3.2 Os K-moédulos de cohomologia de Hochschild de
K(z]/(f)

Se denotarmos por f’ a derivada de f e Ann(g) = {a € A | ga = 0} o anulador de

g Vg € K|[z], temos o seguinte resultado:

Teorema 3.3 Seja A = K|x]/(f)
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1. Usando o isomorfismo, Hom 4 (A¢, A) ~ A, o complexo do qual serd calculado as coho-

mologias de Hochschild toma a forma

onde f'(P) = f"-P.
2. Os mdédulos de cohomologia de Hochschild de A sdo:
A set =0
HH'(A) =< Ann(f') seiimpar
A/(f"Y  seipar

Demonstracao.

1- Usando o isomorfismo
1 Homye(A°,A) — A
g — g(1®1)
temos que o diagrama a seguir comuta

dx

Hom 4« (A¢, A) ————— Hom (A°, A)

| |

A 0 A

com efeito, haja vista que A é comutativo e dado a aplicagdo A°-linear g, temos:

Vdyia(9) = dy9(1®1) = gdaia(1®1)
= g(Ie)(l®wr—2z])=g9g(l®r—20]1)=g9g(1l®x) —g(z®1)
= 9(ler)(1a1l))-g((ze1)(1x1))
= (19)g(1el) - (@Eel)y(lel) =1gl® )z —zg(l®1)1=0

Também o diagrama a seguir € comutativo

d3

Hom 4 (A, A) : Hom 4 (A°, A)

P,k

A A

vds(g) = dig(1®1) = gdu(1®1) =g (1 ® 1%) _ (Z A e )

i=1  j=0
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n i—1 n i—1
= Y ) 9@ e =YY ded T g(1el)

=1 j=0 i=1 =0

n i—1 n i—1
SDIDTEIEESE) WO LA,
= g(1®1) (ZfZchZ 1>—g1® mec T=g(1®1)f

= f¥(9)

logo temos que os complexos a seguir conduzem as mesmas cohomologias, como mostra a

figura

2- Segue do item anterior que

() = B o () = (P e A | P =0) = A p
; B Ker0 B A
HIE(A) = {07y = 177

3.3 Mais informacoes sobre a algebra quociente para o caso
f=an

Nesta se¢ao faremos algumas observacdes importantes sobre a dlgebra quociente A =
K|[z]/{f) no caso em que tomaremos o polindmio monico f como sendo z". Tais resultados
serdo de fundamental importancia quando iremos tratar da estrutura de anel de cohomologia
da dlgebra (K[z]|/{x"))# K G no caso em que K for um corpo. Comegamos entdo definindo a

funcao
®R +1

€ : AgA” ®A — A®A ® A

QW& ... ary1 +— 1®a0®...®a3+1
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-

— — R — — —
onde A=A/Ke A7 = A®A®...® A Definimos também morfismos de A°-médulos v's
R

VEZES
como

o=1Id: A° —» A
a®b — a®b
P AQA®RA — A°
k=1 ) (3.4)
— T2k /Tax = 2/ @ k771

l@zFe1 3
7=0

e: AQRA @A — A°
1@2F®: el — —1®akd=—-1® 2k
vale lembrar que o tragco em cima do polindmio representa o quociente da divisdo por f que
neste caso € x”, ou seja, dado um polindmio qualquer ¢(z) usamos o algoritmo da divisdo e

temos tnica espressao ¢(z) = ¢(x) - ™ + r(z), onde r(x) denota o resto da divisdo. Voltando

R

na defini¢do da familia v, para indice R > 2 definimos ¥ : A ® A% @ A — A° por
V(12" ®... 2" ®1) = —¢Ypo(l1®2"®...® 2" 2 Q@ 1)ih(l @ 2+ @ z'F ® 1)
segue da defini¢ao que

Pr(1@2" @ ... @27 @1) = —thy 5(1Q2" @ ... @22 @ 1)h(l @2 @2 @1)

= (—1)%g 4(1®@ 2" @ ... @224 @ 1)hs(1 ® 23 @ 222 @ 1)1y (1 ® 22! @ 22 ® 1)

=. .. =(-1D)"h(ls"@s2®1)...h(lr?> !z 1)

=(—1)"(-Dl@ahz. .. (—1)1 Q@ zizr—1gir

= (-1 @zhz... 1Qrir1ger =1Q g, . gpor-gir

c
¢2r+1(1 RI'®... QR 1)
=... =Dl @ 1)h(l®z? 2% @1)...(l® 2" @z @ 1)
= (=1)"(Ta™ /Tz)(~1)1 ®@ 2235 ... (—1)zPraizt

i1—1
= (=1 Z 2™ @M1 @ g tis | giae b )

m=0

i1—1
— 5 xm ® xil_m_lxiZ‘i‘iB . xi27~+i27~+1

m=0

Definimos A°-homomorfismos ¢’s como
¢po=1d: A° — A°
a®b — a®b
Ope1: A — A® Z@)RH ®A G2

191 — epdr((—1)F1dper)(1®1)
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explicitamente estas func¢des sao dadas por

Pu(l®1)=1®q
Pau1(l®) =1 o

onde

ozl:Zx“@x@xi?@...@x@x”“
s

eS={i, .., |t1+...+ip1=In—1 dy,...,4>1, iy > 0}. Vamos verificar estas

férmulas por indugdo. Temos que g = > 1 _o, o450 T = Doy @ = 27 = 1, assim
po(1®1):=101=1® ay
também

¢1(1®1) = ed(=d)(1@1) =ed)((z01-10x)(11))

= grzRl-1®r)=1z1-1® 1
=0 (€A)
= 10201=102x®

Agora suponhamos que seja valido para os indices 27 e 2r 4+ 1 e vejamos que vale para 2r + 2

e2r+ 3.
Gori2(1®1) = €Pori1dari2(1 ® 1) = eopor1(T2"/Tx)
n—1
= € <Z 2 @ gL Pari1(1® 1))
=0
n—1
o €0 (ZIJ "N 1I®r® (Zﬂl ®...®x“+1>) =%
j=0 S
ondeS:{il,...,irH |’i1+...—|—ir+1 =Trn—rr il,...,’irz 1, ’ir+1 ZO}

*_1®Zx3®x®2x“® L@ = ek
como 2’ € Aentdo 2/ = 0 para j = 0, assim
=10 Y derede.. @t
j=1 S
comoj+ii+...+ (1 +n—j—1)=5+01+...+41)+n—j—1l=rm—r4+n—1=

n(r+1)—(r+1) também j,iy,...,4, > lei,.1+n—j—1>0Gaquej <n—1=n—1—3j >0

e também i, > 0), entdo (j,41,...,%, 441 +n — j — 1) formam as (r + 2)-uplas de todas
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as solucdes. E importante ressaltar que as (r + 2)-uplas s@o todas as solugdes no caso em
que estamos estudando e nao no sentido das solu¢des inteiras, por exemplo, algum dos indices
poderia passar de n — 1, mas neste caso & com essa poténcia seria nulo em A ou em A o que nio
acrescentaria em nada no somatério. No conjunto .S antes citado tinha como uma das solucdes
as (r+1)-uplas(n—1,n—1,...,n—1,0)e (I,n—2,n—1,...,n—1,n— 1) o que garante
que cada um desses indices atinge seu ponto maximo afim de acrescentar algo no somatoério das
solugdes, jda (r + 1)-upla (1,1,...,1,7(n — 2)) € também uma solugdo inteira mas pode nao
ter contribui¢do alguma no somatério ja que dependendo dos valores de 7 e n € possivel que se

tenha r(n — 2) > n — 1 (por exemplo no caso que r > 2 e n > 3). Para indice 2r + 3, temos

Por43(1®1) = €arra(—doyi3)(1®1) = €ppai2(r®@1—1® )

= ((z®1-1®2)py42(l®1))
— 60((3;@1-1@%)<1®th®$®xlz®®xlr+2>>:*
S

ondeS:{il,...,ir+2|i1+...+ir+2:n(r+1)—(r+1); il,...,ir+1 Z 17 ir+2 ZO},

assim

T (("’”@Zx“@x@...@x““) —~ (1®Z$il®x®...®a¢”+2“>>
o s

_ i1 iy 71 Grao+1
_(1®x®2$:x Rr®..02") —(1® 1®ZS::U Q... Q et
=0 (€A)

:1®$®@r+1

De acordo com as defini¢des das funcdes ¢'s e ¢)'s podemos verificar que para cada m > 0

tem-se que 1, € inversa a esquerda de ¢,,,, com efeito, para o caso em que m = 2r temos

Uordr(1®1) =ty <21®5E“ ®x®...®x®xir+1>

S

— g 1 ® ajil+l e gji'r+1$i7“+1 = %
S

onde S = {iy,...,0p41 |01+ ...+ i1 =7r(n—1); i1,...,4 > 1; 4,417 > 0}, comisso a
tnica solugdo que resultard em uma parcela ndo nula na soma em questdo serd a (r + 1)-upla

(11, lpyipr1) = (n—1,...,n—1,0), logo

x = 1@qgn1+1... gn-1+1,0
= 1®(1.....1)

= 1®1
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e no caso de m = 2r + 1, temos

Vorr192,11(1® 1) = thar (Z IR1R1"®1RQ...0T® xir+1>
S
1-1
= Z ij X le_k_1$i1+l . .W:L‘i”‘l — %
k=0

onde S € o mesmo conjunto de solucdes que no caso 2r, assim novamente temos unica solu¢ao
que resultard em uma parcela ndo nula na soma que € a (r + 1)-upla (i1, ..., i, 0p41) = (n —

1,...,n—1,0), dai
1-1
* = Z oF @ gl TR =141 =141 ,0
k=0
= V@0 gn g

= 1®({1-1---1)
= 1®1
Precisaremos do seguinte resultado auxiliar

Lema 3.4 Para todo r > 0 tem-se
V1(1@PL®...®Pys) =S19,0 (10 P®...® Pua)

onde fungdes (S,+1)'s sdo as retragées homotdpicas de (3.3) jd vistas anteriormente, e onde
sdo igualmente definidas nos graus pares diferentes de 0 e nos graus impares, isto é, Sy = So

e ng,1 = Sl VJ e N.

Demonstracao. Vejamos que esta formula € valida testando a mesma nos geradores dos ele-
_®T . . . .
mentos 1Q P ®--- QP11 € AQA™ ®A,isto é, nos elementos da forma 1 Q2" ® - - - @ '+,

Primeiramente vejamos que S, 1%, (1 ® 21 @ - - - ® z¥+1) = 0. Para r = 2t temos

Sor1to (1@ 2" @ - @a?H) = Sy thy(l®a" @ @2 @ 1)z

= 52t+1<1 ® xil xi2 e xiQtflxi%)xlm"‘l

= Sor1(1®@ V)ahgiz ... gize-1pize g2t
— —T(l) (l'ilxiZ “ e xiQt—lxithiQtJrl)

I(x)

— 0 . (xilxiQ v xi2t—lxi2txi2t+1)

= 0
parar = 2t + 1 temos

Sorp11au (1@ 2" @ - - - @ '2t+2)
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= Sarpotar1(1® QR ® 1)xi2t+2

i1—1

— 52t+2 E xm ® I“imilxi2+i3 P xi2t+i2t+1 x12t+2

m=0
= %

como J(x') < ntemos que I(z™ ) =m+1 < i3 — 141 < n. Assim 2+ = () e lembrando

que So;.0 € A-linear a direita temos

i1—1

*x = g SQt+2(SEm ® xil*m*lxi2+i3 e xi2t+i2t+1)$i2t+2

m=0

11—

1
— 52t+2<$m ® 1)x11_m_1wi2+i3 P xi2t+i2t+lx12t+2

m=0

i1—1

— E (merl ® 1)$i1_m_1xi2+i3 .o opl2tti2et xi2t+2

m=0

i1—1

m=0

= 0

haja vista que

r+1

5/(1®xi1®...®xir+2) :$i1®"‘®xiT+2+Z<
7j=1

temos que

S0 (1® MR- ® $r+2) =

dessa forma para r = 2t

.« pl2etiaeg it

_1)3'1 RN - Qg Q... @ girt?

Spi1thp (2" @ - @ 2'H2)

52t+1w2t5/(1 X 4 R ® xi2t+2) _ S2t+1¢2t (l‘il R ® Z.i2t+2)

— SQt-i—l((l ® i .- .$i2t$i2t+1) . (:L-il ® xi2t+2))

= S2t+1($

T(x™)
T(x)

i1—1

i1 ® xiQxiZS “ e xi2txi2t+lxi2t+2)

(J;iz i3 .. plot plotel x12t+2)

— E .CL'J ® xil_j—1$i2xi3 e xithi2t+lwi2t+2

Jj=0

por outro lado

1/)2t+1(1 ® :L‘il R---® xi2t+2) — w2t+1<1

i1—1

® xil R ® xi2t+1 ® 1)xi2t+2

— E xm ® xil*m*lxin-iS e xi2t xi2t+l xi2t+2

m=0
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logo vale vale a férmula para » = 2¢. Vejamos agora o caso r = 2t + 1. Temos

w2t+1<xll Q& :UZQH_S) = w2t+1<1 X 3;'12 XX xZQt-‘r? ® 1) . mll R $Z2t+3
i9—1
= E " ® xiQ—m_lxi:axu g2t plotye . xil ® xi2t+3

m=0

i9—1
— E J;m ® ain—m_l . 1 ® xi3xi4 PP xi2t+1xi2t+2 . ajil ® xi2t+3
m=0
T (2% — . . , 4
= ( )1 Q xBria .. oplattigizre .l @ 2" 2 Q1
T(x)

como Sy 9 € A-linear a direita, temos

» ' _ _ . (g
Sotrotoppr (2 @ - @) = 1 @byl .. plengieez 1@ "4y, (le ®1 ISZU))>

= %

afim de prosseguir com os calculos usaremos a seguinte igualdade

T(r(PP,))
T(x)

T(P,)
T(x)

(P T
v1ep ) o TE)

=P ®l1
1 T(x) Tx

onde (P, P,) e P, P, denotam o resto e o quociente da divisdo de P, P, por ™ em K|[z]. Veja-

mos que esta formula é verdadeira. Pelo algoritmo da divisao temos

P1P2 = PIPQl'n + T(PIPQ) = T(P1P2> == T(Pl.PQIn) + T(T(Plpg))

= T(T(Plpg)) = T(Plpg) - T(Plpgl'n)
ou ainda

T(r(PPy)) = PT(Py)+ RBT(P) +T(P)T(R)

_P BT (a") — 2" T (P Py) — T(P )T (™)

como z" = 0 em A = K[z|/(z") e também valem

P,21-T(P)+T(P)T(PR)
=P1(1eP-Po)+(1P—-P 1) (1P —P®1)
=PP —-PPR1+1QPP-PP —-P P +PP,®1
=1QPP —PL® P,
=1ePkh(1®P—-—P®1)
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“PiP®1-T(") - T(")T(PPy)

=—PPhLl(l®z"—2"®]1) - (12" —2"0 1) (1 PP, — PP,®1)

= -PPRes"+PPr"®1-102"PP,+ PP,®a" +1" @ PP, —a"PIP,® 1

=-1@a"P P+ 2" @ PP,

=1 PPR(1l®zs"—2"®1)

=-1Q PP, -T(z")
assim

T(r(PP) =P, ®@1-T(P)+1®P,-T(P,) —1® PP, - T(z")

e dividindo por T'(x) temos a expressdo desejada. Visto isso podemos reescrever a expressio
Sorya(xt @ 1-T(2%)/T(x)) em x como

)

SQt+2 <in1 ®1-

como J(r(z1z2)) < n temos que

9(r(zt12%2))—1

T(r(zhrz™ : (g2 )) i
Sotto ((;"T)))> = Sorio jz:; zd @ 29( ))—j—1

A(r(zh122))—1

= Z % ® xa(r(xllx’a))_]_l
j=0

A(r(zf1x%2))—1
= Z 0 ® xa(r(xilxiz))fjfl
j=0

analogamente, como i; < 7 temos

T(ah) -1 i1—1
Sot19 <—> = i @t = Oz 771 =0

n—1 n—2
T(x" — . S ‘ -
52t+2 (%) = E ir® mn*.]*l — E ir® xnfjfl + I’n—1+1 ® xn*(nfl)fl

J=0 J=0
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n—2
- }:O®ﬁ*fhhﬁ®x0:1®1

J=0

substituindo estas expressoes em *x temos

S M1 =1® g
24+2 T(7)
e substituindo esta em * temos
% = 1@ zigia...glargizee . ] Q g2+ .1 Q pitgi

= 1® ritgie . pidpla ... platrigplaey2 L ] ® $i2t+3
_ 1 i1 . 1242 1)-1 12t+3
= Yua(l®z" ® K 03¢ R
= Yoyuo(1®2" ® - @2 ® xp'?+3)
0 que encerra a demonstragao a

De acordo com as fungdes ¢'s e ¢)'s antes definidas podemos enunciar o seguinte

resultado

Proposicao 3.5 De acordo com a defini¢do das fungoes ¢'s e 1)'s temos que o seguinte dia-

grama comuta

A A oA A A A A AT A0

Al el ]

——— A - A A A0

onde a linha de cima é a resolucdo barra de A normalizada.

Demonstracao. Tomamos inicialmente o caso dos ¢’s, ou seja, mostremos que os seguintes
quadrados comutam
_®r+1 6/ _®r
ARA RA—AR®A ®A
'¢r+1 'd’r

parar = 0, 19 = Id com isso temos
(~d)p (1@ P®1) = (=d\)(TP/Tx) = —(TP/T2)Tx = TP

= PR1-1@P=¢y(1-PR1—-1®@P- 1)

= P (1 P®1)
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vejamos o caso r > (), para tal usaremos dois resultados ja conhecidos, a primeira é

(=)™ diSpr + (=1)"Spdy =1 = (=1)"dp 1S = 14 (=1)"7'5,d,

= dr+1S7"+1 — (_l)r—H + (_1)2(7"4-1)57,6[7,
que surge das retragdes homotdpicas de (3.3), e a segunda é

wr+1 - Sr+1¢r5'

proveniente do lema 3.4, logo supondo vélido para indice r temos

<—1)T+1d7«+11/17«+1 — (—1)r+1d7«+187«+11/)r(5/ — (_1)T+1((_1)T+1 + STdT)lpr(;/
= (=128 + (=1)S,(—1)"d, 1,6

Ig wrél + (_1)Srwr—1 élé_// == wr‘é/

=0

Analisemos agora o caso dos morfismos ¢'s

A A oA A0 A 2 A
¢T+1 ¢r

parar =0, ¢y = Id, logo

Po(=d))(P®Q) = (—d)(PRQ)=(PRQ)(-Tz)=(PQ)z®1-181)

= Prel-102Q=0Pr2Q)=0¢(PQ)

antes de analisar o caso 7 > 0 vejamos que vale a igualdade: ¢’y = 1 — €6’

(0 A9A” A A0 AY ® A).

(1 — 605’)(&0 X...Q as_H)

:a0®...®a5+1—605'(a0®...®a5+1)

S
=X ...¥as+1 — € (Z(—l)iao R... 800041 ... ®a5+1>
=0
S

:a0®...®as+1—Z(—l)i1®a0®...®aiai+1®...®a5+1
i=0

S
:a0®...®a5+1+Z(—1)i+11®a0®...®aiai+1®...®a5+1
=0

e por outro lado

44
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5’60(@0 X...Q CLS+1)

= J(1®a®...Qas1)

S
= a0®...®a5+1—i—Z(—l)iHl@...®aiai+1®...®a5+1
=0

com isso da defini¢do ¢, 1(1 ® 1) := ¢y¢,.((—1)"d,11)(1® 1), temos aplicando ¢’ em ambos

os lados que

5,¢r+1(1 ® 1)

0oy (1)) dri1)(1® 1)

(Id = e0d")r ((—1)""dpi1) (1@ 1)

o (1) dr)(1® 1) = eo(0p) ((—1)dpir) (1@ 1)

¢ (1) dr)(1® 1) — o1 (=1)"do (=1) ' (1@ 1)

Or(~1) ) 1 © 1) = (~1) eod, 1 dydrii(101)
=0
6 (1) doa (101)



Capitulo 4

Cohomologia de Hochschild de Algebras
de Hopf de Posto Um

Neste capitulo fixamos G como sendo um grupo multiplicativo finito, A um corpo e x
um caracter de G em K*. Veremos que formando o quociente A = K|[x]/(z") temos uma agdo
particular de G em A dado por %z = x(g)z. Também tomando /K G sendo a dlgebra do grupo G,
poderemos formar a dlgebra B = A# K G, que faz parte de uma familia de dlgebras de Hopf de
posto um. Ao longo deste capitulo o objetivo principal € calcular as cohomologias de Hochs-
child de B. Para alcangar esse objetivo serd necessario tirar devidas conclusdes relacionadas a
outras estruturas, como por exemplo, relacionados a D, dlgebra essa isomorfa a uma subalgebra
de B. Também serd importante usar alguns resultados auxiliares, como por exemplo, o Lema de
Eckmann-Shapiro. Veremos que os cdlculos relacionados & H H"(B) podem ser obtidos a partir
do célculo de G-invariantes de B, acdo essa induzida da acdo de G sobre o espaco das funcdes
K-lineares. Por fim, explicitaremos quem sdo os G-invariantes de B e suas cohomologias de
Hochschild nos respectivos graus, além de concluir que os espagos H H?(B) e H H**1(B) sio
isomorfos e consequentemente possuem a mesma dimensao visto como K -espacos vetoriais. O

principal referencial tedrico deste capitulo é [10].

4.1 Uma familia de algebras de Hopf de posto um

Seja G um grupo finito cuja ordem € relativamente prima com a caracteristica de um
corpo K e seja

x:G— K~

46
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um caracter, isto €, um homomorfismo do grupo G para o grupo multiplicativo K. Sejan > 2

inteiro positivo e A = Klz|/(z™). G age por automorfismo sobre A por:

Iz =x(g)r VgeG

Observe que desta acdo definida na base temos que 9(z*) = (92)* = x(g)*z* assim como

91 = 1. Com isso vale:

n—1 n—1
9 (Z ajxj> Z a;x(g

j=0 7=0

Observemos que as igualdades de acao por automorfismos se verificam:
Wk = x(gh)*z* = x(9)*x(h)* " = x(g)"("a*) = (")
lox=x(lg)r =1z ==z

Vg,h € Ge lg € G. Temos também a dlgebra B = A# K G com produto dado por

(a#tg)(b#th) = a(?b) @ gh

Ya,b € A g,h € G. Por conveniéncia denotaremos a#g por ag, e quando se fizer necessario,
principalmente quando houver necessidade da explicitacdo desta multiplicacdo, tomaremos a
expressdo original. Assumamos que exista elemento central g; € G tal que x(g;) é uma raiz

n-ésima primitiva da unidade. Com isso B se torna uma algebra de Hopf com:

Coproduto:
Alz)=z@1+g @z, Alg)=g®yg
Counidade:
e(r) =0, €(g) =1
Antipoda:

S(z) = —zg;', Slg)=g""
Vg € G. As expressdes acima se encontram na notagao abreviada, ou seja, na verdade em B o
que temos por exemplo é x = z#15 e g = 1#g. Esta dlgebra generaliza a dlgebra de Taft, com
efeito, esta ultima € igualmente definida quando se considera g7 = 1.
Sendo H uma dlgebra de Hopf, a filtracdo coradical de H € uma colecao de subespacos

Hy,...,H,,... C H tal que vale:

HycH C---CH,C---

H:UHn



Cohomologia de Hochschild de Algebras de Hopf de Posto Um 48

sendo que Hj é a soma das subcoalgebras simples de H e H,, € definido recursivamente por
Hn+1 = A71<Hn ® H + HO ® H)

Um subespago W C H é uma subcodlgebra de H se A(W) C W®W e é simples se ndo possui
subcodlgebra prépria. No caso de termos que H é uma subdlgebra de H entdao H; torna-se um
(Ho — Hp)-bimédulo. Segundo [13] dizemos que H tem posto n se Hy é subdlgebra de H, H;
gera H como dlgebra e se dim K ®p, H; =n + 1.

No caso da dlgebra B = A#KG temos que Hy = KG e H; = KG + ©KG. Neste
caso H, é uma subdlgebra de B e H; gera B como dlgebra. Temos que dim K Q¢ (KG +

K@) = 2, com isso B faz parte de uma familia de algebras de Hopf de posto um.

4.2 A subalgebra D de B¢ e relacoes com as estruturas de

A, B e B¢

Temos que G age em A€ através da ac¢do diagonal, que € uma acio por automorfismos,

isto €, 9(a ® b) = Y% ® %. Dessa forma temos a dlgebra D = A°# K@, a qual é isomorfa a

subdlgebra @ Ag ® Ag~! de B¢, e que serd fundamental para que posteriormente possamos
geG

calcular a cohomologia de Hochschild de B. O isomorfismo entre as dlgebras citadas é dado

por
p: A#KG — P Age Ag™?

geG
(a®bg — ag® (¢ b)g!

Va,b € Ae g e G. Com efeito, dado ag @ bg™* € @ Ag ® Ag~! definimos
geG

v: P AgR AgTt — A#KG
geG

ag®bg™t  — (a®(%))g

assim temos
polag@bg™) = p((a® (“b))g) = ag @ (“b)g™" = ag @ by’

-1 _
Yop((a®blg) =vlag® (" b)g™) = (a®b)g
com isso ¢ € inversa de v, e para concluir que o isomorfismo citado é um isomorfismo de

algebras, € suficiente verificar que ¢ é um morfismo de dlgebras. Vejamos

P((a®b)g-(c®d)h) = ¢la®b#g-c® d#h)
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e por outro lado

p((a@b)g)p((c®d)h)

¢((a®b)?(c® d)#gh)
p((a®@b)(“c @ d)#gh)
p(a(’c) @ (Yd)b#gh)

a(?c)gh @M ((9d)b)(gh) ™"
a(?c)gh @M (9d)@M " p(gh) !
a(?c)gh @ (" d)(W"""b)(gh) !

(ag @ bg H(ch&" " dh™")

(attg @ b#tg ") (c#h " d#h™)
a(%c)#gh @ (" d#hTY) - (0 b#g )
9O)#gh @ d(" (O b)#h )
90)#gh @ (" d)(W T b)#(gh) )

a(®c)gh@ (""" d)(“" " b)(gh) ™!

a

a

(
(
(
(

Como B é (B— B)-bimédulo logo B é B¢-mddulo e sendo D dlgebra isomorfa a uma subdlgebra

de B° temos que B é D-mddulo por restricdo de escalares. Tomando (a ® b)g € Dec € B

temos que a acdo de D em B é dada por

(a®b)g-c

= p((a®Db)g)c
= (ag®¥ bg")e

= (ag)e(” by ™)

segue dessa acdo que A = K|[z|/(x) se torna um D-mddulo por

Dx A

— A

(e®b)g,a) — e(%a)b

com efeito, sendo a aplicacao

A — A#1

a — a#l

um isomorfismo de dlgebras, podemos identificar A com A#1 C B, assim a acdo de D em B

induz uma ac@o de D em A que o torna um D-mddulo. Sendo (e @ b)g € Dea ~ a#l € A

temos que esta acdo € dada por

(e®b)g-a

—1

(eg)a(? bg™")
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= (e#tg)(a#t1)(7 bHg™")
= (e(“a)#g)(¢ bH#g")
= e(%a)b#1

Quando ndo houver confusdo omitiremos o simbolo - da acdo de D em A. Prosseguindo, agora

vejamos que hd um isomorfismo de B°-mddulos

p: B — B°®pA
b — (b®1)®pl

Primeiramente vejamos que ¢ é de fato morfismo de B°-mddulos. Para a soma de elementos é

imediato, pois sendo by, by € B temos
gO(bl + b2) - (bl + bg) & 1 ®D 1= (bl (029 1) ®D 1 + (bg & 1) ®D 1= gO(bl) + gO(bg)

Agora, para verificar a propriedade do produto por escalares de B¢ € mais complicado e para
isso faremos algumas contas antes.

Comecamos destacando que em B® ®p A vale
(ag ®@bh) @p 1= (1® g(bh)) ®p a 4.1)
com efeito
(ag@bh)®@pl = (a#g@b#h) @p1 =%
como em B temos g(bh) -, g1 = g 1 g(bh) = (1#g~ 1) (1#£g) (b#h) = b#th = bh, entdo

(1#1c ® (1#£9)(b##h)) - (atg @ 1#g7")) ®p 1

(1@ g(bh)) - (ag® g™")) @p 1= ((1®g(bh)) - (a®1)g) @p 1
= (1®g(bh)) ®p ((a®1)g-1) = (1® g(bh)) ®p a(?1)1
(1®g(bh)) @p a

também vale
(1®ag)@pl=(1®g)®pa 4.2)
pois

1®g)®pa = (1#1lg®@1#9)@p (1®a)lg-1)

= (I#le®@1#g)- (1®a)) ®@p 1
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(1#1e ® 1#g) - (1#1g ® a#lg)) ®p 1

(1#1e)(1#1e)) ® ((a#lc)(1#9))) ®p 1
= (1#1@ X a#g) ®p 1l

(

Assim se tomarmos by = a1#¢1, bs = as#¢go € b = a#tg elementos nos geradores de B temos

usando as igualdades anteriores que

(b ®by)p(b) = (b1b®by) ®p 1 = ((a1#91)(a#g) ® as#g2) @p 1
m?'a#g19 ® as#gs) @p 1 = (1® (1#919)(a2#92)) ®p a1”'a

1 ® Mas#g1992) @p a1%a = ((1 ® ™ax#91992) ®p 1)a1”""a
(4.2)

(
(
(
(

(1® g1992) ®p az)a1%a = (1 ® g1992) @p asar’a

e por outro lado, lembrando que A é comutativo e entdo 9'%ya,9'a = a,9'a%"%s, temos

o((by @ba)b) = (bibby ® 1) ®p 1 = ((a1#g1)(a#g)(as#g2) ® 1) @p 1
= ((ai'a#g19)(ax#g2) ® 1) @p 1 = (a]'a”Yas#g1992) ® 1) ®p 1

4.1
) (1® g1992) ®p ai'a?ay

de onde concluimos a propriedade do produto por escalar. Para verificar que ¢ é um isomor-

fismo exibamos sua inversa ) dada por

. B'@pA — B
(b®c)®pa — bac

de fato v € inversa de ¢ pois

Yod) =p(b®1)®pl)=b-1-1=0

eY((b®c)®@pa) = @(bac) = p((b®ac)l) = (b®ac)(1®1)®p 1)

= (b®ac)®@pl=(b®(cpa)@pl=(0b®c)@pa

A dlgebra B° € livre e em particular projetiva como D-moédulo a direita, com efeito, como

K -espaco vetorial temos

B=A#KG=Ao@PKg~PAxg

g g
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assim, ainda como K-espago vetorial

B® B” = A#KG ® A#KG ~ (@A@g) ® (@A@h) ~ P Ag® Ah
g h g:h

também € possivel reescrever a soma direta @ Ar @ As como @ Ag ® Ag~'h. A inclusdo
T, g,h

@ AgeAg~'h C @ Ar® As é imediata, j4 a inclusdo contrdria pode ser verificada observando

7,8

que Ar @ As = Ar @ Ar~1(rs), logo

B°=B®B”~PAgeoAg'h=EPA®h) <€B Ag® Ag_1> (4.3)
g

g,h h

Assim {1 ® h | h € G} é um conjunto de geradores de B como D-mdédulo a direita. Vejamos

que € um conjunto linearmente independente. Considerando escalares c¢;, € D, temos

Y @h)a=0 = Y Y (18h)agng @ bgmg " =0
h g

heG
= DY aeng @ bgng h =0
h g

da soma direta temos que a9 ® by g~ th = 0Vg,h € G. Ouseja, > agn g @by h =
g

0. Considerando a fung¢ao
Ry-+: B — B

ag — agh™!

e a aplicacdo linear T' = Ig ® Rj,-1, temos

=T (Z g9 @ b(g,h)glh) = agng@beng = VhEG
g

g
Com o propésito de usar posteriormente as estruturas que foram desenvolvidas desde
o inicio deste capitulo, colocamos agora em forma de topicos os principais resultados que abor-
damos, a saber, dada a dlgebra A = K[x]/(z") com ag¢@o do grupo G dada por %z = x(g)x,

temos:

e B = A#KG € uma algebra de Hopf com:
Coproduto dado por:  A(z) =z®1+g ®x e Alg) =g®g;
Counidade dado por:  €(xz) =0 e €(g) =1,
Antipoda dada por:  S(z) = —zg;' e S(g)=g7"
Vg € G.
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e (5 age sobre A° por Y(a ® b) = 94 ® %, e o produto smash D = A°#KG é isomorfo a

subdlgebra @ Ag ® Ag~! de B€ pelo isomorfismo
geG

o: AH#KG — P Agx Ag!

geG
(a@b)g +— ag® (7 b)g™"
Va,be Aeg € G,

e B é D-moddulo por restricao de escalares e A também € D-mddulo por meio do isomor-

fismo A ~ A#1;

e [3¢ ¢ D-mddulo livre a direita (e consequentemente projetivo como D-méddulo) com base
{1®h | h € G}, pois
B* =@ ®h)D ~ DI

heG

4.3 O Lema de Eckmann-Shapiro

Em busca de calcular a cohomologia de Hochschild de B usaremos um resultado que
permita calcular tais cohomologias sobre outro anel de escalares. Um resultado deste tipo é
conhecido como lema de Eckmann-Shapiro, o qual apresentaremos a seguir. Usaremos este

resultado no momento oportuno dentre condi¢des impostas.

4.3.1 A aplicacao do Lema de Eckmann-Shapiro na algebra B e sua relacao

com HH"™(B)
No caso geral, o Lema de Eckmann-Shapiro se apresenta como segue:

Lema 4.1 (Eckmann-Shapiro) Seja R — S homomorfismo de anéis, entdo S se torna R-
mddulo a direita e a esquerda (rRSg). Sejam M um S-mddulo a esquerda, que por restri¢do
de escalares é também R-mddulo a esquerda (rRM,s M) e N um R-mddulo a esquerda (gN).

Assim se S € projetivo como R-mddulo a direita, entdo
Ext’h (N, M) ~ Ext§(S ®g N, M)
Demonstracao. Consideramos a seguinte resolucao injetiva de S-médulos de M:

vo

0 M

Iy
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aplicando o funtor covariante Homg(S ®g N, _) nessa resolugéo temos o complexo

V2%

0 — Homg(S ®r N, Iy) —> Homg(S @z N, I;) —= . ..

segue do isomorfismo de adjuncdo que temos o isomorfismo

¢: Homg(S®gN,I,) —> Hompg(N,Homg(S,1,))
g — ¢(9)
onde dadon € N es € S, tem-se, ¢(g)(n)(s) = g(s ® n). Também
¢ : Homg(S,I,) — I,
f — () = f(1)

¢ isomorfismo de R-mddulos a esquerda. Com esses dados vejamos que o diagrama a seguir

comuta
Homg(S @z N, I,,_1) Homg(S @5 N, I,,)
¥ ®
Hompg (N, Homg(S, I,,_1)) Hompg (N, Homg(S, I,))
e v
Hompg (N, I,,_;) Homg(N, I,,)

Para facilitar as contas posteriores, observemos que dado ¢ € Hompg(N, Homg(S, 1,-1)) e

n € N, entdao
(Ve(9))(n) = (¥(9))(n) = ¥(g(n)) = g(n)(1)

Sendo assim, seja f € Homg(S ®g N, I,,_1) en € N. Logo

Un b () (1) = va((uip(f)) (1)) = vn(@(f)(n)(1)) = va(f(1 @ 1))

por outro lado

(@ (vni (1)) () = (v (f))(n)(1) = (o f) (L @ 1) = (vnf)(1 @ 1) = v (f(1 @ 7))

Temos que os isomorfismos anteriormente citados preservam injetividade dos ],s no
sentido de que cada [, era injetivo sobre S e depois torna-se injetivo sobre R através de mudanga

de escalares devido ao morfismo R — S. Com efeito, sendo P = Homg(_, I,,) e T = S ®p -
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temos que P e 7T sdo exatos devido ao fato de que /,, e S sdo S-injetivo e R-projetivo respecti-
vamente. Como composta de funtores exato é exato temos que P o 7' = Homg(S ®g -, I,,) =~

Hompg(-, Homg(S, I,)) ~ Homg(_, I,,) é exato. Logo I,, € R-injetivo. Do diagrama comutativo

0 — Homg(S ®g N, Ij) —> Homg(S @5 N, [}) — . ..

:l j:

0 Homp(N, Iy) ——— Homp(N, ;) —=— ...

temos que
Ext$(S ®r N, M) := H"(Homg(S ®r N, I,)) ~ H"(Hompg(N, I,)) := Exti(N, M)

O
Usando o lema de Eckmann-Shapiro que foi enunciado no caso geral ao nosso caso, temos

como consequéncia o seguinte resultado

Teorema 4.2 Sendo A = K[z]/(z"),B = A#KG e D = A°#KG. Temos que HH"(B) ~
Ext, (A, B)

Demonstracao. Fazendo analogia com o caso geral, identificamos R = D, S = B, M = Be

N = A. Também fixamos o homomorfismo inclusio D S B¢ . Assim temos
EXt%(A,D B) >~ EXt%e(Be ®p A, B)

e como vimos B ®p A ~ B, entdo as cohomologias de Hochschild de B denotado por

H H"(B) podem ser interpretados da seguinte forma

HH"(B) := Ext.(B, B) ~ Exth.(B° ®p A, B) ~ Ext},(A, B)

4.3.2 Os G invariantes em Homg (M, N)

Iremos ver agora dois resultados que ajudaram nos calculos posteriores, provaremos
0s mesmos em um caso mais abrangente que o nosso, mas de demonstracao analoga. Consi-
deremos que GG age em uma &lgebra C' por automorfismos K-lineares, M e N sdo C#KG-
modulos e Home (M, N), Homeyxa(M, N) K-espacos de fungdes; observe que ambos sdo

K -subespacos de Homg (M, N). Segue que temos os seguintes resultados
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Proposicao 4.3 Se M, N e L sdo KG-mddulos temos
1. Homg (M, N) é KG-mddulo por
(9> 0)(@) = gplg™'2)
onde p € Homg(M,N),g€e Gex € M;

2. Se f € Homg (M, N),h € Homg(N,L) e g € G entao g> (hf) = (g>h)(g> f)

Demonstracao.

1. Sendo f,l € Homg (M, N), g1,92,1¢ € G,a,p € K ex € M. Assim

(a)
gi> (g2 f)(x) = ai(g2r f)(g7 ')
= 01(920)(95 (g1 ') = (9192) f ((9192) ')
= (g192) > f(x)
(b)
lob f(z) =1laf(15'e) = 1o f(1gz) = f(z)
(©)
gi>(af +B80)(x) = gilaf+Bl)(g'z)
= (qi(af) + q1(BD)(g7 ')
= gi(af) (g =) + g1 (B1) (g7 ')
= agf(g;'z) + Boil(g; 'x)
= a(g > f)(@) + (g1 > 1)(x)
= (a(g1> f) + Blgr1>1)) ()
(d)

(Z agg9+ Y bgg> > f(z) = (Z(agg + bgg)) > f(x)

g

= (Z(% + bg)g) > f(x)

g
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= > (a,+by)g> f(x)

g

= Y (ag+by)gf(g'x)

g

= Y agf(g7') + Y bygflg x)

= Y aggv f(@) + D byg f(@)

= (Z agg> > f(x) + (Z bgg) > f(z)

g

() () )

(g>h)((g> (@) = (goh)(gf(g7 w)) = gh(g gf(g 'x))
= gh(f(g~'x) = g(hf)(g~'z) = (g> (hf))(x)

2. Dado x € M temos

Lema 4.4 Seja G um grupo que age em uma dlgebra C por automorfismos K-lineares e
M, N dois C#KG-médulos. Temos que Homg (M, N) é KG-médulo e Homg (M, N)¢ =
Homc#Kg(M7 N)

Demonstracao. Vejamos que os elementos de Home (M, N) sdo invariantes sob a agdo de G o

que torna Hom¢ (M, N) um médulo sobre KG. Seja ¢ € Home (M, N) entdo

(ge@)(cx) = gp(g~'cx) = gp((1#g™ ") (c#1)z)
= gp((7 c#tg ) = go(( ) (g 1))
= 9" Oplg 'z) = (1#9)(" c#1)plg ')
= 190 o)#gle(g ') = cHgplg ')
= (H#)(1#9)p(g™'7) = c(gp(g~'2)) = c(gr ¥)(2)

Para verificar a igualdade Homq (M, N)¢ = Homeyrg(M, N) fagamos isso através das in-

clusdes. Primeiro Home (M, N)¢ C Homeyxa(M, N). Seja ¢ G-invariante, daf

o((c#g)r) = @(clgr)) = cgg ' olgr)
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= cglg”'e((g7)'a)) = cgg™" b p(2)) = (c#g)p(2)
onde usamos a hipdtese na ultima igualdade, logo ¢ € Homeyra(M, N). Agora seja ¢ €
Homeyxa(M,N) e g € G com isso
g9~ x) = (1#g)p((1#g~")z)
= (1#9) (1497 )p(z) = p(2)

(9> ¢)(x)

de onde encerra a demonstragao. O

4.3.3 Os G invariantes e o lema de Eckmann-Shapiro

no calculo de H H"(B)

Voltando ao nosso caso, dado uma resolugao projetiva para A de D-médulos

ds da dy do

A 0

As A Ay

e aplicando o funtor contravariante Homp(_, B) temos o complexo
di d3 d3
00— HOIIlD(Al, B) —_— HOIIID(AQ, B) —_— HOIIlD<A3, B) E—— HOIIlD(A4, B) —_—

onde Ext, (A, B) = Kerd;,,,/Imd;},. Porém como D = A°#K (G, haja vista o lema anterior,
temos que Homp(A,, B) = Homeyxa(A,, B) = Homue(A,, B)Y e com isso o seguinte
diagrama comuta

di d3

O—>HOII1D(A1,B) HOIHD(AQ,B)—>...

O

0 — Homae (A;, B)S —5 Homue (Ag, B)G —2~ ...

Logo Ext?) (A, B) = Kerd},,,/Imd} e pelo teorema 4.2 temos que

HH"(B) ~ Ext},(A, B) = Ker d’,,,/ Im d:

4.4 Uma condicao suficiente para a projetividade de um D-
modulo

Outro resultado que ajudara nos célculos das cohomologias no sentido de permitir ver

uma resolucao sobre um modulo ser também resolucao sobre outro esperado € o que se segue:
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Lema 4.5 Sejam G um grupo finito, K um corpo cuja caracteristica ndo divide a ordem de G.
Sejam C' K -dlgebra com acdo de um grupo finito G e P um C# K G-mddulo. Se P é projetivo
sobre C' entdo P é projetivo sobre C#KG. Em particular todo mddulo projetivo sobre A° é
projetivo sobre D = A°#KG.

Demonstragao. Consideremos o seguinte diagrama em ¢4 xcMod

P

|+
L—f>M—>O

podemos entdo restringir os escalares e ver o diagrama em ¢Mod = ¢4 Mod. Como P €

projetivo sobre C, existe h : P — L fazendo o diagrama comutar, isto é

h/
4
2

oM ——0
T _—
onde h € Hom¢ (P, L) e fh = k. Como mdc(char(K),|G|)=1 temos bem definido a fung¢io:

VI Homc(P, L) — Homc(P L)G = HOHIC#Kg(P, L)
h — ‘G‘ Y g>h

geG

de fato |G‘ S g>h € Home(P, L)€, pois dado m € G temos

geG

mb(ﬁZgDh) ‘G|Zm>g>h—‘G’Zm9 Dh—’G|Zg>h

geG e geqG

na ultima passagem € valido ressaltar que foi usado o fato de que ao fixar elemento m € G
e variar os demais, se acaba percorrendo todos elementos do grupo novamente. Para finalizar

basta ver que

f Hom
fr(h) = Zf Szt wa (9> h)
QGG gGG
— §:g fh= E:gbk
QEG geG’
kEHOEC(,)G

N k= Gk =k
|G|g§ |G|’ |

assim o diagrama
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comuta em ¢4 xcMod e portanto P € projetivo sobre C# K G. O

4.5 A cohomologia de Hochschild de B

A seguir enunciaremos o teorema principal deste capitulo.

Teorema 4.6 Seja N = Ker x C G. Para todo i > 0 a dimensdo HH*(B) e de HH*"'(B)
sdo as mesmas e igual ao niimero de representantes g de classes de conjugacdo em G tal que

g€ Nex"|z, =1 Osimbolo Z(g) denota o centralizador de g.

A demonstracdo deste teorema € um pouco extensa e envolve inimeras consideracoes.

Deste modo demonstraremos ao longo de duas subsecdes a seguir.

4.5.1 Os G invariantes de B

Comegamos considerando a resolucao livre de A sobre A° dada em (3.3) onde neste
caso nosso polindmio moénico f é z™. Para facilitar as contas, como os operadores dy; eram
definidos de igual forma denotaremo-os simplesmente por —u, de igual modo denotaremos
os operadores do; 11 por v. Ainda na resolucdo em questio como um operador € seu oposto

possuem mesmo nicleo e imagem, podemos ver (3.3) da forma:

U A Vo A Mo e B g 0 (4.4)

n—1
ondeu=-T(r)=2®1-1Qz,0=TE")/T(r)= > P z" T =r"1@1+2"%®
=0
r+...+1®2" ! e uéamultiplicacdo. Tendo como auxiliar a acdo diagonal de G em A€ que

¢ uma acdo de algebras e é dado por

Ya®b) =% %

Definimos ac¢des de GG sobre A° em cada grau que o torna um K G-médulo por

em grau 0, gla®b) =9%a®b) =% ®%b
emgrau2i,  gla®b) =x(g)"((a®b)) = x(9)" (‘a® D)
emgrau 2i + 1, g(a®b) = x(9)" ' (%(a @ b)) = x(9)"*" (%a @ )

Va,b € Ae g € G. Com isso cada uma dessas agdes dd uma estrutura de D modulo para A°, ou

seja, A° é um D-mddulo diferente para cada grau. Também podemos observar que as fung¢des
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i, u e v sdo D-lineares, com efeito, dado g € G temos
(gla®@b)) = p(fa © D) = %’ = (ab) = ‘u(ab)
sendo v com dominio em grau 2 e imagem em grau 2 — 1 = 2(; — 1) + 1, temos

(gl 1) = v(x(6)"(0) © ) = ()" Ca) ) () = )" ) T

por outro lado

gula®b) = g ((a ©b) (7;((3;;))) () I @ b)) (";t P

N——

= x(g)“’””“(ga@@gbf (a7) @ U(a""1)

1
_ O

= X(g)(i_l)n+1(ga ® gb) X(g)j""(n_l—j)xj ® e

3

=0
n—1
= X"V @ B)x(9)" N Y @l @
=0
, T(x"™)
_ in(g 9p
oo I

por fim, considerando v com dominio em grau 2: + 1 e dominio em grau 2: temos

u(gla®b)) = u(x(g)™* (%) @) = (x(9)""' (‘) ® D)z @1 - 1@ 2)

= X(@"M(a@M)(r®1 -1 1)

gu(a @) g((a@b)(z®1-102))=x(9)"(ax@b)(z®1 -1 )

= = x(9)"(% @)% ® 1 — 1 ®%) = x(9)"(%a @ D)x(g)(z®1—1®x)

= X(@"M(a@b)(z®@1 -1 )

Do fato das fung¢des p, u e v serem D-lineares e segundo o lema 4.5 que garante que os médulos
A° sdo projetivos sobre D temos que (4.4) é uma resolugdo projetiva de D-mddulos de A.
Pelo teorema 4.2, devemos aplicar o funtor Homp(_, B) na resolucéo (4.4) afim de calcular as

cohomologias de Hochschild de B, tendo assim o complexo

*

0 — Homp(A¢, B) —“= Homp(A¢, B) —“~ . ..
Haja vista isomorfismo entre Hom 4 (A€, B) e B dado por

¢: Homye(A°,B) — B 6: B — Homy(A% B)
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onde f,(1®1) = (1®1)b = b. Segue que Homp (A, B) = Hom 4 (A¢, B)“, assim o seguinte

diagrama comuta

o} ¢ ¢
0 B u B v B

com efeito, pu*(f) = (v*f)(1® 1) = fu(l® 1) = ¢(fu) = (¢f)u = u*¢ f; andlogo para v*.
Segue do lema 4.4 que Homp(A¢, B) = Hom - (A€, B)“ onde a agdo de G em Hom 4« (A€, B)

*

0——s HOIIlD(Ae, B) L HOII]D(Ae, B) L— HomD(Ae, B) L ..

em cada grau do complexo é dado por
(9> flla®b) =gf(g (a®Db)), Vf € Homue (A", B)eg € G

além disso como a acdo de G em B ¢ induzida da estrutura de D-médulo em B, por meio do

monomorfismo de dlgebras
KG — D

g +— (1®1)g

identificamos GG com o subconjunto (1 ® 1)G C D, consequentemente
(g>fNla®b) = (1el)g-flg " (a®b)

= (9®9 ) f(g7 (a®D))

= gf(g (a@b))g™"
Podemos induzir a¢do de G em B através de sua acdo em Hom 4 (A€, B). Neste caso a a¢do de
G sobre B depende do grau de A° no complexo e como vale b = f,(1® 1) definimos a a¢do em
questdopor g - b:= g f,(1 ® 1). Assim temos que a a¢ao em grau 27 é dada por

g-b=g>f(101) = ghlg Q@)™ = ghlxlg™)"(¢ 10 1)y

= gx(¢7 )" H(1®1)g™" = gx(9)""bg™" = x(9)""gbg ™"
e de maneira andloga, devido a agdo de g em 1 ® 1 em grau 27 + 1, a ag@o é dada por

in+1

g-b=x""gbg™!

Temos também que o isomorfismo ¢ : Hom (A, B) — B preserva a acao de G,

com efeito, dado g € G e b € B temos

g-b=g-0(fs) =g> frll®1)=d(g> f)
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segue disso que Homp(A¢, B) = Homy, (A., B)¢ ~ B¢, e com isso temos o isomorfismo de
complexos

*

0 — Homp(A4°, B) —“~ Homp(A®, B) == Homp(A¢, B) —“~ . ..

I Pk

*

0 B¢ u B¢ v BG v

Nosso proximo passo serd agora calcular os invariantes de B sob a ac¢do de G, isto é
B¢, em cada grau do complexo. Comecemos em grau 2i. Seja
a=> aa’h e BC (4.5)
j,h
onde0 < j<n-—1leh € G. Temos
g-> e’ = x(g)™"g (Z ajp’ h) g =x(9)"> ajngr’hg ™!
Jh Jh Jh

= x(9)""x(9) Y _ ajna’ghg™"
ih

na dltima passagem do célculo anterior usamos o fato de que gz7 = (1#g)(2/#1) = 1907 #g =

x(g)’27g. Como o € BY vale g - o = «, isto é

x(g)~m+ Z a;nrighg™" = Z a;nr’h
ih

J:h
Vg € G. Aplicamos entdo a igualdade para o elemento central g; anteriormente citado. Vale

lembrar que x(g;) é uma raiz n-ésima primitiva da unidade. Sendo assim

X(g1) ™" aialgihg = x(91) Y agaath =Y aj b
j.h j.h

j,h
como os elementos x’h formam parte da base de B entdo,
X(g1)""Hajn = (x(90)") "x(g1) an = ajn
logo
x(g1Yajn = ajn, Vh,j (4.6)

Para j = 0 vale a igualdade e se ocorrer de algum a;;, # 0 entdo x(g;)? = 1, mas como j < n
e x(g1) € raiz primitiva da unidade entéo n|j, ou seja, j = 0. Logo (4.6) é vélido para a;; # 0

somente quando j = 0. Assim

a =Y aonx(g) " 2ghg™ = anx(g) "ghg™"
0,h h
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também devido a (4.5) ao substituir j = 0 teremos uma segunda expressdo dada por o =

>~ aph. No caso de termos Y~ =
B

a:Zahghgfl = ag:Zahgh:gZahh:ga
h h h

isso diz que o € Z(K@G), e decorrente disso B¢ = Z(KG). No caso em que " # 1

a= Zahh = Zx(g)’mahghg’l, Vg e G
h h

1 1

fazendo ghg™ =2 < h=g~

a= Z aph = Z X(9) " ag-14g
h T

disso a, = x(9) a1y <= az-11, = X(9)"an, Vg € G. Por conveniéncia trocamos g por

T g temos:

g~ ! e com isso teremos que

Aghg—1 = X(g)imah Vge G

Seja g elemento em Z(h), onde Z(h) denota o centralizador de h, isto €, ghg™' = h.
Assim, Xx(9)"™"an = agng1 = ap € (x(g)™™ — Dap, = 0, logo, x(g9)™™ = Loua, = 0
<= g € Kery ™ ouay, = 0. Segue disso que podemos concluir que a;, sé pode ser diferente
de 0 no caso em que Z(h) estiver contido no nicleo de x .

Observemos que G age em B por conjugacio, isto é, g - ¥ = gwg~'. Fixado um repre-
sentante ; da classe de conjugacdo C; de G, temos atrdves do teorema' da 6rbita e estabilizador
que

O(hj) ={g-hj g€ G} ={ghjg™" | g€ G} =C;
Gn,={9€Glg-hj=h} ={g€CG|ghjg™" =h;} = Z(h;)
Considerando a bijecao

v GlZ(h;) — Cj
gZ(h;) +— g-hj=ghjg™"

e sendo
i=1
com t1, g, . . ., t,, representantes das classes laterais de Z(h;) em G, temos
Z aghqughjg_l = Z Z aghqughjg_l
9eG i=1 get; Z(hy)

Lver consideracdes feitas sobre o Teorema do Orbita e Estabilizador no apéndice
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Z D" gz ei(9Z(hy) = *

=1 get; Z(hj)

como g € t;Z(h;), temos t;Z(h;) = gZ(h;) e como a fung¢d@o ¢; independe do representante

da classe lateral de Z(h;) podemos escrever
=00 Y anezontiZh)

1=1 get; Z(h;)

= ZIZ Nag; @tz P (tiZ (hy)) = »

como ¢; ¢ uma bijecdo entre G/Z(h;) e C; entdo cada ¢;(t;Z(h;)) representa um unico ele-
mento [ € C}, logo

= > 1ZMhylal = |Z(h)| Y al

1eC; 1eC;

assim

rghig T =) al

geG 1€C;

e somando sob todas as classes de conjugacao, temos a igualdade

3l = X iy 2 0

C; lec; gEG
Considerando entdo (1, ..., C, como sendo as classes de conjugacdo de G com res-
pectivos representantes hi, ..., hy e o conjunto J = {j | h; € Cj e x ""| ;) = 1}. Temos
o - zahh:zzazz
heG C; leC;
= Z | Z(h, |Z ghig—19hig ™"
Cj geG
an, =0 S€ j¢J _
b= ] Zx “Man,ghig”!
C; \‘eJ gEG
- X z| s
Cjljed

S

Com isso BY é gerado pelos elementos Z 0 )‘X(g)_i”ghjg_l, ou ainda ji que m
) J
g€

K*, pelos elementos da forma Y x(g) " gh;g~', onde h; é um representante da classe de
geG

conjugacdo de G tal que x| 7(h;) = 1. Vale observar que esses elementos séo linearmente

independentes e formam uma base para B“. No caso em que x~* = 1 e B¢ = Z(G) temos em
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particular que x| 7(h;) = 1 Vj, neste caso a € gerado pelas somas > ghjg~! sem restrigdo,
geG

ou seja, @ = Z‘Z |Zgh]g

Vejamos agora os invariantes em grau 2i + 1, para tal consideramos o € B como em

(4.5), assim:
s St = xo (zh) 0 S s
Jish gh

= x(9)""'x Zaj nt! ghg ™!
e como a € BY vale:

x(g) "1 Z ajnv’ghg™! = Z a;n’h
Jsh Jh
Vg € G. Para ¢,
X(g0) ™Y agna?gihgrt = x(90) Y D ajaath =) ajnalh
n : :

como os elementos 27k formam parte da base de B entdo,

Oclgn)™) " x(gr)  ag = x(g1) ™™ Hajn = ajn
logo
(1) ajn = ajn, Vh,j 4.7)
Para j = 1 vale a igualdade e se ocorrer de algum a;;, # 0 entdo x(g1)?~' = 1, como a ordem

de x(g1)énej—1<nentdoj—1=0.Logo (4.7) é valido para a;; # 0 somente quando

j = 1. Assim
a=> aiux(g) " atghg™t =Y anx(g) "wghg™!
h

sendo a € B¢ e reescrevendo ghg™' = 7, temos

a= Z aprh =g-a = x(g)™™ Z Ag—1ygTY
h v

como o conjunto {zh | h € G} é L1 em B entdo a, = x(9) " a,-144, OU, ag-155 = x(9)"ap.

Como a expressao anterior vale para todo g € (G, podemos por motivo de conveniéncia trocar g

por g~ 'e obter a expressdo equivalente a,,,-1 = x(g) "ay, Vg, h € G.
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Como no caso 2, consideramos de maneira similar C, ..., C, sendo as classes de

conjugacdo de G com respectivos representantes h, . .

a:Zahxh:ZZalml:*

heG c; lec;

., hg € o conjunto J como antes. Logo

novamente a partir de cédlculos envolvidos no teorema da Orbita e estabilizador, de maneira

similar ao caso 2: , podemos escrever
1
-1
g _— E Agh;g-129N5g
1Z(hy)]
Cj geG

P Wlhj)lZX(gY"”ahjwhw‘l

Cj‘jEJ geG

= ) > x(g) "xghig™!

oer 12 )l 2

Qp,;

No caso em que y~* = 1 tem-se em particular que x| 7(h;) = 1 para todo j, e neste caso
1 -1
o= Z ahj Z ml'gh]g
C; el J
Para finalizar esta subsecdo e resumir os resultados que foram condicionados no decorrer dos

calculos de B“ nas hipSteses sobre y~™ e no grau do complexo, ilustraremos para efeito

didatico esses conjuntos em uma tabela. Vejamos

Grau 27 Grau 2z + 1
x“ =1 Z(KG) = rZ(KG) =
Spang{>_ ghjg ' |7 =1,...,q} | Spang{> xgh;g~'|j=1,...,¢}
9eG geq
X" # 1| Spang{ 3 x(9) "ghjg~" | j € J} | Spang{ X x(9) "wghyg~" | j € J}
9€G geG
h1, ..., hg s@o representantes das classes de conjugagdo (', . .., C, de G respectivamente
J={jlh; € Ciex "|zm,) =1}

4.5.2 O calculo e isomorfismo entre H H?(B) e HH?*11(B)

Analisemos agora as fungdes u* e v*. Dado b € B

u*(b) =

whHlel)=fu(lel)=flelze]l —-1R 1))
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feHOinD(,)

= filz®l—-1®x) (r@l1-1®z)f(1®1)

= (z®1-1®2z)b=2(b)l —1(b)x = xb— bz

v*(b) =  UH1eL)=frle]l)
= 1@ ' @1+2" Qe +...+1@2™ "))
= " '@l+2" a4 ... +1@a™ )
feHomo () ("' ®@1+2"?Rr+... +12" H)fi(1I®1)
= (@'9l+a"P@r4+. . 12" )b
— 2" )+ 2" 2 (D) + ...+ 1(b)a" !
= 2"+ 2" b 4. 4 b
Lembrando que u* e v* possuem como dominio BY em graus pares e fmpares respectivamente.

Para x(g) =™ = 1, nos geradores de B¢, temos:
v (Z :L’gh]-g1> = g1 (Z xghjg1> 142"t (Z xghjg1> x
g9 g9 g
+ ... +1 (Z xghjg—l) 21

g
como

F <Z xghjg—1> vk ZEk#]_ <Z x#ghjg—l> xn—l—k#l
g

g
= (Z x"“(lx)#ghjg‘l) T

—1 1 _
— Zl,k:—f—l(ghg " 1 k)#gh]g 1

g

_ Z X(ghgfl)nflkakJrlxnflfk#ghjgfl

g

= > xlghg )" & #ghig Tt =0

g =0

v* (Z xghjg_1> =0=0v"=0
9

Para o caso em que X~ # 1, tendo em vista que os geradores sdo da forma _ x(¢g) " "zgh;g™ ",
g

segue que

e que de maneira andloga ao caso anterior tem-se

lL'k <Zx(g)—znxghg—l) l,n—l—k =0
g
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isto implica que v* = 0 neste caso também. De qualquer forma v* = 0 e com isso Ker v* = B¢
e Imv* = 0.
Vejamos agora u*. Supondo que ™™ # 1 assim:

(h —in -1 *
— x(g)""gh;g " € Keru
2 Z(h;)] g; !

Cj‘jEJ

= u| > Zahj,|2x(g)"'"ghjg‘l =0

o= 17h,)

- Z 209 2o o) (e ) (0hsg ™)

Cjljed geG
- Z ( Zx “"(1#tghig ") (a#1) = 0
cjlied

= > Za};j, > xtg) " ()H#ghig™!

oes 12l 2=

@h; —in g~ -
= > i X)L ) geghyg ™ = 0

oo 12l 2
= > an(l—x(hy) ) ,Z(lhjﬂx(g)”“‘xaééghjg1 =0

= ap (1 —x(hy)) =0

Logo se an; # 0 entdo de ay, (1 — x(h;)) = 0 tem-se que h; € Kery, com isso temos que
Keru” € o K-subespago de Spany{>_ . x(g9)"™ghjg™ | j € J} gerado pelos elementos
> gea X(g)™ghjg~" onde h; € Kery. Para x~™ = 1 ¢ andlogo, isto é, Keru* é o K-

subespago de Span;{. ., 9hjg~" | j = 1....,q} gerado pelos elementos >_ . gh;g~"

onde h; € Ker y, as contas para verificar isso s3o analogas a menos de ndo ter que carregar o
escalar Y ~""(g), o que ndo interfere em nada nos cdlculos. A imagem de u* no caso x " # 1 ¢

gerado por elementos da forma > x(g) "xgh;g~! para os quais h; ¢ Ker x, pois
g

u' (Z x(g)"'"ghjg”) #0

geG

!

> x(g) xghig (1= x(hy)) #0

geG

1=x(hj) #0 <= x(hy) #1
h; ¢ Kery

[



Cohomologia de Hochschild de Algebras de Hopf de Posto Um 70

de forma andloga, no caso de ™ = 1 temos que Imu* é gerado por elementos da forma
S xgh;g~" para os quais h; ¢ Ker x. Em grau 2i + 1 podemos escrever B na seguinte soma

g
direta
B =Imu* ®W

onde

Spang {32 x(9) "wgh;g | j € Je hj € Kerx} se x ™" #1
9

W:
1

SpaHK{Z «Tgh/jg_ | 7= 1,...,qe hj € Kerx} se X—in -1
g

lembrando que

SpanK{Z X(g)_mghjg_l ’ J e Je hj c KGI‘X} se X—in # 1
Keru* = Y |
SpaHK{Zghjg—l ‘jzl,,qehj EKQYX} se X—’anl
g
temos em ambos 0s casos um isomorfismo de K -espacos vetoriais entre W e Ker u*, sendo este

definido nos geradores de IV por

w — Keru*

>ox(g) "xghig™t — > x(g) "ghig!
g g

assim
. Keru* Keru*
HHY(B) = — % = 22% © Keru*
Im v* 0
HHQHl(B):Kerv*: B¢ :Imu*GBW:W
Im u* Im u* Im u*
logo

HH*(B) ~ Keru* ~ W ~ HH**™(B)

portanto podemos concluir que dim H H*(B) = dim H H*™!(B) o que encerra o teorema.

Voltando ao caso em que y ™ = 1, isto €, quando

HH*(B) ~ SpanK{Zghjg_l |j=1,...,qe hj € Kerx} C B¢ = Z(KG)

g

HH*Y(B) ~ SpanK{nghjgfl |j=1,...,qehj € Kerx} C BY =2Z(KQG)
g

vejamos que podemos reescrever estes conjuntos como (K N)% e x(K N)® respectivamente.

Vamos fazer as contas nos graus pares (€ que de maneira andloga podem ser feitas nos graus
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impares). Vejamos isso através de inclusdes.

Sendo b € Spany{> gh;g~'|j=1,...,qe h; € Ker x} escrevemos
g

b= b > ghig ' =) > bighyg”
J g j 9
Dado I € G temos que [ - b = b, pois b € B®. Também temos
X(ghig™) = x(9)x(hy)x(97") = x99~ )x(hy) = x(1e)x(hy) = 1k - 1k = 1k

segue disto que gh;g~! € N, Vg € G. Portanto b = > b; > gh;g~' € BY N (KN), logo
J g

Spang{> ghjg™' |j=1,...,qeh; € Kerx} C (KN)C.
g

Reciprocamente, dado b € (K N)“ escrevemos

b:Zahh

heN
com 1SS0
Sah=b=g-b=g-> ah="_ anghg™
heN heN heN
fazendo ghg™! = z temos h = g~ 'xg, ou trocando g por g~ ! temos h = gzg~!. Com isso

Z aph=b=g ' - b= Z ang thg = Z Agegx Vg ' €G

heN heN zeN
logo, ap, = agny—1 Vg € G,h € N. Considerando as classes de conjugagdo C; de G' com
respectivos representantes /15, temos
== Y Y wh= Y, Yk
heN CjCN heC; C;CN heCj

e a partir de célculos envolvidos na demonstragcdo do teorema da 6rbita e estabilizador podemos

escrever
Qp; _ 1
* = Z Z0,)] (Zghjg 1) € SpanK{Zghjg "1i=1,...,qeh; € Kery}
CjCN J geG g

Logo (KN)¢ C Spang{>_gh;g~' | j=1,...,q e h; € Ker x}, e portanto vale a igualdade
(KN)Y = Spang{>" ghjgl | j=1,...,q e hj € Kerx} analogamente temos z(K N)¢ =
Span{>_ zghjg! Tj =1,...,qehj € Kerx}.

lgara resumir os célculos de HH"(B) de acordo com as hipoteses impostas para os

calculos destas, fixamos a seguinte tabela
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HH?*(B)
x m=1 Spang{> - ghjg' |i=1,...,qe h; € Kerx} = (KN)“
g9

X" # 1 Span{3°x(g9)""ghjg~" | j € J e h; € Kerx}

g

HH2i+1 (B)
x m=1 Spang {Y xgh;g™' |j=1,...,qe h; € Kerx} = z(KN)“
g

X" # 1 Spang {3 x(9) " "xghig™" | j € J e h; € Ker x}

g
hi, ..., hg sdo representantes das classes de conjugagdo C, .. ., C, de G respectivamente

J={jlhj € Cjex"|zn,) =1}

Vale ressaltar que no caso em que Y ™ = 1 temos que HH*(B) = (KN)“ e

HH?**Y(B) = 2(KN)% sio K-dlgebras comutativas.



Capitulo 5

A Estrutura de Anel

No capitulo 2, definimos o n-ésimo médulo de cohomologia de uma K -dlgebra A com
coeficientes em um (A — A)-bimédulo M, e vimos como isto pode ser obtido por meio da
resolucdo barra de A. Quando M também é uma K-dlgebra, o produto em M torna a soma
direta desses K-mddulos de cohomologia em um anel associativo, dito anel de cohomologia de
A com coeficientes em M. O cerne deste capitulo é calcular o anel de cohomologia de B com
coeficientes em B, também dito de anel de cohomologia de B ou ainda de estrutura de anel de
HH*(B),onde B = A# K G como definido no capitulo anterior e sobre a hipdtese de que " =
1. Para entender do que se trata tal estrutura abordaremos a mesma na proxima sec¢ao, onde sera
definido o produto cup e consequentemente o anel de Cohomologia através da defini¢do cldssica
de Gerstenhaber para uma K-dlgebra. Posteriormente usaremos tais ferramentas para calcular
o anel de cohomologia de B e veremos através do coproduto que este € isomorfo a algebra
(KN)Y @ Kly, z]/(2?). Os principais referenciais teéricos deste capitulo sdo [2], [7], [9] e
[10].

5.1 Produto cup e anel de cohomologia

Seja K sendo um anel comutativo, A e M duas K -dlgebras e M/ um (A— A)-bimédulo.
Consideramos uma m-cocadeia f™ de A com coeficientes em M como sendo um homomor-
fismo de K-médulos do produto tensorial A®™ em M, isto €, f™ € Homg (A", M). Identifi-

0
camos Hom (A®", M) com M. Para cada m temos homomorfismos

§ =0, : Homg(A®" M) — Homg(A®""" M)
f — Om(/f)

73
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onde

5mf(a1 X...Q Clm+1) = alf(a2 X...Q am+1)

m

—f- Z(—l)’f(al ® . ® aiaiﬂ ® e ® am+l)

i=1
+ (=)™ fla1 ® ... @ am) .

com esses homomorfismos temos que o seguinte diagrama comuta para cada m > 0

2 d;kn m
Hom e (A®™ ™, M) —"*~ Homu (49", M)

Hompg (A®™, M) om Hom (A®™"" M)

onde, segundo o capitulo sobre cohomologia de dlgebras o isomorfismo ¢ : Homy (A®™, M) —

Hom 4 (A®™" M) é dado por
e(f)ao ® -+ @ ams1) = apf(a1 @ -+ @ ) Amsa

para todo f € Homy (A®™, M), a0 ® - - ® apmys € A" e

dm . A®7n+2 A®m+l

QW& ... Apy1 +H— Z(—l)ia()@...®a,~ai+1®...®am+1
=0

Com efeito, sendo f € Homg (A%, M) e ay® -+ @ amsz € A2, temos

PO (f)(ap @ -+ @ amya)
= ao(0m(f)(a1 ® -+ @ amy1))ams2
= aO(alf(CLQ R R am-i-l) + Z(—l)z‘f(al K- RK a; Q41 Q- am-l-l)
i=1

—{—(—1)m+1f((11 Q- am)am+1)am+2
por outro lado

dpp1p(a0 @ -+ ® Amya) = Pdpi1(a0 @ -+ @ Apya)

m+1
= o(f) (Z(—l)iao X P01 Q@ @m+2)

=0
m—+1

= Z(—l)zw(f)(ao ® - ® it @ -+ @ Gpp2)
=0

m

= o()aom @+ @ amia) + Y (~1)'p(f)(a0 @ -+ © 441 @ -+ @ aya)

=1
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+(_1)m+190(f)(a0 DY am+1am+2)

= apa1f(a2 ® -+ @ Qpi1)Amio + Z(—l)iaof(al R @A Q@ Apyr1) A2
i=1

—f—(—l)m—s—laof(al ® @ ) Uppg1 G2

= ap(a1f(a2 @ @ ami1) + Y (—1)'fla1 @+ @ ;a1 ®@ -+ @ A1)

=1
+(_]‘)m+1f<a1 K& am)am—l—l)am—i—Q
de resultados do capitulo sobre cohomologia de dlgebras tinhamos que a sequéncia

0 —— Hom e (A%, M) —s Hom 4 (A%, M) —2~ ...

era um complexo, assim de acordo com a comutatividade do quadrado que mostramos a pouco,

temos também que a sequéncia

0 —= Hompg (A%, M) 22~ Homg (A", M) 2~ ...

¢ um complexo, 10g0 9,19, = 0. Como consequéncia disso, esses dois complexos possuem
as mesmas cohomologias. Assim H™(A, M) ~ Z™(A,M)/B™(A, M) onde Z™(A, M) =
Kerd,, e B™"(A, M) =Imdp,_1.

A multiplicagdo de M induz para cada m, n um homomorfismo denotado por — e cha-
mado de produto cup de Hom g (A®™, M) ® Homy (A®", M) em Homy (A", M) definido
para f™ € Homg (A®", M) e g" € Homg(A®", M) por:

—: Hompg(A®", M) @ Homg (A®", M) — Homg (A" M)
fmegt — = (["eg") =" —g"

onde
ff—d"(m®.. 00, b1 ®...0b,) =M1 ®...®a,)g" (b1 ®...®0b,)

consideramos

@HomK(A@)n, M)

n>0

Com o produto cup esta soma direta se torna uma K -dlgebra graduada pelos inteiros. Vale

também a igualdade
O(f™ —g") = (0f™) — g" + (=1)" ™ — (3g")
vejamos:

I(fm — gk)(al Q. QU @ U1 D ... ® Aot1)
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=a f" — gk(a2 ® ... ® Gprkt1)
m-+k

+ Z fm ~ g (al ® ... ® G4 D ... & Amtor1)
+(_1)m+k+1fm — g*a1 ® .. © Unk) Ak
= a1fm(02 K...Q8 a’m+1)gk(am+2 R...Q am+k+1)

+ Z a1 ®...® A; Q41 X...0 am+1)gk(am+2 ®...® am+k+1)

+ Z D™ M ® ... ® am)gk(aerl ® ... ® Ungilmtit1 @ - @ Upyps1)
+(_1>m+k+1fm( GQ®...0 am)gk(amH ®...8 am+kz)am+k+1

por outro lado

((6f™) = g" + (=1)" ™ — (66")) (a1 @ ... ® Apmynia)
= ((0f™) = g1 @ ... @ amir) + (1) F" = (69")) (1 @ ... @ ameni)
=0f™a1® ... 0 ami1)G" (Ami2 @ ... @ Gmyrs1)
HED M ® . ® am)ég’“(amﬂ ® ... ® A1)

=larf"(a2 ® ... ® amy1) +Z )M ® .. ® a1 @ @ Apyr)

+(=1)" M ® ... ® am)amﬂ]g’“(amﬁ ® ... @ Upykt1)

+(-D)" M ®...® am)[am+1gk(am+2 ® . @ Apyger1)
k

+ Z(—l)igk(amﬂ ® ... @ UgiCmtiv1 @ - .o @ Amykt1)

+(_1>k+1gk(am+1 ® ... @ Amik) Ut k1]

a ultima expressao depois de feita a distributiva ird cancelar alguns termos chegando na ex-
pressido desejada. Com isso, se f™ € Z™(A,M)e ¢g" € Z"(A, M) entdo f™ — g¢" €
Z™mt (A, M), pois

S(f™ = g") = 0f™ g (FD) T = b =0 — g (<) = 0= 0

assim Z*(A, M) = @ Z"(A, M) é subanel de € Homg (A%", M), de fato, pode-se verificar
que Z*(A, M) é fec}il?io para a diferenga e tam%?:(r]ll vale que (1) = 0, para este dltimo basta
observar que para & : M = Hom(A®", M) — Homy (A®", M), tomandom € Mea € A
temos &(m)(a) = am — ma, logo §(1)(a) =a —a = 0.

Se tivermos a condic@o de que f™ € B™(A, M) ou g" € B"(A, M) entdo f™ — g" €

B™*™(A, M), de onde concluimos que B*(A, M) = @ B"(A, M) é um ideal de Z*(A, M).

n>0
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Com efeito, suponhamos o caso em que f™ € B™(A, M), ou seja, f™ = §f™! para algum

fmte HomK(A‘@m*l, M)eg, € Z"(A, M), o outro caso é andlogo, com isso

—~—

fre gt =0T g (1) Gag” = O — ")
0
Teorema 5.1 Sendo

Z*(A,M)/B*(A, M) = P Z"(A, M)/ P B"(A, M)

n>0 n>0

H*(Aa M) = @(Zn(Aa M)/BH(A, M))

temos o seguinte isomorfismo de K-moédulos

Z*(A,M)/B*(A,M) — H*(A,M)
(20) + BY(A,M) +—— (2, + B"(A,M))

Demonstracao. Definamos

N
() — (z)

com 1sso

(a,) €EKer <= 0((an)) = (a,)=(0) < a,=0Vn

< a, € B"(A,M)VYn < (a,) € B*(A, M)

logo Ker = B*(A, M), também 6 é sobrejetor, pois, se (z,,) € H*(A, M) entdo (z,) =
0((zn)), logo pelo teorema do isomorfismo

ZAM) o ZAM
Kerf B*(A,M)

l

H*(A, M)

O
Podemos entdo definir o produto cup de elementos de H™ (A, M) e H"(A, M) escolhendo
representantes arbitrarios em Z" (A, M) e Z"(A, M) respectivamente. A multiplicagdo serd
novamente denotada por — e torna H*(A, M) ~ Z*(A, M)/B*(A, M) um anel associativo,
chamado de anel de cohomologia de A com coeficientes em M.
Obs: A estrutura de anel de H*(A, M) induzida pelo isomorfismo do teorema 5.1 é dada expli-
citamente por

(Zn) + (W) = (20 + wn)
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ecomo Y Z, Y W = Y. Z, — Wy, temos

(Z0)(Wn) = (Z m)

i+j=n
Com o propésito de calcular o anel de cohomologia de B, serd necessario encontrar

resultados que permitam passar de um complexo ao outro até chegar em um que seja adequado

aquele dado pela definicdo, isto €, o produto cup sobre @ Homg(B®", B). Vejamos isso
n>0
através dos resultados que seguem.

5.2 Outras duas resolucoes D-projetivas
para A = K|x]/{(x")

Uma K-base para A = Klx]/(z") € B4 = {l,z,...,2" '} e para KG é fxc =
{9 ] g € G}, logo uma K-base para B = A#KG é g = {2’g | j=0,...,n—1e g € G}
e para B®" é f = {27'g, ® ... @ aImg,, | 2%ig; € Bp}. Agora podemos particionar a base (3
através dos subconjuntos 3, dados por:
By={2"01® .. 02" g | G192 Gm =g}

denotaremos o K-subespago gerado por 3, por (B®™),. Para m + 2, temos que

(B®m+2)g = Spang{aogo @ ... @ Ami1gm+1 | @i € A, gi € G e goga - - - Gm+1 = g}

Segue que temos a seguinte soma direta de K -subespacgos

m—+2 m—+2
B¢ = @ (B® )g

geG

m—+2 .
onde denotaremos (B®" "), por D,,, ou seja,

D,, = Spang{aggo ® ... ® @pmi1gms1 | @i €A, g€ Gego...Gmi1 =1}

consideramos agora a resolugdo barra de B construida de forma andloga visto em (2.1) e que

denotaremos por

Bt _0.pe* 9. pe . p 0

temos que Im((5|(3®m+2)g) C (B‘X’mﬂ)g, com efeito, sendo aggo ® . .. ® Umi1Gmi1 € (B®m+2)g

(vale go . .. gm+1 = g), temos:

m

6(aogo ® ... ® Gmy1Gms1) = Z(—l)iaogo @ ... ®a;gi0i+19i+1 @ ... @ Amy19m+1
i=0
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Z(—l)iaogo ® ... ® (a;%i11)9i9i11 @ - - @ Gni1Gmi1
=0

€ como go . .. (gigit1) - - - gm+1 = ¢ vale o mencionado. Também devido ao fato de que (B); =

Spang{aogo | go = 1} = A, entdo a resolugdo barra de B induz o complexo

Ol (pe?y, ml(sey,

——(B®"), —(B*); — B, ~ A——0

l(B® )1

—(B*'),

ou reescrevendo

8|py d|py #lpg

D, D, Dy A 0 5.1

Os K-subespacos D,, sio D-médulos, com efeito, B é B*-médulo e temos a aplicacido
inclusdo D-linear D <= B¢, assim B®""* é D-médulo por restricdo de escalares. A acdo

de D em B®""” é dada por

D x B®"" — BT
((CL ® b)g, a0go & ... & am+lgm+1> — (ag ® gilbg_l) ©0090 @ ... & Amy19mt1

onde temos

(ag®9 bg™") - aogo @ ... @ Ams1gmra
= ag(aogo) ® 4101 ® ... @ tmGm @ (Ami1gmi1)? by~

= (a%0)9g0 ® a191 ® ... ® GG @ (@317 (7 ) gmr19 ™"

No caso em que aggy ® ... @ Gmi1gms1 € D teremos que (ag @ 9 bg™') - aggo @ ... ®
Umi19m+1 € D Pois (990)91 - - Gm(Gm+197) = 9(go-- - gmi1)g™' = glg™ = g9~ = 1.
Sendo entdo D,, invariante sob a agdo de D, temos que D), possui estrutura de D-modulo.

Vejamos agora que as aplica¢des d|p,,,, : Dmy1 — Dy, sdo D-lineares

5|Dm+1<< a® b)g "a0go @ ... & am+lgm+1)
= 6(ag(aogo) ® ... ® (Ami1gms1)? bg~")

= (ag(apgo))ai1g1 ® azg2 @ ... ® (@m+19m+1)gilbg_1

m—1

Z )'ag(aogo) @ ... ® aigi(ait19i+1) @ .- @ (ams1gmr1)? by~

—l—(—l) ag(aogo) ® ... ® amgm((amﬂgmﬂ)g_lbgfl) =

a associatividade de B em (ag(aogo))argi = ag(aogoa1g1) € amGm((Ami1gmer)? bg™') =

1 _
(amgmam+1gm+1)g bg lmostra que
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* = (a®b)g-apgoa1g1 ® ... R Apmi1Gm+1

m—1
+ (a®b)g- (Z(—l)iaogo ® ... ®0aigitit19i4+1 & ... @ am+19m+1>
i=1
+ (_1)m<a ® b)g * Apgo & a1g1 K...Q A GmAm+19m+1

= (a®Db)g-9d|p,,, (090 ® Ami19m+1)

logo (5.1) é um complexo de D-mddulos, isto &, d|p, d|p,,.,, = 0. Agora tomemos a €

ero|p C 1, pOdemos escrevera:a—l— onde I~ , ASS1m
Ker d|p,, C (B¥"),, pod Oonde 0 € @ (BE"™),, assi
g71

0 =90|p,,.(a) =6|p,,(a+0) =(a)

segue da exatiddo da resolucdo barra de B que a € Im 6, logo existe a,,41 + a;, | € B®""? =

D1 D (@ (B®m+3)g> tal que a = 0(ami1 + al, 1) = 0(@mt1) + 0(a), ) € Dy,. Como
g7#1

a componente §(a’, ;) € Dy, N @ (B¥"), = 0entdo a = §(amy1) = 0|p,, ., (@my1) € 2
sequéncia induzida nos médulos lg)ii ¢ exata em cada grau m > 0. Também y|p, : Dy — A
é sobrejetor, pois dado a € A, temos, a = al = (a'¢14)1¢15" = p(alg ® 1alg). Logo (5.1)
¢ exato e para ser resolu¢do D-projetiva para A falta verificar que os D-mddulos sdo projetivos

sobre D. Tem-se que

(4.3)

B ~p. B @i BY" D@ @, B®"

como dim A = n e dim KG = |G| entdo dim B = n|G| e dim B®" = (n|G|)™, denotando

(n|G|)™ por N temos B®" ~ K assim temos os isomorfismos de D-médulos a esquerda
DY @ B®" ~p D9 @ KN ~p (D9 @k K)N ~p (D)W ~ ) DEN

logo B®™" § livre sobre D, e consequentemente D, = (B®m+2)1 € projetivo sobre D, pois é
somando direto de B,
A resolugdo barra de A é compativel com a acdo de D = A°#KG dada pela acdo

usual de A° e agdo diagonal de G sobre o produto tensorial A®™, a saber
(a®b)g-a1®as® ... ay, =al%a1) ®%®...® (Ya,)b
vejamos por exemplo que

(c@d)h-((a®b)g-a1®...Qay,) = (c@d)h-al®a;) ®@%® ... R (%a,)b
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= Ma(%a1)) @ May @ ... @ ",y @ "((%am)b)d
por outro lado

(c@d)h(a®@b)g) a1 ®...Q ap,

(c®@d)(a®bhg) a1 ® ... ap,

(c@d)("a®@"™)hg) a1 @ ...® ap,

:(cha®hbd)hg-a1®...®am

h h h h hg, h
= c"a"a; @ Yas ® ... QR Ya,,_1 Q Ya,,"bd

também denotando por ¢ os diferenciais da resolugdo barra de A, isto é,

5 . A®m+2 A®m+1

AWR ... Qamir — Y. (—1Diag® ... ® ajai1 @ ... @ Ay
i=0

temos que estes sdo D-lineares, com efeito, sendo (a®b)g € De ag®as®. .. Qa1 € A®m+2,
temos

(a®b)g-0(ag® ... ®ams1) = (a®b)g - Z(—l)iao ® . ® a1 R . @ Ay
i=0

m—1
= (a®@b)g-(apa1 ® ... @ a1+ P (~1)'ag @ ... ® a:0:41 @ ... @ iy
=1

+(=1)"ap ® ... ® pamy1)

m—1

= ag<a0a1) ®X...Q 9am+1b + Z(—l)iagao ®X...Q0 g(aiaiﬂ) X...Q 9am+1b
=1
+(=1)"a%0 @ ... @ Aamami1)b

por outro lado

((a®b)g-ay® ... R ami1) =9 (0% @ ... R %41b)
m—1

= (agao)gal ®X...Q gam+1b + Z(—l)iagao ®...Q0 ga,;gaiﬂ XR...Q g(lm_Hb
=1

+(—=1)"a%0 ® . .. ® Y4, %110

com isso pelo lema 4.5 a resolugdo barra de A se torna D-projetiva. Podemos também definir

para cada m fungdes D-lineares

Pm D,, —y AP

aggo @+ Q Umy19my1 > Gp @ Pa; @ ... QI 1y
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tendo consequentemente um morfismo de complexos entre as duas resolugdes projetivas sobre

D que haviamos mencionado, isto &,

AP 0 A 2 A9 0 Q) 0

N

Dy—2 oD~ oDy A—>0

Para fim de conclusées posteriores a respeito da estrutura de anel de cohomologia de B, vale
ressaltarmos que existe um isomorfismo de B°-mddulos envolvendo os D-mdédulos D,,, a saber,
a: BT — B°®p D,
a0go ® .- ® ami1gmi1 — (1®go. . gm1) © (@0go @ ... @ AmGm @ Amsr ' -9 ')

com inversa dada por

®m+2

ail : Be ®p Dm — B
(b,1 X bm+2) X (bg ... bm+l) — b,160 X bl ®X...Q bm X bm+1bm+2

5.3 Os morfismos de complexos ¢ e 1) e 0 produto cup em
BG

Escrevendo a resolugdo barra de A por

A 0 AR 0 pe B Y 0 (5.2)

Temos duas sequéncias de fungdes que sdo morfismos entre os complexos (4.4) e (5.2), a saber,
essas cadeias sdo dadas pelas fungdes ¢'s e ¢’s definidas em (3.5) e (3.4) e torna o seguinte

diagrama comutativo

LN/ Ry By Ny

ol el -k

A° A° A° A 0

u v u “w

Passando o funtor contravariante Homp,(_, B) neste diagrama comutativo e tendo em vista o iso-
morfismo Homp(A¢, B) = Homue (A%, B)® ~ BY que denotaremos por 7, temos o diagrama

comutativo

0 — Homp(A¢, B) 2~ Homp(A®®, B) —~ Homp (A%, B) 2~ . ..

ws“m’s wi‘HQﬁ %Haﬁ

0 —— Homp(A°¢, B) —— Homp(A¢, B) —— Homp (A, B) —— - - - (5.3)

u v u
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Vale lembrar que ao definirmos as funcdes ¢'s e 1)'s, vimos que para cada m > 0, v, era inversa
a esquerda de ¢,,, isto &, 1,0, = 1, logo ao passarmos o funtor contravariante Homp(_, B)
temos que ¢; " = 1* = 1, ou seja, ¢;, € inversa a esquerda de ;. O isomorfismo 7 :
Homp (A€, B) — B é dado por n(f) = f(1®1) e suainversan~' : BY — Homp(A°, B)
é dado por 7! (a) = f,, onde f,(1 ® 1) = a. Vejamos agora o teorema que € 0 cerne e encerra

o presente capitulo

Teorema 5.2 Assuma que X" = 1 e seja N = Ker x C G. Existe um isomorfismo de dlgebras

graduadas

HH*(B) ~ (KN)® ® K[y, 2/{2?)
onde graude y é 2 e graude z € 1.

No capitulo que diz respeito a cohomologia de dlgebras foi mencionado isomorfismo
entre Hom e (X, M) e Homg (X; 2, M) onde A era uma K-dlgebra, X; = A®" ¢ M um
(A— A)-bimédulo. O mesmo vale para o caso em questdo, onde A = K [z]/(z") e consideramos

B no lugar de M, isto é, Hom . (A%, B) ~ Homg (A%, B). Esse isomorfismo é dado por

o: Homyu (A®" B) — Homg (A%, B)
f — a(f)

e onde o(f)(a®) = f(1 ® a® ® 1). Sua inversa é dada por

o' Homg(A®,B) —s Homyu (A% B)

g — o (9)

onde 071 (g)(ap ® ... @ ajy1) = ap ® aip1 - g(ay @ ... ® a;). Novamente vale reforgar que
no capitulo sobre cohomologia de dlgebras esse tltimo isomorfismo foi provado no caso geral,
com outra notagdo.

Como temos acdo diagonal de G em A®" e acdo de G em B dada por ¢ - b = gbg ™!,
entdo pela proposi¢do 4.3, G age nos conjuntos de fungdes Hom - (A%', B) € Homg (A%, B),
temos que o isomorfismo ot preserva a acdo de G. Com efeito, tomando f € Hom K(A®l, B),

gGGev:a1®...®al€A®l,tem0s

(9o (e ' Nac@v@a) = glle g™ (ao®@v @ a))]g™"

= gl N @@ v a)lgt

1 1 1

= g7 ao)f(7 0)(" ws1)g =%
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lembrando que g(9 'ag) = (149)(9 ‘ap#le) = 199 ‘ap#gle = ap#tg = apg e que g 'ay ) =

(10~ a1 #16) = 19 49~ 16 = 7 #g™" = (7 'aiy1)g", podemos escrever

x = aogf( 0)g e = ao(g> f(©)ar = o (g> a0 ® v ® ar)

comisso gi> (071 f) = o' (g f) e como consequéncia deste fato temos que o isomorfismo 0!

preserva G invariantes, isto é, Homy (A®', B) ~ Homu(A®", B) = Homg(A®", B)¢ ~
Hom 4e (A®i+2, B)€. Sendo assim em grau i temos a sequéncia de funcdes K -lineares

=! ¥3 i+2 i+2 o i
BY =~ Homp(A*, B) == Homp(A®™, B) = Hom: (A®™, B)Y === Hom (A®', B)©

e como haviamos anteriormente verificado a comutavidade do diagrama para cada m > 0

m—+2

Hom 4 (A%, M) Hom 4 (A", M)

| |

Homy (A®™, M) Homg (A", M)

temos ainda a comutatividade desse quadrado nos invariantes desses médulos, isto €, o diagrama

m—+3
Y

Hom - (A®™" M)C Hom 4 (A®

T |

Hom g (A®™, M)“ Homy (A®™", M)¢

M)G

comuta para cada m > 0. Sendo Hom e (A®™" M)¢ = Homp(A®""" M), temos que o

diagrama (5.3) tem incluido mais uma familia de fungdes de cadeia o como segue

O—>I’IOH’1K(14®O7 B G_>HOmK(A®1,B)G—>HOmK<A®2, B)G—> N

)
(47, B)

0 —— Homp(A¢, B o HomD(A®3,B)L)HomD(Aé@‘*’B)L)...
Ch

waH ; w;“w wsuqs; (5.4)

0 —— Homp(A¢, B) — Homp(A¢, B) — Homp(A¢, B) —
Zl"] Zlﬂ gl'r}
0 B¢ u BG v B¢ u*

De acordo com o capitulo anterior vimos que as cohomologias de Hochschild de B
podiam ser calculadas através das cohomologias do complexo da linha inferior do diagrama
anterior, isto é, no complexo com os médulos B, porém a defini¢cio de produto cup usado
para calcular o anel de cohomologia de Hochschild de B é dado em termos da resolugdo barra

de B. Vejamos que o produto cup sobre o complexo induzido da resolucio barra de B pode
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ser definido a partir da linha superior do diagrama anterior, no sentido de que o produto cup
2 . . ~ m—+2 .
serd preservado. Para isso consideramos a fun¢do p,, : D,, — A®" ", o isomorfismo « :

+2 . ~ . .
B¥""" — B°®p D,, como definidos na secdo anterior e os isomorfismos

B: B —> Hompe(B°,B)

c — fe
onde f.(a ®b) =af.(1®1)b= ach
o: Homp(B®"" B) — Homg(B®",B)
g — a(9)
onde 0(g)(ap®@ +  Rapm1) =9(1Rag® -+ a,,—1 ® 1), com inversa
o~ ': Homg(B®",B) — Homp.(B®"" B)
h — o(h™h)

onde 071 (h)(ag ® -+ @ tppy1) = apo (a1 @ -+ @ ayy) Ay 1. Analogamente temos definidos
isomorfismos ¢ e ¢! entre Homp(A®""™ B) = Homue(A®""", B)¢ e Homg (A®", B)C.
Segue diretamente dessas fungdes ou das respectivas imagens depois de aplicados em funtores

covariante e contravariante do tipo Hom(,) que temos o seguinte diagrama

Homy (A®™, B)¢ r Homy (A" B)¢
o1 o1
Homp(A®™" B) r Homp(A®™" B)
Pm Pra+1
Homp (D, B) i Homp (Dyni1, B)
B 8.
Hom (D, Hompe (B¢, B)) — > Homp (D41, Hompe (B¢, B)) (5.5)
0 0
(1®8)*
Hompe(B* @p Dy, B) Hompge (B® @p Dyni1, B)
Homgp. (B, B) ~ Homp. (B®""* | B)
Homy (B®", B) r Homg (B®""", B)

onde # é o isomorfismo de adjungao e é dado por

0(f)((b1 ®by) @ (a1 ® -+ ® tmya)) = (fa1 @ -+ @ Amya))(by @ by)
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Afim de verificar se o produto cup através do complexo inferior do diagrama de onde vem
sua defini¢do original € preservado ao calcularmos o mesmo através do complexo induzido da
resolucdo barra de A, ou seja, aquele da linha superior, busquemos agora calcular a composta
dessas fungdes que denotaremos por 7, isto é, 7 = oca*08,p;,0. Dessa forma, sendo f €

Homg (A" B)%ea19, ® ... ® amgm € BE", temos

00 080 () 0101 ® ... © tmgim)
= 08050 )1 ®a1g ® ... R Gpgm @ 1)
= 0Bpno (o
= 0850 (N1 ®g... 9n) (1 R0 ... ® A @ 1g, 0. g7 )

= Bpio M H1®a1g1® ... @ amgm @19, ... g N1 @ g1 .. gm)

<1®a1g1®®amgm®1)

= B (N1 Qag © ... @ angn @1g," .97 1@ g1 gm)
= P (N1 Qag ®. .. ®angm ©19," - 97 )g1 -+ Gm

= o' (fpm(1®@ag @ ... ® angm @ 1g," .. 97 )g1 - - - Gm

= o {(NH1®'a®@%®...0 %" )g ... gn

= flag®%as @ ... 99" la, g1 ... gn

resumindo temos que

()11 ® ... Q@ amgm) = fla1 @ Ta @ ... @994, ) gy . . . G

Podemos verificar que 7 possui inverso a esquerda, para vermos isso basta observar que a in-
~ . +2 P . < . . .
clusio i,, : A®™"" — D,, é uma inversa a direita de p,,, com efeito, dado ag ® ... ® a1 €

m—+2
A®"" temos

Pmim(a0 ® ... @ 1) = pmlao @ ... @ apmyr)

= pm(al ®...®ap11)

= (M ®'%u®... 0" ana)l-... -1

= a0®...®am+1

sendo assim p,,i,, = 1, passando o funtor contravariante Homp(_, B) nesta identidade, vale
i* ph, = 1* = 1. Dessa forma sendo 7 = (ca*0f,)p:,0~" definimos w = oi* (ca*0B,) ! e

com 1SS0

wr = oit (ca*0B.) H(oa8B,)plo t = gif plot =olo !t =1
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também temos que o diagrama anterior onde foi definido 7 comuta, isto é, o diagrama

Homy (A" B)¢ 2~ Homy (A", B)¢

Hom (B®", B) —>— Homg (B®""", B)

com efeito, tomando f € Homg(A®™ " B)%ea191 ® ... ® ami1gmsr € BE"" ', temos

76" (f)(a1g1 @ ... @ dmi1Gmt1)
= (e ®Tas ® ... Q"I 1)g1 . .. Gm+1
= [o(a1 ®@%Tar ® ... @M I i1)G1 - .. Gt
= fla1%'a @ a3 @ ... Q@ I Ima,, 1 +

i+1 Gi— ..Gi
(-1) 41 X...x% g1.--9 laigl gCLH_l X...Q0 g1 gmam+1)g1 - Gma1

17'ay @ a3 @ ... @I 1) g1 - Gt

|
M 210

U
N

i+1 i Gi-1Gi
(_1)Z+ f(al ® %y ® ... QNIi-1g9-9i-19g, | @ . . Q% gmam+1)gl Ot

(2

por outro lado

ST(f)(a101 ® ... @ Ami1Gmy1)

= 7()0(a1g1 @ ... @ Gmy1Gmst)

= 7(f) (Z(—l)iﬂalgl @ ... ®0;giit19i+1 @ ... & am+1gm+1>

=1

= 7(f) ( (D) a1g1 @ ... @ (a%ai41)gigi1 @ ... @ am+19m+1)

=1
= Z(—l)”lT(f)(algl ® ... ®(a;7i11)9igit1 @ - - - @ Ay 1Gm+1)
i—1
= fla1"a; ®9Pa3 @ ... @9 Ay 11)g1 - - Gma1 +
Z(—l)iﬂf(al ®%ag @ ... @I aTai) @ @I I 1)1 - G
i—2

= f(algla2 ® 9192a3 R...0 g1.-~gmam+1)gl e Gma1 +

m

1+1 e Gi— Gi—19i eGm
E ()" fla1 ®Tay ®@ ... @I-9-1q 9 9=, 1 @ ... @I 11) g1 - . Gt
i=2

vejamos também que 7 preserva o produto cup na cohomologia dos complexos Homy (A%, B)“
e Homy (B®®, B). Consideremos g € Homy (A®", B)Y, h € Homg (A®"  B)¢ea1g1 ®...®

m+n .
UminGmin € A%, assim
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T(g ~ h)(algl X...Q am—l—ngm-i-n)
= (g ~— h) ((ll X 91a2 ®...Q g1...gm+n71am+n)gl - Jm+n

= (a1 ®%a @ ... @9 a, ) h(!Iap 1 @ @I Ny, )Gy G

por outro lado

T(Q) ~ T(h)(&191 ®...0 am+ngm+n)
= T g) (algl &...Q0 angn)7—<h) (an-i-lgn-i-l ®...0 am+n9m+n)

= g(a1 ®%as @ ... I I 1a,)g1 ... gp

>

(
(
(Ap1 @Iy 10 @ ... @ Intt=Imin=lg  VGni1 - Gman
= gla1 ®@%a ® ... @ a,)g1 ... gy

(

haps1 @ 9"y 0 ® ... @ InttImin=ig (g .. .gn)_l(gl e Gn)Gnt1 - - Gmn

= %

segue do fato do produto de G em B ser induzida do produto de D, isto é, g - b = gbg~!, da

acdo diagonal de G em B®" e também que i € Homp(A®", B) é G-linear, que temos

* = gla1 ®@%"a® ... @I a Vg1 ... gn
(g1 @ Iy o @ L@ IFIMA g )G GnGnd - - G
= g(ag ®%ay ® ... QI I"g,)
hgr--gn - (ns1 @I"Map0 @ ... @ InFLImtn—lg g1 .. GnGntl - - - Gman

— g(a1 ® 91a2 R...Q 91~~~gn71an)h<g1mgnan+l R...® 91~~~gm+n71am+n)gl e Gman

Também ha uma relacdo entre os diagramas (5.4) e (5.5), com efeito, podemos relacionar os
complexos Hom g (B®™, B) e aquele formado pelos B¢, ambos que podem ser usados para o
calculo das cohomologias de Hochschild de B, a saber, de acordo com as fung¢des anteriormente

definidas temos em grau m entre complexos a seguinte composi¢ao de fungdes

-1 w;kn n o m T m
B¢ 7’—2> Homp (A€, B) <_7> Homp (A®" " B) —Z=Homg (A®", B)Y ——= Homg (B®", B)

5.4 O calculo do produto cup em B¢

Tomamos a,b € B¢ elementos de graus 2/ e 2m respectivamente, assim o1}, f, €

Hompg (A%, B), o3, f, € Homp (A®™", B)C e 03, fo — o, f, € Homy (A B)S.
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Usando as fungdes o~ e P3(m) definimos em BY o produto cup entre a € b por

a—b:=fo— fi1®1) = oo (0V5fa— 05, fo)(1® 1)
desta forma temos
a—b = fo— fL(1®1)

= Qb;(erl)O-il(O’w;lfa ~ O-w;mfb)(l ® 1)

= o o f. — V5 o) P2(4m) (1 @ 1)

= U_1<0-w;lfa ~ Uw;mfb) (Z 1® " RELR ... X xil+m+1)
I

= Y o N osfu— 0P, fi)(10 "R, @rait) =«
1

onde I = {iy,. .., iigme1 | i1+ A ipmpr = ((+m)(n—1); i1, .. igm > 15 dpmer > 0},

assim

* = Z(l ® xil+m+1>(0w;lfa ~— Jw;m,fb)(w“ ® €T ® o ® .Til+m ® SC)
I
=1 Z oy fa(rt @z ® ... @z @ x)ovs, f(z' ® ... @2 @ x)ztm
I

= ) Yf(l®r"®.. @@ 1), Al @, @t @z 1)z
I

= Z fba(1®27 Q... 02" @z @ 1) fitham(l @ 29+ @ ... @ 2tm @  ® 1)gl+m+
1

= Z fa(l @zt gitl) (1 @ pintl || giem+l)gieme
I

de todas as solugdes em / s6 uma delas resulta em parcela nao nula na soma em questdo, a saber,
ih=...=fdpm =n—1¢elyme1 = 0,0ousejaa (I +m+ 1)-upla (41, ..., %4m, brmr1) =
(n—1,...,n—1,0). Com efeito, comegando com esta ({+m+1)-upla, se aumentarmos mesmo
que em uma unidade qualquer uma das varidveis, para manter a soma delas constante € preciso
diminuir também uma unidade de uma outra, mas isso € suficiente para que a correspondente
parcela se anule, pois parai; <n—1=i;+ 1 < n,assim, 2™ = 02" + 2%t e it =0,
pois corresponde ao quociente da divisdo por z". No caso de 7; = n — 1 tem-se g+ = gn

e pelo algoritmo da divisdo 2™ = 1 - 2™ de onde o quociente é 1 ¢ entdo 2" = 1. Temos

a—b = fo— f(1®1)=f,(1@s0-D+1  g0-D+1)f (1@ ph-D+1  gh-1)+1)0
= fl@z".. . 2" f(lex".. . 77)a°

= f(1®1)f(1e1)=ab
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Consideremos agora a,b € B“ um em grau par e outro em grau impar, isto é, em graus 2/ + 1

e 2m respectivamente, com isso

a—b = ¢§(m+l)+10_1(mv/};l+1fa — o5, fo)(1®1)
= 071(U¢§l+1fa ~ U¢§mfb)¢2(m+l)+1(1 ® 1)

- Z o oy 1 fo— o, f)(1@r®@a" ®@... @z trm+) =x
T

onde I = {iy,...,lqpms1 | i1+ A dpmpr = ((+m)(n—1); i1, .. igm > 15 dpmer > 0},

assim

o= Y (@) (opy, fo— oy, )z @2 © . @ 2w @ 1)
I

= Y (l@atma)ogy, folr @2 ® ... 2" ® 2)oys, fla™ ® ... @zt @ z)
I

= S U flor®r .. . 0 0rel)-
I

Vs (1@ @ ... ® i @ @ 1)xierm+

= Zfa%lﬂ(l@x@x“®...®xil®x®1)'
J;

fbem(l R ® ... @™ Qr® 1)xi(z+m)+1

1-1
= E fa ( g o* @ ptTh gt .xil“) fo(1 @ g+l | gitemt1)plmss
T k=0

- Z fa(l ® xi1+1 e xil+1>fb<1 ® xil+1+1 . mil+m+1)xil+m+l
1

como no caso em que a,b € BY estavam em graus pares, temos de forma andloga que a tnica
solu¢do que resulta em parcela ndo nula no somatdrio € para o caso em que ¢} = ... = i1y, =

n — 1€, = 0, assim teremos novamente
a—b=f,121)f,(1®1)=ab

Por fim vamos analisar o caso em que a,b € BY ambos em graus fmpares, sejam estes, graus

2l + 1 e 2m + 1 respectivamente. Assim

a—b = ¢§(l+m+1)0_1(0¢>2kl+1fa — 031 f5) (1 ® 1)
= 071(01@”1]‘}1 ~ Uw§m+1fb)¢2(l+m+l)(1 & 1)

= Y 0 o¥hfa = oY (1@ @1 e .. @r o) =«
1
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onde I = {i1,... i 4meo | L1t Flpmee = ((Am+1)(n—=1); i1, ... deme1 = 1; Gpmee >

0}, assim
T Z(l ® xil+m+2)(0¢;l+1fa ~ U@/’;mﬂfb)(xil RIR...Q M ® x)

1
= D ot fu@" ©r© . @ a0y, filr @ 2 @ @ gttt © g)giten s
I

- Z¢;l+1fa(1 RI"R...I ® 1)
I
¢;m+1fb(1 QIR ®...Q0 ™1 Rz ® 1)xiz+m+2 .
- Zfa%lﬂ(l RIN®... QM ® 1)
I

Fobomi1(1® 2 @2 ® ... ® 2Hm+ @ g @ 1)zitm+?

11—1
= E fa g Ij ® xilfjflxl—‘rig . x1+il+1
I 7=0
1-1
1o E I ® ol i+l pimtl | plme2
k=0
11—1
= g E @ I i1 RS ot ; 1Y,.i _
—_— fa x] ® T 1—J x22+ . .T”+1+ fb(l ® xll+2+ L. le+m+1+ ).T I+m+2 — * %
I j=0

Para que a contribui¢cdo de uma respectiva solu¢do seja ndo nula no somatério em questao,
devemos ter iy >n — lpara2 <k <[+ m+ 1. Comefeito,se iy <n —lentdoip +1 < n
e com isso pelo algoritmo da divisdo teremos z*t! = 0 - 2" + 2%*!, assim z++1 = 0. No
caso em que i, > n — 1, isto &, i, + 1 > n podemos escrever x* ! = g#+1="" e com isso

rirtl = g% *t1=n Consideremos o conjunto I’ = IN{iy >n—1|2 <k <I+m+ 1}, com

18s0
**k
i1—1
— g fa § x) ® xu—]—lxzz-i-l—n o :L,Zz+1+1—n fb(l ® I,Zz+2+1—n N .le+m+1+1—n)le+m+2
I =0
i1—1
= E fa g xj ® $(i1+"'+il+1)+l(1_")_(j+1) fb (1 ® x(il+2+---+il+m+1)+m(1—n)) l‘iH‘m"'Q
I’ j=0

11—1
= 3N ful @ 1)l RO f (1 g 1)l i ) it
I j=0
= Xk k%
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Temos que f,(1 ® 1) = ae fo(1® 1) = bsendo a,b € B® em grau {mpar, isto €, a,b €

(K N). Assima € Span{>", o x#hgoh ™'} eb € Spang{>_ . v#sgps '} onde g,, g, sd0
representantes das classes de conjugacdo de G. Denotando (i;+. .. +741)+I(1—n)—(j+1) =
Tie (igpo + - .. + iprma2) + m(1 —n) = Ty, temos nos geradores de a e b em * x x que

i1—1

Zij#lzx#hgah 1. Tl#lZa:#sgbs LogTrg

I =0

71—1

= Z Z Z vIx#hgoh ™) (e a#sgys a2 #1

I' j=0 h,s

11—1

_ Z Z nyﬂ hga T1+1))#hga 59})871 ) ng#l

I' 3=0 h,s
11—1

=SS X (hgah T g, h gy a4
I' j=0 h,s

i1—1

1 -1 — —
_ZZZX (hgoh~ )T+ T1+]+2(h9ah 5905 (572)) Hhgoh sgys ™!
I' 3=0 h,s

71—1

— Z Z Z x(hgah ™) X (hgoh ™ tsgys™ ) 2a 2T 2 hg b lsg,s ™t

I' j=0 h,s
=k k k%

dai

ThW+To+j+2
= (hh+...+4)+l(1=—n)— G+ 1)+ (laa+ ... Figmeo) +m(l—n)+j+2
= (h+...+ 0 T+ .o+ lpmee) +{+m)(1—n)+1

= (I+m+Dn—-1D+{+m(A-n)+1l=n—-1+1=n

como z" = (0 em A segue que * x xx = 0 e consequentemente a — b = 0.
Vejamos agora um resultado sem sua devida demonstracdo, porém podendo ser esta

encontrada em [9].

Teorema 5.3 Seja A uma K-dlgebra. Se f™ € HH™(A) e g" € HH"(A) entdo

Segue deste teorema que se f ou g"” € um elemento de grau par entdo o produto

cup deles € comutativo, com efeito, a poténcia par de -1 € 1. Porém no caso em que estamos
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trabalhando, isto é, em B¢, se tivermos a,b € B elementos de graus 2] + 1 e 2m + 1, entdo
a — b= 0= b — a. Sendo assim como consequéncia do teorema anterior temos o seguinte

resultado:

Corolario 5.4 O produto cup em BS é comutativo.

5.5 Produto tensorial de algebras e o anel de cohomologia de

B

Do capitulo anterior temos que H H'(B) é igual a (K N)© para i par e z(K N)¢ para i

impar, logo:
HH*(B) = (KN)° @ 2(KN)° @ (KN)° @ 2(KN)° @ (KN)° @ - --

Sendo (K'N)% e Kly, z]/(2?) K-dlgebras comutativas, consideremos seu coproduto, que € o

produto tensorial (ver apéndice) e os morfismos de K -dlgebras v e 5 como segue

“® Kly, 2]

HH*(
i1 € 1o sA0 as inje¢Oes e o e [ sdo definidos por

a: (KN)Y — HH*(B)
b — (0,0,0,...)

B: Kly,2/(z*) — HH*(B)
y — (0,0,1,0,...)
z — (0,,0,0,...)
pelo coproduto existe um morfismo de dlgebras 6 : (KN)Y® K|y, z|/(z*) — HH*B, tal que
o diagrama

(KN)¢ & Kly, 2]/ (%)
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comuta. Com isso temos que

0a;2y") = 0(a;®1-1Qy---10y) =00a;®1) — H(1xy)

= (a;,0,0,...)— (0,0,1,0,...)--- — (0,0,1,0,...)

= (;,0,0,...) — (0,0,...,0,_ 1 ,0,...)=1(0,...,0, a; ,0,...
(a ) —( ) = ( a )

~~’
24 2

também

0b;@y'2) = 0b;®1-1Qy---1Qy-1®2)
= 0b;®1)—01®y) —01®2)=(0,...,0, b; ,0,...)— (0,2,0,...)
~—

2j+1

Assimpara Y a; @ y' + > b; @ y/z € (KN)% ® K|y, 2]/(2*) temos
i J

0 (Zai Ry + ij ® yjz> = (ag, boz, a1, b1, ...)

i J
Vejamos que 6 € um isomorfismo, isto &, f € injetor e sobrejetor. Quanto a injetividade, tomemos
C—Zaz®y +Zb ® y'z € Ker#, assim, 0(c) = (ag, boz, ay, byz,...) = (0,0,0,...), com
1SS0 ozZ =0;=0 Vz , 7, logo ¢ = 0 e Kerf = 0. Quanto a sobrejetividade, basta observar que

para cada ¢ = (co, 1, Co, C32, .. .) € HH* B temos

c=10 Zci@)yi—i- Z cj®yjz

% par j impar

portanto HH*B ~ (KN)% @ K[y, 2] /(%)



Apéndice

A - O Teorema do Orbita e Estabilizador

Nesta secao veremos alguns resultados que podem ser encontrados em [2]. Dado um

conjunto X e um grupo G, dizemos que GG age em X se existe funcdo

GxX — X
(9,2) +— g
tal que valem as condicdes
(1) (gh)x = g(hz) Vg,he Gex e X
(i) lgx =2 VYreX

Se G age em X, fixando a primeira variavel, digamos g, temos uma funcio
Qg - X — X
r — a4(r) =gz
A fungdo o, € uma permutacdo em X tendo inversa a,-1. Sendo Sx o grupo das permutagdes

de S, a funcdo
a: G — Sy
g — oy
¢ homomorfismo de grupos. Reciprocamente, dado homomorfismo ¢ : G — Sx definimos
gr = p(g)(x) e assim isto define uma acio de G em X. Logo, existe uma bijecdo de acdes de
G em X e homomorfismos de grupos de GG para Sx.

Exemplo: G age sobre si mesmo por conjugacio, consideremos a func¢io

O./:G—>SG
g'—>Oég

onde
ag: G — G

r — grg !
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assim « € homomorfismo de grupos, com efeito, dados g, he x € G temos
a(gh)(z) = ag(z) = (gh)z(gh)™' = ghzh™'g~" = ag(hah™") = ay(an(x))
logo

agn = agoy, == a(gh) = a(g)a(h)

Definicao: Se GG age em X e x € X, a 6rbita de x, denotada por O(z), é o subconjunto
O(x) ={grge Gl C X
e o estabilizador de z, denotado por GG, € o subgrupo de G
G, ={9€G|gr=uz}

Se GG age em X, definimos a relagdo x = y se existe g € G tal que y = gx. Prova-se
que = é uma relagdo de equivaléncia em X. Denotando por [z]| a respectiva classe de equi-

valéncia de x temos
2] = {yeX|y=2a}
= {ye X |Jgondey =gz}

{9z | g € G}
= O(x)

Vejamos agora o teorema que relaciona a orbita e o estabilizador de x € X, dado que
h4 uma acdo de G sobre um conjunto X. Este teorema é comumente chamado de Teorema da
Orbita e Estabilizador.

Teorema Se G age no conjunto X e v € X, entdo |O(x)| = [G : G|, onde |G : G,] denota o
indice do estabilizador G, em G

Demonstracao. Seja G/G, a familia de todas as classes laterais a esquerda de G, em G.
Vejamos que é possivel definir uma bijecéo entre G/G, e O(x) o que implicard o resultado

desejado, pois, neste caso teremos [G : G| = |G/G,| = O(z). Definamos entio
v: G/G, — Ox)
9G.  — gz

Primeiramente observemos que ¢ esta bem definida, sendo gG, = hG, entdo h = g f

para algum f € G, isto é, fx = =, com isso temos p(hG,) = hx = gfr = gr = p(g9G,).
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Também ¢ € injetor, pois, ¢(hG,) = p(9G,) <= gr = hx = h7'gx = =z, logo
h~lg € G, = ¢gG, = hG,. Por fim ¢ é sobrejetor, pois, dado y € O(x) = y = gx para
algum g € G, logo y = gx = ¢(g9G,). O

B - Modulos Livres

Nesta secao veremos alguns resultados que podem ser encontrados em [1]. Seja K um
anel comutativo e A uma K-algebra. Se temos um A-médulo M e um conjunto (z))ren de
elementos de M, dizemos que este conjunto € livre ou linearmente independente se para toda
familia (ay)xea de elementos de A tal que (a2 )aea tem suporte finito, tivermos que a relagdo
>~ ayx) = 0 implica em ay = 0 para todo A € A. Se tal conjunto néo for livre, vamos chama-
lA(f /Zle linearmente dependente.

Uma base de M, se existir, é por defini¢do uma familia de elementos (x))xen line-
armente independente que gera M como A-mdédulo. Vale ressaltarmos que nem todo médulo
admite uma base, para exibirmos um contra-exemplo basta tomarmos um grupo abeliano de or-
dem finita (assim este grupo abeliano possui estrutura de Z-mddulo), com isso toda familia ndo
nula de elementos ())ea deste grupo déd origem a uma relagdo ) ayz, = 0 com escalares
ay # 0, pois basta considerarmos a, = kn onde n € a ordem de tal/\gr\upo.

Visto que ja sabemos o que é um conjunto livre de elementos de um moédulo, vamos
agora definir o que € um A-mdédulo livre.

Definicao: Seja X um conjunto. Um A-mddulo livre sobre X é dado por um par (L(X), j.),
onde L(X) é um A-mddulo e j, : X — L(X) uma aplicagdo, tal que, se M é um A-médulo
e f: X — M uma segunda aplicacdo, entdo existird um tinico homomorfismo de A-modulos

' L(X) — M tal que f'j, = f. Como mostra o diagrama

X = [(X)

|
N

M

Também podemos reformular a unicidade citada acima como segue: se f',g' : L(X) —
M sdo dois A-homomorfismos tal que ['j, = ¢'j, entdo f' = ¢

Decorre da defini¢do acima, que vale o seguinte resultado:
Teorema Para todo conjunto X, existe um A-médulo livre sobre X, tinico a menos de isomor-

fismo
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Demonstracao. Vejamos primeiro a unicidade, isto é, suponhamos que L e L’ sejam dois
modulos livres sobre X, j : X — Lej' : X — L’ as aplicacdes correspondentes. Sabemos da
defini¢cdo que existem homomorfismos f : L — L'e j' : L' — Ltaisque j' = fjej = f'j

como mostram os diagramas a seguir

x.q X
| |
1x \Lf 1x |f’
) X1
| |
1x I f 1x |
. Y
) X—>L’

Segue do que vimos acima que: j' = fj = j = ff'i/ =1p7ej=fj = j=
f'fi = 1.7, logo da propriedade universal temos que ff' = 1, e f'f = 1, 0 que mostra que
f e f' sdo dois isomorfimos.

Agora resta exibir a existéncia. Seja entdo L(X) =4 A isto é, a soma direta de
copias do A-mddulo a esquerda 4 A indexada por X, e jx : X — L(X) dado por jx(\) =
e* = (e))uex, onde ey = 1 ee) = 0 para A # p. Em particular todo elemento de L(X) se
escreve como /\Z a e onde (a))aex € uma familia de elementos de A com suporte finito.

€ x

Consideremos agora uma aplicagdo f : X — M onde M € um A-mddulo, entdo o

tinico A-homomorfismo f’: L(X) — M tal que f'jx = f é definida por:

f (Z aA€A> => af (@) =D anflix(N) =D _arf()

AeX AeX reX reX

Temos que f’ definida acima é um A-homomorfismo, pois para > axe?, > byet € L(X) e
AeX AEX
a € A temos:

@ f’ (Z axe + 37 bxek) =f (Z are® +bAeA> = f (2 (ax +bA)eA) _

AeX reX reX AeX

S (@ + 0 = T a0+ £ f) =1 ( £ ) 475 0e)

AeX AeX AeX AeX AeX

i £ (o £ o) = (S alone)) = 1 (S (ann)et) = 5 (an)f ) -

AeXx AeX AeX AeX

Za(axf()\)):aZa,\f()\):af’(Z a,\e)‘). O

AEX AEX xEX
Chamamos o médulo L(X') de médulo livre sobre X, também dizemos que um médulo
L é livre se existir um conjunto X para o qual L ~ L(X). Vejamos um exemplo a seguir

N)

Exemplo: Um elemento do médulo livre L(N) = K® é uma sequéncia (z,,),en de ele-

mentos de K onde existe um ng € N para o qual n > ng implica z,, = 0. Como também as
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operacdes em K™ se fazem por coordenadas, entdo isto nos permite induzir um isomorfismo
de K-médulos K™ ~ KTt].
Exemplo: Sendo G um grupo, o Z-médulo livre com base G € o conjunto Z(%) = P Z,, onde

9€g
Z4 = 7 ¥g € G. Na literatura algumas vezes o Z-moédulo livre com base G € denotado por

Z[G).

C - Produto tensorial

Produto tensorial de modulos sobre um anel

Nesta se¢do veremos alguns resultados que podem ser encontrados em [1] e [2]. Seja

K um anel comutativo e M, ..., M, e N K-mddulos. Dizemos que uma fun¢ao
j:Myx...xM, —- N
¢ K-multilinear se satisfaz

Jimy, .. kmg + Eml oo my) = kig(ma, .o mg, o my) F kL (ma, o ml L my,)

77

onde 1 <i<n, m;,m, € M;, ek;, k. € K. Segue disto a seguinte defini¢cao

Definicao: Seja K um anel comutativo e M, ..., M, K-mddulos. O produto tensorial de

My, ..., M, é um K-moédulo denotado por M; Rk ... Rk M, e uma funcdo K-multilinear
jZMl X ... XMn—>M1®K®KMn

tal que para cada K-mddulo N e funcdo K -multilinear f : M; x ... x M, — N existe um
tinico K-homomorfismo f : M; ® ... ®x M, — N fazendo que com o seguinte diagrama
comute

M, @k ... Q0x M,

/ | f
Lf
N

My x...x M, N

Quando o anel K ficar subentendido € normal simplificar o simbolo ®x do produto
tensorial simplesmente por ®. Dados K-moédulos M, ..., M, é verdade que o produto tenso-
rial deles sempre existe, além do mais, € inico a menos de isomorfismos. De acordo com sua
construgio, o produto tensorial M; ® ... ®x M, arigor é o quociente K (M1>->Mn) / B onde

KMixxMn) denota o K -médulo livre com base M; X ... x M, e R é o K-submédulo de
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K (Mix.xMn) gerado pelos elementos da forma

/ !/ / /
(ma, ..., km; + kml .. omy) —ki(ma, ... my, ... my) — ki(mg,...omb oo omy,)
parai = 1,...,nonde mis € M e kis, (ki)'s € K. Assim os elementos do quociente produto
tensorial sdo as classes (my,...,m,) + S, as quais sdo denotadas por m; ® ... ® m,, segue

disto que valem dentre outras as seguintes propriedades

m®...Q (km; +km))®...0m, =

ki(mi®...0m; ®@...0my,) +ki(m®...0m,Q...0m,), i=1,...,n
Um elemento genérico do produto tensorial My Qg ... ® M, é uma soma da forma

Z Kit oo My @ o @My Kiy iy € K

i15ein
porém, algumas vezes no intuito de verificar alguma propriedade com respeito ao produto ten-
sorial My ®p ... ®k M, através de um cdlculo, para que esse ndo se torne muito enfadonho, o
mesmo pode ser realizado em alguns casos verificando tal propriedade nos elementos individu-

ais m; ® ... ® my, pois estes formam um conjunto de geradores para o produto tensorial.

Produto tensorial de médulos sobre uma algebra

Sejam K um anel comutativo, A uma K-algebra, M um A-mdédulo a direita, N um
A-médulo a esquerda e V um K-médulo. Uma aplicagdo f : M x N — V € A-bilinear se
fAm + dam/;n) = A f(m,n) + Ao f(m',n) paratodos m,m' € M,n€ Ne A, € K
f(m, Ain+ Xan') = A f(m,n) + Ao f(m,n’) paratodos m € M,n,n" € Ne A, € K
f(ma,n) = f(m,an) paraa € A,m e Men € N.

Um produto tensorial de M e N é um par (j, M ® 4 N), onde M ® 4 N é um K-mddulo
ej: M x N — M ®4 N éuma aplicacdo A-bilinear tal que se f : M x N — V é A-bilinear,

existe um unico K-homomorfismo f tal que o diagrama a seguir comuta

M®a N

/ "
|
A
M x N 7 %4

Quando a K -algebra ficar subentendida costuma-se simplificar o simbolo ® 4 do produto tenso-
rial simplesmente por ®. Sendo A uma K -dlgebra, M um A-mddulo a direitae N um A-mddulo

a esquerda € verdade que o produto tensorial M @4 N sempre existe, além do mais, € Unico a
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menos de isomorfismos. De acordo com sua construgdo, o produto tensorial M ® 4 N a rigor
é o quociente KM*M) /S onde KM*N) denota o K-médulo livre com base M x N e S é o
K-submédulo de K (M*N) gerado pelos elementos da forma

(AMm 4+ Aom/,n) — A (m,n) — Aa(m/, n)

(m, A\in + Aon') — Ay (m,n) — Ao(m, n’)

(ma,n) — (m,an)

onde A\;, A2 € K,m,m' € M,n,n’ € N e a € A. Assim os elementos do quociente produto
tensorial M ®4 N sao as classes (m,n) + S, as quais sdo denotadas por m ® n. Segue disso,

que dentre outras propriedades do produto tensorial entre M e N valem

(A1m+)\2m/)®n = Al(m®n)+)\2(m’®n)
me An+xn') = M(men)+ (men)

ma@®@n = maean

onde m,m' € M,n,n" € N ea € A.

Algumas propriedades do produto tensorial

A seguir apresentamos alguns resultados importantes do produto tensorial em forma
de teoremas, porém sem as devidas demonstracoes.
Teorema Dado um anel K, uma K-dlgebra A, A-mddulos a direita M, M’, A-mddulos a
esquerda N, N' e A-homomorfismos f : M — M' e g : N — N'. Entdo existe um tinico
K-homomorfismo f': M @4 N — M' @4 N’ com f'(m ®@n) = f(m)® g(n).
Teorema Dado um anel K (que é sobre si mesmo um K-modulo a direita e a esquerda) e um
K-modulo a esquerda M temos que K Qg M =~ M. Andlogamente, se M for um K-moédulo a
direita teremos que M Q@ K ~ M.
Teorema Dado um anel K e uma K-dlgebra A (que é sobre si mesma um A-mddulo a direita
e a esquerda) e um A-mddulo a esquerda M temos que A @4 M =~ M. Andlogamente, se M
for um A-modulo a direita teremos que M @4 A >~ M.
Teorema Se tivermos K-dlgebras A e B, A-mddulo a direita M, B-mddulo a esquerda N e
um (A — B)-bimédulo T. Entdo temos que os produtos tensoriais M @ 4T e T @p N admitem
estruturas de modulos, mais precisamente M ® o T é B-modulo a direita e T @ g N A-mddulo

a esquerda, onde as agoes se dao por

M@ATXB — M@AT
(m®tb) +—— m®(th)
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AxT XpB N — T XpB N
(a,t®@n) +—— (at)®@n
Com isso é possivel formar os produtos tensoriais (M @4 T) @ N e M @4 (T ®@p N), além

disso, estes sdo isomorfos, isto é, temos o isomorfismo de K-mddulos

£: (MR,T)® N — M®a(T®pN)
(m®t)n — mE(tQn)

D - Complexos de A-maédulos

A categoria 4Comp

Nesta se¢do veremos alguns resultados que podem ser encontrados em [1] e [2]. Seja
A uma K-dlgebra. Um complexo (C,,d,) é uma sequéncia de A-médulos (C),),ecz € uma

sequéncia de homomorfismos (d,, : C,, = C,,_1)nez em que dpd,11 = 0Vn € Z

dn

dn+1
Co=iom—Cpy 2 22 O ——

As fungdes d,, sdo chamadas diferenciais. Usualmente abreviamos (Cs, d,) por C,. Se tivermos

C!s e d) s nulos paran > 1 teremos que o complexo C, toma a forma

d d_
0—2 0,0, %0,
neste caso denotaremos este complexo pOI‘
d d_
0 Co—2-C =0,

e continuaremos o denotando por C, desde que esteja subentendido.

Podemos também ter um complexo com os moédulos e homomorfismos dispostos com
os indices em ordem crescente, isto €, quando tivermos Im d,,_y C Kerd,, Vn € Z, dai ele toma
a forma

dn—l dn

Co= i I O 2 Oy —— -

€ novamente neste caso, quando tivermos um complexo na forma

0—2 (O,
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manteremos a notagﬁo

do di

C.:O CO

4 Cy

desde que esteja subentendido.

Pode-se também encontrar outras notagdes para complexos. Para fim de ilustracdo, no
caso em que tem-se os modulos e homomorfismos dispostos com os indices em ordem cres-
cente, hd uma notacdo em que os indices entram na parte de cima dos médulos e dos diferenci-

ais, ou seja, o complexo se torna uma sequéncia de funcgoes escrita da forma
° n—1 d"! n _d” n+1
C — e e e — C —_— C _— C —_— e e .

1 n ’ ) -
onde d"d"~! = 0 Vn € Z, neste caso ainda podemos usar a mesma notacio para o caso

C*=0—>C" Lot L2

desde que esteja subentendido.

Se tivermos dois complexos (C,, d,) € (C%, d,), um morfismo f, : (Ce,ds) — (C%,d,)
entre esses complexos é uma sequéncia de morfismos (f,, : C, — C!),cz que é compativel
com os diferenciais, isto é, satisfazem f,,_1d,, = d,, f,,, Vn € Z. Em outras palavras é o mesmo

que dizer que o seguinte diagrama € comutativo

dn

dn+1
On—i—l On CVn—l

Lfn+l lfn lfn—l

/ C/ C/

n+1 d n d, n—1

Temos que dados morfismos de complexos f, : Co — CL e f. : C. — C. entdo
podemos definir a composicao f.f, : Co — C por f.fe = (f! fn)nez. O morfismo identidade
1¢, em (C,, d,) é definido como sendo a cadeia de fungdes identidades 1., : C,, — C,,. Sendo
assim, fixado uma K-dlgebra A, o conjunto de todos os complexos de A-mddulos a eésquerda

formam uma categoria. Denotamos essa categoria por 4Comp.

Funtor H; de homologia

Se (C., ds) € um complexo, definimos n — ciclos = Z,,(C,) = Ker d,, e n — bordos =
B,(C,) = Imd,, ;1. O fato de termos d,,d,; = 0 em um complexo é equivalente a condi¢do

Imd,;; C Kerd,, isto é B,(C,) C Z,(C.,), para todo complexo C,. Podemos definir também
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o quociente H,,(C,) = Z,,(C,.)/B,(C,), chamamos este de n-ésimo médulo de homologia de

C,. No caso de termos um complexo com os médulos e homomorfismos na forma

dn —1 dn

Co:"'_> n71_>0n_>0n+1_>"'

onde Imd,,_; C Kerd,, denotarfamos entio Kerd, = Z2"(C,), Imd,_; = B"(C,) e o quoci-
ente Kerd, /Imd,_, = Z™"(C,)/B"(C,) por H"(C,) e chamarfamos este de n-ésimo mddulo
de cohomologia de C,. Segue destas observagdes que temos o seguinte resultado

Teorema Para cada n € Z, temos que H,, : ;.Comp — sMod é um funtor aditivo chamado de
funtor H, de homologia

Demonstracao. Ja temos definido H,, nos objetos nos resta agora definir nos morfismos. Se

fo : Co — C. é um morfismo de complexos, definimos

H,(f.): H,(C,) — H,(C))
Zn + Bn(co) L fn(zn) + Bn(ci)

Devemos mostrar que f,(z,) € um ciclo e que H,(f,) independe da escolha do ciclo
z,. Ambos esses resultados seguem do fato de que f, € um morfismo de complexos, isto é, da

comutatividade do diagrama

dn+1 d
Cn—l—l — Cn — Cn—l

Lfn«l»l j,fn l/fnl

! ! !
Cn—l—l d Cn d On—l
n+1 n

Primeiro, seja z um n-ciclo em Z,,(C,), isto é, d,,(z) = 0. Entdo a comutatividade do
diagrama garante que d, f,,(z) = fn,-1d,(z) = 0, desta forma f,(z) € um n-ciclo. Préximo,
assumamos que z + B, (C,) = y + B,(C,), assim z — y € B, (C,), isto &, z — y = d11(c)
para algum ¢ € C,;1. Aplicando f,, temos que f,(2) — fu(y) = fudnii(c) = d, 1 fayi(c) €
B,(C), entio, fu(2) + Ba(CL) = fuly) + Ba(CL).

Vejamos que H,, € um funtor. Obviamente pela defini¢do H,,(1¢,) € funcdo identidade
em H,(C,). Se tivermos fungdes f, e g, tal que a composi¢do g, f, estd definida, entdo para
cada n-ciclo z,, temos H,,(gefe)(2n + Bn(Ce)) = gnfu(2n) + Bn(Cl) = Hp(ge)(frlzn) +
B,(C.)) = Hyn(ge)Hy(fo)(2n + B, (C,)). Finalmente vejamos que H,, é aditivo. Considerando

fo,ge : Co — C. dois morfismos de complexos e z um n-ciclo entao

Hy(fo + go)(2 + Bn(Ca)) = (fn+gn)(z)+Bn(C:)
= ful2) + ga(z) + Ba(CL)
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= [fu(2) + Ba(CO] + [gn(2) + Bu(C)]
= Ho(fo)(z + Ba(CL)) + Hn(9s) (2 + Bn(CL))
= [Hu(fe) + Hn(ge)](z + Ba(Cs))

Se (Cs, d,) e (C, d.,) sao dois complexos e fo, g : Cs — C, s30 morfismos entre esses
complexos, dizemos que f, € g, sd0 homotdpicos ou que f, € homotdpico a g, (denotamos
por fo ~ g.) se existe uma cadeia de morfismos (s, : C,, = O 1)nez tal que f, — g, =
d), 15y + Sn—1d,, paracadan € Z

dn

dnt1
Cn—l—l Cn Cn—l

fn+1 In+1 % In /

Sn Sn—1
/ /fn—l gn—1
/ / /
(jn+4_d/ (jn d C(nfl
n+1 n

A sequéncia (s, )nez é chamada de homotopia entre f, e go. Como consequéncia de
termos f, ~ go temos que H,(f,) = H,(g,) para todo n € Z. Com efeito, se para todon € 7Z

vale a igualdade f,, — g,, = d}, | Sn + Sn—1d,, entdo dado z, € Z,(C,), isto &, d,,(2,) = 0 entdo
fn(zn) - gn(Zn> = d;wrlsn(zn) € Im d;wrl = Bn(CO>

assim f,,(z,) + Bn(Cs) = gn(zn) + Bn(Ch), ou seja, H,(feo)(zn + Bn(Co)) = Hy(ge)(2n +
B,,(C,)) e como vale para todo n-ciclo z, entdo H,,(f.) = H,(ge).

Funtor EXT

Consideremos A uma K-dlgebra e P um A-médulo. Dizemos que um A-médulo
P é projetivo se para todo homomorfismo sobrejetor f : M — N e todo homomorfismo
u : P — N existe um homomorfismo v : P — M tal que u = fu, isto é, o diagrama a

seguir comuta

M —5 N—0
Um resultado importante que relaciona o conceito de médulos projetivos com o de
modulos livres € dado como segue

Proposicao Seja A uma K-dlgebra. Todo A-mddulo livre é projetivo.



Apéndice 106

Analogamente podemos definir o conceito de médulos injetivos. A saber, dizemos que
um A-modulo [ € injetivo se para todo homomorfismo injetor f : L — M e todo homomor-
fismo u : L — [ existe um homomorfismo v : M — [ tal que u = v f, isto é, o diagrama a
seguir comuta

0—~L—1om

Um resultado importante, e que ndo demonstraremos, ¢ que dado um A-médulo M

sempre existe uma sequéncia exata (isto é, um complexo onde se tem Ker f,, = Im f,,11)

fn

— =P, =P, P h

fo

F M 0

onde cada P; € um A-mddulo projetivo. Um outro resultado similar para médulos injetivos é

que dado qualquer A-médulo M, sempre existe uma sequéncia exata

0 M fo I fi I I, Jnt1 Iy

onde cada /; ¢ um A-mdédulo injetivo.
Fixamos agora um A-médulo M e consideramos uma resolucdo injetiva para um A-

modulo N sendo

do dy

0 N I I I

Considerando o funtor covariante Hom 4 (M, _) : 4aMod — gMod, aplicamos este na resolucdo

injetiva de N e excluimos o K -médulo Hom 4 (M, N') obtendo o complexo

0 —— Hom (M, I) “2% Hom, (M, I) 2% ...

denotaremos por E™ (M, N) o n-ésimo médulo de cohomologia deste complexo, isto &,
E"(M,N) = Ker(dp+1)+/Im(d,)«
De maneira similar podemos considerar o funtor contravariante Hom(_, N) : JMod —

xMod e uma resolucdo projetiva de M

da dy

P P

excluindo o K-médulo Hom 4 (M, N) temos o complexo

d; d3

0—>HOH1A(P0,N)—1>HomA(P17N)_>....
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denotaremos neste caso F, (M, N) como sendo o n-ésimo médulo de cohomologia do com-

plexo em questdo, isto €,

E.(M,N)=Kerd; ,/Imd;

Um outro resultado que novamente ndo iremos demonstrar € que das construcdes feitas
anteriormente existe um isomorfismo entre F,, (M, N) e E™(M,N). Sendo assim podemos
considerar esses dois como sendo o mesmo do ponto de vista dlgébrico. Denotaremos entio por
Ext(M,N) := E"(M,N) ~ E, (M, N).

Proposicao Se tivermos uma sequéncia de A-médulos (C,)n>0 e A-homomorfismos (dy,)n>0

como mostra o diagrama

ds d do
C=... c, -4

4 Co 0

e existir uma sequéncia de homomorfismos de grupos (dito homomorfismos contrativos)

S0 S1 S92
Co Gy Cy

tais que valem as relagoes:
1. dyso = 1¢ys
2. dpSp + Sp—1dp—1 =1¢, Yn>1;
3. (Imspyha=Chyy Yn>2
4. dod; = 0.

entdo a sequéncia C é exata, em particular, se em C cada C,, for A-projetivo e os morfismos
d! s A-lineares entdo C é uma resolucdo A-projetiva de Cy. No caso termos a hipétese de C'
ser um complexo entdo é suficiente as hipoteses 1 e 2 para concluir que esta seja exata.

Demonstracao. Primeiramente vejamos que a sequéncia C' é um complexo, isto €, que os A-
homomorfismos d;s satisfazem d,,d,,.; = 0 Vn > 0. Vejamos isto por indugdo nos indices dos
homomorfismos d}s. O primeiro passo ja esta resolvido, pois por hipétese dod; = 0. Como
(Imsp11)a = Cpyo, paran > 1, para mostrar que d,d,; = 0 é suficiente mostrar que

dpdyi1Sn+1 = 0. Assumindo por inducao que d,,_1d,, = 0, temos
dndn+13n+1 = dn(lCn_H - Sndn) = dn - dnsndn

- dn - (1Cn - Sn—ldn—l)dn = dn - dn + Sn—ldn—ldn

= 0+s5,10=0
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Uma vez sendo C' um complexo, em C,, temos que Im d,, C Kerd,,_1, por outro lado,
sendo validas as relagdes mencionadas na hipétese, temos que em C,, vale d,,s,, + S, _1d,_1 =
¢, assim dado b € Kerd,, 1, temos b = d,,$,(b) + s,_1d,,_1(b) = dps,(b) + 5,-1(0) =
d,(s,(b)), ou seja, b € Imd,,. Logo, Imd,, = Kerd,,_; Vn > 1. Também dado a € C; temos
a = doso(a), 0 que mostra que dy é sobrejetor.

Se C'ja fosse um complexo, entdo poderiamos reescrever as relagdes 1 e 2 como:
1. doSo = 100 — OCO;
2. dpsy + Sp—1dp—1 = 1¢, —0c, Vn > 1.

o que implicaria no fato dos morfismos 1,,0, : C' — C serem homotdpicos, como mostra o

seguinte diagrama

20,02, 0
I Al /

/ /01
—Cy——~C—=Cy 0

como consequéncia do fato de 1, ser homotdpico a 0, temos que H,(1,) = H,(0,). Aplicando
esta igualdade em H,,(C') temos que H,(1,)(H,(C)) = H,(0.)(H,(C)), ou seja, H,(C) =0
de onde concluimos que Z,,(C') C B,(C), mas como a inclusdo contrdria ja é verdadeira do fato

de C' ser um complexo, temos que Z,,(C') = B, (C') o que implica na exatiddo da sequéncia. O

E - Algebras de Hopf

Nesta secdo veremos alguns resultados que podem ser encontrados em [4]. Buscare-
mos nesta se¢ao construir uma série de definicdes que busquem de maneira simplificada definir
o que é uma dlgebra de Hopf.

Definicao: Uma K-dlgebra é uma tripla (A, M, u), onde A é um K-espago vetorial, M : A ®
A— Aeu: K — A sido morfismos de K -espagos vetoriais tal que os seguintes diagramas

comutam
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MRI 4

ARA®A AR A AR A
| N
TAQM M Ko A M AR K

Definicao: Uma K -codlgebra é uma tripla (C, A, €) onde C' é um K-espago vetorial, A : C' —

C®Cee:C — K sao transformagdes lineares e que fazem os diagramas abaixo comutarem

A CxC /C\
A AT KeC A CeK
eI I®e
CxrC oA CCeC CxC

Definicdo: Sejam (A, My, u4) e (B, Mp,up) duas K-dlgebras. Uma transformagdo linear

f A — B éditaum morfismo de K-algebras se os seguintes diagramas sdo comutativos

AgA—1% _peB A B
My Mp uy up
- B K

Observe que a comutatividade desses diagramas possuem relagdo com expressoes analiticas de

morfismos de K -dlgebras, pois, sendo f morfismo de K -dlgebras temos
flab) = f(a)f(b) = foM(a®b)=Mpo(f® f)a®b)
f(lA) =1l = f o uA(lK) = uB(lK)

Definicao: Sejam (C, Ac,ec) e (D, Ap,ep) duas K-codlgebras. Uma transformagdo linear

g : C'— D é dita um morfismo de K-codlgebras se os seguintes diagramas sdo comutativos:

C g D C g D
Ac Ap €C €D
CeC D®D K

9®g
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Segue das defini¢Oes anteriores que temos o seguinte resultado que ndo demonstraremos
Teorema Se H é um K-espaco vetorial dotado de uma estrutura de Algebra (H,M,u) e de
uma estrutura de codlgebra (H, A, €) entdo as afirmagdes sdo equivalentes

(i) M e u sdo morfismos de codlgebra;

(ii) A e € sao morfismos de dlgebra.

Definicido: Uma bidlgebra é um K -espago vetorial com uma estrutura de dlgebra (H, M, u) e
com uma estrutura de codlgebra (H, A, €) tal que M e u sdo morfismos de codlgebra
Definicdo: Sejam (C, A, €) K-codlgebra e (A, M,u) K-dlgebra. Temos que Hom(C, A) tem

estrutura de dlgebra ao definirmos:
frg0) = f(chg(?) onde Ale)=cl@d VeeC

chamaremos * de produto de convolugao
Obs: u o € é a identidade em Hom(C, A).
Definicdo: Se H ¢é bidlgebra podemos denotar por H4 a dlgebra correspondente ¢ H® a

codlgebra. Logo Hom(H®, H*) tem estrutura de dlgebra com respectivo produto de convolugdo:
frgh)=>" f(h})g(hi) onde A(h)=> hl®h} VheH

Definicao: Se H ¢ bidlgebra. Um operador S : H — H € chamado antipoda de H se S é
inversa de I com respeito ao produto de convolugdo em Hom(H®, H4)

Definiciio: Uma bidlgebra H que possui uma antipoda é chamada de uma Algebra de Hopf
Exemplo: Seja G um grupo finito e KG o K-espaco vetorial com base (7, temos que KG
¢ uma dlgebra de Hopf com estrutura de dlgebra (K G, M, u) e com estrutura de coélgebra

(KG, A, €) dadas por

M: KG&KG — KG v: K — K@
g®h — gh 1 — 1g
A: KG — KG® KG e: KG — K
g > g®yg g +— 1

e antipoda
S: KG — KG

g +— g!
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Definicao: Seja A uma K-dlgebra e H uma K-dlgebra de Hopf. Uma acdo a esquerda de H

em A é uma funcdo K-linear

»: H®A — A

h®a +— hw»a

que satisfaz
1. Aéum H-mddulo a esquerda;

2. hw (ab) =S2(h! » a)(h2» b) onde A(h)=3,hl®@h? Vhe H,abe A;

1

3. h}lA:E(h)lA Vhe H

Dizemos neste caso que A € um H-mddulo algebra a esquerda.
Definicao: Se A ¢ um H-mddulo dlgebra a esquerda, o produto smash de A e H denotado por
A#H, ¢é o K-espago vetorial A#H := A ® H com produto dado por

(ath)(b#k) =Y a(hj » b)#hik onde A(h)=> hi @h;
temos que A# H com este produto possui estrutura de K -algebra com unidade 1#1
Exemplo: Se GG € um grupo finito e age por automorfismos em uma K -dlgebra A (denotamos
por g » a = %) entdo temos que A é um K G-mdédulo dlgebra. Com efeito, o fato de que A
¢ um K G-mddulo a esquerda € imediato e lembrando que da estrutura de codlgebra de KG

tem-se que A(g) = g ® g e €(g) = 1k, entdo temos que
g » (ab) = “(ab) = (%a)(®b) = (g » a)(g » b)

g» la=14=14=11a=€(g)la

Sendo assim temos que A € um K (G-modulo dlgebra, neste caso o produto smash de A por KG

denotado por A# K G é uma K-algebra com produto dado por

(a#tg)(b#h) = a(g » b)#gh = a(b)#gh

F - Coproduto

Nesta se¢ao veremos alguns resultados que podem ser encontrados em [2]. Sejam A e

B objetos na categoria ¢ entdo o coproduto de A e B é uma tripla (AU B, «, 3), onde AL B é
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umobjetoemFea: A — AUB, [ : B — Al B s3o morfismos (ditas injecdes), tal que
para cada objeto X € % e cada par de morfismos [ : A — X e g : B — X, existe Gnico
morfismo 6 : AU B — X fazendo o diagrama comutar, isto €, fa = f e 3 = g como mostra

o diagrama

Na categoria dos conjuntos, dados conjuntos A e B temos que A LI B = A’ LI B’ onde
A'=Ax{l}eB =B x{2},istoé, ALUB = AU B x {1,2}. As fungdes « e [ sad definidas

por
AUB

—
a — (a,1)

— AUB

b — (b,2)

dados f e g como no diagrama acima, 6 € dado por  : ALl B — X, onde 0(a,1) = f(a) e
0(b,2) = g(b). Segue da defini¢do de 6 que este faz o diagrama comutar, quanto a unicidade,
suponhamos que exista ¢ : A U B — X que satisfaz o = f e ) = g entdo teremos que
Y(a,1) = f(a) =0(a,1)e(b,2) = g(b) = 0(b,2) de onde concluimos que ¢ = § em A Ll B.
Teorema Se A e B sdo R-mddulos entdo existe o coproduto A1 B em gpMod e é a soma direta
A@ B

Demonstracao. Consideremos a soma direta C' = A & B, ou seja, o produto cartesiano entre

Ae B e definamos as funcdes
C

—
a — (a,0)

6: B — C
b — (0,b)
assim como definidos, o e S sdo R-homomorfismos. Agora tomemos um R-médulo X e R-

homomorfismos f : A — X e g : B — X. Definimos

. C — X
(a,b) — f(a)+g(b)
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Vejamos que o diagrama comuta

05(b) = 6(0,b) = f(0) + g(b) = 0+ g(b) = g(b)
fa(a) = 0(a,0) = f(a) +9(0) = f(a) +0 = f(a)

Para verificar a unicidade de #, suponhamos que existe R-homomorfismo ¢y : C' — X que faz

o diagrama comutar, assim

¥(a,b) = 9(a,0) +4(0,0) = pala) + PB(b) = f(a) + g(b) = 6(a,b)

logo ) =6 |

Teorema Se K é um anel comutativo e A e B sdo K-dlgebras comutativas, entdo A @y B é o
coproduto na categoria das K-dlgebras comutativas

Demonstracao. Tomemos as funcdes
a: A A®k B

—
a — a®1

b — 1®0b

como definidos « e 8 s@o morfismos de K -dlgebras. Seja agora X uma K -dlgebra comutativa

N

ARk B X
X /
B

onde f e g sdo morfismos de K -dlgebras. A fungdo

e consideremos o diagrama

p: AxB — X
(a,b) +— fla)g(b)
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¢ K-bilinear, pois

p(kar +az,b) = f(kay+a2)g(b) = (kf(a1) + f(az))g(b)
= kf(a1)g(b) + f(az2)g(b) = kp(ai,b) + p(az,b)

e analogo para ¢(ay, kb + bs). Assim existe tinico morfismo de K-mddulos

0 : A@KB — X
a®b +—— f(a)g(b)

onde 6 € morfismo de K -dlgebras, com efeito

Ola®b-d @) = 0(ad @b) = flaa')g(bb') = f(a)f(a’)g(b)g(b')
= fla)g(b)f(a')g(t)) = O(a®b)0(d’ @ V)

quanto a comutatividade do diagrama temos

fa(a) = 0(a®1) = f(a)g(1) = f(a)
05(b) = 0(1©b) = f(1)g(b) = g(b)

Para verificar a unicidade de 6, suponhamos que exista morfismo de K -algebras ¢ : AQx B —
X que faz o diagrama comutar, com isso, dado a®b € ARk B temos que a®b = a®1-10b =

a(a)B(b), com isso para os geradores a ® b de A Rk B temos

¢(a ®@b) = p(a(a)B(b)) = da(a)pB(b) = fla)g(b) = 6(a ® D)

portanto ¢ = 6. O
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