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Resumo

Estudamos uma classe de métodos de Lagrangiano aumentado para proble-
mas de minimizagao, num conjunto convexo e compacto, sujeito a restrigoes
de desigualdade. Esta classe de métodos envolve uma fun¢ao de penalizacao.
Mostramos, sob certas hipdteses, a convergéncia global dos métodos desde
que as funcoes de penalizacao envolvidas satisfacam certas propriedades.
Para os testes computacionais escolhemos trés funcoes de penalizacao que
satisfazem as propriedades exigidas, sendo uma delas a classica funcao de
penalizacao quadratica devida a Powell-Hestenes-Rockafellar. Sao apresen-
tados resultados numéricos de comparagao do desempenho computacional
desta classe de métodos de Lagrangiano aumentado com as trés funcoes de
penalizacao, na resolucao de problemas da colecao CUTEr.

Palavras-chave: Lagrangiano aumentado, funcao de penalizacao, con-
vergéncia global, testes numéricos.



Abstract

We study a class of Augmented Lagrangian methods for solving inequa-
lity constrained problems. The class of methods involves penalty functi-
ons. Under reasonable hypotheses, we prove the global convergence of the
methods since the penalty function satisfies some conditions. We discuss
three penalty functions satisfying these conditions. One of them is the clas-
sical quadratic penalty function proposed by Powell-Hestenes-Rockafellar.
Finally, we present some numerical experiments to compare the computa-
tional performance of the algorithm with these three penalty functions for
solving problems of the CUTEr collection.

Palavras-chave: Augmented Lagrangian, penalty function, global conver-
gence, numerical experiments.
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Introducao

Neste trabalho concentramos nossa atencao no seguinte problema

minimizar f(zx)
sujeito a g(x) <0
Q,

T

m

onde 2 é um subconjunto de IR" geralmente simples. Muitas vezes {2 é o préprio IR"
e frequentemente uma caixa = {z € R"|[¢ < x < u}. As fungdes f : R" — R e
g : IR" — IR™ sao continuamente diferenciaveis num conjunto aberto que contém 2.

Este tipo de problema tem muitas aplicagoes praticas e existem muitos métodos
para resolvé-lo. O método de Lagrangiano aumentado ou também conhecido como método
dos multiplicadores é um deles. O método de Lagrangiano aumentado surge de maneira
independente por Hestenes [22] e Powell [36] em 1969 e devido a sua eficiéncia compu-
tacional em problemas de grande porte, é muito utilizado para minimizacao de fungoes
sujeitas a restrigoes mais gerais [1, 2]. Trabalhos recentes [9, 13|, 14} 19, 21], 26] na drea
comprovam o grande interesse pelos métodos de Lagrangiano aumentado, tanto do ponto
de vista tedérico como computacional.

O método de Lagrangiano aumentado consiste em eliminar as restrigoes g(x) < 0e
inclui-las na fungao objetivo e assim gerar outro problema mais facil de ser resolvido e que
tenha solugoes exatas ou aproximadas. Com esta estratégia é definido um algoritmo que
gera uma sequéncia iterativa na qual, em cada iteracao é resolvido de forma aproximada
um problema de minimizacao com restrigoes simples e para esta solucao encontrada o
multiplicador de Lagrange e o parametro de penalidade sao atualizados segundo a regra
definida no algoritmo. Quando o parametro de penalidade é muito grande, encontrar a
solucao do subproblema pode ser uma tarefa dificil. E importante que os métodos de
Lagrangiano aumentado tenham a propriedade de que o parametro de penalidade nao
cresca indefinidamente. Estratégias para evitar tal crescimento sao consideradas, por
exemplo em [9 B1], onde o parametro de penalidade fica limitado com certa frequéncia
sob condigoes suficientes em problemas praticos. A vantagem sobre outros métodos de
utilizar o método de Lagrangiano aumentado é que para resolver os subproblemas em
cada iteragao podem ser utilizados métodos que podem lidar com problemas que possuem
um numero grande de varidveis. Por exemplo, se no problema original, 2 é uma caixa,
no momento de resolver os subproblemas no algoritmo de Lagrangiano aumentado uma
boa ferramenta para executar este trabalho é o método GENCAN [I0], que para resolver
problemas de minimizagao com restricoes de caixa, combina um procedimento de conjunto
ativo com o método de gradiente espectral projetado [11], [12].

Nosso objetivo é estudar do ponto de vista tedrico e computacional uma classe
de métodos de Lagrangiano aumentado. Nossa principal referéncia foi o artigo [§] onde
sao comparados computacionalmente 65 métodos de Lagrangiano aumentado que diferem
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entre si na fungao de penalizacao escolhida. Entres as fungoes de penalizagao testadas
naquele artigo estao as propostas em [4, (5] [0} [7, 15, 24, 27, 28, 29] 32, B3, B35}, 41, [42], além
da funcao quadratica de Powell-Hestenes-Rockafellar (PHR), apresentada em [22} 136, [39],
que foi a vencedora.

Nesta dissertacao, estudamos uma classe de métodos de Lagrangiano aumentado
cujas funcoes de penalizacao satisfazem certas propriedades as quais sao verificadas por
uma grande classe de fungoes que engloba a classica penalizacao quadratica PHR. Discu-
timos sua analise de convergéncia global, sob hipdteses razoaveis.

Cabe ressaltar que a analise de convergéncia dos métodos de penalizacao apre-
sentados nesta dissertacao foi feita considerando a condigao de independéntecia linear dos
gradientes das restrigoes ativas ou a condicao de qualificacao de Mangasarian-Fromovitz.
No entanto, condicoes de qualificacao mais fracas podem ser consideradas, como por exem-
plo, a condigao de Dependéncia Linear Positiva Constante (CPLD) introduzida em [37] e
discutida em [3]. A prova de convergéncia global do método de Lagrangiano aumentado
com a penalizacao PHR, supondo a condicao de qualificagao CPLD ¢ feita, por exemplo,
em [1I, 31].

Nesta dissertacao, apresentamos também testes numéricos comparando o desem-
penho computacional da classe de métodos de Lagrangiano aumentado estudada com
diferentes funcoes de penalizacao. Para os testes computacionais escolhemos duas funcoes
de penalizacao sugeridas em [16] e que nao haviam sido testadas em [8]. Mostramos que
estas fungoes satisfazem as propriedades exigidas e que portanto a convergéncia global do
método, com o uso das mesmas, estd garantida. Fazemos, entao testes computacionais,
seguindo a metodologia de [8], para comparar o desempenho do método de Lagrangiano
aumentado com estas duas func¢oes de penalizagao e com a penalizacao quadrética classica.
Os testes foram feitos em Fortran, com base no algoritmo cedido pelos autores de [§],
usando o conjunto de problema da cole¢ao CUTEr.

O trabalho esta organizado da seguinte forma: no Capitulo [1| é feita uma revisao
dos métodos de penalizacao externa e interna. No Capitulo [2| apresentamos o método
de Lagrangiano aumentado cléssico e sua generalizacao para uma classe de métodos de
Lagrangiano aumentado que envolve func¢oes de penalizacao. A prova de convergeéncia
global ¢é discutida desde que as funcoes de penalizacao satisfacam certas propriedades.
No Capitulo [2], ainda, exibimos trés fungoes de penalizagdo quadraticas que satisfazem as
propriedades exigidas, sendo uma delas a cldssica fungao de penalizacao devida a Powell-
Hestenes-Rockafellar. No capitulo |3[sao realizados testes numéricos envolvendo cada uma
das trés penalidades quadraticas, utilizando 84 problemas da colegao CUTEr que envolvem
restricoes de desigualdade e caixa em todas as variaveis. Nestes testes, o método de
Lagrangiano aumentado com penalizagao quadratica classica (PHR) foi o mais robusto e
eficiente, corroborando as conclusées de [8].



Capitulo 1

Métodos de Penalizacao

Os métodos de penalizagao tém como objetivo aproximar um problema com res-
trigoes por uma sequéncia de problemas irrestritos. Neste tipo de métodos, a violagao (ou
risco de violacao) das restri¢oes ¢ sancionada com o acréscimo de um termo adicionado
na funcao objetivo de maneira que as fungoes que definem as restri¢coes sao eliminadas
como tal e incluidas como um termo na funcao objetivo. Neste capitulo estudaremos os

métodos de penalizagao externa e penalizacao interna. As principais referéncias utilizadas
foram [25], 34].

1.1 Penalizacao Externa

Iniciamos estudando a penalizacao externa que consiste em adicionar a funcao
objetivo um termo cujo valor é zero no conjunto viavel e positivo para os nao viaveis. O
nome de penalizacao externa é dado porque em geral a solugao do problema penalizado
estard fora do conjunto viavel.

O problema em forma geral a ser tratado com este tipo de penalidade é dado por

minimizar  f(z)
sujeito a = € D, (1.1)

onde f: IR" — R e D C IR" é um conjunto viavel qualquer. Como dissemos, a funcao
objetivo adicionamos um termo que deve penalizar a violacao das restricoes, isto é, uma
funcao penalidade P : IR" — IR, continua que satisfaz

=0 VxeD
P<x){>o Vz ¢ D. (1.2)
A seguir vemos um exemplo de uma funcao de penalizagao.

Exemplo 1.1
Sejam h : R® — R’ g: R" - R™e D = {z € R" | h(z) = 0,9(z) < 0}. Defina

inicialmente a funcao ¥ : R™ — IR’ x IR™ como sendo

U(x) = (h(z), max{0,g1(x)}, ..., max{0, g, (x)}). (1.3)
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Entao, dado ¢ > 0, a funcao P : IR" — IR dada por
Pz) = [|¥()]", (1.4)

¢ uma fungdo de penalizagao. Com efeito, se € D temos que h(z) = 0 e g(z) < 0,
entdao max{0, g(z)} = 0 e portanto, P(x) = ||¥(x)||? = ||0]|? = 0. Agora, se x ¢ D temos
que h(x) # 0 ou alguma componente da fungao g(x) é estritamente positiva. Assim, por
propriedade das normas concluimos que P(z) = ||¥(x)||? > 0. 0O

Como salientado em [25], na expressao (|1.4]), além da norma Euclidiana também
podem ser consideradas as normas |[|-[|, ou [|-[|,, (¢ claro que para ¢ € (0,1), [|-[|, nao
define uma norma). Assim, com estas escolhas temos que

P(z) = [ ()]G = [IA(z)llg + Z(maX{gi(l’)»O})q, (1.5)
P(z) = ¥ (2)|5 = max{[[h(z)[| , 0, 91(2), g2(2), - - -, g ()} (1.6)

Notemos que para h e g diferenciaveis, a fungdo P definida por (|1.5)) é diferen-
ciavel quando ¢ > 1, e nao é diferenciavel no caso contrario. Analogamente, a funcao
P definida em ([1.6)) nao é diferencidvel, mesmo que h e g sejam diferencidveis. Mais
adiante estudaremos alguns casos particulares de funcoes de penalizagao diferenciavel e
nao-diferenciavel.

Consideremos uma familia de problemas irrestritos dados por

minimizar O(z, p), (1.7)
sendo @ : R" — IR definida por
O(z, p) = f(x) + p Plx), (1.8)

onde p > 0 é o parametro de penalidade e P é uma funcao que satisfaz . A medida em
que o valor do parametro p aumenta, a violagao das restrigoes torna-se cada vez mais cara.
Podemos esperar entao que as solugoes dos problemas irrestritos em ([1.7)) se aproximem
do conjunto viavel para p suficientemente grande e que seus pontos de acumulagao sejam
solugoes do problema . Desta forma podemos considerar o seguinte algoritmo base.

Algoritmo 1.1 - Penalizacao Fxterna

Escolha uma fungao P : IR" — IR, (penalidade externa para o conjunto D), p° > 0.
k= 0.
REPITA

DETERMINE 2* = z(p*), solucao de , com p = p*.

ESCOLHA pFtt > pF,

k=Fk+1.

Observe que em cada iteracao do Algoritmo [1.1}, é resolvido um problema de mi-
nimizacao irrestrita para a fungao ®(-, p*) e é natural utilizar o ponto da iteracao anterior
2¥=! como ponto inicial na resolucao de cada subproblema.
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Exemplo 1.2
Consideremos o problema dado por

minimizar 3 — 1y
sujeito a 1+ 29— 1 =0,
T Z 0.

Observe que o ponto Z = (0,1) é a unica solugao deste problema. Consideremos a fungao
de penalidade definida no Exemplo com g = 2. Assim, dado p > 0 o subproblema
gerado pelo Algoritmo consiste em minimizar a funcao

D(r, p) = % — s + plar + 25 — 1) + p(max{0, —z1})°.

Note que esta funcao é convexa e diferenciavel. Logo o minimizador é caracterizado pela
solucao do sistema de equagoes

B (221 4+ 2p(z1 + 22 — 1) — 2pmax{0, —x; }
0=Vo(z,p) = < —142p(z1 + 22 — 1) ’

de onde obtemos que
221 + 1 — 2pmax{0, —z;} = 0.

Observe que esta ultima equacao nao possui solucao se x; > 0. Assim, resolvendo o
sistema para x; < 0 temos que

—1 1 1

A e PR T

z1(p) =
E claro que para p > 0 o ponto x(p) = (z1(p), z2(p)) nio é vidvel. Em particular, se
p — oo obtemos que z(p) = (x1(p),x2(p)) — (0,1). Ou seja, para p suficientemente
grande a solu¢do do problema (1.5) se aproxima da solugdo do problema original. A
Figura mostra a trajetéria z(p) das solugdes dos problemas penalizados.
Estudemos algumas das propriedades das fungoes de penalizacao externa e con-
vergencia do Algoritmo

Proposicao 1.3 [23, Prop. 4.5.1] Seja (2%)pew uma sequéncia gerada pelo Algoritmo
onde cada x* € solugao global do problema ((1.7) com pardametro de penalidade p = p*.
Entao para todo k, tem-se que

DL, P > (o, pb) (1.9)
P(z*th) < P(2") (1.10)
F@ ) > f(a®). (1.11)
Demonstragdo. Como z* é solugio global de (1.7)) entdao para p = p* temos que
(¥, pF) < B2, pF) (1.12)
_ (xk:-l-l) + ka( k+1)
<

f
f(xchr )_'_pk+1P( k+1)
q)(xk—l-l k+1)
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Lo — 1— T CL‘(,O)

]
T

L1

Figura 1.1: Trajetéria x(p) das solugoes dos subproblemas

onde a desigualdade na terceira linha é valida pois P > 0 e p¥ < p**!, mostrando assim

(1.9). Agora para mostrar (1.10) observe que de (1.12)) temos que
f(a®) + p"P(a*) < f(a"h) + p" P, (1.13)

Por outro lado, 2571 é solugao global de ([1.7)) com p = pF*1. Logo temos que ®(z*+1, pFtl) <
(I)({L'k, pk+1)7 ou seja,

F@™) + PP < f(ah) + oM P (). (1.14)

Assim, somando ([1.13]) e (1.14) tem-se que
(" = P P@EY) < (pF = P

e usando o fato que (p* — p**1) < 0, concluimos P(z*) > P(2**1), o que prova (1.10).
Para finalizar, vejamos que de (1.10]) e (1.12)) temos que

f(a®) + p"P(a*) < f(a™h) + p" P < (2" + pFP ("),
implicando que f(z*) + p*P(z*) < f(2**1) + p* P(2*) de onde obtemos (L.11). O

O seguinte teorema prova a convergeéncia assintética do Algoritmo [1.1] Também
mostra que em geral os pontos z* gerados pelo Algoritmo nao sao viaveis. Com efeito,
se o método gera um ponto viavel, ele ja é solucao do problema . E claro que tal
situacao nao pode ser esperada num caso mais geral.

Teorema 1.4 (Convergéncia global do método de penalizagao externa) [25, Teo.
4.8.1]
Seja (2%)rew uma sequéncia gerada pelo Algoritmo onde =¥ ¢ solucdo global do pro-
blema (1.7) com p = p*. Entdao 2* € D se e somente se ¥ ¢ solugao global do problema
).

Sejam f:IR" — IR e P: IR" — R, funcgoes continuas no R" e v > —oo o valor
otimo do problema . Se p* — +o0, entdo todo ponto de acumulacio da sequéncia
(2®)rew € solucdo global do problema .
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Demonstragdo. Observe que, se z* ¢é solucao de (|1.7)) entdo para x € D vale que

pois p* > 0, P(z¥) > 0 e P(x) = 0 para todo x € D. Assim, para todo k temos

fa®) < @k, pF) < inf f(z) = 7. (1.15)
BAS
Logo, se z¥ € D temos que z* é solucao de ((1.1)) o que mostra a primeira parte do teorema.
Note que pela Proposicao a sequéncia de nimeros reais (Cb(xk, pk)) N é nao
decrescente e por ((1.15) temos que ela é limitada superiormente por © e por conseguinte
¢ convergente. Logo,

lim (2", pf) = lim (f(z") + p"P(a*)) < 0. (1.16)

Por outro lado, se & é um ponto de acumulacao da sequéncia (xk)k o entao existe um

N
conjunto IK C IN tal que (xk)keIK converge para . Observe que por (|1.15]) para cada k
ocorre que

o — f(ah)
ok
Portanto tomando limite na desigualdade acima e usando a continuidade de f segue que

0 < P(aF) <

lim P(z*) = 0.
kelK

Finalmente, se utilizamos a continuidade de P e que 2*¥ — Z obtemos que P(Z) =
0 e concluimos que = € D. Entao pela primeira parte da prova x é solucao do problema

(L.1). O

Pelo teorema anterior, a hipdotese de que o parametro de penalidade p crega de
maneira ilimitada é fundamental, porém na hora de aplicar o método de penalizacao
externa dada pelo algoritmo [1.1| este pode ter uma limitacao pratica devido a necessidade
de resolver problemas cada vez pior condicionados. O seguinte exemplo mostra como isto
ocorre.

Exemplo 1.5
Considere o problema
1
minimizar 5(:1:% + z3)
sujeitoa 7 —1=0. (1.17)

Observe que a solugao deste problema é dada pelo ponto & = (1,0). Considere a
funcao penalidade dada como no Exemplo [1.1], com ¢ = 2. Logo o problema irrestrito a
serem resolvido é dado por

Bz, p) = 5 + ) + plor — 1) (1.18)
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Os pontos criticos de (1.18)) sdo dados pela solucao do sistema

0= Vo, p) = (xl + 2p(x; — 1))

X2

De onde obtemos que a solugao deste sistema é dada por

2p 1
= =1- — e zo = 0.
1+2p 1+2p

z1(p)

Observe que se p — 0o temos que o ponto z(p) = (x1(p), z2) — . Embora esto
tem um complicacao pratica, pois se calculamos a matriz Hessiana do problema (|1.18])

V(I)(as,p)—( 0 1),

temos que evidentemente para valores grandes do parametro de penalidade p, esta ma-
triz ficard cada vez pior condicionada, o que significa que computacionalmente o temo
penalizador absorve ao termo relativo a fungao objetivo do problema (1.17)). 0O

1.1.1 Penalizacao externa exata

Na se¢ao anterior mostramos convergéncia para o Algoritmo|[I.1} Observamos que
conforme o parametro de penalidade aumenta a solugao gerada pelo subproblema estarao-
se aproximando mais da solucao original do problema. Porém no Exemplo pudimos
observar que o fato de que o parametro de penalidade aumente pode gerar problemas de
condicionamento na matriz hessiana nos subproblemas. Uma execao importante para os
métodos de penalidade externa é dada pelos métodos de penalizacao externa exata que
embora o esquema algoritmico é o mesmo, estes métodos para um parametro penalizador
suficientemente grande (porém fixo) permite a recuperacgao exata de uma solu¢ao do
problema original. Tipicamente, isso é possivel, porém ao custo da utilizacao de fungoes
penalidade que geralmente nao sao diferenciaveis conforme veremos a seguir.

Nesta secao centraremos nosso interesse no seguinte problema

minimizar ~ f(x)
sujeito a zeD, (1.19)

onde f: R" = IR, h: IR" = RY, g: IR" — IR™ sao funcoes dadas e
D={zxeR" | h(z)=0,9(x) <0}.

A funcao penalidade a serem considerada é dada por

V4 m
P(z) = Z |hs()| + Z max{g;(z),0}. (1.20)

Observemos que a funcao P assim definida nao é diferenciavel em D, mesmo quando h e g
sejam diferencidaveis. Para efeito de alguns resultados no decorrer desta se¢ao, definiremos
para uma funcao £ : R" — IR a derivada direcional no sentido de Gateaux [I7], em x na
direcdo d, como a fungao &, : IR" — IR dada por

¢ (2,d) = lim 22+t ~&(@)

t—0+ t
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parad € IR" e x no dominio da funcao £&. Consideremos a familia de problemas penalizados

minimizar O(z, p)
sujeito a z € R", (1.21)
onde
O(-,p): R" - R, O(x,p) = f(z) + pP(x) (1.22)

e p > 0 ¢é o parametro penalizador.

O seguinte exemplo mostra que é possivel obter solu¢do do problema (1.19) a
partir dos subproblemas ([1.21)) para um valor de p fixo.

Exemplo 1.6

Considere o problema

1
minimizar §(x1 — 1) + §x§

sujeito a —x; < —1.

Este problema tem solugao tnica = = (1, %) Logo aplicando a defini¢ao 1) temos que
a funcao a serem minimizada sem restrigoes é dada por

1 1
O(x,p) = §(x1 —x9)* + §x§ + pmax{0,1 — 24 }.

Como a funcao nao é diferenciavel entao para achar a solucao, temos que aproveitar
alguma propriedade da funcao, neste caso temos que ®(z, p) pode ser reescrita como

x 2 1
O(x,p) = (é - x2> + fo + pmax{0,1 — x1},

assim, como cada termo da soma é nao negativo entao temos que o ponto minimizador é

T o -
dado pelo ponto zy = > onde x; minimiza a funcao

0<x):{;11x2+p(1—x) sex <1

Tz’ sex>1

Observe que a funcao 0(x) pode ser reescrita como

e =2p+p—p* sex<l1
_ )1
0(z) { 12 sex>1

1
Logo, se p < 3 temos que o minimizador da fungao 6(z) é determinado pelo valor de p

pois para valores de < 1 0 minimo da parabola §(z — 2p)? + p — p? é dador pelo ponto

1

2 ¢ sempre crescente para x > 1. Agora, se p > 3 a

x = 2p < 1 e porque a funcao Zw

~ 1 2 2 z ~ 1 2 .
fun(;ao Z(ZC — 2p) + p — p~ e sempre decrescente para r < 1 e como a func;ao Zl’ € sempre

crescente para x > 1 entdo o minimizador da func¢ao 6(zx) serd o ponto x = 1. Assim, se
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Figura 1.2: Variagdo do minimizador da funcao 6(x)

1
consideramos p > 5 qualquer garantimos que o ponto z; = x = 1 é minimizador de 6(z)

e em consequeéncia xro = 1 O que implica que o ponto Z é minimizador da funcao de
penalizacao ®. A Figura mostra como varia o minimizador da fungao 6(z) de acordo
com o valor do parametro de penalidade p.

Devido que a fungao penalidade (1.21]) ndo é diferenciavel, o lema a seguir mos-
tra uma caracterizacao para esta funcao penalidade. E importante mencionar que estes
resultados sao vélidos para varias outras formas de penalizacao nao-diferenciavel. Por
exemplo

P(z) = max {|hi(x)],...,|he(x)],0,91(x), ..., gm(x)}. (1.23)

Lema 1.7 Sejam h:IR" — IR’ e g : R" — IR™ funcdes diferencidveis no ponto x € IR"
e P definida por (1.20). Entao para todo x € R" e d € R", P (x,d) existe e

Pl (x,d) Z Vhi(x)'d+ > |Vhi(z)d| - Z Vhi(z

ieJt(z 1€J0(x) ieJ(z)
+ Z Vai(z)'d + Z max {0, Vg;(z)"d} (1.24)
iel+(x) i€10(z)

onde

JHx)={i=1,....0] hy(z) > 0},
J(z)={i=1,...,0]| hi(z) =0},
J (x)={i=1,...,0] hy(z) <0},
It(z)={i=1,...,m | gi(x) > 0},
() ={i=1,...,m| gi(x) = 0}.

Em particular, se x € D, tem-se que

¢
P (z,d) = Z ‘Vh Td‘ + Z max {0, Vg;(z)"d} . (1.25)

=1 1€10(z)

Demonstragao. Considere 7 € IR", d € R" e i € {1,...,¢}. Caso em que h;(Z) > 0, por
continuidade h;(z) > 0 numa vizinhanga V' de z. Portanto, |h;(z)| = h;(z) para todo
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x € V. Assim, para t suficientemente pequeno
|hi(Z + td)| — |hi(Z)]  hi(ZT + td) — hi(Z)

= ) 1.26
; ; (1.26)
Caso em que h;(z) < 0, de modo anélogo, concluimos que para t suficientemente pequeno

hiy(z 4+ td)| — |h;(Z hiy(z 4+ td) — h;(z
e i~ nfa) __ (hla+ 1) = hiD)) L

t t
Caso em que h;(Z) =0, parat > 0

\hi(Z + tdi\ — |hi(Z)] _ hi(z + tci) — hi(Z) ‘ (1.28)

Agora seja i € {1,...,m}. Caso g;(z) > 0, por continuidade g;(x) > 0 numa
vizinhanca V' de z. Portanto max{0,¢;(z)} = ¢:(z) para todo x € V. Assim, para ¢
suficientemente pequeno

max{0, g;(T + td)} — max{0,g;(z)}  gi(% +td) — gi(T) (1.20)
t B t ' '
Caso ¢;(Z) < 0, por continuidade g;(z) < 0, numa vizinhanga de z. Portanto max{0, g;(z)}
0 para todo x € V. Assim, para t suficientemente pequeno

max{0, g;(Z + td)} — max{0, g;(7)}
t

— 0. (1.30)

Caso ¢;(z) =0, para t > 0

max{0, g;(Z + td)} — max{0,g;(z)} max{0, g;(Z + td)}

t t

e {0, 9i(T + td) }

t

_ maX{O, gi(“t‘? _gi(x)}. (1.31)

Logo, passando limite quando ¢ — 0% em (1.26)-(1.31) e levando em conta a
diferenciabilidade de h, g na definicdo de P’ (z,d) obtemos que a igualdade (1.24]) é

satisfeita. Para a segunda parte, basta observar que se z € D entao h;(z) = 0 para todo

i=1,...,0egi(x) <0paratodoi=1,...,m. Assim, tomado limite quando ¢t — 0 em
(1.28), (1.30) e (1.31)) temos que a igualdade ([1.25)) também é satisfeita. 0

Daqui em diante o conjunto I°(z) = {i | g;(z) = 0}, seré dito conjunto dos indices
das restrigoes ativas em x. O seguinte teorema mostra as condi¢oes necessarias para que
a penalizacao seja exata.

Teorema 1.8 [25, Teo. 4.3.4] Seja © € IR" uma solugdo local (estrita) do problema
penalizado (|1.21]).

Se T € D entdo T € solugdo local (estrita) do problema original (1.19).

Se além da hipotese que x € D, as funcoes f, h e g sao diferencidveis em T, entao
existe um par de multiplicadores de Lagrange (v, u) € RY x R™ tal que as condicoes de
otimalidade de Karush-Kuhn-Tucker sdo satisfeitas no ponto T.

Se além das hipoteses acima, T satisfaz que o conjunto

{Vhy(Z) |i=1,....,00 U{Vg@) |icI'@x)}

¢ linearmente independente, entao p > ||(v, p)|| -
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Demonstra¢ao. Como T é um minimizador local do problema ((1.21]) entao existe uma
vizinhanca V' de 7 tal que
(z,p) < O(x, p),

para todo = € V. Agora, como T € D entao ®(z,p) = f(x) para todo x € D, assim
obtemos

f(z) < f(z)
para todo z € V N D, isto é, £ é minimizador do problema (1.19)). Observe que se T for
uma solucao local estrita de ([1.21]), todas as desigualdades acima sao estritas e portanto

T é solugao local estrita de ((1.19)).
Suponhamos agora que f,g e h sao diferencidveis em . Logo pelo Lema (1.7)),

P’ (-, p) existe em Z para cada d € IR". Assim, para todo ¢t > 0 suficientemente pequeno

0 < (T +td, p) — (T, p) = t ¥/, (7,d, p) + o(2),

onde ¥, (z,d, p) = Vf(z)"d + pP,(z,d). Logo dividindo os dois lados da relagao acima
por t > 0 e passando limite quando ¢ — 07, obtemos que

' (z,d,p) >0

para todo d € R". Como = € D, de ([1.25)) obtemos que para todo d € IR"

0 < Vf@)rd+ ,OZ [Vh(z)Td] +p Y max{0,Vg(z)"d}. (1.32)
i=1 iel0(z)
Assim, em particular se consideramos d € IR™ tal que Vh;(7)'d = 0 para cadai = 1,..., ¢

e Vg;(z)"d < 0 para cada i € I°(z) tem-se que
Vf(E)'d > 0.

Logo, d = 0 é solucao do problema de programacao linear

minimizar V f (z)"d
sujeito a  Vhy(x)'d=0, i=1,...,¢ (1.33)
Vgi(x)'d <0, iel%a).

Como este problema tem restricoes lineares entao pela condicao de otimalidade

) + Z viVhi(z Z u:Vgi(z) = 0. (1.34)

i€l0(z

Agora, como T € D entao definindo y; = 0 parai ¢ 1°(z), de (1.34)) obtemos que
7 satisfaz K KT para o problema (1.19)), com multiplicadores (v, i) € IR" x IR™.

Finalmente, suponhamos que no ponto Z o conjunto
{Vhi(z) | i=1,....0 U{Vg(z) | i € I"(2)}
é linearmente independente. De (|1.32)) e ([1.34) obtemos que
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4
> ui(Vhi(@)'d+ > pV(gi(x)"d
i=1 )

i€l0(z
l
< pY_|(Vhi(@)"d] +p ) max{0, (Vgi(z))" d}. (1.35)
=1 i€10(z)

para todo d € IR". Observe que dado (u,vp0) € IR x R o sistema

(omn )i= (),

tem sempre solugao pois o conjunto {Vh;(z) |i = 1,...,0} U{Vg(z)|i € I°(x)} é
linearmente independente. Assim, dado (u,v0) € R x R existe d € R™ tal que

Vhi(z)'d=usi=1,....0, Vg(@)'d=uvicl

Agora, tomando (u,vp) € IRY x R arbitrario, de 1) obtemos que

¢
(v, uD T (u, vpo) Z viu; + Z,ulvl = Z I/thi(.T)Td + Z,ungi(a_:)Td

i€l i=1 iel0

pz Vhi(z)"d| + p > max{0, Vg;(z)"d}

el

_ (imuzmax{o i )

el

<, uuul+zw)

il

IN

= pllw vl

onde também utilizamos o fato de que max{0,¢} < |¢| para todo t € IR.
Pela definicao da norma dual, temos que

(o)l = sup { () (s o) | (s o), = 1}
o {<<u, o)) ) € R W}

1(w, vpo)ly
< p
Agora devido a que p; = 0 para todo i ¢ I°(Z) entao temos que ||(v, )|l = |(v, 1)l
de onde concluimos a ultima afirmacao do teorema. 0O

Na segunda parte do teorema acima, a existéncia dos multiplicadores nao é unica.
No entanto, ao acrescentarmos a hipdtese de independéncia linear, temos a garantia da
unicidade dos multiplicadores |25, Teo. 1.2.3].

Passaremos agora a estudar as condi¢oes que sao suficientes para que uma pena-
lizacao seja exata, isto é, condi¢oes que garantem que uma solugao do problema penalizado
também seja uma solucao do problema original .
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Primeiro lembremos que a Lagrangiana do problema (|1.19)) é dada por
L:R"x R x R™ — R,

L(z,v,p) = f(z) + v h(z) + @' g(2).

Mostraremos que, sob certas condicoes, o valor da Lagrangiana fornece uma cota
inferior para o valor da fun¢ao penalizada.

Proposicao 1.9 [25, prop. 4.3.2] Para todo x € R™ e todo (v,p) € IR" x R'", tem-se

que
Lz, v, p) < f(@) + [|(v, p)|| o P(2), (1.36)
onde P € dada por (1.20). Em particular, se p > ||(v, )|, tem-se que
L(z,v,p) < O(z,p), (1.37)

onde ® € dada por (1.22)).

Demonstracao. Para todo x € IR", tem-se que
J4 m
V() + 1Tga) = 3 vihie) + 3 pigila)
i=1 i=1

1]l oo 1)1y + D i max{0, gi()}

<
< [l 1a@) 1y + Nl ZmaX{O,gi(w)}
< [l(m il P(2), (1.38)

onde utilizamos a desigualdade de Cauchy-Schwarz generalizada, o fato de que u > 0
e que ||V, < (v, 0]l e llplle < (v, )|l Agora somando f(z) a ambos lados de

(1.38) obtemos L(x,v,pn) < f(x)+ ||(v,p)||, P(z) como querfamos. A relagao (1.37)) é
uma consequéncia inmediata de ([1.36]), se utilizamos [|(v, p)||,, < p em (1.38). 0

oo

O seguinte teorema mostras condigoes suficientes para que uma penalizagao seja
exata no caso convexo. Notemos que neste caso, a funcao ®(-, p) também é convexa.

Teorema 1.10 (Penalizacao exata no caso convexo) [25, Teo. 4.3.5] Sejam f e g
funcgoes convexas, diferencidveis no ponto * € IR", e seja h uma fungao afim. Supo-
nhamos que existam os multiplicadores de Lagrange (v, 1) € R XIR™ tais que as condi¢des
de otimalidade de Karush-Kuhn-Tucker sao satisfeitas (logo, T é uma solu¢ao global do

problema ((1.19)) ).

Entao para todo p > ||(v, )|, 0 ponto T é uma solugcdo (global) do problema

00’

([T.21).

Demonstra¢ao. Como h é uma funcao afim, £(+, v, i) é uma funcao convexa e VL(Z, v, u) =
0, (onde VL denota o gradiente respeito a primeira varidvel) assim o ponto T é um
minimizador global de L(-,v, 1) no IR", ou seja,

L(z,v,p) < L(x,v, 1)
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para todo x € IR". Como T satisfaz KK'T entao pela viabilidade e complementaridade em
T vale que P(7) =0, h(x) =0 e T g(z) = 0 logo, para p > 0 qualquer tem-se que

®(z, p)

IA I
B ===

T,V ) (1.39)
para todo x € IR". Por outro lado, como 1> 0 e p > ||(v, )| ., de (1.37)temos que
Lz, v, p) < (z,p)
para todo x € IR". Combinando esta desigualdade com , temos
®(z,p) < ®(x,p)
para todo x € IR", o implica que Z é minimizador global de ®(-, p) no IR". 0O

Consideremos, finalmente, o caso nao convexo, mas em que uma solucao satisfaz
a condigao suficiente de segunda ordem (portanto ela é estrita). Precisaremos inicialmente
do seguinte lema.

Lema 1.11 Sejam h : R" — IR e g : R" — R func¢oes duas vezes diferencidveis em
z € R". Entao a funcao definida como I'(x) = |h(z)|+max{0, g(x)} € Lipschitz-continua
numa vizinhanca V de T.

Demonstracao. Como soma de fungoes localmente Lipschitz é localmente Lipschitz entao
basta motrar que as fungoes |h(x)| e max{0, g(z)} sdo localmente Lipschitz. Como h(z) é
Lipschitz em V' (Pois h é duas vezes diferenciavel em ), digamos com constante L; entao
para x,y € V|

||h(z)| = [R(y)|| < [A(x) = h(y)| < Ly [l = y]] (1.40)

assim, segue que |h(z)| é localmente Lipschitz em V. Por outro lado, considerando que g é
Lipschitz em V' com constante digamos Lo entao para a fun¢ao max{0, g(x)} consideremos
os seguintes casos, com x,y € V.

Caso que g(x) > 0 e g(y) > 0 temos que

max{0, g(z)} = g(z) e max{0,9(y)} = g(y)
em consequéncia
imax{0, g(x)} — max{0,g(y)}| = |g(z) — g(y)| < Lz |lz —yl|. (1.41)
Caso que g(x) < 0 e g(y) < 0 obtemos que
imax{0, g(z)} — max{0, g(y)}| =0 < Ly [z — yl|. (1.42)
Caso que g(z) > 0 e g(y) < 0 temos que
imax{0, g(z)} — max{0, g(y)}| = |9(z)| < [g(z) — g(y)| < L2 lz — y][, (1.43)

Considerando na primeira desigualdade que —g(z) > 0. Portanto de ([1.41)-(1.43)) temos
que a fungao max{0, g(x)} é localmente Lipschitz, o que finaliza a prova. 0
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Teorema 1.12 (Penalizagao exata no caso da condigao suficiente de segunda ordem)
[25, Teo. 4.3.6] Sejam f, h e g fungdes duas vezes diferencidveis em T € IR". Suponha-
mos também que existam os multiplicadores de Lagrange (v,pn) € R x R™ tais que a
condi¢ao suficiente de sequnda ordem seja satisfeita (logo, T € uma solugao local estrita

do problema (1.19) ).

Entao para todo p > ||(v, 1)l .., 0 ponto T é uma solugao local estrita do problema

o0’

([T.21).

Demonstra¢ao. Suponhamos que Z nao seja um minimizador local estrito do problema
1} isto ¢, que exista uma sequéncia (z*) rey © R\ {7} tal que ¥ — 7 e para todo
k,

(2, p) < ®(7, p). (1.44)
(z* — 7)

|l % — ||’
IK C IN tal que d* converge a d € IR", com ||d|| = 1. Definindo, para todo k € IK,
th = ||z* — z|| temos que

Consideremos a sequéncia d* = como d* é limitada entdo existe um conjunto

oF = T+t = T+ tPd + t*(dF — d) = T+ t*d + o(tF).

Pelo Lema é facil ver que a fungao ®(-, p) é Lipschitz-continua (digamos, com médulo
L > 0) numa vizinhan¢a de z. Portanto,

‘(ID(xk, p) — ®(z + thd, p)| <L ||mk -z — t"“dH = o(t").
Assim, obtemos que

O(z +t*d, p) — O(x 2k, p) — d(z tk
k—o0 tk k—00 tk

onde a desigualdade segue de (|1.44)). Como pela hipdtese & € D, combinando (|1.25)) com
a desigualdade acima e obtemos que

0> Vf(z Td+pZ\Vh )'d|+p > max{0,Vg;(z)"d}. (1.45)

i=1 i€l (z)

Em particular, como os dois ultimos termos sao nao negativos, isto implica que
0> VfE)d. (1.46)

Por outro lado, pela condicao suficiente de segunda ordem (que inclui as condigoes de
otimalidade KKT),

)+ Z v;Vh(z Z w;Vgi(z) =

i€l (z

Agora, multiplicando a relacao acima por d? e usando obtemos que



Métodos de penalizacao 17

i=1 1€19(z)
¢
—l—pz |Vhi(z)"d| + p Z max{0, Vg;(z)" d}
i=1 i€l0(z)

Vv

L
(0=l o) | D max{0,Vgi(z)"d} +Z [Vhi(z)"d| |,

ieI0(z)

onde i > 0 foi levado em conta. Como p > ||(v, p)||, € todos os termos no lado direito da
relacao acima sao nao negativos, concluimos que todos eles tém que ser nulos. Portanto,

Vhi(z)'d=0, i=1,....¢, (1.47)
Vgi(z)'d <0, iel’x). (1.48)

Assim, com estas condicoes e levando em conta que ||d|| = 1 entao pela condicao suficiente
de segunda ordem temos que

d"2L(&, v, p)d >y ||d]* =,
onde v > 0.

Levando em conta que VL(Z, v, u) = 0, obtemos

£<xk7 v, :u) = E(‘fv v, /L) + (V/.t(ﬂ_?, v, M))T(mk - i)

1
+§(xk —)I'V2L(z, v, ) (2" —Z) + o (ka — 55||2>

= L(z,v,pn)+ %dTVQE(m, v, p)d + o((t*)?)

(G
2

v

L(z,v,p1) + =7+ o((t*)?)

> L(z,v,p) +
> L(Z,v,p), (1.49)

onde a segunda desigualdade vale para todo k suficientemente grande (tal que o( (tF)?) >
—(t*)?/4).

De ([1.44) e (1.49)), para todo k suficientemente grande obtemos
O(a*,p) < ®(z,p) = f(7) = L(Z,v, 1) < L(F, v, p) < (2", p),

onde a ultima igualdade segue de ((1.37)), o qual é absurdo e assim, T é solucao de ([1.21)).
O

Para finalizar a analise do método de penalizacao exata, consideremos a familia
de problemas parametrizada por & € R™ e 3 € R’
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minimizar  f(z)

sujeito a  g(x) +a <0, (1.50)
h(z) + 5 =0,
x e,

onde f, g, h sdo Lipschitz continuas definidas como em ({1.19)) e C' um subconjunto fechado
de IR™. Observe que se « =0, 5 =0, C =IR" o problema ({1.50) coincide com o problema
(1.19). A seguinte defini¢ao é conhecida na literatura como condicao de calma.

Definicao 1.13 [17, Def. 6.4.1] Seja x solugdo do problema (1.19). O problema (1.19) é
calmo em x quando existem nimeros positivos € e M tais que para todo («, ) € B(0,¢) C

R™ ¢ para todo ponto ©’ € B(x,¢e) vidvel para o problema (1.50) temos que

f@') = f(x) + M||(a, B)]| = 0. (1.51)

Perturbacao das restricoes sao estudadas na teoria de andlise de sensibilidade
[30].

O conceito de calma de um problema estd relacionado com a penalizacao exata
[T7, Prop. 6.4.3]. Além disso, a condi¢ao de calma de um problema no ponto x representa
uma condigao de qualificacao [I7, Prop. 6.4.4], no sentido da garantia da existéncia dos
multiplicadores de Lagrange. Mas cabe ressaltar, que nao ha garantia da unicidade dos
multiplicadores.

1.1.2 Penalizacao quadratica

Embora os métodos de penalidade externa no contexto geral ja foram considera-
dos, apresentamos um método especifico para restrigoes de igualdade.

O problema de minimizacao a resolver por este método é dado por

minimizar f(x)
sujeito a  h(z) =0, (1.52)

onde f:IR" - R e h: R" — IR’ sdo funcoes suaves.
Ou seja, consideramos agora o caso particular em que

D = {z € R"|h(z) = 0}.

Considere a fungao penalidade quadratica P : IR" — IR, definida por

P() = 5 @) = 5 3 (ula))?.

Note que esta fungao é continuamente diferencidvel e satisfaz (1.2]), sendo portanto uma
penalizacao externa.
Consideramos entao a familia de problemas irrestritos (1.7)) como

o o
minimizar (x,p)
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com

O(z, p) = flx) +

[\ et

> (hi(a))* (1.53)

Como no Algoritmo [1.1} em uma iteracao k, dado um parametro de penalidade
p* >0, ¥ serd um minimizador de ®(z*, p*). Se z* é um minimizador global exato entao
o Teorema garante a convergéncia global do algoritmo. No entanto, este minimizador
nao precisa ser exato. Basta que seja um ponto estaciondrio de ® com precisio ¥ > 0,
ou seja, =¥ deve satisfazer
[Va(®, ph)|| < &

onde V®(z*, p*) denota o gradiente de ® em relacao & primeira variavel z.

Descrevemos a seguir o algoritmo com penalizacao quadratica, com os subpro-
blemas resolvidos da forma inexata. Considere (5]“) pen Uma sequéncia de valores positivos
que converge para zero.

Algoritmo 1.2 -Penalizacdo quadrdtica

Dados p° > 0, €% > 0, 2% € R™.
k=0.
REPITA
Obtenha z* como ponto estaciondrio de ®(-, p¥) com precisao ¥,
a partir de x*.
ESCOLHA pF*1 > pF,
ESCOLHA z"™! e R"
k=k+1

Note que a cada iteragio é considerado um ponto z¥ como ponto inicial na resolugio do
subproblema a maioria dos casos considera-se %! = 2% para a iteracao seguinte.

O proximo teorema garante que todo ponto de acumulacao da sequéncia gerada
pelo Algoritmo [1.2] com independéncia linear dos gradientes das restrigoes é um ponto

estacionério para o problema original, ou seja, satisfaz condigdes KKT [38].

Teorema 1.14 [3), Thm. 17.2] Suponha que ¥ — 0 e p — oo. Considere x* ponto
de acumulacao da sequéncia (xk)kelN no qual o conjunto dos gradientes das restrigoes
{Vhi(z*)|i = 1,... L} € linearmente independente. Entdo x* é um ponto KKT para o
problema original . Além disso, para tal ponto, existe um subconjunto de indices IK
tal que lim z* = z* e

kelK
: k kN %
fi ) =

onde p* € o vetor multiplicador de Lagrange associado a x*.

Demonstragao. Diferenciando ((1.53) com respeito a primeira variavel temos
¢
Vo(z*, o) = VF(@*) + p* Y hi(a?)Vhi(ab). (1.54)
i=1
Do Algoritmo [1.2] segue que

< ek

)

l
||Vf(x"’) +pF Y (") Vh(ab)

i=1
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para todo k. Por propriedades de norma (||a + b|| > ||a|| — [|b]|), obtém-se que

1
o

)4
Zhi(fck)vm(ﬂfk) < S (EHIVIED]). (1.55)

Como z* é ponto de acumulagao entao existe um conjunto de indices IK C IN tal
que 2¥ — 2* em IK. Assim tomando limite sobre os indices do IK em ([1.55) e usando a
continuidade do V f, a convergéncia £ — 0 e o fato que p*¥ — oo obtemos

14

> hi(@*)Vhi(z*) = 0.
i=1
Como por hipétese o conjunto {Vh;(z*),i = 1,...,¢} é linearmente independente
tem-se que h(z*) = 0, ou seja, £* é um ponto vidvel.
Por outro lado, para que x* satisfaca K KT é suficiente provar que

. k kN %
lim p°h(2") = p".

Vamos considerar A(z) a matriz dos gradientes das restri¢oes, isto é,
A(x)" = [Vhi(2), Vha(), ..., Vh()],
além disso definamos o vetor p* = p*h(x*), logo podemos escrever ((1.54) como

V(e o) = V(") + Al i, (1.56)

de onde
AT b = = [V f(a*) = VO(a*, p")]. (1.57)

Como a matriz A(z*) tem posto méaximo para k € IK suficientemente grande, a
matriz [A(z%) AT (2*)] é ndo singular. Logo multiplicando (1.57) por A(z*) temos

[A(z")A@@") ]t = =AMV (") — VO(a*, p)]
e assim para k suficientemente grande temos
ph = —[A@M AT ARV (") = Vet o).

Logo aplicando limite e utilizando a continuidade das funcgoes f, h; e usando que
Vo(x*, p*) — 0 (pois eF — 0) temos
i = lim g = A A AV ().
Portanto, tomando limite em (|1.56|) temos que

V(@) +A@) u" =0,

ou seja, r* é um ponto K K'T' com multiplicador pu*.
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1.2 Penalizacao interna

Os métodos de penalidade interna, ou também conhecidos como métodos barreira,
sao feitos para problemas do tipo

minimizar f(z)
sujeito a g(x) <0, (1.58)

onde f:IR" — IR, g : IR" — IR sao fungoes suaves. Neste caso, o nosso conjunto viavel
¢ dada por D = {z € R" | g(x) < 0}. Seu interior é o conjunto nao vazio

D’ ={z e R"| g(z) < 0}. (1.59)
Suponha ainda que
xlengo flz) = églf)f(:v) =0 > —00, (1.60)

em outras palavras, o infimo de f no conjunto D° é igual ao valor 6timo do problema
(1.58). O objetivo desta hipdtese é evitar alguns casos como o da Figura ((1.3) onde a
solucao  nao pode ser aproximada por pontos do interior do conjunto viavel.

&I

Figura 1.3: A solucao T nao pode ser aproximada por pontos do interior de D.

A ideia dos métodos de penalizacao interna é a mesma que da penalizagao externa,
no sentido que queremos aproximar o problema ([1.58]) por uma sequéncia de problemas
que podem ser considerados irrestritos pois a solucao de cada problema dependerd da
funcao penalidade a ser considerada. A diferenca com os métodos de penalizacao externa
é que o termo penalizador agregado a funcao objetivo, tende para infinito para qualquer
sequéncia que se aproxime a fronteira do conjunto viavel e os pontos das sequéncias estarao
sempre no interior do conjunto viavel.

Definicao 1.15 Uma funcio P : D° — IR, chama-se barreira para o conjunto D, se ela
é continua em D° e para toda sequéncia (xk)kelN C DY tal que g;(z¥) — 0 para algum
i€{l,...,m}, tem-se lim P(2*) = +o0.

k—o0

As fungoes barreira mais comuns sao

Pla) = =Y log(~gi(@)) (1.61)



Métodos de penalizacao 22

Pa) ==Y 1 (1.62)

= gilx)’

as quais sao conhecidas como barreira logaritmica e barreira inversa, respectivamente.

Consideremos a seguinte familia de funcoes ¢ : D x IR, — IR dada por

o(x,p) = f(x) + pP(x), (1.63)

onde p > 0 é o parametro penalizador. Com esta func¢ao, dado p > 0 considere o seguinte
problema

minimizar  ¢(z, p)
sujeito a z e D (1.64)

O problema acima é irrestrito no sentido de que ao aplicar um método iterativo
razoével a partir de um ponto inicial em D°, a sequéncia gerada permanecera dentro de
DY, j& que pela definicao da funcao barreira, & medida que um ponto se aproxime da
fronteria de D os valores de ¢(+, p) explodem.

Algoritmo 1.3 - Método de Barreiras

Escolha uma fungao barreira P : D° — IR para D = {z € R" | g(z) < 0}, p’ > 0.
k= 0.
REPITA
DETERMINE z* € D°, como solucao de ([1.64)) para a funcao objetivo
dada em (1.63|) com p = p*.
ESCOLHA pFtl < pF,
k=k+1

Como as solugoes do problema original geralmente estao na fronteira de D, entao
para a convergencia destes métodos, é necessario que os valores de p tendam para zero e
desta maneira amenizar a influéncia explosiva da fungao P.

Exemplo 1.16 Consideremos o problema

minimizar T
sujeito a  —x < 0. (1.65)

Vejamos que utilizando o método de barrera a solugao é o ponto x = 0.

De fato, consideremos a fungao barreira inversa definida como em ([1.62)), assim

obtemos que

R
pla,p) =a+ .

Logo os pontos estaciondrios para esta funcao sao dados por

p
0=¢'(w,p)=1-73

de onde obtemos que
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Observe que x(p) € D° pois neste caso D° = {z € R | z > 0}. Em particular, quando
p — 0 entdo z(p) — 0.

O

Estudemos agora algumas propriedades e as convergéncia das func¢oes de pena-
lizacao interna.

Proposicao 1.17 [25, Prop. 4.8.3] Suponhamos que o conjunto D satisfa¢a (1.59)) e
1) Seja (l‘k)ke]N uma sequéncia gerada pelo Algoritmo onde x* € solucdo global
do problema (1.64) com p = p*. Entdo para todo k, tem-se que

o pM) <l pb) (1.66)
Pz > P(2") (1.67)
FMh) < fah). (1.68)

Demonstra¢do. Como x**1 é solucao global de ([1.64) com p = p**! entdo temos que

f(:L‘k+1) —|—pk+1P(;L'k+1)

k+1 k+1)

Y\

IN

.Clﬁk k+1)

(
(
(&%) + 1P (") (1.69)
(
(

IN
‘G\h“\n‘G

z*) + pFP(a*)
£ 0",

onde a segunda desigualdade é valida pois p*™1 < pF e P(z*) > 0. O que mostra ((1.66)).
Para mostrar (1.67)) vejamos que pela otimalidade de 2, com p = p* temos que

F@®) + p"P(a®) = p(a®, p*) < p(a™, ph) = f(a") 4 pF P (")

Logo somando esta desigualdade com ([1.69)) obtemos

(0 — )P < (0 — )P, (1.70)
Agora como (p* — pF*1) > 0 entao de ([1.70]) concluimos que P(z**!) > P(z*). Finalmente

combinando ([1.67)) e (1.69) obtemos
F@™) = f(2*) < P (P (%) — P(a™) <0,
o que mostra (|1.68]). O

Temos a seguir o resultado de convergéncia dos métodos de barreira.

Teorema 1.18 (Convergéncia dos métodos de penalizacao interna) [25, Teo. 4.3.7]
Sejam f: IR" — IR, g : R" — IR™ fungoes continuas no IR". Suponha que D satisfaca
1} e 1) considere (xk)kelN uma sequéncia gerada pelo Algoritmo onde z* ¢
solugdo do problema (1.64) com p = p*. Se p* — 0, entdo todo ponto de acumulagdo de
(mk) LN ¢ solucao global do problema 1}
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Demonstracdo. Seja z* um ponto de acumulacio da sequéncia (a:k)ke]N. Logo existe um

e C D? entdo temos que g(z*) < 0

para todo k e pela continuidade de g temos que g(z) < 0, ou seja, T € D.

conjunto IK € IN tal que lim ¥ = z. Como (:L‘k)
kelK

Se f(Z) = v entdao nao ha nada para mostrar, pois neste caso Z ja é solucao de
(1.58). Agora suponha que f(Z) > v. Consideremos

5= W > 0. (1.71)

Como ((1.60]) ¢ satisfeito entao pela definicao de infimo temos que existe 2’ € D tal que
f(a') <v+0. (1.72)

Por outro lado pela desigualdade 1} temos que a sequéncia de imagens ( f (.rk))
é nao crescente e pela continuidade de f segue que

f(2®) > lim f(2*) = f(z) = v + 2.

T keK

kelK

Agora subtraindo f(z’) da desigualdade acima e utilizando (1.72)) obtemos que

fl®) — f(@') >0 +26 — f(2') > 6. (1.73)

Logo para k € IK suficientemente grande

0> @(z", p*) — p(a', p*)
= [(a®) + p"P(z") — f(«') = p*P(2')

> 6+ pt(P(a") = P(a))
> 6+ p(P(a”) = P(a"))
> 0,

onde a primeira desigualdade é valida pois z* é solucao global do problema ((1.64) com

p = p*, a segunda desigualdade segue por ([1.73)), a terceira por (1.67) e a tltima pelo fato
de que p* — 0. O absurdo mostrado acima implica que f(z) = v, isto é,  é solugao do

problema ([1.58)). O

Como no caso da penalizacao externa, os métodos de penalizacao interna também
tem o problema de mal-condicionamento, neste caso para valores do parametro penali-
zador tendendo para zero. O seguinte exemplo mostra esta situacao.

Exemplo 1.19
Considere o problema

minimizar (21 + 1)* 4 (v2 — 1)?
sujeito a —x1 <0.
A solucdo deste problema é z = (0,1) e o conjunto D° = {(zy,25) € R* | 2; > 0}.

Consideremos a fungao barreira logaritmica definida definida em (1.61]). Logo o problema
penalizado é dado por

o(z,p) = (v1+1)* + (z9 — 1)* — plog(zy). (1.74)
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Para obter os pontos criticos da funcao acima, tomamos gradiente respeito a primeira
variavel e obtemos

_r
0=Vo(z,p) = (2(:621(;_ 1_) 1)x1> .

Logo, a solucao deste sistema é dada por é dada por

2(p) = (”%mg) |

Assim, se p — 0 temos que z(p) — (0,1) = Z. Por outro lado, a matriz hessiana da

funcao ((1.74) é dada por
p
24+ = 0
VQQO(LL',p) = ( "L‘% >

0 2

e avaliando no ponto z(p) tem-se que

24 2 0
Vio(z(p), p) = 1+p—vT+2p
0 2
Ccomo
. p
lim +00,

P _

vemos que esta matriz fica cada vez pior condicionada quando p — 0.



Capitulo 2

Métodos de Lagrangiano aumentado

No capitulo anterior discutimos alguns métodos de penalizagao. Vimos que nos
métodos de penalizacao externa, o parametro de penalidade pode crescer ilimitadamente,
o que pode causar problemas de instabilidade do método. Uma maneira de evitar cres-
cimento ilimitado do parametro de penalizacao é acrescentar um termo de penalizacao
diferenciavel a Lagrangiana, e nao a funcao objetivo do problema, dando origem aos
métodos de Lagrangiano aumentado.

Neste capitulo estudaremos o método de Lagrangiano aumentado e apresentare-
mos duas propostas para a funcao de penalizagao que dao origem a diferentes métodos
de Lagrangiano aumentado. Discutiremos seus resultados de convergéncia global. O
Capitulo 3 serd dedicado a testes computacionais para comparacao do desempenho dos
métodos obtidos com as diferentes funcgoes de penalizacao estudadas.

2.1 Método classico

Considere inicialmente o problema com restricoes de igualdade

minimizar f(x)
sujeito a  h(z) =0, (2.1)

onde f:IR" - R e h: R" — IR’ séo funcdes continuamente diferencigveis.
A funcéo Lagrangiana £ : IR" x IR — IR associada ao problema é definida por

Lz, p) = flz) + thz‘(x)-

No método de Lagrangiano aumentado adicionamos a funcao Lagrangiana uma funcao
de penalizacao. No método classico, adicionamos uma fungao de penalizagao quadratica
multiplicada pelo parametro de penalidade. Temos assim a funcao Lagrangiano aumen-
tado

L, p) = f(2) + 3 paha(a) + 537 (hi(a)’ (2.2)

onde p ¢é o parametro de penalidade. Note que esta funcao difere da fungao Lagrangiana
padrao pelo termo quadratico adicionado a direita.

26
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Cabe ressaltar que o método classico de Lagrangiano aumentado pode ser visto
como um caso particular do método de penalizacao quadratica discutida na Secao [1.1.2]
Ao aplicarmos o método de penalizacao quadrética ao problema

¢
minimizar f(z)+ Z pihi(x)
i=1

sujeito a h(z) =0,

vemos que os problemas a serem resolvidos no Algoritmo sao justamente de mini-
mizacao de .

Como no Algoritmo , o ponto z¥ serd um minimizador inexato da funcao
penalizada L(z, i1, p), ou seja, dado u* € RY, p* > 0, e uma tolerancia ¥ > 0, o ponto z*
deve satisfazer

|VL(*, 1", p")|| < 5. (2.3)

Devemos discutir agora como atualizar o vetor € IR dos multiplicadores de
Lagrange.
Se derivamos a expressao ([2.2)) com respeito a z temos que

VL(z,pp)=Vf(z)+ Z 1V hi(z) + p Z hi(x)Vhi(x)

¢
=V @)+ (i + phi(z)) Vhi(z). (2.4)

i=1

Fixando p e p nesta ultima igualdade e se consideramos as hipoteses do Teorema |1.14]

temos que se ¥ é o minimizador de L(x, u1, p), para k suficientemente grande
i = g+ pPhi(a") (2:5)
para todoi=1,...,¢. Assim,
1 *
hi(a*) ~ paii )-

Note que quando p* se aproxima de p*, h;(z¥) estd préximo de zero, e portanto, x*

torna-se vidvel. Agora para aproveitar este calculo de 2* em cada iteracao e calcular uma
estimativa para o multiplicador associado, de (2.5 temos uma ideia natural para atualizar
o vetor de multiplicadores, ou seja,

pi = gl + pFhi(a®)

para todo ¢+ = 1...,¢. Considerando uma sequéncia de (€k) de valores positivos

convergindo para zero, definimos o seguinte algoritmo.

kelK

Algoritmo 2.1 - Lagrangiano aumentado

Dados p° >0, >0, 22 ¢ R" e u° € R, ¢ > 1.
k=0
REPITA
Obtenha z*, a partir de z¥, satisfazendo 1|
Atualizar para cada i = 1,...,¢, ut™ = pF + pFhy(2*)
P = cph
Escolha um novo ponto inicial z¥+* € IR”
k=k+1
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Da mesma forma como no Algoritmo em cada iteragao este algoritmo consi-
dera um ponto inicial para resolver o subproblema. Na maioria das vezes este ponto é

tomado como z¥+1 = 2.

2.1.1 Analise de convergéncia

Nesta secao apresentamos a andlise de convergéncia global do Algoritmo Su-
pondo a condigao de qualificacao de independéncia linear dos gradientes das restri¢oes
ativas. No entanto, em [I] esta andlise é feita considerando uma condigao de qualificagdo
mais fraca, ou seja, a condigao de Dependéncia Linear Positiva Constante (CPLD), intro-
duzida em [37] e discutida em [3].

Teorema 2.1 [3j, Thm. 17.5] Seja x* solugdo local do problema , tal que o con-
Junto dos gradientes das restrigoes {Vhi(x*),...,Vhe(x*)} € linearmente independente e
a condi¢ao suficiente de sequnda ordem para o problema (2.1) € satisfeita para p = p*.
Entao existe um ndmero p tal que para todo p > p, x* é um minimizador local estrito de

Lz, pu*, p).

Demonstracao. Mostremos que x* satisfaz as condigoes necessarias e suficientes para o
problema de otimizacao sem restrigoes, ou seja,

VL(x* u*, p) =0 e V>L(z* u* p) é positiva definida. (2.6)

Como x* é um ponto viavel entao

VL(2", 1, p) =V f(x +Z (17 + phi(z*)) Vhi(z")

=V f(x +Zulwl
=L(z*, p1*). (2.7)

Logo, como para z* e u* as condigoes de segunda ordem sao validas, temos que L(z*, u*) =
0 e consequentemente V L(x*, u*, p) = 0. Assim, é satisfeita a primeira igualdade de ([2.6)).

Vejamos agora que existe p > 0 tal que u’ V2L(x*, u*, p)u > 0 para todo u € IR"
nao nulo. Considere a matriz AT = [V¢i(2*), Vea(z*),. .., Ve(z*)]. Como o conjunto
dos gradientes {Vh;(z*), i = 1,...,¢} é linearmente independente entdo A tem posto
maximo, assim

V2L(x*, y*, p) = +Z:U’z V2hi(z*) + p (ATA—i-Zh V2h; (x*))

= V2f(2*) + Z 1 V2h(x*) + pAT A
= V2L(z* p ) + pATA (2.8)

Agora pelo teorema fundamental da dlgebra IR™ = N (A) & Im(AT), onde N (A)
e Im(A") sdo o niicleo e imagem da matriz A. Logo dado u € IR", u = w + ATv onde
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w € N(A) e v € RY, por tanto

u'VAL(2*, p*, p)u = ut V2L(2*, i )u + put AT Au
= w! V2L(2*, w4+ 20T V2L (x*, ) ATv
+ 0T AV2L (2", ) ATv + pvT A(AT A) AT w. (2.9)

Estudemos os termos a direita da iltima igualdade. Como a Hessiana da funcao
Lagrangiana é definida positiva no N(A4) (pela condigao suficiente de segunda ordem),
para (z*,u*) vale que w?V2L(z* p*)w > 0 pois w € N(A). Por outro lado, como
N (A)NS™~1 é compacto, pela continuidade da Hessiana da fungao Lagrangiana, a imagem
¢ um conjunto compacto assim, existe a > 0 tal que

T T

w w
—V2L(z*, ) — > a
[[]] 0]
o que implica
w2 L(z*, 1w > aljw|]?, para todo w € N(A). (2.10)

Para analisar o segundo termo de (2.9) definamos b = HVQE(Q:*, ,u*)AT”. Assim
WL, 1) AT < oll [ V2L ) AT < ll [ V2L ) AT ol = ] o]
e consequentemente,

2wl V2L (x*, ) AT > =20 ||v|| [|w]| - (2.11)

De maneira semelhante para ¢ = [[AV2L (2", u*)AT|| temos que

T AV L (2, ) ATv > —c ||u|?, (2.12)

limitando inferiormente o terceiro termo da soma em . Finalmente, como AAT
é simétrica positiva definida entao pelo teorema espectral temos que existe uma de-
composicao em matriz de AAT como sendo AAT = UDU?T com U ortogonal e D =
diag(ay, . .., a,) diagonal onde o conjunto {a;, i = 1...,/} sdo os autovalores de AAT.
Tomando y = UTv e ayin 0 menor autovalor de AA” temos

VT A(ATA) ATy = || AATo|)*
— |luDUT|*
= (UDUT )" (UDU™v)
=0TUDT"DU

in 1011 (2.13)

sendo que a ultima igualdade é valida pois a matriz U é ortogonal. Em conclusao usando
(2.10),(2.11)),(2.12)) e (2.13) em (2.9) temos que
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min

dVL( 1 p)u > a P~ 26 o] [l + (p o, — <) ol

2 2
2 2
= alful® = 2B ol ool + 2 oll = ol + (o 0 ) o]
fwll=2r) + (oo Y ol (2.14)
= Qa will — — ||V o ... —C— — Ul . .
a p man a
b2
Logo existe p = act tal que

V2L(x*, u*, p) > 0,

para todo p > p. Pois para que V2L(z*, u*, p) = 0 pela escolha de p, os termos da soma
em ([2.14) serdo nulos se, e somente se, w = v = 0 o que é absurdo pois u # 0. Logo é
satisfeita a segunda parte de (2.6) e assim z* é minimizador local estrito de L(z, u*, p).

O

O resultado a seguir, dado por Bertsekas em [7, Prop. 4.23] e apresentado em
[34, Thm. 17.6], estabelece condi¢oes sob as quais existe um minimizador de L(x, u, p)
que estd préximo de z* e fornece limitantes para os erros em z* e p*! obtidos resolvendo
o subproblema na iteracao k.

Teorema 2.2 Considere z* € R™ e u* € R’ satisfazendo as hipdteses do teorema ante-
rior e seja p > 0 garantido pelo teorema. Entdo existem escalares 6,¢ e M tais que

i) Para todo u* e p* satisfazendo

| = || < 60", p* =, (2.15)
o problema
mininimizar Lz, ¥, p*)
sujeito a |z — x| <,

tem uma unica solucao z*. Além disso, temos que

M *
Sﬁ”ﬂk—ﬂ

o

ii) Para todo u* e p* satisfazendo (2.15)) tem-se que

k+1

| ,

* M k *
— | S = |
<5
onde as coordenadas de j**' sdo dadas como no Algoritmo i1sto é, ,uf“ =
Pk 4 pFhi(z), para todo i € {1,...,(}.

i) Para todo p* e p* satisfazendo (2.15)), a matriz V2L(z*, u*, p*) € positiva definida
e os gradientes Vhy(z*),i = 1,...,1, sdo linearmente independentes.
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2.1.2 Extensao para restricoes de desigualdade

Vamos introduzir o método de Lagrangiano aumentado para problemas com res-
tricoes de desigualdade. O problema a considerar é

minimizar f(x)
sujeito a g(z) <0, (2.16)
onde f : R" - R e g : R" — IR™ sao fungoes continuamente diferenciaveis. A ideia é
reformular o problema por um problema com restri¢oes de igualdade com a introducao de

variaveis de folga e usar o Algoritmo ([2.1)). Estas varidveis serao adicionadas as restri¢oes
de desigualdade como segue

gi(x) +6; =0, com 6; >0,

para cada ¢ = 1,...,m. Neste sentido, o Lagrangiano aumentado do problema (2.16|) é
dado por

mini%ﬂzar L(z,p, p,0) (2.17)
sujeito a  ; > 0, ie{l,...,m}

onde

Lz, p, p,0) = f(x) + (Z pi(gi(z) +6;) + g(gi(x) + 92-)2) (2.18)

Observe que cada termo da soma, ¢;(0;) = p;(g;(x) +6;) + g(gz(x) +6;)%, pode ser
visto como uma fungao convexa da variavel de folga 6;, com z, u, p fixos. Assim, o mini-

mizador para cada varidvel 6; em (2.17]) ocorre quando a derivada parcial de L(z, p, p, 0)
com respeito a #; se anula, isto é, para cadai=1,....m

i + p(gi(z) +0;) =0

0; = — (gi(m) + %) :

Logo, como #; > 0, o valor 6timo para cada i =1,...,m é dado por

0; = max {_ (gi(:c) + %) ,0} . (2.19)

Subtituindo a expressdo acima em (2.18)) temos que para cada i =1,...,m,

o qual implica que

pag@) + S(ai(@)? s gila) + 5120
P 2 _ p
pi(gi(z) + 0;) + 5(91(1’) +0:)° = (p:)?
— caso contrario.
2

Com este resultado, a fungao Lagrangiano aumentado dada em (2.18) pode ser reescrita
independente da variavel de folga, como
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L(x, p, p) = f(@) + Y Plgi(x), i, p) (2.20)
i=1
onde a funcao P : IR x Ry x IRy — IR é dada por
S 5 t
ty + =y se y+-2>0
Plytis) = 22 e

e caso contrario.
2s

Note que a funcao P pode ser rescrita na forma,

1
P(y,t,s) = % (max{0, sy + t}* — %) . (2.21)

Esta ultima igualdade é conhecida na literatura como a funcao de penalidade de Powell-
Hestenes-Rockafellar (PHR) [22] 36, 39].

A expressao representa uma extensao natural do Lagrangiano aumentado
para problemas com restricoes de desigualdade. Com esta extensao, podemos aplicar o
Algoritmo para o caso com restricoes de desigualdade, modificando a atualizacao dos
multiplicadores de Lagrange para

pitt = max{0, puf + p*gi(2")}

para todoi=1,...,m.

2.2 Meétodo geral

Do ponto de vista tedrico, esta é a secao mais importante desta dissertacao.
Nela pretende-se generalizar o conceito do método de Lagrangiano aumentado estudado
na secao anterior usando diferentes fungoes de penalizacao na definicao do Lagrangiano
aumentado.

Considere o problema

minimizar f(x)
sujeito a g(x) <0 (2.22)
x €

onde €2 é um conjunto convexo e compacto f : IR" — IR, ¢ : R" — IR"™ s@o fungoes
continuamente deferencidveis. As restricoes definidas em (2 sao geralmente simples. De
modo que este conjunto €2 é, por exemplo, uma caixa ou um politopo limitado.

Nossa proposta € discutir o método de Lagrangiano aumentado, baseado no artigo
[8] para resolver o problema (2.22). As restrigoes dadas por g(z) < 0 serdo incluidas na
definicao do Lagrangiano aumentado.

Para definir a funcao Lagrangiano aumentado, considere uma funcao de penali-

0
dade P: IR x Ry x R, — IR, tal que P'(y,t,s) = a—P(y,t, s) existe e é continua para
Y

todoy € IR, t € Ry e s € IR;,. Considere 0 < tpin < tmax < 00. Assumimos que P
satisfaz as seguintes propriedades:

Al. P'(y,t,s) >0, paratodoy € R,t€R,,s € R,,.
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A2. Se para todo k € IN, t* € [tpin, tmax] €ntao

lim s* = 0o e lim y* =y > 0 implica que llm P'(yF 7, s%) = 0.
k—o00 k—o00 —00

A3. Se para todo k € IN, t* € [tpin, tmax] €ntao

lim s* = co e lim y* =y < 0 implica que hm P'(y* %, s%) = 0.

k—o0 k—o0 —00

Com estas propriedades a funcao Lagrangiano aumentado L : IR" x IR x R, —
IR é definida por

i=1
para todo z € Q, p € R" e p € R,

Para cada k € IN dados p* € R}, e i € R, obtemos 2% € Q como uma
solugao aproximada do problema

minimizar  L(z, ITAN Pk)
sujeito a x € . (2.24)

Seja ( )k N uma sequéncia de nimeros positivos que converge para zero. Um
ponto x* é dito solucido aproximada do problema ({2.24) quando

||73 (a:k — VL(:Uk,,ak,pk)) — .tEkH < ek (2.25)

onde P (z) denota a func¢do projegao euclidiana do ponto z € IR™ sobre o conjunto 2. Se
um ponto z*~1 € Q for dado, este é normalmente usado como ponto inicial na resolucao
do problema ([2.24]). Apresentamos a seguir o algoritmo para resolver o problema (2.22)).

Algoritmo 2.2 Algoritmo de Lagrangiano aumentado

Dados: 2° € Q, fimax > fmin > 0, 1o € R, p' € R, r € (0,1), v > 1.
k=1.
REPITA

DETERMINE ,a € [Hmins fmax), = 1,...,m.

DETERMINE z* € Q solucdo aproximada do subproblema -

= P'(gi(«"), i}, pf), parai=1,...,m.
PARA CADA ¢ =1,...,m,
st max{0, g;(¢*)} < rmax{0, gi(e* )} e |gi(e*)paf] < rlgi (e )k )|
k+1 _ Kk
pz = P;
SENAO

pith = pk

kE=Fk+1.

O Algoritmo ¢é bastante geral. Para cada fun¢ao de penalidade P escolhida
tem-se um método de Lagrangiano aumentado diferente. Na préxima secao discutimos a
convergencia global do algoritmo, independente da penalidade escolhida desde que satis-
faca as propriedades A1-A3. Na Secao discutiremos algumas fungoes de penalidade
que serao usadas nos testes numéricos.
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2.2.1 Analise de convergéncia

A analise de convergéncia que faremos a seguir é dada a partir da classe de
Lagrangianos aumentados que satisfacam as propriedades A1-A3 apresentadas na secao
anterior. Iniciaremos estudando algumas defini¢oes e conceitos bésicos a serem utilizados
no teorema principal.

Definicao 2.3 Dizemos que wm ponto T € 0 € degenerado, quando existe A\ € IR tal
que

Y X>0 e Plz— > A\Vg@) |-2=0 (2.26)
)

iel(z 1€1(Z)

onde I(z) = {i|g:(z) > 0}.

Em particular, se Z é vidvel entdo I(Z) coincide com o conjunto dos indices das
restricoes ativas.

Exemplo 2.4

Considere ¢1, g» : IR — IR dadas por,

91(1317372) = —T2 — x%,

go(x1,29) = 29 — :I;%

Por simplicidade tomemos Q = IR?. Vejamos que & = (0,0) é degenerado.

Com efeito, Vg1(0,0) = (0, —1), Vg2(0,0) = (0,1) e como Q = IR? temos que

_ 2
Tomando A\; = 1, com ¢ = 1,2, temos que Y 6 \;Vg;(Z) = 0, o que implica que = é
i=1
degenerado. A Figura mostra geometricamente o ponto z = (0,0)7.

=10

Figura 2.1: Ponto degenerado
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Dado Z € € degenerado com \ € IR satisfazendo (2.26)), considere a funcio
1 : IR" — IR definida por

U(z)= ) AVg(@)'(z - 2). (2.27)

i€I(z)

A fungao ) € linear, portanto convexa. No caso particular em que 2 = R", de
2.26|) temos que Y A\;Vg;(Z) = 0 e assim, 1) = 0. Neste caso, £ é um minimizador de v
i€l(z)
em (2. Veremos a seguir que este resultado é vélido quando 2 é considerado como covexo
e compacto.

Lema 2.5 Seja & € ) degenerado, entao T é minimizador global em ) da funcao ¢
definida em (|2.27)).

Demonstracio. Seja z = T — Y. A\;Vg;(Z). Como Z é um ponto degenerado entdo vale
i€l(z)
que

)

Considere z € €. Pela convexidade do conjunto €2, temos que para cada t € (0,1)
o ponto ((1 —t)z +tx) € Q. Como T = P (z) segue que para qualquer ¢t € (0,1),

[z —2| <]z —[(1 —t)z + tz]|
=lz—z+t(x—2)|.

Assim,
lz—z|° < |z —z|]° +2t(z — )" (z — z) + £* ||z — z|*.

Logo
T/ L 2
—(z-2) (T —2) < 57—
e assim, para t suficientemente pequeno temos

(z—2)"(z—7) <0,

para todo x € ). Agora, substituindo z na desigualdade acima obtemos,

> AVg(@) (x—z) >0, (2.28)

para todo z € Q. Utilizando o fato de que Y. \Vgi(z) = Vi(Z) e a convexidade de )
i€l (z)

na desigualdade ([2.28) concluimos que

0< V(@) (x—7) < p(z) — (@),

para todo x € 2, isto é, ¥ é minimizador de ¥ em (). 0O

Observacgoes
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e Se T é degenerado, da desigualdade (2.28]), temos que o conjunto
{z€Q| (2 —7)"Vgi(7) <0, para todo i € I(7)} = 0.

Em outras palavras, nao existem direcoes viaveis de descida para todas as funcoes
g; tais que g;(z) > 0.

e Os pontos que nao satisfacam (2.26)) serao ditos pontos nao degenerados. Note que
pela contrapositiva do item anterior, temos que se um ponto Z satisfaz Mangasarian
Fromovitz entao z é nao degenerado.

e Reciprocamente, se um ponto é viavel nao degenerado entao satisfaz a condicao de
qualificacao de Mangasarian-Fromovitz [20, Proposigao 4.10).

Vejamos agora que o Algoritmo esta bem definido. Isto significa que enquanto
o algoritmo nao para, sempre é possivel obter um ponto x* solucao do subproblema (2.24)).

Lema 2.6 O Algoritmo (2.2 estda bem definido.

Demonstracao. O subproblema 1’ que define a sequéncia (xk)k o ¢ um problema de
minimiza¢ao de uma funcao continua definida num conjunto compacto 2. Logo suas
solucoes satisfazem (2.25)), ou seja, o algoritmo esta bem definido. 0O

Discutimos a seguir a convergéncia global da classe de métodos de Lagrangiano
aumentado considerada. Em [31] é discutida a prova de convergéncia global do método de
Lagrangiano aumentado com a penalizagao PHR considerando a condicao de qualificagao
CPLD. O préximo teorema garante a convergéncia global do Algoritmo independente
da funcao de penalizacao utilizada desde que esta funcao satisfaga as propriedades A1-A3
usando o conceito de ponto degenerado como vimos hé pouco relacionado com a condi¢ao
de qualificacao de Mangasarian-Fromovitz.

Teorema 2.7 [8, Thm. 2] Considere (xk)ke]N uma sequéncia gerada pelo Algoritmo e
x* um ponto de acumulacao da sequéncia. Entao uma das sequintes possibilidades ocorre

(i) x* € degenerado;
(ii) x* € um ponto estaciondrio do problema ([2.22]).

Demonstragao. Considerando que a sequéncia (5’“) pepy CONVErge para zero, de 1) temos
que

lim (|P (;Ek — V(") - Z P'(gi(z*), ¥, pf)Vgi(a:k)> —2F|| =0, (2.29)
k—o0 —
pela atualizacao do multiplicador ;% dada pelo Algoritmo segue que
lim ||P <xk — Vf(a*) — Zusgi(xk)> —z"|| =0. (2.30)
k—o00 Y

Por outro lado, como x* é um ponto de acumulagao da sequéncia (xk) pe entao
. . ’ . . k . * .
existe um conjunto de indices IK C IN tal que lim x¥ = x*. Deste modo, para o conjunto
kelK

IK, existirao duas possibilidades:
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e A sequéncia (uk)ke]K é ilimitada.

Neste caso, existe um conjunto infinito de indices IK; C IK e j € {1,...,m} tal que
¥ ||, = 1¥ > 1 para todo k € K; e kli% pf = co. Além disso, observe que para
el

todo x € Q, v € R", t € [0,1]

|P(x+tv) —z|| < [|[P(z+v)—z|.
Assim, combinando o resultado acima e (2.30]), considerando x = 2%, v = =V f(2%)—
> 1 Vgi(a*) e t = 1/pf obtemos que
i=1

P(a: —N—Vf Z“’vgz >

k

A sequéncia (\¥).c, definida por \F = M—k é limitada, logo admite uma sub-
J

sequéncia convergente. Em outras palavras, existe um conjunto Ky C IK; tal que

kh%{l M=\ isto é, \F — \; para cada i € {1,...,m}, e além disso, observe que
elko

A; = 1. Logo, pela propriedade A3, pela continuidade de P’ e pela atualizagdo de
,uk, no algoritmo para todos os indices ¢ € {1,...,m} tais que g;(z*) < 0, temos
que (pf) rel, € limitada e além disso

lim

Jim — 0. (2.31)

Portanto, tomando o limite em ([2.31)), sobre o conjunto IKy temos que

x—Z)\VgZ — =0,
i€l(x
para I(z*) = {i| g;(z*) > 0}. Como >  A; >0, pois A\; =1 concluimos que, z* é
iel(z*)
degenerado.
e A sequéncia (,u’“) rerc € limitada.
Pelo teorema de Bolzano-Weierstrass temos que existe um conjunto de indices K3 C
KK tal que klig{l p¥ = p* > 0. Tomando limite em (2.30)) sobre IK3 temos que
€lks

P(x —Vf(x Z,ulng )—x*zO.

Para cada ¢ € 1,...,m, considere as seguintes possibilidades:
o N . k 7 . .
A sequéncia (pF) rek, ¢ limitada.
Pela atualizacio de p¥ no algoritmo 2.2 temos que as condiges |g;(z")uk| <
7|gi(xF )t e max{0, gi(2¥)} < rmax{0, g;(x*1)} sdo satisfeitas para k €
K3 suficientemente grande. Logo, klig(l |lgi (2*) k| = klilﬁI(l max{0, gi(z*)} =0 e
elks elks

pela continuidade de g temos que g;(z*) < 0 e pfg;(z*) = 0. Logo z* é ponto
estacionario do problema ([2.22)).
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— A sequéncia (pf) ke, ¢ ilimitada.
Com esta hipétese temos que, pf — oo, entdo se g;(z*) > 0 pela propriedade

A2 obtemos que

lim P'(g;(z®), @¥, pF) =

Jim P(gi(a"), fiis pi) = 00,

assim, pela atualizagao no algoritmo , segue que a sequéncia p* é ilimitada,
o que seria absurdo. Logo, obtemos que g;(z*) < 0, para todo i € {1,...,m}.
Se g;(z*) < 0 entdo pela propriedade A3,

im P (g;(%), i¥, k) =
Jm P'(gi(a”), i, pi)) = 0

e por conseguinte, pf = 0. Em outras palavras, a complementaridade é satis-
feita. Assim, z* é ponto estacionario.

2.2.2 Diferentes funcoes de penalizacao

Vimos na sec¢ao anterior que o Algoritmo é globalmente convergente inde-
pendente da funcao de penalizagao usada na definicao do Lagrangiano aumentado.
No artigo [§], os autores fazem um grande trabalho computacional testando o desempe-
nho do método Lagrangiano aumentado com 65 fungoes de penalizacao diferentes. Neste
conjunto de testes, o método Lagrangiano aumentado classico, ou seja, com a funcao de
penalidade , é 0 que obteve o melhor desempenho. Em [I6] é proposta uma familia
de fungdes penalidade do tipo quadratica que inclui a penalidade do Rockafellar (PHR).
Nesta familia se consideram além da penalidade de Rockafellar (PHR) outras duas pena-
lidades particulares que nao foram consideradas nos testes realizados em [8] mas que em
[16] sao sugeridas como possiveis alternativas para serem implementadas.

Nesta secao discutimos estas funcgoes de penalizagao e mostramos que satisfazem
as propriedades A1-A3, o que garante a covergéncia global do Algoritmo[2.2] No préximo
capitulo discutimos os testes computacionais com estas funcoes de penalizacao.

Considere as penalidades Py, P, P, : IR x Ry x IR, — IR definidas por

1?1
Py(y,t,s) = g (max {O,yt + ;} — —) (2.32)

52
s 1n? 1
Pi(y,t,s) = §t (max {O,y + g} — ?> (2.33)
1
Py(y,t,s) = % (max {0, ¢ + sy}’ — t%). (2.34)
s

As duas primeiras penalidades sdo apresentadas em [16], enquanto P, ¢ a classica
penalidade (PHR) [22, 136, 9] j4 discutida na Secao [2.1.2]
Discutiremos a seguir algumas relacgoes e diferencas que satisfazem estas fungoes
de penalizacao.
1
Considere ¢ : IR — IR definida por ¢(w) = 3 (max{0,w + 1}? — 1). As fungoes

podem ser reescritas como segue:

! o(yts)

S

PO(y7t7S) =
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t
Pl(y7t7 S) = ESO(?JS)

2 rys
PQ(y7t78) = g%p (7) :

Note que a diferenca entre cada uma destas funcoes estd na posicao do valor t. Note ainda
que se consideramos ¢ € {0, 1,2}, a fungao

.
P,(y,t,s) = ;s@(tl Tys)

gera cada uma das fungoes penalidade.

Outra caracteristica importante esta relacionada a forma como elas penalizam.
Observe que se fixamos t = 1 em (2.32)-(2.34)), as fungdes na varidvel y e s, coincidem,
ou seja,

52

s 1% 1
PO(yaLS):P1<y7175>:P2(y7173):§ (max{o,y+g} __>

A Figura exibe o gréafico das trés funcoes penalidade na variavel y, quando fixado
t=s=1.

Ph=P =5

Figura 2.2: Py(y,1,1) = Pi(y,1,1) = Ps(y, 1,1)

No entanto, dependendo dos valores de s e t, ora uma funcao penaliza mais que
as outras. Fixando-se s =1 em —, a Figura mostra o comportamento das
trés fungoes na varidvel y. Na figura da esquerda, foi fixado ¢ = 1/2, enquanto na da
direita, ¢ = 2. Note que na figura da esquerda, o gréfico da func¢ao penalidade Py(-,¢,1)
passa por cima de Pj(-,t,1) que por sua vez passa por cima de Py(-,¢,1). Quando ¢t > 1,
esta relacao de ordem inverte-se como mostra a figura da direita.

Fixado t =1, a Figura mostra o comportamento das trés funcoes na variavel
y, para diferentes valores de s. A medida que o valor de s cresce a penalizacao aumenta.

O préximo lema mostra que estas funcgoes de penalizagao satisfazem as proprie-
dades A1-A3 para garantia da convergéncia do algoritmo.

Lema 2.8 As fungoes penalidade definidas em (2.32)), (2.33)) e (2.34) satisfazem as pro-
priedades A1-A 3.
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Figura 2.4: Fixado t = 1, grafico das func¢oes de penalizagao com diferentes valores de s.

Demonstracao. Note inicialmente que as derivadas das fungoes penalidade com respeito a
primeira varidvel sao dadas por

P(;(yv 2 5) = tmaX{07 ySt + 1}7
Pl/(y7t7 S) = tmaX{O,ys + 1}7
P;(y,t,s) = max{0,ys + t}.

Como t € R;, temos que F;, P| e Py sao nao negativas, ou seja vale a propriedade A1l.

Agora suponha que klim sk =00 e t" € [tmin, tmax] COM 0 < tin < tmax < 00
—00

Estudemos os seguintes casos:
i) Se lim y* =y > 0 temos que para k suficientemente grande,
. Y Y g
—00
max{0, y*s"t" + 1} = y*stF + 1,
max{0,y"s* + 1} = y*s" + 1,
max{0, y*s* + t*} = yFs* + 1*,
Logo
Jlim Pi(y*, 2", s%) = lim Pi(y",2", s%) = lim Py(y", 1", ") = oo,

ou seja, a propriedade A2 é satisfeita.
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(i) Se klim y* = y < 0 entdo para k suficientemente grande temos que
—00

max{0, """ + 1} = max{0,y"s" + 1} = max{0,t* + s*y*} = 0.
Assim_ lim P!(y*,t*, s*) = 0, para cada i € {1,2,3}, isto ¢, A3 também ¢ valido.
—00

O

Como estas penalidades satisfazem as propriedades A1-A3, podemos utilizar o
Algoritmo para gerar uma sequéncia (xk)kE]N e com as hipéteses do Teorema [2.7| a
convergéncia global do algoritmo esta garantida.



Capitulo 3

Experimentos numeéricos

No trabalho [§], foi comparado o desempenho computacional do Algoritmo
com 65 funcoes de penalidade diferentes. Naqueles testes o algoritmo com a funcao de
penalidade (2.34)), proposta por Powell-Hestenes-Rockafellar (PHR) em [22, 36, [39] venceu
tanto em eficiéncia como em robustez. Neste capitulo, seguindo a metodologia adotada em
[8], comparamos o desempenho do Algoritmo com as fungoes de penalidade discutidas
na Segao . Agradecemos aos autores do artigo [8] que gentilmente disponibilizaram
o programa usado para os testes numéricos do referido artigo. A implementacao do
algoritmo, em Fortran, chama a rotina ALGENCAN [10, [31].

3.1 Metodologia

O algoritmo fornecido pelos autores de [§] foi modificado de modo a realizarmos
a comparacao do desempenho do Algoritmo com as fungoes penalidade Py e P; discu-
tidas na Secao com a fungao penalidade P, que foi a vencedora na bateria de testes
do artigo [8].

Neste capitulo consideramos trés instancias do Algoritmo [2.2] que diferem entre
si pela funcao penalidade. Consideramos, entao,
e PO - Algoritmo com fun¢ao penalidade P, definida em (2.32)).
e P1 - Algoritmo [2.2] com fun¢ao penalidade P; definida em (2.33).
e P2 - Algoritmo com funcao penalidade P, definida em (2.34)).

Para os testes numéricos seguimos a mesma metodologia adotada em [§] como
discutimos a seguir.

3.1.1 Conjunto de problemas-teste

Como em [g], para os testes numéricos, foi considerada a cole¢ao de problemas
CUTEr [23] [40]. Foram testados todos os problemas de colegao com restri¢oes de desigual-
dade e de caixa, ou sejam, aqueles em que

Q={reR" |l <z <u}.

Assim, consideramos todos os problemas da colecao CUTEr em que o conjunto viavel é da
forma

D={zxeqQ|g(x) <0},

42
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com g : IR" — IR™ diferenciavel.

Os problemas da colecao CUTEr vém como uma classificacao simples inspirada
pelo esquema de Hock e Schittkowski [23].

Um problema ¢ classificado por uma sequéncia de 8 caracteres:

XXXr-XX-N-M.

O primeiro caracter representa o tipo de funcao objetivo. As possiveis letras sao:

N Nenhuma funcao objetivo definida

C Funcao objetivo constante

L Funcao objetivo linear

Q Funcao objetivo quadratica

S Funcao objetivo dada por soma de quadrados

O Funcao objetivo nao estd nas descrigoes acima.

O segundo caracter define o tipo de restricao mais complexa que envolve o problema. As
possiveis letras sao:

U Problema irrestrito

Algumas componentes da varidvel sao fixas

Restricoes do tipo caixa

Restrigoes que representam a matriz de um grafo (Linear)
Restrigoes lineares

Restrigoes quadraticas

CLO = Z W XA

Restri¢oes mais gerais que qualquer uma acima

O terceiro caracter na sequéncia indica a suavidade do problema. Neste caso s6 tem dois
carateres possiveis:

R Problema regular

I Problema irregular.

Um problema é regular se as funcoes envolvidas no problema sao de classe C? em
todo ponto. Caso contrario o problema é dito irregular. O quarto caracter (r) sé pode
assumir os valores 0,1 ou 2 e representa o maior grau da derivada fornecido na descrigao
do problema. O caracter apds o primeiro hifen indica a origem principal e/ou a utilidade
do problema. As possiveis letras sao:

A Problema académico
M Problema de modelagem
R Problema que nao foram desenvolvidos para testar algoritmos.

O proximo caracter indica se o problema contém ou nao varidveis internas explicitas,
assim, sO existem dois valores possiveis:

Y O problema contém variaveis explicitas

N O problema nao contém variaveis explicitas.
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Finalmente, os dois ultimos caracteres sao representados por nimeros inteiros os
quais indicam o ntimero de variaveis do problema (N) e o niimero de restrigoes (M) (exceto
para variaveis fixadas) do problema. Observe que existe também um terceiro valor (V) o
qual pode ser utilizado tanto no lugar de (N) e (M) e significa que o niimero de varidveis
ou restrigoes é variavel, podendo ser escolhidos pelo usuario.

Tendo em vista esta classificacao, consideramos todos os problemas em que:

e O primeiro caracter do problema nao é N nem C, ou seja, em que ha uma funcao
nao constante a ser minimizada.

e O segundo caracter nao é U, nem X, nem B, ou seja, em que ha restrigoes de
desigualdade além da restrigao de caixa.

Assim todos os problemas de colecao com restrigoes de desigualdade e de caixa
resultam num conjunto de 84 problemas com dimensao entre 1 e 800, e o nuimero de
restricoes, além de caixa entre 1 e 2404.

3.1.2 Resolucao dos subproblemas

Em cada iteragao do Algoritmo ¢é preciso resolver um subproblema da forma
, de minimizacao de uma fung¢ao num conjunto 2. Como nos problemas testados, €2
é uma caixa, foi utilizada a rotina GENCAN para a resolucao dos subproblemas, como feito
em [§].

A rotina GENCAN é uma implementacao em FORTRAN do algoritmo do conjunto
ativo descrito em [I0], para resolver problemas de otimizacao com restrigoes de caixa o
qual para minimizar nas faces emprega um algoritmo tipo Newton truncado com busca
linear, enquanto que para sair das faces emprega iteragoes do método gradiente espectral
projetado definido em [11], [12].

Como uma solucdo 2* do subproblema deve satisfazer , o algoritmo GENCAN
para quando tal critério é satisfeito com e = ¢ > 0. No entanto as vezes esse critério
pode ser muito exigente e impossivel de ser atingido em ponto flutuante.

Portanto, tem que ser adotado um critério em GENCAN para diminuir este tipo de
problema. Neste trabalho foram considerados os parametros descritos em [10], como o
nimero maximo de iteracoes internas fixado em 100000.

3.1.3 Critérios numéricos de convergéncia

Pela maneira como o Algoritmo foi descrito, ele nao para. Ele nao tem
um critério de parada definido e gerard uma sequéncia infinita, ou seja, se z* é solucdo
do problema de programacio nao linear entdo o algoritmo calculard z**! e neste caso
21 = 2% e assim de maneira indefinida. Por isso, os critérios que apresentaremos
sao definidos para estabelecer quando um ponto z* é candidato a ser solucdo de um
determinado problema e assim, computacionalmente, estabelecer um critério de parada
pratico.

Um ponto z* associado & estimativa ;*, do multiplicador serd dito que satisfaz
um critério ordinério de convergéncia (COC), se a viabilidade, otimalidade e complemen-
taridade sao validos para uma tolerancia pequena. Em outras palavras, dado ¢ > 0,

dizemos que x* com a estimativa p* do multiplicador de Lagrange, satisfaz COC se
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<e, (3.1)

HP (93 —Vf(x Zung, )-ﬁ

gi(x)gg, i=1...m

max {—gi(a"); | gi(a") < —eep>et <e

A desigualdade (3.1)) corresponde ao critério de parada (2.25)) para o subproblema
(2.24)), pois pela atualizacdo do multiplicador p* no Algoritmo temos que (3.1) é

satisfeito se e somente se,

HP (mk — VL(xk,ﬂk,pk)) - :pkH <e.

A desigualdade (3.2) diz que o ponto é quase viavel, com tolerancia . Finalmente (3.3])
¢ uma versao aproximada da complementaridade com tolerancia e.

Estas condigées — representam condigoes de otimalidade aproximadas
para o problema (2 , no sentido de que, se estas condi(;ées sao satisfeitas com ¢ = 0,
isto implica que as condl(;oes de KKT sao satisfeitas em 2*. Estes critérios de convergéncia
aproximada nao sao completamente seguros, pois eles sao muito sensiveis ao escalamento
das variaveis, da funcao objetivo e das restricoes. Em problemas especificos, o usuario
pode sentir a necessidade de usar tolerancias diferentes no lado direito das desigualdades
. . Em nossos testes, utilizamos para todos os problemas e =107%, ou seja, o al-
goritmo declarou ter obtido uma solugao quando as condigoes (3.1] . foram satisfeitas
com tal tolerancia.

3.1.4 Atualizacao do parametro de penalidade

O vetor dos parametros de penalidade p é atualizado de acordo com o critério
definido no Algoritmo 2.2, A ideia é que o parametro de penalidade p; nao seja trocado
entre iteragoes nas quais é produzido uma melhora entre a viabilidade e complementari-
dade. Assim, é considerado o seguinte critério pratico para atualizar os parametros de
penalidade o qual é compativel com o critério ordinario de convergéncia (COC) definido
na secao anterior.

Dado € > 0, definimos em cada iteracao k feita do Algoritmo

Ff = max{0, gi(«")},
Uk — {M;ﬂ se gi(z*) < —e

‘ 0, caso contrario,

‘ caso contrario,

E_ —gi(zF), se pf > e
w _{ i

paracadat=1,...,m.
Observe que (3.2)) e (3.3) da definigao COC correspondem a

IFille < e max {JUFW]} <e,
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respectivamente. Assim, a atualizacao do parametro de penalidade no Algoritmo em
termos de F*, U* e W* é dada por:
Para cadat=1...,m, se

Fz'k < rFik_l € |Uz‘km/ik| < T|Uik_1Wik_1|

entao
= pr,

senao
Pt =pf

3.1.5 Ciritério de selecao

Ao resolver um determinado problema, precisamos de alguma maneira comparar
as solucoes obtidas por diferentes métodos para assim, escolher os métodos mais eficientes.

Considere um problema fixado e seja x}%)al a solucao encontrada por um método
M aplicado a este problema. Definimos f,,einor cOmo sendo o menor valor encontrado pelo
conjunto dos métodos testados, ou seja,

. M M
fmelhor = m]vl[n{f(x;mzzl) | xS‘inzzl

(M)

final

é vidvel.}.

Dizemos que um método resolveu o problema se x é viavel e

f(ng]z\ill) < finethor + 10_3|fmelhor| +10S.

(M)

Além di(ss)o, considere "), o tempo de CPU que o método M gastou para chegar ao
M

ponto x Final" Assim, definimos t,,,c;n0r COMO 0 menor tempo computacional gasto entre os
métodos testados que resolveram o problema, ou seja,

tmelhor = mA}n{t(M ) | método M encontrou uma solugao }.

Dizemos que um determinado método M ¢é mais rapido para um problema quando
t(M) S tmelhor +0.01 tmelhor-

Agora tendo como base todo o conjunto de problemas testados, para cada método
definimos os seguintes indices:

e Robustez como sendo a porcentagem dos problemas para o qual o método encon-
trou uma solugao.

e Viabilidade como sendo a porcentagem dos problemas para o qual o método en-
controu um ponto viavel.

e Eficiéncia como sendo a porcentagem dos problemas para o qual o método foi o
mais rapido.
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3.2 Testes numéricos

Para os experimentos numéricos foi utilizado um computador com 2 GB de RAM
e um processador dual core de 2.1 GHz. Os calculos em FORTRAN foram compilados usando
GNU Fortran.

Nosso objetivo é comparar o desempenho algoritmico das trés instancias PO, P1
e P2 do Algoritmo [2.2]

3.2.1 Escolha dos Parametros

Uma primeira tarefa é determinar o melhor conjunto de parametros iniciais py,
Y, P15 T Mmin € Mmax para cada uma das instancias. Seguindo a metodologia adotada em
[8], foram consideradas as seguintes possibilidades para estes parametros:

po € {107°,1},

v € {2,10,100},
p1 € {1079,1,10},

r € {1072,0.1,0.5},

(Hmin, Hmax) € {(107°,10%%), (107°,10°), (107%,10°%)},

o que gera 2 x 3* = 162 combinacoes possiveis. A relacao das 162 combinagdes encontra-se
na Tabela no Apéndice [A]

A melhor combinagoes de parametros iniciais para a penalidade P, foi adotada a
escolhida em [§], ou seja, a 69* combinagao em que

o =10"% ~ =10, p1 =10, r=0.1, fimin = 1072, fimax = 10°.

Para escolher a melhor combinacao possivel para as outras duas penalidades Py e P,
seguimos o metodologia sugerida em [§]. Escolhemos um subconjunto de 46 problemas do
conjunto de 84 problemas teste da colegao CUTEr. O Algoritmo [2.2|com cada uma destas
penalidades e com cada uma das 162 combinagoes de parametros foi considerado como
um método diferente. Ou seja, para cada instancia PO e P1 rodamos este subconjunto de
problemas com cada uma das 162 combinacoes de parametros. Com isto foi gerada uma
tabela com 14904 linhas (162 combinagdes X 2 instancias x 46 problemas= 14904), cujas
colunas fornecem o valor 6timo e uma medida de viabilidade na solucao encontrada e o
respectivo tempo de CPU gasto para obter cada solugao. Foram entao calculado o indice
de robustez e de eficiéncia de cada um destes métodos, segundo o que discutimos na se¢ao
anterior.

Com estes resultados, concluimos que para a instancia PO o melhor indice de
robustez foi 76,09% obtido com a 111% combinacao de parametros dada por

po=1, v=2, pr=1, r=10"%  fimin =107,  fimax = 10°.

Enquanto o melhor indice de eficiéncia foi de 34, 78% obtido pela 154% combinacao, dada
por
po=1, =100, p; =10, 7=10"%  fimin = 107%  fimax = 10%°.

Para a instancia P1, o melhor indice de robustez foi de 80,43% obtido com a 147% com-
binagao, dada por

po=1, ~v=10, p1 =10, r=10"2  fimin = 1073, fimax = 10°.
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E o melhor indice de eficiéncia foi de 30,43% obtido com a 66% combinacao, dada por
o =10"% ~ =10, p1 =10, r=10"% fimin = 107>, fimax = 10°.

A préxima etapa é resolver todo o conjunto de 84 problemas pelas trés instancias com a
selecao de parametros discutida nesta secao.

3.2.2 Resultados numéricos

Tendo em vista os resultados da secao anterior, as trés instancias PO,P1,P2 con-
sideradas na Secao [3.1] serao tomadas para resolver todo o conjunto de 84 problemas-teste
da colegao CUTEr e cada método a ser comparado é tomado como segue

e (P0,111)- Algoritmo [2.2] com fungao penalidade (2.32) com a 111* combinagao de

parametros iniciais.

e (P0,154)- Algoritmo com funcao penalidade (2.32) com a 154* combinagao de
parametros iniciais.

e (P1,147)- Algoritmo com fungao penalidade (2.33) com a 147* combinagao de
parametros iniciais.

e (P1,66)- Algoritmo com funcao penalidade (2.33)) com a 66* combinagao de

parametros iniciais.

e (P2,69) Algoritmo com fungao penalidade (2.34) com a 69* combinagao de

parametros iniciais.

No Apéndice [B], apresentamos a Tabela com os resultados numéricos. A
primeira coluna indica o nome do problema como aparece na colecao CUTEr, a segunda
coluna mostra o nimero de variaveis do problema, a terceira coluna mostra o nimero de
restricoes associadas ao problema além da restricao de caixa, a quarta e quinta coluna
indicam as instancias implementadas associada a combinacao de parametro com melhor
desempenho obtida na se¢ao anterior. As tltimas duas colunas mostram o tempo de gasto
do CPU e o valor 6timo obtido por cada método no problema indicado.

Tendo entao resolvido os 84 problemas com cada um dos cinco métodos, calcula-
mos as porcentagens de robustez, viabilidade e eficiéncia como descritas na Secao [3.1.5]
A Tabela 3.1l mostra estes resultados.

Instancia | Robustez | Viabilidade | Eficiéncia
(PO,111) 73,81 83,33 20,24
(PO, 154) 73,81 78,57 27,38
(P1,147) 79,76 84,52 28.57
(P1,66) 76,19 80,95 27,38
(P2,69) 80,85 88,10 47,62

Tabela 3.1: Porcentagem de problemas por instancia.

A Figura mostra o grafico do perfil de desempenho, como proposto em [18],
em relacao ao tempo computacional. A diferenca entre a figuras da esquerda e da direita
estd no limitante do eixo horizontal. Na figura da esquerda, vemos que a penalidade
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Figura 3.1: Grafico de perfil de desempenho

quadratica classica P, foi a mais robusta. Na figura da direita, percebemos que ela foi
a mais eficiente ganhando em 47,62% dos problemas, condizente com a informacao da
Tabela .11

As informagoes da Tabela[3.1] e da Figura [3.1] confirmam as conclusoes extraidas
em [§]. O Algoritmo com a penalidade cléssica conhecida como PHR ganha
tanto em eficiéncia como em robustez. As diferencas sao mais expressivas sobretudo em
relacdo a eficiéncia do método como salientado em [§]. Isto parece ser devido sobretudo
pela simplicidade da expressao da funcao penalidade Ps.



Conclusao

Neste trabalho estudamos uma classe de métodos de Lagrangiano aumentado
para problemas de minimizacao de uma funcao diferencidvel, num conjunto convexo e
compacto, com restrigoes de desigualdade. Os métodos desta classe diferenciam entre si
na funcao de penalizacao adotada. Sob hipdteses razoaveis como a condicao de quali-
ficacao de Mangasarian-Fromovitz, a convergéncia global é provada desde que as penali-
dades satisfacam algumas condigoes. Além da classica penalizacao quadratica, exibimos
outras duas fungoes penalidades, sugeridas em [16], que verificam as condigoes exigidas.
Foram realizados entao testes numéricos para comparar o desempenho computacional do
método com cada uma destas trés fungdes de penalizacdo. Seguindo a metodologia de [§],
foram escolhidas, para cada uma das duas fungoes penalidades exibidas, as duas melhores
combinagoes de parametros iniciais entre 162 possibilidades. Foram entao comparadas
cinco instancias do algoritmo de Lagrangiano aumentado, ou sejam, com a penaliza¢ao
quadrética e a combinagao sugerida em [§], e com as outras duas penalidades, cada uma
delas com os dois conjuntos de parametros iniciais selecionados. Os testes foram feitos
em Fortran, com a implementagao do algoritmo cedida pelos autores de [8], e com os
subproblemas sendo resolvidos pelo Algencan [10} 31]. Foram considerados todos os 84
problemas da colegdo CUTEr [23, 40], que envolvem restrigoes de desigualdade e de caixa
em todas as variaveis. Ainda que as duas funcoes de penalidade exibidas neste trabalho
nao tivessem sido contempladas nos testes apresentados em [], a conclusao de nosso tra-
balho coincide com a do artigo. O método de Lagrangiano aumentado com a penalizacao
quadrética classica (PHR) foi melhor em robustez e sobretudo em eficiéncia.



Apeéendice A

Combinacoes dos parametros

Na Segao[3.2] referente aos testes numéricos, comentamos que os algoritmos foram
testados com 162 combinagoes dos parametros iniciais fg, v, P1, 75 Mmin € Hmax, COM

Mo € {10767 1}7
~ € {2,10,100},

p1 € {10_67 ]-7 10}7

r € {10720.1,0.5},
(Fomnin: fmax) € {(107°,10%%), (107°,10°), (1072, 10%)}.

A Tabela mostra a relagao destas combinagoes. A primeira coluna indica o nimero
da combinacao e as demais colunas os valores dos parametros ji, v, p1, 75 fhmin € Hmax-

Combinacao | pu° ot Y r Hmin | Mmax
1 101103 2 [1072]10°%| 10%
2 1061103 2 |1072] 10| 109
3 1061103 2 1072|1073 | 10°
4 101103 2 | 0.1 | 10| 10%
5 101103 2 | 01 | 1079 | 10
6 1071103 2 | 0.1 | 1073 10°
7 101103 2 | 05 |10°%| 10%
8 1061103 2 | 05 | 10°%| 109
9 1061103 2 | 05 | 1073 10°
10 10761103 10 | 1072|1076 | 10%°
11 107611073 10 | 1072 | 1079 | 10
12 107611073 | 10 | 1072 | 1073 | 10°
13 101103 10 | 0.1 | 10°¢| 10%
14 1061103 10 | 0.1 | 10°%| 109
15 1061103 10 | 0.1 | 1073 10°
16 10611073 10 | 0.5 | 10°¢ | 10%°
17 1061103 | 10 | 0.5 | 10°%| 109
18 101103 10 | 0.5 | 1073 | 10°
19 107% 1103|100 | 10-2 | 1076 | 10%

Tabela A.1: Relacao das combinacgoes de parametro testadas.

51

(Continua na pégina seguinte.)
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Combinagao | p° | p' | 5 | 7 | fmin | Hmax
20 10°]103[100]10°2] 10| 10°
21 107 1103|100 | 1072 | 1073 | 10°
22 1071103100 0.1 | 1076 | 10%
23 1071103100 | 0.1 | 1076 | 10
24 107 (103 100| 0.1 | 1073 | 10°
25 10711073100 | 0.5 | 107 | 10%
26 107 1103|100 | 0.5 | 10°% | 109
27 1071103100 0.5 | 1073 | 10°
28 1076 ] 1 2 11072|10°% | 10%
29 1076 1 2 [ 1072|1079 | 109
30 1076 ] 1 2 1072|1073 10°
31 10°6] 1 2 | 0.1 | 1076 10%
32 10°6] 1 2 | 0.1 | 1076 10
33 1076 ] 1 2 | 0.1 | 1073 10°
34 1078 1 2 | 05 [ 1078 | 10%
35 1076 ] 1 2 | 05 | 107% | 106
36 1076 ] 1 2 | 05 | 1073 | 10°
37 1076 ] 1 10 | 1072 10°¢ | 10%
38 1076 ] 1 10 | 1072|1076 | 10¢
39 1076 ] 1 10 | 1072|1072 | 10°
40 10°6] 1 10 | 0.1 | 1076 ] 10%
41 10°6] 1 10 | 0.1 | 1076 109
42 10°6] 1 10 | 0.1 | 1073 10°
43 1076 ] 1 10 | 0.5 | 107¢ | 10%
44 1076 1 10 | 0.5 | 1076 | 106
45 1078 1 10 | 0.5 | 1073 | 103
46 10 1 |100| 1072|107 | 10%
47 10 1 |100|10°%2| 10| 109
48 106 1 |100]10°%2| 103 | 10°
49 10 1 |100| 0.1 | 1079 10%
50 10 1 |100| 0.1 | 1079 | 106
51 106 1 |100| 0.1 | 1073 | 10°
52 10 1 |100| 0.5 | 1076 | 10%
53 106 1 |100| 0.5 | 10| 109
54 106 1 |100]| 05 | 1073 | 10°
55 107% | 10 2 [ 1072|1079 | 10%
56 1076 | 10 2 1072|1079 109
57 1076 | 10 2 1072|1073 10°
58 1076 | 10 2 | 0.1 | 1076] 10%
59 1076 | 10 2 | 0.1 | 1076 108
60 107 | 10 2 | 01 [1073| 103
61 1076 | 10 2 | 05 | 1076 | 10%
62 1076 | 10 2 | 05 | 107% | 10¢
63 1076 | 10 2 | 05 | 1073 10°
64 10 10 | 10 | 1072|107 | 10%
65 106 10 | 10 | 1072|107 | 108
66 10°¢] 10 | 10 | 1072|1073 | 10°
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Combinagao | pu P g T | fmin | Mmax
67 106] 10 | 10 | 0.1 [ 1076 10%
68 10 10 | 10 | 0.1 | 10| 109
69 10 10 | 10 | 0.1 | 1073 | 10°
70 10¢] 10 | 10 | 0.5 | 107% | 10%
71 10 10 | 10 | 0.5 | 107% | 108
72 10 10 | 10 | 0.5 | 1073 | 10°
73 10| 10 | 100 | 10°2| 10°¢ | 10%
74 10| 10 |100| 1072|107 | 106
75 1076 10 | 100 | 1072|1073 | 10°
76 10| 10 | 100| 0.1 | 1079 | 10%
77 10¢] 10 |100| 0.1 | 107 | 10°
78 10| 10 |100| 0.1 | 1073 | 10°
79 10| 10 |100| 0.5 | 107 | 10%
80 10| 10 | 100| 0.5 | 107 | 106
81 107¢] 10 | 100 | 0.5 | 1073 | 10°
82 1 [10%] 2 |1072 1079 | 10%
83 1 [102%] 2 | 1072|1079 | 10¢
84 1 [102%] 2 |1072 103 | 10°
85 1 [102%] 2 | 01 | 1079 | 10%
86 1 102 2 | 01 | 1079 10°
87 1 [102%] 2 | 01 1073 10°
88 1 [107%] 2 | 0.5 [ 1076 | 10%
89 1 103 2 | 0.5 1076 | 106
90 1 103 2 | 0.5 1073 108
91 1 [107%] 10 | 1072 | 1076 | 10%°
92 1 |1073] 10 | 1072|1076 | 106
93 1 1073 ] 10 | 1072|1073 | 10°
94 1 [10%] 10 | 0.1 | 1079 | 10%
95 1 [102%] 10| 0.1 | 1079 | 10¢
96 1 |1073] 10 | 0.1 |1073| 103
97 1 [1073] 10 | 0.5 | 1076 | 10%
98 1 |107%] 10 | 0.5 | 1076 | 106
99 1 103} 10 | 0.5 |1073 | 10°
100 1 1073|100 | 1072|1076 | 10%
101 1 1073 ]100| 1072|1076 | 106
102 1 |1073|100| 1072|1073 | 10°
103 1 [10°%]100| 0.1 | 1079 | 10%
104 1 [10°2]100| 0.1 | 1079 | 10¢
105 1 [102%]100| 0.1 | 1073 | 10°
106 1 1073 ]100| 0.5 [ 1076 | 10%
107 1 |1073]100| 0.5 | 1076 | 106
108 1 1073 ]100| 0.5 |1073 | 103
109 1 1 2 1072|1076 | 10%
110 1 1 2 1072|1076 10
111 1 1 2 1072|1073 | 10°
112 1 1 2 | 0.1 | 1079 10%
113 1 1 2 | 0.1 | 1079 10
114 1 1 2 | 0.1 | 1073 10°
115 1 1 2 1 05 | 1076 ] 10%
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Combinagao | p° | p" | v | 7 | fmin | fmax
116 11 2 ] 05 [106] 109
117 11| 2] 05 |10%] 10°
118 1110 [10°2]10°%]| 10%
119 1 {110 [107%2]10°%]| 109
120 1] 11] 10 1072|1073 10
121 11101 01 |10°%] 10%
122 11|10 01 |10°%] 109
123 11|10 01 |103] 10°
124 1]11] 10| 05 |1076]| 10%
125 11 11]10] 05 |107%| 106
126 1]1]10] 05 |1073]| 103
127 1|1 ]100]|10°2|1076| 10%
128 1] 11]100]10°2|1076| 106
129 1] 11]100]10°2|10°%| 10°
130 1| 1/]100] 0.1 |107%| 10%
131 1{1/100] 0.1 |10°%] 10
132 1{1/100] 0.1 | 1073 10°
133 1| 11]100] 0.5 |1076| 10%
134 1] 11]100] 05 |1076| 106
135 1]1]100] 05 |1073| 103
136 1 10| 2 | 1072|1079 | 10%
137 110 2 | 1072|1076 | 10
138 110 2 |1072|1073| 103
139 1110 2 | 0.1 | 1076 10%
140 1 {10 2 | 0.1 | 1079 109
141 1110 2 | 0.1 | 1073 10°
142 110 2 | 0.5 |10°6] 10%
143 110 2 | 05 | 1076 | 106
144 110 2 | 05 | 1073 10°
145 1 {10 10 | 1072 | 10°%| 10%
146 1110] 10 [ 1072|1076 | 10
147 1 10| 10 | 1072|1073 | 103
148 1 10| 10 | 0.1 | 10°6] 10%
149 1 (10| 10 | 0.1 | 10°6] 10
150 1110 10 | 0.1 | 1073 10
151 1110] 10 | 0.5 | 1076 | 10%
152 1 [10] 10 | 0.5 | 1076 | 10
153 1 [10] 10 | 0.5 | 1073 | 103
154 1 10100 | 1072|1076 | 10%
155 1 110|100 | 1072|1076 | 106
156 110|100 | 1072|1073 | 103
157 110|100 | 0.1 | 1076 | 10%
158 1 [10]100| 0.1 | 1076 | 106
159 1 [10]100| 0.1 | 1073 | 103
160 1 [10]100| 0.5 | 1076 | 10%
161 1 [10]100| 0.5 | 1076 | 106
162 1 [10]100| 05 | 1073 | 103

(Fim da Tabela[A1])



Apendice B
Resultados numéricos

Neste apéndice, apresentamos a tabela com os resultados numéricos obtidos ao
testar o Algoritmo com as penalidades Fy, P, e P, com a melhor combinacao encon-
trada de parametros iniciais na resolug¢ao do conjunto de todos os 86 problemas-teste da
colecao CUTEr que envolvem restrigoes de desigualdade e de caixa. Como discutido na
Secao foram comparadas as seguintes instancias do algoritmo:

e (PO,111)- Algoritmo com fungao penalidade ([2.32]) com combinagao de parametros
iniciais 111;

e (P0,154)- Algoritmocom fungao penalidade (2.32)) com combinagao de parametros
iniciais 154;

e (P1,147)- Algoritmo com fun¢ao penalidade ([2.33]) com combinagao de parametros
iniciais 147;

e (P1,66)- Algoritmo[2.2/com fungao penalidade (2.33) com combinagao de parametros
iniciais 66;

(P2,69) Algoritmocom fungao penalidade (2.34]) com combinagao de pardmetros
iniciais 69;

onde a combinagao de parametros iniciais esta descrita na Tabela

A primeira coluna da Tabela indica o nome do problema como aparece na
colegado CUTEr. A segunda coluna mostra o nimero de variaveis do problema, a terceira
coluna mostra o numero de restrigoes associadas ao problema além da restricao de caixa,
a quarta e quinta coluna indicam as instancias implementadas associadas a combinacao
de parametro com melhor desempenho. As ultimas duas colunas mostram o tempo de
CPU e o valor 6timo obtido por cada instancia no problema indicado.
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Problema n | m | pen | comb CPU f*
ATRPORT |84 | 42 | PO | 111 | 0.2021726221 | 4.7952217D + 04
AIRPORT |84 | 42 | PO | 154 | 0.4331070781 | 4.7952702D + 04
ATRPORT |84 | 42 | P1 | 147 | 0.1880517602 | 4.7952491D + 04
ATRPORT |84 | 42 | P1 66 0.1508493870 | 4.7952311D + 04
ATRPORT |84 | 42 | P2 69 0.2789773643 | 4.7952628D + 04
AVGASA 8 | 10 | PO | 111 | 0.0020801302 | —4.6319277D + 00
AVGASA 8 | 10 | PO | 154 | 0.0009680600 | —4.6318599D + 00
AVGASA 8 | 10 | P1 | 147 | 0.0007720490 | —4.6318802D + 00
AVGASA 8 | 10 | P1 66 0.0014400904 | —4.6319259D + 00
AVGASA 8 | 10 | P2 69 0.0008160510 | —4.6321105D + 00

AVGASB 8 | 10 | PO | 111 | 0.0020281260 | —4.4832170D + 00

AVGASB 8§ | 10 | PO | 154 | 0.0011080699 | —4.4831552D + 00

AVGASB 8 | 10 | P1 | 147 | 0.0009880612 | —4.4832001D + 00

AVGASB 8 | 10 | P1 66 0.0019521217 | —4.4832418D + 00

AVGASB 8 | 10 | P2 69 0.0007840490 | —4.4832334D + 00
BIGGSC4 4 | 13 | PO | 111 | 0.0013720850 | —2.4499945D + 01
BIGGSC4 4 | 13 | PO | 154 | 0.0005440340 | —2.4500039D + 01
BIGGSC4 4 | 13 | P1 | 147 | 0.0007880501 | —2.4500008D + 01
BIGGSC4 4 | 13 | P1 66 0.0018721170 | —2.4500000D + 01
BIGGSC4 4 | 13 | P2 69 0.0008880548 | —2.4500037D + 01

BURKEHAN | 1 1 | PO | 111 | 0.0000000000 | —3.0268161D — 07
BURKEHAN | 1 1 | PO | 154 | 0.0000000000 | —4.6852329D — 10
BURKEHAN | 1 1 | P1 | 147 | 0.0000000000 | —4.0972992D — 05
BURKEHAN | 1 1 | P1 66 0.0000000000 | —3.5410021D — 05
BURKEHAN | 1 1 | P2 69 0.0000000000 | —4.5454682D — 05
CANTILVR | 5 1 | PO | 111 | 0.0010960681 | 1.3400479D + 00
CANTILVR | 5 1 | PO | 154 | 0.0008320520 | 1.3400204D + 00
CANTILVR | 5 1 | P1 | 147 | 0.0008800551 | 1.3399568D + 00
CANTILVR | 5 1 | P1 66 0.0009160569 | 1.3399565D + 00
CANTILVR | 5 1 | P2 69 0.0008680551 | 1.3399530D + 00
CRESC100 | 6 | 200 | PO | 111 | 19.4212150574 | 1.0519730D + 00
CRESC100 | 6 | 200 | PO | 154 | 7.0188384056 | 5.6925546D — 01
CRESC100 | 6 | 200 | P1 | 147 | 4.1850614548 | 5.6945051D — 01
CRESC100 | 6 | 200 | P1 66 8.5977382660 | 5.6761517D — 01
CRESC100 | 6 | 200 | P2 69 5.2455277443 | 5.6889125D — 01

CRESC4 6 8 | PO | 111 | 1.6000989676 | 1.9606762D + 00

CRESC4 6 8 | PO | 154 | 0.2648565173 | 8.7189792D — 01

CRESC4 6 8 | P1 | 147 | 0.1077267677 | 8.7189847D — 01

CRESC4 6 8 | P1 66 0.4120254517 | 6.9052940D — 01

CRESC4 6 8 | P2 69 0.0844172835 | 8.7186424D — 01
CRESC50 6 | 100 | PO | 111 | 7.6188764572 | 1.0808155D + 00
CRESC50 6 | 100 | PO | 154 | 9.5821971893 | 6.0419056D — 01
CRESC50 6 | 100 | P1 | 147 | 4.0838561058 | 5.9772933D — 01
CRESC50 6 | 100 | P1 66 2.3961486816 | 7.8596217D — 09
CRESC50 6 | 100 | P2 69 8.7357454300 | 6.0143083D — 01
DEMBO7 16 | 21 | PO 111 3.1241948605 2.7992475D + 02
DEMBO7 16 | 21 | PO | 154 | 2.6801674366 | 2.3200484D + 02
DEMBO7 16 | 21 | P1 | 147 | 0.6490405798 | 1.7491045D + 02
DEMBO7 16 | 21 | P1 66 3.4042129517 1.7591538D + 02
DEMBO7 16 | 21 | P2 69 3.7118325233 | 1.7482449D + 02

Tabela B.1: Resultados numéricos
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Problema n | m | pen | comb CPU f*
EQC 9 3 | PO | 111 | 0.0003400210 | —8.2954771D + 02
EQC 9 3 | PO | 154 | 0.0000564035 | —8.2954771D + 02
EQC 9 3 | P1 | 147 | 0.0000560035 | —8.2954771D + 02
EQC 9 3 | P1 66 | 0.0000560035 | —8.2954771D + 02
EQC 9 3 | P2 69 | 0.0000556035 | —8.2954771D + 02
HATFLDH | 4 | 13| PO | 111 | 0.0011920739 | —2.4499945D + 01
HATFLDH | 4 | 13| PO | 154 | 0.0012400781 | —2.4500312D + 01
HATFLDH | 4 | 13| P1 | 147 | 0.0010920679 | —2.4500020D + 01
HATFLDH | 4 |13 | P1 66 | 0.0018361151 | —2.4500000D + 01
HATFLDH | 4 | 13| P2 69 | 0.0007360463 | —2.4500009D + 01
HIMMELBI | 100 | 12 | PO | 111 | 0.0825611576 | —1.7355696D + 03
HIMMELBI | 100 | 12 | PO | 154 | 0.2448152900 | —1.7355696D + 03
HIMMELBI | 100 | 12 | P1 | 147 | 0.2448152900 | —1.7355694D + 03
HIMMELBI | 100 | 12 | P1 66 | 0.0256455988 | —1.7355696.D + 03
HIMMELBI | 100 | 12 | P2 69 | 0.2726170421 | —1.7355696D + 03
HIMMELP2 | 2 1| PO | 111 | 0.0001888118 | —6.2053936D + 01
HIMMELP2 | 2 1 | PO | 154 | 0.0001892118 | —6.2053936D + 01
HIMMELP?2 2 1| Pl 147 | 0.0001924120 | —6.2053936D + 01
HIMMELP2 | 2 1| P1 66 | 0.0001884118 | —6.2053936D + 01
HIMMELP2 | 2 1| P2 69 | 0.0001828114 | —6.2053936D + 01
HIMMELP3 | 2 2 | PO | 111 | 0.0000508032 | —5.9013178D + 01
HIMMELP3 | 2 2 | PO | 154 | 0.0000504031 | —5.9013178D + 01
HIMMELP3 | 2 2 | P1 | 147 | 0.0000504031 | —5.9013178D + 01
HIMMELP3 | 2 2 | P1 66 | 0.0000504032 | —5.9013178D + 01
HIMMELP3 | 2 2 | P2 69 | 0.0000484030 | —5.9013178D + 01
HIMMELP4 | 2 3 | PO | 111 | 0.0000524033 | —5.9013178D + 01
HIMMELP4 | 2 3 | PO | 154 | 0.0000520033 | —5.9013178D + 01
HIMMELP4 | 2 3 | P1 | 147 | 0.0000520032 | —5.9013178D + 01
HIMMELP4 | 2 3 | Pl 66 | 0.0000524032 | —5.9013178D + 01
HIMMELP4 | 2 3 | P2 69 | 0.0000496031 | —5.9013178D + 01
HIMMELP5 | 2 3 | PO | 111 | 0.0003120190 | —5.9013178D + 01
HIMMELP5 | 2 3 | PO | 154 | 0.0001456091 | —5.9013178D + 01
HIMMELP5 | 2 3 | P1 | 147 | 0.0001452090 | —5.9013178D + 01
HIMMELP5 | 2 3 | Pl 66 | 0.0000808051 | —5.9013178D + 01
HIMMELP5 | 2 3 | P2 69 | 0.0001688106 | —5.9013178D + 01
HIMMELP6 | 2 5 | PO | 111 | 0.0000904057 | —5.9013178D + 01
HIMMELPG6 | 2 5 | PO | 154 | 0.0001540096 | —5.9013178D + 01
HIMMELPG6 | 2 5 | P1 | 147 | 0.0001544097 | —5.9013178D + 01
HIMMELPG6 | 2 5 | Pl 66 | 0.0000848053 | —5.9013178D + 01
HIMMELPG6 | 2 5 | P2 69 | 0.0001752110 | —5.9013178D + 01
HS101 7 | 6 | PO | 111 | 0.1349284202 | 1.8097438D + 03
HS101 7 | 6 | PO | 154 | 0.8590536714 | 1.8106470D + 03
HS101 7 | 6 | Pl | 147 | 0.0680882484 | 1.8094979D + 03
HS101 7 16| Pl 66 | 0.1285679638 | 1.8094979D + 03
HS101 7 16| P2 69 | 0.0819571391 | 1.8095915D + 03
HS102 7 6 | PO 111 | 0.0942178816 | 9.1187693D + 02
HS102 7 | 6 | PO | 154 | 2.0953316689 | 9.1316606D + 02
HS102 7 | 6 | Pl | 147 | 0.0480389930 | 9.1184330D + 02
HS102 7 16| Pl 66 | 0.0968620479 | 9.1184330D + 02
HS102 716 | P2 69 | 0.0610598437 | 9.1184328D + 02
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HS103 716 | PO | 111 | 0.0731925741 | 5.4365642D + 02
HS103 7|6 | PO | 154 | 4.2162704468 | 1.6082409D + 02
HS103 76 | P1 | 147 | 0.0418786146 | 5.4362669D + 02
HS103 716 | Pl 66 | 0.1356083751 | 5.4362954D + 02
HS103 716 | P2 69 | 0.0804610327 | 5.4363086.D + 02
HS104 8 | 6 | PO | 111 | 0.0080000004 | 4.2867533D + 00
HS104 8 | 6 | PO | 154 | 0.8800550103 | 1.1081368D + 01
HS104 8 | 6 | P1 | 147 | 0.0120009780 | 4.2012753D + 00
HS104 8|16 | Pl 66 | 0.0050763171 | 3.9511577D + 00
HS104 8| 6 | P2 69 | 0.0033682107 | 3.9511006D + 00
HS105 8 | 1 | PO | 111 | 0.0362942703 | 1.0446117D + 03
HS105 8 | 1 | PO | 154 | 0.0347101726 | 1.0446117D + 03
HS105 8 | 1 | P1 | 147 | 0.0367542952 | 1.0446117D + 03
HS105 8 | 1| P1 66 | 0.0354062133 | 1.0446117D + 03
HS105 8| 1| P2 69 | 0.0355062112 | 1.0446117D + 03
HS106 8 | 6 | PO | 111 | 0.2025726438 | 7.0491782D + 03
HS106 8 | 6 | PO | 154 | 0.9200572968 | 2.1000000D + 03
HS106 8 | 6 | P1 | 147 | 0.3559022546 | 1.3534262D + 04
HS106 8|1 6 | Pl 66 | 0.1734108776 | 1.3556128D + 04
HS106 8| 6 | P2 69 | 0.1740508229 | 1.4799484D + 04
HS116 13115 | PO | 111 | 1.7881109715 | 9.7537815D + 01
HS116 | 13| 15| PO | 154 | 2.5961630344 | 5.2330879D + 01
HS116 13115 | P1 | 147 | 2.7441711426 | 1.2169980D + 02
HS116 13|15 | P1 66 2.7881741524 | 9.5085637D + 01
HS116 13115 | P2 69 | 3.7202329636 | 1.9037277D + 02
HS117 | 15| 5 | PO | 111 | 0.0112847053 | 3.2348693D + 01
HS117 | 15| 5 | PO | 154 | 0.0326060355 | 3.2348676D + 01
HS117 | 15| 5 | P1 | 147 | 0.0344141573 | 3.2348685D + 01
HS117 | 15| 5 | P1 66 | 0.0365742892 | 3.2348679D + 01
HS117 | 15| 5 | P2 69 | 0.0307099149 | 3.2348678D + 01
HS118 | 15|29 | PO | 111 | 0.0096046003 | 6.6482049D + 02
HS118 15129 | PO | 154 | 0.0281177592 | 6.6482045D + 02
HS118 15129 | P1 147 | 0.0048123016 | 6.6482054D + 02
HS118 15129 | P1 66 | 0.0519552417 | 6.6482045D + 02
HS118 15|29 | P2 69 0.0034042129 | 6.6482044D + 02
HS13 2 (1] PO | 111 | 0.0011320700 | 9.2184778D — 01
HS13 2|1 | PO | 154 | 0.0007160450 | 9.4476856D — 01
HS13 2 |1 | P1 | 147 | 0.0008840560 | 9.3412371D — 01
HS13 2 1] P1 66 | 0.0008840552 | 9.2531913D — 01
HS13 2 1| P2 69 | 0.0011040689 | 9.3507894D — 01
HS16 2|2 | PO | 111 | 0.0011880740 | 2.5000000D — 01
HS16 2 | 2| PO | 154 | 0.0004440270 | 2.5000000D — 01
HS16 2 | 2| P1| 147 | 0.0004440280 | 2.5000000D — 01
HS16 2 2| P1 66 | 0.0002732171 | 2.5000000D — 01
HS16 2 12| P2 69 | 0.0004560280 | 2.5000000D — 01
HS17 2 2 | PO 111 | 0.0027361710 | 1.0000994D + 00
HS17 2| 2| PO | 154 | 0.0005880361 | 1.0000003D + 00
HS17 2 | 2| P1| 147 | 0.0006920443 | 1.0000008D + 00
HS17 2 2| P1 66 | 0.0015200954 | 1.0001996D + 00
HS17 22| P2 69 | 0.0004920306 | 9.9988223D — 01
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HS18 2| 2| PO | 111 | 0.0008360520 | 5.0000479D + 00
HS18 212 PO 154 | 0.0011880741 | 5.0000001D + 00
HS18 2| 2| P1 | 147 | 0.0011840740 | 5.0000000D + 00
HS18 2|12 | P1 66 | 0.0016361029 | 4.9999998D + 00
HS18 22| P2 69 0.0011440711 | 5.0000000D + 00
HS19 22| PO | 111 | 0.0010840670 | —6.9618260D + 03
HS19 2| 2| PO | 154 | 0.0006880430 | —6.9618739D + 03
HS19 2| 2| Pl | 147 | 0.0011680729 | —6.9618432D + 03
HS19 2|12 | P1 66 | 0.0010200641 | —6.9618528D + 03
HS19 22| P2 69 | 0.0017441090 | —6.9618432D + 03
HS21 2| 1| PO | 111 | 0.0000464029 | —9.9960000D + 01
HS21 2| 1| PO | 154 | 0.0000464029 | —9.9960000D + 01
HS21 2| 1| P1 | 147 | 0.0000460029 | —9.9960000D + 01
HS21 21| P1 66 | 0.0000472029 | —9.9960000D + 01
HS21 2|11 P2 69 | 0.0000448028 | —9.9960000D + 01
HS2IMOD | 7 | 1 | PO | 111 | 0.0000484031 | —9.5960000D + 01
HS21IMOD | 7| 1 | PO | 154 | 0.0000484030 | —9.5960000D + 01
HS21MOD | 7| 1 | P1 | 147 | 0.0000484030 | —9.5960000D + 01
HS21IMOD | 7| 1 | P1 66 | 0.0000484030 | —9.5960000D + 01
HS21IMOD | 7 | 1 | P2 69 | 0.0000468030 | —9.5960000D + 01
HS23 2|5 | PO | 111 | 0.0009720600 | 9.4721261D + 00
HS23 2|5 | PO | 154 | 0.0006400400 | 2.0000000D + 00
HS23 2|5 | P1 | 147 | 0.0005440339 | 2.0000150D + 00
HS23 215 | P1 66 0.0017641101 | 2.0000000D + 00
HS23 2|5 | P2 69 | 0.0006520407 | 2.0000072D + 00
HS24 2|3 | PO | 111 | 0.0000508031 | 0.0000000D + 00
HS24 2| 3| PO | 154 | 0.0007040440 | —9.9999880D — 01
HS24 2| 3| P1 | 147 | 0.0007040440 | —9.9999482D — 01
HS24 2|13| P1 66 | 0.1484892815 | 0.0000000D + 00
HS24 23| P2 69 | 0.0016641044 | —1.0000005D + 00
HS30 3|1 1| PO | 111 | 0.0004440270 | 1.0000338D + 00
HS30 3|1 1| PO | 154 | 0.0000472030 | 1.0000000D + 00
HS30 3| 1| P1 | 147 | 0.0000464029 | 1.0000000D + 00
HS30 311 P1 66 | 0.0000468029 | 1.0000000D + 00
HS30 31 1] P2 69 | 0.0000460028 | 1.0000000D + 00
HS31 3|1 PO | 111 | 0.0005920370 | 6.0000000D + 00
HS31 3|1 1| PO | 154 | 0.0008840550 | 6.0000000D + 00
HS31 3| 1| P1 | 147 | 0.0004360270 | 6.0000000D + 00
HS31 311 P1 66 | 0.0005720359 | 6.0000000D + 00
HS31 31 1] P2 69 | 0.0003960249 | 5.9999936D + 00
HS33 3|12 PO | 111 | 0.0007040440 | —4.0000080D + 00
HS33 3|1 2| PO | 154 | 0.0003120190 | —3.9999995D + 00
HS33 3|12 | P1 | 147 | 0.0002860179 | —3.9999997D + 00
HS33 312 | P1 66 | 0.0000000000 | —6.0000000D + 00
HS33 312 P2 69 | 0.0002020127 | —3.9999981D + 00
HS34 3|1 2| PO | 111 | 0.0008680540 | —8.3401800D — 01
HS34 312 | PO | 154 | 0.0010880680 | —8.3396918D — 01
HS34 3| 2| Pl | 147 | 0.0011480718 | —8.3403158D — 01
HS34 312 | P1 66 | 0.0006520409 | —8.3403250D — 01
HS34 312 P2 69 | 0.0007760482 | —8.3406725D — 01
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HS35 3 1 PO | 111 0.0004880300 1.1112450D — 01
HS35 3 1 PO | 154 0.0003120200 1.1117657D — 01
HS35 3 1 P1 | 147 0.0003520219 1.1111265D — 01
HS35 3 1 P1 66 0.0002808176 1.1111107D — 01
HS35 3 1 P2 69 0.0002372148 1.1110045D — 01
HS351 3 1 PO 111 0.0004960300 1.1112450D — 01
HS351 3 1 PO | 154 0.0003120200 1.1117657D — 01
HS351 3 1 P1 | 147 0.0003600230 1.1111265D — 01
HS351 3 1 P1 66 0.0002852179 1.1111107D - 01
HS351 3 1 P2 69 0.0002388149 1.1110045D — 01
HS35MOD 3 1 PO | 111 0.0006600410 2.5005056D — 01
HS35MOD 3 1 PO | 154 0.0003360210 2.5000026D — 01
HS35MOD 3 1 P1 | 147 0.0002300144 2.5001380D — 01
HS35MOD 3 1 P1 66 0.0000756047 2.5000119D — 01
HS35MOD 3 1 P2 69 0.0000740046 2.5000000D — 01
HS36 3 1 PO | 111 0.0001472092 0.0000000D + 00
HS36 3 1 PO | 154 0.0001752109 | —3.3000000D + 03
HS36 3 1 P1 | 147 0.0001488093 | —3.3000000D + 03
HS36 3 1 P1 66 0.0001476092 0.0000000D + 00
HS36 3 1 P2 69 0.0001472092 | —3.3000000D + 03
HS37 3 2 PO | 111 0.0029801859 | —3.4560000D + 03
HS37 3 2 PO | 154 0.0003640230 | —3.4559998D + 03
HS37 3 2 P1 | 147 0.0004480279 | —3.4560000D + 03
HS37 3 2 P1 66 0.0006040380 | —3.4560000D + 03
HS37 3 2 P2 69 0.0005920367 | —3.4559997D + 03
HS44 4 6 PO | 111 0.0008840550 | —1.5000002D + 01
HS44 4 6 PO | 154 0.0006920429 | —1.4999993D + 01
HS44 4 6 P1 | 147 0.0006960439 | —1.4999905D + 01
HS44 4 6 P1 66 0.0000000000 | —3.6046330D + 20
HS44 4 6 P2 69 0.0010520652 | —1.5000000D + 01
CAMSHAPE | 800 | 2404 | PO | 111 | 83.0491943359 | —5.5017093D + 00
CAMSHAPE | 800 | 2404 | PO | 154 | 324.7202758789 | —5.7625825D + 00
CAMSHAPE | 800 | 2404 | P1 | 147 | 721.6051635742 | —5.4216187D + 00
CAMSHAPE | 800 | 2404 | P1 66 | 491.9906005859 | —6.1477874D + 00
CAMSHAPE | 800 | 2404 | P2 69 | 624.0631103516 | —5.5208938D + 00
HS44NEW 4 6 PO | 111 0.0007680480 | —1.5000002D + 01
HS44NEW 4 6 PO | 154 0.0003120191 | —1.4999993D + 01
HS44NEW 4 6 P1 | 147 0.0003080189 | —1.4999905D + 01
HS44NEW 4 6 P1 66 0.0040010214 | —7.0843394D + 39
HS44NEW 4 6 P2 69 0.0003440210 | —1.5000000D + 01
HS57 2 1 PO | 111 0.0006120380 3.0647619D — 02
HS57 2 1 PO | 154 0.0000944059 3.0646306D — 02
HS57 2 1 P1 | 147 0.0000948059 3.0646306D — 02
HS57 2 1 P1 66 0.0000948059 3.0646306D — 02
HS57 2 1 P2 69 0.0000936059 3.0646306D — 02
HS59 2 3 PO | 111 0.0006280390 | —6.7495047D + 00
HS59 2 3 PO | 154 0.0013560849 | —6.7495047D + 00
HS59 2 3 P1 | 147 0.0013560841 | —6.7495047D + 00
HS59 2 3 P1 66 0.0010960682 | —7.8027892D + 00
HS59 2 3 P2 69 0.0013440843 | —6.7495047D + 00
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HS64 3| 1| PO | 111 | 0.0012360769 | 6.2996604D + 03
HS64 3|1 1| PO | 154 | 0.0011280699 | 6.2997428D + 03
HS64 3| 1 | P1 | 147 | 0.0012640791 | 6.2998133D + 03
HS64 3|1 1] P1 66 | 0.0012520781 | 6.2998133D + 03
HS64 31 1| P2 69 | 0.0014400901 | 6.2998133D + 03
HS65 3| 1| PO | 111 | 0.0007880490 | 9.5354117D — 01
HS65 3| 1| PO | 154 | 0.0007000430 | 9.5353405D — 01
HS65 31 1| P1 | 147 | 0.0006960439 | 9.5353314D — 01
HS65 3|1 1] P1 66 | 0.0005360331 | 9.5352866D — 01
HS65 31 1| P2 69 | 0.0006720419 | 9.5352854D — 01
HS66 31 2| PO | 111 | 0.0005680350 | 5.1818121D — 01
HS66 3|1 2| PO | 154 | 0.0005160320 | 5.1817773D — 01
HS66 3|1 2 | Pl | 147 | 0.0004840300 | 5.1826051D — 01
HS66 312 | Pl 66 | 0.0008720550 | 5.1816169D — 01
HS66 312 | P2 69 | 0.0005400340 | 5.1816258D — 01
HS67 3114 | PO 111 | 0.0037122322 | —1.1621187D + 03
HS67 3|14 | PO | 154 | 0.0025201577 | —1.1621187D + 03
HS67 3|14 | P1 | 147 | 0.0025361581 | —1.1621187D + 03
HS67 3|14| P1 66 | 0.0013800869 | —1.1621187D + 03
HS67 3| 14| P2 69 | 0.0040962552 | —1.1621187D + 03
HS70 4|11 | PO | 111 | 0.0124767795 | 7.4985251D — 03
HS70 4| 1 | PO | 154 | 0.0124927815 | 7.4985251D — 03
HS70 4|1 | P1 | 147 | 0.0125167845 | 7.4985251D — 03
HS70 411 | P1 66 | 0.0124967806 | 7.4985251D — 03
HS70 4|1 | P2 69 | 0.0124687804 | 7.4985251D — 03
HS72 4|1 2 | PO 111 | 0.0021161321 | 7.2443016D + 02
HS72 4| 2 | PO | 154 | 0.0015520970 | 7.2763500D + 02
HS72 4| 2 | P1 | 147 | 0.0015640982 | 7.2598442D + 02
HS72 412 | Pl 66 0.0017241082 | 7.2598442D + 02
HS72 41 2 | P2 69 | 0.0018361154 | 7.2551442D + 02
HS76 4|3 | PO | 111 | 0.0009680600 | —4.6818176.D + 00
HS76 4| 3 | PO | 154 | 0.0003520219 | —4.6818165D + 00
HS76 4| 3 | P1 | 147 | 0.0003160200 | —4.6818145D + 00
HS76 4|13 | P1 66 | 0.0002796174 | —4.6818498D + 00
HS76 4| 3 | P2 69 | 0.0002216139 | —4.6818549D + 00
HS761 4| 3 | PO | 111 | 0.0009800610 | —4.6818176.D + 00
HS761 4| 3 | PO | 154 | 0.0003560221 | —4.6818165D + 00
HS761 4| 3 | P1 | 147 | 0.0003160199 | —4.6818145D + 00
HS761 4|3 | P1 66 | 0.0002828176 | —4.6818498D + 00
HS761 4| 3 | P2 69 | 0.0002228140 | —4.6818549D + 00
HS83 5| 6 | PO | 111 | 0.0000000000 | —3.1026428D + 04
HS83 51 6 | PO | 154 | 0.0203052685 | —3.0665539D + 04
HS83 5| 6 | P1 | 147 | 0.0702963844 | —3.0665547D + 04
HS83 5|16 | Pl 66 | 0.1919319928 | —3.0665544D + 04
HS83 5| 6 | P2 69 | 0.0010080643 | —3.0665540D + 04
HS84 51 6 | PO | 111 | 0.8334520459 | —5.2803351D + 06
HS84 5| 6 | PO | 154 | 0.1710906923 | —5.2803351D + 06
HS84 51 6 | P1 | 147 | 0.1698105633 | —5.2803351D + 06
HS84 5|16 | Pl 66 | 0.0022921371 | —5.2803351D + 06
HS84 5| 6 | P2 69 | 0.1575297564 | —5.2803351D + 06
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HS85 5 38 | PO | 111 0.0790609419 | —2.1886462D + 00
HS85 5 38 | PO | 154 0.7187650204 | —2.2156031D + 00
HS85 5 38 | P1 | 147 0.9643002152 | —2.2156025D + 00
HS85 5 38 | P1 66 0.0044282838 | —2.2156070D + 00
HS85 5 38 | P2 69 0.1673706025 | —2.2156048D + 00
HS86 5 10 | PO | 111 0.0040000002 | —3.2355132D + 01
HS86 5 10 | PO | 154 0.0068724304 | —3.2348679D + 01
HS86 5 10 | P1 | 147 0.0013400841 | —3.2348680D + 01
HS86 5 10 | P1 66 0.0019641218 | —3.2348680D + 01
HS86 5 10 | P2 69 0.0010760679 | —3.2348912D + 01
HS93 6 2 PO | 111 0.0000000000 0.0000000D + 00
HS93 6 2 PO | 154 0.0000000000 0.0000000D + 00
HS93 6 2 P1 | 147 0.0000000000 0.0000000D + 00
HS93 6 2 P1 66 0.0000000000 0.0000000D + 00
HS93 6 2 P2 69 0.0040000002 0.0000000D + 00
HS95 6 4 PO | 111 0.0010400651 1.5619525D — 02
HS95 6 4 PO | 154 0.0009280579 1.5620287D — 02
HS95 6 4 P1 | 147 0.0010600659 1.5619525D — 02
HS95 6 4 P1 66 0.0003200200 1.5619525D — 02
HS95 6 4 P2 69 0.0007040439 1.5619525D — 02
HS96 6 4 PO | 111 0.0010640661 1.5619525D — 02
HS96 6 4 PO | 154 0.0009320589 1.5620287D — 02
HS96 6 4 P1 | 147 0.0010640662 1.5619525D — 02
HS96 6 4 P1 66 0.0003240199 1.5619525D — 02
HS96 6 4 P2 69 0.0007120442 1.5619525D — 02
HS97 6 4 PO | 111 0.0033082070 4.0712458D + 00
HS97 6 4 PO | 154 0.0084405271 3.1358091D + 00
HS97 6 4 P1 | 147 0.0084925322 3.1358091D + 00
HS97 6 4 P1 66 0.0089845601 3.1358091D + 00
HS97 6 4 P2 69 0.0471509472 4.0712464D + 00
HS98 6 4 PO | 111 0.0032602029 4.0712458D + 00
HS98 6 4 PO | 154 0.0084365271 3.1358091D + 00
HS98 6 4 P1 | 147 0.0084325280 3.1358091D + 00
HS98 6 4 P1 66 0.0020601291 3.1358091D + 00
HS98 6 4 P2 69 0.0459388718 4.0712464D + 00
HYDROELM | 505 | 1008 | PO | 111 | 286.3218994141 | —3.5823182D + 06
HYDROELM | 505 | 1008 | PO | 154 | 68.4642944336 | —3.5690147D + 06
HYDROELM | 505 | 1008 | P1 | 147 | 288.6580200195 | —3.5811087D + 06
HYDROELM | 505 | 1008 | P1 66 | 209.2091064453 | —3.5841366D + 06
HYDROELM | 505 | 1008 | P2 69 8.2213191986 | —3.5820154D + 06
HYDROELS | 169 | 336 | PO | 111 | 45.5788459778 | —3.5837945D + 06
HYDROELS | 169 | 336 | PO | 154 | 21.2453269958 | —3.7560087D + 06
HYDROELS | 169 | 336 | P1 | 147 | 33.7501068115 | —3.5822681D + 06
HYDROELS | 169 | 336 | P1 66 32.1620178223 | —3.5323993D + 06
HYDROELS | 169 | 336 | P2 69 0.3335008323 | —3.5822683D + 06
LOOTSMA 3 2 PO | 111 0.0000000000 0.0000000D + 00
LOOTSMA 3 2 PO | 154 0.1440089941 0.0000000D + 00
LOOTSMA 3 2 P1 | 147 0.7200450301 0.0000000D + 00
LOOTSMA 3 2 P1 66 0.7080439925 0.0000000D + 00
LOOTSMA 3 2 P2 69 0.2720170021 0.0000000D + 00
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MATRIX2 6 | 2 | PO | 111 | 0.0005320330 | 1.2555170D — 05
MATRIX2 6 | 2 | PO | 154 | 0.0000548035 | 2.8100989D — 16
MATRIX2 6 | 2 | P1 | 147 | 0.0000552035 | 2.8100989D — 16
MATRIX2 6 | 2| P1 66 | 0.0004600281 | 1.1758043D — 28
MATRIX2 6 | 2 | P2 69 | 0.0000532033 | 2.0109967D — 12
OPTPRLOC | 30 | 30 | PO | 111 | 0.0996862352 | —1.6413919D + 01
OPTPRLOC | 30 | 30 | PO | 154 | 3.9802484512 | —1.6497020D + 01
OPTPRLOC | 30 | 30 | P1 | 147 | 1.2324769497 | —1.6419743D + 01
OPTPRLOC | 30 | 30 | P1 66 | 0.0947619230 | —1.6419771D + 01
OPTPRLOC | 30 | 30 | P2 69 | 0.1182072461 | —1.6419785D + 01
QC 9 | 4 | PO | 111 | 0.0005960370 | —9.5653773D + 02
QC 9 | 4 | PO | 154 | 0.0003240200 | —9.5653773D + 02
QC 9 | 4 | P1 | 147 | 0.0003520220 | —9.5653773D + 02
QC 9 14| P1 66 | 0.0002972186 | —9.5653773D + 02
QC 9 | 4| P2 69 | 0.0002852178 | —9.5653773D + 02
QCNEW 9 | 3 | PO | 111 | 0.0003440210 | —8.0652185D + 02
QCNEW 9 | 3 | PO | 154 | 0.0000568036 | —8.0652185D + 02
QCNEW 9 | 3 | P1 | 147 | 0.0000564036 | —8.0652185D + 02
QCNEW 9|3 | P1 66 | 0.0000564035 | —8.0652185D + 02
QCNEW 9 | 3| P2 69 | 0.0000548034 | —8.0652185D + 02
S277-280 4 | 4 | PO | 111 | 0.0003560220 | 5.0761908D + 00
S277-280 4 | 4 | PO | 154 | 0.0003200200 | 5.0761912D + 00
S277-280 4 | 4 | P1 | 147 | 0.0002868179 | 5.0761911D + 00
S277-280 4 14| P1 66 | 0.0013080824 | 5.0761898D + 00
S277-280 4 | 4 | P2 69 | 0.0014320894 | 5.0761497D + 00
SIMPLLPA | 2 | 2 | PO | 111 | 0.0005960370 | 9.9999952D — 01
SIMPLLPA | 2 | 2 | PO | 154 | 0.0001028064 | 1.0000000D + 00
SIMPLLPA | 2 | 2 | P1 | 147 | 0.0001032064 | 1.0000000D + 00
SIMPLLPA | 2 | 2 | P1 66 | 0.0002712170 | 1.0000000D + 00
SIMPLLPA | 2 | 2 | P2 69 | 0.0001460091 | 1.0000000D + 00
SIMPLLPB | 2 | 3 | PO | 111 | 0.0005760360 | 1.1000777D + 00
SIMPLLPB | 2 | 3 | PO | 154 | 0.0003320200 | 1.1000000D + 00
SIMPLLPB | 2 | 3 | P1 | 147 | 0.0003400211 | 1.1000000D + 00
SIMPLLPB | 2 | 3 | P1 66 | 0.0007520471 | 1.1000000D + 00
SIMPLLPB | 2 | 3 | P2 69 | 0.0002644166 | 1.1000000D + 00
STANCMIN | 3 | 2 | PO | 111 | 0.0007880490 | 4.2499817D + 00
STANCMIN | 3 | 2 | PO | 154 | 0.0012760801 | 4.2499941D + 00
STANCMIN | 3 | 2 | P1 | 147 | 0.0010080629 | 4.2499961D + 00
STANCMIN | 3 | 2 | P1 66 | 0.0014880929 | 4.2499989D + 00
STANCMIN | 3 | 2 | P2 69 | 0.0010280643 | 4.2499016D + 00
SYNTHES1 | 6 | 6 | PO | 111 | 0.0013360830 | 7.5929890D — 01
SYNTHES1 | 6 | 6 | PO | 154 | 0.0007520469 | 7.5928268D — 01
SYNTHES1 | 6 | 6 | P1 | 147 | 0.0007640481 | 7.5925000D — 01
SYNTHES1 | 6 | 6 | P1 66 | 0.0013440840 | 7.5922168D — 01
SYNTHES1 | 6 | 6 | P2 69 | 0.0007840490 | 7.5928216D — 01
TWOBARS | 2 | 2 | PO | 111 | 0.0010560660 | 1.5086523D + 00
TWOBARS | 2 | 2 | PO | 154 | 0.0003960240 | 1.5085653D + 00
TWOBARS | 2 | 2 | P1 | 147 | 0.0004440280 | 1.5086500D + 00
TWOBARS | 2 | 2 | P1 66 | 0.0008560540 | 1.5086510D + 00
TWOBARS | 2 | 2 | P2 69 | 0.0004360270 | 1.5085224D + 00
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ZECEVIC2 | 2 | 2 | PO | 111 | 0.0007360460 | —4.1250002D + 00
ZECEVIC2 | 2| 2 | PO | 154 | 0.0002120132 | —4.1250000D + 00
ZECEVIC2 | 2 | 2 | P1 | 147 | 0.0002096131 | —4.1250000D + 00
ZECEVIC2 | 2| 2 | P1 66 | 0.0004040251 | —4.1250000D + 00
ZECEVIC2 | 2 | 2 | P2 69 0.0002024127 | —4.1250000D + 00
ZECEVIC3 | 2 | 2 | PO | 111 | 0.0009360580 | 9.7309461D + 01
ZECEVIC3 | 2 | 2 | PO | 154 | 0.0004080250 | 9.7309380D + 01
ZECEVIC3 | 2 | 2 | P1 | 147 | 0.0004600290 | 9.7309445D + 01
ZECEVIC3 | 2| 2 | P1 66 | 0.0006480410 | 9.7309449D + 01
ZECEVIC3 | 2| 2 | P2 69 | 0.0004440270 | 9.7309098D + 01
ZECEVIC4 | 2 | 2 | PO | 111 | 0.0007320450 | 7.5575114D + 00
ZECEVIC4 | 2| 2 | PO | 154 | 0.0003480220 | 7.5575045D + 00
ZECEVIC4 | 2 | 2 | P1 | 147 | 0.0003480220 | 7.5574627D + 00
ZECEVIC4 | 2| 2 | P1 66 | 0.0004600290 | 7.5574929D + 00
ZECEVIC4 | 2| 2 | P2 69 | 0.0003920240 | 7.5575075D + 00

7ZY?2 3|1 2| PO | 111 | 0.0008200510 | 2.0000142D + 00
7ZY2 312 | PO | 154 | 0.0003000190 | 2.0000005D + 00
7ZY2 3|1 2| Pl | 147 | 0.0002684168 | 2.0000003D + 00
7ZY2 312 | P1 66 | 0.0000000000 | 0.0000000D + 00
7ZY2 3|12 P2 69 | 0.0002704169 | 2.0000020D + 00
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