UNIVERSIDADE FEDERAL DO PARANA
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM
MATEMATICA

OPERADORES PSEUDODIFERENCIAIS
PERIODICOS

Dion Ross Pasievitch Boni Alves

Curitiba, PR, Brasil

2014



UNIVERSIDADE FEDERAL DO PARANA
Dion Ross Pasievitch Boni Alves

OPERADORES PSEUDODIFERENCIAIS
PERIODICOS

Dissertacao apresentada ao Programa de Pos-
Graduagao em Matematica da Universidade
Federal do Parana, como requisito parcial a
obtencao do grau de Mestre em Matematica.

Orientador: Dr. Alexandre Kirilov
Co-orientador: Dr. Cleber de Medeira

Curitiba, PR, Brasil

2014



A4740 Alves, Dion Ross Pasievitch Boni
Operadores pseudodiferenciais periédicos / Dion Ross Pasievitch Boni
Alves. — Curitiba, 2014.
81f. :il. color. ; 30 cm.

Dissertacao (mestrado) - Universidade Federal do Parana, Setor de
Ciéncias Exatas, Programa de Pés-graduacdo em Matematica, 2014.

Orientador: Alexandre Kirilov -- Coorientador: Cleber de Medeira.
Bibliografia: p. 81-81.

1. Operadores pseudodiferenciais. 2. Logica simbdlica e matematica. 3.
Andlise funcional. I. Universidade Federal do Parana. Il. Kirilov, Alexandre IlI.
Medeira, Cleber de. IV. Titulo.

CDD: 515.7242




Orientador:

TERMO DE APROVACAO

“OPERADORES PSEUDODIFERENCIAIS

PERIODICOS”

por

Dion Ross Pasievitch Boni Alves

Dissertacdo aprovada como requisito parcial para obten¢io do grau de
Mestre no Programa de Pés-Graduagao em Matematica Aplicada,

pela Comissdo Examinadora composta por:

z,/

Prof. Drpg/ limlov
Dep. de Magematica -~ UFPR

/ ~
g/k ALY, { ; -
e}

v

Prof. Dr. Sergio Luis Zani
USP

ﬁ“% /K/V’//W oo gméq /&Lﬂy,

Prof. Dr. Rafael J(ugusto dos Santos Kapp
UFSCAR

Curitiba, 06 de fevereiro de 2014.



AGRADECIMENTOS

Nestas poucas linhas nem meus mais calorosos agradecimentos poderiam alcancar a tudo
pelo que sou grato. Em especial, devo suprema gratidao a minha familia, do remoto Jangada,
0s quais sempre me propiciaram o melhor, dentro do melhor que tinham, para que eu pudesse

seguir e consumar meus objetivos. Sempre grato!

Expresso também meus agradecimentos aos professores Alexandre e Cleber, pelas tantas
horas dedicadas as orientagoes, sempre produtivas. Estou certo, que sem vos nao haveria
chegado este momento de registrar minha gratidao. Que o futuro nos traga ainda mais o que

agradecer!

A meu orientador da graduagao, Simao, devo igualmente meus agradecimentos. Pelo

apoio constante e palavras encorajadoras muito obrigado.

Devo muito a meus colegas da poés-graduagao que me propiciaram grandes momentos
e sem os quais as horas drduas teriam sido tao mais arduas. Em especial, aos grandes com-

panheiros de jornada Felipe, Leonardo e Marcos.

Agradeco a todos os professores da pos-graduagao que participaram de algum modo em
minha formacao, afinal o que sou, como matematico, é reflexo de vosso trabalho adicionado a

meu esfor¢co para corresponder as suas expectativas.

Em especial, agradego aos professores Sérgio e Rafael pelas sugestoes, muito bem vindas,

que acresceram muito a este trabalho.

A CAPES pelo apoio financeiro.



“A tarefa mao € tanto ver aquilo que ninguém viu, mas pensar o que ninguém ainda pensou
sobre aquilo que todo mundo veé.”

(A. Schopenhauer)



RESUMO

Neste trabalho, desenvolvemos a teoria dos operadores pseudodiferenciais peridédicos seguindo
a exposicao existente em [6], [7] e [8]. Para tanto, introduzimos algumas ferramentas da anélise
discreta que auxiliam na fundamentacao do calculo simbdlico dos operadores em questao. Fi-
nalmente, apresentamos uma aplicacao da teoria desenvolvida na construcao de parametrizes
para operadores pseudodiferenciais periodicos eliticos.

Palavras-chave: Operadores Pseudodiferenciais no Toro. Anaélise Discreta. Célculo Simbo-
lico.



ABSTRACT

In this work we develop the theory of periodic pseudo-differential operators following the
exposition found in [6], [7] and [8]. To this end we introduce some tools from discrete analysis
that helps establishing the foundations of symbolic calculus of such operators. Finally, we
present an application of the developed theory in the construction of parametrices for elliptic
periodic pseudo-differential operators.

Keywords: Pseudo-differential Operators on Torus. Discrete Analysis. Symbolic Calculus.
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INTRODUCAO

Operadores pseudodiferenciais sao uma generalizacao natural dos operadores diferenciais
do ponto de vista da transformada de Fourier. A idéia é pensar na agao do operador diferencial
sobre uma funcao como sendo o produto da transformada inversa de um polinomio (associado ao
operador diferencial) pela transformada dessa fun¢do. A representacao integral obtida conduz
a uma generalizacao natural dos operadores diferenciais quando permitimos que outras fungoes,

que garantam a boa defini¢cao, ocupem o lugar das func¢oes polinomiais na transformada inversa.

No caso em que P é um operador diferencial parcial linear com coeficientes constantes,
a transformada de Fourier permite obter a solucao de equacoes, por exemplo, da forma Pu =
f, com u e f em espacos apropriados. Neste caso, a propriedade fundamental utilizada é
que a transformada de Fourier age em derivadas resultando em produtos. Entretanto, se P
possui coeficientes variaveis, esse técnica torna-se ineficiente para gerar solucoes. A teoria de
operadores pseudodiferenciais coloca esse problema num contexto mais geral no qual dispomos

de novas ferramentas para abordar o problema.

No espaco euclidiano n—dimensional, um operador pseudodiferencial A é um operador

integral que, por exemplo, a cada funcao suave f :R" — C associa a funcao

Af@) = [ émetamofie) de
sendo a : R" x R — C uma funcao suave, chamada simbolo, que satisfaz
050 a(w, )] < Cap(1 + [¢[*)m Pt

para todo « e § multi-indices, z,£ € R™. Aqui m € R e p,d € [0, 1] estao fixados e a constante
Co,5 nao depende de €.

Neste trabalho, estaremos interessados em desenvolver a teoria dos operadores pseudodi-
ferenciais periddicos definidos no toro n-dimensional T". Neste caso a transformada de Fourier
leva funcoes de T" em sequéncias de Z", e um operador pseudodiferencial A leva, por exemplo,

uma fungao suave f:R" — C em uma funcao

Af(x) = ™ a(x, &) (©),

¢ezn
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sendo a : T"™ x Z" — C uma funcao suave na primeira variavel, também chamada de simbolo,

satisfazendo,
(A0 a(z, )] < Cap(1+ [¢?)mra+olil,

para todo « e [§ multi-indices, x € T", £ € Z". Aqui também m € R e p,d € [0, 1] estao fixados

e a constante C, g nao depende de .

Um fato interessante, ¢ que a teoria dos operadores pseudodiferenciais peridédicos pode
ser feita de maneira independente da teoria euclidiana e esta tltima nao se faz necessaria para
o entendimento da primeira. Existe, entretanto, um forte elo entre ambas teorias, laco este que
pode ser observado no teorema 3.5 no qual mostramos que todo simbolo toroidal é restricao
de um simbolo euclidiano. Neste sentido, ganhamos pelo fato de poder recuperar resultados
classicos no contexto toroidal e obter resultados novos, ou mesmo conhecidos, sob uma nova
otica. Além disso, a teoria dos operadores pseudodiferenciais periddicos ainda se beneficia da
propria natureza topologica do toro, pois sua compacidade elimina a necessidade da anéalise do

decaimento no infinito.
O texto estrutura-se como segue:

No primeiro capitulo estabelecemos algumas notagoes e convencgoes usadas ao longo do
texto bem como apresentamos resultados da analise de Fourier sobre T" que precisaremos no

restante do trabalho.

O segundo capitulo consiste das ferramentas necessarias para o entendimento do cél-
culo simbolico de operadores pseudodiferenciais. Comecamos introduzindo os operadores de
diferenca que sao usuais no calculo de diferencas finitas e em seguida mostramos uma série de
resultados discretos analogos ao caso continuo. Em destaque, mostramos uma versao discreta

do teorema de integracao por partes e do teorema fundamental do céalculo.

O dltimo capitulo trata exclusivamente da teoria dos operadores pseudodiferenciais so-
bre o toro n-dimensional. Iniciamos definido as classes de simbolos e associamos operadores
pseudodiferenciais a estes. Introduziremos entao, o conceito de amplitude toroidal que permi-
tird estender estas ideias. Veremos ainda que é possivel estender operadores pseudodiferenciais

a espacos de Sobolev periodicos.

Posteriormente, provamos os principais resultados do céalculo simboélico de operadores
pseudodiferenciais. Em particular, apresentamos as condicoes para que seja possivel tomar

transpostos e adjuntos de operadores preservando a classe de simbolos.

Em seguida trataremos da importante classe de operadores pseudodiferenciais eliticos.
Veremos entao como a teoria desenvolvida aplica-se na obtencao de parametrizes, mostrando
que eliticidade equivale a existéncia de uma parametriz. Por fim, provaremos que a eliticidade

é preservada quando tomamos o transposto e o adjunto de um operador elitico.






Capitulo 1

Preliminares

1.1 Conceitos Iniciais

Neste capitulo introduzimos as notacoes que serao utilizadas no restante do texto e
também listamos os principais resultados da analise de Fourier no toro que serao utilizados
posteriormente. Grande parte dos resultados aqui apresentados sao cléssicos e por isto omiti-

remos suas provas.

1.1.1 Notacgoes, Convencoes e Primeiras Propriedades

Neste trabalho denotaremos por N o conjunto dos inteiros positivos e Ny := N U {0}.
Um multi-indice o € um elemento de N{j, isto é, uma n-upla de inteiros nao negativos. Sempre
que nos referirmos a o € N ficara subentendido que suas componentes serao oy, ..., o, € Ny.
Igualmente, as componentes de um vetor z € R” serao z1,...,2, € R. Paraa, € Nj ez € R”

consideraremos as seguintes notacoes e defini¢oes usuais em anélise:
(1) o comprimento de o é |a| :== a1 + ... + ay;

(ii) escrevemos o < 3 se a; < B; para todo i =1,...,n;

(iii) a soma de ae féa+ = (ay+ b1,...,a, + B,). Quando o <  definimos também a
diferen¢a de a e S por B —a:= (1 — a1, .., 00 — n);

(iv) (g) = ((;1) (gn> sendo (;j) = ﬁ caso a; > f3; e 0 do contrério;
1 n J J\Sg T i)

Qn .

(v) % :=af* - adn;

(vi) al =gl ayl;

s\ o N N 1 0
(vii) D*:= D" --- D& com D, := %6_%’

12
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1 k
(viii) DY := Dg--- D¢ com D} = (__a ) :

211 a.ij
(ix) D = Dg(cofl) . D(a") com D! kH : (2—7”8—” — )

:?r

Jj=0

(x) 9% =9 .- 00 = —ﬁf -'32,7;

(xi) por fim, (z) := (1 + |2|*)/? em que |z| := (z,z)"/? indica a norma Euclidiana de z.

Observagao 1.1 A ideia de empregarmos (x) € obter uma fun¢ao que comporta-se assintoti-

camente como a fun¢ao modular quando |x| — oo, porém, suave e nunca nula.

A notacao de multi-indice nos permite escrever a expansao de Taylor em R™ de uma

maneira elegante e concisa:

Teorema 1.1 (Expansao de Taylor em R") Se u € C*(R") entao,

u(x +y) = Z éyaaau(:p) + Z ro(2,y), (1.1)

la|<k—1 la|=k

para todo x,y € R", sendo,
k 1
) = 25 [ (=010 + 1) dy. (1.2
0

Também podemos expressar a formula binomial em R™ em termos de multi-indices.

Teorema 1.2 (Formula Binomial) Se o € Nj entao quaisquer que sejam x,y € R",

(z+y) =) (g) 2Py P, (1.3)

B<a
Em particular, Z <a) = glal
B<a b

O teorema acima possui uma extensao natural conhecida como teorema multinomial a

qual sera de uso recorrente.
Teorema 1.3 (Teorema Multinomial) Se p € Ny entao,

n p |
(; x,) = Z %f’, (1.4)

|a|=p

qualquer que seja x € R™.
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Uma consequéncia do teorema acima é:

Proposicao 1.1 Se x € R" e p € N} entao,

! 2c
(2) = Z a!(mp— |a!])x '

la<p

Também serd de grande utilidade a formula de Leibnitz:

Teorema 1.4 (Férmula de Leibnitz) Para quaisquer u,v € Cl*/(R"),

o (wv) =Y (g) (9%u)(9°P). (1.5)

BLla

Para ilustar o emprego da notacao de multi-indices tratamos do operador Laplaciano

em R™.

Defini¢ao 1.1 (Operador Laplaciano) O operador Laplaciano em R"™ € definido por,

A = —. (1.6)
Definimos também a sequinte variagao do operador acima:

A—l--1A (1.7)

472
O exemplo abaixo traz uma identidade que sera util posteriormente:
Exemplo 1.1 Pelo teorema (1.4),
e 3 B
lal=p
qualquer que seja p € Ng. Agora, combinando-se (1.3) e (1.4) podemos escrever,

=33 (1) i 09

p=0 |a|=p

Assim, por exemplo,

Aq —2miz-{ Z Z ( ) 1 paia 72mx£

p=0 |a|=p
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q

—2mix- q

ey (e
p=0 b

= (L4 [gPyremine
_ <€>2q6—27riac~f’

ou seja,

Alp—2mizg <§>2qe—2m'w~£. (1.9)

1.2 Andlise de Fourier em T"

Nesta secao tratamos da andlise de Fourier em T". Iniciamos com a construcao do toro
n-dimensional e com o estudo das funcoes definidas neste espago. Em seguida, introduzimos os
espacos LP(T™) e ¢P(7Z") de maneira andloga ao caso euclidiano. Definimos entao a transformada
de Fourier em L!(T") e estudamos seu comportamento sobre o espago de Schwartz. Apos isto,
introduzimos as distribuigoes periddicas e por fim definimos os espagos de Sobolev periddicos.
As demonstragoes dos resultados desta se¢ao podem ser consultadas nas referéncias [2], [1], [6]
ou [12].

1.2.1 T" e Funcoes Teste Periédicas

Iniciamos construindo o espaco sobre o qual desenvolveremos grande parte da teoria, a
saber, o toro. Grosso modo, o n-toro ou toro n-dimensional é o cubo unitario [0, 1] com lados

opostos identificados. Facamos esta construcao de maneira formal.

Para z,y € R" escreva x = y se v —y € Z", sendo Z" o subgrupo aditivo de todos
os pontos em R"™ com coordenadas inteiras. Claramente = é uma relacao de equivaléncia, e a

classe de equivaléncia de um elemento x € R" é,

[z] ={yeR":y—xe€Z"}
={yeR":y—x=z22€2Z"}
={z+z 2€Z"}
=x+Z".



16

Com isto definimos o toro n-dimensional:

Defini¢ao 1.2 (Toro n-Dimensional) O toro n-dimensional ou n-toro €, por defini¢ao, o

espago quociente T := R™/Z™ munido da topologia quociente.

Observacao 1.2 A aplicacio ¢ : T" — St x ... x S definida por,

Qb([x]) = (€2mx17 ce ’62m’xn)’

€ um homeomorfismo e, portanto, T™ é compacto.

Observacao 1.3 Podemos identificar, de maneira natural, funcoes definidas sobre o n-toro
com fungoes 1-periodicas definidas sobre R™. Seja f : T" — C e defina g : R* — C por
g(x) = f([z]). Note que g estd bem definida pois se v =y em R™ entao,

Além do mais, a igualdade,

gle + k) = f([z + k) = f([z]) = 9(=),

para todo k € Z" e x € R", significa que a funcao g € l-periodica em R™. Nao faremos
distingdo entre f e g e escreveremos, por exemplo, f € C®(T"), f € C*(T") etc., para indicar
que g € C®(R"), g € C*(R"), etc., sdo 1-periddicas.

De especial interesse é o espago C*°(T"), constituido pelas fungbes f : T" — C infi-
nitamente diferenciaveis, pois este serd importante na construcao do espaco das funcgoes teste

para as distribuicoes periodicas, como veremos adiante.

A familia enumeravel de semi-normas py : C*°(T") — [0, o) definida, para cada k € N,
por,

pe(e) = D 1100,

o<k

induz uma topologia sobre o espago C°(T") segundo a qual este espago é de Fréchet. Na

expressao acima usamos a notagao,
10°¢lloc = sup [0%p(x)].
zeTn
Para fatos mais gerais sobre espacos de Fréchet o leitor pode consultar [5]. A familia
{pr : k € N} induz a seguinte nog¢ao de convergéncia em C>°(T"):

Definigao 1.3 (Convergéncia em C>(T")) Uma sequéncia (p;) em C*(T") converge para

uma funcgao ¢ € C*(T") se pr(v;) = pr(w) para todo k € Ny.

De modo geral, empregamos a seguinte caracterizacao da convergéncia em C°(T").
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Teorema 1.5 Uma sequéncia (¢;) em C*(T") converge para uma fungao ¢ € C(T") se, e

somente se, ||0%p; — 0%¢lloc — 0 para todo o € Nj.

Observacao 1.4 Pelo teorema anterior dizer que uma sequéncia (¢;) converge em C*(T")
para uma fungao ¢ € C®(T") equivale a dizer que 0%p; — 0% uniformemente para todo
a € Nj.

1.2.2 Espagos LP(T") e (P(Z")

Os espagos LP(T™) e (P(Z") sao definidos de maneira analoga ao caso de R™.

Defini¢ao 1.4 (Espagos LP(T")) O espago LP(T™), 1 < p < 00, consiste das fungoes (Lebes-

gue) mensurdveis f : T — C satisfazendo,
|f(z)|P dz < oco.
T’I’L

Igualmente, L>=(T") consiste das fungoes (Lebesque) mensurdveis f: T" — C cuja medida de

Lebesgue do conjunto {x € T™ : |f(x)| > B} € nula para algum B real.

Os espacos LP(T™) e L>°(T") sao espagos normados com normas,

1/p
11| (rny == (/T |f(z)[P div) e [|fllzoo(rny := sup ess,eqn|f(2)],

em que sup ess,crn|f(z)| € o menor M tal que |f(z)| < M, para quase todo ponto = € T".
Observacao 1.5 Note que f € LP(T"), 1 < p < oo, se, e somente se, || fl|rrn) < 0.

Definicao 1.5 (Espagos (?(Z")) O espago (P(Z™), 1 < p < 0o, consiste das sequéncias ¢ :
7" — C satisfazendo,

D @) < oo

gezn

O espago (*°(Z") consiste das sequéncias ¢ : 2" — C satisfazendo,

sup [(£)] < oo.

gezn
Observagao 1.6 (Séries Indexadas em 7Z") Trataremos de muitas séries da forma
dezn 0(&), em que ¢ : Z" — C. Dizer que uma tal série converge, significa que eriste o

limite d ais i .
maite aas somas parciais kLI& %ﬁ 90(5)
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Os espagos (P(Z™) sao espacos normados com normas,

1/p
lllerzny = (Z \s@(é)!p) e [lelleezny = sup ()]

gezn

De importancia fundamental é o espago L*(T™) pois este ¢ um espago de Hilbert com o

produto interno,

(f.g9) = 5 fla)g(x) dr.

Para mais informagdes sobre as propriedades de L?*(T") indicamos a referéncia [6].

Na secao seguinte veremos algumas relagoes do espago L?(T") com a transformada de

Fourier.

1.2.3 Transformada de Fourier em T"

A seguir introduzimos a transformada de Fourier no espago L'(T™). Para mais detalhes
ver [2] ou [12].

Definicao 1.6 (Transformada de Fourier) A transformada de Fourier toroidal de uma
fungao f € L'Y(T") € a sequéncia f : 2" — C definida por,

~

fe) = [ fyeretar

Escrevemos por vezes Frn em lugar de f para indicar que estamos tratando da transformada
de Fourier toroidal. Em contraste, iremos escrever, por vezes, Frn para indicar a transformada

de Fourier FEuclidiana.
Proposic¢ao 1.2 Se f € L'(T") entdo Frn f € £>°(Z").

Teorema 1.6 (Formula de Inversao) Se f € L'(T") e Z 1£(€)| < oo entio,
gezr

fla)y =" f(©ems, (1.10)

€czn
em quase todo ponto v € T".

Prova: Ver [2]. ]

Observacgao 1.7 Como T" possui medida finita, entio L*(T") C L'(T"), e portanto a trans-

formada de Fourier também estd bem definida em L*(T").
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E um fato bem conhecido que a colegao {e; : £ € Z"} em que eg(x) = €2™*¢ ¢ um

conjunto ortonormal total de L*(T"). Deste fato segue imediatamente:

Proposigao 1.3 Se f,g € L*(T") entdo:
(i) (Identidade de Parseval)

12y = D 1F P

gezn

(ii) (Convergéncia em Norma)

Tim [f = > f€)eellzrny = 0.

[€]<m

(iii) (Identidade de Plancherel)

(iv) A aplicagio f — f € uma isometria entre L(T™) e (2(Z").

1.2.4 Espagos de Schwartz S(Z")

Na secao anterior vimos que é possivel representar, a menos de um conjunto de medida
nula, uma funcao em L'(T™) por meio de sua série de Fourier desde que a série dos coeficientes
de Fourier seja absolutamente convergente. Nesta se¢ao veremos que no caso de fungoes suaves
periddicas é possivel obter tal representacao em todo ponto. Comecamos introduzindo o espaco
de Schwartz:

Defini¢ao 1.7 (Espago de Schwartz) Dizemos que uma sequéncia ¢ : Z" — C ¢é rapida-

mente decrescente se, para todo M € R, existe uma constante Cy, pr < 00 tal que,

(&) < Con (&)™, (1.11)

para todo & € Z". O espago vetorial de todas as sequéncias rapidamente decrescentes, denotado

por S(Z"™), chama-se espago de Schwartz.

Observacao 1.8 A fim de mostrar que ¢ € S(Z") basta mostrarmos (1.11) para todo M € Ny
pois se M € R ¢ qualquer podemos obter M € Ny tal que M > M’ e consequentemente

(&M < (§>*M/ uma vez que (£) > 1.

A familia enumeravel de semi-normas py, : S(Z™) — [0, 00) definida, para cada k € Ny,

por,
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pi(p) = sup ()" |(€)],

gezr

induz uma topologia em S(Z") com a qual este é um espaco de Fréchet. A convergéncia em

S(Z"), em termos da familia py, exprime-se como:

Defini¢ao 1.8 (Convergéncia em S(Z")) Uma sequéncia (p;) em S(Z") é convergente se

eriste uma funcao ¢ € S(Z™) tal que,

pe(oj — @) = 5;12131(5}’“\%(5) — (&) =0,

para todo k € Nj.

Teorema 1.7 Os espagos C>*(T") e S(Z™) sao isomorfos.

Prova: Basta observar que a aplicagao S(Z") — C*°(T") definida por,

pr— Y p(&)ee,

¢ezn

¢ um isomorfismo linear. Os detalhes podem ser encontrados em [12]. ]

Em particular, sequéncias rapidamente decrescentes nos fornecem um modo de obter

fungoes suaves sobre o toro: Dada ¢ € C*°(T"), a fungao f : T" — C definida por,

Fla) =" o(©)ec(),

EGZ"

é suave.

Conceito dual a uma sequéncia rapidamente decrescente é aquele de uma sequéncia de

crescimento lento:

Definicao 1.9 (Sequéncias de Crescimento Lento) Uma sequéncia ¢ : 72" — C € de

crescimento lento se existem M e Cy p tais que,

()] < Conr()™,

para todo € € Z". Denotamos o espaco vetorial das sequéncias de crescimento lento por S (Z").

Defini¢ao 1.10 (Funcionatis Lineares Continuos em S(Z")) Um funcional linear u :

S(Z™) — C ¢ continuo se (u, ;) — (u, ) em C sempre que p; — ¢ em S(Z").

Observagao 1.9 A fim de que u : S(Z") — C seja continuo € necessdrio e suficiente que

(u,pj) = 0 em C sempre que p; — 0 em S(Z").
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Observagdo 1.10 Pode-se mostrar que S (Z") ¢ de fato o dual topoldgico de S(Z™) e portanto
0s funcionais lineares continuos u : S(Z") — C sao (identificados com) sequéncias de cresci-
mento lento u : Z" — C. A identificacao € dada pela aplicacao u € S/(Z”) — T, com T, dada

por,

(T ) = D ul(©)p(6),

cezn

para toda ¢ € S(Z"). Nao iremos fazer distingao entre u e T, e escreveremos (u, @) em lugar
de (Ty, ¥).

Definicao 1.11 (Distribuicoes Temperadas) Uma distribuicao temperada é um funcional

linear continuo v : S(Z") — C.

Em vista da observagao (1.10) distribui¢oes temperadas sdo da forma,

(u,0) = > u(§)p(&),

gezn
/
com u € S (Z").
~ . / ’ A . . . .
A convergéncia em S (Z") é a convergéncia fraca-* de funcionais lineares:

Definigdo 1.12 (Convergéncia em S (Z")) Uma sequéncia (u;) em S (Z") é convergente

se existe u € S (Z") tal que (uj,p) — (u, @), para toda ¢ € S(Z").

. A . ’ , . . ~ . L. .
A importancia do espaco S (Z™) sera evidenciada na segao seguinte apos introduzirmos

a transformada de Fourier em espacos mais gerais.

1.2.5 Distribuigoes Peri6odicas

O espago das fungoes teste sobre um aberto Q0 de R™ é o conjunto C°(£2) das fungoes

suaves com suporte compacto. Em T™ o espago das fungoes teste & C'°(T").

Observagao 1.11 Toda fungio f € C*(T™) possui suporte compacto pois o suporte é um

conjunto fechado do compacto T".

Definicao 1.13 (Funcionais Lineares Continuos em C°°(T")) Um funcional linear

u: C®(T") — C € continuo se (u, ;) = (u, ) em C sempre que p; — ¢ em C®(T").

Observagao 1.12 A fim de que u : C*(T") — C seja continuo é necessdrio e suficiente que

(u, ;) = 0 em C, sempre que p; — 0 em C°(T").

Defini¢ao 1.14 (Distribui¢ées Periddicas) Uma distribui¢ao periddica é um funcional li-

near continuo u : C®(T") — C. Denotamos por D (T™) o espaco das distribuicies periddicas.
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Observacao 1.13 As operagoes usuais tornam D/(T") um C-espago vetorial.

Tal como no caso euclidiano, toda fungdo em C°°(T") induz uma distribui¢ao periodica.

Observagao 1.14 Se f € C°(T") entao uy : C>(T") — C definida por,

(ug, ) == | f(x)p(x) dr,

Tn

¢ uma distribuicao periddica. De agora em diante, iremos escrever (f,y) em lugar de (uy,p).

Mais geralmente, se f € L'(T") entdo a aplicacao,

(up, ) = | fl@)p(x) d,

define uma distribuicao periodica.
Em vista da observacio acima podemos considerar a seguinte inclusao C*(T") c D'(T").

Definigdo 1.15 Se v € D'(T") ¢é da forma v = uy, para alguma f € C(T"), dizemos que v

provém de uma funcao suave.

Observagao 1.15 A inclusio C®(T") C D'(T") € propria, isto é, nem toda distribui¢do pe-
riodica provém de uma func¢ao suave. O exemplo cldssico deste fato é a delta de Dirac definida
da sequinte forma: § : C*°(T") — C, u — 6(u) := u(0), para toda u € C>°(T").

~ M / 2 . A~ . . . .
A convergéncia em D (T") é simplesmente a convergéncia fraca-* de funcionais lineares,

isto é:

Definigdo 1.16 Uma sequéncia (u;) em D (T") é convergente se eviste u € D' (T") tal que
(uj, @) = (u,p), para toda ¢ € C(T").

No teorema abaixo resumimos as principais operacoes definida no espaco das distribui-

coes:
Teorema 1.8 (Operacées com Distribuicées) Sejam u,v € D (T"). Entdo:

(a) (Adigao) O funcional linear u+ v : C*°(T") — C dado por,

(utv,0) = (u,9) + (v,9),
€ uma distribuicao periodica.

(b) (Multiplicagdo por C*(T")) Se f € C=(T") entao o funcional linear fu : C>*(T") — C
dado por,

(fu,0) = (u, fo),
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€ uma distribuicao periodica.

(¢) (Derivagao) Para cada o € Nj o funcional linear D*u : C*(T") — C dado por,
(D%u, ) = (=1)*Nu, D),

€ uma distribuicao periodica.

(d) (Translagdo) O funcional linear uy, : C(T") — C' dado por,
(un, ) = (u, o-n),
com o_p(x) = @(x + h) para todo x € T", € uma distribuicao periddica.
Vamos definir a transformada de Fourier em D'(T").

Definicdo 1.17 (Transformada de Fourier em D (T")) A transformada de Fourier de
u € D' (T") € o funcional linear @ : S(Z") — C definido por,

A

(G, 0) = (u,20p),
para toda ¢ € S(Z").

Na definigdo acima ¢ indica a transformada de Fourier inversa e (10v)(z) = ¢(—=x) para
toda ¢ € C°(T").

Teorema 1.9 Os espagos S (Z") e D' (T") sdo isomorfos.

Prova: A aplicacio S'(Z") — D'(T") dada por,

ez

pr— > o(&)ee,
¢

¢ um isomorfismo linear. Os detalhes podem ser encontrados em [12]. n

O seguinte diagrama é util para lembrar as relagdes entre os espacos que definimos até

entao:

C>(T") S(zr)
D(T") ——=— §'(Z")

Acima ’ indica que estamos tomando o dual topologico e ~ indica que estamos tomando

a transformada de Fourier.
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1.2.6 Espagos de Sobolev H*(T")

Nesta se¢ao introduzimos os espacos de Sobolev periodicos H*(T") e enunciamos, sem

entrar em detalhes, os resultados que serao tuteis para o desenvolvimento do trabalho.

Definicao 1.18 (Espago de Sobolev H*(T")) Se s € R definimos o espago de Sobolev
H*(T") por H*(T") := {u € D'(T") : ({)*a(&) € (*(Z")}.

Note que v € D'(T") é um elemento de H*(T") se, e somente se,

1/2
ol = (Z@%mw) <o

¢ezn

Pode-se mostrar que ||ul| sy € uma norma em H°(T") induzida pelo produto interno,

(u, V) ey 1= Y () 0(€)d(9).

Lezn

Além disso, H*(T™") é um espago de Hilbert em relacdo a métrica induzida por este

produto interno.

Teorema 1.10 Se s € R entdo os espagos H5(T™) e H*Y'(T") sdo isometricamente isomorfos

para todo t € R.

Prova: Ver [7]. ]

De particular importancia é o seguinte:
Teorema 1.11 Se m € Ny e s > m +n/2 entao H*(T") C C™(T").

Como consequéncia obtemos:

Corolario 1.1 Vale a igualdade C*(T") = ﬂ H*(T™).

seR






Capitulo 2

Analise Discreta

O céalculo de diferencas finitas desempenha na anélise discreta um papel anilogo ao
calculo diferencial na analise classica. A derivada usual no contexto continuo reduz-se a simples

diferencas no meio discreto ao passo que a teoria de integracao simplifica-se a somas finitas.

Neste capitulo apresentamos uma breve exposicao de conceitos elementares do calculo
de diferencas e provamos alguns resultados classicos da teoria que serao importantes para o
desenvolvimento da andlise simboélica do capitulo seguinte. Na verdade, este capitulo consiste
de mais ferramentas do que iremos precisar, porém, os resultados aqui apresentados sao inte-
ressantes por si s6, o que justifica nossa abordagem. Referéncias para esta se¢ao sao [6], [7],[8]
e [10].

2.1 Calculo de Diferencas Finitas
Para cada aplicacao o : Z™ — C podemos associar duas novas aplicagoes,
Agja:Z"—HC e Z&U:Z”%C,

definidas por,

Aeo(§) = o(&+5;) —a(9),
Ago(6) = a(&) —a(E—9y),

g

sendo d; € o j-ésimo vetor da base canonica de R™. Iremos nos referir aos operadores definidos

acima como operadores de diferenca.

Para cada o € Njj defina,
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Aqui A?J e Zz indica que aplicaremos os operadores Agj e Zgj uma quantidade «; de

vezes.
Para cada ¢ : Z™ — C podemos associar dois novos operadores,
Eip:7Z"—-C e FE;¢:7"— C,

definidos por,

E* = E™M...E°n
B ..E

Qn
n

Observagio 2.1 Vale a igualdade E“¢(&) = ¢(& + ) e E“¢(€) = ¢(€ — a) para todo a € NE.

A proposicao a seguir nos fornece algumas relacoes simples entre os operadores £ e E;

e os operadores de diferenca.

Proposicao 2.1 Para cada 7, 1 < 7 <n, tem-se:

(b) Ej A&j - ij - Aﬁj

o que prova (a). A prova de (b) é anéloga. ]

A seguir obtemos formulas explicitas para Ag e Z?.

Teorema 2.1 (Férmulas para Af e Z? ) Se ¢ : Z™ — C entao,

Agoe) = Z(—l)aﬁ'(a)cb(é”rﬁ) (2.1)

BLa 6

Agoe) = Z(—l)ﬁ'(a>¢(§—ﬁ)- (2.2)

BLa 6



Prova: Como Agj =F; -

AL(8)

I, entdo Ag = (E — I)* e pela formula binomial (1.3) obtemos:

Analogamente, de Zg_ =1— Ej teremos,
J

(07

A o(€)

provando assim o resultado.
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Os operadores de diferenca comportam-se de maneira analoga aos operadores derivagao

também com respeito ao produto:

Teorema 2.2 (Férmula de Leibnitz Discreta) Se v, : 7" — C entao,

Ag (p)(€)

A¢ (1) (€)

3 <g> AZp(€)ATP(E + )

BLa

3 (B)Aﬁ (A v~ B).

B<a

(2.3)

(2.4)

Prova: Vamos mostrar apenas (2.3) pois de maneira analoga mostra-se (2.4). Se aw = J; entao,

A (e)(§) = (p¥)(€+65) — (e)(S)
= @&+ ;)Y€ +9;) — @)Y (E)
= QP& +0;) = p()(E) + (& +0;)P(§ +9;) — p(E)Y (€ + ;)
= PO+ ;) = (] + [p(€ + 6;) — w(OI(€ + 65)
= P()ALU(E) + Ay p(E)Y(E + ).
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Procedamos por indugao sobre o comprimento de o € Nj:

AT () (€) = A AZ(p1)(€)

= A, Z() )ALY€+ B)

B<La

B<a (

_ ( A2 (AT (e 1 ) +Z(5)Af+5js0(§)A?%(£+6+5j)

) o2

% ()
20
|
> (5

STTY(E + B) + AT RO AL Y(E + B+ 5))

MO a5 () A0 TuE +)
v<a+d; J

= Z (%) + ( )} POALT (e + B)

B<La+é;

+9; A

- ) TP+ B).

B<La+6;

Acima usamos a conven¢ao (?;) =0sey>aousey¢&Nj. [

As relagoes dadas abaixo sao um caso analogo da integracao por partes da analise clas-

sica.

Teorema 2.3 (Soma por Partes) Sejam ¢, : Z" — C tais que a série Z e(&)(&) é
cezn
absolutamente convergente ou finita. Entao, para cada o € Njj tem-se:

oAz = (=)D ALe(©) (2.5)
gezr VAL
> @@OAWE) = (=1 ALy (&) (2.6)
gezr gezn

Prova: Provaremos apenas (2.5) pois a outra identidade prova-se de maneira anéloga. Se

a = 0, entao,

D 0OAGPE) = D W(E+6) —v(©)]e(€)

¢ezn cezn
= > U(E+0)E) — D u(E
cezn cezn
= D Q¢ —8) = D v(©e(€)
cezn ez

= > W& — ) — v(©)p(&)]

¢ezn



= D (O)[-0() + (€ - 6;)]

¢ezn

= (=D PR, 0(€)

¢ezn

Agora, usando a formula de Leibnitz (2.3) obtemos:

De, D eODGYE) = D A (PALY)(E)

cezn gezr
= D [POATTI(E) + A, () ALY(E + ;)]
gezr
= Y GOATIRE) + Y A p(OALY(E +5))
gezn gezn
= D AOATTUO + (D) Y ALAGH(EU(E +85),
cezn gezn
logo,
D_POATIHE) = Ag Y w(©AgU(E
gezn gezn
—1)l Y T ALA P ()Y (E +55)
Lezn

Pela hipotese de indugao e novamente pela regra de Leibnitz,

A, Y p(OAZP(E) = —1)Y AL (€

- = (-p %}jiﬂ(zz‘ww]@
= <1>°”§GZZ;Z§¢<£>A§]¢<£>
+(1)§€§A@Z?s0(£)w(£+5j)
= (=DkI(= i 'é'éAgAgw(@wé)
~1) ZZ ;Z?so@)w(é +4;)
= <1>a+izng+5]¢(w<§)

+H(=) Y AGALR(EB(E + ).

gezn

Voltando a (2.7) resulta,

S oA ) = (~1) ST AT p()w(€)

cezn cezn

30

(2.7)



31

O resultado segue observando-se que Z?Agj = A@Zj [

2.2 Polinbmios em Z"

A primeira coisa que observamos a respeito dos polinomios usuais é que, em geral,
AJO* # co,0°77 qualquer que seja a constante c,,. Vamos introduzir uma nova classe de

polinomios que possui esta propriedade bem conhecida do céalculo diferencial.

Definigdo 2.1 (Polinémios Discretos) Sejam § € Z" e o € NP'. Definimos entdo 0(®) =
0 ... 9\ sendo 9](-0) =1e,

ap—1
0" = T (0 - 4).
j=0
para todo ¢ =1,...,n. Chamamos 6'® de polinomio discreto.

O primeiro resultado que provaremos referente a esta nova classe de polinomios justifica

a definicao acima.

Proposigdo 2.2 Se € Z" entdo A} = a0~ quaisquer que sejam o, 3 € Np.

Prova: Primeiro vamos mostrar que A9j6§aj) = ajﬁj(.aj_l) para a; > 1. De fato,
a;—1 a;—1
N 0 = Tl +1-0- ] 6;,-0
=0 =0
aj—l O{j—2
= @+ [[@+1-0-T]6;,-006;—a;+1)
=1 =0
a;—2 a;—2
= O;+) J[6—-0-T]6-00;—a;+1)
=0 =0
aj72
= o [J6; -0
=0
= Oéje(ajil).

O caso geral ¢ feito por indugao sobre o comprimento de v € Njj. Se v = §; entao,

£y 09 = (0+6;) -0
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Jj—1 n
_ Heéaz) H eéaz)[(ej + 1>(aj) _ 9§aj)]
=1

(=j+1
Jj—1 n
o o ()
= Heé ¢) H eé Z)Aejej i
=1 t=j+1
= H pla—dje)
=1
-1 n
= Oéj@ﬁaj_ajj) Heéaé’_‘sﬂ) H eéae—zsjf)
=1 (=j+1
= Oéje(aféj).
Agora,
Ag+5j9(a) — AajAge(a)
= O{(V) Aeje(a—’y)
= Oz(V)(ozj _ %)Q(a—y_(sj)
= a(’Y"F&])@(a—('y-}—éj))’
provando assim o resultado. .

Observacgao 2.2 Podemos escrever um polindmio discreto da sequinte forma:

0 = q f :
a

De fato,

u 95(95 — 1) ce (9@ — Qy + 1)(9@ — ag)!
H (Qg—ag)!

(=1

n Otgfl

= 1111 @ -9

/=1 =0
_ Hgéaé)
/=1

= 0.

2.3 Teorema Fundamental do Calculo Discreto

Nesta se¢ao mostramos um resultado anélogo ao teorema fundamental do célculo para

o caso discreto. Comegamos introduzindo a seguinte notagao: Seja b um inteiro nao negativo e
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defina,

Ib = Z e V=~ Z

0<k<b —b<k<0
Vamos adotar a seguinte convencao,

1 se a=0
DI I 1=9 101 se a=1

0 1k1 —
Ig L1 ose a=2,
. . N . 0
e assim por diante. Podemos pensar em [g -+ como uma versao discreta da integral fo codE.

Lema 2.1 (Teorema Fundamental do Cdlculo Discreto) Se 0,a € Ny entao,

1
k ko— «
BTy - T = =0,

Prova: Primeiro observe que,

A KD = Z [(k+1)® — k0] = p® — o) = p®,

0<k<b
pois a soma acima é telescopica. Note que,

(0 LENERACEY

M (1) e

Por recorréncia, vemos que,
« a—1
oLt = LAk = [T 1k,
Jj=1 Jj=1
1 a—1 1 a—2
Ky 2 kj—1q.(2
B V(RS ) RN

j=1 j=1

a—2 a—3
1 ki1 (3) 1 kj—17.(3)
= 3-2]-1_[1[’“; A’““k“zsajnllkj s

_ 1 9 7.(a—1)
o (a_l)!lklka—(a—l)
_ 1 0 (a)
= oo D et
_ 1w
al”

e a prova esta completa. [
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Observacao 2.3 Note que se f:7Z — C entao,

A = D [fE+1) - f(Q)]
0<¢<0

= f(0) - f(0),

pots a soma acima € telescopica. Deste modo podemos pensar no resultado anterior como uma

versao discreta do teorema fundamental do cdlculo,

0
/0 £€) de = £(8) - £(0),

para f: R — C suficientemente regular.

Corolario 2.1 (Teorema Fundamental do Cdlculo Discreto) Se 0 € Z" e a € Ny entao,

HI 31 k(L . [k(Jaj—l) __9

k(j,005)

em que Hfj significa Iy Iy -+ I,, e I; : I (J vl kG ke 1),

k(5,2) k(5,a5)
j=1
Prova: Se 6 = (6,...,0,) e « = (a1, ..., q,) entdo pelo teorema anterior,
0; k(j,1) k(4,05 1) (o)
Lot~ rGay 1= o '9] 7
logo,
PG L e _TT L gles)
HI kG T DGy 1= Haej ’
j=1 7
_ 1 (1) . plem)
—oz1!~~ozn!91 O
_ L,
a!
0 que encerra a prova. n

Teorema 2.4 (Expansao de Taylor Discreta em Z") Se p : 7" — C entdo podemos

escrever,

PE+0) = 3 —HONIE) + 1l 6), (2.8)

|o] <M

com resto satisfazendo,

AT (E,0)] < Cur . max )|0(0‘)A?+wp(£—|— V)|, (2.9)

la|=M,reQ(f

onde Q) :={veZ":|v;| <16;], Vi=1,...,n} ew € Nj.
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Prova: Para fixar idéias provaremos apenas o caso n = 1. O caso geral segue as mesmas linhas

e pode ser encontrada em [6]. Neste caso, afirmamos que,

w(€,6) = T bODAYP(E + ). (2.10)

Verifiquemos entao que p : Z — C possui a expansio (2.8) com resto dado por (2.10). Induti-

vamente observamos que o resultado vale para M = 1 uma vez que:

p(€+0) =p(§) +p(§+0) —p(&)
= p(&) + I, Aep(€ + k1)
=p(§) +71(£,0).

Agora supondo,

1
p(€+0) = Z ] 0 AIP(E) + ru(€,0), (2.11)
a=0
devemos mostrar que,
M
pE+6) = Z _e)(a)m p(&) + rari(€,0). (2.12)
a= 0

Assim, o problema reduz-se a mostrar que,

Pal€,0) = 56 AYPE) + 110 (6.6), (2.13)

pois se (&, 0) é como acima, substituindo-se em (2.11) obtemos (2.12). A identidade (2.13)

prova-se como segue:

r(€,0) — 30 MAYD(E) = A;e AV(E + kar) = 5 0 DAY P(E)

—H(M)Aéw(p(ﬁ + k) — p(6))

= M'H fzfifHAMH (& + Enrgr)

1
(M +1)!

- TM-H(& 0)

Q(MH)Aépr(ﬁ + ks

Por fim,

1
AT (€,0)] = —|0<M>||AM+W (& + k)|

< M,|9(M)| max |ATp(E +v)]
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Observagao 2.4 Para uma prova alternativa de que p : Z"™ — C possui a expansio (2.8),
usando técnicas de equagoes de diferengas finitas, o leitor pode consultar por exemplo [6], pg.
315.

2.4 Desigualdades Discretas

Nesta secao iremos mostrar algumas desigualdades que serao de utilidade no proximo

capitulo.

Iniciamos relembrando a conhecida desigualdade de Young:

Proposicao 2.3 (Desigualdade de Young) Seja p,q € (1,00) expoentes conjugados, isto €,
1/p+1/q=1. Entao,

ab? b
ab < — + —,
p q

para todo a,b > 0.

Usando isto mostramos:

Teorema 2.5 Sejam 1 < p,q < 0o expoente conjugados, i.e., nimeros reais tais que 1/p +
1/qg=1. Se f € (P(Z") e g € LU(Z™) entao,

1Fglle < 1 Fllevllgllea-

Prova: Suponha inicialmente que || f||» = ||g|les = 1. Pela desigualdade de Young,

PIIGIGIESS

QP | 5~ Lol
APy

¢l<k €<k <k 1
1 1
== FOP+=) g9
P <k ©e<h

1 1
< = fller + = Ilglles
p q

= [[fllerllgllea-

A sequéncia a esquerda é mondtona e limitada logo convergente, assim,

1Fglle < 1 Fllevllgllea-

Se f = 0 ou g = 0 o resultado é imediato, logo, podemos supor f e g nao nulas. Defina
f,g:Z"—MCpor,

F© =1l F(&) e a(€) = llgllu'g(&)-
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Entdo f € £7, §j € (7 e ambas de norma unitaria logo ||fjlla < 1 e,

1fglle = Ifalle <1,
[1fllewllgles HgH

e portanto || fg|le < |[fllee||gllea- O caso em que f € £ ou g € £>° é de facil verificagao. ]

Teorema 2.6 (Desigualdade de Young Discreta) Suponha que h : Z" x 7" — C é uma

funcao satisfazendo:

Cy - supZ|h77§]<oo C’Q—supZ]h775]<oo

€L pegn NEL” cegn

Seja 1 < p < oo. Para qualquer sequéncia f € (P defina g : Z" — C por

=, f()

Lezn

Entao,
1/p ~1
lgller < CPC 1 e
em que q € o expoente conjugado de p, i.e., 1/p+1/q = 1.

Prova: Usando o teorema anterior,

ST @Ol = Y [k OMPIFOI [Ih(n, )]

gezn cezn
11/p 1/q
< Z |h(n, I £(6) > Wm&)l]
LEezn Lezn
. l/p
< Z n(n, )] .
5€Zn
Com isto obtemos,
p

gl = D> hm&f(E)

neL™ L™
< Y [Z Ih(mé)f(é)I]
neLr LEezn
< TSN MO
neL™ EEL™
= CYSTIHOP Y (0,9
Lezn nezL"
< CCYTYTIfEP

£ezn
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(LT f11B.

A seguinte desigualdade, creditada a Peetre, serd utilizada com frequéncia no capitulo

seguinte.

Teorema 2.7 (Desigualdade de Peetre) Para todo s € R e £, € R", temos,
(€ +m)° < 22(6)° (). (2.14)

Prova: Comecamos observando que,

(E+m)? < (¢

e portanto (£ +n) < (&) + (n). Agora como (), (n) > 1 vemos que (£)(n) > (£), (n) e portanto
(€+mn) < (&) +(n) <2()(n). Consequentemente, para s > 0,

(€+m)° <2 (n)".
Disto,
()" < (E+n =8 <2 +n)*(=6)",
e portanto,
E+m)~ <2°(6)(m) ",
e assim (¢ + 1)l < 25(6)* (). .

2.5 Aproximando-se Derivadas e Diferencas

Para cada x € R e k € N iremos escrever,

2™ =T (= - ). (2.15)

Defini¢ao 2.2 (Numeros de Stirling do Primeiro Tipo) Sejam x € R e j, k € Ny sao
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tais que 7 < k. Os nimeros de Stirling do primeiro tipo S,Ej) sao definidos pela igualdade,

2B =575y (2.16)

hE

J=0

Observe que os numeros de Stirling do primeiro tipo sao os coeficientes que aparecem
na expansao do lado direito de (2.15). Assim, os numeros de Stirling S,gj) sao unicamente

determinados.

Defini¢ao 2.3 (Numeros de Stirling do Segundo Tipo) Os ntmeros de Stirling do se-
k

gundo tipo { } sao definidos pela sequinte iqualdade,
J

= zk: {I;}x@ (2.17)

=0

Observacao 2.5 Para j <0 e j > k, € natural estendermos estas defini¢oes por,

- k
S,Ef) =0ce { } = 0.
J

Para multi-indices o, 8 € Z" definimos,

SB) .— GgB) ... gB) {0‘} — {0‘1}...{0‘”}.
° o o B B Bn

Observacao 2.6 Serd importante a sequinte identidade,

(2 - St

que € de facil verificagao.

Lema 2.2 Se j, k € Ny entao,

) 1 (dY
W _ -2 (k)
T <dw) ’
Prova: De fato, usando (2.18):

d J
— (k)
(@) -

Quanto a segunda identidade,

k
Jck _ J§ : (@)

=0

= i=j

L)




0 que encerra a prova.

Proposicao 2.4 Sejam x € R" e o, f € Njj. Entao:

(a) 2 ZZS((f)xﬂ e SV = _aﬁ (@)

f<a pre

)

=0
o o
b) % = AR {}:—A’Bfo‘
-2 e {3
Prova: (a) Se a = (ay,...,q,) entdo,
(@) = o) | lan)
(a5} Qn
— Z Séjll)le . Z Sg?;xjn
j1—0 jn=0

_ Z Z S(]l) le v gln

.71 =0 ]77,70
= Z S&B)xﬁ.

BLa

Agorase a = (aq,...,a,) e B=(B1,...,0n),
Sc(xﬂ) = S0 61) S(Bn

1(d>’81 (@) 1<d>'8" (an)
- | — T oo — | —— T, n
B \dr ! =0 Pnl \dzn Tn=0

_ 1 2 \" R B
_/Bl_./ﬁn| aml e a_xn ‘/L‘l ...In

_ Eaﬂﬁ?

=0

=0

(b) Verifica-se de maneira analoga a (a).

Lema 2.3 Valem as sequintes relacoes:

(c) S,({j):():{k} j<0ouj>k.

. o . 1
(d) 89, =5V ”—ks,g”e{“, }:{k }+j{]”f},jz1,kzo.

J
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Prova: (a) Usando o item (a) de (2.4) e a convengao 0° = 1 vemos que,

De maneira analoga,

(b) De (2.2) e por (2.18),

1 /d
) _ L (@
S "k!(dx

Por (2.2) obtemos,

t

k
) L)

=0 =k

1 1 k!
} = gﬁfﬁkk:o = Hk!ﬁ(o)k:o =7

=1.

; k
(c) Reformulagao da convencao S,(j) =0= { } quando j < 0 ou j > k.
J

(d) Suponha que,

Entao,
k+1 '
Z S,(c])fl?]
=0

g* ) = (2 — k)2®

k
> st — E:kS”ﬂ
7=0 7=0

k—1
S}ik)xk—i-l - k,S]gO) + Z S]ij)ZEj—H o

Jj=0

k
S}ik)xk—i-l . k,S]gO) + Z S]ijfl)xj

j—l

Sk:) k+1 S(O)+Z g1

Z[Sl(cjil) . k,s}i])]x]

i Slgj)xj

Jj=1

. i Slgj)xj

J ]xj
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Provemos a segunda identidade. Se,

7=0
temos que,
k41 k
Z{k—i,_l}x(” S R xZ{k}xm
j=o & J =0 \J
k
k
- Z(I—j+j){ .}xm
j=0 J
k
-y H’?}wwn H{’?}xm}
— LU j
k+1
k k
- 2 LS
—LU- j
de forma que podemos calcular { } por recursao. [

Lema 2.4 Sei,j, N € Ny sao tais que 0 < i,7 < N entao,

N ) ] N k
LT ST

k=0 k=0

Prova: Por simetria, basta mostrar que vale a primeira igualdade:

b i{i}xw) _ i{i}xw)

k=0 k=0
N j k N i N
- (i ese - S ese
k=0 1=0 k=0 1=0
N N o j
- 2o 3s0f])
=0 k=0
Por outro lado, observando que,
N
'TJ = inéjh
i=0

segue que,
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Mostraremos a seguir que é possivel obter aproximacoes para diferencas por meio de

derivadas. Este tipo de resultado é util para obter expansoes assintoticas.

Teorema 2.8 (Aproximando Diferencas por Derivadas) Dados j, N € Ny tais que
] < N, existem constantes CJAVJ,CE{,J > 0 tais que para toda @ € C°(R) e & € R as sequintes

desigualdades valem:

N—-1 .
J! A
Ol o0 = e mas el 219
=J
, N’ljl .
() = Y SPAkp(E)| <k max (o™ (€47, (2.20)
v nefo,N—1]

1

P (" +

N ).

Aqui 6(n) é algum ponto no segmento unindo £ e £ + 7. Suponha que N > j. Aplicando-se AZ]

em 1 = 0 e usando que {k} =0se k <7,
J
, = 1
Agp(§) = A\ D e n + ﬁso(N’(H(n))nN]
k=0 ’ n=0
gy 1
= D PP @QAm 45 [ Om)n"]
k=0 " n=0 n=0
SR 1 (™) N
= Y Ao+ gl emn)
k=j J ) n=0
Mas,
1

— AN (0(n))n™]

L _ sy () (70 )t o0n + ¢+ m)

n=0 T

REE O

Como ¢ +m € [0, j] temos 0(¢ +m) € [£,£ + j] e assim,

wo-Lh(he| -

k:]
< cAN< max gp(N) 0.
j9€[££+]]‘ ( ])|

n=0

Al O]
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=8t A (N)
= 7 ¢y, max o (E 4+ )l
n€[0,]
A constante cﬁj depende apenas de N e j. O simbolo A superescrito apenas indica que a cons-
tante cy ; estd associada ao operador A ao passo que no segundo a constante estard associada

ao operador derivagdo e, sugestivamente, se tornara c% ;- Quanto a segunda desigualdade,

»

=

-1

|@.

| i H N g 1
SOatele) = 3 s (X5 he© + gt emm

=

=
Il
<.
B
Il

k=1 =k
SERTE
+ 2 S 7 [ O0m)n”]
k=i ’ n=0
! o [
- 2 p0) g
- Y Loy s0{7)
j=i k=i
=il 1
+ S 7 [ Om)n”]
k=1 ’ n=0
— (z)(€)+Nz:11!S(i)iAk[ (N)(g( ) N}
= ¢ k! k NITn ¥ n)n o
k=i n=
Mas,
Nﬁlz’! @ 1 & (V) N Nﬁl’l' @ 1 : KN k. N Ak—e (N)
IEER EROOIT I DI o B (o INACR L O RY)
k=i ’ n=0 k=i C =0 n=0
N-1 k k—/¢ .
_ Z k’ kﬁ — f N (—1)k_£_m]{:!£
14 m k k!
k=i £=0 m=0
o1
SN (0 +m)

Como ¢ +m € [0, N — 1] temos (¢ +m) € [, + N — 1] e assim,

(i) ! ) ak LRI N
(&) - 'H‘Skz Adp(&)] = ’Esk mﬁn[ (O(n)m"] .
k=i k=1 n=
< @ (N (p
Ny X " (On))]

= o, ()
Cna mmax | [P E+ )l

0 que encerra a prova. n






Capitulo 3

Operadores Pseudodiferenciais Periédicos

Neste capitulo introduziremos as classes de simbolos e veremos como é possivel asso-
ciar operadores aos objetos destas classes. A motivacao para a definicao de tais classes, e
também de tais operadores, encontra-se na teoria dos operadores diferenciais parciais lineares.
Também introduziremos os operadores amplitudes, os quais serao, num certo sentido, uma
generalizacao dos operadores pseudodiferenciais. Em seguida veremos como estes novos opera-
dores comportam-se com respeito a espacos de Sobolev periédicos. Apoés isto, mostraremos que
simbolos definidos sobre T™ x Z™ sao meramente restricoes, respeitando as classes, de simbolos
usuais definidos sobre T™ x R™. Trataremos entao da periodizacao de operadores pseudodiferen-
ciais e desenvolveremos a analise simbolica referente a estes operadores. Por fim, concluiremos
nosso estudo tratando dos operadores pseudodiferenciais eliticos mostrando que tais operadores

admitem uma inversa, modulo certa classe de simbolos.

3.1 Classe de Simbolos

Para motivar a definicao das classes de simbolos vamos analisar o caso dos operadores

diferenciais parciais lineares. Seja,
P(z,D): C®(T") — C>(T™),
um operador diferencial parcial linear de ordem M, isto é, um operador da forma,

P(z,D) := Z aq(z) DY, (3.1)

o] <M

com a, € C*(T™). O simbolo de P(z, D) é por definicdo o polinémio em &,

P(x,&) = Z o (x)E7.

o] <M
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Podemos obter P(z,§) a partir da conjugacao do operador P(z, D) com a fungio e_, da

seguinte forma:

e_¢(z)P(z,D)eg(z) = e~ 2miz-€ Z (o (z) D2

la| <M
— 2wzt Z aa<x)£a627rim~§
la|<M
_ 67271”@.5 Z aa(x)ga eQﬂ'i:p-E
|| <M

= P(z,6).

Isto nos motiva a seguinte definicao:

Defini¢ao 3.1 (Simbolo Toroidal) O simbolo toroidal o4 de um operador linear A
C>(T") — C®(T") € a aplicagiao o4 : T" x T" — C definida por oa(x, &) = e_¢(x)Aee(x).

Vejamos o exemplo do operador Laplaciano.

Exemplo 3.1 Para p € N considere AP : C°(T") — C*°(T") a p-ésima poténcia do operador

Laplaciano:

af) = 3 Loy

lae|=p

Este é um operador linear e continuo. Seu simbolo é,

oar(z,8) = e_¢(x)APeg(x)
|
_ —2miz-€ p: 20 2mix-&
= e E _a!a’” e

Em particular, no caso p = 1 temos oa(z,&) = —4n?|¢|%

Exemplo 3.2 O operador A" : C*°(T") — C*(T") dado por,

A= (I— LAy,

472
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¢ linear e continuo para todo p € N. Além do mais, usando (1.9),

Zpe—%rixf — <£>pe—27rix-§,

de forma que oxr(z,&) = (£)?.

A seguir iremos introduzir uma classe mais geral de operadores que aquela dos operadores

diferenciais parciais lineares. Para isto definimos inicialmente alguns espacgos apropriados:

Definigao 3.2 (Espago C®(T" x Z"™)) O espago C*(T" x Z™) consiste de todas as fung¢oes
a:T" x Z" — C tais que, para cada § € Z", a fungao ag : T" — C dada por a¢(z) := a(z,§) €

suave em T".

Definigao 3.3 (Classe de Simbolos Toroidais) Sejam m € R, p,d € [0,1]. A classe de

simbolos toroidais S)'s(T" x Z") consiste das fungoes a € C*(T" x Z") satisfazendo,
Ag0 a(z,6)] < CaplE)m (3:2)
para todo x € T", a, B € Ny e £ € Z".
Como é usual, escreveremos,

S™T" x Z") = S7y(T" x Z") e S™(T" x Z") := | S™(T" x Z").
meR
Assim, o € S™(T™ x Z™) se
AgD o (z,€)] < ClE)™ 1,

para todo o, 8 € Njj, z € T" e £ € Z". Outra classe, que nao utilizaremos, mas que aparece na

literatura é,

os(T" x Z") = U ™ x 7).

meR

De modo geral, as constantes em (3.2) também dependem de m e da funcdo considerada,

porém, iremos omitir esta dependéncia para nao sobrecarregar a notacao.

Observagao 3.1 Como observado em [7), pg. 339, € possivel introduzir uma topologia em
Ts(T" x Z") com a qual S7'5(T" x Z") € um espago de Fréchet, porém a topologia obtida nao

desempenha um papel fundamental no desenvolvimento da teoria.

Exemplo 3.3 Sejam v € Nj e m € N tais que |y| < m. Para cada f € C*(T") considere a

funcao,

a:T"xZ" — C
(z,8) — &1 f ().



Entao a € C(T™ x Z") e,

o (2.1)
’Afa’fa(x7€>’ =

IN

©
|/\E

Portanto, a € S}, (T" x Z™).
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(§) v + 070750
Yl + 71101 (a)
5 (5) € nriose
(

)@l

Exemplo 3.4 Toda fun¢ao ¢ € S(Z") é um elemento de S~ (T"™ x Z") para todo m € R e

portanto ¢ € ST®(T" x Z").

Mais geralmente, dado qualquer simbolo o € S™(T" x Z") e

¢ € S(Z") entao 7(x,€) :=o(x,&)Pp(&), x € T, £ € Z", é um elemento de S™>°(T" x Z").

Na secao seguinte veremos como é possivel associar um operador a um simbolo dado.

3.2 Operadores Pseudodiferenciais Periédicos

No caso de operadores diferenciais parciais lineares da forma (3.1) podemos obter uma
representacao de P(x, D) por meio de P(x,§). Se f € C*°(T"),

Pz, D)f(x) =

Y aalz)Df(z)

lal<M

N aa(e) Y D (€)

|| <M fen

Do D aal@)er | ™ (e
£ez™ \ |o|<M

> P, )™ f(6).

sezn

Isto nos motiva a introduzir a seguinte definigao:

Definigdo 3.4 (Operadores Pseudodiferenciais Toroidais) Seja a € S)%5(T" x Z"), cha-
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maremos de operador pseudodiferencial toroidal definido pelo simbolo a, o sequinte operador,

Op(a)f(z) = a(z,D)f(z) = > a(z,£)f(§)e*™™ <. (3.3)

Lezn

Usaremos ambas notagoes Op(a) e a(x, D) indistintamente. A cole¢ao de tais operadores serd

denotada por Op(S)5(T" x Z")). Definimos também as classes,

Op(S™(T" x Z) i= () Op(S™(T" x 7)),
Op(S™(T" x 2) = | Opl(S™(T" x 7)),
Op(S(T" x 27) = | Op(Sps(T" x 7).

O primeiro fato que deve ser observado é o seguinte:

Observacao 3.2 A definicao acima € bastante geral uma vez que nao estamos impondo qual-
quer condi¢cao para que o operador Op(a)f tenha sentido, isto €, para que a série que o define
seja convergente. Sendo assim, sempre que estivermos considerando tais operadores precisamos
inicialmente verificar que estes estao bem definidos. Por exemplo, podemos considerar Op(a)
no espago das fungoes teste periddicas C*°(T™) pois neste caso f tem decrescimento rdpido e a

série (3.3) converge absolutamente.

Convém observar que neste momento temos duas defini¢oes de simbolos toroidais: aquela
dos operadores lineares e continuos de C°(T"); e aquela da classe de simbolos. Vejamos, que
operadores pseudodiferenciais também sao lineares e continuos sobre C'°(T™) e que, neste caso,

as duas nocoes de simbolos toroidais coincidem neste caso.

Teorema 3.1 Sea € S)5(T" xZ") entao A := Op(a) : C=(T") — C*(T") é linear e continuo.
Em particular, a(x,&) = oa(x,§).

Prova: Ja observamos que se f € C(T") entao Op(a)f estd bem definido. Além do mais,

como a série (3.3) converge absolutamente podemos derivar termo a termo para concluir que

Op(a)f € C=(T"). Agora,

Op(a)f(z) = Y ™ a(z,&)f(¢)

cezn
= e a(2,6) [ (y) dy
sét/w
S () [ agemE ) dy
cezn "

= YO Maln) [ e eas) dy

¢ezn "
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Suponha agora que f; — f em C*°(T"). Entao,

lim Op(a)fi(x) = lim %@2"@(%@ / TN f(y) dy (3.4)
= > @ Malw ) [ 0t ALy dy
ez n j—00
= &XZ;@‘%(M) / eTEAT Tim fi(y) dy
= SO Maw) [ s dy
cezn "
= Op(a)f(x).

Acima estamos usamos o fato de que a série em (3.4) é absolutamente convergente e que a
sequéncia de funcoes sob o integrando em (3.4) é uniformemente convergente para passar o

limite na série e na integral. Por fim,

oa(2,§) = e¢(x)Op(a)ey(x)
= e¢(2) Y alw,n)é(n)e ()

nezL"

= ee(x) Y alx,n)doceq(w)

= ce(@)alz, §)ee(z)
- a($’€)7

0 que encerra a prova. n

Mais a frente veremos como os operadores pseudodiferenciais agem em espacos de So-
bolev periddicos. Por ora, vamos introduzir os operadores amplitude que, num certo sentido,

generalizam o conceito de simbolo.

Definicao 3.5 (Amplitude Toroidal) A classe A}';(T") das amplitudes toroidais consiste
das fungoes compleras a(x,y, ) definidas em T™ x T™ x Z™ suaves em rela¢io a x ey, para

cada £ € 7 fizado e que satisfazem,
[Ag078) a(w,y, )| < Capq(€)m ool (3.5)

para todo x,y € T", o, B,v € Ny e £ € Z". Tal fungao a chama-se amplitude toroidal de ordem
m € R do tipo (p,d). Denotando por,

A™(T") = ATH(T"),
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definimos as classes,

AT(T") = () A™(T")

(T = | Aps(T).

meR

De modo geral, as constantes em (3.5) também dependem de m e da fun¢ao a con-
siderada, porém, como no caso dos simbolos toroidais, iremos omitir tal dependéncia para

simplificar a notacao. O importante é que tais constantes nao dependam de x,y ou &.

Observacao 3.3 Simbolos toroidais sao casos particulares de amplitudes toroidais que sao
independentes da segunda varidvel. De fato, se a(x,y,&) é uma tal amplitude definindo-se

o(x,&) = al(x,y,§) recuperamos a defini¢ao de simbolo toroidal.

Tendo em vista a observagao acima, é natural querermos definir operadores associados

a amplitudes como fizemos para o caso de simbolos toroidais.

Definigdo 3.6 (Operadores Amplitude) Se a € A}';(T") definimos o operador amplitude

de grau m assoctado a a por,

Op(a)f(z) = a(w,y, D) f(z) == > /T Tz, y, €) f(y) dy. (3.6)

gezn

Definimos também as classes de operadores amplitude,

Op(A™=(T")) = (1) Op(A™(T"))

meR

Op(AZS(T") = | Op(Ap5(T™).

meR

Observacao 3.4 Se a(z,y,§) € independente da segunda wvaridvel, definindo-se o(x,§) =

a(x,y, &) vemos que (3.6) se torna,

a(z,y, D)f(z) = Z o(z,&) (/Tn e~2WE () dy) 2miaE

gezr

= Y oz, f(§er

gezr

= a(z, D) f(z),
isto €, recuperamos a definicao dos operadores pseudodiferenciais periodicos.

Diferente do caso dos simbolos, a correspondéncia de amplitudes e operadores ampli-
tudes nao é bijetiva pois varias amplitudes diferentes podem definir o mesmo operador como

mostraremos a seguir.
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No teorema abaixo se v € N,

(2™ _1)7 .= H(€27ri(yj—wj) —1)%.

j=1

Teorema 3.2 Dados c € A}';(T") e v € N, considere a aplicagao.

bv(% Yy, &) = (627”.@7@ —1)e(z,y,§),

Entao, para todo o € Nij, by € uma amplitude e,

Op(ba) = Op(Age) € AT,

Prova: Observe inicialmente que:

e27ri(zfy)-£(e27ri(y7x) o 1)a (1:3) 27m(:): y {Z ( ) |a m( 2Tri(y*$))ﬁ

B<a

_ AN \la=Bl 2mi(y—z)-(=€) 2mi(y—2)-B
3 (—1) e e

B<a

— IaZ( ) Iﬁl e2mily—x)-(B—E)

BLla

— IaZ( ) Iﬁl e2miz—y)-(€=P)

B<la

= (—1)|O“A£ e2mi(z—y)-€

Pela soma por partes:

Op(boJu(z) = 3" / DM 1)z, y, €)]uly) dy
cezn ’ "
= [ 3 (el DA ) dy
cegn
(25 / [ZezmzygA'y (xy€> ()
" leezn
- ) / A e(w,y, ©)uly) dy
cen
W op(ale)u(z).

Assim, Op(b,) = Op(A/c). Por fim,

[ALO70, A c(x,y, ) = AL 0,c(w,y,6)]

3.2
(<) Ca P 9<€>m—p|a+"/|+5|ﬁ+0|
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Cap <§> (m—ply|)—plal+6]6+6) 7

e portanto Op(Afc) € AZE”M(T”). »

3.3 Operadores Pseudodiferenciais em H*(T")

Na se¢ao anterior vimos que Op(a) : C*(T") — C*(T"). Como C*(T") C H*(T"),
para todo s € R, é natural querermos estender a(z, D) a H*(T"). Para mais detalhes sobre
os espagos H*(T™) referimos o leitor a se¢do 1.2.6. Para obtermos tal extensdo precisamos do

seguinte resultado auxiliar:
Lema 3.1 Sejam p,d € [0,1] e o € S)5(T" x Z"). Entao,

A6 (10, )] < Cr(m) (€)Y P, (3.7)
para todo n,& € Z" er € N.

Prova: Observe que Aga(n,§) = A/g‘\a(n,f) o que pode ser verificado através de um simples

calculo empregando-se a relagao (2.1). Usando isto, a identidade (1.9) e integracdo por partes

obtemos,
25Ol = | e a(g) do
(L9) (n)~24 ] A’;e_Zm’””A?a(x, ) dx
= ()™ / e PTTIAP Ao (2, €) da
< [ 1Az o) o
Mas,

| —1)P
AlAZo(7,8) = 225 ¢ (=1 62[3A§‘a(x, )

p=0 |B|=p

. - q! (-1 2528 (1
= 2 2 B e )

p=0 |B|=p

Denotando por C, , := lrglax Ca.p, sendo C, 3 as constantes que parecem na defini¢ao (3.2), as
<q

quais dependem de o, a, 5 e m, teremos:

: ! 1
N O DD DY e e AL

p=0 |B|=p
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1
3> s Cas (€ 11027
S 5z, Bia—p)! (4mP)p
1
< Cogle)™ p|a\+6\2mzz :
=0 [3] pﬁ (4m)?
< qCaq{e)™ 1 max > ( )
1B1=p

/

= (O (g)mrlalto2

a,q

Pondo r = 2¢q obtemos,

[AZ6(1,6)] < Cr(m) (€)™,

Provamos assim o resultado para todo natural par. Para mostrar o resultado para um r impar

qualquer, primeiro multiplicamos as desigualdades,

[AZ6(1,6)] < Cpaln) 2 (g)mrlaltoz
[A26(1,€)] < Craln) 2(g)mrlalta,
obtendo,
AEE (1, &) < Cra (i) 720 (g)2mvleltolrh),
e portanto,
|Aga(n, &) < Craln)™ (r 1) (gym=plal+3(r+1)
o que conclui a prova. _

Precisaremos também conhecer os coeficientes de Fourier de um operador pseudodife-

rencial.

Lema 3.2 Seja A := Op(ca) : C®°(T") — C>(T") um operador linear continuo. Se u €
C>(T™) entao,

Au(§) = Y Fal€—nm)aln), (3.8)

nezLm

para todo £ € Z".

Prova: Se u € C>(T"),

>

Au(z) = Z Mg (x, £)a(€)

gezn
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= ) ety 62””52(77,5)] a(g)

geLr Lnezn
D D DD T(S 5)] ()

gezn L¢ezn

= Z [Z 62”“"*7752(77 _ g’@] ﬁ(f)
Eezn Lnezr

= D> o - €OalE)
¢€zn nezn

= Z e2mizn [Z galn— f,f)ﬁ(&)] ,
nezr cezn

Pela unicidade de representacao da série de Fourier temos o resultado. [

O teorema de extensao a espacos de Sobolev ainda fard uso do seguinte resultado de

anélise funcional:

Lema 3.3 Seja X um espaco normado e A C X um subespaco denso, isto €, A = X. Se
T:A—Y €éum operador linear limitado de A num espaco de Banach Y entdo eziste um tinico
operador linear limitado T : X =Y tal que T|x =T e ||T| = ||T]|.

Prova: Ver [3], pg. 100. ]
Teorema 3.3 Se 04 € S§(T" x Z") entiao Op(oa) : H*(T") — H*~™(T").

Prova: Como C*(T") é denso em H*(T™) para todo s € R (ver [4]) e H*~™(T") é um espago

de Banach basta mostrarmos que || Aul ms(1ny- Se u € C(T"),

AU ey = Z<n>2<8*m>|@<n>|2
nezn
2
STy mEan - €.)a(e)
nezr ez
_ 2
< ¥ Z<n>s—m|a<n—s,s>||a<s>|]
nezn" SGZ”
2
(2.14)
<Y 2y — g — .l (f)l]
nezr LEezn

— e Y [Z n— € m'<>-m\a<n—s,s>\<§>sra<s>\] - (39)

nezr LEezn
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Em seguida iremos aplicar a desigualdade de Young discreta. Para isto considere as aplicagoes
h:7Z"x7Z" — C, g : Z™ — C definidas por,

h(n, &) = (n— & (&)™ aa(n — &€
g(n) =Y h(n,&)f ()

gezn

com f:Z" — C dada por f(£) = (£)*|a(€)]. Note que f € (%(Z") pois,

STIFOR = D@1 = [ulle o < oo

Eezn Eezn

Para aplicarmos a desigualdade de Young primeiro precisamos mostrar que,

Cyi=sup » (g — &P HE) M Ta(n — €| < o0

neL™

Para cada n € Z" fixado, pelo lema (3.7) coma =p =0 =0e r € N tal que r > |s —m| +n,

teremos,

Y =l A —£8] < Cra Y (=IO T — )T

€<k l€1<k

< Cra Z (n— §>|S_m‘_r
l§l<k
Z |S m|—r Hs—ml—?“\
€<k

< Cro DO )l
€l<k

< ;a lls—m|— T\:E:

¢ezn

Como a desigualdade acima vale para todo k € N,

S (=) E) G - €,6)| < oc.

gezr

Mas entao €'} < oo pois a série acima converge qualquer que seja n € Z". Analogamente,
concluimos que Cy < o0o. Agora estamos nas condi¢oes do teorema (2.6). Voltando-se a
desigualdade (3.9):

[ A

freomey < 2NN = )T T TA(n — €,€)[(6)*a(€)]

nez™ L&ezn
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2717 N " ()

nezL™

2|87m‘0102‘|f”§2(2n)

= CHUH%IS(’]I‘”) < 00,

IN

O que encerra a prova. |

O resultado anterior era esperado pois a classe SJ%(T" x Z™) contém os operadores

diferenciais parciais lineares, os quais satisfazem a conclusao do teorema acima.

Um resultado anédlogo vale para os operadores amplitude.

Lema 3.4 Se a € Afy(T") e A:= Op(a) : C*(T") — C=(T"). Entao,

Auln) = 3" > alw)aln — €. - k,€).

KELN EETN

Prova: Abaixo iremos escrever a; para enfatizar que estamos considerando a transformada de

Fourier de a com respeito a primeira variavel. Se u € C*°(T"),

Au(w) = /qr ) Tz, y, Ouly) dy

gerLn
= Z / 627ri(r—y)-§ [Z 627”133.(77_5)&1 (77 - éu y7§) Z 62”?4"4@(/1) dy
gezn /" nezn KELN
_ Z / e2mi(z—y)-£ Z 2T Z e—zmz-gdl(n _ 5)3/75)62#@%,&(,{) dy
cegn ™ nezm" KEZL™
_ Z / 6—27riy~§ Z 627ri:c~77 Z dl (T] . 57 y7§)62m‘y-/@a(/{> dy
cen ™ nezn” KEZL™
=3 [ Sl e i) dy
cen ﬂm/nGZ" KEZL™
=D D Y k) / (1 — &y, E)e > dy
EEL™ neL™ KEL™ ™
= Z 627ri:c~77 Z Z ’&<H)d(77 - 675 - ’%75)7
nezn I{GZ" SGZ"

e disto segue,

Auln) = Y Y AWy — &€~ . 6).

KELN EELT

Teorema 3.4 Se a € Af(T") entiao Op(a) : H*(T") — H*~™(T") para qualquer s € R.
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Prova: A prova deste teorema segue a mesma linha de raciocinio do teorema anterior e por

isto sera o omitida. Os detalhes podem ser encontrados em [6], pg. 346. m

3.4 Extensao de Simbolos Toroidais

Nosso objetivo nesta secao serd estender simbolos definidos em T" x Z™ a simbolos
definidos em T™ x R™.

Lema 3.5 Para cada o € N existem ¢, € S(R™) e 6§ € S(R") tais que:

(i) PO(z) =Y Oz +r)=1.

KEZL™

(it) (Frnb)|zn (&) = doe, para todo & € 7.

(iii) OF (Fpn0)(€) = D¢ ¢a(€), para todo & € 7.
Prova: Primeiro vamos considerar o caso n = 1. Seja 6 = 6; € C*°(R) tal que,
supp(61) C (—1,1), O1(—x) =01(z) e 01:(1 —y) + 01 (y) = 1,

paraz € Rey € [0,1]. Como ¢, € S(R) temos Frf#; € S(R). Verifiquemos que valem (i) — (7ii):

(i) Tratemos inicialmente do caso em que = € [—1,1]. Se x € [0, 1],

Poy(x) = Y Oi(x+r)=0i(x—1)+06i(z)

= 0i(—(1 —x)) + 01 ()

Se x € [—1,0] entdao —x € [0, 1] de forma que P6,(x) = P6;(—x) = 1. Em geral, se z € R é tal
que |z| > 1 entdo x € (n,n+ 1] ou & € [-1 —n, —n) para algum n € N. Se x € (n,n+ 1] entao
r+k € (—1,1) se, e somente se, —2 —n < k < 1 —n e portanto,

Po\(x) = Y bi(x+k)=06(x+(—1—n))+0i(z—n)
= (-1 —(x—n))+06:(xr—n)
= 01(1—(x—n))+6i(z—n)
=1

Y

pois z—n € (0,1]. Se xz € [-1—n,—n) entdo —z € (n,n+1] e portanto PO, (z) = PO,(—z) =

Sendo assim,

Poy(z) =) Oi(z+r) =1,

KEL™



60

para todo = € R.
(ii) Mostremos que Frb;(§) = dpe. Se € € Z,

Frb1(€) = /]R 01 (x)e "¢ dy

0 1
- / 0, (x)e 2™ dy +/ 01 (x)e *™"¢ dy
0
1
y=etly=e / 6, (x — 1)e 2mEe2mE gy +/ 01 (x)e 2™ dg
0 0
e?mie=1 ! —2miz-€
« / 0u(x — 1) + 0 (2)]e—27¢ da
0 |
— / 6727”36-5 dr = (5067
0

e portanto vale (ii).
(iii) Mostremos que Og(Frt)(§) = Z?¢a(£), para todo ¢ € Z. Suponha, por um instante que

exista ¢, € S(R) satisfazendo esta identidade. Neste caso, terfamos:
/ SR (Frbh) () dE = / TN Ga(€) d
R R
— 2miz-§ - o —1)" o
[ > (n)< V' ulE — ) de
n=g-n / 2miz-(n+n) Z < ) n¢a )

S (j)(—w"e?m" [ em<onte) de

n=0

— (1_627rix)a/R€2mxf¢a(§> df
= (1=e)N(Fy'9a)(@).

Integrando-se por partes o lado esquerdo obtemos,

/ TR (Frb1)(€) d = (—2mix)” / e Frby (€) d€
. R
= (—2miz)*0(z),

e portanto (—27iz)*0;(z) = (1 — €2™®)(Fr'¢o)(x). Como supp(#;) C (—1,1) temos que,

.Fle(ba(aj) = (%) (91(37),

se 0 < |z] < 1e (Fa'oa)(x) =0se |x| > 1. Por continuidade (Fg'¢,)(0) = 1. Como Fp* é

inversivel vemos que existe ¢,. Além do mais, ¢, € S(R") visto que #; € S(R") e portanto
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vale (iii).
O caso geral reduz-se a este pois a aplicagao 0 : x — 0y(x1)0(z2) - - - 01(z,) em S(R™) possui as

propriedades desejadas. u

As desigualdades para a classe ;?J(T” x R™) dos simbolos periodicos em R sao,

Vo, B € Ng, 3Cap > 010500 (2,8)] < Caple)™ WL
Para enfatizar a diferenca entre tais simbolos e simbolos toroidais iremos chamé-los de
simbolos Fuclidianos.

Teorema 3.5 Para cada p € (0,1] e § € [0, 1] tem-se a € S)'5(T" X Z") se, e somente se, existe

a € S%(T" X R™) tal que @ = alrnxzgn. Além do mais, a € inico mdédulo S™>°(T" x R").

Prova: (<=) Suponha que exista a € S7'5(T" x R") tal que @ = a|rnxz». Pelo teorema do valor

médio, se o = d; entao,

A2dla(z,€) = Agdla(x,€)
= aﬁa(x,§+6j) —85a($af)
= 6§8§a(ﬂc7§)l§:m

sendo 7 um ponto no segmento de £ a £ + . Mais geralmente, se o € Njj entao,
Agafd(% f) = @?afa(xa §)|€:77’

para algum n € Q = [1,& + a1] X ... X [&n, & + ap). Mostremos isto por indugdo. Acima ja
provamos para « = d;. Suponha agora o =y + J; para algum j =1,....,n e vy tal que |y| = n.

Entao pelo teorema do valor médio,

Agda(x,€) = A (80]a)(x,€)
= A (0707a(w,&)|e=c)
= 019)a(x,( +6;) — 019 a(x, ()
= a(x,6)|e=,

para alguns (, ¢ € R". Usando que (n) < C,({ + a) e a desigualdade de Peetre,

|Ag0 a(z, 6]

1080 a(x, €)|e=neq
Caﬁ<n>m—p|a\+5\ﬁl

Caﬁcgl—plalw\ﬁl@ + a>m—p|a\+5lﬁ|
2lm—p\a|+5|/5\|C%BCQHIO&HWI <£>m—/)|0¢|+5|/3| <a>|m—p\a|+5|5\|

ININ A

IN

olmltlel+18l ﬁcm+la|+lﬁl<§>mfp\a|+5|6|<a>|m|+\a|+|5\
) «

/

Cas

«,

<§>mfp|al+5\[o’|_
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Portanto, a € S)(T" x Z").

(=) Provemos inicialmente a unicidade. Sejam a,b € S7'5(T" x R") e suponha que a[pnxzn =
blrnxzn. Seja ¢ = a —b. Entdo ¢ € ;’}5('11'” X Z") e satisfaz c|payzn = 0. Se £ € T x Z"
podemos encontrar n € Z"™ de forma que £ € [n,n + 1]*. Aqui [n,n + 1] denota o cubo
M, m + 1] X ... X [,y + 1]. Pela expansao de Taylor de primeira ordem,

o(z,8) = clz,n)+ D ralz,&,E—n)(E—n)*

|a|=1

= > ral@&E—n)E =)

laf=1

sendo,

1
ra(2,€,0) = /0(1—t)agc(x,§+w) dt.

e = |3 / (1= O02e(r.€ + 1€ — ) dH(E —n)°

jal=1

<> [ 1= t0gete, € 1t — ) at
<oy [ e+t —my arte )
<0y [ tereite - mya ang —u

< C Z_ /0 1<5>M‘p<5 — )™ dt{g —n)

¢ &S @i

o

Prosseguindo o argumento acima indutivamente para c e duas derivadas e usando que p > 0

vemos que a — b € ST°(T" x R"), isto é,
a=0b mod (S™(T" x R")).
Vamos mostrar a existéncia. Seja € S(R™) como no lema (3.5). Defina a : T" x R" — C por,

a(z,€) =Y (Fan)(§ — n)alz,n).

nezn"
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Note que @ = a|gnyzn, pois se & € Z™,

a(z,§) = ZZGRne)(é—n)a(w,n)
neLr
= Y Socpilz,n)
= a(x, ).
Além do mais,
0¢a(x, )] = ZZ 0 (Frn0)(€ — m)0a(x,m)
neLn
= > A bal€ —m)dalx,n)
neL"
= ZZ Pa(§ —n)ApdSal, n)(—1)
< Z |6 (& = )| Caa ()™ —Fe*07
A 05 D [Ba(m)](€ — nymreht?

TS g g )| )
< C;’B<§>m—plal+6l,8\ % |¢a(n)|<n>m+lal+élﬁl
< og,5<£>mp'a'+6|ﬁ.nezn

Portanto a € S7%(T" x R™). .

Com um argumento anélogo mostra-se o seguinte resultado:

Corolario 3.1 Suponha que a : T™ x R" — C satisfaz:
080%a(x, €)| < Co pg)mrlel+olAl, (3.10)

para todo x € T", £ € R™ e para todo |a| < Ny, |B] < No. Entdo sua restricao a := alpnyzn

satisfaz:
|A20%a(x, €)| < Cp (€)™ PlalHIA (3.11)

para todo x € T", & € Z™ e para todo |o] < Ny e |5| < Ny. Reciprocamente, toda fun¢ao
a:Trx7Z" — C satisfazendo (3.10) para todo |a| < Ny e |B| < Ny € uma restri¢io a = a|pnxzn
de alguma funcao a : T x R" — C satisfazendo (3.11) para todo || < Ny e |5] < Ns.
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Os operadores com simbolos nas classes S;%(']I‘” X Z") possuem vantagens sobre aqueles
com simbolos nas classes S;”(;(T" X Z™) pois no primeiro caso podemos reduzir hipoteses sobre

a regularidade na segunda variavel ou mesmo retira-las.

3.5 Periodizacao de Simbolos

O seguinte resultado mostra que sob certas condicoes o operador pseudodiferencial
a(z,D) : S(R") — S(R") é continuo. A demonstragao deste resultado foge do escopo deste

trabalho e sera omitida.

Proposicao 3.1 Seja a = a(x,§) € C°(T™ x R™) e suponha que existam ¢ >0 e N € R tais

que para todo «, B existem constantes reais Cy 5 € M(a, ) tais que:
050 a(r, )] < Cosr)+0-Pl ()0,

para todos x,& € R™. Entao o operador a(z,D) : S(R") — S(R™) com simbolo a(x,&) €

continuo.

Dada uma fungao f € S(R") considere a fun¢ao Pf : R” — C definida como,

Pf(x):= 3 fla+r).

KEZ™

Note que se & € Z" entao,

Pflx+&) =Y fla+r+¢

KEZ™

= > fla+n)
neLn
= Pf(x),
isto é, Pf é 1-periodica. Chamamos Pf de periodizagao de f. O operador,

P S(R") — C>(T")
f— Pf,

chama-se operador periodizagao. Vejamos algumas propriedades interessantes deste opera-

dor:

Teorema 3.6 Seja P : S(R") — C*(T") o operador periodiza¢ao. Entao:

(a) P é sobrejetivo.

(0) [|Pfllercrmy < |12t @n)-
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(¢) Pf(z) = Fpl(Far f)lzn)(x), isto &, Pf(z) =Y ™ (Fpn f)(€).

gezn

Prova: (a) Seja # € S(R™) uma funcdo definida como no lema (3.7). Entdo, para qualquer
g € C>(T"),

P(g)(x) = > gla+k)b(x+k)

kezm

Portanto, P é sobrejetivo.

(b) Agora, para k € Z" vamos escrever,
k4T = H ki, s + 1],

Observando que,

R"= | k+T",

keZnr

obtemos,
IPflony = [ 1P do
< Z/ |f(x + k)| do

kezn
= d
> [ i@l
= [ @) dr
]Rn
= sy

(c) Para £ € Z7,

Fe(PHE) = [ P do
_ / e fa k) da

kezn

= Z /Ic+’11‘” e e f () da

keZm

= /n e 2L f (1) da

= (ﬂ%nf)(f);



o que implica Pf(z) = Frd ((Frn f)|zn)(z).

Corolario 3.2 (Soma de Poisson) Para f € S(R™) vale,

Yo fk =) f©).

kezr Lezn

Prova: Basta tomar x = 0 em Pf(z) e usar o item (b) do teorema anterior.

Lema 3.6 Defina Q; € S'(R") por,

(@) = Z /R eTER(Q) dE,

|k[<j
para k € Z" e p € S(R"). Entio Q; — dzn em S (R™).

Prova: Se ¢ € S(R"),

Queh = X [ el ds

k|<j

= Z (Frop) (k).

k|<j

Mas entao,

Im Q) = Jm Y (Fenp(k))

j—o0 )
|k|<j

= Z (Frnp) (k)

kezn

S ()

cezn

= <5Z”7 (;0>7

para toda ¢ € C*°(R"). Portanto (); — dz» no sentido de S(R™).
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Defini¢ao 3.7 Dizemos que uma fung¢ao a : R* xR™ — C € 1-periddica se a fun¢io x — a(x,§)

é 1-periddica para todo . Para a € C°(R™ x R™) iremos escrever a = a|gnxzn-

Teorema 3.7 (Pertodizagdo de Operadores) Seja a = a(x,&) € C*(R" x R"™) uma fungao

1-periodica com respeito a x, para todo & € R™. Suponha que para todo o, € Nj existam

constantes reais Cp 53 > 0 e M(c, B) tais que,

050 a(z, €)] < Capf€)™ 7,
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para todo x,& € R". Se P € o operador periodizagao entao,
(Poa)(z,D)f =a(x, D)o Pf,
para toda f € S(R™).

Prova: Para z € R” defina,

(P*0) =Y plx+k)e (P o)=Y olz+k),

kezn k1<)

para p € S(R"). Entao Pf — P* em S'(R™) e,

P(a(z, D)f)(x) = (P a(z,D)f)
= hn1<}1?aa(xvl))f>

J—00

= lim Y (a(z, D)f)(x+ k)

j—00 ]
[k|<j

= i > [ et k€ (Fee )(O) e

j—00 ]
|k|<j

= i Y [ (e, ) (B )E) de
. JR"

Jj—00
[k|<j

- }EE;<CQj>€ — e (2, €) (Frn £)(€))
= (Ogn, &> X8z, ) (Frn £)(€))
— Z ™, &) (Fan £)(€)

cezn

3 e, ) Fon (PF)(E)

gezr

= a(z, D)(Pf)(x).

Corolario 3.3 Para § € [0,1] e p € (0,1] vale a igualdade,
Op(S5(T" x R™)) = Op(S55(T" x Z7)),

isto €, as classes dos operadores pseudodiferenciais 1-periddicos com simbolos em S;”(;('JI‘” x R™)
e simbolos toroidais em S;'s(T" x Z™) coincidem.

Coroléario 3.4 Seja a = a(x,&) como no teorema (3.7), g € C°(T™) e V um cubo aberto em

R™ de lado unitdrio. Suponha que supp(gly;) C V. Entao,
EI’(Xa D)g - (P © Cl)(X, D)(QXV)a

sendo Xy a fungao caracteristica do cubo V.



Prova: Vamos escrever V = (6,6 + 1)"

(Fregxv)(§) =

Mas entao,

Pla(z, D)gxv)(x)

68

para algum 6 € Z. Observando que g = Pg|y temos,

/ e gxy (x) d
/ e (Pgxy)(x) dx

/ 6—27ri$'§ Z QXV(JU + KJ) dz

KEL™

> / e (1) do
wezn Y (F+H0,5+0+1)"

/n 6—27ria:~§g(x) dx
(Freg)(8)-

_ Z Z g (x, E) (Frngxy ) (€)

gezn

— Ze%m‘sa(x,ﬁ)(]ﬁng)(f)

gezn

= a(z,D)g(x).

A primeira igualdade acima foi obtida com o mesmo argumento do teorema anterior. Portanto,

&(va)g = P(CL(:C,D)gXV).

Como nem sempre temos simbolos periddicos em R™ pode ser conveniente periodiza-los:

Defini¢ao 3.8 (Pertodizacao de Simbolos) Seja a(x, D) é um operador pseudodiferencial

com stmbolo a(x,§). A periodizagao de a é o operador pseudodiferencial (Pa)(x, D) cujo simbolo

€ dado por,

(Pa)(x,8) = > az +K,&).

3.6 CAlculo Simbdlico

KEL™

Nesta secao veremos como operacoes algébricas como adicao, produto, composicao etc.,

comportam-se com respeito as classes de simbolo.

Teorema 3.8 Para j = 1,2 seja 0; € S)7(T" x Z"). Entao o1+ 05 € S)5(T" x Z"), sendo

m = max{mi, msy}.
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Prova: De fato,

A0 (01 + 02)(2,€)] < |AFD]o1 (2, )| + |AZD] oo (2, )]
< C;ﬁ@)mrplalﬁ\ﬂl + C;”B<£>m2*,0|a\+5\5|
< C@@<£Y”‘MM+MBM
com Cpp = 2max{0;7ﬁ, C;ﬂ}. n

De agora em diante, se A e B sao operadores pseudodiferenciais peridédicos com simbolos

04 € o, respectivamente, iremos escrever g4 ~ op se 04 —opg € S™(T™ x Z").

A seguir mostramos que operadores amplitude sao simplesmente operadores pseudodi-
ferenciais periddicos e fornecemos um método de calcular o simbolo moédulo S~ a partir da

amplitude.

Teorema 3.9 Sejam 0 < d<p<leaé€ AZ’L(;(T"). Entao existe um unico simbolo toroidal
o € S75(T" x Z") satisfazendo Op(a) = Op(o) e,

1
U(Ia 5) ~ Z ;AQDZ(/V)Q(IE? Y, §)|y:x-

>0 '

Prova: Seja ¢ o simbolo correspondente ao operador amplitude Op(a), o qual é unico. Vamos

mostrar que o € S%(T" x Z"). Observe que,

o(xz,§) = 672”1'5Op(a)e§(1:)

_ p2min Z / GQWi(m_y)'na(l‘,y,n)€2my'§ dy
'ﬂ‘n

neL™
_ Z e27ri:6~(77€)/ 6727”'2”'(7775)@(%7 Y, 77) dy
nezn "
_ Z e =95 (z,m — £, n).
nez

Aplicando-se a formula de Taylor discreta,

O'(I, f) = Z 627rix-(77—§)d(x’ n-— ga 77)

nezr

= > @l E+ )

nezr

TLX- 1 ~
= S e S L avate e
nez" <n

+ Z 627”x77RN(:B7 77757 77)7

neLn
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sendo Ry(z,n,&,p) o erro da expansao de Taylor discreta de a(x,n,£ + p). Vamos escrever,

EN<£IZ',£) = Z 62ﬂix.nRN(xan7€7n)‘

nezL™
Agora, note que,

Da(w,y,&) = DY) Y e Ma(z,m,£)

neL™

_ Z 627riy~7777(7)&(a?, n, f)?

neL™

e assim,,

o(z,&) = Z %AgDy)a(x,y,ﬁ)]y:x + En(z,§).

lyl<N '

As estimativas em [6], pg. 354, implicam o € S7'5(T" x Z") e,
1 AYDW)
O'(l’,g) ~ Z _| §Dy a(x, y7§)|y:x-
o T
||
Este resultado serda fundamental para obtermos expansoes assintOticas para os simbolos

dos operadores transposto e adjunto.

Defini¢ao 3.9 (Operador Transposto) O transposto de um operador A : C>(T") —
C>(T™) € o operador A* : C=(T") — C*°(T") que satisfaz,

/ Av(@)u(e) do = / v(a)A'u(w) dr,

para todo u,v € C°(T").

m
P06

operadores e vamos obter uma expansao assintética para o 4¢.

Vamos mostrar que a classe Op(S7%(T" x Z™)) é fechada em relagdo a transposi¢ao de

Teorema 3.10 Sejam 0 < 0 < p < 1 e considere A € Op(S)5(T" x Z")). Entao A® €
Op(Ss(T" X Z)) e,

1
—Ang(C’Y)O'A({B, —5)

Prova: Sejam u,v € C*°(T"). Se A tem amplitude a(z,y,§) = oa(z,&) temos,

/ o) A'ue) dr = / uly)Aoly) dy
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= /T _u(y) (Z / i T8y, z, v (x) dw) dy

_ /(Z

/ 2™ q(y, , E)uly)v() das) dy

cezn

= ™y, z, E)u(y)v(x) dz dy
&%1/” /n

= Ty, Suly)v(x) dy dr
YA

_ o) ([ e taty o 9ut) ay) o
DOYRCIVA

= / v(z) (Z / M Ca(y, x, €uy) dy) dz
™ cezn VTV

- / o()Op(a')u(a) d.

com a'(z,y,&) = a(y,x,—&). Portanto, A" = Op(a'). Por fim, aplicando-se o teorema anterior:

O-At(xvg) ~ —'AzD?(j)CLt(ZE,y,g)‘y:m
¥>0 v
L Arpo
= Z _'AgDy a’<y7 z, _5)‘y=x
¥>0 v
L v po
= —,AgDy oAy, =& ly=z
¥>0 v
1
= Z —'AzDg)O’A(ZL‘, =£).
>0 v

Corolario 3.5 Sejam 0 <0 < p < 1. Se A= Op(a) € A75(T") entao A* = Op(a') € A75(T")
ea'(y,x,&) = aly,x, =) para todo x,y € R" e £ € Z™.

A seguir mostraremos um resultado analogo para o operador adjunto.

Defini¢ao 3.10 (Operador Adjunto) O operador adjunto de A : C*°(T") — C*(T") € o
operador A* : C°(T™) — C*(T") que satisfaz,

/n A*u(z)p(x) de = /qrn u(z)Ap(x) dr,
para todo u,v € C°(T").

Teorema 3.11 Sejam 0 < § < p < 1 e considere A = Op(0a) € Op(S)5(T" x Z")). Entdo
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A= Op(oa-) € Op(S)5(T" x Z7)) e,

1
O Ax (17, g) ~ Z aA?D;a)UA($7 5)

a>0

Prova: Sejam u,v € C*(T"). Se A tem amplitude a(z,y,&) = oa(x,&) temos:

/n A*u(x)v(x) de = /n u(y)Av(y) dy
- [t (X [ e e ) a

_ /(Z

/ Py, z, E)uly)v(z) dfﬁ) dy

I
_ gzj / n / DGy Euly)ole) de dy
_ EEZZ / n / Gy Eu(y)ole) dy d
_ EEZZ /T () ( / DGy T Guly) dy) dz
(s i) o
_ / u{@)0p(a’)u(a) dz,

com a*(z,y,§) = a(y, x,§). Portanto, A* = Op(a*). Por fim, aplicando-se o teorema (3.9),

1 *
O'A*(Zt,f) ~ ZJAQDZ(,V)G <x7y7§)|y:z

>0 '

1 -
= Z —'AngY)a(y, I‘, §)|y=z
¥>0 v

1 -
= —Ang(/V)UA@vf)‘y:z

|
=0 I

1 -
= Z—AQDZ(J’Y)O'A({E,S).

|
=0 10
m

Corolario 3.6 Sejam 0 < ¢ < p < 1. Se A= Op(a) € A7'5(T") entdo A* = Op(a*) € A75(T")
e a*(y,x,&) = aly,z,£) para todo z,y € R™ e £ € 7.

Teorema 3.12 (Produto de Simbolos) Se o4 € S)5(T" x Z") e op € S, (T x Z") entio

oa0p € SZL;((T” X Z").
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Prova: Aplicando-se as formulas de Leibnitz classica e discreta temos

p
g

|A?8§[03($,§)0A($7§>]| = Z(

v<B

= 22

v<B wla

2.2

y<B wla

Cap )

v<B

[N

IN

)A?[a;aax?s)af—”m(x,é)]‘

DNl AL op(x, £)]ALT0) Toa(x, € + w)
L))

( >(Z)|A2)a;/UB(x,§)\|A?_waf—vaA(x75 )l

Z( )< )OB () (—plel+30

w<a

> Cﬂ o w<§+w>m—p\a—w\+5\6—v\

A

Cap ),

v<B

> ( >< ) (£) it —rlal+315]

w<a

« Cb_%a_w«dym—ma—WHﬂw—ﬂl

A

Caﬁ<5>(m+f)—plocl+6lﬁl‘

Teorema 3.13 (Composicao de Simbolos) Sejam 0 <6 < p <1, A€ Op(S)5(T" X Z")) e

B € Op(SL5(T" x Z)). Entio BA €

O-BA(‘Ta 5) ~

Prova: Observe inicialmente que,

Op(S;?(;re(T” X ZM)). Além do mais,

Z o [Afop(z,&)| Do a(x,€).

¥>0

opa(z,6) = e T [BAe(x)]
_ 2wz Z/ e2mi(z—y)- Top(z,m)Aee(y) dy

nez

_ Z/ 2mi(z—y)-(n— 50_3(1: n) 27r1y£A€£( )d

WGZ"

.S / T (2 )oaly, £) dy

nezr

= 3 ez, ) / 00, (y, ) dy

nez”

n

_ Z 62””(’7_5)03(-%,77)02(77 —&,8)

nez”

- Z ™ op(z,n + &)Fa(n, §).

nez”
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Agora, usando a expansao de Taylor discreta de op(x,n + £) obtemos,

opa(x,§) = > e op(x,n+&)da(n,§)

nezL"

= S e | S S Alop(a, 0 + R, &) | a0, €)

neL" <N 7
1 TiX ) o
= Y = [Alos(@.9)] Y e aa(n, En
[v|<N ' nezn
+ ) IRy (2, €,m)a(n, €)
nezm”
1
= Z ¥ [AgO—B("Eag)] D;W)UA(xag) + EN(xvg)v
i<y
pois,
DMoa(x,&) = > DY 54 (n, €)
nezn
= > > SPDLe I, €)
nezr By
= Z Z S’(Yﬁ)n(v)e%iz-n(fA(n’ £).
neLr By
Acima,
En(x,8) = Y _ €™ Ry(x,&,n)Fa(n, ).
nezm™
A primeira soma esta em SZL;FK(']I‘" X Z™) ao passo que Ey € SZ;Z_”N(T" X Z™) e portanto
opa € ST x Z). .

3.7 Operadores Pseudodiferenciais Eliticos

Nesta secao introduzimos os operadores pseudodiferenciais eliticos e mostramos que eli-
ticidade equivale a existéncia de uma parametriz, isto é, uma inversa moédulo certa classe de
simbolo. Tais operadores sao tteis para se estudar, por exemplo, regularidade de solucao. Para
aplicacoes desta classe de operadores, o leitor pode consultar, por exemplo, [9] para o caso

euclidiano.

Definigdo 3.11 Dizemos que o operador pseudodiferencial A € Op(S)'s(T™ x Z")) € elitico de

ordem m € R se existem constantes ng,co > 0 tais que:

loa(@,§)] > co(§)™, (3.12)
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para todo (x,&) € T" x Z" com |&| > ny.

Observacao 3.5 Na definicio acima cy nao desempenha qualquer papel significativo, pois A
difere apenas por um operador em Op(S~(T™ x Z™)) de um operador pseudo-diferencial peric-
dico que satisfaz a a desigualdade (3.12) para todo & € Z". Portanto, para um operador elitico

A, sempre podemos supor que vale |o4(x,&)| > co(€)™ para todo & € 7.

Precisaremos do seguinte resultado técnico.

Lema 3.7 Sejao € S™(T"xZ") e € S*(T"xZ") um simbolo elitico. Entao o/ € S™ ¢(T"x
Z™) e 1)1 € elitico de ordem —/.

Prova: Pela observacao 3.5 podemos supor que 7 nunca se anula de forma que podemos con-
siderar o quociente /7. Vejamos como derivadas e diferengas agem sobre o/7. Usando-se a

regra do quociente,

0'(.27,5) _ T($’€>8xj0($a§) - a(x,f)@ij(x,ﬁ)
7(x,8) 7(w, )

Agora,

) )7‘(1‘, g + 5k)
T(@,8)lo(z, §+ ) = o(x, )] = a(, (2, £+ 0) — 7(2,8)]
T(l‘,f)T(:L‘,f—{— (sk)
T(CL’, é)Ang<x7 5) - O'(ZL', f)Ang<l’, 5)
7—(1;’5)7—(1;’5 + 6k)

Defina entao oy := 0, 79 := T e recursivamente,

aﬂ?jga,ﬁ<x7 6) - Ua,ﬁ(% f)acchaﬁ(xv 5)

2

Oa,B+5;\L; = Tap\l,

TO‘?B"‘&] x’ = 7_0‘75 x’

) (z,¢)
) (z,¢)
) = Taﬂ(l’,f)Agkaawg(.ﬁ,f) — O'Q”[J’Anga’g(.’E,f)
) (%,€)

§
£
§
§ Ta,5(2, € + Ok).

(

(
Oots,68(T,

(

Ta+6,,8\T; = Tap\T,

Pelo lema (3.12) temos que 0, 3 € T, g sdo simbolos de operadores pseudodiferenciais periddicos.

Note que vale,

Aaa,ﬁa(‘r?g) _ O-a,ﬁ(x7§>'
(@) Tap(@,€)
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Para ver isto basta observar que para todo |y| < |8 e |0] < |«],

90 Ooq(:8) _ T04tp50 o AY 09.5(2,§) _ Obra;8,

' Toq (7, 0,7-+8;8; (T, ' T98(T, 0+a;0,,8
Yoy, €) T (z,8) Y mp(x,€) T

e lembrar que 9° = gl ---0gm e AY = Ag‘ll e Ag‘: Consequentemente, por inducao sobre a e

/67

‘O—a,ﬂ(iﬂa f)‘ < C@,B<5>(2la+m_l)é+m—\a|

la+8| la+8|
Ca,,8<£>2 ‘ S ‘Ta,ﬁ($,€)’ S Ca,,B<£>2 E,

. ’ "
para constantes apropriadas ca g, ¢, 5, ¢, 5 > 0. Consequentemente,

0ap(7,§)
Ta’g(l‘, §>
C/a_,ﬁ <£>(2la+6\,1)g+m,\a| <£>,2\a+ﬁ\g
Ca,ﬁ

i

= c 5<5>(m7€)7|ala

«,

« 50’(1’, f)
’Aé O ) ‘

IA

e portanto o /7 € S™(T" x Z"). Por fim, tomando-se a = 8 = 0 na desigualdade,

Tap(®,€)] < €, 50627,
vemos que 1/7 é elitico de ordem —. ]

Definigao 3.12 Seja A € Op(S™(T™ x Z")). Dizemos que B € Op(S~™(T™ x Z")) se e
BA~1T~ AB.

A seguir mostraremos que eliticidade equivale a existéncia de uma parametriz.

Teorema 3.14 (Elitico < Parametriz) Um operador A € Op(S™(T™ x Z")) € elitico se, e

somente se, admite uma parametriz.

Prova: Suponha que A € Op(S™(T" x Z")) e que existe B € Op(S™™(T" x Z")) tal que
BA=1-TeAB =1-T com T,T" € Op(S™(T" x Z")). Mostremos que A é elitico.

Observe que,
l—opa=or €S (T xZ"),
pois,
or(z,§) = or_pa(z,§)

— e—?ﬂix{(j . BA)GZMQ:{

_ 67271'1':0{162#%{ o 6727Tix~§BAe27rix~§
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= 1—opa(x,§).
Mas pelos teoremas (3.8) e (3.12) temos 1 — ogoa € S™HT" x Z"), logo existe C' > 0 tal que,
1 opoals, €)] < CE)
Usando isto e a desigualdade,

1=1|1—-0poa+opoa| <|1—opoa|l+ |op|loal,

1

obtemos 1 — |opo4] < C{£)~! ou de forma equivalente |opg|loa| > 1 — C(£)~!. Escolhendo-se

ng > C temos que,
o (z,&)|loa(z,€)] > 1~ C{ng) ™,
para todo |£]| > ng, pois,

(€2 =1+ > 1+n)= (&) > (ng)
= C(ng) ' > C(&)™"
= 1-Cng) ' <1—0C)~"

Como o € S™™(T™ x Z") vale,
o (2, §)] < Col6)™™,

e portanto 1/|op(x,&)| > Co(§)™ o que implica |o4(x,&)| > ¢o(§)™ sempre que || > ng com
co = Co(1 — C(ng)~'). Portanto, A é elitico de ordem m.

Por outro lado, suponha que A € Op(S™(T" x Z")) é elitico. Seja By o operador pseu-
dodiferencial periodico com simbolo op,(z,£) = 1/oa(z,§). Entao, pelo lema anterior
op, € ST™(T" x Z™). Além do mais, op,04 ~ 1 € S°(T" x Z"). Entéo,

OByA = 0B,0A — 07 ~ 1 — o7,

para algum o7 € S™(T™ x Z") ou, equivalentemente, ByA ~ [ — T. Seja R um operador

pseudodiferencial peridédico satisfazendo R ~ Z;io T7. Entao,
(RBo)A = R(BoA) ~ > T(I-T)=1.
5=0

Portanto, B := RBj é o candidato a paramatriz de A. Com o mesmo raciocinio podemos obter
B' € Op(S~™(T™ x Z")) satisfazendo AB" ~ I. Observando que,

B ~ (BA)B = B(AB') ~ B,
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temos AB ~ AB ~ I, 0 que encerra a prova. n

Corolario 3.7 Seja A € Op(S™(T™ x Z™)) um operador pseudodiferencial periddico. Entao:

(a) A é elitico se, e somente se, A* € Op(S™(T" x Z)) é€ elitico.
(a) A € elitico se, e somente se, A" € Op(S™(T™ x Z™)) € elitico.
Prova: (a) Ja mostramos que A* € Op(S™(T™ xZ™)). Suponha agora A elitico com parametriz

B,istos, BA=1—-Te AB=1-T com T,T € Op(S~®(T" x Z")). Entdo A* tem B* como

parametriz pois,
B*A*=1-T"e A*B*=1—T",
com T*, T € Op(S~®(T"™ x Z")). A outra implica¢io é imediata, pois, (4*)* = A.
(b) A prova é andloga a (a). ]
Por fim, vejamos que extensoes respeitam eliticidade.

Teorema 3.15 Sejam a € S™(T" x Z")) e a € S™(T™ x Z"). Entao a = a|rnxzn € elitico se,

e somente se, a € elitico.
Prova: Restringindo a condicao,
V(z,&) € T" x R" : [§] > ng = |oa(z,8)] > co(§)™,

a T" x Z™ vemos que se a ¢ elitico entao a também ¢é elitico.
Se £ € R™ podemos encontrar 7 € Z™ tal que § € [n,n+1]". Podemos supor 7 e £ suficientemente

grandes. Tomando-se a expansao de Taylor de a em 7 obtemos,

(.8 = alen) + Y 1= 9" | (1= O0ala, €+t —n)) d.

lal=1
Como a é elitico,

/

la(z,n)| = la(z,n)| = Cm™ = C (€)™

Por outro lado, como (n — &) < (n),

ra(a,6—n)| = Zm—w'/o 11— tll08ale, € + 16 — )| dt

lal=1

< CY (np=OE—m)m !

|a|=1

Yy (e —nm

jof=1

IN



Mas entao,

Portanto a é elitico.

< S (gt

lal=1

< Cgmt

la(z,&)| > |a(z,&)| — |ralz, )]
> (g™ —C (g™
> " (gm
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