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Resumo

Consideramos problemas de minimalidade de curvas em espagos asso-
ciados as algebras-C*, tais como a Grassmaniana (o conjunto de proje-
tores ortogonais) e as bandeiras generalizadas. Determinamos as curvas
minimas, que sao projecoes de subgrupos a um parametro no grupo unitario
da algebra, e os problemas de minimalidade de autovalores associado.

Palavras-chave: Algebras-C*, espacos homogéneos, curvas minimas .
b )



Abstract

We study minimality of curves in spaces associated to C*-algebras, such
as the Grassmannian (the set of orthogonal projections) and generalized
flags. We determine the minimal curves, which are projections of one-
parameter subgroups in the unitary group of the algebra, and the associated
eigenvalue minimality problems.

Keywords: C*-algebras, homogeneous spaces, minimal curves.
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Introducao

O objetivo desta dissertagao é descrever algumas construgoes que visam entender
algebras-C* através da geometria de alguns espagos associados.

Comegamos com um exemplo: consideremos IM,,(C), o conjunto de matrizes n xn
complexas, que é o exemplo basico de algebra-C* de dimensao finita. A variedade de
Grassmann Gr(k, C") de k-planos passando pela origem em C" pode ser identificada com
o conjunto de projetores ortogonais

Py, ={m e M,(C) ; 7 =7, 7 = m, posto(n) = k}

via a associagdo m +— Im(w). Tirando a condi¢do do posto, estamos considerando um

espago disconexo
P,={reM,(C); m*=n,7" =7}

que inclui todas as variedades de Grassmann simultaneamente, Gr(k,n) parak =0, ..., n.
Observemos entao que o conjunto P, faz sentido para qualquer lugar onde estejam
definidos o quadrado e uma involugao *, em particular para dlgebras-C*:

Definicao 0.1 Uma dlgebra-C* é uma dlgebra A munida de uma norma a — ||a|| e de
uma tnvolucao a — a* tal que

1. Jlab|| < ||a]| |b]| para todo a,b € A,
2. |la*a|| = ||a|* para todo a € A,

3. A € completo com a norma dada.
Neste trabalho toda &lgebra-C* tera identidade.

A geometria que vamos estudar neste trabalho é sobre minimalidade de curvas.
Dada uma curva diferenciavel v : [a,b] — A definimos o comprimento

b
() = / Iy (t)] dt

As perguntas bésicas sdo: quais sdo as curvas de comprimento minimo (geodésicas)? Até
onde estas curvas minimizam? Qual é o diametro do espaco, medindo distancias en-
tre pontos como o infimo dos comprimentos das curvas unido-os? Responderemos estas
questoes para varios espacos interessantes associados as algebras-C*, baseados na litera-
tura 2, [10] [17].

Uma das caracteristicas fundamentais deste trabalho é a seguinte: numa &lgebra-
C*, nao podemos escolher a norma; ela estd determinada pela estrutura algébrica. Esta
norma nao ¢é diferenciavel nem estritamente convexa; isto impossibilita o uso de técnicas



Introdugao 2

classicas do Célculo das Variagoes (equagoes de Euler-Lagrange), e sao usados métodos
geométricos diretos. A técnica principal usada é encontrar e estudar funcoes que reduzem
comprimento de curvas. Como veremos na parte 2, se f : X — Y é uma funcao que reduz
comprimento de curvas e conhecemos as curvas minimas de Y, isto pode ser usado para
encontrar as curvas minimas de X.

O trabalho esta estruturado em duas partes: na primeira parte estudamos os
pré-requisitos necessarios de algebras-C*. Pontos importantes neste estudo sao:

e Algebras de von Neumann, onde podemos estudar questoes de convergéncia mais
abrangentes que numa algebra-C* geral,

e O calculo funcional, que nos permite, por exemplo, calcular “logaritmos”de opera-
dores;

e A construgdo GNS (Gelfand-Naimark-Segal), que é fundamental para construir re-
presentacoes de dlgebras-C*.

Na segunda parte estudamos exemplos especificos onde a minimalidade de curvas
pode ser estudada:

e Na variedade de Grassmann de uma algebra C*, baseados no artigo [17].

e Este exemplo ¢é estendido para as “Bandeiras generalizadas”, estudando o artigo
[10].

e Finalmente, colocamos alguns exemplos em dimensao finita, dos artigos [2] e [10].

O que acontece é que, nestes casos, podemos descrever com bastante precisao as
curvas minimas. Primeiro, salientamos que o grupo unitario faz sentido para qualquer
algebra-C* A

UA) ={ue A|uw" =v"u=1}
e teremos que as geodésicas sdao projecoes de subgrupos a um parametro e? do grupo
unitdrio da algebra, onde o gerador infinitesimal Z satisfaz uma condi¢ao de minimalidade.

Esta condicao de minimalidade gera, ainda em dimensao finita, problemas de autovalores
interessantes nao totalmente entendidos; por exemplo,

Consideremos matrizes simétricas, escrita como blocos de submatrizes:

Dy a2 -+ a,
*
a12 D2 [N a2n
Zps,..D, =
* *
A1y, Qop Dn

Entao, calcular, considerando a;; fixos,

inf Zp, b, < max \)\\)
..Dp,

Dy,...,Dp, A autovalor deZDl"

Esperamos que este trabalho motive o estudo de encontrar invariantes métricos
de élgebras-C*, e de pares (A, B) de algebras-C*, B C A.



Capitulo 1

Preliminares de algebras-C*

Este capitulo contém o que consideramos essencial na teoria de algebras-C* para
nosso trabalho no capitulo seguinte e as principais referéncias sao [4,8,[9]. Vamos comegar
estudando uma classe mais geral de algebra, a saber, dlgebras de Banach. Estas sao de
interesse por si mesmas e em qualquer caso muitos dos conceitos introduzidos em nossa
andlise sao necessarios para algebras-C*. Alguma percepcao para o tipo de comporta-
mento que pode ocorrer em diversas algebras de Banach ajuda a apreciar quao bem
comportadas sao as algebras-C*.

1.1 Operadores limitados em espacos de Hilbert

Nesta secao iremos nos dedicar ao estudo das nogoes basicas da teoria de opera-
dores em espagos de Hilbert e de Banach, demonstramos alguns teoremas de importancia
fundamental para a teoria de operadores em espagos de Hilbet e de Banach, especifica-
mente, dos chamados operadores limitados que servirao para uma melhor abordagem da
teoria de algebras-C* de operadores.

Denotamos por H um espago de Hilbert complexo e por H (1) = {{ € H; ||€]| < 1}
a bola unitaria fechada em H. Os espacos de Hilbert tém uma estrutura geométrica similar
a de espacos euclidianos. A nocao mais importante é a de ortogonalidade: para qualquer
subconjunto S de H, o subespaco linear fechado

St ={neM;{&n) =0 paratodo &€ S}
é ortogonal a S.

Teorema 1.1 (Teorema de representagao de Riesz) Seja ¢ : H — C um funcional
linear continuo, entao existe um unico vetor & € H tal que

¢ (n)=(n,§),

para todo n € H. Além disso, ||£]| = ||¢]| = sup |¢ (n)].
neM(1)

Demonstragao. Se ¢ = 0, entao para & = 0 € H temos que ¢ (n) =0 = (n,0) para todo
n e H.

Se ¢ # 0, entao Ker (¢) # H e como Ker (¢) é fechado no espago completo H
tem-se que ele também é completo. Logo, H = Ker (¢) @ Ker (¢)".
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Seja y € Ker (gb)L tal que y # 0 o qual existe pois Ker (¢) # H. Dadon € H ,
considere v = ¢ (n)y — ¢ (y) n. Note que,

p(w)=0mo(y)—o(y)o(n) =0

assim, v € Ker (¢) e portanto

0= (v,y) =My —oWny) =¢0) Yy — o) (ny).

Segue que ¢ (n) [y]I* = 6 (4) (n,4)- Logo, 6 () = (1.€) onde € =

lyll

Para provar a unicidade suponha que existem &;,&; € H tais que

(&) =) =n,8&),

para todo n € H. Isto implica que (n,&; — &) = 0 para todo n € H de onde obtemos que
& — & = 0 e portanto & = &. Assim, o vetor £ € H tal que ¢ (n) = (n,§) para todo
n € H é unico.

Por outro lado, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz para todo n € H (1) temos
que

6 ()] =, &) < [l 1€l < (€]l
entao [|¢[| = sup [ (n)| < [I£]-

neH(1)

A outra desigualdade segue de

0 < el = (6.6) = 6(6) = o (6)] = Hg” 6(6)
- ||g||‘¢<||€“>‘
< el sup |6 (n)
neH(1)
— el ol
Logo, €]l = 1411 .

Teorema 1.2 Sejam H e H' dois espagos de Hilbert e seja a : H — H' um operador
linear. Entao as trés condicoes sequintes sao equivalentes:

1. |la]| = sup ||a(§)]] € limitado.
geM(1)

2. a € continuo.

3. a € continuo num ponto de H.

Demonstragao. (1) = (2) Como sup ||a(§)|| é limitado existe ¢ > 0 tal que ||a(§)|| < ¢
£eH(1)

para todo & € H (1). Sejam z,y € H, dado € > 0 existe § = £ tal que se ||z —y|| <,

entao

Jo@) = a @l =llate = = e = ol o (=20 )| < cllo = ol <o ==
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(2) = (3) E direto.

(3) = (1) Suponha que a ¢ continuo em xy € H, entdo para € = 1 existe 6 > 0

tal que se z € H com ||z — zp|| < implica que ||a (z — zo)|| = ||a (2) — a(xo)] < 1.
Seja & € H (1), tomemos z = %—F%, logo ||z — xo|| = H%H = 2 < § e portanto
st la @l = |la (55 )| < 1. segue aue fla ()]l < 2 €]l < 2 para todo & € H(1). Assim,
|lal]| = sup ||a(&)|| é limitado. 0O
EEH()

Observacgao 1.3

e Sejam H,H dois espacos de Hilbert, o conjunto de todos os operadores lineares
limitados de H em H' com a norma definida como no teorema anterior é um espago

de Banach denotado por B (H,H’).

e Seja H" outro espaco de Hilbert, sejam a € B(H,H') e b € B(H',H") segue que
ba € B(H,H") e que |[bal| < ||b] [lal|

e Vamos escrever B (H) em lugar de B (#,H), a norma definida como no teorema
anterior faz B (H) uma dlgebra de Banach pois [|ab|| < ||a| ||b|| para todo a,b €
B(H) e B(H) é completo com essa norma.

Na proposicao seguinte se construi a operagao involucao correspondente ao simbolo

x em B (H,H').

Proposicao 1.4 Sejam H,H' espacos de Hilbert e a : H — H' um operador linear
limitado, existe um tnico operador linear limitado a* : H' — H tal que (a&,n) = (&, a*n)
para todo & € H e para todon € H'.

Demonstracao. Para cada € H' defina a funcéo g, : X — C como sendo g, (§) =
(a(&),n). Sejam &1,& € H e a € C, entao

gn (@1 + &) = (a(a& + &) ,n) = (aa&s +a&z,n)
= afa&i,n) + (a2, n)
= Qgy (51) + Gn (52)

e concluimos que g, ¢ linear.

Por outro lado, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz e do fato de a ser limitado
obtemos que

l9n (O] = [a(&), m| < la@ Inll < llall {71
para todo £ € H (1). Assim, g, é limitado e sup |g, (§)| < ||a| ||n]|. Portanto, g, é linear
§et(1)

e limitado e do teorema (|1.2)) obtemos que g, é continuo e pelo teorema de representacao
de Riesz existe um tnico y, € H tal que

(a(€),n) = g, (&) = (&, yn),

para todo £ € H. Além disso, ||y,|| = sup |g, (£)|.
EEH(1)
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Defina a* : H' — H por a* (n) = y,. Logo, (a(§),n) = (£,a*(n)) para todo { € H
e para todo n € H' e ||a*(n)|| = [ly,||. Sejam n1,1m2 € H' e A € C, entao para todo £ € H
temos que

(& a” (A +m2)) = {al€), A + 1) = Ma(§),m) + (a(&), m2)
= A(&va*(nl» + <£,CL*(T/2)>
= (&, a"(m) +a*(n2)).

Em consequéncia, (£, a* (A + 12) — Aa* () —a*(n2)) = 0 para todo & € H o qual implica
que a* (An1 + n2) = Aa*(n1) + a*(n2) e assim a* é linear. Vejamos que a* é limitado,

la* (Il = llygll = sup g, () < llall Il para todo 5 € H'.
§eH(1)

Para provar a unicidade suponhamos que existem operadores lineares limitados
ai :H — Heal:H — H tais que

(€, a1(n)) = {a(),m) = (& az(n)),

para todo £ € H e para todon € H'. Entao (£, af(n)—aj(n)) = 0 para todo £ € H e para
todo n € H' de onde concluimos que aj(n) = a%(n) para todo n € H' e portanto af = a}.

O

Definig¢ao 1.5 O operador a* € B(H',H) € o adjunto de a € B (H,H’).

Observacao 1.6

Proposigao 1.7 Temos que ||al| = sup |(a(§),n)| = ||a*|| para todo a € B (H,H').
€eH(1)
neH’ (1)

Demonstragao. Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz e por a ser um operador limitado
tem-se que

[{a(€), m| < [l < llall Il Inl < ol

para todo £ € H (1) e para todo n € H' (1). Logo, ||a|| > sup [(a(&),n)|.
EEH(1)
neH’ (1)

Agora assuma que a # 0 e escolha e > 0 tal que e < Ha” Escolha £ € H (1) tal
que [la(§)]| = [la]| — & e defina n = (1). Assim,

|
a = a () ! a 2: a all —
fa(©)] = [{at®). 1 ()H>' ey 11 = (@)l =

Portanto, S [(a(€),m)| = llall e como [(a(€),m] = [(n,a(§))] = [(a"(n), §)| para todo
€
neH’(1)
¢ € H e para todo n € H' segue a segunda igualdade. 0O
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Corolario 1.8 |a*a| = ||a||* para todo a € B (H,H').
Demonstrag¢ao. Por um lado, pela proposicao anterior temos que
* * 2
la*all < [a”[| lal| = {la [la] = llal”.
Por outro lado,

lal* = sup [la(©)|* = sup (a(€),a(§)) = sup (¢,a*a(§)) < ||a"all.

EEH(1) EEM(1) EEM(1)
* 2
Logo, [la*al| = |[a]]". O

Essa tltima igualdade é denominada propriedade C* e vale a pena mencionar que
esta propriedade abre caminho para a importante teoria das chamadas algebras-C* sobre
as quais falaremos adiante. A definicao de operador adjunto para operadores limitados
em espacos de Hilbert é a inspiracao da definicao de algebra involutiva a continuacao.

Definigao 1.9 Uma dlgebra involutiva é uma dlgebra complexa A dada juntamente

- tal que para todo a,b € A e todo X\ € C satisfaz:

com uma involu¢ao {
e (a+b)=a"+0

(M)’

(ab)

e (a7)

*
*

= \a*
= b*a*
=q

e Se a dlgebra possuir uma unidade 1* = 1.

Proposigao 1.10 Seja a +— ||a|| uma norma na dlgebra involutiva A tal que ||ab|| <
la|| 6] para todo a,b € A. Entio a igualdade ||a*a| = ||a|® para todo a € A implica a
igualdade ||a*|| = ||a|| para todo a € A.

Demonstracao. Pela hipotese temos que
4 2 2 3
la*[|” = llaa™||” = l|laa*aa®|| < [la]l [[a*al[ [|a*[| = [la]| [a[]" la™]| = {la]" o] -

Logo, |la*||* < |la||* e portanto |la*|| < |la| para todo a € A. Andlogamente provamos
que ||a|| < ||a*|| para todo a € A. 0O

Definicao 1.11 Uma dlgebra involutiva A com uma norma satisfazendo ||a*|| = ||a|| para
todo a € A € chamada uma dlgebra involutiva normada ¢ uma dlgebra involutiva
de Banach se além disso for completa com essa norma.

Definicao 1.12 Uma representacao-+ de uma dlgebra involutiva A num espaco de
Hilbert H € uma funcao linear ® : A — B(H) tal que ® (ab) = @ (a) P (b) e ®(a*) =
® (a)” para todo a,b € A.

Teorema 1.13 Considere um operador a € B (H,H') e suponha que o espaco H € de
dimensao finita. Sejam py, ..., p, 0s autovalores de a*a € B (H). Entao

a|l = e
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Vamos agora introduzir algumas classes de operadores de grande importancia na
analise funcional.

Definigao 1.14 Um operador a € B (H) ¢é dito

o Autoadjunto se a* = a.

e Positivo se (a(§),&) > 0 para todo & € H.

e Normal se a*a = aa™.

Observacao 1.15

e a € B(H) é autoadjunto se, e somente, se (a(§),&) € R para todo £ € H.

e a € B(H) é normal se, e somente, se ||a*(&)|| = [|a(§)]| para todo & € H.
Definicao 1.16 Um operador uw € B (H) ¢ dito unitdrio se u*u = vu* = 1. O grupo
unitdrio de B(H) é

UH)={ue B(H);u"v=uu"=1}.

Definicao 1.17 Um operador linear nao nulo p num espaco de Hilbert H € dito ser um
projetor se p* = p e é dito ser um projetor ortogonal se for um projetor e se for
autoadjunto. No que seque vamos chamar os projetores ortogonais de projecoes.

Definicao 1.18 Um operador w € B (H,H') € uma isometria se satisfaz w*w =1 ou,
equivalentemente, ||w (§)|| = ||£]| para todo & € H.

Observagao 1.19

e Todo operador positivo é autoadjunto.

Nem todo projetor é ortogonal . Por exemplo, no espaco de Hilbert R? com o

produto interno usual a matriz ( > ¢ um projetor, mas nao ¢ autoadjunta.

10

Se p: H — H é uma projecao entdo H = Ker(p) @ Im(p).

e Em espagos de Hilbert toda projecao p é limitada e ||p|| = 1.

e Se p é uma projecao, entao 1 — p também é projegao e vale p(1 —p) = (1 —p)p = 0.
Teorema 1.20 Para um operador w € B (H,H') as sequintes condigdes sao equivalentes:

*

1. (w*w)? = w*w,
(ww*)? = ww*,

wwrw = w,

wrww* = w*,

SN

Existem dois subespacos fechados E C H e E' C H' tais que w € a composi¢do da
projecao de H em E, de uma isometria de E em E' e da inclusao de E' em H'.
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Se essas condigoes valem entdo
w'w € a projecio de H em FE

ww* € a projecao de H' em E'

e w € chamada a tsometria parcial com espaco inicial E e projecao inicial w*w, com
espaco final F' e projecao final w*w.

Por exemplo a matriz < ) define uma isometria parcial no espaco de Hilbert

10
C? com espaco inicial o primeiro eixo e com espaco final o segundo eixo.

Proposicao 1.21 Se a € B(H) € autoadjunto entao
lall = sup [{a(£),&)]-

geH(1)

Demonstragao. Chamemos K = sup [(a(§),€)|. Para todo &, n € H(1) temos que
£eH(1)

1 1

Re(a(§),n) = 5 [(a(§),n) + (a(n),&)] = ) [(a(§+n),&+mn) —(al€ —n),§ —n)].

Assim, usando a identidade do paralelogramo obtemos que

K
- (€l + lInl"] < K.

|Re{a(€),n)| < g 1€+l + [l = nll*] =

Disso segue que [(a(§),n)| = max |Re{a(§),en)| < K, isto é, |la]| < K pela proposicao
€

(1.7). A desigualdade oposta K < ||a|| ¢ uma consequéncia imediata da desigualdade de
Cauchy-Schwarz. 0O

1.2 Algebras de operadores

1.2.1 AlgebraS—C* de operadores

Definicao 1.22 Uma dlgebra-C* de operadores ¢ uma subdlgebra involutiva de Ba-
nach de B (H). Uma subdlgebra é involutiva se a* € A sempre que a € A. Dada uma
dlgebra-C* A em B(H), uma sub-dlgebra-C* B de A é uma subdlgebra involutiva de
Banach de A.

Exemplo 1.23 (trivial)
A prépria algebra B (H) é uma algebra-C* de operadores em H.
Exemplo 1.24 (algebra matricial)

Dado um inteiro n > 1 e o espago de Hilbert C”, identificamos a algebra B (C™) com a
algebra M,,(C) de matrizes complexas nxn. Entao IM,,(C) é uma algebra-C* de operadores
em B (C"), a involugao ¢ dada por

(a’*)j,k = Q>
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para todo a € M,,(C) e j,k € {1,...,n} e a norma é dada por

ar— [laf| = Sup lagll =, /max p;

léll<1
onde pq, ..., 4, denota os autovalores de a*a.
Lembremos o fato basico
2
la*all = lal”,

para todo a € M, (C).

Lema 1.25 Na dlgebra involutiva M, (C), a inica norma v tal que v (a*a) = v (a)* para
todo a € M,,(C) € a norma de operador a — ||al|.

Demonstragao. Considere alguma matriz a € M, (C) e a matriz d = a*a. Para provar

o lema é suficiente mostrar que v (d) = ||d|| pois disso segue que
2 * * 2
v(a)”=v(d'a) =v(d) = ||| = [[a"a] = ||a]]".
Denotemos por jiy,...,u, € R os autovaloes de d, arranjados de forma que

e ko, - .
fy >+ > p, > 0. Parar € Rt o limite khm (g) € zero se r > (11 € nao existe se r < 7.
—00

d k
@y = inf {r € R"; lim (—) = 0}
k—oo \ T
d\?
= inf {7’ € R+;llim <—> = 0} ,
—00 T

agora afirmando que uma sequéncia de vetores em espacos vetoriais complexos de di-
mensao finita (aqui o espago de matrizes de ondem n) converge a zero se converge a zero
para alguma norma porque todas as normas sao equivalentes em dimensao finita. Em

particular, temos que
d\?
I —inf{r € R*; lim v ((—) ) —O}.
l—00 r
!

Por hipétese em v, tem-se que v (d?) = v (d*d) = v (d)* e assim v <d2l> = v(d)* para
cada [ > 0. Logo,

() o

Pelo teorema ((1.13)) temos que py = ||a*al| = ||d|| e assim v (d) = ||d]|. 0

Obtemos que

Proposigao 1.26 Seja A uma subdlgebra involutiva de M, (C). A dnica norma v : A —
R* tal que v (a*a) = v (a)® para todo a € M,(C) € a norma de operador a — ||al|.

Demonstracao. A prova é a mesma do lema anterior. 0O
Observacao 1.27

A proposicao anterior mostra que subdlgebras involutivas de IM,,(C) sdo as mesmas que
sub-algebras-C* de M, (C) com a norma satisfazendo ||a*al| = ||a|>.
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1.2.2 Algebras de Von Neumann

A teoria das édlgebras de Von Neumann ¢ um dos temas mais importantes da
algebra de operadores, porém nesta breve subsecao restringimo-nos a apresentar apenas
os resultados mais elementares sobre a mesma. Vamos comecar definindo um conjunto de
natureza algébrica.

Definigao 1.28 Seja H um espago de Hilbert e seja S um subconjunto de B (H). O
comutante de S, denotado por S’, é o conjunto de todos os elementos de B (H) que
comutam com S, isto €,

S'"={a€ B(H);as=sa paratodo se€ S}.
Escrevemos S" em lugar de (S')', e 8" em lugar de (S")', etc.
Observacao 1.29

e Pode-se verificar que S’ é uma sub-algebra com unidade de B (H). Mais que isso, S’
é uma sub-algebra de Banach de B (#). Isso é constatado pelo seguinte argumento.
Seja (an)new uma sequéncia em S’ tal que a, — a € B(H). Para cada s € S
e todo n € N vale as — sa = (a — a,)s — s(a — a,), pois a,s = sa,. Logo,
las — sal| < 2||a — a,]| ||s]| que converge a zero quando n — oo, estabelecendo que
as = sa, ou seja, que a € S’

e Se S for um subconjunto autoadjunto de B (H) (isto é, s € S & s* € 9),
entdao S’ é uma sub-dlgebra involutiva com unidade de B (H) e, portanto, é uma

sub-algebra-C* de B (H).

e Se S e T sdo dois subconjuntos de B (H) satisfazendo S C T, entao 7" C S’, que
se verifica facilmente pela definicao de comutante. Do mesmo pode-se verificar que

S cs”
e Do item anterior segue que B (H) C B (H)".
As observagoes de acima nos conduzem a seguinte definigao.

Defini¢ao 1.30 Uma dlgebra de Von Neumann em B(H) é uma sub-dlgebra involu-
tiva A de B (H) tal que A” = A. Também vamos chamar de dlgebra-W*.

Observe-se que, pela defini¢ao, toda dlgebra de von-Neumann em B(H) é uma
sub-algebra-C* com unidade de B(#), exceto no caso trivial em que A = {0}.

Ja conhecemos a topologia da norma em B (H), que muitas vezes nao é a mais
interessante em S’ pois este raramente é separdavel com essa norma. H& muitas outras
topologias uteis em B (H) das quais definimos duas aqui.

Defini¢ao 1.31 Para qualquer a € B (H) e £ € H, defina
ve(a) ={b€ B(H);[(b —a)ll < 1}.

Intersegoes finitas dos ve(a) constituem uma base de vizinhangas de a em B (H) para uma
topologia Hausdorff localmente convexa em B (H) que é chamada de topologia forte.
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Definigao 1.32 Para qualquer a € B(H) e &,n € H, defina

ven(a) ={b e B(H);|((b—a)§,m| <1}.

Intersecoes finitas dos ve ,(a) constituem uma base de vizinhancas de a em B (H) para uma
topologia Hausdorff localmente convexa em B (H) que é chamada de topologia fraca.

Observacao 1.33

Em termos de convergéncia as topologias da norma, forte e fraca podem ser descriras
assim

e a, — a uniformemente se, e somente, se ||a, — al| — 0.
e a, — a fortemente se, e somente, se ||a,§ — a&|| — 0 para todo £ € H.

e a, — a fracamente se, e somente, se [(a,§,n) — (a&,n)| — 0 para todo &,n € H.

Note que convergéncia uniforme implica convergéncia forte e convergéncia forte
implica convergéncia fraca. De fato, suponha que a, — a uniformemente entao para todo
¢ € H temos que

||Cla§ - aé” =

(10 - >H§—“H €]l < llaa — al €]l = 0.

Suponha agora que a, — a fortemente entao para todo &, 7 € H tem-se que

[{aag,m) — (ag,m)] = [{aag — a&,m)| < [[aag — a]| [Inll — 0.

Proposicao 1.34

1. A topologia fraca em B (H) é mais fraca que a topologia forte, a qual é mais fraca
que a topologia da norma.

2. As comparagoes de (1) sao estritas quando H é de dimensao infinita.

Demonstragao. (1) Decorre da observacao anterior.

(2) Por simplicidade de notagao assumamos que H é separavel. Seja (e, )nen uma
base ortonormal de H. Para cada n € IN, p,, denota a projecao de H no espago gerado
por {e1,...,e,}. Entao p, converge fortemente para idy, mas nao uniformemente. Por
isso, a topologia forte é estritamente mais fraca que a topologia da norma.

Seja s a deslocagao unilateral definida por se, = e, 1 para todo n € IN. Entao
para qualquer p,q > 1, o produto escalar {e,, s"e,) é zero para k suficientemente grande.

Segue que klim (n,s*¢) = 0 para todo &,n € H, ou seja, as poténcias s® convergem
—00

fracamente a zero quando k — co. Como ||s*¢|| = ||¢|| para todo k € N e & € H, as

poténcias s¥ nao convergem fortemente a zero. Assim, a topologia fraca é estritamente

mais fraca que a topologia forte. 0O

Lema 1.35 Seja S um subconjunto de B(H), entao o comutante S’ é fracamente fechado.



Preliminares de algebras-C* 13

Demonstragao. Suponha que (a,) C S’ é tal que a, — a € B(H) fracamente, ou
seja, lim((a, — a)§,n) = 0 para todo £,n € H e como para cada s € S sa — as =
«

s(a — ay) — (@ — a,)s para todo « temos que para todo &,n € H vale

((sa —as)§,n) = ((s(a = aa) = (a = aa)s)¢,n) = ((a — aa)§,s™n) — (@ — aa)s,m).

O lado esquerdo da cadeia de igualdades independe de a. Porém lim((a — a,)&, s*n) =
lim((a — a,)s€,n) = 0. Logo, concluimos que ((sa — as)&,n) = 0 para todo &,n € H,

mostrando que sa = as de onde segue que a € 5. 0O

O lema a seguir vai ser usado nas demonstragoes dos teoremas de densidade de
Von Neumann.

Lema 1.36 Seja S um subconjunto autoadjunto de B (H), seja E um subespaco fechado
de H e seja p a projecao ortogonal de H sobre E. Entao, E é S-invariante se, e somente
sepe S

Demonstrac¢ao. Primeiro suponha que E é S-invariante, ou seja, sp = psp para todo
s € 5. Como S é autoadjunto e p é projecao ortogonal tem-se que

ps =p*s = (s"p)" = (ps'p)” = p*sp" = psp = sp,

para todo s € S. Isto mostra que p € S’.

Agora suponha que p € ', isto é, ps = sp para todo s € S. Logo,

psp = spp = sp” = sp,
para todo s € S. Obtemos que E é S-invariante. 0O
Proposicao 1.37 (Teorema de densidade de Von Neumann em dimensao finita)

Seja A uma subdlgebra involutiva de M,,(C) que contém a matriz identidade. Entao
A" = A, ou seja, A € uma dlgebra de Von Neumann em C".

Demonstrag¢ao. Denotemos por K a soma ortogonal de n cépias de C"*. Denotemos por
7 : M, (C) — B(K)

a representacao de IM,,(C) em K dada pela agdo diagonal. Considere também uma base
ortogonal {vy,...,v,} de C", o vetor

U1
v = : e

Un

e a projecao ortogonal p de K sobre o subespaco m(A)v. O lema (1.36) mostra que
pem(A).

Podemos escrever qualquer elemento em B (K) como uma matriz n X n com
entradas em M, (C), em outras palavras, podemos identificar B (K) com M, (M, (C)).
Entao afirmamos que

(A =M, (4.
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De fato, para

as equacoes

a 0 e 0 xl,l x172 e xl,n
0 a 0 To1 T2 -+ T2on
m(a)x = ,
0 0 a Tni Tp2 Tnn
:Cl,l xl:Q e «Tl,n a 0 .o 0
':UQ,I x2’2 RPN x27n 0 a - 0
= ] ] = z7 (a)
xn,l In,? o xnm‘ O 0 .« a

para todo a € A sdo equivalentes a
zjr € A" paratodo j,ke{l,...,n}.

Similarmente tem-se que

m(A") C M, (A
Considere agora um elemento autoadjunto b € A”. Pelo passo anterior temos que
7 (b) € m(A") c M, (A)) =7 (A)"

assim que 7 (b) comuta com p € 7 (A)’; 0 mesmo vale para 7 (b*). Portanto, o subespaco
7 (A) v é invariante por 7 (b), novamente pelo lema ([1.36). Em particular,

b’Ul
@) (r(Mv)=| : [em(Av
by,
entao b age em cada um dos vy, . .., v, como um operador de A. Isto significa precisamente

que b € A. Mostramos que qualquer elemento b € A” estd em A.

O

Teorema 1.38 (Teorema de densidade de Von Neumann) Seja A uma subdlgebra
involutiva de B (H) que contém idy. Entdo A € fortemente denso em A”.

Demonstragao. Seja b € A” um elemento autoadjunto, sejam &y, ..., &, vetores em H,
seja € > 0, e seja

v={ve BMH):|(x -G <eparaj € {1,...,n}}
uma vizinhanga bésica forte de b € B (H), temos que mostrar que existe um elemento em

AnNv.

Denotemos por K a soma ortogonal de n cépias de H e por m: B(H) — B (K) a
representacao diagonal. Considere o vetor

&1
: e
&n
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e a projecdo ortogonal p de K sobre o fecho do subespaco 7 (A) ¢ (em K). Entdo p € 7 (A)
pelo lema ({1.36)).

Usando exatamente o mesmo argumento da prova da proposicao ((1.37) vemos

que
by
)& =| : | em(A¢
b&n
Em particular, existe a € A tal que ||(b — a)&;|| < € para todo j € {1,...,n}, isto
é, existe a € ANw. 0O

Corolério 1.39 (Teorema do bicomutante) Seja A uma subdlgebra involutiva de B (H)
que contém idy. As sequintes sao equivalentes:

1. A € uma dlgebra de Von Neumann, ou seja, A" = A,
2. A € fortemente fechado em B (H),

3. A é fracamente fechado em B (H).

Demonstracgao. (1) = (3) porque os comutantes sao fracamente fechados como se mos-
trou no lema ([1.35)), (3) = (2) porque a topologia fraca é mais fraca que a topologia forte
e (2) = (1) pelo teorema de densidade de Von Neumann. O

A partir do teorema do bicomutante concluimos que é possivel substituir a condi¢ao
algébrica da definicao das algebras de Von Neumann por uma outra de carater puramente
topoldgico podendo as dlgebras de Von Neumann ser definidas como uma sub-algebra
involutiva autoadjunta de B(H) que contém a identidade e é fracamente fechada ou for-
temente fechada.

As defini¢oes topoldgica e algébrica descrevem algebras de Von Neumann con-
cretamente como um conjunto de operadores agindo em algum espago de Hilbert. Sakai
(1971) mostrou que algebras de Von Neumann podem ser definidas abstratamente como
algebras-C* que tém um predual; em outras palavras, a dlgebra de Von Neumann consi-
derada como um espaco de Banach, é o dual de algum outro espaco de Banach chamado
o predual. O predual de uma algebra de Von Neumann é tnico exceto por isomorfismos.

1.3 Algebras—C* abstratas e calculo funcional

Esta secao é uma introducao as algebras-C™ gerais, com uma certa énfase na teoria
espectral, no calculo funcional e no estudo dos elementos positivos dessa dlgebra. Como
veremos mais adiante algebras-C* tém uma relacao intima com a teoria de operadores em
espagos de Hilbert, até mesmo porque a dlgebra B(H) é um exemplo bésico de algebra-C*.

1.3.1 Definicoes e primeiros exemplos

Definigao 1.40 Uma dlgebra-C* ¢ uma dlgebra involutiva A munida de uma norma
a > |lal| tal que

1. ||ab|| < |la]| ||b]| para todo a,b € A,
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2. |la*al| = ||a||* para todo a € A,

3. A € completo com a norma dada.

Observacgao 1.41 O corolario (1.8)) mostra que , se H é um espago de Hilbert, qualquer
dlgebra involutiva fechada de B (H) € uma dlgebra-C*.

Definigao 1.42 Uma sub-dlgebra-C* de uma dlgebra-C* A € uma subdlgebra involutiva
de A a qual € completa com a norma.

Definicao 1.43 Um morfismo ® : A — B entre duas dlgebras-C* é uma fung¢ao linear
tal que
®(ab) = O(a)P(b)

®(a”) = @(a)",
para todo a,b € A.

Lembre que uma representagao de uma algebra-C* A num espaco de Hilbert
H é um morfismo A — B (H).

Exemplo 1.44 (Algebra—C* de fungoes continuas)

Seja X um espago localmente compacto. A élgebra Co(X) de fungdes continuas X — C
que se anulam no infinito é uma algebra-C* com a norma definida por

If1l = sup | f(x)|.
rzeX

Esta dlgebra possui uma unidade se, e somente, se X é compacto, em tal caso ela é a
algebra-C* C(X) de todas as fungdes continuas em X.

Exemplo 1.45 (Algebras de Banach que nao sao algebras-C*)

e Na dlgebra A = C([—1,1]) de fungbes continuas de [—1,1] a C, considere a norma
definida por || f|| = sup |f(¢)| e a involucao definida por f*(¢) = f(—t). Entao A é

tl<1
uma &dlgebra de Banach com uma involugao tal que ‘ 2 = |If|l para todo f € A.

Mas A nao é uma &lgebra-C*; de fato, para f definida por f(t) = 0 parat < 0 e
f(t) =t parat >0, temos que ||f|| =1e f*f=0.

e Na algebra convolutiva A = [' (Z), considere a norma definida por ||c[|, = 3 |c(n)|
nez

e a involucao definida por ¢*(n) = c(—n). Entdo A também é uma algebra de
Banach com uma involucéo tal que || . = llcll; para todo ¢ € A. Mas A nao é
uma &algebra-C*; de fato, para ¢ definida por ¢(1) = ¢(0) = —¢(—=1) =1 e c¢(n) =0
quando |n| > 2, temos que ||c||; =3 e c"‘!cHl = 3.
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1.3.2 Espectro de um elemento numa algebra de Banach

Alguns dos resultados da teoria espectral sao gerais, sendo validos para qualquer
algebra de Banach, outros sao especificos de algebras-C*. Na presente subsecao, consi-
deramos uma &lgebra de Banach A com unidade. O espectro de a pode ser considerado
como o conjunto de “autovalores generalizado” de a pois qualquer autovalor verdadeiro de
a esta no espectro.

Definicao 1.46 Para cada a € A, o espectro de a é o subconjunto
ola)={ € C; Al —a ndo € invertivel em A}
do plano complexo.

A partir do proximo lema vamos definir o raio espectral de um elemento numa
algebra de Banach.

Lema 1.47 Para cada a € A, a sequéncia (Ha”H%> € convergente e
nelN
1 1
lim {la"[|" = inf [ja"([" < lal|.
n—00 nelN

Demonstragao. Para cada n € IN defina «,, = log ||a"||, tem-se que ||a”*?|| < ||a®|| ||a?||.
Assim,
Qpig < Qp + Oy

para cada p,q > 1. Logo, a sequéncia subaditiva (a;,),eny converge para o seu minimo.
Vejamos a prova.

Escolha um inteiro ¢ > 1, escreva cada inteiro n € IN como n = kq+r com k > 0
ere{0,1,...,q—1}. Tem-se

% _ Oggir < akq+ar < Ukq _'_% < Qq Ay

n kq+r~ kq+r — kg ke~ q¢ kg

Segue que

. 7% .0 O
limsup — < inf —Z.
n—oo N qeN ¢q

Como temos obviamente que inf ¢ < liminf =, também temos
qeN 4 n—oo M

. an . (6%
lim — = inf -2
n—oo M qeN ¢

. . 1 . 1 1 1
ou seja, lim fla"|[* = inf [la"|* < fla"||* < ([la]")* = la]. s

Definicao 1.48 O raio espectral de a € A € o numero real

: .
pla) = lim [a"||" .
n—oo

Equivalentemente, p(a)~' € o raio de convergéncia da série > A\"a™. Note que p(a) < ||all.
n=0
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Lema 1.49 Sejaa € A e A € C, entdo temos que
1. Se |\ < p(a)™!, o elemento 1 — \a é invertivel em A.
2. Se |A\| > p(a), entao A & o(a).
3. O conjunto A™ de elementos invertiveis em A é aberto e a funcao

Ainv s Ainv
{ a —  a!

¢é continua.

Demonstragao. (1) Se p(Aa) = lim H)\"a"H% = lim (JA" HaH")% = |Al p(a) < 1. Segue
n—oo n—oo

oo
da definicio (1.48) que a série S A"a” é convergente e seu limite é (1 — Aa)™" o que
n=0
implica 1 — Aa ¢é invertivel em A.

(2) Se |A| > p(a), ou seja, |A|7" < p(a)~" o item anterior implica que A1 — a =
A (1= (X)"ta) é invertivel. Disso, obtemos que A € o(a).

-1
o elemento

(3) Seja a € A™, para cada b € A tal que ||b—al| < |la™!|
b=a(l—a'(a—0))

estd em A™ pois p (a7 (a — b)) < |la™ (a = b)|| < |la™?| |la — ]| < 1. Logo, A™ ¢ aberto.

Se [|b—al < Lja~(| ¢ temos que

o0 o
Hb’l — a’lH = Z (a’l(a — b))ncf1 —al| = Z (a’l(a — b))na’1

n=0 n=1

< D et a=nl* o
n=1
S T
R el (e ROl
< 2fa | fla o
< ofla 5 flat e
= &
Assim, a fungao a — a~! é continua em A™. O

Na seguinte proposicao damos uma espécie de generalizacao da defini¢ao de raio
espectral que ja conhecemos e é dada por p(a) = max |A|.
Ao (a)

Proposicao 1.50 Para cada a € A, o espectro o(a) é um subconjunto compacto ndao va-
zio de C que estd contido no disco fechado de raio p(a) centrado na origem , e obviamente
no disco fechado de raio ||a|| ao redor da origem.

Além disso, o raio espectral de a € dado por

pla) = sup [A[.
Aeo(a)
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Demonstragao. O segundo item do lema ([1.49) mostra que o(a) esta contido no disco
fechado de raio p(a) ao redor da origem, e o ultimo item mostra em particular que o(a)
é fechado em C. Assim, o espectro o(a) é compacto.

O tltimo item do lema ((1.49) também mostra que (Al — a)~" estd dado ao redor
de qualquer Ay € C\o(a) por uma série inteira em A — Ay, isto é, que a resolvente de a

C\o(a) — A
{ A o— (M=ot

¢ uma funcdo analitica. Se o(a) for vazio, a resolvente seria uma fungao holomorfa, li-
mitada, nao constante definida em todo C, em contradicdo com o teorema de Liouville.
Logo, o espectro o(a) é nao vazio.

Se p(a) =0, é claro que o(a) = {0}. Suponha agora que p(a) # 0. Se o espectro
o(a) estiver contido em algum disco fechado centrado na origem de raio r < p(a), a
resolvente A — (Al —a)™" = A1 (1 — A'a)™" seria analitica no dominio definido por

~ ~ —1 . . sy .
|A| > r. Entdo a funcdo z — (1 —za)  seria definida e analitica no disco aberto de
o0
raio r ! ao redor de 0 e sua série de Taylor na origem > z"a" teria raio de convergéncia

n=0
=1 > p(a)~!, contradizendo a defini¢ao de p(a), assim a prova estd completa. O

A figura (|1.1)) ilustra geometricamente a proposigao (|1.50)).

Figura 1.1: O espectro de um operador a é um subconjunto compacto contido no disco
fechado de raio p(a) centrado na origem , o qual esta contido no disco fechado de raio ||al|
centrado na origem. A regidao hachurada é o espectro continuo e os pontos sao o espectro
discreto.

Teorema 1.51 (Teorema de Gelfand-Mazur (1938)) Uma dlgebra de Banach com
unidade na qual todos os elementos diferentes de zero sao invertiveis é isomorfa ao corpo
de niumeros complexos.

Demonstragao. Para cada a numa tal algebra de Banach A, existe A € C tal que A1 —a
nao é invertivel (o(a) # @), assim por hipétese A1 —a =0, ou a € C. 0

Exemplo 1.52
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Seja e € A um elemento idempotente, isto é, €2 = e. Entao o espectro de e estd contido
em {0,1}. Para cada A € C\ {0, 1}, a resolvente de e esta dada por

4 1—=Al—-e
(Al —e) :)\(1—_)\).

Seja a € A um elemento tal que a = 1 para algum inteiro n > 2. Denote por C,,
o grupo ciclico de raizes n-ésimas de 1. Para cada A € C,,, defina

1 o
= — A al € A.
P o Z a’ €

0<j<n—1
Entao se pode verificar que

PaPu = Oxupx  Pparatodo A pe G,

Segue que

1
l1—a) ' =
(21 —a) Z Z_)\pA

para cada z € C\C,, e que o espectro de a esta contido em C,,.
Exemplo 1.53 (Espectro do operador multiplicagao)

Seja ¢ = (¢p)new € £°° uma sequéncia limitada de niimeros complexos e seja M, o operador
multiplicacdao correspondente em ¢2. Entao o espectro de M, é o fecho em C do conjunto

{z€C; existe neN talque z=¢,}.

Em particular, como os pontos de coordenadas racionais de C sao densos entao qualquer
subconjunto compacto de C é o espectro de algum operador limitado em 2.

Mais geralmente, sejam (X, 1) um espago mensurdvel e f € L>®(X, u). O espectro
do operador multiplicagao M; em L?(X, u) é o fecho da imagem essencial

{z€C;u(f'(v)) >0 paratoda vizinhanga v de z em C}
de f. Para mais detalhes, ver problemas 48 ao 52 em [13].

Lema 1.54 (Teorema da aplicacao espectral) Seja um polinomio f(\) = ag+ai A+
-4 a, A" definido para X em C. Para a € A definimos f(a) = ag+arja+---+aa™ € A.

Entao
o (f(a)) = f(o(a))
para todo a € A, onde f(o(a)) :={f(A); X € o(a)}.
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Demonstracao. O lema é valido para polinomios constantes porque o espectro é nao
vazio pela proposicao , portanto podemos supor que f nao é constante. Na prova
a seguir usaremos repetidamente o seguinte fato: se a é um produto a; ...a, de fatores
comutantes na édlgebra, entao a é invertivel se, e somente, se cada a; ¢ invertivel.

Seja \g € a(a), o polindmio f(A) — f(Ag) tem A\g como raiz. Logo, f(A)— f(Xg) =
(A= Xo)g(A) onde g é um polindémio de grau n — 1 . Como a — \gl nao é invertivel,

fla) = F(ho)1 = (a = Aol)g(a)
nao é invertivel. Assim, f(X) € o (f(a)).

Seja po € o (f(a)), e sejam Ay, ..., A, as n raizes do polindémio f(A) — pp em C e
como a, # 0 temos que f(A) — po = an(A — A1) ... (A —A,) o que implica

fla) — pol = ay(a—M1)...(a— A, 1).
Como f(a) — pol nao é invertivel, existe j € {1,...,n} tal que a — A\;1 nao é invertivel.

Como f(\;) = po, isto mostra que o € f (o(a)). 0O

1.3.3 Espectro de um elemento numa algebra-C"*

A proposicao que segue nos permite localizar com mais precisao o espectro de
operadores autoadjuntos e unitarios. Seja A um algebra-C* com unidade e denotemos
por T o circulo unitario do plano complexo.

Proposicao 1.55
1. Para cada a € A, o(a*) = {A € C; A € o(a) }.
2. Se a € A é autoadjunto, seu espectro estd em R.

3. Se u € A é unitario, seu espectro esta em T.

Demonstragao. (1) Para ) € C, o elemento A1 — a* é invertivel (digamos com inversa
b) se e somente se A1 — a é invertivel (com inversa b*).

(2) Seja A =z +1iy € o(a), com x,y € R. Para cada t € R o numero x +i(y +t)
estd em o(a +itl). Como a é autoadjunto obtemos que

la +itl]|* = ||(a +itl)(a — itl)|| = ||a® + £21]| < |la|* + 2,
portanto a proposicao implica que
o +ily + )" =2® + (y + 1) < fla+itl|* < [lal* + ¢
e esta desigualdade também pode ser escrita como
2yt < [la|* — 2® —¢".

Como isto é valido para todo t € R, tem-se que y = 0. Logo, A € R.
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(3) Seja A € o(u). Observe que A # 0, pois u é invertivel, e que A™! € o (u™1),
porque A7'1 — w7t = —A7Y(A1 — w)u~! nao é invertivel. Pela proposicao ((1.50)) obtemos
que

A< full =1 e \%I — 3 < ffu | =1
e por conseguinte A € T. 0O
Corolario 1.56
1. Seja a € A um elemento normal. Entao
pla) = [lall -
Em particular, se a € A é autoadjunto, entao ao menos um destes nimeros ||al| , — ||a||

estd no espectro o(a).

2. Seja ‘H um espago de Hilbert e seja a € B (H) um elemento autoadjunto. Defina

m(a) = inf (ag,§) e M(a) = sup (ag, ),

EEH EEH
lel<1 lel<1

entdo o(a) C [m(a), M(a)].

Demonstragdo. (1) Suponha primeiro que a é autoadjunto. Da defini¢ao de dlgebras-C*
temos X
2
= |all

k
CL2

para todo k > 0, assim

2k 27*

92—k
= lim (flal*)" = Jal.

Segue da proposigoes ((1.50) e (1.55)(2) que ao menos um dos ndmeros ||al|, — ||a|| estd
em o(a).

p(a) = lim

k—o0

a

Agora suponha que a é normal. Entao

o) < |7 por loma (L)
< |la|]* = ||la*a|| = p(a*a) pelo argumento anterior
= hm |(a*a)" Hn por definigao de p
= hm ||(a*)"a”||5 porque a é normal
1 ik
< Tim (@) tim [
= ( )p a) por definigao de p
~ pla) por proposicio (L55(1))
= pla’) por lema (L.54).

Logo, todas as desigualdades sao igualdades, e p(a)? = ||a||’.
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(2) Lembre da proposigao (|1.21)) que ||a|| = max{—m(a), M(a)}. Defina

1 1
A=5(M(a) +mla)) e r=5(M(a)-mla)),
assim m(a— A1) = —r e M(a— A1) = r. Temos que ||a — A1|| = r pela proposigao (1.21f) e
que o(a— A1) C [—r,r] pelas proposicoes ([1.50) e (1.55)), e finalmente o(a) C [m(a), M(a)]
por um caso trivial do lema (1.54)). 0

Corolario 1.57 Para qualquer a € A, tem-se que

lal* = p(a*a).

Demonstracdo. Pela definicao de algebra-C* ||al|* = ||a*a|| e como a*a é autoadjunto
pela proposicio anterior ||a*a|| = p(a*a). Logo, |la|” = p(a*a). 0

H& um procedimento muito importante para aplicacao de fungoes a operadores
chamado céalculo funcional. Polindmios com coeficientes complexos podem ser aplicados a
qualquer operador de uma forma ébvia. Para operadores autoadjuntos e, mais geralmente,
para operadores normais, este calculo funcional pode ser definido para fungoes continuas.
O célculo funcional serd de grande utilidade na primeira secao do capitulo 2.

Teorema 1.58 (Célculo funcional continuo para operadores limitados autoadjuntos) Seja
A uma dlgebra com unidade, seja a € A um elemento autoadjunto, e seja C(o(a)) a
algebra-C* de fungoes continuas no espectro de a. Entao existe um unico morfismo de

dalgebras-C*
{C(a(a)) — A
[ = fl)

que leva a fungdo constante 1 (respectivamente a inclusio de o(a) em C) ao operador idy
(respectivamente a a). Além disso, temos que

para todo f € C (o(a)).

Demonstragao. Denotemos por P (o(a)) a subélgebra involutiva de C (o(a)) que consiste
das restrigoes a o(a) das fungdes polinomiais R — C, e C[a] a subdlgebra involutiva de A
que consiste dos elementos f(a) com f € C[\| um polindmio complexo de uma varidvel.

Uma consequéncia direta do lema ([1.54)) e do corolério (1.56)) é que || f(a)|| = sup |[f(N\)| =
A€o (a)

| f|| para todo f € C[A], isto ¢, que o morfismo 6bvio

{P(a(a)) — Clqa]
f —  f(a)

estd bem definido e é uma isometria. Pelo teorema de aproximacao de Weierstrass, esta
tem uma extensao isométrica de C (o(a)) a subalgebra-C* C*(a) de A gerada por a (a qual
também ¢ o fecho de Cla] em A). Fixemos agora uma funcao f € C (o(a)) e verifiquemos

que o (f(a)) = f(o(a)).

Considere primeiro u € f(o(a)). Escolha A € o(a) tal que p = f(A). Seja
(fn)new uma sequéncia em P (o(a)) com limite f. Entao (f,(A\)1 — fu(a)),cn converge
a pul — f(a). Como f,(A\)1 — fu(a) nao é invertivel para cada n € IN pelo lema (1.54)),
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segue do lema (1.49))(3) (o conjunto dos elementos nao invertiveis em A é fechado) que
p € o(f(a)). Portanto, f (o(a)) C o (f(a)).

Considere agora p € C\ f (1a(a)). A funcdo g definida por g(t) = (u — f(t)) " esté
em C(0(a)) e g(a) = (ul — f(a)) ", assim que p ¢ o (f(a)). Logo, o (f(a)) C f (o(a)).

O

Corolario 1.59 Sejam A,B dlgebras-C* com unidade e seja ® : A — B um morfismo.
Entao
[@(a)[] < lal

para todo a € A.

Demonstragao. Para cada z € A, obviamente temos que o (®(x)) C o(x). No caso,
x = a*a para algum a € A, isto implica

[@(a)]* = [®(a)*®(a)]| = [®(a")P(a)]
= [[®(a"a)]]
= [[@()]

— s
A€o (P(z))

< sup A
Ao (x)

= [l

= |[la”al

2
= o™

O

Proposigao 1.60 Seja B uma dlgebra-C* com unidade. Seja A C B uma sub-dlgebra-C*
que contém a unidade e a € B. Entao a € invertivel em A se e somente se € invertivel
em B. Mais geralmente, os espectros

oala) ={A € C; Al —a nao € invertivel em A}

ogla) ={A€ C; Al —a ndo ¢ invertivel em B}

coincidem.

Demonstragdo. E imediato que os(a) C o4(a). Agora seja A € 0.4(a) um ponto fron-
teira de o4(a). Afirmamos que A € op(a). De fato, seja (\,)nen uma sequéncia em
C\o 4(a) que converge para A. Defina z,, = (A\,1 —a)~! € A para cadan € N. Se A\l —a
for invertivel em B, digamos com inversa x, entdo = seria o limite da sequéncia (x,)nen
pelo lema ([1.49)(3), assim x seria uma inversa de Al — a em A, em contradi¢do com a
hipdtese de que A € o4(a). Isto prova que A € oi(a) como afirmamos. Pelo argumento
até agora, é suficiente assumir que A e B sao dlgebras de Banach com unidade, elas nao
precisam ser algebras-C™.
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Em particular, se a € A é autoadjunto, todos os pontos em o4(a) s@o pontos
fronteira pois o 4(a) C R pela proposigao ((1.55))(2) e portanto o 4(a) = op(a).

Seja a € A um elemento arbitrario e A € C. Se A\l — a é invertivel em B, entao
(AL — a*)(A1 —a) e (Al — a)(M\]l — a*) sdo elementos autoadjuntos em A os quais sdo
invertiveis em B. Assim, eles sao invertiveis em A pelo argumento prévio. Logo, A1 — a
tem inversa pela direita e pela esquerda, em consequéncia € invertivel em A. Disto segue

que o 4(a) = op(a). O

Corolario 1.61 (Corolario sobre decomposicao polar) Sejam H e H' dois espagos
de Hilbert e seja a : H — H' um operador limitado. Entao ezxiste um par (w,p) onde w é
uma isometria parcial de H em H' e p é um operador positivo em H tal que a = wp.

Além disso, existe um unico par (w,p) tal que Ker(w) = Ker(p), e satisfaz
a*a = p?. Este é chamado a decomposicdao polar de a.

Observagao 1.62 No caso em que a € B(H) o operador positivo p tem a formap = va*a
e nesse caso denotaremos p = |a| e o operador w é unitdrio. Quando a € invertivel a
decomposicao polar € unica e se além disso a € normal a decomposicao polar pela esquerda
e pela direita sao as mesmas.

1.3.4 Teorema de Gelfand-Naimark

Definicao 1.63 Seja A uma dlgebra comutativa complexa. Um carater em A é uma
funcao linear x : A — C diferente de zero tal que

x(ab) = x(a)x(b)
para todo a,b € A. O conjunto de todos os carateres em A € denotado por X(A).

Se A tem uma unidade, observe que y(1) = 1 para qualquer x € X(A).

Se A é uma &lgebra de Banach comutativa com unidade, qualquer carater y em
A satisfaz

sup [x(a)] <1 (1.1)
acA
llall<1
para todo a € A, e em particular qualquer carater em A é continuo. De fato, para um
tal x e para todo a € A, temos obviamente que x(a) € o(a), assim |x(a)| < ||la| pela
proposicao ([1.50f). Se além disso A é uma &dlgebra-C* comutativa com unidade, qualquer
carater Y em A também satisfaz

x(a*) = x(a) (1.2)

para todo a € A. Com efeito, se a* = a entao x(a) € o(a) C R pela proposicao (1.55))(2).
Assim, para qualquer a € A, temos

(a*) = a+a*+,ia—ia* B a—+a* w ta —ia* _ﬂ
x\a ) =X B t B =X 5 X 5 = Xx\a

como afirmamos em ({1.2)).
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Para qualquer algebra comutativa complexa A, define-se em X(A) a topologia
de convergéncia pontual. Se A é uma dlgebra de Banach comutativa com unidade, ([1.1))
mostra que existe uma injegao natural de X (A) no produto de cdpias do disco unitario
fechado indexado pela bola unitaria de A; segue essencialmente do teorema de Tychonoff
que X (A) é um espago compacto. A transformagao de Gelfand é o homomorfismo

G:A—Cy(X(A)) (1.3)
definido por G(a)(x) = x(a) para todo a € Ae y € X(A).

Lema 1.64 Seja A uma dlgebra de Banach comutativa com unidade e seja G : A —
C (X(A)) a transformagio Gelfand correspondente. Entdo

0 (G(a)) =o(a)
para todo a € A.

Demonstragao. Seja A € o (G(a)), entao existe xy € X(A) tal que

(Al =G(a)) (x) = x(A1l —a) = 0.

Assim, A1 — a nao é invertivel e A € o(a).

Seja A € o(a), pelo lema de Zorn existe um ideal maximal 7 em A que contém
Al — a; observe que 7 é fechado em A (ver lema (1.49))(2)). Entao A/7 é uma dlgebra de
Banach e um corpo, portanto é isomorfo ao corpo dos niimeros complexos pelo teorema de
Gelfand Mazur. A projegao canonica A — A/7 pode ser vista como um carater y € X (A)

tal que x(Al —a) = 0. Logo, (A1 —G(a)) (x) =0, e X € 0 (G(a)). 0O

Teorema 1.65 (Teorema de Gelfand-Naimark (1943)) Seja A uma dlgebra-C* co-
mutativa. Entdo a transformacao Gelfand

G:A—=Cy(X(A)

definida em (1.3)) € um isomorfismo isométrico com a norma do lado direito como no

exemplo (|1.44]).

Demonstragao. A imagem de G separa pontos de X (A); de fato, se x1,x2 € X(A)
sao carateres diferentes, existe a € A tal que yi(a) # x2(a), isto é, tal que G(a)(x1) #
G(a)(xz2). Observe também que

para todo a € A por (1.2).
Vejamos que G é um isomorfismo, sejam a,b € A. Logo,

G(ab)(x) = x(ab) = x(a)x(b)
= G(a)()G()(x)
= (G(a)g (b)) (x)
para todo x € X (A). Assim, G(ab) = G(a)G(b) para todo a,b € A.
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Agora mostremos que G(a) é normal para todo a € A

G(a)G(a)" =G(a)G(a") = G(aa™) G é um isomorfismo
=G(a"a) A & comutativa
= G(a")G(a)
= G(a)"G(a).

Provemos que G é uma isometria

9@’ = suwp |G@() = swp x(@) = suwp [x(@)] [x(a)
XEX(A) XEX(A) XEX(A)

= sup |x(a")|[x(a)l
XEX(A)

= sup [x(a"a)l
XEX(A)

= sup [G(a"a)(x)|
XEX(A)

= [1G(a”a)
=p(G(a*a)) pelo corolario  ([1.56))(1)
= p(a*a) pelo lema  (|1.64))

pelo corolario  ([1.57))
para todo a € A e isto finaliza a prova. 0O

Corolario 1.66 Seja A uma dlgebra-C* comutativa com unidade e seja a € A. Suponha
que a gera A. Entao a funcao

¢ um homeomorfismo.

Demonstragdao. A funcao é continua e sua imagem é o(a) pela prova do lema .
Para mostrar que a funcdo ¢é injetiva, considere x1, x2 € X (A) tal que xi(a) = x2(a). O
conjunto {b € A; x1(b) = x2(b)} é uma sub-algebra-C* de A que contém a unidade, este
é portanto o préprio A, e x1 = x2. Assim, a fungdo é um homeomorfismo. 0O

Teorema 1.67 (Célculo funcional continuo para operadores normais) Seja A uma dlgebra-
C* com unidade, seja a € A um elemento normal e seja C*(a) a subdlgebra-C* de A
gerada por a. Entao existe um unico morfismo de dlgebras-C*

{C(O(a)) — C*(a)
foo—= fla)

tal que 1(a) =1 ei(a) = a (onde i € C(o(a)) denota a inclusao de o(a) em C). Além
disso, tem-se que

para todo f € C (o(a)).
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Demonstragao. O espaco dos polinémios em z e Z é denso em C (0(a)). Como qualquer
morfismo C (o(a)) — C*(a) é continuo pelo corolario (1.59)), obtem-se a unicidade.

Denotemos por X o espectro da dlgebra C*(a) e denotemos por
G:C(X)— C*(a)

o isomorfismo de Gelfand do teorema de Gelfand- Naimark. Pelo corolério ((1.66)) podemos
identificar X com o(a), e isto mostra a existéncia do morfismo C (o(a)) — C*(a).

Seja f € C(o(a)), tem-se f(a) = G(f). O espectro de f(a) em A coincide com o
espectro de f(a) em C*(a) pela proposigao ([1.60). Assim, o espectro de f estd em C (o(a))
pois G é um isomorfismo, portanto estd em f (o(a)) pelo exemplo (|1.53). 0

Lema 1.68 Sejam A, B dlgebras-C* comutativas com unidade, seja ® : A — B um
morfismo injetivo tal que ®(14) = 1p e seja ¢ : X(B) — X(A) a funcao definida nos
espagos carater por ¢(x) = x o ® para todo x € X(B). Entdo ¢ € continua e sobrejetiva.

Demonstracao. A continuidade de ¢ é uma consequéncia imediata da continuidade de
®, provada no corolario (1.59). Entao a imagem de ¢ é um subconjunto compacto de
X (A), digamos K.

Suponha por absurdo que ¢ nao é sobrejetiva . Identificando A e C (X (A)),
podemos escolher fungdes continuas aq,as € C(X(A)) tal que a; # 0, az(z) = 1 para
todo x € K e ajay = 0. Entao x (®(ag)) = 1 para todo y € X(B), o qual implica que
®(aq) é invertivel em B. Mas isto é absurdo porque ®(a;) # 0 pela injetividade de @ e
@(al)fb(ag) = 0. 0

Proposigao 1.69 Sejam A, B dlgebras-C* com unidade e seja ® : A — B um morfismo
mjetivo. Entao
[@(a)[| = [[all

para todo a € A. Em particular, a imagem de ® € fechada em B, e é realmente uma

sub-dlgebra-C* de B.

Demonstrag¢ao. Suponha primeiro que a* = a. Restringindo ® a sub-algebra-C* de A
gerada por a, pode-se assumir que A e B sao ambas comutativas. Denotemos por X o
espaco carater de A, por Y o espaco carater de B e por ¢ : Y — X a funcao restricao do
lema anterior. Para todo a € A, tem-se que

lall = sup x(a)| = sup o) (a)| = sup ¢ (®(a))] = [[@(a)] -

Voltando para o caso geral de um elemento a nao necessariamente autoadjunto,
temos que

[®(a)]| = VI[®(a) P(a)l| = V[[®(a*)R(a)] = V[®P(a*a)]
= Ve

= llall-
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1.3.5 Elementos positivos de algebras-C*

Definigao 1.70 Seja A uma dlgebra-C*, um elemento a € A € dito positivo se é au-
toadjunto e satisfaz o(a) C [0,+00), ou seja, o(a) C [0,]|al]]. Denotaremos por A, o
conjunto de elementos positivos de A.

Proposigao 1.71 Seja A uma dlgebra-C* com unidade.
1. Para um elemento autoadjunto a € A tal que ||a|| < 1, tem-se que

ac€ Ay |1 —-a| <1

2. O conjunto A, € fechado no conjunto de elementos autoadjuntos de A que denota-
remos por As,.

Demonstracao. (1) Se a € Ay, temos que o(a) C [0, ||a]|] C [0,1]. Assim, o(1 —a) esté
também em |0, 1], logo ||1 — a|| < 1 pelo corolario ((1.56)(1).

Se |1 —al| <1, tem-se que o(a—1) C [—1, 1] pelas proposigoes ((1.50]) e (1.55))(2).
Entao o(a) =14 o0(a—1) C [0,2].

(2) Para a € Ay, temos que a € A, se e somente se ||||al| —al| < |la|| por (1),
portanto A, é fechado em A,,. 0

Teorema 1.72 O conjunto A, de elementos positivos de uma dalgebra-C* A com unidade,
¢ um cone convero fechado em As, e tem a propriedade A, N (—Ay) = {0}.

Demonstragdo. A, é fechado pela proposigao ((1.71))(2), e Aa obviamente estda em A,
sempre que A € Rt e a € A,. Sejam a,b € A, tais que |la|]| < 1 e ||b]| < 1, tem-se
Il —al|l <1e||1—5|| <1 pela proposigao (1.71))(1). Assim,

1. 1. 1 1 1 1
—1+—1——a——bH§§H1—a\|—|—§||1—b|]§1

-t -

2

¢ 1(a+b) € Ay pelo mesmo lema. Seja a € Ay N (—Ay), entdao o(a) = {0}, logo a =0
pelo corolario ((1.56))(1). 0O

O proximo lema nos diz que o espectro de ab e o espectro de ba podem diferir
apenas no conjunto {0}.

Lema 1.73 Seja A uma dlgebra complexa com unidade e sejam a,b € A. Entdo
o(ab) U {0} = o(ba) U {0}.

Em particular, se A € uma dlgebra-C* e se b € A, entdo o(bb*) C [0,00) se e somente se
a(b*b) C [0, 00).

Demonstragao. Seja A € C\{0} tal que A\l — ab tem uma inversa, digamos z. Defina
y = A"'(1+ bxa). Entao

(AL —ba)y = (AL —ba)\ "' (1 +bra) = 14 bxa—bar™" —bA ' (abx)a
= 1+bra—bax™' —bA (A —1)a
=1

e similarmente y(Al — ba) = 1. Segue que A1 — ba é invertivel com inversa y. 0O

A seguinte proposicao fornece algumas condigoes equivalentes a positividade.
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Proposigao 1.74 Seja A uma dlgebra-C*. Para cada a € Ay, as trés propriedades
sequintes sao equivalentes:

1. o(a) C [0,+00), isto €, a € A,
2. existe b € A tal que a = b*b,

3. existe b € Ay, tal que a = b>.

Demonstragao. Seja a € Ag,. (3) = (1) segue da proposigao (1.55))(2), a qual implica
que o(b) C R, e do lema (L.54), tem-se que qualquer y € o(a) é da forma g = A2 > 0
para algum A € o(b). (1) = (3) segue do teorema de calculo funcional continuo para
operadores limitados autoadjuntos porque se pode definir b = y/a. (3) = (2) é ébvia.

Finalmente provemos (2) = (3). Sejam f,, f- € C(R) definidas por
f+ - Sup{t7 0} f— = Sup{_tu 0}7
para todo t € R. Para a = b*b como em (2), defina

ay = [+(a) € As a_ = f_(a) € A

ry =/ fi(a) € Ay, x_=+/f_(a) € A

e observe que
_ _ .2 2 _
a=ay —a_ =z —x° rix_ =0

porque relagoes similares valem em C(R). Por outro lado, temos

— (2 b)(z_b") = —xv_ar_ = —z_2lz_+at =2t € Ay, (1.4)

a inclusao vale porque (3) = (1). Por outra parte, escrevendo x_b* = s+it com s,t € As,,
obtem-se

(z_b)*(z_b*) = —(z_b")(x_b")" + (s +it)(s —it) + (s — it)(s + it)
= —(2_b")(z_b")* + 25> +2t* € A4,

a inclusao vale porque —(z_b*)(z_b*)* € A,, como mostramos anteriormente, e porque

252 4+ 2t? € A,. Segue do teorema ((1.72)) e do lema (1.73) que
(x_b")(z_b")" € Ay (1.5)

Em consequéncia, (1.4) e (1.5) implicam que 2% = 0, ou seja, z_ =0 e a = z%. 0

A nocao de positividade em algebras-C* A, discutida anteriormente, permite
definir uma relacao de ordem no conjunto A,.

Definigao 1.75 Dada uma dlgebra-C* A, se a,b sao elementos autoadjuntos de A dize-
mos que a > b sea—be A,

Observagao 1.76 Dizemos que a < b se a —b € —A,, ou seja, se b > a. Note que se
a>bea<b entioa=">b pois, como vimos no teorema anterior A, N (—Ay) = {0}.
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Note que nem todo elemento é comparavel. A relacao de ordem definida acima
conduz a alguns resultados nao triviais, como 0s expressos na proposicao que segue.

Proposigao 1.77 Seja A uma dlgebra-C* com unidade e sejam a,b elementos autoad-
Juntos de A. Entdao valem os sequintes resultados

1. Sea >0, entdo |lal|1 > a > 0.
2. Sea>b>0, entao ||al| > ||b]|.
3. Sea >0, entdo ala| > a* > 0.

Demonstragdo. (1) Se a > 0 entdo o(a) C [0,+00). Logo, pelo lema (1.54), o(||al| 1 —
@) = {Jlall = XA € o(@)} € {llall = X A € 0, [al]} = [0, alll, provando que [lafl 1 > a >
0.

(2) Se a > b > 0, entao segue do item (1) e da transitividade da relacéo de
ordem que |jal]|1 > a > b > 0. Agora a relagdo ||a||1 > b e novamente o lema
implicam que [0, +00) D o(||a|| 1 —b) = {]la|]| = A\; A € o(b)}. Porém isso s6 é posswel se

la|l| > sup A= sup |\ = p(b) = ||b]|. Na primeira igualdade usamos a positividade de
A€o (b) A€o (b)
b e na iltima igualdade o fato de b ser autoadjunto.

(3) Se a > 0, entdao temos, de novo pelo lema ((1.54)) que

o ((a-1511)7)={ (A 151t b { (=151 rcp o} = o212

Logo, p( — |7 ) < ”aH2, implicando que

(a—”il>2H < lel®  portanto, pelo
: < lalt, ;P

item (1) la ‘ 1> < llell 1) Expandindo o lado direito obtemos 0 > a? — a ||a]|. 0O

1.4 Estados e construcao GNS

A conexao entre algebras-C* e espacos de Hilbert é feita via a no¢ao de estado.
A construcao GNS foi descoberta independetemente por I.M. Gelfand e M.A. Naimark
[12] e I. Segal [19], embora muito simples, é uma construgao engenhosa e uma das ideias
fundamentais da teoria de dlgebras de operadores. Esta fornece um método para construir
representacoes de algebras-C™.

1.4.1 Estados

Definigao 1.78 Seja A uma dlgebra-C*. Uma forma linear ¢ : A — C € positiva se
¢(a*a) > 0 para todo a € A.

Observagao 1.79 Para todo funcional linear ¢ em A existe uma forma sesquilinear as-
sociada (+,-) em A x A, definida por (a,b) = ¢(b*a). Note que quando ¢ é um funcional
linear positivo sua forma sesquilinear associada € semi-definida positiva e portanto satisfaz
a desigualdade de Cauchy-Schwarz. Em termos de ¢ isto é

|p(b"a)|* < ¢(b°b)p(a”a) (1.6)
para todo a,b € A.
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Proposicao 1.80 Seja A uma dlgebra-C* com unidade. Uma forma linear ¢ em A é
positiva se, e somente, se € limitada e ||¢]| = ¢(1).

Demonstragdo. Suponha que ¢ é positiva. Para cada a € A tem-se que ||a*al| 1—a*a > 0
pela proposicao ([1.71)), logo

¢(a”a) < [la”all (1),
Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz (|1.6)), temos consequentemente

1 £\ L x =

[9(a)] < ¢(1)2¢(a”a)? < [[a”al[? $(1) = [lal| ¢(1).
Segue que [[¢]| < ¢(1). E 6bvio que ¢(1) < |o(1)] < [l4].
Agora suponha que ¢ ¢ limitada e ||¢]| = ¢(1). Substituindo ¢ por ¢/ |||, pode-

mos assumir que ¢(1) = 1. Primeiro mostremos que ¢ toma valores reais em elementos

autoadjuntos. Escolha a € A, a* = a, e sejam «, f € R tais que ¢(a) = a+if. Para cada
A € R tem-se

la +iX1[]> = ||(a — iA1)(a + iA1)|| = Ha2 + )\21H < |la|® + N2
(a tltima igualdade é pelo corolario ((1.56])) e por conseguinte
B2+ X2 <+ B+N =]a+i(B+ N = |a+if+i)?
[¢(a) +irp(1)[*

— |pla+iAD)?
Jalf? + 32,

IA

isto implica que § = 0.
Agora provemos que ¢ toma valores positivos em elementos positivos. Escolha
he A 0<h<1. Entao
[L=o(h)| =[¢(1 —h)| <[1—-h|<1
e pela proposigao (1.71)(1) ¢(h) € A. Assim, ¢(h) > 0. 0

Definigao 1.81 Um estado numa dlgebra-C* A é uma forma linear em A que € positiva
e de norma 1.

Observagao 1.82 Pela proposi¢ao (1.80) (1) para todo estado ¢ : A — C com A uma

dlgebra-C* com unidade se cumpre que ¢p(1) = 1.
Exemplo 1.83

e Seja A uma algebra-C* de operadores num espaco de Hilbert H que contém idy e
seja £ € H(1) um vetor de norma 1. Entao a forma linear

A — C

Y e (ag€)

¢ positiva. Se além disso idy € A (ou mais geralmente se além disso AH = H)
neste caso wg ¢ chamado um vetor estado. Observe que
We = Weit

para algum t € R.
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e Seja A a subdlgebra involutiva densa de C([0, 1]) de funges polinomiais R — C e
seja ¢ : A — C a forma linear definida por ¢(f) = f(2). Entao temos que

o(f*f) =0

para todo f € A porém ¢ nao é continua com respeito a norma ||f|| = sup |f(¢)].
0<t<1

Com efeito, se (f,)nen 6 uma sequéncia em A definida por f,(t) = t*, entdo || f,|| = 1
e ¢(f,) = 2" para todo n € IN.

A definicao de estado deixa ainda aberta a questao da existéncia de estados nao
nulos em algebras-C™* mas isso é garantido pela seguinte proposicao.

Proposigao 1.84 Seja A uma dlgebra-C* e seja a € A, a # 0. Entdo existe um estado
¢ em A tal que ¢p(a*a) > 0.

Demonstrag¢ao. Sabemos do teorema que A, é um cone convexo fechado em A,,.
Como —a*a ¢ Ay, pelo teorema de Hanh-Banach existe uma forma linear 5 A — R
de norma 1 que ¢ positiva em A, e estritamente negativa em —a*a. A extensao C-linear
¢ de ¢ a A é um estado tal que ¢(—a*a) < 0. 0

1.4.2 Construcao GNS

Vamos agora apresentar um dos resultados fundamentais da teoria de algebras-
C*, o qual fornece um método de construcao de representacoes de uma &algebra- C* a
partir de um estado na mesma algebra, isto vai levar a conclusao de que qualquer algebra-
C* pode ser representada como uma algebra-C* de operadores num espago de Hilbert.

Teorema 1.85 (construgao GNS) Seja A uma dlgebra-C* com unidade e seja ¢ : A —
C um estado. Entao existem: um espago de Hilbert Hy, uma representacio my @ A —
B (Hy) e um vetor £, € Hy de norma 1 tal que

¢(a) = (my(a) (&), o),
para todo a € A e tal que &4 € ciclico para my, isto €, tal que m4(A)Ey = He.

Demonstragao. Defina V; = {a € A;¢(a*a) = 0}. Paraa € V; e b € A, temos também
#(b*a) = 0 pela desigualdade de Cauchy-Schwarz (1.6]). Entao

Vo ={a € A;¢(b*'a) =0 paratodo be A}

e V,, é um ideal esquerdo fechado em A. A forma sesquilinear positiva (a,b) — ¢(b*a) em
A define uma forma sesquilinear positiva no quociente A/V; dada por

<CL + ng, b + V¢> == ¢(b*a),

para todo a,b € A. Isto faz de A/V,, um espaco pre-Hilbert Definamos #H, como sendo
seu completamento e §, como sendo o vetor 1+ V,, € A+ V, C H,.

Para cada a € A, L, : A/Vy — A/V, denota a multiplicagdo esquerda b +
Vy = ab+V,. Para calcular ||L,||, considere a forma linear positiva definida em A por
a — ¢(b*ab), a qual é de norma ¢(b*b) pela proposigao ((1.80))(1). Tem-se que

(La(b+ Vy), La(b + V5)) = d(b"a*ab) < [lal|* (b°b) = [lal|* (b + Vi, b+ V)
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para todo a € A, logo ||L,|| < |la|. Entao L, estende a um operador limitado em H, que
denotamos por m,. A funcdo m, : A — B (H,) é uma representagao tal que

(mo(@)€s, &) = (al + Vi, 1+ V5) = 6(17a) = ¢(a)

para todo a € A e tal que

Ts(A)Ey = AV = Hy.

Exemplo 1.86

Vamos rever a prova anterior no caso A = M, (C) e ¢ : A — C dada por ¢(a) =trago(ap),
onde

10 0
0 0 0
p=1| . . .
00 - 0
é uma projecao de posto 1. Temos que
0 * --- =«
0 % -+
V¢ = A : C Mn(@)
0 % --- %

Entao, se e; denota o primeiro vetor da base canonica de C", a funcao A — C" definida
por a — a(ep) fatora através de um isomorfismo A/Vy — C". O produto escalar definido
via ¢ neste espago A/V, ~ C" é dado por

*

b1 * a; * *
by x -+ x ay * --- %
<a7b> = gb .
b, * * a, * *
dobja; k- %
*k % .« e k n _
= ¢ : Do :ijaj
: : .o o

e é apenas o produto escalar usual em C". A representacao m, ¢ a representagao tau-
tolégica de M,,(C) em B (C™).



Capitulo 2

Curvas minimas em espacos
associados as algebras C*

2.1 Minimalidade das geodésicas na variedade de Gras-
smann

Nesta se¢ao vamos abordar o artigo [I7] onde se estuda a variedade de Grass-
mann cldssica Gy, de subespacos de dimensao ¢ em espagos de dimensao n e pode ser
alternativamente descrita pelo conjunto das simetrias (vistas como raizes quadradas da
identidade), deixando um g¢-plano fixo. Assim, a geometria de G, pode ser estudada
por transferéncia de conceitos e resultados ao espago das simetrias, que acaba sendo uma
subvariedade analitica do espaco das matrizes n X n.

Se, nesta interpretagao, escolhermos a norma de operadores das matrizes, Gy,
nao seria uma variedade de Riemann. No entanto, o ultimo teorema deste capitulo implica
que geodésicas curtas em G, sao curvas minimas para o comprimento de arco derivado
do operador norma.

Defini¢ao 2.1 Seja A uma dlgebra-C* com unidade 1. A Grassmanniana Gr(A) de
A € o conjunto das simetrias de A, isto ¢€,

Gr(A)={seAs"=s e s°=1}.

FEquivalentemente, Gr(A) pode ser identificada com o conjunto de autoadjuntos idempo-
tentes

{peAp =p e p’=p}
se s =2p—1.

Derivando as condigoes anteriores, o tangente a Grassmanniana pode ser descrito
como

T,Gr(A) ={x € Gr(A), 2" =2 e xs+ sz =0}

ou equivalentemente,

T,Gr(A) ={z € Gr(A), 2" =2 e ap+pr=ux}.

35
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Dada uma reflexdo unitaria s = 2p — 1 denote por Proj, : A — A a projecao
linear-real e de norma limitada

Projs(z) = (1 — p)zp + pz* (1 — p).
Sejam T, e N, aimagem e o nicleo de Proj,, respectivamente, o seguinte resultado mostra
que T;Gr(A) = T.
Proposicao 2.2 x € T se e somente se x € autoadjunto e anti-comuta com s.

Demonstragao. Suponha primeiro que x € Ty, entao existe z € A tal que Projs(z) = x,
ou seja, (1 — p)zp + pz*(1 — p) = x. Vejamos que z é autoadjunto

=[1—=p)zp+pz(1-p)]" = p2"(1—-p)"+ (1 —p) (")
= p"(1—p)+(1—p2p

e agora mostremos que x anti-comuta com s

=s(l—plep+spz*(1—-p) = (2p—1)(1—=p)zp+ (2p — 1)pz*(1 - p)
(2p —2p* — 1+ p)zp+2p°2" (1 — p) — pz"(1 — p)
(2p —2p — 1+ p)zp + 2p2"(1 — p) — pz*(1 — p)
= (=1+p)zp—pz"(=1+p)
(=1+p)z(2p—p) —pz"(2p—1—2p+p)
(—1+4p)z(2p* —p) —pz"(2p — 1 — 2p* + p)
(=1+p)zp(2p—1) —pz"(1 —p)(2p — 1)
= —[(I=p)zp+pz"(1-p)(2p—1)

Agora suponha que = é autoadjunto e anti-comuta com s, logo temos o seguinte

s =—sr = xz(2p—1)=—-2p— 1)z
— 2ap—x=-—-2px+x
= 2ap+ 2px = 2x
= aptpr==x
— Ip=21x—pI.
Disto obtemos que
Projs(x) = (1 —p)ap+px*(1—p) = (1 —p)xp+ pz(l —p)
= (1—p)(z —pz) +px — pap
= (I-plz— (1 —ppr +pr —p(z —px)
= (1—=pa—(p—p°)e+pr—pr+pa
= T —pr—+px
= I,
isto é, x € Ts. 0

Definamos a funcao analitica F, : A — A por

—zs

Eyz)=e3se> .
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Proposicao 2.3 Sejam s e r simetrias conjugadas, isto €, s = qrq~' com q unitdrio e

tais que ||s—7|| = d < 2 e & = 2slog(ala|™") onde a = (1 + sr)/2. Entio x € T, e
Ei(x)=r.

Demonstracdo. Observe que ||s||> = ||s*s|| = ||s?]| = ||1]| = 1 e assim
(1+ sr) 1—sr 5% — sr s(s—r) d
1—all=|1—-—2| = = = < - <1
I =al H 2 2 2 2 | =2

Por outro lado, também temos que

= (1+sr) (1+87")* (14 sr)(1+7r*s*) (1+sr)(1+7rs)

22 22
1+7rs+sr+srrs
92
14+ 7rs+ sr+ sris
92
r2+sr+rs+s2
92
[ (s+7) 2
N 2

9 2 - -

(s+n)]
e andlogamente provamos que a*a = [T} . Segue que a é um elemento normal in-

vertivel. Logo, pela observacao (1.62) existe um tdnico par de elementos |a|,u € A tais
que a = |a|u = u|a|com |a| = va*a positivo e u unitério. Entdo v = ala|”' = |a| " a é
unitdrio e como ||1 — al| < £, pelo teorema espectral concluimos que [|1 —ul| < ¢ < 1.

Assim, definimos w = log u que estd bem definida se usamos o ramo principal de
log, no conjunto onde a funcao é bijetiva teriamos que e* = u. Note que

w=logu=log(l+ (u—1)) = — 1)+t

converge pois |1 —u|| < 1e

3
3

wh — (—1)" [(U . 1)n+1:|* _ Z (—1) (u*—l)"""l _ Z (—1)

(u™=1)"" = log(u™).

n—+1 n+1 n—+1
n=0 + n=0 + n=0 +
. _ _ -1 _ . _
Logo, ¥ = u e ¢¥ = u~! e sabemos que e = (e¥)” " = u~!. Portanto, ¥ = e ¥ e
assim w* = —w, ou seja, w ¢ anti-simétrico.
Por outro lado, mostremos que sa = ar = % é autoadjunto e a partir disso

provemos que s e r comutam com |a|. De fato,

(1+sr) s+sr s+r
sa=s = =

2 2 2
(1+ sr) r+sr’? r+s
2 2 2

. s+r\" s 4+t sS+r
(sa) :< >

2
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. s+r\° s+r
(ar)" = = = ar.
2 2

Portanto, a*s = (sa)* = sa e ra* = (ar)* = ar. Em resumo, sa = ar = a*s = ra* e provar
. . 2

que s e r comutam com |a| é equivalente a provar que comutam com |a|° = aa* = a*a

pela decomposicao polar de a. Assim,

slal® = saa* = ara* = aar = aa*s = |a|’ s,
2 * * * 2
rla|” =ra*a=ara=a"sa =a*ar =lal"r

como queriamos mostrar. Em consequeéncia,

sus = sala| " s =a*sla| T s=a"la| " P =a|a| T = ut = w7k,

Agora vejamos que sws = —w ou x = 2sw = —2ws, para isto vamos usar a série
de log. Primeiro observe que sus — 1 = sus — ss = s(u — 1)s e por conseguinte
ut = sus = log(u™!) = log(sus) = w* = log(1+ (sus—1))
o] _1)"
= —w= nz_o El-i-)l (sus — 1)1
(=" |
— —w= s(u—1)s]".
S ls(u = 1)s

I
=)

n

Provemos por inducao que [s(u — 1)s]™ = s(u — 1)"s para todo n € N. Para k = 2
[s(u—1)s]* = s(u — 1)ss(u — 1)s = s(u — 1)s*(u — 1)s = s(u — 1)%s.

Suponha que vale para k = n — 1, isto é, [s(u — 1)s]" ! = s(u — 1)""'s e provemos para

k=n
[s(u—1)s]™ = [s(u —1)s]" '[s(u —1)s] = s(u — 1)" tss(u—1)s = s(u — 1)"s.

Logo, —w = > EXs(u — 1)) = s (Z ED% (y — 1)”“) s = s(logu)s = sws. Por-

1 1
n=0 n—i—. n=0 nt
tanto, sws = —w. Disso,
SWS = —W = SWSS = —WS = SWS> = —WS = SW = —WS.
Assim, x = 2slogu = 2sw = —2ws.

Mostremos que x é autoadjunto e anti-comuta com s,

= (2sw)" =2w's" =2(—w)s = 2ws =z

st = 5(2sw) = 258%w = 2w = 2ws® = (2ws)s = —(—2ws)s = —xs.
Pela proposicao (2.2) x € T;. Também temos que

—ISs w w

Ey(z) = e2se2 =e Vse (xs = 2sws = —2wss = —2w)

= u'su

= |a| " a*salal "

= la| " ra*ala) ™t (a*s =ra®)
= la|™" rlaf* |a| ™ (a*a = |al)
= la|™" ral |a| |a|™*

= |0L|71 la| 7 |al |a|71 r comuta com |al

=7
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o qual completa a prova da proposicao. 0O

Observemos que, dado s € Gr(A), a projecao Projs, decompoe o espago como a
soma direta dos operadores que anti-comutam com s, que é o tangente em s a Gr(.A) e os
operadores que comutam com s, que complementa a T;Gr(A). Isto induz uma conezdo
no fibrado tangente a Grassmanniana de A, via derivar campos tangentes considerados
como campos vetoriais no espago ambiente e projetar de volta a T;Gr(A).

As curvas de aceleracao zero desta conex@ao canonica chamamos de geodésicas
dinamicas. A seguir caracterizamos as geodésicas dinamicas saindo de s € Gr(A); o prin-
cipal resultado desta secao é que geodésicas dinamicas curtas na Grassmanniana também
sao geodésicas geométricas, isto é, sao curvas que minimizam o comprimento de curvas
unindo os extremos.

Proposicao 2.4 As geodésicas dinamicas através de s € Gr(A) tém a forma

txs

v(t) = e se '

e em particular a exponencial da conexao canonica estd dada pelas funcoes Eg anteriores.

~ ’ : : dy(0) _ LA
Demonstragao. Note que ¢ suficiente verificar que =2~ = z e Projy)—3z- = 0. Cal-
dy(t
culemos Zlg),
d'y(t) txs xrs txs txs —XIS txs
— = €e2—se 2 +ezs|—|e
dt 2 2
tes T o _tas tes L _tws
= 62556 2 +e285—¢e 2
tes T _ tas 4 tes L _txs
= e2 —e 2 e2 —e 2
2 2
txs _ tzxs
= ez2qxe 2
dy(0) __ _  tzs _tzs  tzs _tzxs tzs cL s . . o
Logo, == = 2. Como (t) = ez se” 2 =e27(0)e” 2 ee2 ¢éunitdrio KerProj, ;) =

e’ KerProjﬁ,(o)e’mTS. Com efeito,

Progy(t (

() (200 (252 (-5
(5)-(25)+ (25 (5)

tés (]. - S) _ txs txs (S + 1) —txs txs (S + 1) —txs % tzs (]. - S) txs

= e e 2 ze:2 ez +ez e 2 zez2 e 2
2 2 2 2
= e (1—p)pe T +eTp(1—ple T
e [(1—p)ap+pz"(1—p)le >

= €% Projy(z)e” 5

= e%Projv(o)(z)ef%.

. . txs . tz

Assim, KerProj,u = e2 KerProj,gye~ 2. Calculemos ddt@,
d2fy<t) tes TS tzs —ISs txs
— T e T fev | — e
dt? 2 2
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?y(0) _
dat?

) [ d?y(0
Pr0]7(0< ¥TE ) = Pr0j3< th )>

= (1-p)(—2?s)p+p(—2s)*(1 —p)

= (1— S;) (—a?s) (S;1> + (S;1> (—a?s)* (1_ 5;1)
(152) o (55 +(55) o (15

- —225 + sa’s s+1 " s+1 —225 + x%ss
B 2 2 2 2

= —12%s. Agora vejamos que 10 ¢ KerProj o)

Disto obtemos que dtz

. —225% — 225 + sa?s? + sx?s — sx?s + sx?s? — 125 + 225>
B 4
. —2? — 225 + sax? + sx? — x5 + 22
B 4
- —22%5 + 2522
4
—2s512 + 2522
= —F5 =0
portanto concluimos que (t) € KerProj, ), ou seja, Proj) (i:g“) = 0.
Outra forma de provar que Projy ) (dzgt)) = 0 é observar que di;gt) = —2%y(t) =
—7(t)z?* e a partir disso obtemos
d?(t
Prosi (Tget) = (A= ps0)p+ e (0)' (1L - p
A(t) +1 )+ 1 )+ 1 . ) +1
_ (1=~ V(1) + (1) Y(t)? +(t) 2 (1=7(1)
—(2) ( )= () = (5)
-~ 1+7(t) 1+(t) o (1 =(t)
(2> 2(57)+ (550) e (5)
1—y(t —x? — 22(t) N L+~®)\ [ =22+ 22y(t)
2 2 2 2
1—~(t L+ 9(t) 2 1+9(t) 1—9(t) 2
( ) (F39) e () (50 e
1 — (1) 1—1(t)* 2
- () ()
1-1 1-1 o
- () e () e
|
Observacao 2.5 De flt; = —x%y obtemos que

2

dt

Teorema 2.6 Geodésicas dinamicas curtas na variedade de Grassmann de uma dlgebra-
C* A téem comprimento minimo. Mais precisamente, uma geodésica dinamica de compri-
mento inferior a ™ € menor do que qualquer outra curva unindo seus extremos.

— T2y = (2] - 22).
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Demonstracao. Sabemos da proposicao 1D que y(t) = et se” s é uma geodésica
dindmica em Gr(A). Como z* = x e x # 0, pela proposigao (1.84]) existe um estado f
4-

em A tal que f(22) = ||z||* e pelo teorema (1.85)) existem: um espaco de Hilbert #, uma
representagao p : A — B (H) e um vetor £ € H de norma 1 tal que

fla) = (p(a)¢, &)

para todo a € A. Nesta situacio & é um autovetor de p(x2) com autovalor ||z||>. De fato,
veja que

(1”1 = pa)n,m) _ (=l n,m) = (p)n,m) ||zl (,0) = (p(a)n, p(x)n)
[l [l [l
_ el ) = llpGa)n]?
In]1*

> lz]* — flp(2)]” 2 0

para todo n € H, ou seja, H37||2 1 — p(x?) é um operador positivo, entdao pela proposicio
(1.74) existe un operador autoadjunto H € B (H) de modo que |z||°1 — p(z?) = H2.

Assim,

|HE|]P = (He, HE) = (H?€,€) = (=[] 1 - p(a?))€, €)
= (|=l’&,€) — (p(z*)€,€)
= 2P - f(z*) =0

ou seja. HE = 0, consequentemente p(x2)€ = ||z||* €.

A continuacao a ideia da demonstracao é um caso particular do que faremos
na préxima secao. Queremos mostrar que a fungao p reduz comprimento e que para as
curvas y(t) a imagem sob p sdo grandes circulos na esfera unitaria de H e o comprimento
é preservado como se mostra na figura .

A

g(t) = p(1(t

m(t) = p(u(t))¢

Figura 2.1: o desenho do lado esquerdo representa a Grassmanniana da algebra-C* A e o
do lado direito a esfera unitaria do espaco de Hilbert H.

Agora considere a curva g(t) na esfera unitdria 3 de H definida por g(t) =
p(1(t))§. Note que g(t) estd bem definida pois [lg(t)[| = [lp(~())¢] = [€] = 1. Da
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observagao ([2.5)) segue que
%9 2 2y 2 2 2
el g =p (G + i) € = p(-ae+ el o)

= p((lzl*1—-2%)) ¢
= p(Mp(llz)*1 - 2*)¢

= p(llel*€ — pa?)e]
= 0.

De forma que g é uma geodésica em 3 para a estrutura Riemanniana induzida por H.
Suponha que p(t) é outra curva em Gr(A) unindo p(0) = v(0) e (1) = (1) e seja
m(t) = p(u(t))€. A curva m em 3 une g(0) a g(7) e
du(t)
p (—dt U

|2 =l () e = o

l[nll=1
dp(t)
e
< %]
Assim, /(m fo dt t =l(p).
Lembre que dzl—ff) — ePre T e dvd_(tO) = x, entao H Il = llzll. Logo, como
dle_gf) =) (dV(t )g temos que “fi(t) p< Zl(f) ¢ = p(x)€. Portanto,
dg(0) ’ 2 2 2
— || = P@)€ p(2)8) = (p(x)E, &) = f(a7) = |||
segue que ﬂ‘ = [|z||. Assim, % . En consequéncia, dig) djisf)

portanto ¢(g) = £(y). Agora se £() < 7 entdo g é uma geodésica curta em X, consequen-
temente minima, logo

[
—~
-2
~—

I

[
—~
=)
~—

IA

t(m) < £(p).

O

2.2 Geometria métrica em espacos homogéneos do
grupo unitario de uma algebra-C*: curvas minimas

Nesta se¢ao vamos estudar o artigo [L0] referente a geometria métrica de espagos
homogeéneos & do grupo unitario de uma algebra-C* A mdédulo o grupo unitario de uma
subdalgebra-C* B, onde a métrica invariante é induzida pela norma quociente de A/B.

Os espagos homogeéneos em questao sao variedades de Banach & nas quais o
grupo unitario U da algebra-C* A age transitivamente, digamos pela esquerda; denote-
mos a acao de g € U em p € & por L,. O estabilizador £, = {g € U; Lyp = p} serd o
grupo unitdrio da subdlgebra-C* B C A.
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A forma usual de dotar um espaco de uma métrica é considerar uma métrica
bi-invariante no grupo e entao subduzi-la para o quociente &?. Mas algebras-C* vém do-
tadas com uma norma essencialmente unica, ou seja, a norma de operadores em alguma
representacao de A no espaco de Hilbert H a qual é bi-invariante embora certamente nao
Riemanniana devido a que nao provém de um produto interno. Esta norma ¢ completa-
mente nao regular, em dois sentidos: primeiro, nao ¢é diferenciavel mas apenas continua.
Segundo, nao é estritamente convexa; existem muitos conjuntos abertos de subespacos
afins contidos na esfera unitaria, o qual dificulta muitas construcoes do céalculo das va-
riagoes.

Figura 2.2: o desenho do lado esquerdo mostra a esfera unitaria que provém da norma
euclidiana e o do lado direito a esfera unitaria que provém da norma do méaximo suavizada.

Como a norma euclidiana ¢ convexa, a esfera unitaria do lado esquerdo da figura
(2.2) nao contém conjuntos abertos de qualquer subespaco afim enquanto a esfera unitaria
do lado direito da figura contém conjuntos abertos de alguns subespagos afins pois
a norma do maximo suavizada nao é estritamente convexa e com a norma de operadores
acontece o mesmo.

Resta a questao de como fazer descer a métrica em U para o quociente &2. A
forma natural de fazé-lo é considerar cada espaco tangente 1,2 metricamente como o
quociente de Banach

1,2 = () | (T\E,) = A™/B™,

onde A% ¢ B denotam as partes anti-simétricas das algebras A e B, respectivamente.
Assim, definimos a norma de Finsler em & por || X]|| = , igf |Z +b| onde Z projeta a X
6 an

no quociente. Denotamos por | - | a norma na algebra-C* A.

O teorema principal desta secao se refere a curvas minimas em &, ou seja, curvas
de comprimento minimo unindo extremos fixos. Chamaremos essas curvas de geodésicas.
O comprimento de uma curva p(t), 0 <t < 1, estd dado por ¢(p) = fol [6()]l ) dt, onde
X+ denota a norma de Finsler do vetor tangente X no ponto p(t) € &. Neste texto se
estuda o problema: dado um vetor inicial X € 7,7, encontrar geodésicas vy satisfazendo

4(0) = X.

2.2.1 Bandeiras generalizadas

Definicao 2.7 & ¢ uma bandeira generalizada se satisfaz as sequintes condicoes:
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1. &2 é uma variedade de Banach C.

2. Uma dlgebra-C* com unidade A cujo grupo unitario U age transitivamente e sua-
vemente em & pela esquerda.

3. O grupo estabilizador E, em p € & dado por E, = {g € U;Lsp = p}, € 0 grupo
unitario U, da subdlgebra-C* B, de A.

4. A derivada Ty, : TiU = A™ — T,2 da fungio natural 7, : U — & dada por
7,(9) = Ly(p) € sobrejetiva.

5. A estrutura de Finsler em & € dada por || X||, = bigf |Z 4+ b|, onde T'm,(Z) = X,
c Z'nt

ou seja, para p € &, a norma ||X||, € a norma quociente de Banach de X em
TWU/TWE, = A" /Bi". Observe que esta estrutura de Finsler € invariante sob a
acao de U.

Em dimensao finita, caso multiplicidade livre, supondo que A = M,,(C), a inluséo
do grupo unitario da subdlgebra-C* B pode ser apresentada como uma inclusao diagonal
em U(n) da forma

Uk)) 0 0
0 Ulks) 0
0 0 e Uk

como é bem conhecido. Portanto, o espago homogéneo é uma variedade bandeira.

Por esta razao, o espaco homogéneo deste trabalho sera chamado bandeira
generalizada. Para o resto desta se¢ao devemos supor automaticamente que a ban-
deira generalizada em questao estd dotada de uma métrica quociente em cada espaco
tangente.

Alguns exemplos no caso de dimensao infinita sao:
e A Grassmanniana de uma algebra-C* geral [5, [7].
e Bandeiras finitas de uma algebra-C* geral [0].

e Espagos de medidas espectrais [3].

Definigao 2.8 Uma curva v : I — & da forma y(t) = Lazp para Z € A™ et € I =
[a,b] C R € chamada curva do grupo uni-paramétrico.

Definicao 2.9 Dizemos que Z € A é um levantamento de X € T,7, se T'w,(Z) =
' Note que a curva « : (—e,e) — U dada por a(t) = e'Z satisfaz a(0) = 1 e
41,20 (a(t)) = Z entéo

d d d

d
X =(Timy) (Z) = o im0 (mp 0 a(t)) = = fico (mp(a(t)) = = |0 La@p = o li=o Letzp.

Em consequéncia, outra forma de definir um levantamento é a seguinte.
Definicao 2.10 Seja X € T, um vetor tangente a uma bandeira generalizada. Dizemos

que um vetor Z € T\U = A ¢ um levantamento de X se % o Le=p =X, isto €, Z
projeta X mo quociente.
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T,

A
% T1 u _ Aant

Z3

Tlﬂ'p

T, = T\U/TU,

X

Figura 2.3: 71,75 e Z3 sao levantamentos de X.

T,

7

1

T17Tp

Nao

necessariamente

dnico

Tl U= Aunt

T,2 = TU/TU,

X

Figura 2.4: Z; e Z5 sao levantamentos minimos de X
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Definigao 2.11 Dizemos que Z € A" é um levantamento minimo de X € 7,2, se
Nry(Z)=X e |Z| =||X||=inf{|Z|,Z € um levantamento de X} = inf |Z+1b|.
Observe que se V' e W sdo espagos euclidianos (o que nunca sera & R0sso caso!l) e
F .V — W linear e sobrejetora entao F'|ge,p1y ¢ um isomorfismo e portanto a levantada
minima existe e é inica . No caso geral temos um problema de existéncia e unicidade pois
levantamento minimo nem sempre existe e se existe nao necessariamente é inico como se

ilustra na figura (2.4)).

Estruturas métricas em bandeiras generalizadas

Seja M uma variedade de Banach. Uma estrutura de Finsler em M é uma
sele¢ao continua de normas || - ||, em cada espago tangente T, M.

Observagao 2.12 A definicao usual de uma estrutura de Finsler inclui diferenciabilidade
e convexidade estrita da norma, esta definicao também restritiva nos casos que estamos re-
lacionando. Chamaremos estrutura de Finsler regular aquelas que sao diferencidveis
e estritamente convezas.

Defini¢ao 2.13 Para qualquer estrutura de Finsler, o comprimento da curva w(t) defi-
nida para a <t < b estd dado por,

fw) = [ o) .

A distancia d em M € dada como seque: seja R, , o conjunto de caminhos
suaves por partes w (w : [0,1] — M) que unem w(0) = py com w(1) = p;. Definimos,
d(po, = inf {(w).
(popr) = dnf  L(w)

Definicao 2.14 Dizemos que uma curva w é minima em M se seu comprimento é a
distancia entre seus extremos.

Representacoes de Grassmann e reflexoes isotrépicas

Estamos interessados em fungoes equivariantes de & na variedade de Grass-
mann. Isto sera realizado com o uso de representacoes adaptadas, similar em espirito as
“representagoes classe C'7[14], a qual d4 imersoes equivariantes de espagos homogéneos
na esfera.

Definicao 2.15 Seja py € & fixo e sejarg uma reflexao unitdria de um espago de Hilbert,
isto é, 15 =1g:H — H er=1. Dizemos que uma representacio ¢ : A — B (H) é uma
representacao de Grassmann em p, com respeito a g, se para cada elemento g € U,
sua imagem ¢(g) € B (H) estd no comutante de ro em B (H), ou seja, ¢(g)ro = rop(g).

Denote por Gr(H) a variedade de Grassmann de ‘H a qual é justamente o conjunto
de reflexdes unitarias de H como na se¢ao anterior. A Grassmanniana Gr(H) é um
espago homogéneo sob o grupo unitério da élgebra-C* B (#H). Por meio da representagao
assumida acima, podemos considerar Gr(H) como um espago homogéneo sob o grupo
unitario U de A. Para qualquer representacdo de Grassmann em py com respeito a 7,
consideremos a fungao F' : & — Gr(H), dada como segue: tome qualquer g € U que
satizfaz p = Lypo, entao

F(p) = 6(g)rop(g) "
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F' estd bem definida pela hipétese do comutante de ry. De fato, suponha que g; € U,
para i = 1,2 satisfaz p = Ly, po. Deveriamos verificar que

O(g1)rod(g1) ™" = dlg2)rod(g) ™!

e isto equivale a identidade

d(g2) " d(g1)ro = rod(92) " d(g1).

Mas isto é imediato a partir da hipétese sobre o comutante de 7, para g, ‘g1 € Uy, €

d(g2) " d(g1) = o935 ' 9n).

Lema 2.16 Cada fungcao F é compativel com a a¢do de U no espag¢o homogéneo corres-
pondente, ou seja, para todo g €U e p € P, F(Lyp) = ¢(g)F(p)p(g9)~* .

Demonstragao. Se F(Lyp) = ¢(g1)rop(g91)", onde g1 € U satisfaz Ly,p = Ly, po, entao
p=Lggp0 ¢ F(p)=o(g7")(g1)ro (¢(g_1)¢(91))71. Logo,

?(9)F(p)p(9) " = d(g1)rod(g1) " = F(Lyp).

Damos um exemplo que ilustra o espirito da construcao.
Exemplo 2.17 (Bandeiras inteiras)

Seja F o espago homogéneo de bandeiras inteiras em C", isto é, o conjunto de todo

p = (p1,...,pn) onde os p; € B(C") sdo mutuamente ortogonais, proje¢oes de posto 1
n

(de modo que Y p; = 1). O grupo unitario U(n) C B (C") age naturalmente e transiti-
i=1

vamente em F.

Fungoes equivariantes ¢ de F na variedade de Grassmann podem ser obtidas
como segue: dado um subconjunto . de {1,...,n}, definamos a fun¢ado o4 de F na
variedade de Grassmann por

1
oo pr o) =5 (14D 0 )
jes

Neste exemplo a representacao de B (C") é a identidade. Dado pg € F sua imagem
po = 0.7(po) € uma reflexao isotrépica adaptada a pg.

2.2.2 Funcgoes que reduzem comprimento

A ideia principal na prova do teorema principal desta secao é a seguinte. Pri-
meiro, dado um vetor tangente X € 7,%2, encontrar fungoes Fy : & — . que reduzem
comprimento , onde . é a esfera de raio 1/2 de um certo espago de Hilbert H no qual A
esta representado. As geodésicas de . sdo as usuais bem conhecidas grandes circulos pa-
rametrizados por comprimento de arco, e para levantamentos minimos Z de X, a imagem
de ¥(t) = Lezp sob Fx é um grande circulo na esfera. Como as fungoes sao redutoras de
comprimento, segue que v minimiza comprimento entre seus extremos para comprimentos
até m/2.
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As fungoes que reduzem comprimento devem usar fatoracao através da Grass-
manniana Gr(#H), da algebra-C* B (H) no qual a élgebra-C* dada A estd representada:
P — Gr(H) — . Cada uma destas fungoes reduzird o comprimento das curvas, e as
curvas cujo comprimento ¢é preservado sao curvas minimas.

Note que essas construgoes sao extrinsecas , em principio dependem de uma re-
presentacao de A na dlgebra dos operadores limitados de um espaco de Hilbert, e também
dependem da fungao F' : & — Gr(H), a qual estd definida em termos da representagao.
Nas subsecoes 4 e 5 usamos a teoria GNS de representacoes de algebras-C* para construir
representacoes baseadas em dados intrinsecos. Um caso particular simples desta ideia foi
usado na se¢ao anterior.

Apresentamos condicoes suficientes para construir fungoes que reduzem compri-
mento da bandeira generalizada a variedade de Grassmann da forma Gr(H) = Gr (B(H))
onde H ¢é algum espaco de Hilbert.

Lembre que a estrutura de Finsler do espa¢o homogéneo Gr(H) é obtida como
segue. Para X € T,Gr(H) temos,

1
X1, = 5 1],

onde X é identificado com um elemento de B (H) (ver [7]).

Lema 2.18 Seja H = Sy + S1 uma decomposi¢ao ortogonal de um espaco de Hilbert
H. Considere operadores limitados X eY em H, com respeito a esta decomposicao, sao
representados por matrizes de operadores como

a b 0 b
x=(500) e v=(4 )
Entao || X|| > ||b]] = [|[Y]|, onde || - || indica a norma usual para operadores.

Demonstracgdo. Lembremos que |[Y||> = |[Y'Y*| e observe que

|4 )l

Vamos provar primeiro que ||bb*|| = ||b||* = ||b*b||. Como b*b e bb* sio operadores autoad-
juntos, da proposicao (|1.21]) obtemos que

16> = sup |bz|* = sup (bx,bz) = sup (b"bz,z) = ||b°D]
z€So €S z€So
[lzl=1 llz]l=1 [lz]|=1

[b6*|| = sup (bb*y,y) = sup (b*y,b*y) = sup |[b*y|> = ||b*]|* = [|b]|*.
yesl y651 yESl
llyll=1 llyll=1 lyll=1

Agora vamos mostrar que ||[YY*|| = [|b]|>. Note que pela decomposicio de H
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qualquer elemento v € H pode ser escrito como v =z +y com x € Sy e y € S;. Assim,

* 2 *
(5 8)G - %)
00" ]| + |10*by |
N 12 e (T
= [loll* (llzI” + ly1I*)
= [lo]*

2

para todo v € H tal que |[v]| = 1, ou seja, para todo = € Sy e y € Sy tais que ||z]|*+]|y||* =

1. Logo,
. w0\
= (% 5 )| < e

e portanto |[Y'Y*|| < ||b]|*.

Agora consideremos uma sequéncia (x,, ),eny em So com ||z, || = 1 tal que lim ||bb*z,|| =
n—oo

y bb* 0 o \|[F_ g bb*x,
oo |\ 0 b 0 = oo 0
e assim )
bb* 0 S bb* 0 Tn
0 0% - 0 b 0
para todo n € IN. Logo,

bt 0 2> i b* 0 ,
0 b = o 0 b 0

Em consequéncia, |[YY*|| > ||b]|* entdo ||Y]| = ||b]. A seguir mostremos que || X|| > ||b]|.
Para qualquer £ € Sy com ||€]| =1,

wai=|( S )|=IC5 ) ()] <

De onde obtemos que ||b]| = [|b*|| < || X]|- 0

||bb*||. Por conseguinte,

2
= lim ||bb*z,|* = [|bb*])* = [|b]|*

2

2

= [lo]".

Proposicao 2.19 Seja & uwma bandeira generalizada. Para qualquer representacao de
Grassmann ¢ : A — B(H) de A em py com respeito a 19, a fungdo correspondente F
reduz comprimento, isto €, [|[T,F(X)||p,y < | X||,, para todo p € &, X € T,2.

Demonstracao. Pela equivariancia de F' com respeito as acgoes isométricas do grupo
unitario o qual foi provado no lema e a invariancia da estrutura de Finsler, ¢é
suficiente verificar o resultado em p = py. Seja X € 1,7, considere qualquer curva ~(t)
por pg que verifique 4(0) = X; por exemplo consideremos (t) = L.z pg, onde Z é algum
levantamento de X. Esta curva 7(¢) é transformada em

F(y(t)) = ¢ () Flpo)o (¢77) = e*Prge 2,
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como 4 (F(v(t))) = &4 (")) roe92) 4 0@y [—e 1A 4 (16(2)) ¢=14(D)] temos que

d
TPOF(X) =

7| FO0) = 6(Z)ro = rod(2) = [¢(Z), 7] -

t=0

Considere a decomposi¢ao ortogonal induzida por rq, H =H, ®H_, com H, =
{z;7r0(x) = 2} e H_ = {x;ro(x) = —x}. Com respeito a esta decomposigao escrevemos

(1 0 - ai; Q2
TO_(O _1) ) ¢(Z)_<—CLT2 (lgg)’

onde a1 e asy sao fungdes anti-simétricas ay; : Hy — Hy e ag : H_ — H_, respectiva-
mente. Entao temos

0 a
TuF 00 =@l =2 0 ).
12
Como [|X]|, = inf{[Z];Z ¢ um levantamento de X}, para qualquer € > 0
podemos escolher Z de modo que |Z| < || X|| , +e. Agora temos, || X||, +c > |Z] > [[¢(Z)]|
como consequéncia do corolario (|1.59)) e do lema anterior obtemos

1 0 an
0 POl = TP, = 5 0@l = (2 %))
< &11 aiz
B —app (22
= llo(2)ll
de onde obtemos [T, F'(X)|| .,y < [IX|l,,, + € que implica [T, F'(X)]| .y < [|X]],, pois
e > 0 pode ser escolhido arbitrariamente pequeno. 0

A seguir, apresentamos fungoes que reduzem comprimento me : Gr(H) — &
de Gr(H) na esfera unitaria . = {n € H;||n|| = 1}. Consideremos . como uma varie-
dade Riemanniana com a métrica dada por ||[W||, = s ||W]|, paracadan € S e W € T,..

Para cada £ € .7, considere a fungao mg : Gr(H) — . dada por:
me(r) = r(§).
Proposigao 2.20 A fung¢iao mg¢ : Gr(H) — . reduz comprimento.

Demonstragao. Considere uma curva r(t) em Gr(H) com 7(0) =Y € T,(0Gr(H). A
curva imagem é meg(r(t)) = r(t)€, entao

Tame(¥) = G| (meon® =G| mer() = | r6 =i =ve

Logo,
1 1
[T 0yme(V)|, e = 1Y Elluore = 5 IVEN< S IV =1V o) -

Para { € .7, definimos a funcao F¢; Fy : & — % por
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Corolario 2.21 Seja & uma bandeira generalizada. Para qualquer representacao de
Grassmann de A em py com respeito a rg, e qualquer £ € 7, a funcao F¢ reduz compri-
mento.

Demonstracao. Observando que Fy = m¢ o F' e como cada uma dessas fungoes reduz
comprimento temos

1T, Fe(X) 1T (e © FYX) | )y = | T Gr (T, F(X)) | 1T, F(X) < [IX1lp

lrep) = me(F me(F(p)) = ()

para todo pe &, X € T, 2. 0O

2.2.3 Condicoes geométricas para minimalidade

Aqui damos condigoes “extrinsecas”’que garantem que um arco suficientemente
curto de uma curva do grupo uni-paramétrico y(t) = L.tz py minimiza comprimento entre
todas as curvas com os mesmos extremos. A palavra “extrinseca’aqui significa que essas
condigoes se referem a representacoes de Grassmann.

Essas condigoes sao apresentadas em duas formas nos teoremas (12.24)) e (2.26).

Condigoes de minimalidade para uma representagcao de Grassmann dada

Seja & uma bandeira generalizada junto com uma representagao de Grassmann
em po com respeito a rg, digamos ¢ : A — B (H). Seja X € T,,Z e um levantamento Z
de X dado.

Defini¢ao 2.22 O par (X, Z) estd em boa posi¢c@o para a representa¢ao de Grassmann
dada, se existe um vetor unitdrio &€ € H tal que as sequintes condi¢oes sao satisfeitas:

Lzl = 11X,
2. & realiza a norma de Z?%, ou seja, ¢ (Z?) € = =N\, A= |Z].
3. 1o(§) =&, 10 (9(2)€) = —(Z)S.
Note que, por causa da condigao (2) acima temos A = |Z| = ||¢(Z)]|.

Lema 2.23 Dada uma representag¢io de Grassmann ¢ : A — B(H) de &2 em py com
respeito a ro, e um par (X, Z) (X # 0) que estd em boa posi¢io para esta representacado,
entio Fe : & — . leva a curva do grupo uni-paramétrico y(t) = Lezpy na geodésica

w(t) = Fe(y(t)) na esfera .. Mais ainda, o comprimento de w(t) desde 0 até 0 <t < 37T

coincide com o comprimento de (t), ou seja, lyw = t|Z|.
Demonstragao. Considere pn > 0 e n € H com ||n|| =1 tal que ¢(Z)§ = pn. Temos,

=M= —NHE,6) = (=N6,8) = (0(Z2°)€,6) = (0(Z22),€) = (9(2)p(Z)¢,€)
(Z)E, p(Z)E)
(Z2)E, p(Z7)E)
= —(¢(2),6(2)¢)
—{um, pm)
—12{(n, n)

A
A

{
{
{
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Logo, A = p. Vejamos que ¢(Z) deixa invariante o subespago bi-dimensional A gerado
por £ e 7, assim como seu complemento ortogonal At ja que ¢(2)€ = un = \n e

¢(Z)€> _MZ2PE _9(Z%)E MK

. SRAL VS

o2 =2 ( Ve _ TR X

Assim,
H(Z) (1€ + aon) = a1 p(2)€ + d(Z)n = I — aA§ € A

para todo a € + asn € A e com isso para todo y € A+ obtemos

(1€ + aon, d(2)y) = (D(Z)" (ar€ + aom),y) = (H(Z7) (€ + aan), y)
= —((Z)(a1€ + aan),y)
—({a1An — a2A§,y) =0

para todo a € + agon € A, ou seja, ¢(Z)y € At

O conjunto B = {£,n} forma uma base ortonormal para A e como ¢(Z)§ = A e
&(Z)n = —A¢ a matriz M de ¢(Z) com respeito a base B é

M:(g ‘OA>.

Devido a que (X, Z) estd em boa posigao para a representagao de Grassmann tem-se que
ro(§) =& ero(n) =10 (¢(f)£> = —‘Mf)é = —n. A reflexdo ry deixa estavel A e AL, e sua
restricao a A tem matriz Ry com respeito a base B:

1 0
r=(y )

Note que w(t) = F¢ (y(t)) = F (7(t)) & = ¢ (") 109 (e77) & = e Prget?9)¢
e para facilitar as contas vamos usar a representacao matricial com respeito a base B.
Calculemos primeiro e'™

tM 0 —=A ﬁO_A2ﬁO_>‘3...
e —1—|—t()\ 0 —i—2 A0 —1—3! A0 +

t)? )3
= Iy+ (At)Jo — ( 2> Iy — (3!) Jo+ -
- —1)" 2n = —1)" 2n+1
p> —<<2n§! (B0l +2 ﬁ“ﬂ o

= cos(At)ly + sin(At)Jy

10 0 -1
v=(ov) e ()

disto podemos concluir que

onde

e”™M = cos(A\t) Iy — sin(\t)Jo.
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Logo,

= [cos(m( (1) .>+sm(>\t)< (1) _01 )} ( é O > |:co:>()\t)< é )—sin(kt)( (1) _01 )} ( é )
= (b )G n ) (e =88 (6)
- () () ()
- (w6 ) (560)
cos?(At) — sin?(\t)
- ( sin(At) cos(At) 4 cos(At) sin(At) )

e portanto w(t) = cos(2At)§ + sin(2At)n. Assim, w(t) é uma geodésica na esfera .7.

Finalmente calculemos o comprimento de w(s) desde s = 0 até s = t,

t t
1
fw= [ 0l ds = [ 5lws)lds
0 0

t
1
- / 5 ||—2Asin(2As)€ + 2A cos(2As)n|| ds
0

b1
_ /—(2/\)ds
0 2
-

t|2].

O

Teorema 2.24 Dada uma representagdio de Grassmann ¢ : A — B (H) de A em py com
respeito a ro, e um par (X, Z) (X # 0) que estd em boa posi¢io para esta representacado,
defina y(t) = Lazpo. Entao v(t) minimiza comprimento entre os pontos pg = v(0) e y(t)
se
T
0<t<——.
2|Z|

Neste caso,

d(v(0),7(t)) =ty =t1Z].

Demonstragdo Considere a curva §(s) em & com 0 < s <t que liga py = v(0) e v(¢),
para 0 < ¢ < 57 Considere v(s) = Fe(6(s)) e w(s) = Fe(v(s)). Estas curvas unem
¢ =w(0) aw(t). Temos as seguintes desigualdades:

1 lhw < llvse 0 <t < pois w é uma geodésica na variedade de Riemann .%.

2\2\
2. 56 > L, pois Fe reduz comprimento de acordo ao coroldrio (2.21)).

Agora observe que liy = (iw pelo lema (2.23). Entdo combinando essas observagoes
obtemos
loy = Lhw < lhv < L40.
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Uma condicao geométrica alternativa suficiente para minimalidade

Aqui apresentamos um teorema similar ao teorema ([2.24)), acerca de curvas do
grupo uni-paramétrico que sao minimas.

Definicao 2.25 Seja X € T,,%?. Dizemos que uma representagdo ¢ : A — B(H) da
algebra-C* A € adaptada a X se as sequintes condi¢oes sao satisfeitas:

1. Existe um levantamento minimo Z de X.

2. Eziste um vetor unitdrio ¢ € H o qual é um autovetor que realiza a norma de ¢(Z?),
1sto €,

H(ZHE =N com N=|Z|.
3. Para cada ¢(b) € ¢(U,,) o vetor ¢(b)€ € H € ortogonal a ¢p(Z)E.

Diremos que um tal Z ¢ adaptado a X.
Note que na definicao anterior a representacao pode nao ser injetiva.

Teorema 2.26 Dada ¢ : A — B (H) uma representagao de A adaptada a X € T,, 7, a
curva do grupo uni-paramétrico vy(t) = Ltz py minimiza comprimento até t = ﬁ para
PO

qualquer Z adaptado a X.

Demonstragao. Defina a reflexao ry em H como segue,

ro(C):{ _Cg :2 ggggj

onde S,, é o fecho do espago vetorial gerado por Q = {¢ € H;( = ¢(b)&, 9(b) € dp(U,,)}-
Observe que o comutante de ry contém ¢(U,,). De fato, provemos que o conjunto 2 é
invariante sob ¢(U,,). Sejam ¢(b) € ¢p(U,,) e ¢ € €, entdao ¢ = ¢(c)§ com ¢(c) € p(U,,).
Logo,

P(b)¢ = ¢(b)o(c)§ = ¢(be)§ € Q

J_ 7 ~ . . N . ’
e portanto S,, e S, também sdo invaraintes sob ¢(U,,). Em consequéncia, ¢ é uma re-
presentacao de Grassmann em py com respeito a ry.

A seguir observemos que o par (X, Z) estd em boa posi¢ao com respeito a ry na
representacao ¢. Com efeito, é suficiente ver que ¢(Z)¢ € S,.. Mas para cada ¢(b) €
d(U,,) temos (4(b)€, p(2)€) = 0, o qual mostra que ¢(Z)§ é ortogonal a €2 e portanto a

Spe- Agora a prova segue do teorema (2.24)). 0O

2.2.4 O teorema de minimalidade

Na subsecao anterior, assumimos que uma representacao de Grassmann de A, e
os teoremas de minimalidade nela dependem da fungao equivariante F' : & — Gr(H)
dada pela representacao. Agora chegamos a um dos principais teoremas neste trabalho,
o qual d4 uma condicao intrinseca para minimalidade. A prova, contudo, baseia-se na
construcao de uma representacao e uma reflexao isotrépica a fim de aplicar os teoremas
da subsec¢ao anterior.
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Para encontrar uma representagao de A adaptada ao vetor tangente X € T, <,
precisamos estados da algebra A “adaptados’a X.

Considere o estado ¢ : A — C da élgebra A dada pelo vetor £ na definigao (2.25)),
p(a) = (¢(a)€, &)

para todo a € A. Com este estado ¢, definimos o produto interno em A,

(a1, a2) = p(azar) = (p(ar)€, p(az)§).

Observacgao 2.27 A sequnda condi¢do da defini¢ao (2.25), isto €, existe um vetor unitdrio
& € H que € um autovetor que realiza a norma de ¢(Z?), ou seja,

$(Z°) = -N¢ com \=|Z|

€ equivalente a condicao
7+ N1 € Kerp, \=1Z|.

Com efeito, o elemento simétrico Z2 + A21 ¢ positivo porque |Z|* = A2. Entéo
(6(Z?) + A?1) € = 0 ¢ equivalente a

((6(Z2) +X°1)€,6) =0

Observacao 2.28 A terceira condigao na defini¢ao (2.25)), a saber, para cada ¢(b) €
d(U,,) o vetor ¢p(b)¢ € H € ortogonal a p(Z)E, isto €,

(@(b)S, 6(2)€) =0
para todo ¢(b) € ¢p(U,,) € equivalente a condigdao: para cada b € U,,, Zb € Kerp.

De fato, observe que

p(2b) = (0(2b)¢, &) = —(o(b)E, ¢(2)E).

As observagoes ([2.27)) e (2.28) nos conduzem ao seguinte.

Definicao 2.29 Seja X € T,/ 7. Dizemos que um estado ¢ € adaptado ao vetor tan-
gente X se ele admite um levantamento Z tal que

L2 = 1 Xl,,-
2. Z*+ N1 € Kerp, A= |Z|.
3. Para cada b € U,,, Zb € Kerp.

Claramente ter uma representacao de A adaptada ao vetor X é equivalente a
existéncia de um estado ¢ adaptado ao vetor X.

A seguir provaremos um lema 1til para o qual necessitamos alguma notacao.
Fixemos Z € A, definamos M = {b1Z + Zby € A;b1,bs € B, }. Note que a parte
simétrica de M é

M*™ = {bZ — Zb*;b € B,,} = {bZ + Zb;b € B

PO

Observe que a condicao 2 na definicao anterior é equivalente a exigir que M*™ C
Keryp, pois U, gera linearmente B,, e Kery ¢ fechado-x*.

Denotemos por S o subespaco real de A%™ gerado pelo subconjunto M*™ e o
elemento Z2 + A\?1 em A onde \ = |Z].
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Lema 2.30 As sequintes sao equivalentes:
1. Eriste uma forma linear real em AS™ que é um estado.

2. SNC =0, onde C € o cone aberto de elementos invertiveis positivos de A.

Demonstragao. (2) = (1) Pelo teorema de Hanh-Banach, se o espago vetorial real S
nao intercepta C', existe um funcional linear que é positivo em C', e se anula em S. Este
funcional linear quando é normalizado (se for necessario) é o estado desejado.

(1) = (2) Por outro lado, qualquer estado ¢ estritamente positivo nos elementos
invertiveis positivos de A%, assim o cone C nao intercepta S. 0O

Proposigao 2.31 Seja & uma bandeira generalizada sobre o grupo unitdrio da dlgebra-
C* A. Seja X um vetor tangente de &2 e seja Z € A um levantamento de X. Entdo
com a notacao anterior, as sequintes condicoes sao equivalentes:

1. Existe uma representacdo de A adaptada a X .
2. Existe um estado ¢ adaptado ao vetor X.
3. S nao contém elementos invertiveis positivos de A.

4. |Z% <|Z% +m|, para todo m € M*™.

Demonstragdo. (1) < (2) Segue das observgoes ([2.27)) e (2.28)).
(2) < (3) Segue do lema (2.30)).

(3) = (4) Suponha que a condi¢io 3 é satisfeita e que |Z%| > |Z% +my| =
|—Z% — my| para algum mg € M*™. Entao olhando os elementos de A como operadores,
o operador A\%1 é mais grande que —Z2% —my, ou seja, A1+ Z%4+mgy > 0 que é um elemento
invertivel positivo em S e isto contradiz a hipdtese.

(4) = (3) Suponha que existe um elemento invertivel positivo da forma s(\?1 +
Z*)+m com s € R e m € M*™ entao terfamos

s(N1+2*)4+m>0>0 paraalgum o€ R.
Claramente podemos considerar s > 0, e assim
MN1+Z°4m>7>0 paraalgum 7€R,

logo A?1 > —Z? —m como operadores e por conseguinte |Z2| > |Z2 4+ m|, o qual contradiz
a condigao 4. 0O

A 1ultima ferramenta da qual precisamos para provar nosso principal teorema é o
seguinte resultado de convexidade.

Lema 2.32 No contexto anterior suponha que |(Z + b)?| > |Z?| para todo b € B,,. Entao
|Z2| < |Z* +bZ + Zb], para todo b € B,,.
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Este lema tem uma interpretacao geométrica simples que ¢ ilustrada na Figura
baseada no fato de que a expressao bZ+Zb é a derivada em ¢ = 0 da expressao (Z+tb)?.

Demonstragao. Considere para t > 0 a fungao a valores de A h(t) = Z? + w
Primeiro mostremos que |h(t)| > |Z?|. Supondo o contrério, que |h(t)] < |Z?|, entao a
combinagao convexa th(t) + (1 — t)Z? tem norma [th(t) + (1 —t)Z?| < |Z?| para todo
0 <t < 1. Note que

th(t)+ (1 =22 =tZ* + (Z +tb)* = Z° + (1 — ) 2% = (Z + tb)~.

Entao obtemos |(Z + b)?| < |Z?| que contradiz a hipdtese. Observe que lim h(t) = Z* +
—

bZ+ Zb. Considere a desigualdade |h(t)| > |Z?| e tomando o limite quando ¢ — 0 obtemos
|Z% +bZ + Zb| > |Z?| como desejdvamos. O

7+ Zb+ b2

Zb+bZ

Figura 2.5: O ponto Z2 + bZ + Zb se encontra fora da esfera de raio | Z?|.

Teorema 2.33 Seja & uma bandeira generalizada. Considere p € & e X € T,2.
Suponha que existe Z € A" o qual é um levantamento minimo de X. Entdo a curva
do grupo uni-paramétrico y(t) = Let=pg tem comprimento minimo na classe de todas as
curvas em & unindo v(0) a y(t) para cada t com |t| < 37

Demonstracao. Pelo teorema é suficiente mostrar que existe alguma representagao
de A adaptada a X. Pela hipétese temos que |Z +b] > |Z|, para todo b € B*.
Tanto Z como b sdo anti-simétricos em A4 entdo a condigdo |Z +b| > |Z| para todo
b € Bt ¢ equivalente a |(Z 4 b)?*| > |Z?| para todo b € Ba*. Do lema obtemos
|Z%| < |Z% + bZ + Zb] para todo b € B3™. Portanto da proposigao temos que existe
alguma representacao de A adaptada a X. 0O

Observagao 2.34 No teorema (2.33), a hipdtese analitica |Z + b| > |Z|, para todo b €

ngt, implica a condigao geométrica que o par (X,Z) estda em boa posi¢io em alguma

representacao da dlgebra-C* A.
2.2.5 Existéncia de curvas minimas com velocidade inicial dada

Agora consideramos a questao da existéncia de curvas com um vetor velocidade
inicial X dado. Do teorema ([2.33)), necessitamos saber que existe um levantamento Z que
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¢ minimo, ou seja, |Z| = [|X]|, ou equivalentemente |Z +b| > |Z| para todo b € By
No caso em que A é uma &lgebra de Von Neumann (4lgebra-W*), a existéncia de tal
levantamento minimo estd garantida e isto serd demonstrado no teorema ([2.37)).

Precisaremos um teorema sobre a minimalidade da norma. Suponha que A é
uma algebra-W* fracamente fechada. Observe que as partes simétrica e anti-simétrica de
A e B também sao fracamente fechadas (ver [18] p.14).

Teorema 2.35 Suponha que A é uma dlgebra-W* e que B é uma subdlgebra-W* de A
fracamente fechada. No espaco quociente A5™/B*™ a norma (quociente) de cada classe
¢ realizada por algum elemento nesta classe.

Demonstracao. Seja Z € A*™ e para todo nimero natural n seja b, € B*™ tal que
1. |Z + b,| é uma sequéncia decrecente de numeros.

2. Se z = inf |Z+ b| é a norma da classe de Z no quociente A*™/B*™  entao
beBszm

1
2| Z 4 by < 24— (2.1)
n

O conjunto dos b,, é limitado por
ol <|Z +bu] + 2] < 24+ 1+ 2],

assim este conjunto é fracamente compacto. Entao existe b € B*™ que estd no fecho fraco
de qualquer cauda {b; k > n}. A partir disto é claro que Z +b € B*"™ est4 no fecho fraco
de qualquer cauda D,, = {Z + by; k > n}. O teorema serd provado uma vez mostrado que
|Z + b| = z. Suponha que |Z + b| > z, de modo que existe um nimero natural ny tal que
|Z +b] > 2+ % Denote por A, um pre-dual da algebra-W* A. Entao,

|Z +b| = sup [(n, Z + b)],

neA,
In|=1

onde (n, Z +b) indica o valor de Z + b em 7. Podemos escolher £ € A, de norma um, tal
que
1
|Z +b| > [{§, Z + b)) >zt —
0
Agora como Z + b estda no fecho fraco das caudas D,, para qualquer nimero natural n,
entao dado € > 0 existem nimeros n arbitrariamente grandes tais que

(& Z +0)| = (& Z + bu)l| <&

Tomando ¢ > 0 suficientemente pequeno, podemos encontrar algum n > ngy tal que
|(¢€, Z + b,)| seja mais grande que z + nio Mas |Z + b,| > [(§,Z + b,)| e obtemos que
|Z + b,| >z + nio >z + % que contradiz a desigualdade 1’ acima. 0O

Portanto, o seguinte coroldrio ¢ imediato

Corolario 2.36 Suponha que A ¢ uma dlgebra-W* e que B é uma subdlgebra-W* de A
fracamente fechada. No espago quociente AS™/B5™  a norma (quociente) de cada classe
¢ atingida por algum elemento nesta classe.
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Teorema 2.37 Seja A uma dlgebra-W*, e seja &7 uma bandeira generalizada do grupo
unitario de A. Seja X € T,%. Entao existe um levantamento minimo Z de X, e
portanto a curva do grupo uni-paramétrico y(t) = Lee=p tem comprimento minimo em &
entre todas as curvas unindo y(0) e y(t), para cada t com |t| < 37

Demonstracao. Do coroléario obtemos que existe um levantamento Z de X que
satisfaz |Z| = || X||,- A minimalidade da curva do grupo uni-paramétrico segue do

teorema ([2.33)). O

Deste modo, para algebras de Von Neumann, para cada “direcao” X € T,
([[z]], = 1) existe uma curva do grupo uni-paramétrico ¥(t) = Let=p, ¥(0) = X, a qual é
uma curva minima para comprimento até m/2. Note que devido a falta de convexidade
estrita da norma pode haver outras geodésicas com os mesmos vetores velocidade inicial.

- /

Figura 2.6: o quadrado representa a esfera unitaria que provém da norma do maximo e
o desenho vermelho a esfera unitaria que provém da norma do maximo suavizada. As
curvas azuis sdo geodésicas unindo os pontos (0,0) e (1,0).

O fenomeno descrito acima se ilustra na figura onde as curvas azuis sao
da forma (t) = (x(t),y(t)) com 2/(t) > 0 e [y ()| < |2/(t)]. Logo, &(v) = [y |V (£)] dt =
fol 2'(t)dt = x(1) — z(0) = 1 e este é o mesmo comprimento do segmento de reta horizon-
tal que une (0,0) e (1,0). Observe que o comprimento das curvas v pode ser calculado
para a norma do maximo e a norma do maximo suavizada, isto é, o fenomeno de varias
geodésicas com os mesmos vetores velocidade inicial é devido a falta de convexidade es-
trita e nao a falta de diferenciabilidade.

Concluimos esta se¢ao com a seguinte observacao acerca do diametro de qualquer
bandeira generalizada sobre uma algebra de Von Neumann como uma consequéncia dos

teoremas ([2.33)) e ([2.37)).

Proposicao 2.38 Seja & uma bandeira generalizada sobre uma dlgebra de Von Neumann

A. Entao o diagmetro d(Z) de & satisfaz § < d(P) < .

Demonstragao. Seja X um vetor tangente a & nao nulo e qualquer ponto p. Seja Z
um levantamento minimo de X. Entao a distancia entre os pontos p e ﬁ ¢ 7, onde
¥(t) = Lgzp (por teorema ) Portanto d(%?) > 7. Por outro lado, para p,0 € &
seja g € U tal que Lyp = 0. Como estamos supondo que A é uma algebra de Von
Neumann existe um elemento simétrico s € A tal que € = g e |s| < 7 (ver [I5]). Entao
a curva L.tz p tem comprimento menor ou igual a 7 e une p a o. O
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2.3 Alguns exemplos concretos

2.3.1 Os exemplos mais simples

O possivel exemplo mais simples é dado pela reta projetiva complexa CP! = S?
como um espaco homogéneo de U(2), e a isotropia é dada pelas matrizes da forma

e’ 0
0 ¢ |-

Vectores tangente levantados candnicamente para vetores na dlgebra de Lie T1U(2) da

forma _
0 —p
(5 ):

A isotropia age transitivamente nas direcoes em T,,CP?, e portanto a tinica métrica inva-
riante sao multiplos da métrica redonda candnica dada por ¢g(f, 5) = |3 \2. Neste caso, as
composigoes das fungoes que reduzem comprimento colapsam, e uma € levantamento com
a identidade em CP': escolhamos a identidade de U(2) como representacao de Grassmann,

e para qualquer vetor tangente
_ 0 —p

(10
=1l 41

¢ uma reflexdo isotropica adaptada a &. A isotropia de ry coincide com a isotropia de
CP', e a composicao

A reflexao

25 arH)S .7

¢é a identidade.

Uma caracteristica importante deste exemplo e de fato de todas as variedades de
Grassmann é que a norma quociente coincide com a “norma conexao”, isto é, o levan-
tamento canonico anterior realmente realiza a norma minima de todos os levantamentos
possiveis.

Consideremos agora o espaco & = U(3)/U(1) x U(1) x U(1) de 3-bandeiras
em C3. A isotropia estd composta de matrizes unitarias diagonais, e um vetor tangente
X € T,Z que tem um levantamento canonico para 71U (3) da forma

0 —a —b
a 0 —c¢
b ¢ 0

Em contraste ao exemplo anterior, o levantamento canonico em geral nao realiza
a norma quociente, e o problema de encontrar tal levantamento minimo em geral é com-
pletamente dificil. Existem configuragoes especiais, no entanto, na qual o levantamento
canonico realmente realiza a norma, por exemplo vetores da forma

0 —a —b
Z=1a 0 0
b 0 0
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Para tal Z e qualquer bandeira p € &2, a curva L.zp é minima para comprimento até 7/2.
Para este tipo de vetores podemos escolher como representagao a identidade de B (C?), e
como reflexao isotropica a matriz

1 0 O
r=1|0 -1 0
0 0 -1

Com modificacoes menores, neste exemplo podemos substituir C* por um espaco de Hil-
bert geral H e qualquer nimero (finito) de bandeiras. Mais exatamente, se H é decom-
posto como H = H; @ - - - & H.,, qualquer operador A € B (H) pode ser escrito em forma
matricial A;; com respeito a decomposicao A;; : H; — H;. Se D é o espaco de matri-
zes diagonais, o espago homogéneo U(H)/D é o espago de n-bandeiras em H, e aplica a
mesma argumentagao.

O tipo de vetores para o qual podemos calcular realmente o minimo na fibra,
como em Z acima, pode ser dado para qualquer bandeira generalizada:

2.3.2 Vetores tangentes tipo Grassmann

Aqui olhamos no caso onde temos uma projecao p € A a qual estd no comutante
de B,,; isto abstrai a situacao do paragrafo anterior. Nesta situacao podemos descrever
vetores tangentes especiais como segue:

Teorema 2.39 Suponha que existe um projetor autoadjunto p € A o qual estd no comu-
tante da subdlgebra- C* B,, em A. Suponha que um vetor tangente X € T, & admite
um levantamento minimo Z, e que Z € A tem grau um com respeito a p, ou seja,
pZ = Z(1 —p). Entio X € a velocidade inicial da curva do grupo uni-paramétrico que
minimiza comprimento em & até t =

Demonstracao. De acordo ao teorema , é suficiente mostrar que A admite uma
representagao adaptada a X. Da teoria geral de representacoes de algebras-C* (ver [15] ou
[16]), podemos escolher uma representacao ¢ : A — B (H) para algum espago de Hilbert
H onde existe um vetor 7 que realiza a norma de ¢(Z?). A projegao ortogonal ¢(p),
produz em ‘H uma decomposigao ortogonal na qual podemos escrever ¢(Z) da forma

wn=(0 7).

o= (7 L),

T
M2

por esta razao

Note que, em tal decomposicao n é dado como n = ( ) e satisfaz que,

Zz(m) = =Nm, A=1Z](= ¢(2)|).

/
Consideremos primeiro o caso n; # 0. A ideia é que podemos definir £ = ( %1 ) a nor-

T
0

malizacao de ( ) em H. Com este & podemos verificar que a representagao escolhida
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previamente é adaptada a X. Com efeito, qualquer b € B, comuta com p, e ¢(b) é
apresentado como uma matriz diagonal de operadores

¢(b>=(b01 b02)

Disso a condicao de ortogonalidade ¢é satisfeita pois

snce(2 ) (£)-(3)
(5 ) (6)-('%)

No caso em que n; = 0 procedemos similarmente, considerando a componente 7, # 0 em
lugar de ;. O

2.3.3 Um exemplo concernente ao diametro

Sabe-se da se¢@o anterior que o didmetro de variedades de Grassmann é /2.
A proposicao (2.38) nos diz que o diametro de uma bandeira generalizada esta no in-
tervalo [r/2,7]. O didmetro do grupo unitdrio, como uma bandeira generalizada tri-
vial, é 7, porém resta estudar o diametro de bandeiras generalizadas nao triviais. Aqui
mostramos exemplos nao triviais de diametros proximos a 7: considere a algebra-C*
A=C"=Cx---x C, cujo grupo unitario é o n-toro T". Seja B a subdlgebra esca-
lar, e olhemos o espago homogéneo &, = U(A)/U(B) = T"/A onde A é a diagonal de T".

Considere o ponto p € &2, dado pela projegao de
(e’”, e L e e et e”) =uecU(A),

isto é, u = diag (ei’“%), k = —n,---,n omitindo £k = 0. A fibra sobre p é dada pelos
. (r+km)

pontos da forma u, = e"u = diag (eZ n >, r € R. E fdcil ver que se u, = e, 7 =

(1z_p, -+ ,iz,), entd@o ao menos um dos z; pode estar préximo a m se n é suficientemente
grande. Isto mostra que diam (&,) — 7 quando n — oco. Mais exatamente, em [I1] se
mostra que diam (&) = ”T_lﬂ. E facil construir um exemplo na mesma linha de ideias

em & =U(A)/U(B) onde A= [] C, B os escalares, onde o diametro é exatamente 7.
nez

2.3.4 Um exemplo de nao unicidade

Em algebras-C* gerais, elementos com norma minima em alguma classe de equi-
valéncia sao introduzidos e caracterizados. No artigo [2] foi estudado o conjunto de ma-
trizes hermitianas minimas, no caso onde a algebra-C™* consiste das matrizes complexas
3 x 3, o quociente é tomado pela subalgebra de matrizes diagonais. Estuda-se inteira-
mente o conjunto de matrizes minimas particularmente por sua relacao com o problema
geométrico de encontrar curvas minimas em variedades bandeira. Para a variedade ban-
deira de “quatro retas complexas mutuamente ortogonais”em C?, se mostrou que existem
muitas curvas minimas unindo pontos arbitrariamente préximos. No caso da variedade
bandeira de “trés retas complexas mutuamente ortogonais”em C? o fenémeno de multiplas
curvas minimas unindo pontos arbitrariamente proximos nao ocorre. Em nosso trabalho
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sO apresentamos o caso da variedade bandeira de “quatro retas complexas mutuamente
ortogonais”em C*.

Seja A uma &algebra-C* com unidade e 1 € B C A uma subalgebra-C*. Sejam
U e Up os grupos unitérios de A e B, respectivamente. Denotamos com A" e B os
conjuntos de elementos anti-hermitianos de A e B, ou seja, as algebras de Lie de U e
Up, respectivamente. Finalmente, denote por & o espago homogéneo U /Up, com a agao
natural esquerda Ly, g € U, de i em &?. O espaco & estd munido da métrica de Finsler
invariante dada pela norma quociente no espaco de Banach 4" /B (o espago tangente
a & no ponto base).

O teorema ([2.33)) provado na se¢ao anterior mostra a importancia do conjunto de
vetores minimos no estudo do espaco de curvas minimas em tais espagos homogéneos.

Apresentamos uma caraterizacao conveniente do conjunto de vetores minimos
para dlgebras-C* gerais (teorema ([2.42))). Este resultado esté inspirado no teorema ([2.33)),
foi publicado em [1].

Consideramos o caso onde A é a algebra- C* de matrizes complexas 4 X 4, e
B é a subdlgebra de matrizes diagonais em A. Neste caso, vetores minimos diferentes
podem dar origem a curvas minimas diferentes, mais ainda o seguinte fenémeno inusual
¢ mostrado: existem infinitas curvas minimas unindo pontos arbitrariamente préximos.
Este resultado foi publicado em [I].

Vetores minimos

Denotemos com A" e B", os conjuntos de elementos hermitianos de A e B para
introduzir a seguinte definicao

Definicao 2.40 Chamamos um elemento Z € A" minimo se ||Z|| < |Z + V||, para
todo V € B*™. Similarmente, no caso hermitiano, qualquer Z € A" é dito minimo se
1Z|| < ||Z + V||, para todo V € B".

Observagao 2.41 Note que como para qualquer operador, || Im(X)|| < || X|| e [|[Re(X)]] <
| X seque que Z € A (ou Z € A") é minimo se e somente se || Z|| < ||Z + B||, para
todo B € B.

O proximo teorema segue ideias da se¢ao anterior. Vamos escrevé-lo abaixo em
sua forma anti-hermitiana, e um teorema similar pode ser mostrado para o conjunto
isométrico de elementos hermitianos.

Teorema 2.42 Um celemento Z € A é minimo se e somente se existe uma repre-
sentagdo ¢ de A no espaco B (H) e um vetor unitdrio & tal que ¢(Z*)€ = — ||Z||2§7 e
(d(Z2)€,0(B)E) = 0 para todo B € B.

Demonstra¢cao. Suponha primeiro que existem ¢, H, £ como no enunciado, entao se
B € B,

1Z + BII* > 16(Z + B)EI* = 16(2)El” + llo(B)EI’

lo(Z)el?

—(#(2%)¢,€)
I

v
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Suponha agora que Z é minimo. Denotemos novamente por S o subespaco real,
linear e fechado gerado pelo elemento Z2 + ||Z||> 1 e os operadores da forma ZB — B*Z
para todo B € B possivel. Note que Z2 + HZH21 é positivo e ZB — B*Z é hermitiano,
isto 6, S C A"

Denote por C' o cone de elementos invertiveis positivos de A. Fazemos uma
afirmacao

Afirmacao 2.43 A condicao de minimalidade implica que SN C = (.

Demonstragao. Como C' é aberto, existiria de outra forma um s € R e algum B € B
tais que s(Z2+ || Z||* 1)+ ZB — B*Z > r1, com r > 0. Podemos assumir que s > 0, assim
que dividindo por s obtemos que para algum B € B, r > 0,

Z2+||Z|°1+ ZB — B*Z > rl. (2.2)
Também observe que Z2 + || Z||*1 > 0, logo para n > 1,
n(Z>+||Z|°1) + ZB - B*Z > 21 + ZB — B*Z > 11

ou equivalentemente, dividindo por n,

1 1
22421+ 2 (EB) - (—B*) Z >1r'l.

n

Em outras palavras, pode-se encontrar B € B de norma arbitrariamente pequena
tal que a desigualdade ([2.2)) é satisfeita. Esta desigualdade claramente implica que

0(Z*4+ ZB - B*Z) C (— ||Z|]* , +0).

Por outro lado, como B pode ser escolhido de norma arbitrariamente pequena, e Z2 é nao
positivo, é claro que se pode escolher B de modo que (22 4+ ZB — B*Z) C (—o0, || Z|%).
Portanto existe B € B** tal que || 2% + ZB — B*Z|| < ||Z||” mas isto contradiz a mini-
malidade de Z pelo lema .

Temos que SN C = (. Pelo teorema de Hahn-Banach existe um funcional linear
limitado ¢y em A" tal que

wo(S) ={0} e o(C)=(0,+0).

O funcional ¢y tem uma extensao hermitiana a A tnica, seja ¢ a normalizacao deste
funcional. Entao claramente ¢ é um estado que se anula em S. Sejam ¢, H, ¢ a tripla

GNS associada a este estado. Note que Z2 4 || Z||*1 € S, (¢(Z%)€,€) = o(Z2?) = — || Z|)%,
e por conseguinte, pela parte da igualdade na desigualdade de Cauchy-Schwarz, segue que
$(2%)E =~ |1Z|¢.

Mais ainda, 0 = p(ZB — B*Z + Z? + | Z||*1) = @(ZB — B*Z). Como ¢ é hermitiana,
isto sginifica que Re (p(ZB)) = 0 para todo B € B. Pondo ¢B em lugar de B, tem-se que
©(ZB) =0 para todo B € B. Entao 0 = (¢(ZB)&, &) = (0(Z2)E, ¢(B)E). 0

Agora apresentamos uma variedade de Finsler de dimensao finita a qual tem
muitas curvas minimas unindo pontos arbitrariamente préximos.
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A variedade bandeira #2(4) de 4-uplas de retas mutuamente ortogonais em C*

Considere o espago homogéneo Z(4), a variedade bandeira de 4-uplas de retas
mutuamente ortogonais em C*. O grupo de operadores unitérios em C age pela esquerda
em C*, enviando cada reta complexa a sua imagem pelo operador. Considere a bandeira
canonica p, = (span{e;},span{es},span{es},span{es}) onde span{e} é a reta com-
plexa gerada pelo vetor candnico e; em C*. A isotropia de p. é o subgrupo de operadores
unitarios “diagonais”.

Considere a subvariedade &2, de &?(4) dada por

Pyg={(l1,13,13,1y) € P(4);span{ly, s} = span{es,es}}.

Note que &y = # x # onde # é a variedade bandeira de duplas de retas complexas
mutuamente ortogonais de dimensao um em C2?. Note também que um par ordenado de
retas complexas mutuamente ortogonais de dimensao um em C? é totalmente determinado
pela primeira reta complexa do par, logo # = CP(2). Mais ainda, CP(2) = ZS, a esfera
de Riemann, portanto # = ZS.

As curvas minimas apresentadas neste exemplo serao construidas em &?;. Para
uma melhor percepcao geométrica dessas curvas identificaremos Z.S, via projecao estere-
ografica, com a esfera unitdria S% em R3, assim faremos a identificacio &, = S? x S2.

Seja A = (N,N) € 2; = 5% x §% o ponto cujas coordenadas sao ambas o polo
norte, N € S%. Seja 2 = (Q1,Q2) € S? x S? qualquer ponto de &, tal que Q; tem
latitude maior que Q2 em S? (Q; estd mais perto de N que Q2).

Vamos fixar 2 de forma que ()5 esteja acima do equador e (), esteja nivelado mais

alto. Introduzimos uma familia de curvas minimas I's(t) = (71,5(t), %2(t)) para t € [0, 1],
todas unindo .4 a 2.

o A curva ,(t) em S? tracard o menor arco do grande circulo que contém N e Q.
e A familia de curvas v, g(t) variard continuamente com o parametro .

e Cada uma das curvas da familia v, 5(t) parametrizard o menor arco de algum circulo
em S? que une N a (1; os arcos nao estarao em grandes circulos, exceto para 3 = 0.

e J

Figura 2.7: Familia de curvas minimas.
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Apresentar as curvas desenhadas acima nos dd uma descricao mais manipulavel
de #(4). Consideremos o subgrupo unitirio = U(4) da algebra-C* A = M,(C) de
matrizes complexas 4 X 4, e denote com B a subdlgebras de matrizes diagonais em A. O
espago homogéneo #(4) é dado pelo quociente % /%, onde ¥ = % N B é o subgrupo de
matrizes unitarias diagonais. O grupo % age em Z(4) pela esquerda. O espago tangente
em 1 (a classe identidade) é o subespago de matrizes anti-hermitianas em A com zeros na
diagonal.

Construimos &; C £(4) como segue: primeiro considere o subgrupo SU(2) x
SU(2) C % de matrizes unitarias especiais contruidas com dois blocos 2 x 2 na diagonal.
Definamos &; C &(4) como o quociente de SU(2) x SU(2) pelo subgrupo Z de matrizes
unitarias diagonais especiais. Esta subvariedade esta no proprio produto de duas cépias do
quociente # de SU(2) pelo subgrupo de matrizes diagonais em SU(2). Para as relagoes
entre os diferentes grupos aqui mencionados sugerimos [20]. Escrevemos &2y = # x # ¢
um ponto de &; é uma classe (no quociente) a qual nela mesma tem duas componentes
que também sao classes. Usaremos a notacao [U] = ([u1], [uz]) € Pa=W x W .

As curvas minimas comegando em 1 € £, sao da forma ~y(t) = [e!?] onde as ma-
trizes Z sao matrizes anti-hermitianas com traco zero em A, construidas com dois blocos
de matrizes anti-hermitianas na diagonal (cada uma com trago zero).

A minimalidade das curvas esta garantida pelo teorema (2.33)) para as matrizes
Z que serao vetores minimos de acordo com o teorema ([2.42)). De fato, consideraremos

Z € A" da forma
S Z 0
Z= ( 0 Zy )

onde Z; e Z5 sao matrizes anti-hermitianas da forma

4= ( r(sin(a) jriicos(a)) (= Sin(oaz:;icos(a)) > ’

onde z,r,a € Rew € C.

A minimalidade dessas matrizes Z esta garantida no caso onde |w|2 > 22+r% Em
tal caso, ||Z ||2 = |w|2 e, em relacdo ao teorema (2.42)), justamente consideramos o operador
representacao p da dlgebra-C* A = M4 (C), junto com o vetor unitario £ = (0,0,0,1) € C*.

A curva (t) = [e'] = ([e41], [e'%2]) € P, tem duas componentes em #. Consi-
deraremos a esfera de Riemann Z.S como o plano complexo C com o ponto “oco” acrecentado.
Considere uma matriz u em SU(2)

u:(z _(_lb>, onde a,beC e |a*+b)* =1

Consideremos a fungao L : SU(2) — #ZS dada por

L(u) = %, se b#0, casocontrario L(u)= oo.
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E claro que esta funcao induz um difeomorfismo explicito do quociente de SU(2) por suas
matrizes diagonais a esfera de Riemann ZS.

Considere a esfera unitaria S? C R?, e o plano equatorial, C, representa a parte
finita da esfera de Riemann #ZS. Definamos ¢ : ZS — S? como sendo a projecao
estereografica dada por

_ 2< ‘C‘2_1 D3
gO(O_<|<|2+1’|<|2+1>GCXR_R’ para ¢ EE ¢

¢(00) = (0,0,1) = N € S? Cc R®.

Note que na classe b # 0, se ¢ = L(u) = % € C, entdo ¢(¢) = (2ab, la)® —|b]*). Se
b =0, entao |a| = 1 e assim { = L(u) = oo, logo ¢(¢) = (0,0, 1).

Via a composi¢ao de duas fungdes, definimos o difeomorfismo ¥ : #° — S%: para
[u] = [( “ _,b ﬂ € W definimos
b a
V([u)) = @(L(u)) = (2ab, a|* — |o*) = (2ab,1 - 2b[") € 5*.

Considerando a curva ¢(t) = €' em SU(2) com Z; como na férmula (2.3)), e
estabelecendo A = /12 + 22, pode ser verificado que L(q(t)) € ZS é dada por,

L{g(t)) = z(cos(a) + isin(a)) N Cot<t>\))\(sin(a) — icos(oz))’ s t¢ {k‘_ﬂ" ke ]N}

r r A

¢,

L(q(t)) =00, se te€ {]%T, ke ]N} : (2.5)

}\1

eV

Figura 2.8: Suponhamos que ) esta no plano gerado por je k.

Note que L(q(t)) parametriza uma linha reta [, em ZS. Logo, a curva
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é um arco de um circulo em S? (nao necessariamente um grande circulo) contido no plano
em R? que contém ambos, a reta [, no plano equatorial e o polo norte em S?. Pode-se
verificar que este plano tem vetor normal unitario dado por

+(cos(B) cos(a), cos(f) sin(a), sin(3))
onde cos(f) = %, sin(f) = £, com A = /7?2 + 22

>
>

Definamos agora 71 5(t) = ¥ ([¢/“']), onde cos(f) = %, sin(f) = %, com X =

Vr? + 22, e defina 1o (t) = U ([e!%2]).

e Nas construgoes anteriores, a curva 7; g(t) percorre um grande circulo em S? se, e
somente, se 5 = 0 (equivalentemente z = 0).

A curva v,(t) percorre um grande circulo em S? (Z; tem parametro z = 0).

A curva v, 5(t) varia continuamente com o parametro /3.

A curva v g(t) comegaem N € 52 e volta ao ponto exatamente para t € {’%ﬂ ke N}.

A curva v g(t) tem velocidade constante 2) cos(3) em S2.

A curva 7(t) tem velocidade constante 27 em S2.

Damos valores explicitos para os “parametros”z,a,r € R e w € C que definem
Zy e Zy (de acordo as férmulas (2.3) e (2.4), de forma que para ¢t € [0,1], as curvas
Y1,5(t) = U ([e"1]) e yo(t) = ¥ ([¢"#2]) unem o ponto N a Q1 e Q», respectivamente.

Suponha que as distancias de N a Q; e Q em S? sao 2¢; e 2¢,, respectivamente
(com ¢ < ¢o). Por meio de alguma rotacao da esfera S? podemos supor que @ estd no
plano gerado por j e k, como na Flgura e temos que Q1 = (0,sin(2¢;),cos(2¢1)) e

Q2 = (sin(2¢s) cos(fy), sm(?gbg) sin(6s), cos(2gb2)).

Para Z, definamos w = ¢o(— sin(fs) +i cos(6s)) de forma que 1o(1) = ¥ ([e'%2]) =
Q2.

Temos que escolher os valores z,a,7 € R que definem Z;. Isto é equivalente a
escolher 3, a, A € R via mudanca de varidaveis dada pelas equacoes

sin(f) = 2 com A=+r?q 22

cos() = :,

)\ 9
Os parametros « e 8 sa mostrados na Figura 2.8 com a unica restricao de que o
vetor

= (cos(8) cos(a), cos(B) sin(a), sin(f3))
seja ortogonal a um plano 7, g que contém N e Q).
O parametro A é determinado apds a escolha de a e § de forma que o arco curto

unindo N e @1 na intercepgao do plano 7,5 com a esfera S? como na Figura tem
comprimento ¢ igual a 2\ cos(f), de onde é extraido o valor de A.
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