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Resumo

Investigamos a existéncia de solucoes de equacoes do tipo Kelvin-Voigt com retardo na
forga externa e no termo nao linear. Usando a teoria de semigrupos estudamos a existéncia de

solugbes para um problema da forma

%u(t, x) — nA%u(t,m) —vAu(t,z) + (F(t,u) - Vu(t,z) + Vp = g(t,ue), (t,z) € (0,T) x £,
divu(t,z) =0,  (t,z) € (0,T) x Q,

u(0,z) =u’(z), zeQ,

=0, (t,2)e(0,T)x 89,

)
u(t,z) = ¢(t,x) (t,x) € (—00,0) x £,

F(t,u) = / a(s —t)u(s)ds + u(t —r),

—0o0

g(t,u) = / B(s — t)u(s)ds.

Usando a técnica de aproximagoes de Galerkin, estudamos o problema anterior com F(-) e g(+)

dadas por
F(t,ur) = u(t —7(t)), (1)

9(t,ue) = G(u(t — p(t))), (2)
para alguma funcao G apropriada.
Também estudamos a existéncia de solugao para o problema com dado de fronteira nao
homogéneo, descrito como segue:

%u(t, x) — nA%u(t,m) —vAu(t,z) + (F(t,ue) - V)u(t,x) + Vp = g(t,ut), (t,z) € (0,T) x Q,

divu(t,z) =0, (t,x) € (0,T) x Q,

u(0,z) = u’(z), z€Q,



u(t,z) = k(t,z), (t,z) € (0,T) x 9,

u(t,z) = ¢(t,x) (t,x) € (—o0,0) x £,

com F(-) e g(-) dadas por (1) e (2), respectivamente; e k(-) pertencente a um Espago que serd
determinado.
Palavras-chave: Equacoes do tipo Kelvin-Voigt, retardo, problema homogenéneo,

problema nao homogéneo.



Abstract

We investigated the existence of solutions for a Kelvin-Voigt type equations with delay in
the external force and in the nonlinear term. Using the semi-group theory we study the existence

of solution for a problem in the form

%u(t,x} — nA%u(t,a:) —vAu(t,z) + (F(t,u) - Vu(t,z) + Vp = g(t,ue), (t,z) € (0,T) x Q,

divu(t,z) =0, (t,x) € (0,T) x Q,
u(0,z) = u(z), z€Q,
u(t,z) =0, (t,z)€ (0,T) x 00,

u(t,z) = ¢(t,x) (t,x) € (—00,0) x £,

F(t,u) = / a(s —t)u(s)ds + u(t —r),

—0o0

and .
ot = [ Bs—thu(s)as.
Using the Galerkin approximations method we study the same with F(-) and g(-) given
by
F(t,up) = u(t = 7(1)) 3)

and

g(t,ur) = Gu(t = p(t))) (4)

for some G appropriated.
We also study the existence of solution for the problem with inhomogeneous boundary

data, described as follows:

%u(t, x) — nA%u(t,m) —vAu(t,z) + (F(t,ue) - V)u(t,x) + Vp = g(t,ut), (t,z) € (0,T) x Q,

divu(t,z) =0, (t,x) € (0,T) x Q,

u(0,z) = u’(z), z€Q,



u(t,z) = k(t,z), (t,z) € (0,T) x 9,

u(t,z) = ¢(t,x) (t,x) € (—o0,0) x £,

with F(-) e g(-) given by (3) e (4), respectively; and k(-) belonging to a space which will be
determined.
Keywords: equations of Kelvin-Voigt type, delay, homogenéneo problem, inhomogeneous

problem.
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Introducao

O estudo do movimento de fluidos tem, por muito tempo, sido uma fonte de um grande
nimero de problemas em matematica. Ao estudar até mesmo os mais simples modelos
matematicos de movimento fluido, pode-se enfrentar muitos problemas e muitos deles nao
foram resolvidos ainda. Historicamente, o tratado de Arquimedes Sobre os Corpos Flutuantes
parece ser o primeiro trabalho de pesquisa neste campo. E o trabalho em que, pela primeira
vez, a nogao de pressao foi introduzida como a principal caracteristica da interagao entre as
particulas de fluido e em que a hipdtese de incompressibilidade do fluido foi utilizada. Com
base nestes dois pressupostos mecanicistas, a hidrostatica comegou a ser desenvolvida. A
geometria euclidiana desempenhou um papel importante como um instrumento matematico
naquele momento. A origem da hidrodindmica propriamente dita (a ciéncia do movimento
de fluido) estd associada com os nomes de Galilei, Huygens, Pascal e Newton, que resultou
da descoberta dos fundamentos do célculo diferencial e integral. O desenvolvimento da
hidrodinamica estd associado com os nomes de Euler, Bernoulli, Lagrange, Poisson, Prandtl,
Cauchy, Navier, Stokes, Saint-Venant, Poiseuille, Reynolds, entre outros. Estes foram os
cientistas que desenvolveram consideravelmente as ciéncias matematicas existentes na época
e realmente fundaram hidrodinamica classica. Para caracterizar o comportamento fisico de um
fluido, obtiveram varios sistemas de equacoOes diferenciais. A velocidade e a pressao do fluido,
como fungoes do tempo e espago satisfazem estes sistemas. Em um fluido, as tensoes derivam do
fluxo resultante da aplicacao de forcas externas. A propriedade que um fluido tem de apresentar
resisténcia as tensoes cisalhantes é chamada de viscosidade. O mel, por exemplo, possui efeitos
de viscosidade maiores do que os presentes na agua, pois hd uma dificuldade maior de as camadas
do mel deslizarem umas sobres as outras. Um fluido é classificado como Newtoniano quando a
relacao entre a forga aplicada e a deformacao produzida for linear, ao passo que se a dependéncia
for nao linear, ele é classificado como nao Newtoniano. Um exemplo de fluido nao Newtoniano
é o sangue que ao ser submetido a forgas cada vez mais intensas, produz deformagoes que nao
se relacionam com a forca de forma linear. O aumento da viscosidade do sangue ocorre porque

o sangue possui particulas sélidas em suspensdo. Algumas dessas particulas sdo as células
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vermelhas que, devido as suas formas discéides, em baixas velocidades, alinham-se de maneira
aleatoria, enquanto, em altas velocidades, alinham-se com as linhas de corrente facilitando o

fluxo sangiiineo. As hipdteses para fluidos Newtonianos sao as seguintes:

e estresse depende apenas do atual estado de deformacao (independente de qualquer histéria

de deformagao).
e estresse depende apenas do estado cinematico local.

e tensao depende linearmente a taxa de deformacao (velocidade de deformagao).

Os fluidos nao Newtonianos estao livres de tais restricoes. Na verdade, as interacoes
moleculares sao fortes o suficiente para mostrar-se em experimentos fisicos e ndo podem ser
obtidas pelos modelos de fluidos Newtonianos. Além disso, estes fluidos sdo caracterizados por
uma longa cadeia de moléculas e exibem forte dindmica molecular. Fluidos viscoelasticos formam
um grupo importante entre os fluidos nao Newtonianos. Como o nome sugere , as forgas viscosas
e elasticas influenciam no comportamento do fluido. Cotidianamente, eles sao abundantes no
ambiente e na vida diaria e tem grande presenca industrial, como por exemplo, plastico fundido,
6leos para motores, tintas, geles, unguentos e muitos fluidos bioldgicos, tais como clara de ovo
e sangue. Os principais processos industriais que envolvem fluidos viscoeldsticos sdo a industria
de petréleo, quimica, farmaceéutica, alimentos, etc. O fluido de Kelvin-Voight é o mais simples

de fluido viscoso nao-newtoniano [[41],[42]]. Tal fluido é descrito pela seguinte equagao:
o =2vD + 2k0;D (5)

onde o representa o desvio de tensor de stresse, D o tensor da velocidade de deformagao, v > 0
¢ o coeficiente de viscosidade cinematica e o coeficiente x > 0 é caracterizado pelo fato de, apds
remocao instantanea do stresse, a velocidade do fluxo nao desaparece instantaneamente, mas
comporta-se como exp(—r£~'t). O coeficiente x também é chamado de tempo de relaxamento de
deformacoes.

Nem Kelvin nem Voigt sugeriram este modelo, que foi considerado pela primeira vez por
Pavlovskij em [46]. Vale ressaltar que ele ndo chamou este modelo de Kelvin-Voigt, ele o chamou
de modelo de movimento de solugoes de polimero de agua fracamente concentrado. Pavlovskij
disse que, em tais solugoes, é necessario considerar as propriedades eldsticas como propriedades
viscosas. Em tais solugoes poliméricas, as tensoes dependem da histéria de deformagao e do valor
instantaneo da velocidade de deformacdo. As propriedades de viscosidade de um tal material
estao associadas com o efeito do solvente. No caso de uma baixa concentracao de polimero

esta contribuicao nao é despresivel. Isto é confirmado por pesquisas experimentais de solugoes
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de 6xido de polietileno e de poliacrilamida [2] e solucoes de poliacrilamida e goma guar [1].

Baseando-se nesses pesquisadores, em [46] a seguinte relacao reolégica foi proposta:
o =2v(D+v kD). (6)

a relacao (6) ¢é diferente da relacdo determinante Newtoniana, onde k0;D é o termo
adicional, que leva em conta a propriedade de relaxamento do fluido. Se a propriedade de
relaxamento do fluido é muito fraca (k tende a zero), ou o movimento do fluido é parado
(derivada total em relagdo ao tempo do tensor de velocidades de deformacao é igual a zero),
ou entao o termo adicional desaparece. No entanto, no caso dos modos de turbuléncia ou
modos laminar nao estaciondrios de movimento de fluido, o termo adicional nao é igual a zero
e desempenha um papel importante. Este modelo foi o chamado modelo de Kelvin-Voigt, de
movimento de fluido pela primeira vez em [4]. Em seqiiéncia, nas obras de Oskolkov e seus
seguidores, este modelo foi muitas vezes chamado de modelo de Kelvin-Voigt (ou simplesmente
Voigt). Muitas das suas obras foram dedicadas a estudar este modelo de movimento fluido e
suas diferentes generalizacoes e simplificagoes. Como exemplo, podemos nos referir a trabalhos
[[27], [27], [34],[3]] e muitos outros.

Substituindo ¢ da equagdo (5) para as equagoes de movimento de um meio continuo

incompressivel na forma Cauchy [[35]-[41]]:

887Z+(U-V)u+Vp:divo'+f, divu = 0, (7)

obtemos as equagoes de movimento de um fluido de Kelvin-Voight [[36]-[45], [44]]

ou ou )
a—/{Aa—uAu—l—(u-V)u—{—Vp—f, divu = 0. (8)

Em (8), u = u(z,t) é o vector de velocidade, p = p(z,t) é a pressao, v > 0 é o coeficiente de
viscosidade cinemdtica, caracterizando as propriedades viscosas do fluido de Kelvin-Voigt, x > 0
caracteriza as propriedades eldsticas deste fluido, f = f(x,t), s@o o volume de forcas motrizes.
O. A. Ladyzhenskaya sugeriu (em [30], no Congresso Internacional de Matematicos em Moscou
(1966)), que o sistema de equacoes de Kelvin-Voigt (8) é um de sistema de equacOes variante
que, em sua opiniao, regularizam as equagoes de Navier-Stokes, no sentido de que esses sistemas
possuem uma solubilidade global Unica para problemas de dados iniciais e de fronteira e outros
resultados globais, que nao foram provados para as equagoes Navier-Stokes tridimensional.

Para equagoes do tipo Navier-Stokes, trabalhos recentes consideram termos com retardo.
Sao considerados varios tipos de retardo, entre limitados, fixos, distribuidos, na forca externa e
no termo nao linear. A motivacao para o retardo na forca externa, segundo Caraballo ([6] e [7]),

é que algumas vezes queremos controlar o sistema aplicando uma forga que leva em consideracao
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nao sé o estado atual do sistema mas também a sua histéria. A motivacdo para o retardo no
termo nao linear, segundo Liu [32], é que a taxa de variagao da velocidade ao seguir o fluido,
considerada como a derivada material da velocidade, pode sofrer atraso.

No estudo de equacoes do tipo de Navier-Stokes com retardo, cita-se os trabalhos de
Caraballo & Real ([7], [6] e [8]), Garrido-Atienza [19], Taniguchi [54], Planas & Hernéndez
[48], Liu [32]. Mais precisamente, a equagao de Burger, que pode ser considerara como o caso
unidimensional, foi investigada por Liu em [32] considerando-a com retardo da forma u(t —
T,z )uz(t, z) no termo nao linear. No caso das equagoes de Navier-Stokes, Caraballo & Real
[6], estudaram o problema em dimensao n = 2,3 considerando diferentes tipos de retardo na
forga externa, e obtiveram existéncia e unicidade (para n = 2) de solucdo fraca. Caraballo
& Real [7], obtiveram para n = 2 a convergéncia da solugao fraca para a solucdo da equagao
estaciondria, quando t — oo. Taniguchi [54] também considerou retardo somente na forga
externa, e mostrou existéncia e unicidade de solucéo fraca global (no tempo), e de solucao forte
local (no tempo) para n = 3. Além disso, estudou o comportamento assintético quando o tempo
tende a infinito. Planas & Hernandez [48] estudaram o problema para n = 2, considerando
retardo na forca externa e no termo nao linear, e provaram a existéncia de solugoes fraca e forte
(local no tempo) e a unicidade de solugao forte. Também estudaram o comportamento da solugao
para tempos grandes e a convergéncia das solugoes fracas para a solugao da equacgao estaciondria
correspondente. Guzzo em ([23] e [24]), investigou o sistema de Navier-Stokes em dimensao 3,
considerando retardo do tipo pontual e limitado, utilizando o método de Faedo-Galerkin, e
também investigou o problema do tipo Navier-Stokes com retardo do tipo distribuido e nao
limitado, em dimensao n, utilizando abordagem por teoria de semigrupos lineares.

Neste trabalho, procuramos a solucao para o sistema de equagoes tipo Kelvin-Voigt para
fluidos incompressiveis, com dado de fronteira homogéneo (k(t) = 0) e ndo homogéneo (k(t) # 0),
e com a forca externa e o termo nao linear contendo termos hereditarios. Para isso, considere o
problema,

?;—KAZ—VAu—i—(F(t,ut)-V)u—i-Vp:g(t,ut), t>0, ze,
divu(t,x) =0, t>0, x€q,

u(t, z) = k(t), t>0, ze€df,

u(0,z) = u®(z), x €€,

u(t,x) = ¢(t, x), t e (=h,0), ze,

onde wu; representa o retardo u(t + 6) para 6 € (—h,0), u® e ¢ sdo os dados iniciais, F(t,u;) e

g(t,ut) sdo expressoes com retardo e h pode ser um niimero positivo finito ou infinito.
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Para o estudo destes problemas, dividimos este trabalho em cinco capitulos. No primeiro
capitulo, apresentamos alguns resultados basicos da teoria de semigrupos, poténcias fracionarias
de um operador, espagos de fase e sobre o operador de Stokes.

No segundo capitulo, apresentamos teoremas de restricao e estensao para espacos vetoriais
solenoidais tridimensionais dependentes do tempo. Usamos esses teoremas no estudo de
problemas nao homogénea de valor de contorno para o sistema de Kelvin-Voigt incompressivel
que sera apresentado no capitulo 5.

No terceiro Capitulo, estudaremos um problema do tipo Kelvin-Voigt em dimensao n,
utilizando a teoria de semigrupos lineares. O retardo considerado sera do tipo distribuido, nao
limitado (h = 00) e permitird considerar fungdes como

t
F(t,u) = / a(s —t)u(s)ds + u(t —r),

—00

g(t,u) = /_ B(s — t)u(s)ds.

Consideraremos o sistema do tipo Kelvin-Voigt na forma de um problema abstrato

CC%‘ — UByu (t) + F (t,ug,u (£)) + 7 (£, uy) )
ug = Py

onde o operador By, definido por
By =(I- ’iAp)_l Ap

serd analisado, para podermos aplicar a Teoria de Semigrupos.

Apds a formulacao deste problema abstrato, bem como das hipdteses, mostraremos a
existéncia de (uma tinica) solucao fraca e estudaremos a regularidade desta solugao, em particular
assumindo hipéteses sobre as condigcoes de retardo, mostraremos que esta solucao é uma solucao
classica. Os resultados apresentados neste capitulo estendem-se aos resultados sobre as equagoes
de Kelvin-Voigt com retardo pois consideramos retardos do tipo nao limitado.

Para o Capitulo 4 consideramos o sistema de Kelvin-Voigt (KVR) em dimensao 2 e 3,
utilizando o método de Faedo-Galerkin. O retardo considerado aqui é do tipo pontual e limitado
(h finito):

Bt u) = ug(=r(t)) = u(t —r(t)),

9(t,ue) = G(u(t — p(t))),
para alguma funcao G satisfazendo certas condig¢oes. Apéds a formulacao adequada do problema,

provaremos resultados sobre a existéncia de solucao fraca e forte.
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No Capitulo 5 estudaremos o sistema de Kelvin-Voigt com retardo limitado (h finito), com
dado de fronteira nao nulo, também em dimenséo 2 e 3, utilizando o método de Faedo-Galerkin.

Como no Capitulo 3, consideramos F(-) e g(-) dadas por

F(t,u) = u(t —r(t)), (10)

9(t,ur) = G(ult = p(t))), (11)

para alguma funcao G apropriada.



Capitulo 1

Preliminares

Resumo do capitulo: A teoria de semigrupos de operadores lineares tem um papel
importante no estudo de Equagoes Diferenciais. Um dos ingredientes essenciais dessa teoria
é a nocao de operador linear. Neste capitulo introduzimos algumas defini¢des e resultados
da teoria de semigrupos lineares, poténcias fracionarias de operadores lineares fechados e
elementos bésicos da teoria de equagoes de Navier-Stokes. Aqui, (X, || - ||) é um espago de
Banach e para espagos normados (Z, ||-||z) e (W, ||-||w) representamos por £(Z, W) o espago
dos operadores lineares continuos de Z em W munido da norma de operadores || - || z(z,w)-
Quando Z = W escrevemos simplesmente £(Z) e || - ||z(z). Este capitulo tem como base o

livro de Pazy [47].

1.1 Semigrupos de operadores lineares

Os resultados de semigrupo desta secao podem ser encontradas em [47].

Definicao 1.1.1. Uma familia (T(t))t>0 de operadores lineares em L(X) € um semigrupo de
operadores lineares limitados em X, se

() T(O) =T,

(it) T(t + s) = T(t)T(s), para todos t,s > 0.

Definigao 1.1.2. Se limy o+ ||T(t) — I||z(x) = 0, entdo o semigrupo de operadores lineares

limitados, (T'(t))i>0, €dito uniformemente continuo.

Note que, se (T'(t))i>0 ¢ um semigrupo uniformemente continuo de operadores lineares
limitados, entao lims_ ||T°(s) — T'(¢)|| = 0, para todo t > 0.

O operador linear A definido por

A:DACX — X

_ +
rz — Az = lim 7T(t)a: t_ d
t—0+ t dt =0
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sendo,

D(A) = {x €X; lim T(t)f_x existe} ,

t—0t

é chamado de gerador infinitesimal do semigrupo (7(t))¢>o.

Definicao 1.1.3. Um semigrupo de operadores lineares limitados (T(t))i>0 em X, € dito um
semigrupo fortemente continuo de operadores lineares limitados se lim;_,q+ T'(t)x = x, para todo
x € X. Um semigrupo fortemente continuo de operadores lineares limitados serd chamado de

semigrupo de classe Cy ou simplesmente um Cy-semigrupo.

Teorema 1.1.4. [47, Teorema 1.2.2] Seja (T'(t))i>0 um Cy-semigrupo em X. Entdo existem

constantes 6 >0 e M > 1 tais que |T(t)|| < Me®* para todo t > 0.

Se § = 0 entdo (T'(t))i>0 € dito uniformemente limitado e se, além disso, M = 1, entdo

(T'(t))t>0 é chamado um Cp-semigrupo de contragoes.

Teorema 1.1.5. [47, Teorema 1.2.4] Seja (T'(t))i>0 um Cy-semigrupo e seja A o seu gerador
infinitesimal. Entdo

(1) Parax € X,

1
lim

t+h
lim h/t T(s)xds =T(t)x.

t
(ii) Parax € X, / T(s)xds € D(A) e
0

A ( /0 t T(s)xds) — Tt -

(¢it) Para x € D(A), T(t)x € D(A) e

d
@T(t)x = AT (t)x = T(t)Ax.

(tv) Para x € D(A), t t
T(t)x —T(s)x :/ T(1)Azdr :/ AT (7)zdr.

Vamos agora enunciar o Teorema de Hille-Yosida que caracteriza o gerador infinitesimal

de um Cp-semigrupo de contragoes.

Definicao 1.1.6. Seja A : D(A) C X — X um operador linear. O conjunto resolvente de
A, denotado por p(A), € o conjunto formado por todos os nimeros complexos X\ para os quais
(M — A) € invertivel e (\[ — A)~1 é um operador linear limitado em X. A funcio R(-) : p(A) —
L(X) dada por R(\ : A) = (M — A)™L, ¢ chamada de resolvente de A.
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Teorema 1.1.7. (Hille-Yosida [47, Teorema 1.3.1]) Um operador linear A : D(A) C X — X €

o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo de contragoes (T'(t))i>0 em X, se e somente se,

(i) A € fechado e D(A) = X,
(i1) O conjunto resolvente p(A) de A contém RT e |R(X: A)|| < %, para cada A > 0.

Definicao 1.1.8. Seja (T'(t))>0 um Co-semigrupo em X. O semigrupo (T'(t))i>0 € dito
diferencidvel para t > to se, para todo x € X, a funcao t — T(t)x é diferencidvel para t > ty. O

semigrupo (T'(t))i>0 € dito diferencidvel, se (T'(t))i>0 € diferencidvel para todo t > 0.

Definicao 1.1.9. Sejam 1 <0< pa, A ={z; @1 <argz < @a} e (T(z))zea uma familia de

operadores lineares limitados em X. A familia (T'(2)).ea € chamada semigrupo analitico em A

se
(1) z— T(z) é analitica em A,
(19) T(0) = I elim, 0 T'(2)z = x para todo x € X,
(131) T(2z1 + 2z2) = T'(21)T (22) para z1,22 € A.
Observe que, a restricao de um semigrupo analitico ao eixo real nao negativo é um Cpy-
semigrupo.

Teorema 1.1.10. [47, Teorema 2.5.2] Seja (T'(t))i>0 um Co-semigrupo uniformemente limitado,
A : D(A) € X — X seu gerador infinitesimal e suponha que 0 € p(A). Entao as sequintes

condicoes sdo equivalentes:

(a) (T'(t))e>0 pode ser estendido a um semigrupo analitico em algum setor As = {z;|arg z| <

5} e |T(2)|| € uniformemente limitado em cada subsetor fechado Ag, §' < &, de As.
(b) Existe uma constante C' > 0 tal que ||R(o +i1: A)|| < % para cada o >0 e T # 0.

(c) Exz’st60<(5<geM>0talque
p(A)DE:{)\:\arg)\|<g—l—5}u{0}

e[|[RIA:A)| < % para todo A € ¥\ {0}.

(d) O semigrupo (T(t))i>o € diferencidvel parat > 0 e existe C > 0 tal que |AT(t)|| < <

para

todo t > 0.

Teorema 1.1.11. [47, Corolario 3.2.2] Seja A : D(A) C X — X um gerador infinitesimal de
um semigrupo analitico. Se B é um operador linear limitado entdo A + B também gerador de

um semigrupo analitico.
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Teorema 1.1.12. Seja (T(t))i>0 um Co-semigrupo em X tal que | T(t)|| < Me® para todot > 0

e seja A: D(A) C X — X seu gerador infinitesimal. Se 0 € p(A) e (T(t))t>0 € analitico, entdo
ot

t>0 € aijerenciave ara t > € exrisite uma constante > at que ~ ara
(T(t))0 € diferencidvel parat > 0 e exist tante C > 0, tal que | AT (1) < P

todo t > 0.

1.2 Poténcias fracionarias de operadores lineares fechados

Abordaremos, neste capitulo, certas propriedades de poténcias fracionarias de um operador
o qual é gerador infinitesimal de um semigrupo analitico. De inicio, admita que A : D(A) C X —

X é um operador linear fechado e que X = D(A), e que a seguinte afirmacao seja verdadeira:

(Hp) Existem ntimeros positivos w e M, e uma vizinhanga da origem V, tal que
p(A) DXt UV,

onde Xt ={\; O<w<|arg\| <7}, e||[R\:A) < , para todo A € Xt U V.

M
14 |Al
Dos resultados da segao anterior, temos que se M = 1 e w = 7, entao —A ¢é o gerador
infinitesimal de um Cp semigrupo. Sew < 7, entao —A ¢ o gerador infinitesimal de um semigrupo

analitico.

Definigao 1.2.1. Suponha que A : D(A) C X — X € um operador que satisfaz a hipdtese (Hp)
e € (w,m). Para o> 0, definimos o operador

—a__ 1 [yapy.
A= —o [ VRO A, (1.1)

onde T' € o caminho composto das curvas pe=, pe? e poe', com pg < p < oo e —0<p <80, e

é orientado no sentido do crescimento de Im \.

A integral (1.1) converge para a > 0, e portanto, define um operador linear limitado em
X. Além disso, se @« = n (n € N), entao o integrando é analitico em X1 — {0}, e 0 é o tinico
polo de ordem n, do integrando. O teorema dos residuos pode ser usado entao para mostrar que
quando o = n, a definicio acima coincide com a defini¢do cldssica de (A=), isto é, n copias
do operador A~ L.

Se w < % entdo —A é o gerador infinitesimal de um semigrupo analitico (7'(t)):>0, € neste
caso, podemos ainda obter outra representacao para A~.

Se —A é o gerador infinitesimal de um semigrupo analitico (T'(¢))i>0 em X, definimos
AY = Id e para o > 0,

1

-a = > a—1
A= 1 /O LT (t)dt, (1.2)
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onde I'(+) é a fungao Gama.
A integral em (1.2) converge na topologia do operador para todo a > 0, e define portanto

um operador linear limitado de X em X.

Lema 1.2.2. ([47, Lemas 2.6.3 e 2.6.6]) Para todo o > 0, A™% € injetivo. Mais ainda, eziste
C > 0 tal que ||A=| < C para todo « € [0,1].

A injetividade de A~ motiva a seguinte definicao.

Definigao 1.2.3. Assuma que w < 5. Para cada a > 0, definimos o operador A® : R(A™%) C
X — X por A% = (A~)~L.

Teorema 1.2.4. ([47, Teorema 2.6.8]) Seja o > 0. As seguintes propriedades sao vdlidas.
(a) AY € um operador fechado com dominio D(AY) = R(A™%).
b) Se a > B> 0 entio D(A%) C D(AP).

)

(
(¢) Para cada o > 0, X = D(A®).
(d) Se o, B € R, entdo A*TBx = A* APz, para todo x € D(AY) com v = max{a, 3, a+ 3}.

Teorema 1.2.5. ([47, Teorema 2.6.13]) As sequintes propriedades sao verificadas.

(a) T(t)x € D(AY) para todo t > 0 e todo o > 0.

(b) Para cada x € D(A®), temos que T(t)A% = AT (t)x.

(¢) Para cada t > 0, e todo o > 0, o operador A*T(t) é limitado e existem M, > 0 e
§ >0 tais que |AYT(t)]|zx) < %e‘ét para todo t > 0.

(d) Para cada o € [0,1], existe Co > 0 tal que |T(t)x — z|| < Cut®||A%||, para cada
x € D(A%) e todo t > 0.

Teorema 1.2.6. [47, Coroldrio 2.6.11] Seja B um operador Linear fechado satisfazendo D(B) D
D(A%), 0 < a < 1. Entao

|Bx|| < C||A%x|| para todox € D(A®)
e existe uma constante C1 tal que, para todo p >0 e x € D(AY)
Bl < Cr(p® [l + p*T || Az]])

Teorema 1.2.7. [33, Teorema 2.1] Seja A um operador linear nao negativo em um espago de

Banach X, a um nimero complexo com Rea > 0 e € > 0. Entao temos que,
A(A+el)™!
é um operador linear nao negativo e
D((A+el)¥) = D(A%)

[A(A+ eI)_l}a = A%[(A+el)~ 1)



1.2. Poténcias fracionarias de operadores lineares fechados 25

onde I : X — X € o operador identidade.

Antes de enunciarmos alguns resultados sobre existéncia e regularidade de solugoes do

problema de valor inicial, precisamos da seguinte definigao:

Definicao 1.2.8. Seja X um espago de Banach. Dados 0 < ~ < 1 e uma funcgao
u € C([0,a], X). a fungdo u é dita Holder continua com expoente ~y se existir uma constante
C > 0 tal que

lu(®) —u(s)lx < CJt—s|"

Para tal funcao, definimos o quociente de Holder

u Juft) = u(s)lx

[ul = sup

o < 0.
t,s€[0,a],e#s ’t - 5‘

Denote por C*([0,a], X) := {u € C([0,a], X) : Hy [u] < 00}, este conjunto, munido da norma
[ullo, = llullcogo,a,x) + Hylul, u e C%([0,a], X),
€ um espago de Banach, onde [lul|co(g 4, x) = sup |lu(t)]|x-
t

€[0,a

Considere o problema de valor inicial

) (1.3)
u(0) = uo,

onde A : D(A) C X — X é o gerador infinitesimal de um Cp-semigrupo (7'(¢))i>0 em X e

f:[0,a] = X é uma funcao.

Definicao 1.2.9. Uma fungdo u : [0,a] — X € chamada solugao cldssica do problema (1.3) se
u(-) € continua em [0, a], continuamente diferencidvel em (0,al, u(t) € D(A) para 0 <t < a e

u(t) satisfaz (1.3) em [0,al.

Definicao 1.2.10. Uma fungao u : [0,a] — X € chamada solugdo forte do problema de valor
inicial (1.3) se u(-) € diferencidvel para quase todo t € [0,a], u/(t) € L'(0,a; X), u(0) = ug e
u'(t) — Au(t) = f(t) para quase todo t € [0, a).

Se u(-) é uma solucao classica de (1.3) entao
t
u(t) = T(t)up —|—/ T(t—s)f(s)ds, t €10,al. (1.4)
0
Isto motiva a préxima definicao.

Definicao 1.2.11. Uma funcgdo u € C([0,a]; X) € chamada de solugao suave (mild solution) do

problema de valor inicial (1.3) se u(-) verifica (1.4) em [0, al.
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Nos préximos resultados sao consideradas algumas condigoes sob as quais uma solugao

suave de (1.3) é de fato uma solucao classica ou uma solugao forte.

Teorema 1.2.12. ([47, Corolario 4.2.5]) Seja A o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo
(T(t)e>0 em X. Se f € LY(0,a; X) é continuamente diferencidvel em [0,a] e ug € D(A), entdo

a solugdo suave de (1.3) em [0,a) é uma solugao cldssica.

Teorema 1.2.13. ([47, Corolario 4.2.6]) Seja A o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo
(T(t)>0 em X e f € LY0,a;X) N C((0,a] : X). Se f(s) € D(A) para todo s € (0,a),
Af(s) € LY(0,a; X) e ug € D(A), entdo a solugdo suave de (1.3) é uma solucdo cldssica de
(1.3) em [0, al.

Teorema 1.2.14. ([47, Corolério 4.2.10]) Seja A o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo
(T(t))1>0- Se f:]0,a] — X € diferencidvel quase sempre em [0,a], f' € L'(0,a; X) e up € D(A),

entdo a solug¢do suave de (1.3) € uma solugdao forte de (1.3) em [0, al.

Teorema 1.2.15. ([47, Corolario 4.2.11]) Seja A o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo
(T'(t))e>0 e suponha que X € reflexivo. Se f : [0,a] — X € Lipschitz e ug € D(A), entdo a

solugao suave de (1.3) € uma solugdo forte de (1.3) em [0, al.

Teorema 1.2.16. ([47, Teorema 4.3.1]) Sejam A o gerador infinitesimal de um semigrupo
analitico (T'(t))i>0 e f € LP(0,a;X) com 1 < p < oco. Se u(-) € a solugao suave de (1.3)
em [0,a] entdo u € 007%1([6,@ : X) para todo € > 0. Se além disso, ug € D(A) entdo
we ¥ (0,4 : X).

Teorema 1.2.17. ([47, Corolério 4.3.3]) Seja A o gerador infinitesimal de um semigrupo
analitico (T(t))i>0 em X. Se f € LY(0,a; X) € localmente Hélder continua (0,al, entdo para

cada up € X o problema de valor inicial (1.3) possui uma tnica solugdo cldssica em [0, a).

1.3 Espacos de fase abstratos

Sejam (Z,]| - ||z) um espago de Banach, x : (—o0,0 +b) — Z e z; definida por x:(0) =
z(0+t),t € [0,0] e § € (—00,0]. Defina por Bz (ou simplesmente B quando nao houver
possibilidade de confusdo) o espaco linear das fungoes definidas de (—oo,0] em Z munido de

uma seminorma || - ||z, que verifica os seguintes axiomas.

(A) Sex: (—oc0,0+b) = Z,b>0,0 >0, écontinua em [0,0 + b| e x, € Bz, entdo para cada

t € [0,0 + 1], as seguintes propriedades sao verificadas

(a) x¢ € By,



1.3. Espacos de fase abstratos 27

(b) [l < Hzllztl5,,

(c) [lzells, < Kz(t— o) s1[1p] [z(s)l|z + Mz(t — o)l|lzoB,,
s€lo,t

onde Hyz > 0 é uma constante, Kz, Mz : [0,00) — [1,00), Kz(-) é continua, Mz(-) é

localmente limitada e Hz, Kz, Mz sao independentes de z(-), o, be t € [0,0 + b].
(A1) Para a funcao z(-) em (A), a fungao ¢t — z; é continua de [0,0 + b) em Bz.
(B) O espaco Bz é completo.

(C2) Se (¢")nen é uma sequéncia uniformemente limitada em C((—o0,0] : Z) formada por
fungbes com suporte compacto e ™ — ¢ na topologia compacto aberta, entdao p € Bz e

l¢™ — ¢llB, — 0 quando n — oo.

Consideremos agora um exemplo de espaco de fase.

O espago C, x L#(g,X), r >0, u>1. O espago B = C, x L*(g,X), consiste das
classes de fungoes ¢ : (—o0,0] — X tais que ¢(-) é continua em [—r, 0], é mensuravel no sentido
de Lebesgue, e g(-)||¢(-)||* é Lebesgue integravel sobre (—oo, —r). O espago B é munido da

seminorma definida por

folla = sup_flolx+ ([ aoiras)’

—r<s< —00
O espago B = C, x L*(g,X) satisfaz os axiomas (A), (A-1), e (B), quando g(-) satisfaz as
condigoes (g-1)-(g-6) seguintes.

g(s+1)
9(s)

(g-2) g(s) = oo quando s — —o0.

(63) a(t) = Tim JETD

s>—o0 g(s)

(g-1) A aplicagao t — sup { ; —oo<s< —t} é localmente limitada para t > 0.

existe para cada t e a(t) é continua em ¢.
(g-4) In(g(s)) é uniformemente continua em (—oo, 0].

-r
(g-5) g(-) é localmente integravel em (—oo,—r), isto é, / g(s)ds < oo para qualquer 6 €
0

(—o0,—7).

(g-6) Existe uma fungao ~(+), nao negativa, localmente limitada em (—oo,0] tal que g(§ +6) <
v(£)g(8), para todo £ <0 e 8 € (—oo0,—7) \ N¢, onde N¢g C (=00, —r) é um conjunto com

medida nula.
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No caso particular onde r = 0 e p = 2, podemos tomar H = 1, M(t) = v(-t)"/? e K(t) =

1+ ( / " g(s)ds) ’ para t > 0. Para maiores detalhes sobre a teoria de espagos de fase, citamos
Hino [2%].

Um exemplo de fungao que satisfaz (g-1)-(g-6) é o seguinte :

Sejamr > 0eg: (—oo,—r) — R4, definida por ¢g(s) = e™*. Entéo g(-) verifica (g-1)-(g-6)

acima.

De fato, para (g-1)

g(s+1)
9(s)

Entao, a aplicacao t — sup { =e ! —c0<s< —t} é localmente limitada para ¢t > 0.

Para a condigao (g-2), temos

lim g¢g(s) = lim e * = 0.
S§——00 S§——00
. . g(s+1t) . . , ,
Para a condigao (g-3), a(t) = lim “=——— = lim e ' existe para cada ¢ e a(t) é continua em
S§——00 g(s) S§—>—00

t.
Para a condigao (g-4), temos que In(g(s)) = s é uniformemente continua em (—oo, 0].
Para a condigao (g-5), seja K qualquer compacto, tal que K C (—oo, —r). Entao, / e %ds < oo.

K

T. A funcdo ~y(x) é ndo negativa e limitada para

Para (g-6), tome a fungao v(z) = e”.
z € (—00,0]. Além disso, g(€ +80) = =69 = efe=? = 4(£)g(h), para todo € < 0 e 6 €
(—o0, —1) \ N¢, onde N¢ C (—o0,—r) é um conjunto com medida nula.

Finalmente, note que se (7'(t))i>0 ¢ um Cp-semigrupo em Z e (W(t))>0 €é a familia de

operadores definida por

WHe) = TETOO, —ts8=<0,
ot +9), —00 < f < —t,

entao (W(t))i>0 ¢ um Cp-semigrupo de operadores lineares limitados em Bz.

1.4 Espacos funcionais

Seja 2 C R™ um dominio limitado e com fronteira 0f2 suave.
Para n € N e p > 1, defina C°(Q) = (C(Q)", LP(Q) = (LP(Q)", WIP(Q) =
(Whr()" e V = {u € C3°(Q); div u = 0}.

Sejam
X, = o fecho de V em LP(Q),

V,, = o fecho de V em WHP(Q).
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Considere a decomposicao de Helmholtz:
LP(Q) =X, ®{Ve: ¢ € WHP(Q)}

De acordo com [15], vamos definir a projecao P, : LP(2) — X,,. Para isso, considere o seguinte

resultado:

Teorema 1.4.1. [15] Seja v € LP(QQ) tal que divv € LP(), 1 < p < oo. Entdo, o valor de
fronteira N - v|sq da componente normal de v sobre OS) existe e pertence a Wﬁi’p(aﬂ). Além

disso, existe uma constante C' > 0 independente de v tal que

IV -l 2 < C (Iollzpgo +11div vl ooy ) -

Seja w € LP(Q). Por ¢; denote a solugao do problema de valor de fronteira
Apy =divw em Q

w=20 sobre Of).
Temos que @1 € CSO(Q)MWLP(”), e que vale a seguinte estimativa:

”SOIHWLp(Q) < Oy ||div wuw—lm(ﬂ) ,

para alguma constante C7 > 0 independente de w. Note ainda que w — V¢, € LP(Q2) e que
div (w - V(p1) = 0.

Agora, por o denote a solugdo do Problema de Neumann de valor de fronteira

Agps =0 em Q
(1.6)

N -Vgo|gqg=N-w—N-Vp; sobre Of.
Temos que @3 € CSO(Q)H.”WLP(Q), e que vale a seguinte estimativa:

le2llwrr) < C2l[wll gy -

para alguma constante Cy > 0.
Defina por ¢ = @1 + 2. Observe que ¢ € WHP(Q). A projecio P, : LP(Q) — X, é
definida por P,w = w — V. Observe que

div Pyw = div w — div ¢ = div w — div ¢1 — div g2 = Ap1 — Ap1 — Apy =0,

e (Pw) - N=(w—-Vy¢)-N=w-N—-Vp-N=0.
Reciprocamente, se div w = 0 e a componete normal de w, w - N = 0, entdo, ¢1 = py = 0.
Portanto ¢ = 0, e assim, P,w = 0. Além disso, Vw € X,(2), Pyw = w.

Ainda em [15], é provado que P, satisfaz as propriedades:
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P,LP(Q) =X, ={we LP(N) :divw =0, w-N =0}

{Pp}*:Pp/,onde;1)+1%:160<p<oo;

u € Xy, Pyu=u.

seu€e{Vep: ¢c Wl’p(Q)}, Pyu =u+ Vg, onde ¢ = 1 + @2, e 1 € solucao de

A(pr—u)=0 em Q
u=20 sobre 0%,

e g é solugao de
A(pa—u)=0 em

N - (Vea —u)|ygq =0 sobre 0€Q.
Donde segue que Vo = 0. Portanto Pyu = u € X, N {V(;S: Qe Wl’p(Q)}, ou seja,
Pyu = 0.

Considere agora, 2 C R” um dominio com fornteira de classe C2. O Operador de Stokes
é definido por
—A,=P,A,  D(A,) = W*P(Q)NnWyP(Q)N X,

é um operador fechado, bijetivo de D(A,) C X, em X,. Se u € D(A,) N D(A,) para 1 <
q < oo, entdo Ayu = Aju. Além disso, as normas HApuHL,,(Q) e [lully2r(q) sdo equivalentes
para u € D(Ap). Analogamente, as normas [[Vull;,q) € [[ullyrp) sdo equivalentes para
u € D(Aé) = Wy P(Q) N X, = V,. Mais geralmente,

3
HuHLP(Q) <C HA?; ~

3
UHL'V(Q) IL<vy<p, 20&4‘2;:

é verdadeira para todos u € D(AS), onde C' = C(p,~,§) > 0.
O Operador de Stokes gera um semigrupo analitico e *4», t > 0 sobre Xp. Ainda mais,

existe uma constante dy = do(p, ) > 0, tal que
—tA —t80 41—
[A5e™ a1, ) < Ce™ ™ Jlull ooy

para u € Xp, t >0, com C = C(p,§2) > 0.

Para a demostragao das afirmagoes acima sobre o Operador de Stokes, sugiro o livro
"Topics on Partial Differential Equations’, o qual é uma coletanea de resultados de Reinhard
Farwig, Werner Varnhorn, Hideo Kozono, Pavol Quittner, Hermann Sohr, Patrick J. Rabier e
Daniel Sevcovic.

Quando p = 2,
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Xy = H = o fecho de V em L?(Q),
Vo =V = o fecho de V em H'(Q).

Sendo L?(£2) um espago de Hilbert, munido do produto interno (u,v), pensamos em H munido

do produto interno herdado de L?(€2), e V munido do produto interno
(w,v)y = (u,v) + & ((u,v)),
para todos u,v € V, onde

(u,v):/gu-vdx e ((u,v)):/QVu-Vvda:.

Portanto |Jul|} = |Jul|* + & |||u]||%, onde:

Jul? = [ uf do e Qi = [ [Vl da.
Q Q

. Note que [|ul; e |||u]|| sAo normas equivalentes em V. De fato, para todo v € V/

1 1
1 2\ 2 2 2)\2
w3l = (e lllul?)* < (lal® + s lllall?)* = llully

1
lully < (C()? + )2 || |ull],
pela desigualdade de Poincaré, onde C'(€2) > 0 é uma constante que depende de €.

Considere novamente 0 C R® um dominio com fornteira de classe C?. Defina o operador

A:V — V* como sendo
(Au,v) = ((u,v)) = /QVu -Vvdx = (Vu,Vv),
onde (-,-) é o produto de dualidade V* — V. Entao
Au = —PAu Vue D(A),

onde P é a projecao ortogonal de (L?(2))" em H. Note entdo que, A = Ay e que P = P,.

O operador linear A tem as seguintes propriedades:
e A é um operador autoadjunto, positivo definido em H = Xo.
e O operador A possui inversa A~!, o qual é um operador compacto de H em H.

e As autofucdes {w;};Z, de A forma uma base ortonormal de H.
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e Os autovalores associados aos autovalores de A, 0 < A\; < Ay < --- < )\, — 00, quando

n — oQ.

Para os Capitulos 4 e 5, quando consideraremos o problema do tipo Kelvin-Voigt com
retardo limitado e pontual, consideraremos que as fun¢des com meméria g e F' satisfacam as
condicoes descritas a seguir.

Sendo h um ntumero positivo fixado, por u; denotaremos a fungao definida em (—h,0), dada por
ug (s) =u(t+s), se€(—h,0), t>0.

Consideremos como em Caraballo e Real [6], X e Y espagos de Banach separdveis, e

g:[0,T] x C([-h,0],X) =Y
tal que
(H1) Para todo € € C ([—h,0],X), as aplicagdes

te[0,T]——g(t,&) €Y
Sa0 mensuraveis.

(H2) ¢ (t,0) =0 para cada t € [0,T].

(H3) existe Ly > 0 tal que, para cada t € [0, 7],

lg (¢,€) =g (& )lly < Lg 1§ = nllco(—n,0),x) -

(H4) existe Cy > 0 tal que, para cada t € [0, 7],

t t
/ lg (s,us) — g (s,00) |2 ds < C, / lu(s) — v(s)|% ds.
0 —h

(H5) se uma sequéncia {v;} converge fracamente para v em L?(—h,T;Y) e fortemente em
L?(—h,T; X), entdo a sequéncia de funcdes {&;} dadas por &(t) = g(t, (vg)¢) converge
fracamente para £(t) = g(t,v;) em L%(0,T;Y).

Note que, dado u € C°([~h,0], X), a fungdo g, : t € [0,T] — Y definida por g,(t) =

g(t,uy), Vt € [0, T] é mensuravel e portanto pertence a L2 (0,7;Y). Entdo a aplicacio

G:ueC¥(-hT],X)— g(t,u;) € L*>(0,T;Y)
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estd bem definida e satisfaz as hipéteses (H1) — (H5). Como C%([=h,T]; X) é denso em

L?(0,T;Y) entdo, pela propriedade (H4), G admite uma tnica extensdo, a aplicagio
G:ueL?(—=h,T;X)— g(t,us) € L* (0, T;Y)

a qual é uniformemente continua. Denote por g(t,u¢) = G(u)(t) para cada u € L2 (—h, T;Y), e
portanto V¢ € [0, 7], Yu,v € L% (0,T;Y) temos que

t
/ g (s,11s) — g (s,00) |2 ds < C, / ) = (s ds

Exemplo 1.4.2. Suponha T > 0. Defina g : [0,7] x C([-h,0],X) — X por
g(t,u) =u ((1— %) (—=h)). Observe que g satisfaz as hipdtese (H1)-(H5) acima. De fato:

(H1) Dado & € C([—h,0],X), as aplicagoes
€0, T — g (t,&) =¢ <<1 - ;) (—h)) eX

sio mensurdveis pois, pondo w(t) = (1 — %) (—=h), temosw € C ([0,T], [~h,0]), e portanto
fowe C(0,T],X),

(H2) g(t,0)=0((1— %) (—=h)) =0 para cada t € [0,T].
(H3) existe Ly > 0 tal que, para cada t € [0,T),
lg (6, &) =gty =[6((1—7) (=R) =n((1—7F) (=n)y
< Lg 1€ = nllco—n,01,x) -

(H4) existe Cyq > 0 tal que, para cada t € [0,T7,
! 2
[ s = 95,00 s

<Ll G- e (el

S L Rl

(H5) se uma sequéncia {vy} converge fracamente para v em L*(—h,T;X) e fortemente em
L?(—=h,T;x). Entdo, claramente pela hipdtese (Hj), a sequéncia de funcoes {&} dadas
por &k(t) = g(t, (vg)e) = v (t+ (1 — %) (—h)) converge fracamente para &(t) = g(t,v) =
(t+ (1= %) (=h)) em L*(0,T; X).
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1.4.1 Lemas técnicos

Lema 1.4.3. (de Rham) Seja T = (T,---,T,) € D'(2) = (D'(Q))" = ((C§())")". Entao,
(T,n) =0, para todo n € V se, e somente se, existe Q € D'(Q), tal que T = VQ.

Prova. Ver [51] ou [55] pagina 14, para mais detalhes. O
Lema 1.4.4. Se P € D’(Q), e todas as primeiras derivadas D;P € H1(Q), entio P € L*(Q).
Prova. Ver [55], pagina 15. O
Lema 1.4.5. e Paran =2, temos que, Yu € H} (),
PR 1
HU||L4(Q) <22 Hquz(Q) HVUHEQ(Q) )
e paran = 3, temos que, Yu € H}(Q),

1 1 3
Hu||L4(Q) < 22 Hu||z2(g) Hquzz(Q) .

Prova. Ver [55], pdgina 262 - Lema 3.2, e pagina 296 - Lema 3.5. O
Sendo \; primeiro autovalor do operador A = —PA, e |||} = [l 20y + £ [ V-] 2 () nOte
que
para n = 2,
1
2
1 1 1 2
lull gy < 22 [Jullf2q) IVUllZog) < | = | VUl 2y
() (V) )2
i
) 1 9 1 1 9 1 1 1
po1s ||U||22(Q) = (”UHL2(Q)) < )\71 ”VU||L2(Q) = ; ||VUH22(Q)-
1
Como [[Vu|[2(q) < ;%% ||lully, temos que
1
2
2
[ull ooy < | — l[ully -
AR
Agora, paran = 3,
1
2
1 1 3 2
ooy = 22 ull ooy IVUll oy < | ) llullys
Al
- i 2 5 1 2 S i
po1s ||u||L2(Q) = (”uHL2(Q)) < )\71 ”VUHL?(Q) = g ||VUHL2(Q)~
1
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|lully, temos que

N
ol

Como [[Vul| 2y <

D=

<

lullpaa [[elly -
()

it C N \)

A

K

Agora, sejam n = 2,3 e 2 C R™ aberto e limitado, tal que 052 seja suficientemente regular.

A forma trilinear

b(u,v,w) = ((u-V)v,w) = /Q(U-V)v-wdx = Z /Quigiiwj dz,
1,j=1
é definida sobre H™(Q2) x H™+1(Q) x H™3(Q)), onde m; >0 e

mi+mo+m3>g se mpFy i=1,2,3

mi1 + mo + mg > se m; =15 paraalgum i

|3

e satisfaz a seguinte estimativa:
[b(w, v, w)| < Cllullgm @)Vl grma+1 () 1wl ms o),

onde C' > 0 é uma constante. A respeito desta forma trilinear, para 1 < ¢; < oo tais que

L q% + L <1, pela desigualdade de Holder, vale a estimativa:

a q3
b(u, v, w)| < Jullpar (@) Vol Laz2 (@) 1wl Las () (1.8)
Assim, tomando ¢; = g3 = 4 e g3 = 2, temos
b(u, v, w)| < [lullza@) IVl 2@)llwl La@)- (1.9)
Como L*(Q) < V, para (n = 2,3), temos que
b, v, w)| < Cllully [ Voll 2oy lwllv, (1.10)

onde C' > 0 é a constante de inclusdo LA()) em V. De acordo com o Lema 1.4.5, segue que

vV u,v,w eV,
-1
(205 Il Vel se =2
|b(u, v, w)| < X (1.11)
<2>\1_4'€_1> lullv Vol 2@ llwlly se n=3.
Da mesma forma, tomando ¢; = ¢2 = 4 e g3 = 2, temos
b(u, v, w)| < [ullpa)lVollpa@)llwll L2@)- (1.12)
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Como L*(Q) < V, para (n = 2, 3), temos que
b, v,w)] < Cllullv Vol fwll2(0)- (113)
Pelo Lema 1.4.5, segue que V. u,v,w €V,

_1
<2A1 %-1) Ll [l @l se n=2,
|b(u, v, w)| < ) (1.14)
<2AI4K-1) lllv [l @l se n=3.

Em particular b é uma forma trilinear contina sobre V xV x V. (Para defini¢oes e demonstragoes
sobre a forma b, veja [55]).

Defina o operador B: V x V — V* por

(B (u,v),w) =b(u,v,w).



Capitulo 2

Teoremas de traco para campos
vetoriais solenoidais dependentes do

tempo.

Resumo do capitulo: Neste capitulo, nosso objetivo é caracterizar a restricio de
campos vetoriais (solenoidais) definidos no espago-tempo Qr = [0,T] x € para a superficie
lateral X = [0, 7] x 01, e também estender campos vetoriais definidos sobre X em campos

vetoriais (solenoidais) definidos sobre Qr

Desejamos estabelecer a existéncia e unicidade de solucao em dimensdo 2 e 3, para o

sistema equacgoes do tipo Kelvin-Voigt

‘?;t‘ - m?;: —vAu+ ((F (t,u)) - V)u(t,z) + Vp = f(t) + g (t,u)

sujeito a condic¢oes iniciais, de retardo, de contorno e de divergéncia nula.
Seja Q0 C R™, n = 2,3 um dominio limitado com fronteira 0€2. Considere o seguinte sistema

de equagoes do tipo Kelvin-Voigt:

( Ou ou

i /{Aa —vAu+ ((F (t,ur)) - V) u(t,x)
+Vp = f(t)+g(t u) em  (0,7)x
divu =0 em (0,T) x Q
(2.1)
u==k sobre (0,7 x 09
u(0,2) = u® () em
Uy = @ em (—h,0) x £,



38

onde u representa o campo de velocidades, p a pressao hidrostédtica, k # 0 é a velocidade na
fronteira, f é a forca externa sem retardo, g é outra forga externa com alguma caracteristica
hereditaria, u® é velocidade inicial, ¢ é o dado inicial com alguma caracteristica hereditaria, v > 0
¢é o coeficiente de viscosidade, xk > 0 é o coeficiente que caracteriza as propriedades elasticas do

fluido Kelvin-Voight em questdao. Sendo h um numero positivo fixado, por u; denotaremos a
fungao definida em (—h,0), dada por
u (s) =u(t+s), s€(—h,0).
Considere Qr = (0,7) x 2, e X7 = (0,T) x 09 é a superficie lateral de Qr, e paran € N e
p > 1, defina L? (Q) = LP (Q)".
Note que, tomando w = u — v, onde v estd definido em [—h,T] x €,
divo =0 em (0,T) x Q
v==k sobre (0,7 x 09

v (x,0) =79(x) em €,

podemos reescrever (2.1) da seguinte forma:

(0 0 - -
Sr = RATE —vAw + ((w(t — (1) + 0t = (1)) V) (w + D) (t,2)
+Vp = f1(t) + g (t,w; + ) em (0,7) x Q
divw =0 em (0,T) x Q
w=0 sobre (0,7) x 02
w(x,0) = ug (z) — vo(zx) em )
w(t,x) =@ (t,x) —v(t,x) em (—h,0) x 0,
(2.2)
ov ov _ 9 1
onde f1 = [ — s + AE +vAv € L (O,T;H (Q)), e lembrando que, para cada tempo

t € (0,T), denotamos por w; a fun¢ao definida em (—h,0) pela relacao w(8) = w(t + ), 0 €

(—h,0). A pergunta agora ¢ em que espagos os dados de fronteira devem estar para que 2.2 tenha
ov ov - ~

—a—qt)—i—Aa—qt)—i—yAv elL? (0,T; H_l(Q)), pede que v € H' (0,T; H'(2))

pelo menos. Neste momento, definimos em que espaco a extencao do dado de fronteira k deve

solugao. Note que f1 = f

estar, de modo que o sistema (2.2) possui solugdo. Assim, podemos propor um espago Y C
H? (0, T:H 1(9)) de campos vetoriais solenoidais em Q7 que, a partir da Teoria de Trago, que

serd estudada neste capitulo, para determinar o espago G dos elementos de contorno de Dirichlet
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definidos sobre Y7, cujo trago de elementos do espaco Y coincide com os elementos do espaco
G.

A idéia, entao, para resolver este problema é reduzir a investigacao de solucao de problemas
de valor de fronteira nao nulo, a problemas de fronteira nula. Para isso, precisamos caracterizar
a restricao de campos vetoriais (solenoidais) definidos no espago-tempo Qr = [0,7] x  para a
superficie lateral Xp = [0,7] x 92, e também estender campos vetoriais definidos sobre Y1 em

campos vetoriais (solenoidais) definidos sobre Qr; e este serd o objetivo deste capitulo.

2.1 Formulacao para um Teorema do traco

Assuma Q C R? um dominio limitado com fronteira 9Q uma variedade C™ compacta,

composta por J componentes conexas d€;,

J
o0 = UF]-, e I';NT; =0 sempre que i # j.
j=1

2.1.1 Espacgos funcionais
Considere o espago
S = S(RY) = {u 2Dy € Lz(Rd);Va;Vﬁ} ,

onde z = (x1,...,29) € Ry a = (a1,...,0q) ¢ B = (B1,...,B4) sdo multiindices com
componentes nao negativas, z® = z{* - - - xgd,

Bl
(8:):11 . -8:cdd>

Para u € S, definimos a Transformada de Fourier

DP =

a(€) = Fule) = (27)% /R () do

d
onde x - & = szgz
i=1
A inversa da Transformada de Fourier é dada por

u(z) = Fi(z) = (2r) /R () de = Fu(-a).

O espago de Schwartz S’(R?) é o espaco dual de S(RY). A Transformada de Fourier de

u € S’ é definida pela férmula

(Fu,¢) = (u, Fo) ,V$ € S(RY)
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onde (-,-) é o produto de dualidade entre S’ e S o qual é gerado pelo produto escalar de L?(R%).

Para s € R, o espaco de Sobolev H*(R?) é definido como segue:
H(RY) = {u e S(RY: (1+[¢P)iae L?(Rd)}
munido da norma
sy = | (1 I La(€)* s
Sobre o fecho G' de um dominio G, introduzimos os seguintes subespacos de H?*(R%):
H%(Rd) = {u € H*(R%) : supp u € é} :

Para um dominio ©Q, denote por ' = R — Q. Para s € R, o espaco de Sobolev H*(Q) das

fungoes definidas sobre §2 é definido como segue:
H3(Q) = H*(RY)/HE, (RY). (2.3)

As definigbes gerais dos espagos quociente de espacos de Banach e (2.3) implica que existe um

operador de extensao E : H3(Q) — H*(R%) e

[l re() = nf | Eull g2 ra) (2.4)

onde o infimo é tomado sobre todos os operadores extensao E (veja [8] e [9]).
Como assumimos que o dominio €2 é bem regular, ou seja, que a fronteira 92 é uma
variedade de classe C'*° de dimensao d — 1 e compacta, entao existe um sistema de cartas locais

{(Uk;6k)}g=1.... ,, finito e, de posse destas cartas locais, podemos construir uma particdo da

m

unidade subordinada a cobertura aberta {Uj U Q}k:L__ .m do aberto U (Ui, U Q) que contém Q.
j=1

Denote esta particao por ¢g, ¢1,- - , ¢m. Obtemos entao:

—_

. supp ¢o C €;

2. Supp¢k C Uk? k= 1727"' y T

Desta forma, a norma sobre o espaco ||'|| grs(r,

lull s ooy = Y [|nuo 5IZIHHS(R<1*1)
=1
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estd bem definida.
Defina o espago V*(Q2) = {v = (v1,...,vq) € [H ()] : div v = 0} .

Se (t,x) € R*™! entdo a transformada de Fourier 4(, &) é definida por

da+1

(€)= Fu(r, €) = (2m)~ % / i+ (1 ) it
]Rd""l
Considere o espago de Schwartz S'(R9*!) e defina
H RS = B (R, H*(RY) = {u(t,2) € S' R (1+|7)3 (1 + ¢ Ba e LR}
munido da norma

fullgasny = [ @+ )L+ IR fatr O dedr.
Ra+1
Sobre o cilindro Q7 = (0,T) x , analogamente a (2.3), podemos definir

HO(Qr) = H (R, (R (2.5)

Hu”HS(QT) = i%f HEUHHS(RGZ‘H) (2.6)

onde o infimo é tomado sobre todos os operadores extensio E : H*(Qr) — H¥(RIF1).

Definimos ainda, o espaco vetorial

V(Qr) = {v = (v1,...,0q) € [H(Qr)]*: div v = o} .

Os tragos de fungoes u € V¥(Qr) sobre a superficie lateral [0, T x 92 s@o procurados em espagos
do tipo H* (0,7; H"(09)), suas normas sao construidas a partir da norma de H® (R; H"(092)),

da mesma forma que em (2.4). A norma em H* (R; H"(092)) é dada por

T P——— / (L 72 8, ) oy

onde
a(r, ) = (2m) 4 / Tt ) dt
R

é a transformada de Fourier da funcdo u(t,-) definida para ¢ € R com valores pertencentes a
H"(09Q).

O Teorema do trago consiste de duas partes: um Teorema de restricdo e um de extencao.
Seja v(z),x € Q um campo vetorial solenoidal (divwv(z) = 0) de classe C*°, e yv sua restrigdo
sobre a fronteira 0€2:

YU :’Ulag.
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Podemos decompor yv(x) da seguinte maneira:

(z) = v (@) + (mo(z))n (2.7)

onde 7y, (z)v é a componente normal de yv(x), obtida pela proje¢ao ortogonal de yv(x) sobre o
campo vetorial normal n; e v.(x)v é a componente tangencial de yv(z), obtida pela projegao
ortogonal de sobre o espago tangente 7,02 da variedade 0€) no ponto z.

Introduzimos os seguintes espagos funcionais sobre Yp:
1
Gi(zr) = B (0,1, 3 00)), 5 <s
~ 1
G (Sr) = H' (0,7 B3 (00)) n 22 (0,73 H°(09) ), S <

onde H*(99) = {v € HY(09) : / vdr = 0} (para a < 0, a integral é entendida no sentido
o0
de distribui¢ao), e
G*(Zr) = G7(X7) x Gy (1).

2.1.2 Resultados de restricao

Para uma fun¢do u(t,z) € C=(Qr) N H* (R¥1), introduzimos os seguintes operadores

restricao:
OFu(z,t)
Yoult, ') = U(tax)‘zdzo e (yu)= “ogk (2.8)
Ty zd=0
onde k =1,2,..; x = (x1,...24) e 2’ = (x1,...,24-1). Nosso objetivo é encontrar os espagos

das restrigoes vx, k=0,1,2,..., para u € H® (Rd“).

Lema 2.1.1. Seja k > 0 um inteiro, e assuma % < s. Entao o operador i, definido em (2.7),

pode ser estendido por continuidade ao operador continuo
(ypott) = H® (Rd“) e (R; Hs—k—%(Rd—l)) = H 2 (RY). (2.9)
Prova. Seja u(7,&) a transformada de Fourier de u(z,t), entao

i, €) = (2m) 2

k .
/ ekt € €4) dég
R

oxk

— (2m) "} / (i€ a(r, €, £4) déa.

Tg=
Sejam

a€) =1+ ¢, br) =1+ e A(r,€) =b(r)aE)".
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Com uma funcao R(7,£’) > 0 a ser determinada posteriormente, obtemos:

|, R e drde
2

k 1
— (2m)"! / R(r,€) / S G o A (o ) ded| dr dE
Re RAZ (2, &)

2k
<en [ (ree) [ aan) [fatg P A€o naras.

onde Ay(,&',n) = b(r)a(&',n)* = b(7)(1 + [¢']* + [n|*)*
Precisamos determinar R(7,¢’) tal que

772k

As(Ta §,n)

onde as constantes C7 e Cy nao dependem de 7 e £'; entao

0<CH§RU£U/ dn < O, (2.10)
R

/ R(r.¢) [Fru(r,&)|” drd¢' < © / [, €' )| As(r, €' ) dn = clullfys g

R4 Rd+1

de modo que, ao encontrar R, possamos definir uma norma no espago de ~yiu, para

u € H* (R¥1). Para determinar R satisfazendo (2.10), defina

B =p(r,&) =b(r)a(&’)

n2k [ee) n2k
——dn =2 —d
/RAS(T,s/,n) 7 /0 ba® + by !
2k
n
e ) ()
0

2s 1
1+b(171> /625
B2s

2kt1-2s [ ka
=928 35 dy.
b /0 1+ by?s Y

entao

y2k

o0
Vamos avaliar a integral I(b) = [ —
gral 1(b) /0 R

dy.
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2k+1
)

o dz
I(b) = 1/
(0) 2k+1 0 1+bz%i1

Tomando z =y

o o dz
T 2k+1 _2s _—2s_
0 z2k+1 (z2k+1 + b)

o d (2(1,2511))
_ 1 (1_ 2s )/ \
2k+1 2k+1 0 Zﬁqu

_ 1 /Oo dy
T 25—2k—1 2s
0 y2s—2k—1 —+ b

Yy
2s—2k—1_4 > db‘Q—QS*%*I
— S
= Cb 2s / 35
0

y 2872"671
2s—2k—1 + ]'
b 2s

. Cb—(22k+1)
Assim,
0< %b;@fsﬂ) <I(b)=Ch 2,
ou seja,
0<Cy < b5 I(b) < C,
ou ainda,
0<Cy <@ ETRE (287570 0) < 6

Portanto, podemos definir R(7,&’) como segue:

2s—2k—1 _ 2k+1—-2s 25—2k—1 _2k+1 25—2k—1 25—2k—1 _2k+1

R(T’ 5/) — /6 2s b~ 2s — (bas)‘ 2s b 2s =a 2 (b) 2s b 2s ,

ou seja,

)

N|=

R(7,¢') = ba* "~

1 s 2k
para 3 < s, k>0. Assim, R(7,¢') define uma norma em H' (R;H2 = (Rd*1)>. O

Considere agora o caso Qr = [0,7] x Q e L7 = [0,T] x 09Q.

1
Corolario 2.1.2. Seja k > 0 um inteiro e > < s. Entao, o operador restrigao definido em (2.8)

pode ser estendido por continuidade ao operador limitado

et HE (Qr) — HY (O,T; HP 3 (r)) .
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Prova. Dado u € H* (Qr), entao pela definicao do espago H"(0,T; H*(£2)), podemos considerar
v € HYR; H*(Q)) a extensdao de u como segue:

v(t) = u(t), para t € [0, T,

v(t) =0 parat e [T+ 6,+00) U (—o0, —0],

e v é uma funcao suave em (7,7 + 6] U [-0,0) de modo que v(T + 8) = v(—4d) = 0 Entao,
v(t) € H*(Q), para quase todo ¢t € [0, T.

Como a fronteira 99 do dominio @ C R? é uma variedade compacta, de classe C>°, de
dimensao d — 1, existe uma cobertura finita {Uy } k=1...J de 09 e um difeomorfismo 6 : U, —
B = {x € R% |z| < 1} tal que, sobre U; NU; # 0, d; o 5]-_1 seja C*°. Seja ¢, uma particao da
unidade subordinada a {Uj}.

Para j =1,...,J e cada t, defina

@) (57'®) . ve 0D x 0,1 =Y

0, yeRI-Y.

vi(t)(y) =

Entdo v;(t) € H¥(RY).

Pelo Teorema anterior,
v; € HARHY) — 4y (v;) € H (R HF2 (R 1)),

Entdo, para cada j = 1,...,.J temos v,v;(t) definida em R4~ = {x eRY: gy = 0} e

/

(6 552 (674 w1, 00 1,0)) s o' € (O, =Y,

k
d

oy () = |

0, y € RI-1 Y7,

Como v;(t) € H*(R?), temos que v*v;(t) € H_k_%S(Rdfl) paraj=1,...,J, ¢

2

) - Fot)) (.
POt gy = 0 (0 ) = (57)

HS*IC*% (Rd—1)
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Portanto,

2

kel (0.7:H° %3 (002))

_ 2
= H’VkUHHl(R

R

3 (00)
kv 1
(e 55) - (67)

- e s
J

2

H1 (R;HS*’“*%(Rd*»

<C Z ||Uj||3{s(Rd+1)

<Y | (5],

Hs (Rd+1)

= Cull3s (o -

2.1.3 Resultados de extensao

Teorema 2.1.3. Seja k > 0 um inteiro e s € R. Entdo existe um operador continuo
B HTE (RY) — et (RT)

tal que vy, 0 B =1 e ;0B = {0}, j # k, para uw € H* (Rd), onde Y € o operador definido em
(2.8).

¢ 1
Prova. Seja ¢(t) € C* (R) com supp ¢x(t) C [—1,1] e ¢x(t) = 7 para |t] < 7 Para u €

#H* (R%T1) denote por

a(Tv éla .Td) = a(7—7 517 cee 7€d717 xd)
a transformada de Fourier com respeito as varidveis (¢t,2') = (¢t,21,...,24-1). Seja v(t,x) €
k2 (R?) e 0(7,&’) a transformada de Fourier de v em relagdo as varidveis (¢,2’). Defina o
operador ;. pela féormula

k

(Bro) (1, 24) = d1(a? (€))7, €)a™ (), (2.11)



2.1. Formulacao para um Teorema do trago 47

onde a(¢') = 1 + |¢/|>. Tomando a transformada de Fourier com respeito a 4 em (2.11), temos

@(7_7 g) = /R(B;l/))(T, €,’ xd)@_Z”i(xdfd) dxd
u(r, &)
a? (¢')

_ A(T ¢) ~2mi(a” B (€)ay g
e . [ antone y

[ enlab©wae e a,
R

- “ff;“ oela™H(€)e)
S e)
Entao,
lhequenny = [, @€+ P o b een)” arae e
o, €

/Rd+1(a(£/)+a(§,)y2)sb ak“(f/) |¢k( )’ ;(5/) de{'dy

-/ dH(aS-'f-%(s'))(l LYoo ) on(y)? dr de' dy
Sh=3(€))b drde’

= /]Rd+1(a ‘v 7.¢ ‘ T d§

= et ol s -

Agora v o B, =1 e yjo B, = {0}, j # k, para v € H°~ k= (]Rd) seguem da definigdo de i em
(2.8) e de By em (2.11). O

Com ajuda das técnicas de particao da unidade obtemos, a partir do Teorema anterior

mostraremos, a seguir, resultados de extensao para fungoes definidas sobre ¥ = R x 02 para

funcoes definidas sobre (Q = R x €.

Corolario 2.1.4. Seja k > 0 um inteiro e s € R. Entdao existe um operador continuo
B : H RT3 (2) — P (Q)

tal que v 0 B, =1 e yjo P = {0}, j # k, para u(t,z) definida para (t,x) € R x 082, onde y;, €
o operador definido em (2.8).

Considere os seguintes espagos funcionais :

Ve (Q) = {u e [H* ()P : divu = o} . (2.12)
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Para s > 0, seja o espaco

XA/S(Q):{UEVS(Q):/ 'ynudx’zo,jzl,...,J}. (2.13)
1",

J

Considere também os espagos

Hj (92) = fecho de C§°(2) na norma de H® (Q2),s > 0,

Ve (Q) = {ueV?(Q): yu=0}. (2.14)
Temos a decomposicio do espaco L2 (Q) (veja [13]):
12(Q) = V(@) & VH ()

onde VH! () = {Vp:pe H (Q)}.
Note que VH! (Q) C ker curl (veja [57], Terorema 2.7, pagina 30).

Defina H, = VOO Nker curl, temos que:

e H.#{0};

e H. é um subespaco de dimensao finita de H! (2);

H_ é o conjunto dos vetores dos vetores Vp(x), onde p(z) é uma funcao de multiplos valores

satisfazendo Ap =0 e % = 0;

(HC)J‘Z {UEVOO(Q):/F U-ndx/:O,izl,Q,...,J};

e a seguinte decomposicio ortogonal em L? () é verdadeira:
Vo' () = W0 (Q) & He ().

Todas estas propriedades do espago H. podem ser encontradas no artigo de Foias & Temam:
“Remarques sur les équations de Navier-Stokes stationnaires et les phénomenes les successifs de

bifurcation“ - [13]. Defina, para s > 0,
We(Q) =W (Q)nH(Q), (2.15)
onde W# (2) munido da norma de H* (Q2), e
W= (Q) = fecho de W° (Q) na a norma de H™*(Q),

onde H~% () munido da norma |ul|_, = sup {u, v) e a dualidade (-,-) é gerada pelo

veEHE(Q) HUHHg(Q)
produto interno em L? ().

Finalmente defina

V—* = fecho de V° () na norma de H* ().
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Teorema 2.1.5. Seja s > —% es# —%. Entao o operador
curl: W (Q) — V* (Q)
€ um isomorfismo. Além disso, o operador rotacional
curl: V1 (Q) — Ve Q)
€ sobrejetivo.

Prova. : Ver [16] Teorema 4.1, pdgina 1097. O

Agora considere os seguintes espacos funcionais:

V5 (Qr) = {u e L? (o, T, V* (Q)) - Qpu € L2 <O,T; v (Q)) , } (2.16)

W? (Qr) = {u € L (0,T; W* () : dyu € L*(0,T; W* ()} . (2.17)

Teorema 2.1.6. Seja s > % Entao, parau € Vs (Qr), eriste uma unica solugdo v € W+l (Qr)
para o problema
curlv(t) = u(t), x=€Q
divv(t) = 0, z €N (2.18)
mu(t) =0, x € 00

(onde t é um parametro)e a sequinte estimativa € verdadeira:

HUHW5+1(QT) <C Hqu/s(QT) ;

onde C > 0 nao depende de u.

Prova. : Seja u € V* (Qr), entdo para quase todo t € [0, 7], u(t) € V* (Q). Pelo (2.1.5), existe
um tnico v(t) € W5t (Q) tal que curlv(t) = u(t), para quase todo t € [0, 7.

Novamente, como du € V* (Qr) e sua definicio em (2.16), segue que dyu(t) € V* ().
Novamente pelo (2.1.5) existe um tnico w(t) € W5t (Q) tal que curlw(t) = du(t),z € Q.
Como

curl(w(t)) = dpu(t) = O (curlv(t)) = curl(dw(t)),

temos que Oyv(t) = w(t), para quase todo t € [0,7], j& que pelo Teorema anterior curl é um
isomorfismo. Assim, O;v € L? (07 T; Wstl (QT)) e entio v € W* (Qr).

Da definigao (2.15) de W1 (Q), segue que divo(t) = 0,2 € Q e y,v(t) = 0,2 € 99, para
quase todo t € [0, T]. O
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Para cada componente conexa I'; de 9Q2 = |JTI';, considere o conjunto
©=0;5={r e Q:dist(z,I') <o} r=r,
onde ¢ é¢ um numero suficientemente pequeno. Introduziremos em © coordenadas locais especiais.

Lema 2.1.7. Defina
ys3(z) = dist(z, ;). (2.19)

Entao existe uma cobertura finita {U;} de ©;5 tal que em cada U; existe um sistema de
coordenadas (y1(x),y2(x),y3(x)), onde y3 € definida por (2.19), orientada por (x1,x2,x3) €
satisfaz

Vyj(x) : Vyk(x) = Ojk j, k= 1, 2, 3 (2.20)
onde d; € o simbolo de Kronecker.

Prova. Ver Lema 4.4 pigina 1100 em [17]. O

Usando (2.20), podemos calcular, nas coodernadas locais (y1,y2,y3), 0 tensor métrico
gr1(y) gerado pela métrica Euclidiana do espago envolvendo R? por gy (y) = &5. Esta relagdo
implica que as férmulas para div e curl sdo dadas na forma usual:

3

Ou;
divu = Z az e curlu = ((92’03 — 83’02, (93’1}1 — 81’03, 617)2 — 82’01).
1 )

Considere o operador d,, o qual em coordenadas locais (t,y1,y2) sobre Yp, é definido por

gp=2v2_0u
0y Oy

onde v(t,y1,y2) = (v1(t,y1,y2), v2(t, y1,y2)) é um campo vetorial tangencial sobre Y.

Pode-se provar que (veja [16], Capitulo 4, pagina 1096), para uma funcao suave u,
d.r%-curl_lu = Y.
Teorema 2.1.8. Seja Q C R3. O operador
7= () : V* (Qr) — G5 (E1) % G5, () (2.21)

para s > 3, € continuo, onde Gi(Xr) = H' <O,T; Ho2 (ET)), Gy (Xr) = ’Hs_%(ET) N
L2(0,T; H-N(T)) e V* (Qr) = {u e 1? (o,:r; Vs (Q)) . Qpu € L2 <O,T; s (Q)) }

Prova. : Seja u € Vs (QT), operador trago v = (-, v, ), nas coordenadas locais introduzido no

Lema (2.1.7) ( vide Lema 4.4, pagina 1100 de [17]), pode ser reescrito como segue:

YU = (W1lys=0, W2|y5=0, W3|ys=0),
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ou seja,
Tru = (wl‘y3:07w2‘y3:0)'

Observe que

Wi|ys=0 = Yow1(t, y1,y2),

Walys=0 = Yowa(t, Y1, y2)-
Note que wi,wy € H*((0,T) x ©;), onde ©; = {z € Q:dist(z,I;) < y3}, onde I'; sdo as
componentes conexas de J€. Estendendo w; e wp a uma funcio pertencente a H*(R*1), e
aplicando o (2.1.1), deduzimos a continuidade da componente -, do operador .
Vamos estimar ~,. Para isso, precisamos voltar as coordenadas originais do problema.
Defina v = curl 'u como a solugio v € W+l (Qr) do problema (2.18). Usando novamente as
coordenadas locais introduzido no Lema anterior, a parte tangencial de v sobre ¥p pode ser

reescrita como vy,v = (v1(y1,y2,0),v2(y1,¥y2,0)). Ao aplicarmos o operador d,, obtemos:

dryrv = O2v1(y1,Y2,0) — O1v2(y1,92,0).
Dali, segue que

w3(y1,y2,0) = ypu = dryreurl tu = dpyv = dovy (y1,y2,0) — O1v2(y1, y2,0),

lmtlly ot s pymr2m -1y

= H (82'01 (ylv Y2, 0) - 811}2(3/1, Y2, O)) ’ZT HHS—% (ZT)OLQ(O’T;ﬁ—l(F))

< Cllvls, ||HS+% (S7)NL2(0,T;HO(T))

<C ||UHHS+1(QT)
<C HUHWS“(QT)

O

Teorema 2.1.9. (Teorema de restrigio): Seja @ C R3. Entdo podemos definir operador

restricao em(2.7), pelo operador continuo
S S 1
v:V* (Qr) = G*(Xr), para 5 <5
Prova. : Seja v € V* (Qr) para % < s. Denote por

//U'ndSZQi(t)J j:1)2)"'7<]
r

J
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J J
qu(t):Z/ v'nds:/divvd:U:O, (2.22)
= =1L Q
para cada t € [0,T].
Considere o problema de Neumann
—Ap(t,z) =0
5 (2.23)
%r._qj(t) J=12, )
J

Em virtude de (2.22), existe uma solugao p(¢,x) para o problema (2.23), e Vp(t,x) é definido
unicamente. Por Teoremas de regularidade, Vp(t,z) € H' (0,T;C>(Q)) C H*(Qr). Como

divVp = Ap = 0, temos que Vp € V*(Qr). Além disso, dyv, 0;Vp € V*(Qr). Portanto

(v—=Vp) €V (Qr)

I,

J

V(v — Vp)dz' = / (v—Vp)-ndz' =0.
Ly

Assim (v — Vp) € ps (Qr). Entao, pelo Teorema anterior, obtemos resultado de restrigao para

(v—Vp).
Note que

Y(v) = (v = Vp) +v(Vp,)
Como

J J
Vplog =D Vplp, =D _ai(t) =0
J i

Entao, aplicando o Teorema anterior a v = v — Vp, temos o resultado.

O]

Omitiremos a demonstracao do proximo resultado pois sua prova segue 0s mesmos passos

dos Teoremas 5.1 e 2.2, (pédginas 1110 e 1112) do artigo [16] de Fursikov, Gunzburger e Hou,

com uma unica diferenga: no momento em que se aplica o Teorema do Trago (no caso do artigo

[16], o Teorema 3.2), aplicamos o Corolario 2.1.4 deste trabalho. Note que, mesmo que a prova

seja praticamente a mesma, os resultados sao obtitidos em espagos diferentes do do artigo [16].

Considere o seguinte espago funcional:
G*(£1) = G3(81) x G} (51),

onde

Gi(Sr) = {un € Gy (Xr): / un(t,2') d’ = 0 para quase todo t € [0,T], j = 1,...,J} :
I
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Teorema 2.1.10. Seja Q C R3. Entdo, para % < s, existe um operador levantamento continuo
R:G*(%r) — V) (Qr)

de modo que o operador R ¢é tal que yo R = I, onde I : G*(¥7) — G*(X1) € o operador
identidade.

Da mesma forma que o resultado anterior, também omitiremos a prova do préximo
Teorema, ja que os passos sao os mesmos da demonstragao do Lema2.2 em [16], pdgina 1112.
Lembrando que, mesmo que a prova tenha os mesmos argumentos, os resultados sao diferentes

dos obtidos em [16].

Teorema 2.1.11. (Teorema de levantamento): Seja Q C R3. Entdo, para % < s, existe um

operador levantamento continuo
R:G*(2r) — V) (Qr)

de modo que o operador R ¢é tal que yo R = I, onde I : G*(¥7) — G*(X7) € o operador
identidade.

2.2 Formulagao para um Teorema de Extensao para dados de

fronteira: caso bidimensional

Sejam Q =R x 2 e X =R x 00 a superficie lateral do cilindro do tempo-espaco infinito.
Vamos descrever o espaco vetorial definido sobre ¥ que pode ser estendido ao espago vetorial
solenoidal definido sobre @ o qual é subespaco de V()(Q).

Vamos examinar os tragos normal e tangencial separadamente, pois eles pertencem a
diferentes espagos funcionais. Entao, denote por 7 = (11, 72) e n = (n1,n2), os vetores tangente
e normal exterior unitarios, respectivamente, ao longo da fronteira 0f2, orientada no sentido

anti-horario. Temos as seguintes relacoes
I = Mg e Ty = —Nq .
Dado um campo vetorial
b(t,z) = by(t,x)n(x) + by (t,x)7(x), para quase todo (t,z) € 3,

satisfazendo

/ b-nds =0, para quase todo t € R, (2.24)
0N
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onde b, =b-n e b, =b- 7, procuramos u = (u1,us) € V(l)(Q) da forma u; = B F e ug = O F
OF
6:@- '

/ b-nds =0, para quase todo t € R, procuramos F' de modo que
oN

onde F é a fungao fluxo de u e O;F = Em outras palavras, dado um vetor b, tal que

by = —(VF - 7)|yq = — 0, Fs; (2.25)

br = —(VF -n)|y, = —0,Fly,. (2.26)

Observe que, por / b-nds =0, para quase todo t € R, a hipStese (2.26) é equivalente a
o0

Fls=h=— / bu(t, X(s)) ds, (2.27)

0
onde a integral de linha é tomada ao longo de 9€) no sentido anti-horério, comegando de um

ponto fixo xg € 01.

Proposi¢ao 2.2.1. Um par (by,h) definido sobre %, possui uma extensio F € H2(Q)
satisfazendo (2.25), (2.26),

1) = € {HbT’H%I (R 2 (00) Rl (r:% (00) } ’ (2:28)

F se anula fora de um vizinhanca de ¥ = R x 02

onde C é uma constante que independe de b, h e F', se e somente se

b, € Hi (R; H%(asz)) (2.29)

heHi (R; H%(aQ)) . (2.30)

Prova. Considere b, satisfazendo (2.29) e h satisfazendo (2.30), vamos construir uma extensao
F satisfazendo (2.26) — (2.28), tal que F' se anula fora de um vizinhanca de ¥ = R x 9Q2. Como
00 é de classe C*°, podemos escolher uma vizinhanga U de 9} com coordenadas (3:'1,3:/2) tal
que

U= {x: (2}, 25) : (#7,0) €N e xy € [O,e]}

para algum ¢ > 0. Entdo, reescrevendo o espaco H?(R x U) como segue
HA(R x U) = {F(a:;,t, z,) € L*(0,e; H'(R; H2(09))) : 0, F € L2(0, ¢ L*(R; HQ(aQ)))}

do Teorema do Trago em [10] (Teorema 4.2, pagina 29), temos que as aplicagées
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Y0 : F e HA(Q) — Fly_ o€ [HY(R, H%(0%)), L*(R, L*(0%2))]

=

1 FeH Q) — 0 Fly_o € [H'(R, H%(0%)), L*(R, L*(0%))]

3
1

sao continuas e sobrejetivas. Portanto, a aplicacao
Fr— (’YOF Neiva )

H* (R x U) — [HY(R, H2(8Q)),L2(R,LQ(8Q))]% x [HY(R, H*(0%)), L*(R, L*(0%))]

3
1

é continua e sobrejetiva. Como (veja em [10] a equacao 9.24 na pégina 53, e Teorema 9.6 na
pagina 49))

[H'(R, H*(99)), L*(R, L*(99))] . = H1 (R, H?(Q))

=

(R, H2 (9Q))

e

[H'(R, H*(0Q)), L*(R, L*(09))] s = H

3
1
Temos que F +— (y0F, 1 F) é continua e sobrejetiva de H2(R x U) em H%(R,H%(OQ)) X
H %(]R, H %(E)Q)) Finalmente, escolha outra vizinhanca U de (0, €) x 09 tal que U esta contido
em U. A partir dos resultados de extensdo, podemos estender continuamente o espaco H2(R x U)
no espago {F € H2(R x Q) : F se anula fora de 17}

Agora, suponha que um par (br,h), definido sobre ¥, possui uma estensdo F €
H2(Q) satisfazendo (2.25), (2.26), e que F se anula fora de um vizinhanca U =
{ZL‘ = (t, 2y, my) :t €R, (£1,0) €N e zy€ [0,6]} de ¥ =R x 99Q.

Observe que
Fe {F(x;,t, z) € L*(0,¢; HY(R; H2(09))) : 0, F € L2(0, & L*(R; H2(6Q)))} .

Novamente, do Teorema do Traco em [10] (Teorema 4.2, pagina 29), temos que a aplicagao
Yo(F) = F|

/
z5=0

N(E) =08, Fl:_,

estdao bem definidas, e que
Fr— (voF,nF) =

HA(R x U) — [HY(R, H(00)), LA(R, L2(09))], x [H'(R, H}(09)), L*(R, L*(9Q))]

e

Note que z € ¥ quando z2 = 0 entdo, por (2.25), (2.26), temos que (Yo F,y1F) = (h,b;). O

Teorema 2.2.2. Assuma que by, e b, satisfazem
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/ bn ds = 0 para quase todo t € [0,T],
o0

b, € H1(0,T, H2(09)),

by € H1(0,T, H2(0Q)).
Entdo existe u € VI(Qr) satisfazendo

Uy, =b=by-n+br -7

e a estimativa

||u||V1(QT) <C {HbTHH}I <R;H%(3Q ) + H n“ (]R H?(@Q))}

onde C' independe de b,, e b, e tal que u se anula fora de uma vizinhanga de (0,T) x 2.

Prova. Os espagos H"(0,T; H*(0f2)) com indices r e s fraciondrios podem ser considerados
como a restri¢ao sobre (0,7') x © dos espagos de funcoes H" (R, H*(01)).

Portanto, pode-se estender os dados temporais , ou seja, existem

b, € Hi(R, H?(09))

by € Hi(R, Hz(09))
tais que

b, ="b, eb; =0b; em (0,7),

C [[ball? 5

Bl
H HiR,H? (09) Hi(0,T:H? (09))

Clo-11? 4

il |
H HT(R,H? (0Q)) HT(0,T;H? (69))

Podemos assumir que

/ Zn ds = 0, para quase todo t € R
oN

- / gnds
T _7 o9 )

(se necessario, pode-se tomar b,, = b,, —
/ ds
o0

Defina

h(t,z) = — /xgn(t,X(s)) ds, x € 9Q,
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onde a integral é tomada no sentido antihorario ao longo de 02, comegando no ponto xg € 0f2.
Note que h € H%(O, T; H%(E?Q)), entdo da Proposicdo anterior, temos que existe F' € H2(Q), a

qual se anula fora de R x 9€, tal que
Flg =he 8,F|g = b,.

Agora, tomando

u = curl (0o F, —01 F)
segue que u € VH(Q) e

(u-n)|g = cwrlF -n|y = —VF -7 = —0,F|y = —0:h = b,

(u-7)ls = cwrlF - 7|5 = =VF - n = —9,F = —9,h = b.

Entao uly, =b=0by,-n+b-Te

lullyr@ry = llewrl Fliy g,
< ClIFllyqm
< el o)+ Pt (i o) |-

Além disso, como F' se anula fora de um vizinhanga Z de % = R x 9f), segue que u também se

anula fora de um vizinhanca de ¥ = R x 0.



Capitulo 3

Solucoes em LP para sistemas do tipo

Kelvin-Voigt com memoria nao

limitada

3.1

Resumo do capitulo: Neste capitulo estudaremos a existéncia de solucdes para uma
classe de sistemas do tipo de Kelvin-Voigt com retardo nao-limitado. Para obter nossos
resultados, usaremos a teoria de semigrupos analiticos em espagos de Banach e assumiremos

que o espago de fase (o espago das histérias) é definido de maneira axiomadtica.

Existéncia de solucao para a Equacgao do tipo Kelvin-Voight

com retardo nao limitado

Desejamos determinar a existéncia de solucao classica para o sistema equacoes do tipo

Kelvin-Voigt com retardo nao-limitado nos termos nao-linear e na forga externa descrito como

segue:

%+ ((/t a(s_t)u(s,x)ds+w(t—r,x)> -V)u(t,w)

—00

+Vp—/€A881;—l/Au:/_tooﬁ(s—t)u(s,x)ds (0,T) x Q
(3.1)
divu(t,z) =0 (0,7) x Q
u(t,x) =0 (0,T) x 09
L up (t,.CE) = Q,Z) (tvx) (—O0,0] x

onde u representa o campo de velocidades, p a pressdo hidrostética, u(0) = ug(x) e ulp = 0

sao as condigoes inicial e de fronteira, respectivamente, 2 C R™ é um aberto com fronteira I

de classe C2, v > 0 é o coeficiente de viscosidade, x > 0 é o coeficiente que caracteriza as
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propriedades eldsticas do fluido Kelvin-Voigt em questao, v € R e a(-), 5(-), p(:) sdo fungodes
apropriadas, nao negativas, que satisfazem:
0 q 0
a(s
/ ( )q, ds < 00 e /
> p(s)a e

1 1 _ 1,1 _
onde]?+5—1eq,+q—1.

~ds < 00,

B (s)”
p(s)e

Aplicando a projegao sobre o sistema (3.1) obtemos:

du du

— — kP, A— = vP,Au+ F (t,u, u(t)) + g (¢, us)
ug = de]a

onde u; : (—00,0) = X, é definida por u; () = u (0 +t),

F(t,up,u(t)) = —P, <(/t a(s—t)u(s,x)ds—l—’yu(t—r)) .v> u(t,)

— 00

__p, ((/0 o (s) u (s,x)ds—i—’yut(—r)) .v> u(t,z)

st =2 ([ 56— usnas)

__p, </_(;B(s)ut(s,x)ds>.

O operador linear —A,, = P,A ¢ gerador infinitesimal de um semigrupo analitico de contracoes
e~ 4t em X,. Observe que o conjunto resolvente de —A,, p(—A,), contém o conjunto dos
reais positivos, assim, para k > 0, (I + FdAp)71 existe e ¢ um operador linear limitado em X,,.

Portanto, podemos reescrever (3.2) da seguinte forma:

T = v (T4 my) ™ (A (0)+ F (b (0) + 3 (1, 0)
(3.3)
up = Pp¢a
onde
F(tug,u(t)) = (I +rAy) " F (t,ug,u(t))

g(tu) = (I+rKAp) " g(tu).

Para mostrarmos a existéncia de soluc@o para o sistema (3.1), precisamos demonstrar o seguinte

resultado:
Lema 3.1.1. As sequintes propriedades sdo verificadas:

1. O operador B, = v (I + HAp)_l (—A,) € gerador infinitesimal de um semigrupo analitico

uniformemente limitado (T}, (t)),~, em D(Ap).
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2. Para 1 < p < q < 00, (T (1));g € um Co-semigrupo em D(Ap). Além disso, Ty (t) =
T, () Ip(ay) € Tp (1) x € C([0,00), D(Ap)) para cada x € D(Ay).

3. [10] Seja n > 1 um nimero natural. Entao
1
(a) Dado 1 < p <n, entio D(A}) — X, se q € [p, %]'
(b) Dado p > n, entdo D(A;) — X, se q € [1,+00).

1
2
p
1
2
p

(¢) Dado p =mn, entao D(A}) — X, se q € [p, +00).

4. [23] Seja co > p > 1 e p = 2q Existe uma fun¢ao F 0,a] x By, x V; — X, tal que
F(t,y,w) = (Ap)% F (t,¢,w) para todo (t,¢,w) € [0,a] X By, x Vq onde By, ¢ o espago
de fase definido por

By, = (Cr x LT (p; V)", ¢>1,7>0.

Existem funcgoes L% € C([0,00),]0,00)), i =0,1,2 e v1 € (0,1) tais que
i o 0 M 1 _
| w0) = F (s )| < L8 (R) [t = sl + L () 1~ ol
2
+L% (R) [[wr — welly, ,

para todo (11,19) € Bp (O,Bvq) x Bpg (O,BVQ), wi, w2 € Vp, e todos t,s € [0,a], onde

Bgr (O,Bvq) ¢ a bola de centro 0 € By, e raio R.

[NIE

5. Sejaoco>p>1ep=2q A fungio F (t,,w) = (Ap) ﬁ(t,w,w) para todo (t,v,w) €

[0,a] x By, x Vg onde By, € o espago de fase definido por
By, = (Cr x LT (p; Vo))", ¢ >1,7>0.
Ezistem fungées Lt € C([0,00),[0,00)), i =0,1,2 e 1 € (0,1) tais que
1F" (¢, 1, w1) = F (5,902, wa) |, < L (R) [t = s|™ + Lip (R) [[th1 — allg,,

+LE (R) [lwr —wally,

para todo (11,19) € Bpg (O,Bvq) x Bgr (O,Bvq), wi, w2 € Vp, e todos t,s € [0,a], onde

Bgr (O,Bvq) ¢ a bola de centro 0 € By, e raio R.

6. [23] A fungdo g (-) € continua de [a,b] x By, em X, e eviste uma fungdo crescente Ly €

C([0,00),(0,00)) € y2 € (0,1) tal que

lg (t.61) = g (5,02)llx, < Lo (R) (1t = 5% + llr = ¥alls,, )

para todos 1; € By (0,By,) e todos t,s € [0,a].
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Prova.

1. Lembre-se que —A, = P,A ¢ gerador de um semigrupo analitico de contragoes em X,,.

Como o B, = (I + rkAp)~'(-A4,) é um operador linear limitado, segue que

B, é gerador infinitesimal de um semigrupo analitico (7}, (t)),~, em D(Ap), onde

T,(t) = &Pt = i(_l)n((f—i-n;ip)l(Ap))ntn

para todo t > 0. Além disso,

1 1

1
By, =(—-4,)1 = ?R( A)— ;I (veja [47], pagina 9), onde (—Ap)\ é a aproximacao de

P
Yosida de —A,, sobre D(A,), para todo A > 0. Sendo assim, B, é gerador de um semigrupo

de contracoes em D(Ap).

Antes de prosseguirmos, note que:

1

(7 + “AP>71|‘5(XP) =

<1
L(Xp)

1 -1
<EI T Ap>

Além disso, para © € D(Ay) = Im(A, 1), entdo Apx =y € Im(A,) = D(A ). Assim,

(KA, + 1) TApr = (KA, + ApAT) T A
= (kI + A7) e
= (kAPAT + AT e
= Ap(kAp+ 1) a.

Logo, para x € D(Ay) = Im(A; 1)

[Ap(I + KAp) '

I+ kA =
1+ 645) | £ payy) meD(Aprﬁmp)#o 2l pea,)
I+ KAy~ LA
< sup (I + KAp) pl’HXp
2€D(Ay) || Apally, 0 [Apz| x,
<+ 8m4p) i, S 1

Note ainda que (I + kA,)(I + KkAp) "L = Ix,, onde Iy, é o operador identidade sobre X,.

Assim,
-1 1 1 -1
ApI 4 v Ap) ™ = Dl = LT+ KAp)
portanto
- 2
1R + 1 Ap) 7,y < 5
para todo x € Xy = D(A,")
Da mesma forma
B 2
| Ap(I + kAp) 1Hz(D(Ap)) =%

sabendo que z € D(4,) C X, = D(A, ")
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2. Como o operador A, é gerador infinitesimal de um semigrupo analitico S, (t) sobre X,
entao, pelo item 1., B, = V(I+I€Aq)71 (—A,) também é gerador de um semigrupo
analitico T (t) sobre D(A4,) — X,.

Para 1 < p < g < oo, lembre-se que que D(A,) — X, e D(A),) — X,,, como X, — X,
temos D(A,) = D(4,). Note que Sy (t) = S, (t) |x, e que A = Ay|p(a,) (veja [20], [5]).
Vamos mostrar que By, = Bp|p(a,)-

De fato, dado x € D(A,)
Byr =v (I + kA, (—Ap))x =v (I +rA,) (A,
Por outro lado, para todo y € X,

_ 1 1 1 [ 1
(I + rAp) ly:KR(H:—Ap>y :/‘5/0 e RSy (t)y dt

= 1/ e_étSq (t)y dt
0

K

1 1
=—-R ( : —Aq> Y
K\ K

= +rAy) 'y
Assim, para todo x € D(4,), Bpx = Bz, ou seja, By|pa,) = By
Agora, como B, e B, sao operadores lineares limitados em D(A4,) e D(A4,),
respectivamente, temos que T), (t) = eBrt e T, (t) = eBat, t > 0.

Portanto, para x € D(A)

ou seja, T, (t)]D(Aq) =T, ().

3. [10] Seja n > 1 um ndmero natural. Entao
1
Dado 1 < p < n, entdao D(A3) — Xy, se q € [p, =], segue do Teorema de Imersao de

) n—p

Sobolev e por L%(Q) — LP(Q2) (veja [10], pagina 110).
Para p > n dado, entdao D(AZ) < X, se ¢ € [1,+00), segue do Teorema da desigualdade
de Morrey (veja [10], pdgina 122).

1
Para p = n, entdo D(Ap) — Xg, se q € [p, +00), veja [10], pagina 112.

4. De acordo com o Lema 2.2.1 em [23], demostraremos este item como segue.

A funcao F(-) dada por

F(t,¢,w) = _Pp(</0 a(s)i(s)ds +71,Z)(—7°)> -V)w,

—0Q0
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para ¢ = (Y1,...,%n) € By,, w = (wi,...,w,) € V,. Analisando os termos integrais
que aparecem na definicao das funcoes anteriores, parece razoavel escolher espacos do tipo
By, = (Cr x L(p; Vg))", ¢ > 1, r > 0, como espagos de fase para modelar o problema. No
que segue, I representa a j-ésima coordenada do vetor F' € R™. Assuma que ¢ € By, e
w € V, s@o suficientemente regulares de modo que div(¢1,...,%,) =0 e divw = 0, segue

que

(1,6, w) = ;/0 A ($)i(s)ds - +Zm )t
> (/. a(sm(s)dswj) £ ()
= - Zn: szi </0 a(s)i(s)dsw; +7¢z‘(—?”)wj> :

oo
Por [5] (Lema 2.2, pagina 340), existem operadores limitados Uy, : Ly,(2) — X, tais que

(Ap)%Uk = Ppa%k, estes operadores aplicam X, em X,,. Assim

Pt 4w %< ZU( / (s)in(s >dswj+wi<—r>wj)>'-

Defina por F : [0,a] x By, x V4 — X, por ﬁ(t,w,w) = (ﬁl(t,w,w), .. ,ﬁn(t,w,w)), onde

ZU </ (s)vi(s )dswj) —izn;(UiW%(—T)wj)-

Seja b = max {||Uil|z(v,(0),x,)}, € assuma que p(-) é uma funcio que verifica as condigoes
1<i<n Pt

(g-1)-(g-5). Para (t,9,w), (t,p,v) € [0,a] x By, x Vg, temos que

1E5(E, 9, w) = Ej(t, 9,0 |,

= ||ﬁj(t7¢,w) - ﬁj(ta’@bvv) +ﬁj(tvw,v) —f}(t,gp,v)“xp

n

Z [Ui (/0 a(s)i(s)ds(w; — Uj)) + Uiyhi(—r)(w; — Uj)]

i=1 o0

n

+§:@«/0Mmm@—%@mm>+wﬂwvﬂ—wGMWﬂ

i=1 -

Xp

0 0
/ a(s)i(s)ds(w; fm+/ a(s)(Yi(s) — wi(s))dsv;

) —00

Xp
+0y > Wi(=r) = @i(=r); + di(=r)(w; = vj)llx, -
i=1
Agora, como X; — X, e V; — X, temos

H/_(; a(s)i(s)ds(w; —vj) + /0 a(s)(i(s) — @i(s))dsv;

—00

Xp
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| [ et o HLomio o]

<| /_;a@)wi(s)ds X2p||wj—vjuxz,, H / —pilsDds|| sl

X2P
) (H / Oo ] . HUijq) ,

onde C(2) > 0 é uma constante que depende de 2, e p = 2¢. Sendo ¢’ o expoente
0

sl + H / ~ ils))ds

conjugado de g e C, = / p(s)ds e assuma que

—-r

Como

q

Xq

- / % il .
- ( ) ( qu)é
(L) H< re) |

<cy // $)|i(s)|9dsda
o, [ o(s) [ fin(o)rdeds

0
ey / p(5)li(s)]1% ds

1, ( | oot as+ [ ims)nw(sn&qu)

scg,p( swp_[[i(s)l, [ " ofs)ds + / ”"a@)”%@mg{qu)

—r<s< —r —o0

q

< c@cn, (cp sup [, + [ et as)

—r<s< —0o0

< €01, max(C, 1) (_;35 oot + ([ ool as) )

scm)cg,pmax{cp,l}( w9l + ([ Tp(s)Hwi(s)H%chS)q)

—r<s< —00

= C(Q)Cq maX{Cp, 1}”1/]1”0 xLa(p;Vq)*
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Da mesma maneira mostra-se que

H / — pi(s)ds

onde C' = max{C,,1,C(Q)}. Das estimativas anteriores segue que

H/_(; a(s)Yi(s)ds(w; —v;) + /_[; a(s)(Yi(s) — wi(s))dsv;

< CopClvi — willc,xragpvy)
Xq

Xp

< CawCllville, xraoivy) lwj = villv, + CaoClivi — @illc, xLapvy) lvillv,-

Ainda temos que

1(i(=r)=pi(=r))v; + i(=r)(w; — vj)|x,
< [@i(=r) = pil=r))vjllp + [[¥i(=r)(w; — vj)llx,
< [9i(=r) = i(=r)llqllvsllg + li(=r)llgllw; — vjllv,
CEO)lbi(=r) = i(=r)lIvlvsllv, + [1¥i(=r)llv, llws = vjllv,)
C(Q) (Il — wille, xpavp lvillv, + 10illex Lagovy llws — villv,) -

Destas estimativas anteriores obtemos finalmente que

|1E (00, w) = Fy(t, 0,0)llx,

< bZ(Ca,pC + Nille,xragvy lw = vllv,
1=1

+0) (CapC + N = pillo,x Lagpvy I10llv,
i=1

< bn(Ca o C + V[ lsy, [[w = vllv, +01(Ca,C + MY = @lisx, V]V,

para C' = max{C,, 1,C(2)}, o que mostra que F satisfaz a condicao de Lipschitz desejada,
0 _
com L= (R)=0e
LE(R) = L%(R) = bn(CL ,C +7)R.
5. Com no item anterior, demostraremos este item como segue.

A funcao F(-) dada por
0
Fww) ==n( [ atus)s+vo(-n) -V,

—0o0

para ¢ = (Y1,...,%n) € By,, w = (w1,...,wy) € V,. No que segue, F; representa a

j-ésima coordenada do vetor F' € R™, segue que

0 - 0
it Y,w Z/ 87:1_11)]‘ + ;7%(—7’)
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Assuma que p(-) é uma fungdo que verifica as condigoes (g-1)-(g-5). Para

(t,,w), (t,p,v) € [0,a] x By, x Vg, temos que

HFj(tawa w) - Fj(tv (va)HXp

= ”F}(tﬂlb?w) - Fj(t,lb,’l)) + Fj(tvwvv) - Fj(t7907v)HXp
n 0
([ almwitords gty =) ) + ()5~ )

+§; ([ a0 - eiosfns ) + 7wt = =) v .
<3|/ (; o5 s >ds£,< ) [ et -t
PN+ T s = )|
Agora, note qe
| et 8,<w]—vj>+/o a(5)(64(5) — ou(s))ds 8‘1 .
<[ L eomonrgtes o] o] [ ezl
< H/_Ooacsw s 81( o,
H [ e - s . i

< (H/_OOO ()il . ijqu> ,

0
onde p = 2q. Sendo ¢’ o expoente conjugado de g e C, = / p(s)ds e assuma que
-Tr

oy =il + | [ oo o(5) (#i(s) — pi(s))ds

Como

|/ : o))
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4
1

i (/O a<(8>)jd8> QI H</ ws)’
* p(s)a —o0

<C’q,p// s)|i(s)|dsdx

—c1, / p(s) [ Junto)tdads

0
=ty [ pelnl,ds

q

Xq

—c1, ( | ol ds+ [ O p<s>||wz-<s>||§(qu>

—00 -r

<cg, (sw WO, [ s+ [ a@ll,s)

—r<s< —r —0o0

<om@)es, (Cp sup IIM( s)Iv, +/Tp(s)llwz~(s)llqqus>

p<s>||wi<s>||qqus)q>
p<s>uwz-<s>||qqus)q>

—r< S — 00

< C(Q)CE ,max{C), 1} ( sup H%Z)z( )”l\lfq + (/_T

—7‘ S — 00

SC(Q)cg,pmax{cp,1}< sup [l + ([

—r<s< -
= C(Q)C’q maX{Cp; 1}H¢1HC X L9(p;Vy)"

Da mesma maneira mostra-se que

H / — pi(s)ds

Xq

onde C' = max{C,,1,C(Q)}. Das estimativas anteriores segue que

H/Ooo a(s)Yi(s)ds(wj —vj) + /0 a(s)(i(s) — i(s))dsv;

—0o0

< CawCllville, xpaovy) lwj — vjllv, + CapCllti —

Ainda temos que

)1 o+ ) oy = )
< [eston - etz +|esn

< 9i(=r) = wi(=r)llx, lvjlly, + [¥i(=r)lx, llw; =
CEOlli(=r) = @i(=r)lly, llvjlly, + (=7

() (11 = @ille, waguvg I03llv, + 1ille, x ooy 15 = vily, ) -

Destas estimativas, obtemos finalmente que

1E5 (83, w) = Ej(t, ¢, 0) | x,

< Ca,pCH%' - SOiHC’TXLq(p;Vq))

illc, xLapvy)llvsllvy-

(w;
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Z (CarpC + Dl oy eyl — vlly,
+ Z(Ca,pC T i = @illerxapvy Ivllv,
i=1
< 1(CopC + MYy, lw = vllv, + 1(CapC + Y = @lisy, V]V,
para C' = max{C,, 1,C(2)}, o que mostra que F satisfaz a condicao de Lipschitz desejada,
com L%(R) =0e
LE(R) = L%(R) = n(CL ,C +7)R.
6. Da mesma forma que o item anterior, baseando-se no Lema 2.2.1 em [23], demostraremos

este item como segue: A funcao

0
$) =P, / B(s)(s)ds

para ¢ = (Y1,...,¢,) € By,, w = (w1,...,w,) € V,, assuma que ¢ € By, e w € Vg sdo

suficientemente regulares de modo que div(¢1,...,1,) =0 e divw = 0.

Como nas estimativas anteriores, pode-se mostrar que g(s, -) ¢ um operador linear limitado

para cada s € [0,a] e que ||g(s, -)||L(va7vp) < Lgy. De fato, seja p’ é o expoente conjugado

0 ’
Cgp= (/ B(S):,ds> < 00.
—00 p(s) P

Para 11,19 € By,, temos que

depe

Y e

lg(t.v61) — gt w2>ué’<p
CVIIAZ (glt, 1) — glt.v)) 1%

< (@) / B(s)AZ (t1(s) — tha(s))ds
0

p

Xp
p

co@ | [ 2o a3 @i(s) - vnls))ds
—o0 p(s)? Xp
" B )”' ’ ; Y
< C(Q) —rds p(s) | Ap (1(s) —a(s)) | ds
el

18, [ [ p91AF 01(6) — vato) Patsaa

0@, [ o)A (1) (o) I, s
=CQ)CE,

- 1 0 1
( | pA7 a(s) ~ v I, ds+ [ pls)A7 (91(5) = (o) ||&pds>

—00 -r
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@)%,
0 - 1
(_§3§<o 145 (1(9) = valo) B, [ plodds+ [ plo)laf (wr(s) = valo) I, s

C(C}  max{C), 1}

(_fgsp [11(s) — Q(S)HQ + (/__T p(s)||¥1(s) — @ﬁz(s)Hz‘v/pdS) p)

< C(Q)CY  max{C,, 1}|1 — vall},

Portanto,

lg(t,¥1) — g(t, 2)llv, < CpoClltn — 2llsy,

onde C' = max{C,,1,C(Q)}.

Observe que, do item 4 do Lema anterior, para co > p > 1 e p = 2¢, existem funcoes

Lk € C([0,00),[0,00)),i=0,1,2 ¢ 31 € (0,1) tais que
(7 + 5p) " F (8,1, wn) = (14 5 Ap) T F (5,002, w) |
= | Ap(I + £ AR) T (F (8, b1, w1) = F (s, 92,w2)) |
< || 4,1 + nAp)_lHL(Xp) [1F (b1, wi) = F (s, 92, w2) | x,
< % (L% (R) |t — s|™ + L% (R) ||y — ballg,, + L% (R) |Jwy — w2||vq) ;

para todo (¢1,12) € Br (O,Bvq) x Br (O,Bvq), wi,wy € Vp, etodos t, s € [0, al, onde Bg (O,Bvq)
é a bola de centro 0 € BVq e raio R.
Seja n > 1 um nimero natural. Vamos assumir que p > n e que g = 2p.

De acordo com o que vimos anteriormente, podemos modelar o sistema (3.2) na forma

abstrata p
u
=7 = B (6) + (I + 5 Ap)7'F (tug,u (1) + (T + 5Ap) g ()
(3.4)
ug = Ppw S Bvq

em que as condigoes 1 — 6 do Lema 3.1.1 sdo verificadas. Introduzimos agora os seguintes

conceitos de solucao para o sistema (3.4). Para simplificar, chame de Py,i) = .

Definicao 3.1.2. Uma fun¢do u : (—o0,b] — V,, 0 < b < a, € chamada de solugdo fraca do
problema abstrato 3.4 em [0,b], se ug = ¢ € By,, u € C([0,b];V,), a fungdo s (Ap)%T(t —
s)(I + fiAp)*l[(Ap)_%g(s, us) + ﬁ(s,us, u(s))] pertence a L* ([0,0];V;) e

u(t) = (4,)2 T(t) (4,) % 9(0) +/0 (Ap)2T(t = 5)(I +rAp) " [(Ay) 2 g(s,us) + F (s, us, u(s))]ds,
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para todos t € [0,b].

Definicao 3.1.3. Uma fun¢do u : (—o0,b] — D(A,), 0 < b < a, é chamada de solug¢io suave

(mild solution) do problema de Cauchy abstrato 3.4 se ugp = ¢ e
t
u(t) = T(t)e(0) + / T(t —s)(I + kAy) " g(s,us) + F(s,us, u(s))]ds, t €[0,0b].
0

Definigao 3.1.4. Uma func¢do u : (—oo,a] — D(A4,), 0 <b < a, é chamada de solucio cldssica

de 3.4 em [0,b], se up = ¢, u € C*((0,a]; D(A,)) e
u'(t) = —Bpu(t) + (I + wAy) " [F(t, ug, u(t)) + g(t, u)] t €10,0]
é satisfeita para cada t € (0, al.
Teorema 3.1.5. Para ¢ € By,, existe uma tnica solug¢do fraca do problema em [0, al.

Prova. Das propriedades das funcdes g (-) e F (-), podemos escolher R ¢ C(R) tais que

Hf(t,w,w)’ . <C(R), j(Ap)*%g(t,w)‘ L <C(R)e H(Ap)%g(t,lb)HX < C(R), paratodo t €
P P P

[0, R] e todo (¢, w) € B, (0,By,) x Br, (0, V), com Ry = Koy, R+ (Kav, Hy, + May,) 1]l ,, -

Fixe 0 < b < a tal que

Ol + [ 45 +54) ™ ) ORI b < R

[Lg(Rl)KWq 114 + 545 i (Llﬁ(Rl) + L%(Rl)ﬂ b< 1.

Seja F = {u: (—o00,b] =V, ; we C([0,b],V,), up= ¢}, munido da métrica

d(u,v) = sup |u(t) —v(t)ly,,
te[0,b]

e o subconjunto

Fr= {u e F: sup [ult) = p(0)]y, < R} |
te[0,a]
Sobre Fr definimos a funcao T : Frp — F por

© se te€ (—o00,0)

Tu(t) = { (4)% Ty(t) (4,)"% p(0) + / (A Ty(t — ) (1 + )"

[(Ap)*% (s, 11s) — ﬁ(s,us,u(s))} ds se te0,b].

1. Tu € F para cada u € Fg.

De fato, seja u € Fr. Para cada s € [0,b], ( veja espagos de fase abstratos pigina 8,



3.1. Existéncia de solucao para a Equacgao do tipo Kelvin-Voight com retardo
nao limitado 71

item A, subitem (c))

lusllsy, = Kav, subpepo,s) [u(O)lly, + Moy, l¢ls,
< Koy, supgepo,s) [[u(0) = 0 (O)ly, + Ko, £O)lly, + Moy, [I¢ll5,,
< Koy, B+ Koy, Hy, ol + Moy, ll¢lls,,
S Rla

1

de onde obtemos que H}?’(s, us,u(s))‘ <C(Ry) e H(Ap)fi g(s,us)

< C(Ry),

XP p

para todo s € [0, b].

1
Lembrando que V, = D <A§> e aplicando o Lema 3.1.1, para t € [0,b) e h > 0 tais que
t+ h € [0,b], temos que

ITu(t+ k) = Tu(t)]ly,

< [[(49)% Tyt + 1) (4,)72 0(0) = (45)? Ty(t) (45)"% (0)

[T
+ [

= [T+ 1) (4,)73 0(0) = (4)3 To(0) (4,)7 0(0)

[NIES

i

T(t+h—s) (I +rAp) 2 [(Ap)*% (s, 1) — F(s, us, u(s))} ds

=

Tp(t—s)(I+ /iAp)_l [(Ap)_§ g(s,us) — F(s,us,u(s))} ds

1 ~

I ’ /0t+h Tp(t+h—s)(I+ nAp)fé [(Azu)i§ g(s,us) — F(s, uS’u(S))} ds

- /O Tt - 8) (T dy) [(4p)72 (s, ) = Fls,u,u(s))] ds

D(Ap)
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< IT(h) = Tl pipayy || (40)

t
—I—’/T

0

t+
)
t
t
¥

< NTo(h) = Il zpeayy 19Oy,

¢,

bt — ) (1 + kA,) 7" [ (4,)72 gls,us) = F(s,u,u(s)) | ds

1 ~

H()T,
Ty(R)Ty(t = 5) (I + 1 Ap) ™" [(A,)7% gls,us) = Fls, g, u(s))| ds
()

1 ~

h
Tp(t —s) (I + /<;Ap)_1 [(Ap)_i g(s,us) — F(s,us, u(s))} ds

1 ~

t
T 0 = Doy, [, |7+ 5407 (47 gto.0) = Flsvuu(s)

1 ~

" /tm |+ ) [(4)7% g5, ws) = Flsswsuts)] ||,

< NTa(h) = Il 2peayy 9Oy,

ds

T () = Tl g a1 Ap(T + 54y) 1chp)/ H 2 g(s, us)—ﬁ(s,us,u(s))\x
D

ds
XP

A+ 545 /ﬁh (40073 g5, w0) = Fls, s, us))|

< IToR) = Tll gy IOy, +2 AT + KA M| sy CCRY ITalh) = Ill gy b

+2 || Ap(1 + kA,)~ C(R)h,

1

lee,)
o que prova a continuidade & direita de t € [0,b] pois (T,(t)) e (T,(t)) sdo semigrupos
uniformemente continuos em D(A,) e D(A,), respectivamente. Da mesma forma, pode-se

mostrar a continuidade a esquerda para t € [0,b]. Portanto Tu € C ([0,b], V).

2. TFr C Fr De fato, para u € Fr et € [0,b],

[Tu(®) =)y, <

_1 _ 1
Ty (0) Ay 2 p(0) - A, 2so<o>H
D(Ay)

ds
Xp

t
[ AT + £ 4) 7 o /0 Ap 2 g(s,u5) = F(s,ug, u(s))

: i ‘

< [ITa®) = Tl ggpagy 19Oy, + 2 [ Ap(T + 54| o CCR)| b

<R.

3. Mostraremos que 7 é uma contragao em Fg.
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Sejam u,v € Fr et € [0,b], entao
ITu(t) - To(t)ly,

t _1
< [T = Moy |7+ 540745 (o) = 5.0 as
0 D(Ap)

t
LT = Meqpiagy [ 7+ w40~ [Flsussuls) = Fs,vs,v(s) ds
1

o,

ds
Xp

t
+/0 HAP(I+“AP)_1HL(XP)

t
</
0

43 (g(s,us) — g(s,vs»]

ds
Xp

[F(s, , u(3)) = F(s, 04, 0(s))|

t
< Ly(R1)Kay, /0 s [ul®) =@l ds
€10,s

t
AT+ rd) g, (Ep(RD + Z(RD) [ s () = o)l ds

< [Lg(Rl)Ka,Vq + AT+ 54p) | o <L}3(R1) + L%(Rl)) b} d(u, v).

A existéncia e a unicidade de uma solugao fraca para o sistema abstrato (3.4) sobre [0, b], é agora
uma consequéncia direta do principio de ponto fixo para contracgoes.
Agora, seja [0,b%) o intervalo maximal de solugao, ou seja, b* ¢ o tempo tal que [lu(t)|y,

é finita quando ¢ € [0,b*), mas

li )y, = oo.
Hg{l)fHU()qu 00

Entao para t,

oll, < 7045400

D(Aq)

t
T~ Mo 4000+ 40,

|(4)72 gls. ) = F(s,ugyus))|

Xp

< Ne(O)lly, +2 || 4p(T + 54, 7|, R

Fazendo t — (b*)™, temos

Jim ), = 19Oy, 2407 +54,)7 ) I < +oc.
Portanto, segue que ||u(t)]y, ¢ limitado para todo ¢ € [0, b%].

Logo, podemos estender a solu¢ao u do problema abstrato (3.4) ao intervalo ¢ € [0, a].

O]
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No que segue, sempre assumiremos que as hipdteses do Teorema 3.1.5 sao verificadas e

que u (-) € solugao fraca de (3.4) em [0, a]. Defina a fungao G : [0,a] — X, por
_1 ~
G(S) = AP 2g(s,us) + F(87u87u(5))

e R >0, tal que ||G(s)||x, < R para todo s € [0, al.

Lema 3.1.6. Se p(0) € V, entdo u € C%1([0,a], V).
Prova. Set € [0,a] e h > 0 sdo tais que t + h < a, temos
lu(t + ) —u(t)]y,

t+h
< / Tyt +h— 8)(I + kAy) "\ G(s)ds
0

_1 _1
T+ WA 00 - T4 )
D(Aq)

- /tT(t —s)(I + KAy "'G(s)ds
0

D(Aq)

< | T DT (M) Ay ? 0(0) — T,(1) A *0(0) + /O Ty(h)Ty(t — s)(I + kAq) ™ G(s)ds

D(Aq)

t+h t
+ / T (W), (t — s)(I + rAy) " G(s)ds — / Tyt — $)(I + kA~ G(s)ds
0

D(Aq)

< T4 = aqotag IOy, + | [ T = D30 = )0 + 5a) g

t+h
+/t T,(W)T,(t — 8)(I + kAg) " G(s)ds

D(Aq)

t
< [[Tg(h) — IH[;(D(Aq)) ||90(0)qu + 175 () - IH[;(D(AQ))/O H([ + HAq)ilG(S)HD(Aq) ds
t+h L
"‘/t (1 +rAq)™ G(S)HD(Aq) ds
t
< TR — Il g pa IOy, + ITo(h) = Tl oy, /0 14401 + 54| £, 1G(9) L,y ds

t+h
[ AT )7 g 1606,
< (10Ol + 2 A0(T + r 40 i, 0B ITo(h) = Tlpny + 2 AT + 540 ) B

Além disso, para r = p, ¢ temos
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IBellepayy = T+ 84D Al 2 peay
[+ kA Ara g
= sup
2€D(Ar), el pa,)#0 2l par
< sup (7 + “Ar)ilyHD(A,.)
yeXryllx, #0 1yllx,
= |4+ “AT)_IHz;(XT)
2
< =
KR

b|| By 2. (2),
o) = Tlleqpiay < PIBlLeqpiay 1% Ve < Zheli)e < Ch.

Portanto

4 4
Jute+0) = u(®ly, < (C o0l + 2aCR + 1R)

o que implica que u € C%1 ([0,b],V,), pois t e h sao arbitrarios.

O

Lema 3.1.7. Assuma que as hipéteses do Lema 3.1.6 sao satisfeitas e que existe v € (0,1) tal
que W (-) ¢ € C®7 ([0,a]; Bp(a,))- Entio, a fungio s — u, pertence a C*7 ([0, a]; By,).

_1 _1 1
Prova. Considere a decomposigdo Ay, *u(-) = Ap 2z (-) + 4p 2y (-), onde

z,y : (—00,a] — V; s@o tais que:

1

1 Tp(t)Ap *(0)  t€0,q]
At =4 ",
Ap 290(75)’ te [_0070]
. / T, (t —7) (I + KA, ((Ap)_% g(T,ur) + ﬁ(T, UT,U(T))) dr, t €[0,d]
Ap2a(t) = 0
0, t€[—00,0].

_1 _1
Da definicdo de y (-) temos que A, 2y, = W (t) A, 2, e que uy = x4 + 3 para cada t € [0, al.
P D

Dos axiomas do espaco fase Bp,,), para todo t € [0,a) e h > 0 tal que t + h < a e pelo
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Lema anterior, temos

|

_1 _1
Ap Zut+h — Ap 2’LLt

Bp(ag)
_1 _1 _1 _1
< Kpap) swp [ 040 = 4, 00)| a4y b - 4ty
0<0<t D(Aq) Bp(ag)
_1 _1
< Kp(a,(t) sup [[u(0+ h) = @)y, + M) || Ap *un — Ap ¢
0<6<t BD(Aq)
< Kp(a,)(t) sup [lu(@+h) —u(0)]y,
0<0<t
_1 1
+Ma,p(a,) || Ap > + Mapa,) || Ap 2yn — Aq %
Bp(ag) Bp(ap)
_1 _1
< Kpa)()Crh + Mgy pa,) [[Ap *n + M, p ApPp—Ap iy
Bp(ag) Bp(ag)
_1
< C2hY + My p(a,) ‘ Ap *xp,
Bp(ay)
_1
< Coh" + My pea)Ka,pa,) sup ||Ap *z(0)
0<6<h D(A,)
< C2hY + My pay)EKa,p(4y) 02912}1 Hl‘(e)HVq .
Por outro lado, se 0 € [0, h]
o) . 1
le@ly, < [ 4370~ )1 =kt G 0)| ar
Vq
o 1
< / 1736 =) (1 = kA G (D) o O
/ 1236 =)l a1 = A G (), dr

< /0 |40 = £ A) | e, 1G (),

< 2||Aq(I — kA

p) Hg(xp) Ro

4
Logo, sup |z(0)|, < —Rh.
0<6<h K

Portanto,

4 4
[wern = utllg,, < C2h7 + Mo, p(a,) Ka,p(a,) It < (CQ + HCSMa,D(Aq)Ka,D(Aq)R> h7,

ou seja, a fungao s — u, pertence a C7 ([0, a]; By,) para vy € (0,1). O
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Proposicao 3.1.8. Assuma as hipdteses do Lema 3.1.7, e que p(0) € D(A,). Entdo u(-) €
solugdo suave (mild solution) do problema abstrato (3.4) em [0,a] e u € C%7 ([0,a];V,)) para o

mesmo valor v € (0,1) encontrado no Lema 3.1.7.

Prova. Como para z € D(A,) = Im(A,'), entdo Ayz =y € Im(Ap) = D(A,!). Entio,

(KA, + ) Ape = Ap(kAy, + 1) '

1 _1
Para, x € D(A,), vamos mostrar que A2B"A, %2x = B"xz, n € N. Para isso, vamos usar o
3 ) P ~piip P ’

principio de indugéao.

1. paran =1,

= (Ap+ 1) (= Ap)z

= (4p + )7 (=4,

onde Sy(t) é o semigrupo gerado pelo operador linear (—A4,).
1 _1
2. Para n, suponha que Ap B)Ap *x = B}z, entao

(Ap+ 1)1 (= A4p) "™ 4, 20

Drol=

1 _1
AZBITIA e = A

1

(A + D7 =A)) - (A + )7TH(=4y))) | Ag P
n+1l—vezes

2 (A + D)7 (=Ap) - (Ap+ D)7 (=4,)

v
n—1—vezes

Dol

A

I
N




3.1. Existéncia de solucao para a Equacgao do tipo Kelvin-Voight com retardo
nao limitado 78

1

(Ap + D)7 (=1)(Ap) 2 | (Ap)2 (Ap + 1)~ (~Ap) Ay "
— AFB"(Ay+ 1) (= A,)(A,) ¥ Ba
— AZB"(A,)"%Buz
= Bitle,
portanto AEB;LA;%CL’ = Bz, para todo n € N.
Portanto, sendo ¢(0) € D(Ay).
AFT, (A, 20(0) = AZe Bot A (0)

1 _1
CAZBIA, "

=D ()

Agora, como g(7,u;) + F(r,ur,u(7))) € Xp, entdo (I — kA, (9(r,ur) + F(7,ur,u(r))) €
D(A,). Entio

AZT()(I = kA" Ay 2 (g ur) + F(ryumsu(r)) = (I — kA,) " (g(r,ur) + F(rsur, u(r)))
Portanto,
u(t) = T(t)p(0) + /0 T(t—s)(I+ /@Ap)_l[g(s, us) + F(s,us,u(s))]ds. te€0,a], (3.5)

Agora, note que, como ¢(0) € D(A)), entdo Tp(t)(0) € D(A,) (Veja Teorema 1.5.1, item iii).
Ainda pelo Teorema 1.5.1, item ii, segue que /t T,(t — s)(I + xA,) g(s,us) +
F(s,us,u(s))]ds € D(Ap), pois (I + kA,) g(s,us) + F(s, zs,u(s))] € D(Ap).
Portanto, u (+) é solu¢ao suave do problema de Cauchy abstrato 3.4 em [0, a].
Mostraremos que u(-) é localmente Holder continua com respeito a norma em V, =
D(Aq)%. De fato, para t € [0,a) e h > 0 tal que t + h € [0,a], pelo axioma (A) de Espacos de

Fase (pagina 8), vemos que
lut +h) =u@lly, < Hv, llvern —wlg,
< Hy, (Cy + 2C3M,,y,Kq,v,R) W

onde Hy, > 0 é uma constante, Kvy,, My, : [0,00) — [l,00), Ky,(-) é continua, My, (-) é

localmente limitada e Hy,, Kvy,, My, sao independentes de u(-), a e t € [0, a]. O



3.1. Existéncia de solucao para a Equacgao do tipo Kelvin-Voight com retardo
nao limitado 79

Teorema 3.1.9. Seja ¢ € By,. Se ¢(0) € D(A,) e existe v € (0,1) tal que
W () € C% ([0,b];By,) entdo u(-) € uma dnica solugio cldssica do problema abstrato (3.4)
em [0, al.

Prova. Pelo Lema 3.1.7, temos que existe v € (0,1) tal que u, € C%? ([O,a} ;Bvq). Pela
Proposicio 3.1.8 , temos que u € C*7 ([0, a]; V).

Portanto, pelas propriedades de ¢(-) e F(-), existe § € (0,1) com § =
min {7,71,72} tal que (I + xA4,)"'G(-) € C%([0,a];D(A,)), onde (I + rA,)'G(s) =
(I + kA, g(s,us) + F(s,us,u(s))]. Entdo, como u em (3.5) da seguinte forma

t
u(t) = Tp(t)p(0) +/ Ty(t — s)(I + kA,) " 'G(s)ds, t €10,al.
0
Note que
I+ kA4 G o, < 4T + 54 G
< GGy,
<Cs,
ou seja, G(s) = (I + kAp) TG (s) € C% ([0,a]; D(Ap)). A prova de existéncia estard completa
ao aplicarmos o Teorema 1.2.17.

O
Proposicao 3.1.10. Sejam oo >p > 1, g = 2p e ¢ € By,, entdo as sequintes propriedades sao
verificadas:

1. Existe uma tinica solugdo fraca u € CY ([0,a],V;) de (3.4) em [0,a].
2. Se ¢ (0) € Vg, entdo u € Lipschitziana.

3. Se p(0) € D(Ay) e existe v € (0,1) tal que W (-) p € C%7 ([0, 4] ,BD(AQ)) entdo a fun¢ao
s us € C%7([0,a],By,) eu(t) € Hj () para cada t € [0,a].

4. Se @(0) € D(Ag) e existe v € (0,1) tal que W () € C°7([0,a],Bpa,))
entéo a fun¢ao w(-) € solugio clissica de (3.4) em [0,a] tal que, uw €
C' ([0,a] Vo) NC ([0,a], H} () N W2 (), u € C® ([0,a], Hj (Q)) e u(-) satisfaz (3.1)
para quase todo (t,§&) € (—oo,a] x Q.

Para introduzir a pressao hidrostatica p observe que, para u solugao classica do problema

abstrato (3.4), temos que: u € C1((0,al;V,) N C((0,a]; [D(A,)]) e

u/'(t) = Bpu(t) + F(t,ug, u(t)) + g(t, ut), t €10,q]
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é satisfeita para cada t € (0, a]. Mais ainda
u'(t) = Ap(I — kAp) tu(t) — Py(I — KAL) F(t,up, u(t)) — Pp(I — kAp) 1 g(t, uz)

é satisfeita para cada t € (0, a).
Interpretando A, como P,A, e o operador P, como o operador estendido P, : D'(2) —

DL(Q) ={u € D'(Q) : divu = 0}, temos que:
P, (u’(t) —A(I - mAp)*lu(t) - (I - /iAp)*lF(t, ug, u(t)) — (I — /ﬁAp)*lg(t,ut)) =0,

t € [0,a]. Deste modo, pode-se recuperar o termor da pressao Vp pelo Lema (1.4.3).



Capitulo 4

Existéncia de solucoes para uma
equacao de Kelvin-Voigt com retardo

limitado

Resumo do capitulo: Desejamos estabelecer a existéncia e unicidade de solucdo em

dimensao 2 e 3, para o sistema equagdes do tipo Kelvin-Voigt

%1; _ NA% v+ ((F (4 u)) - V) u(t,z) +Vp = F(E)+ g (6 u)

sujeito a condigoes iniciais, de retardo, de contorno e de divergéncia nula. Provaremos que a
solugéo forte define um conjunto absorvente. A partir de uma estimativa de energia para a
solugao fraca, mostraremos que qualquer solugao fraca que satisfaz esta estimativa de energia,

converge para a solucao estacionaria quando t — oo.

4.1 Formulacao do Problema

Seja Q C R™, n = 2,3 um dominio limitado com fronteira I'. Considere o seguinte sistema

de equagoes do tipo Kelvin-Voigt:

ou ou
5 K,Aa —vAu+ ((F (u,ur)) - V)u(t,x)

V= +gtu)  em  (0,T)x0
divu =0 em (0,7) x Q

(4.1)

u=0 sobre (0,7 x 99
u (0,7) = u® (z) em )
uo (t,z) = p(x,t) em  (—h,0)xQ
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onde u representa o campo de velocidades, p a pressao hidrostatica, f é a forca externa sem

0

retardo, g é outra forca externa com alguma caracteristica hereditaria, u” é velocidade inicial, ¢

é o dado inicial com alguma caracteristica hereditaria, v > 0 é o coeficiente de viscosidade, x > 0

é o coeficiente que caracteriza as propriedades elasticas do fluido Kelvin-Voigt em questao.

Sendo h um numero positivo fixado, por u; denotaremos a funcao definida em (—h,0)

ug(s) =u(t+s), s€(—h,0).

Vamos assumir que a forga externa
9:[0,7] x C°([~h,0],V) — L* ()

satisfaz as seguintes hipéteses (H1)-(H5) (descritas no primeiro capitulo), para Y = L?(Q) e
X=V.

Além disso, F (t,1) = ¢ (=7 (t)) onde r € C1([0,00],[0,h]), r(t) > 0er (t) < 7% < 1,
para todo t > 0. Observe que F' (t,u;) = us (=7 (t)) = u (t —r(t)).

O problema em anélise é o seguinte:
Dados u’ € V, ¢ € L?(=h,0;V), f € L?>(0,T;V*) e g verifica as propriedades antes
d
definidas, desejamos encontrar v € L? (—h,T; V)N L>® (0,T;V) tal que d—?: e L*(0,T;V), e

d (u,v) d(Vu, Vo)

7t + K o +v (Vu, Vo) + b (F(t,ur),u(t),v)
= <f(t)7v> + <g(t,ut),v>,v eV
(4.2)
u (0) = u®
k UO(t):QD(t) tE(—h,O),

Como u € CY ([0,7];V), a igualdade u(0) = g faz sentido.
De acordo com as defini¢oes dadas no Capitulo 1, o problema (4.2) pode ser reescrito na
forma

du(t) du(t)
i A

+ vAu(t) + B(F(t,up),u(t)) = f(t) + g(t,u), t>0
u(0) = u’, (4.3)
uo(t) = o(1), t € (—h,0).

Definigao 4.1.1. Sejam v® € V, ¢ € L?(—h,0;V), f € L?>(0,T;V*), F e g verificam as

propriedades antes definidas. Uma fun¢ao mensurdvel u : [0,T] x Q@ — R"™, n = 2,3 ¢ dita uma

solugao fraca para o problema (4.1) em [0,T] x Q, se:
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1. ue L?(~h,T; V)N L= (0,T;V);

2. u satisfaz (4.2)

4.2 Existéncia de solucao

Considere o conjunto {w;}, de modo que {w;} seja ortonormal em V munido da norma

2 2 2
-l = 117+ s I
Defina o seguinte problema aproximado de ordem k > 1:
k
Encontrar u* : [0, 7] — V, da forma u*(t) = Z%‘k;(t)wu onde ;% (t) sao tais que
i=1

| W”((“kv%))* b(F (¢, uf) , uk (1) ,wy)

= (f (1) wy) + (g (t,uf) ,wy)

(4.4)
<u0)k — kauo
para cada 1 < j < k; onde Py, é a projecao ortogonal de V em Vj, = [wy, - -+, wg].
Entao (4.4) é um sistema de equagoes diferenciais funcionais nas fungoes ik, ..., Vik-

k
Substituindo u*(t) = Z’yik(t)wi em (4.4) , obtemos
i=1

k k k
> %%’k(t) (wiywy)y + v Y yak(t) (wiwy)) + D yiwlt = r(6)n ()b (wi, wi, wj)
i=1 i=1 il=1

= (£ (), wj) + (g (t,uf) ,wy)

para j =1,2,...,k.

Escrevendo a equagao acima na forma matricial, e levando em conta que

iy =4 © 7
1 se 1=3
obtemos
- d - > ik (t) (wi, wi)) > ikt = () (£)b (wi, wr, wy)
Céf%k(?f) i1 b=t
@’V%k(t) ) ;%’k(t) ((wi, w2)) . 11221 Vi (t = 7(8)) 1k (£)b (wi, wy, w2)
d
— Vi (1) b k
S S 0 (o) || S et — ) (05 (., )
L =1 J | il=1 |
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<f (t) 7w1> <g (t7u1’f€) 7w1>
(f (), w2) (g (t,up) ,w2)

(@) w) | (g (tup) )

Reescrevendo em forma simplificada

dr;t(t) = &y (Tx(t)) + P2 (Tk(t — (1), k(1) + @3 (f (1)) + Py (g (t, uf)) ’

onde as fungoes ®1, P9, P3 e P4 sao fungoes vetorias definidas como sugere a equagao matricial,

e Fk(t) = (’ylk(t), e ,’ykk(t)).

Considere ||-||,, a norma em R¥, vamos mostrar que ®;, (i = 1,..., 4) satisfazem as seguintes

propriedades:

L |21 (Te(®) = @1 (Te®) ], < Ca[[T(®) = Tu(®)] .

2. || @2 (Tk(t — (1)), Tu(t)) — 2 (Tu(t — r(£)), Tw (1)),

< Gy ||Tr(t = r(t)) = Tt — (&) ||, 1Tkl + Co | Tr(t — (&) ||,, | Tk (t) — Ti(t)

3. 193 (Pl < G lF DOy~
4[| ®4 (9 (8,€F)) = @a g (818)) [ = Cullg (8.€F) =9 (&) | 2

com [¢% (s) = (s)|,, < Cs [|Tu(s) = Tu(s)]] .

Lembre-se que podemos considerar ||-|[, como a norma da soma (devido & equivaléncia de

normas), e C; > 0 sdo constantes.
De fato,

1. Dadas T'x(t),Tx(t) em R¥, temos

k
”(I)1 (Tk(t) (I)l sz Hk < VZ (Z Vi (t Wi,k(t)‘ |((wi’wj))|>
k
<v (Z lrgia;%! Wi, wy) )Zm — ()] < C1(v, k) [|Ti(t) — T(t) ||,
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2. || @2 (Cx(t — (1)), Tk(t)) — @2 (Tw(t — 7(t)), Tr(t)) |,

-3

J=1

k

k
Z Yoo (t = () 1k (0)b (wi wiyw5) = Y~ T4t = 7(8)) T (£)b (wi, wi, w))
.0 i,l=1

K
+Co(k) > At = r(0) 1k (t) = Tar(t — () Fur(1)]

il=1

k
< Co(k) > (it = () = T (t = r()] v (B)] + [k (t) = oo (O] [Faw (¢ = (1))

il

< Oy (k)

=1
A
D ikt = r(6) = Falt ] > k()

i,l=1

+ Co(k) [k (t) — Vi(t |Z i (t

< Co(k) [Tt = 7(t)) = Th(t = ()], [Tl + Ca(k) |Tr(t = r®))]],, [[Tx(t) O]l
k
3. 11@5 (fu)lly = D (A1), wy)| < (Z wjv) 11Dy = C3(k) [ ()]«
j=1 Jj=1
k
oo 1))~ o () < s (o) o o) )
j=1
k
) k) _ k AN k
< (Zl wug(m) o (t:et) = o (t:0)] gy < 50 o (18F) =0 (208) ] o
Note ainda que se I'y(t) = (i (), ..., vk (t)) = 0, entao
k
") = (t)w; = 0.
j=1
Neste caso,
g(£,0) = 0, B1(0) = 0, B2(0,0) = 0 e B4(0) = 0.
Além disso, considerando w = (wi, ..., wy), onde os w; (j = 1,..., k) pertencem a base {w;} de

V, ek n* €V, temos que

k
Z'ng: wi e ()= V).
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Entao,

165 @) = @15 = 1% @) = n* O oy + 5 [VE* @) = Vi) 2y

2 2

I
B

(vir () ws — ;5. (H)wy) + K

k
Z (Vjk(t) Vw; — 73, (t) V)
1 =1

[
Il

L*(Q) L2(Q)

2

k
Z (vir () = 7jx(t)) Vw;

J=1

I
NE

(i (t) = 75 (1)) wj t+ K

1

<.
Il

L2(2) L2(2)

= [[{0x(s) = Ti(s),w) |20 + # [{Tk(5) = Ti(s), Vo) | (g

< [ Irits) =Tl da -+ /Q I0k(s) = Tes) |2 Vil da
< [Tk(s) - Te(®)|” /Q |2 + 5 [ Vwl? de

= |[Tks) = Tu(s)|2 ol
k
— [|Ts) = Tu()|2 3 lhwy %
j=1

< C5(k) [|Tr(t) = Tr(1)][ -

Na busca de solucao para o sistema

= &) (Ty(t) + P2 (T(t — (1), Tk(t)  +P3(f(t) + Pa (g(t, uf))

L(s) = or(s) = Py e(s) s € (=h,0),
procuramos solucao para a equagao integral
( t t
s ds s—1(s)),Tx(s)) ds
T+ [ 81 ((0) ds+ [ @ (Tuls = (). Tu(s)
t t
+/O s (f(s)) ds—i—/o @1 (g(s,ub)) ds ws)

(u”)®

ok(s) s € (=h,0).

Teorema 4.2.1. Sejam (u°)* = (v11(0),- - ,vx(0)) € R*, Iy € L*(0,T;R*) g : [0,T] x
C ([0,T),R*) — R* satisfazendo as hipdteses (H3) e (H). Assumindo ®1, o, 3 e @4 como

acima, temos que
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(i) ewiste t, € [0,T] tal que o problema

Tk(t) = (uo)k + /t Oy (Tx(s)) ds+ /Ot Dy (T(s —7(s)),Tk(s)) ds

0

+/0t O3 (f(s)) ds—}-/ot(I)l (g(&u’j)) ds

L (t) = ¢i(t) t € (=h,0)
possui uma unica solugao para t € [0,t,].

(ii) Suponha que existe uma constante ¢ > 0, independente de t, tal que se t, € (0,T] € tal que

existe uma solugao Ty (t) para (4.5), entao

sup [|Dk(t)l), < c.
0<t<t,

Nestas condigoes, existe uma solucdo T'y, € W2 ([O,T] ,Rk) para (4.5) com t, =T.
Prova. A demonstracao desse resultado é idéntica a do Teorema 3.4.3 em [23] pagina 52. [

Teorema 4.2.2. Assuma v’ € V, o € L?(—h,0;V), f € L?>(0,T;V*) e que g : [0,T] x
C ([~h,0],V) — L?(Q) satisfaz as hipdteses (H1)-(H4). Entdo, para cada T > 0 fizo, existe
uma tnica solugcdo fraca u para o problema (4.3) tal que u € L (0,T;V) N L?(—h,T;V) e
du

— € L*(0,T; V).

Her o)

Prova. Usaremos o método de Faedo-Galerkin para mostrar a existéncia de solucao fraca.

Considere um conjunto {w;} C V ortonormal e completo em V' munido da norma |||y,

k
Queremos encontrar u”(t) = Z%k(t)wi tal que
i=1

L), o () ¢ D) 00

= W, uf ,Wj ),
= (f (&), w;) + (g (t,uf) ,w;) 16)

(uﬂ)k — PVkUO

L uf (t):PVk(P(t) te (_h70)7
onde Py, é a projecao ortogonal de V' em V.
Pelo Teorema anterior, concluimos que o problema (4.6) possui uma tnica solu¢ao maximal

k
uk(t) = Z%k(t)wi definida no intervalo [0,¢;) com 0 < ¢, < T.
i=1
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Das estimativas a priori a seguir, concluiremos que t; =T

Voltando a primeira equacao em (4.6), multiplicando por 7;i(t) e somando de j = 1 até

7 =k, temos

i (ol sl ) et w
= (f(t),u"(t)) + (g(t, uf),u"(t)) ,
ou seja,
2 dt H H v Hvuk(t)HQ = (J0)uk (1)) + (glt,uf), u (1)) (4.8)

Aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos

O +v vt o < 1wy

sl w@, + ot b [

Integrando em t, obtemos

e 2 [ ot as < @] +2 [ i

t
+2 / H g(s, uk)
0
Aplicando a desigualdade de Young para ¢ = 2 = ¢/,

Huk(t)Hi+2V/0tHvuk(s)H2 s HUk(O)Hf/—i_/DtHf(S)H%/* d3_|_/0tHuk
o[ Lot o] o

Aplicando novamente a desigualdade de Yuong para ¢ = 2 = ¢’ e e = Cy, obtemos

Huk(t)Hi + 2v /Ot HVuk(s)H2 ds < Huk(())Hi —i—/ot 1f(s)|I3. ds + /Ot Huk

v
1 [t 2 t A 2
+/ Hg(s u)’ ds—i—C'g/ Hu (s)
Cy Jo 0
Das hipéteses (H1) e (H4) sobre g, obtemos

Cl(g/otHg(s uy) ‘2 ds < é,gcg/thHuk( ) f/ dsz/iHuk‘(S)‘Q ds
t 0 t
A S ey N Tt e A

1%
Substituindo (4.9) em (4.8), obtemos
) t t
’ukt —|—2V/ HVU ds < Huk(O)HV—f—/ 1£(s)I[3- ds—l—/ Huk y
0 0
0 2 t 2 t
[l e f el e,
—h v 0 v 0

uk(s)HV ds

K S)H ds
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Como || < |-l

ol e [ sl ws ool « [+ [l o

+(2+cg)/0t o) as.

Pela desigualdade de Gronwall

Huk(t)Hf/ —|—21//0t HVuk(s) ‘2 ds

< <Hu’f(0)Hi +/0t 1F ()T ds + /_(:Z H@k(s)Hi ds) (14 (24 4C,)t) o(2+4C,)t

para todo 0 <t <T.

Sabendo que
feL2(0,T; V)
@€ L(—h,0;V)

u e Ve ||| = [[Pra®| < [w"]

temos que .
ol [ ool ae<ca

para todo 0 <t < T, onde Cy > 0 é uma constante, independente de ¢ e de k.

Portanto,
{u*} é uniformemente limitada em L (0,T;V)
{uk} ¢ uniformemente limitada em L*° (O, T, VIH-III)
{uk’} é uniformemente limitada em L2 (—h,T;V)
{uk} é uniformemente limitada em L2 (—h, T; VHI'lH)

Em particular,
{uk} é uniformemente limitada em L (O, T; L? (Q)),

pois [|u*||* < [|u* ]y,

Das estimativas acima, segue que
F (uk) —uf (-~ () € L2(0,T; V),

independentemente de k.
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d k
Agora, vamos mostrar que % e L? (0,7;V). De fato, voltando a primeira equagao em
dr
(4.6), multiplicando por ;i * & somando em j=1até j =k, obtemos

|
dt

du
Hvdt

(

Vsl (e () o )
= (1. %5 + (ot 20,

2
k k duf
gl (e o) )

= (st0), %)+ (gte.ub), 20

ou seja,
du” ||?
dt

(4.10)

Como pela desigualdade de Holder

k k
’b (F (t’uf> u’y d;)’ = HF (t’ui€> ‘ LA(Q) H uk‘ L2(Q) ddit L4(Q)’
e como V — L*(Q), temos
b () G )| <0 () 9 |

onde C7 > 0 é a constante de imersdo de V em L*(Q). Além disso, u¥ € L (0,T;V), entdo

existe uma constante C3 tal que

k k
'b<F (1.08) d)' < o3| ()| || %]
dt v v
Aplicando a desigualdade de Young a ultima desigualdade,
du du
b (r () o2 250 )| <ot | (o) s+ 5 5]
Voltando a equagao (4.10), temos
W s Il <oc e )+ 5|4
a ||, "2 dt B =03 ) lly dt
du®
FIFOlv- |||+ Hy(t,uf>
v

ou ainda, novamente pela desigualdade de Young,

du* ||? 2 1 |lduF|? 11l du |12
— <6C2HF<t, K H ~ = 61 F()%, + =
|5, + s lve] <oct [p ()} + 5|52 +oron- + 5| %
du®
(t
oo+ 5| G
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ou seja,
k| vd NI 9 2 2 1 ||du®|?
el R A | < F(tuf)| 1)]3. H )| )+ 5 (|5
10| 5@ lmtol <o (cz e (L) [} s + o)+ 5| %)
Integrando de 0 a ¢, obtemos
2 t k 2

<v HVu’“(O)H2 +Cy </Ot HF (s,u?) Hi ds + /Ot Hf(s)||%/* ds + /Ot Hg(s,u’;) ‘2 ds>

<vvar @ on ([ [r ()} as+ [ asvc, [ o] o)

feL?(0,T;v*)
uk € L2 (—h,T; V)
F (- uk) e L2(0,T; V),

onde C5 é uma constante positiva.
k

d
Portanto % e L2(0,T; V).

Como consequéncia dos resultados de compacidade (ver [50]), temos que
{u s, CC% e L?(0,T; V)} estd imerso compactamente L2 (0,7; H),
e entao, segue que
uk — u fortemente em L2 (0,T; H).
Como P, u = ¢, converge fortemente para ¢ = u em L? (—h,0; H), temos que
F (- uf) =u*(-=r(-)) = F(-,u.) = u(- — r()) fortemente em L?(0,T; H).

Além disso,

g (-,u*) = g (-,u.) fracamente em L? (0, T;V*).

Jo (t4)]

entao, da hipétese (H4) sobre g, temos

T 2 2 2
[l (st} s < 02 N o) gy o = € 7, o s

De fato,

o= o [l eot) o) <o (o)

[olly=1

£2(Q)’

=Cy HukHLQ(—h,T;V) :

Da condigao [(Hb)], passando a uma subsequéncia, se necessdio, segue que
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g (s,ulg) — g (s,us) fracamente em L2 (0,T;V*),

quando k£ — oo.
d
Observe também que, desde que u € L?(0,T;V) e ditl € L?(0,T;V), segue
ue C(]0,T];V)), e faz sentido calcular u(0).

Passagem ao limite

Considere ¢ € C! ([0, T],R), tal que 1 (T) = 0. Entdo, para todo v € V, obtemos
T d (uk,v) T T
/ Lo dt o [ ((u00) ) o de+ [ )0, v00)

ey
_ /OT <(t, Wk (1)), v> W(t) dt + /OT <g(t, ub), v> b(t) dt.

Integrando por partes a primeira parcela do lado esquerdo da igualdade acima, obtemos

. /OT (uk(t),v)v W () dt — (uk(o),vw(O))V + V/OT ((uk(t),v>) W(t) dt
T

T T
+ [ upe )t @) de= [ @ des [ () v a
Fazendo k£ — oo, vamos analisar a convergéncia de cada parcela da igualdade acima.

1.
/OT (uk(t) —u(t), v)v W () dt = /OT <uk(t) —u(t), v) W () dt

+K /OT ((uk(t) — u(t), v>> Y'(t) dt.

Das estimativas a priori existe u € L* (0,7;V) e uma subsequéncia, que continuaremos

k

a denotar por u*, tal que u* converge para u, na topologia fraco-estrela de L> (0,7 V).

Logo, como vy’ € L' (0,T;V), entdo
T
/ (uk(t) - u(t),v)vzp’(t) dt — 0, k — oc.
0
2. Sabemos que existe Cg > 0, tal que

H|U"3\HL2(0,T;W‘H) < Cs H“kHLZ(o,T;V) :

Portanto
{uk} é uniformemente limitada em L2 (—h, T; VIIl'III)'

Assim, fazendo como no item 1, segue que

/OT ((uk(t) - u(t),v)) W () dt — 0, k — oo.
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T

b(F(t,up), u (t), 0(t)) = b (F(t, ue), ult), vip(t)) dt
T
- /(; b(F(tv uf) - F(ta ut)v uk(t)7 W/J(t» + b(F(ta ut)v uk(t) - U(t), U@D(t)) dt

S—

Assim,

/ U () — B () (1), (1) de
0

</ ey = P |70 000 .

Das estimativas a priori temos que

IVuk(0)]] < Cs

[vb (D)l Lo () < Cs

HF(,uk) —F(-,u.)

. HLQ(O’T;LQ(Q)) — 0, quando k£ — oo,

portanto
T
/ b (F(t,uf) - F(t,ut),uk(t),vw(t)) dt — 0.
0

Agora
T
| o (P o = w000
T
== [ (Fab) o).t @)~ ) @

< [ e [ 19Oy o0 - o) a

<ot

uk—u‘

L2(0,T;H) H L2(0,T;H)

ot

L2(0,T;H)

Logo
T
/ b (F(tub), (1), dt—>/ F(t,u), ult), vi(t)), dt
0
quando k — oo.

k converge fracamente para u em L?(—h,T;V) e

4. Pela hipétese [H5], como a sequéncia u
fortemente em L2(0,T; H), entdo a sequéncia de funcées &, dadas por & (t) = g(t, (u*);)

converge fracamente para £(t) = g(t,u;) em L?(0,T;V*), e assim

/OT <g(t, uy), v> W(t) dt — /OT (g(t, u(t)),v) ¥(t) dt,

para todo v € V', quando k — oc.



4.2. Existéncia de solugao 94

5. Por fim, como u° € V,
((u*(0) = u®), 0(0), < C7 [|u(0) — w°l|,, = C7 || Pyu® = wl], — 0,

quando k — oo, onde C7 > 0 é uma constante, e lembrando que Py, é a projegao ortogonal

de V em V.

Entao, a passagem ao limite nos fornece
T T
=[O0y @) de+ (o, 0w @)y v [ (ule), o) (o) de
0 0
T
+ [, ue).o0) d
0

T T
=/<ﬂmwwww+/<wwmwwwm
0 0

para todo v € V.
Em particular, se ¢» € D ((0,7)), entao ¥(0) = 0, e portanto,

T T T
—/ waxmkuwﬁ+u/’«mwm»w@dv+/ b(E (¢ ), u(t), vib(1)) dt
0 0 0

T T
=/<ﬂmwwwﬁ+/<mewww@
0 0

para todo v € V, e todo ¢ € D ((0,T)).

Portanto

T d (u(t),v) ’ !
/O =) dt—l—u/o ((ult), v))e(t) dt+/0 b(E(t, ue), ult), vip(t)) dt

T T
=/<ﬂmwmww+/<wmmwwww
0 0

para todo v € V e para todo ¢ € D ((0,7)).

Ou ainda,

T d (ult),v) T d((ult), v)) g
/O () dt+n/0 (1) dt+u/0 ((u(t), ) (t) dt

T T T
+A5W@Ww@wwmﬁ24<ﬂWWWﬂﬁ+A<Nw%@ﬂﬂ%

para todo v € V e para todo ¢ € D ((0,7)),

ou
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para todo v € V' e para todo ¥ € D ((0,T)). Ou seja, a igualdade

du(t) | d(Au(t)) _
7 +kK o + vAu(t) + B (F(t,ut, u(t))) = f(t) + g(t, ue)

¢ verdadeira ao menos em V*.

0

Vamos mostrar que u(0) = u” em V.

Como para 1 € C1([0,T],R), com ¢(T) =0, e v € V temos
T d T ,
/0 <dt (u(t) — kKAu(t)) ,v> P(t) dt = —/0 (u(t) + kAu(t),v) Y'(t) dt

+ (u(0) — KAu(0),v1)(0)) .

Entao,
T T
- /O (ult), ) 0 (t) dt — r /O ((u(t), 0) 9 (2) dt + (u(0), vo(0)) + & ((u(0), v1b(0)))
T T
o [0 00 d+ [ B ). ute).v(0) d

T T
— / (F(8), 0) (2) dt + / (g(t, ue), v) W(t) dt.
0 0

Mas, pela passagem ao limite

T T
_/0 (u(t),v) wl(t) dt — K,/O ((u(t),v)) wl(t) dt + (uo,m/J(O)) + K ((uo,v@b(O)))
T
v /O (u(t), ) (1) dt

T T T
4 [ o) o) de= [ 50000 de+ [ gl o) v d
0 0 0
Portanto
[(w(0) — u®,v) + & ((u(0) — u°,v))] ¥(0) =0,
para cada v € V' e cada ¢ do tipo considerada. Podemos escolher v tal que ¥(0) # 0.

Assim

para todo v € V.

Logo,

0

ou seja, u(0) =u’ em V.

unicidade

1

Sejam u! e u? duas solucdes de (4.3).
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Entdo, u!',u? € L*>® (0,T;V) N L? (0,T;V) e satisfazem

dw(t)  d(Aw(t)
a T a

Seja u = u' — u?.

du'  du? 9 _ du 9
Como T ar € L7(0,T;V), entao T e L7(0,T;V).

A diferenca u = u

du(t)  d(Au(t))
a T a

+ vAw(t) + B (F(t,w),w(t)) = f(t) + g(t,w;) em V*

L 4?2 satisfaz

+vAu(t) + B (F(t,uf),u'(t))

—B (F(t,uf), u?(t)) = g(t,uf) — g(t,u7) (4.11)

u(0) = 0.
Tomando o produto escalar da primeira equagao em (4.11) com u(t), obtemos

d”“(t)H%/ 2 1y 1 _ 2y 2
r +2v | Vu(®)||* + 2b (F(t,up), u' (), u(t)) — 2b (F(t,uf), u*(t), u(t))

= 2<g(t,u%) - g(ta u%)au(t» :

Como
b (F(t,up), ut (1), ut)) — b (F(t,up), u?(t), u(t))
= b (F(t,uf),u' (t),u(t)) — b (F(t,uf),u*(t), ut)) + b (F(t,uf),u*(t), u(t))
—b (F(t,uf), u?(t), u(t))
= b (F(t,up), u(t), u(t) + b ((F(t,up) = Pt uf)) , u? (1), u(t))
=b((F(t,uf) — F(t,u?)),u?(t), u(t)).
Além disso,

0 ((F(t,up) = F(tuf)) , u?(t), u(t))|
< ||F(tw) = F(tuf)|| aoy IVu@H[u?@)]] 4 ()
< C3||F(t,up) — F(t,up) ||y, [Vu()ll,

pois u? € L (0,T;V) (lembrando que x > 0) e V < L* ().
Por outro lado, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz e Poincaré, temos
2[(g(t,up) — g(t,uf), u(t)] < |lg(t,ui) — g(t,uf)[| [ Vu(®)] .
Portanto,
AL s, o

< Cs||F(tw) = F(tup) ||y, [Vu@®)l + [lg(t,ui) — gt ad) | [ Vu®)]y,

= Cs [lu(t = r() Iy IVu@)ll + [|lg(t, u) — g(t, ud)[| IVu@)]].
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Integrando de 0 a ¢, aplicando u(0) = 0 e a desigualdade de Young, temos
t
)1 +20 [ [Fu()|? ds
t t . )
< 08/0 [u(s = r(s)ly [[Vu(s)] ds+/0 l9(s,ug) = g(s,ud) || I Vuls)|| ds
Coy /t 2 ! 2 1 [ 1 24112
< — lu(s) ds—i—u/ Vu(s)||” ds + / g(s,uy) —g(s,uz)||” ds
el O Civu@)? ds+ [ (s.3)]

t
+y/ [Vu(s)|[* ds
0
Ou seja,

Cy ! 2 1 1 21112 ! 2
- h - <
e | s [ o) = o) s < 0 [ sl s

Pela desigualdade de Gronwall, segue que

[u(t)||3, < 0 para quase todo t € [~h,T].

Portanto u! = u2.

Vamos agora determinar a pressao p.

Como u € L?(0,T;V) e f € L*(0,T; V*), podemos integrar (4.6) de 0 a t, e obtemos

(u(t),v) — (u(0),v) — k (Au(t),v) + K (Au(0),v) + l//o ((u(s),v)) ds

# [0 o) ) ds = [ 45100 ds [ ol

para todo v € V, lembrando que (-,-) é o produto de dualidade V* — V. A iqualdade acima

pode ser reescrita como segue:

(u(t) — kAu(t),v) — (u(0) — Au(0),v) + V/Ot (Au(s),v) ds + /Ot (B(F (s,us),us),v) ds
= /Ot (f(s),v) ds + /Ot <g(s,u§),v> ds.

Detﬁna Uut) = /0 u(s)ds, B(t) = /0 B (F (s,us),us) ds, F(t) = /0 f(s)ds e J(t) =
/ g(s,u¥)ds, entdao U € C([0,T);V) e B, F,J € C([0,T]; V*). Portanto,
0
(u(t) — kAu(t),v) — (u(0) — kAu(0),v) v (AU(t),v) + (B(t),v)
= (F(t),v) + (J(t),v),

ou ainda,

(u(t) — KAu(t) + w(0) — Au(0) + vAU(s) + B(t) — F(t) — J(t),v) =0, (4.12)
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para todo v € V. Defina por
R(t) = u(t) — kAu(t) + u(0) — kAu(0) + vAU(s) + B(t) — F(t) — J(t) € V*.

Desta forma temos R € C([0, T]; V*). Pelo fato de V ser subespaco fechado de H}(£2), podemos,
gragas ao Teorema de Hahn-Banach, estender R(t) a um funcional T(t) € H}(Q), para cada
t € [0,T], tal que

(T@), V)1 my@) = (BE),v), VoeV, e [TH)lg-1q) = ROy (413)
Assim, R € C([0,T]; H1()). Por (4.12), temos que

<T(t), U>H71(Q),H(1)(Q) = 0, Yv € V.

Pelos Lemas (1.4.3) e (1.4.4), temos que existe Q(t) € L%(Q), satisfazendo T(t) = VQ(t) em
H~(Q). Portanto VQ € C([0,T); H () . Sendo V um isomorfismo do grupo quociente
L2(Q)/R em H™H(Q), temos que Q € C([0, T]; L*(2)).

De (4.13), segue que R(t) = VQ(t) em V* Vt € [0,T], ou seja,

VQ(t) = u(t) — kAu(t) + u(0) — kAu(0) + vAU(s) + B(t) — F(t) — J(t), (4.14)

em V* e para todo t € [0,T].

Agora, ao diferenciarmos (4.14) no sentido de distribui¢ao, temos que
VQ'(t) = v/ (t) — kAU (t) + vAU'(s) + B (t) — F'(t) — J'(t)

em D'([0,T],V*), o que nos d&

VQ(t) = dzgf) + KA dz(tt)

FuAu(t) + B (F (t,u) ,u(t)) — F(£) — g(t, uk)

em L'(0,T,V*). Pondo —p = @', temos que

_vp— du(t) N RAdu(t)

_ 2 () + B (F () u(0) — (1) — gt k).

Como B (F'(s,us),u(s)) = (F (t,u) - V) u(t) em V*, segue que

du(t) L RA du(t)

pn o T rvAu) + (F (tw) - V)ut) + Vp = f(t) + g(t, ul).

O

Teorema 4.2.3. Assuma u® € H>(Q)NV, p € L™ (=h,0;V) N L? (—h,O;VﬁHQ(Q)), fe
L?(0,T;L*(2) e que g : [0,T] x C([~h,0],V) — L*(Q) satisfaz as hipdteses (H1)-(H}).
Entao, para cada T > 0 fixo, existe uma unica solugdo forte w para o problema (4.2) tal que
u € L®(0,T;V)NL? (—h,T; VN HQ(Q)) e % € L*(0,T;V). Mais ainda, se p € CO([—h,0];V)
e ©(0) = u® entdo u € CO([—h,T); V).
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Prova. De acordo com o Teorema anterior, para cada T > 0 fixo, existe uma tinica solucao fraca
u para o problema (2) tal que u € L*® (0,T; V)N L?(—h,T;V) e ccllu L*(0,T;V), e portanto
(vide [3]), u € C°([0,T]; V). Além disso, observe que, se ¢ € C°([—h,0];V) e ¢(0) = u° entdo
u € CV([—h,T); V).

Denote por P o operador projecao ortogonal de L?(£2) sobre o subespaco H. Pela projecio
P, podemos definir o operador de Stokes A : D(A) — H, por A = —PA e cujo dominio
D(A) = H*(Q)NV. Usaremos o método de Faedo-Galerkin para mostrar a existéncia de solugao
forte com dado u® € D(A). Considere o conjunto {w;} das autofungdes do Operador de Stokes

em (V, ||-||y/), de modo que {w;} seja ortonormal com respeito ao produto interno (-,-) + & (-, ).

Para cada autovetor wj, j = 1,2, ..., denote por \; autovalor do operador de Stokes associado
ou seja, —PAw; = A\jw; para cada j = 1,2,.... Assim AuF(t) = —PAuF(t) = —\j Z%J
para cada j =1,2,....

Voltando & primeira equacao em (4.6), multiplicando por A;7v;x(t) e somando de j = 1 até

j =k, temos

2dt <HV“ H +“HA“ H >+ A O + (Ple ) 0 A0 0) (4.15)

= (f(), Au¥ (1)) + (gt uf), Aub(8))

ou seja

2dt (HV Hz—i—/iHAuk(t)‘f) +VHAuk(t)HQ—i—b(F(t,uf),uk(t),Auk(t)) (£16)

= (f(1), Au®(t)) + (g(t, up), AuF(t)) .
Aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos

i (|70l + ool ) +v ol

< | EC ) oy 1V Ol s o) 142N + 1 ON | A @]+ [lg (2, ut) | || A O]

2dt

Como V « L*(Q) e F(-,u¥) € L>® (—h,T; V), temos

gt ([ o] st )+ fawof

< G ||Vt )]y, [[Au* O + IIF @ [[Au® @] + gt ub) | | Au* @] -

Integrando de 0 a ¢, obtemos

[vut o]+ s |ao +2v [ [auto| o
< [V + [t @) + 200 [ [wato)], vt o

v2 [ 1761 a0 ds+2 [ ot | 4] s
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Aplicando a desigualdade de Young para ¢ = 2 = ¢/,

HVuk(t)H2 +K HAuk(t)H2 +21//t HAuk H2 ds

SHVuk(O)HQ—i-nHA HQ—FSCQ/ HV ’ ds+ — /HAu ’ ds

3 [t 9 k
+V/o £ ()l ds—|—3/0 HAu (s H ds—l—y/o Hg s,u) H ds+3/0 HAu (s)H ds

ou ainda,
kol NIk ! B 2
HVU (t)H JFKHA’UJ (t)H +l// HAu s H ds
0

2 2 3Cy 2 3 [t 9
o+ el + 22 [ var) as+ 2 sl o

—i—/ Hg(s,us H ds.
vJo

< ||[vu*(0)

(4.17)
Das hipéteses (H1) e (H4) sobre g, obtemos
t 2 t 2
/Hg(s,u?)H ds <C’/ H R H ds
0
=, [, |l )| ds + G, / [ (s (4.18)
ca [ ol e [ I e
Substitiuindo (4.18) em (4.17), obtemos
ot s o oo
< [V + s ) + 22 [ vt s+ 2 [P as
. 2
+Cy /_hHw (s)HV ds—i—Cg/O Hu s)”v ds,
ou melhor,
vt o]+ [at o+ [ vt o
< ||[Vuk(0 H + k|| AuF (0 H —i—/ £ (s)|I” ds+/ H(p ‘ ds—i—C/H ) ds

(22) [ vk as
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Pela desigualdade de Gronwall, segue que
2 2 ¢ 2
HVuk(t)H + K HAuk(t)H + 1// HAuk(s)H ds
0

< (vamHQ+mHAu’“<o>HQ+ / AP ds + / inso(s)n?vdswg / tHu’%s)Hids)

()

[+ ()
v

para todo 0 <t <T.

Sabendo que
feL*(0,T; L*(Q)),
uk € L? (—h,T;V),
o € L*(—h,0; V),
W0 € VN H2(Q) e ||Vuk0)|| + 5 || Aut (0)||* < ||Vl | + & || Au®|?,

temos que

HVuk(t)Hz + K HAuk(t)HQ + n/ot HAuk(S)H2 ds < Ciy,

para todo 0 <t < T, onde Ci; > 0 é uma constante.

Portanto,

{Vuk} ¢ uniformemente limitada em L (0,7;V),
{Vuk} é uniformemente limitada em L (0,77 L*(12)),
{uk} ¢ uniformemente limitada em L (0,7;V),

{uk} ¢ uniformemente limitada em L (—h,T; H*(Q) NV,
{u*} é uniformemente limitada em L* (—h, T; H2N V(1) ).

d k
Agora, vamos mostrar que % eL? (0, T:H?*nN V). De fato, voltando a primeira equagao

em (4.6), multiplicando por )\k% e somando em j = 1 até j = k, obtemos

1 duk ||? ? vd NI Nk duF
3 (Hth )*m v+ b(F () o, Adt)

- <f(t),Ad;:> + <g(t, uf),Aﬁ) .

R

+ K 7

ou seja,
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duk

A—o
+ K 7

1 du
Qtht

) 2 ‘Au H + b(F(t,uf) k Addi)

= <f(t),AaZL:> + <g(t,uf),Ad;:> .

(4.19)
pela desigualdade de Holder, temos
du® duF
)t AT )| <17 () | 1V |4
‘b<F<t,ut> u® Ad )‘_ F(t,ut) L4 Vu LA@) Adt
e como V < L*(Q), temos
b F(t uk) u® Adi <C’3HF (t uk>H HVu H Adi
T dt )|~ ) v dt
Além disso, Vu* € L (0,T;V), entdo existe uma constante Cyo > 0 tal que
du duF
)t A )| < G |F (nut)|, 4%
b<F(t,ut) “ Adt)\_ou F ()] [la%
Aplicando a desigualdade de Young na ultima desigualdade,
duF duF
k) .k ou” 12
(o () o )| < e () [+ 5 4%
Voltando a equacao (4.19) temos
duF udHAuk(t)HZ duk
o] g 2LAOL s )
HV all, 27 @ ° Cl H (t “t> dt
Hrol % +WthH
ou ainda, novamente pela desigualdade de Young,
1| Vdek | vd]Aut@)]
20 dt ||y, 2 dt
2 1 du®
<2c2|F (0 M+ 55 1145 =
012H < u ||, + 13 H dt ”f H
2o k>H2+i =
R 19 12 |7 |
ou seja,
du* z/dHAuk(t)H2 12 2 ) 2\ k|| Adu¥
Gl E e a F(no)| Joeub)]) +3
HV dt +2 dt K (Cl H (t “’f) y TIFOI+ gt u] )+ 7=
k2
Como & Adi < le , temos que
dt dt ||y
Hgdet +Eﬂﬁﬂﬂﬁ<2 et || (e[} + 15O + [Jote. )|
dt 2 at = 2ty AT
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Integrando de 0 a ¢, obtemos

QVHAuk(t)HZ—i— vdu;(s) 2als
1%
< 2v || AuF (0 } +Ci(k (/ HF s, u” ‘id8+/0t||f(s)|]2 ds+/OtHg(s ub 2d5>
< v || Aut(O)||" + Cu(x (/ |F (s 12Vds+/0t|f<s>||2ds+09/_thHU’“<s> .

< Ca(w),
pois
feL?*(0,T; L*(Q)),
uF € L? (—h,T;V),
F (u’g)) e 12(0,T;V),
onde C1(k) e Oy sdo constantes positivas que dependem de k.

du® 9 9
Portanto — € L?(0,T; H*NV).

Como consequéncia dos resultados de compacidade (ver [50]), temos que

d
{u; U, ditL e L? (O,T; H?N V)} estd imerso compactamente em L2 (0,7; V) Logo, temos

entao que
uF — u fortemente em L2 (0,7T;V).
Como Py, u = ¢y, converge fortemente para ¢ = u em L% (—h,0; V), temos que
F (',u?)> =uF(-—r() = F (-, u(y) = u(- —r(-)) fortemente em L?(0,T;V)
Além disso,
g (-,ul(‘i)> —g (‘, ’LL(_)) fortemente em L2 (0,7;V*).

De fato,

Q)

Jo ()], = e [(o(t) )] < o ()
VU elly=1

Entao, da hipdtese (H4) sobre g, temos que

[l Gt o< o (5)

Portanto, como u* — u fortemente em L? (—h,T; V), segue que

v @50 [ O], =l

g (s, ulj) — g (s, us) fortemente em L2 (0,T;V*),
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quando k — oo.
Observe também que, desde que u € L? (O,T; VN Hg) e CC%L e L? (O,T; Vn HZ), segue
ue C([0,T];V N H?), e faz sentido calcular u(0).

Passagem ao limite

Considere ¥ € C! ([0, T],R), tal que 1(T) = 0. Entdo, para todo v € V, obtemos

/0 ' d(“';;f’)%) dt +v /0 ' ((w0),0) ) wie) de + /0 U (B (1) 1), (1))

T

-/ C (A0 00 di + | (attubyv) o ae.

Integrando por partes a primeira parcela do lado esquerdo da igualdade acima, obtemos

- /OT (uh(e).0) 9'0) de + (u5(0),0p(0)) + V/OT (().v)) w(e) dn

T

T T
+ [ Pt @) de= [ @ des [ (g v a

Fazendo k — oo, vamos analisar a convergéncia de cada parcela da igualdade acima.

— 0,
L2(0,T;V)

/OT (uk(t) - u(t),v)v W (t) dt < Gy Huk - u‘

pois u* — u fortemente em L? (—h,T;V), quando fazemos k — co. Portanto
T T
—/ (uh(e),0) 0'(6) dt — —/ (ult), v)y ' (2) dt.
0 0

2. Como existe Cy > 0, tal que

T T
b =l 0~ = (-]

2

<o | et = | e =@ |t - o

L2(0,T;V)
quando k — 0o, pois u¥ — u fortemente em L? (—h,T;V).

Portanto

— 0,
L2(0,T3V)

V/OT ((w*(t) ~ Vutt).v) ) v dt’ < O [lut(t) — utt)

quando k — oo, ou seja,

T

V/OT (0. v)) vte) e — V/O (u(t), v)) w(t) dt,

quando k — oc.
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T
| o (P 0.000)) =0, ). 000)
T
= / b (F(tuf) = F(tue), u (0),00(0)) + b (F(tu),ab(0) = u(t), ve(t)) e
0

</ Pty = ) [T O Fow ol ey

+/0T | F(t,u)| HV (uk(t) — u(t)> H [0y ()| oo () it

Das estimativas a priori temos que
[V (t)|| < Cs,
[vip(#)ll Lo () < Cs,
1 (¢, ue)ll < Cs,

— 0, quando k — oo, e
L2(0,T5L%(2))

|PCouty) = P

<C, Hu — 0, quando k — oo.

HV( )HL2 (0,T;L2(2)) = uHLQ(O,T;V)

Portanto,

T T
/ b(F(t,uf),uk(t),vw(t))dt—>/ b(F(t,ug), u(t), vip(t)) dt
0 0

quando k — oc.

[ (ot~ sty vy s [ ottty — o, loviol a

<0 [ [y} ae =0, ut

quando k — oo, pois u¥ — u fortemente em L? (—h, T V).

Portanto,

/OT <g(t, uF(t)), v> W(t) dt — /OT (g(t, u(t)), v) () dt.

5. Por fim, como u’ € V,

((wF(0) = u®),v3(0)), < Ca[|uF(0) — ||, = Cu || Pyyu® — 0|}, — O,

quando k£ — 00, lembrando que Py, ¢ a projecao ortogonal de V em V.
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Entao, a passagem ao limite nos fornece

T

T T
- / (u(t), v)y () dt + (°,09(0)) , + v / ((u(t), v)) (t) di + / b(E (¢, ), u(t), vib(1)) dt
0 0 0

T T
— [ O v e+ [ ot w)v v a
0 0

para todo v € V.
Em particular, se ¢» € D ((0,7)), entao ¥(0) = 0, e portanto

T T T
- / (ult), v)y &/ (2) di + v / (u(t), 0)b(t) dt + / b(E (¢, ), u(t), vib(1)) dt
0 0 0

T T
= [ e s [ g0 e a
0 0
para todo v € V', e todo ¢ € D ((0,T)).

Portanto

T u v T g

/0 T 1y a4 v /0 ((u(t), v))(t) dt + /0 b(F (L), u(t), v (1)) dt
T T

:/D (F(),v) ¥(t) dt+/0 (g(t,ue),v) (t) dt

para todo v € V' e para todo ¢ € D ((0,T)), ou ainda,

T d (u(t),v) T d((u(t),v)) r
/0 LLVIING dt+f~s/0 D0 dt+u/0 (u(t), v))o(t) dt

T T T
" /0 B(E(t, ur), u(t), vib(1)) dt = /0 (F(E),v) $(2) di + /0 (g(t, ), v) H(t) dt,

para todo v € V e para todo 1 € D ((0,T)), ou seja,

T/ du u
/0 <dd(:> . (filt(t)) + vAu(t) + B (F(t, u), u(t))) 7v> W(t) dt

T
- /0 () + gt wn), o) (0) dt,

para todo v € V e para todo ) € D ((0,7')). Logo, a igualdade

) ¢ AUD) L pfe) + B P ) u(0) = 10)+ glt )

¢ verdadeira ao menos em V'*.
Vamos mostrar que u(0) = u® em H?(Q) NV, ou seja, mostrar que HAuO — Au(O)H =0.

0

De fato, como o operador A : V — V* e u(0) = u® em V, temos que Au(0) = Au® em V*, isto

€,
<Au0 — Au(0),v) =0, YveV.

Agora, como Au® — Au(0) € V

HAUO - Au(0)||2 = (Auo — Au(0), Au® — Au(0)) = <Au0 — Au(0), Au® — Au(0)) = 0.
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unicidade

Prova-se a unicidade de solucao de forma idéntica a feita no Teorema anterior. O

Considere g na forma:
9(t, ur) = G(u(t — p(t)))

com G : R3 — R3 uma funcdo Lipschitz continua com constante de Lipschitz L, satisfazendo
G(0) = 0e p € CH[0,00);[0,h]), p(t) >0, e p'(t) < p* < 1, para todo t > 0. Observe que,
nestas condicoes, g satisfaz as hipéteses (H1)-(H3).

Além disso, usando mudanga de varidveis n = s — p(s), temos
| Natsv) = g0 s
- /0 IGuls — p(s))) — G(u(s — p(s)))||22ds
= [ [ I6tuts = p(s)) = Glv(s = p(e))) adnds
0 JQ
= [ [ PPluts = pte) = (s = pls))sdads

<1 / lu(s = p(s)) — vls — p(s)) 22 ds

, [P0 ,
=t /—p(O) 1—p* ||’LL(’r]) - U(n)HL2(Q)dn

<

t
lu(s) = v(s) 22y ds:
—h

1—p*
2

1—p*
Suponha ainda que f satisfaz uma hipdétese como em Taniguchi [54, Teorema 5.2]:

e consequentemente (H4) e (H5) também ocorrem, com constante Cy igual a

(Hf) ||f(s)||%2(9) é uniformemente L(#)-integravel, isto é,

/0 )| £(5) |22 gy ds < L(6).

Teorema 4.2.4. Sejam v’ € V N H%(Q), ¢ € L®(=h,0;V), f € L*(0,T;(L*(Q))3), e g :
[0,T] x C([~h,0; V) — (L*(Q))? satisfazendo as hipéteses (H1)-(H5). Suponha ainda f(t)
satisfaz a hipétese (HFf), e seja A1 o primeiro autovalor do operador de Stokes A = —PA,

tome v > 0 de modo que

se n=2

16(1 + M\ r)C 2L
3 + *) )2
2 KAZ (L —p*)AL
—> _ (4.20)
2 16(1 + A\ k)C 2L

+
“)\1% (1—p*)M

se n =23,
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onde C ¢ definido no decorrer da demonstragio. Suponha ainda que (1 — p*)v2)\2 > 4L, e seja

0* > 0 tal que

v 0 16(1+ Mk)C 2eM" I,
- - 3 - —5 =0 se n=2
KUAZ (1= p" v

0*  16(1 + \k)C 2eh0" [,
v_v _ (+51K) — e* 2:O se n=3.
KUAS (1= p*)rA{

Entdo, para cada T > 0 fizado, existe uma tinica solugdo forte u € L>®(—h, T; V)N L?(0,T;V N
H?(Q)) que satisfaz
IVu@If < (IVullf + 27L2||90H%2 Cnoun)e 4 2L (6), (4.21)
v(1—p*) (—h,0;H) v
para algum 0 € (0,0%).

Prova. A existéncia e unicidade segue do Teorema 3.2.3. Vamos verificar a veracidade da

desigualdade (4.21). Para isso, defina W (¢, u*) da seguinte forma,
kY _ 0t k() [12 2 Y bs o k(o2
W (t, u®) = e[| Vu™(t)[[i, + . e |G(u"(5))[2ds,
v(l—p*) t—p(t)

onde 6 > 0 ainda serd escolhido. Entao

d By a0t k2 0t S e k2 2 ot _oh k(2
dtW(t’u ) =0e|Vur(@)]ly +e dtHVU Ol + A=’ ¢ [G(u"(t))]|72
269(t7p(t))€0h<1 _ p’(t))

_ = Gt = p(0) 1720y

< 07| VuF (1) |3 + 2 <Auk(t), %(uk(t) + ﬁAuk(t))>

e I Ol — 2ot =L Gt~ (eI

< 0|Vt (1) |13
2% <Auk(t), —vAuP(t) — B(F(t,uf), u"(t)) + f(t) + G(u"(t - p(t)))>
269t

2e" L™ | po o k 2
+m”“ 720 — THG(U (t = p))l72(0)-

(4.22)

Note que
260t <Auk(t), —Z/Auk(t)> = 20" | Au* (1) |22,

2¢ (AuF(t), — B(F(t,uf),u*(t)))
_ gt <B(F(t, Wby, uF (1), Auk(t)>

- _Qeetb(F(t,uf),uk(t), AuF(t))
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< "205]|F(t, uf) [y [ Vu* () v | Au® (1) 120y

2 14
2 (0322 (2) Wb IRAT O + S A O
8C2 ot

1, ) 71V ()||v+ e[| Au® ()| 72(q).

2% (Auk(2), (1)) < 26| At (0)]| 200 LF ()l 20
v 2
< S A1) 3agq + e IO,
(At (1), Glult = p(t)))) < 267 At (1)) 2@ |G ult — p(0))l] 20
v 2
< §@9tHAUk(t)H2L2(Q) + ;eat”G(Uk(t — pO))172(0-
Voltando a equacao (4.22) e aplicando as estimativas acima, temos:

d v
— W (t,u") < 0| VU (1[5 — 2ve™ || A (t)][72 (o) + *69tHAuk(t)H%2(n)

dt
802 ot 26915
IF ()T Ol + 2| Au 1) |22y + 11 0)32(q)
2€6hL€6t
_{_76915 AU _{_7 k 2
3¢ 1A O 0) + oy, I Ol
Portanto
d 8C4 e

v
aW(t,uk) < 0| VuF ()5 — *eet\lAuk(t)Hiz @t |E(t,uf) |3 Vuk ()17
QeahLth

269t
+— -l Nz + ﬁ” u*(1)][72 (0

Desde que
IV} = Va* (1)][72(0) + £l Au®@)]I72(0)

1
lu* (11720 < )\THVUk(t)HzLQ(Q),

temos também

IVt () 3y = (Vb @), Vb @) |, = (Auh(e),u" (1))

< | AuF (O 2y lu" () 22 < || Au®(2)

L2()

1
— VR (t ,
HL?(Q)\/)\—IH u” (t)| L2

donde segue que

IV ()] 220 \ﬁHAu Ol 220
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e portanto
1
IVu* ()72 0y < )\TIIAuk(t)IIQLQ(Q),
e
1
IV = (5 + ) 146 Ol
Assim,

d LA RALN o oty A, k(g2 Voot A, k(4|2
GV < (255 0 Ak O ~ e AU O

8C2e% (1 + Mk
1 SO Ny iy )2 A ()2
VA1
26075 269hL69t
+ 7||f( W2y + 72!\14 )32
(@) (1 — p*)rA2 (@)

Resta apenas estimar o termo ||F (¢, uf)||?.. Para isto, notemos que

PFt—T1(t) se —h<t—7(t)<0
F(t,u,’f) = uk(t —7(t) =
uF(t —7(t)) se 0<t—7(t) <T.

De qualquer forma, sabemos que existe uma costante C >0 tal que

k k k ~
1F(t,uf) [} < max{|o® 2o —poivys 1657 0717y} < C-

Obtemos entao

2 ~ oh
4w < <<1+H)\1>0_V+803(1+/\1K)C+ 2e/ L, >e“HAu’“(t)Hi2(Q)

dt A1 2 VA1 (1—p*)vA?

2 ot 2
e 1f @720

donde segue que

d
@W(uuk) +M(9)69tHAuk(t)H%z S *eetllf( t)l 720
1+ K\ v 8C2(1+Mk)C 2e [,
M) = — 60— — :
para M (6) << A1 ) 2 * VA1 + (1—p*)vA2

Como podemos tomar (veja 1.8, pdgina 15)

_1 2
(2)\1 2n1> se n=2

. 2
(2)\1_4/<;_1> se n=23

=

Cs =

Logo,
( .
1+ kKA 16(1 4+ A 2e9M [
- ( th 1>H—V+ 601 + 31f€)0+ C o ] se n=2
A1 2 KUAZ (1 — p* A
M(0) =
1 16(1 C 2e [,
B < +/£/\1>9_1/+ 6( —i—)\sm)C e* ) se nes.
A1 2 KUAL (1 —p*)vA]
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Note que funcao M é decrescente e, se 8 = 0,

v 16(1+ \k)C 2L
- — 3 — 3 Se n=2
M) 2 KUAD (1= p*)rA{
v 16(1+ M\k)C 2L
- = 5 — —~—3 se n=3.
KUAS (1= p*)rA{

que, pela hipétese (4.20), M (0) > 0.
Portanto, existe 8* > 0 tal que, para 0 € (0,0*), temos M (#) > 0. Integrando em ¢, de 0
a t, temos
t 2
Wt ) = W0 +210) [ A6 s < 2 [ 16 s

ou ainda,

t ot
Wt u) + M(9) / )| A ()] 32 s < W(0,0) + 2 / =) £(5)|12 s

Usando agora a hipétese (Hf),

SUTHOI +20) [ A s
IV O + 7= | 0 | NGO gy + L0 (42)
Como
/ D G () Py ds < I / I () eys = L* [ 164 () 22y ds

-7(0)

e por descarte no primeiro membro, podemos entao escrever

2L2 0
Va7 < [Vat (0)]1F + _*/ " ()11 720 yds + - etL(9)
v(L=p*) Jon
donde,
212 2
k 0
IV < (190 + 5l nom ) €+ 2206)
2172 2
012 2
< Vel + m”@“y(_h,o;m +—L(0),
para todo 0 <t <T. O

Note que, em particular, se f = 0, entdo qualquer solugao forte do problema (4.3) decai a
zero exponencialmente.

Agora, como consequéncia do Teorema 4.2.4, provaremos a existéncia de conjuntos
absorventes nos espaco C([—h,0]; V N H?(2)). Lembremos a definicio de conjunto absorvente

para o problema (4.3).
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Definigao 4.2.5. Seja u = u(t;u’, @) a solugdo forte do problema (4.3). Seja By p2(0)(0, ) =
{ue C([=h,0;VNH*Q)) : |Vull,, < a} abola com raio o e centro 0. Seja ¢ € C([—h,0];V N
H?(2)) tal que 0(0) = u° e ||¢lc(—no;vnmz() < R, para algum R > 0 fizo. Se existe um tempo
To = To(R) > 0 tal que |Ju(t; u®, @) |lvnp2q) < a para todo t > Ty, entdo a bola Byny2(q)(0, a)
¢ dita um conjunto absorvente em C([—h,0];V N H?()).

Corolario 4.2.6. Suponha que as condi¢oes do Teorema 4.2.4 sao satisfeitas. Entdo existe um

conjunto absorvente em C([—h,0];V N H2(Y)) para o problema (4.3).

Prova. Seja R >0 e ¢ € Bynp2(0)(0, R). Note que

[l < CR) W lvamz) = lle0)llvamz@
<max_p<i<o [P lvnrz) = l¢lo(=novnaz@) < R,
onde C(k) = /\% + k. Do teorema 4.2.4, temos que

2L2 2
2 —0t 0112 2
[Vu@)[li < e (HVU 17 + MWHLQ(h,o;H)) +—L(0).

< e R2+2L2/0 () 12acnds ) + 2L(6)
= v(1—p*) J_p AL @ v ‘

<o (s 2 el + 20
= (L= pr) ) | OIVER ) T

< e 0 R2+——i¥i——u\ﬁ /ﬂlds-+2Lw)
- (1= ) Pleroy) f v

212 2
<e " (R2y 7 pR? ZL(6).
<e < +V)\1(1—p*) + (9)

Afirmamos que, apartir desta desigualdade, as bolas Byng2(0)(0, @) com a? > 2L(0) sdo

conjuntos absorventes em C([—h,0]; V N H?(Q)), j& que

1. R*+

2L R2
[Vu(®)|lv < « para todo t>Ty=To(R) = gln (1=

vii1(1-p*)
a? — %L(Q)

De fato, para t > Ty(R), temos

)2
w3>+yu@

ol i1 *+ V>\1(1 o*
5 gl 2 2L(6) )
Vu)[li, <e R+
+

V/\1 1-—
o® — 2L(9) 2
= v R? hﬁ>+L9
R2+M1%1pr*)hR2< ) ¢ )
2 2

e esta prova estd completa. ]
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4.3 Estimativa de energia para a solucao fraca

Nesta secao, vamos obter uma estimativa de energia para a solucao fraca do Teorema
3.2.2. O procedimento serd o mesmo encontrado no Livro de Temam [56]. Multiplicando cada
equacao em (4.6) pela respectiva 7, e somando em j, obtemos

1d

5 IO+ VIVaE @l F20) = (0,05 0)) + (Gt = o), u" (1))

Multiplicando agora esta igualdade por v (t) € D((0,T")), com (t) > 0, e integrando em
t, de 0 a T, obtemos

T
/O <2dt|uk(t)||%/ + uHVu’“(t)II%z(m) Pp(t)dt

- /OT ((r), @) + (Gl (e = p(e)),u @) ) w(t)dt.

Mas note que

T1d e d
| gt = -5 [t @l G

donde temos

1

T k 2 d k 2
3| IO F00 + 21T @ ooty

— /0 ' (£, @) + (Gt = pe),u (@) ) w(t)at

Passando agora o limite inferior, quando & — oo, chegamos a

1 (7 d
/0 *IIU(t)H%—%w(t)+2VHVU(t)IIi2(Q)¢(t)dt

2
T
S/O ((F(@); ult)) + (G(ult = p(t))), u(®))) P(t)dt,

ou ainda,

5 [ IO + 2900 sy
< [ Wrw,uo) + @t~ pon) ey v,
para toda ¢ € D((0,7)), ¢ > 0. Isto significa que
SO+ VIV By < (0,00} + {Cult — ple)), ul)).
para quase todo ¢ € [0,T]. Reescrevendo, obtemos

( Gyuto u<t>>v VU By < (F0), ut) + (Glult — pO)),u(t)  (124)

para quase todo t € [0,T].
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4.4 Estabilidade de solugoes estacionarias
Considere a equacgao

d d
P + m%Au + vAu+ B(u,u) = f + G(u). (4.25)

com a forga externa f € V* independe de t. Uma solugao estaciondria para o problema (4.25) é
Uso tal que

VAU + B(Uoo, Uso) = f + G(Uo)- (4.26)

O préoximo resultado mostra que esta equacdo possui solucdo estaciondria us.. Este
resultado pode ser encontrado em [7], e em [23], mas por motivos de clareza, vamos exibi-la.

Para o préximo resultado, vamos considerar o espaco V' munido da norma |||-||| = ||V-||, isto é,

[l 1Vl

L
Teorema 4.4.1. Suponha f € V¥ ev > " onde A1 € o primeiro autovalor do operador de
1

Stokes A= —PA e L € a condi¢do de Lipschitz da funcdo G. Entdo, o problema estaciondrio
vAu+ B(u,u) = f + G(u)

possui solugao estaciondria us, € V. Se além disso (v — )\%)2 > C2||f|lv+, onde Cy € a constante

de inclusido de V. em L4(Q), entdo, a solugdo € tinica. Se f € H entdo us € D(A).
Prova. V é um espaco de Hilbert. Para cada z € V, temos que
v,y +b(z,) VXV =R
¢ bilinear, continua e coerciva. E como
fHA(G(2), )2 € VT
entdo pelo teorema de Lax-Milgram, existe uma unica v € V' tal que
v (u,v)y, + b(z,u,v) = (f,v) + (G(2),v), (4.27)

para toda v € V. A unicidade de u permite definir a aplicagdo ¢ que a cada z € V associa

u = p(z), tal que (4.27) é satisfeita. Tomando v = u em (4.27) temos
viullfy = (f,u) +(G(2),u)

donde

vlulli, < [If]

vellullv +IG) L2 @)llull L2 @)
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< f]

vllully + Z2l e el
< Wl + -l
e portanto
Ay < 17+ -zl (1.29)

Tomemos k > 0 tal que k(v — /\%) > || f]

v+, € consideremos o conjunto
X=A{zeV; |zllv <k}

O conjunto X é um conjunto convexo e compacto de (L*(Q2))3, em virtude da imersdo
compacta de V em (L*(Q))3. Mais ainda, por (4.28) e da escolha de k temos que a aplicacio ¢
leva X em X.

Para provarmos a continuidade desta aplicacao ¢, sejam 21,22 € X e uj,ug € X tais que
v (ui, v)y + b(zi, ui,v) = (f,v) + (G(z:),v) (1=1,2)
para toda v € V. Fazendo a diferenca entre estas duas igualdades, segue que
v (ur — u2,v)y, = b(z2,u2,v) — b(z1,u1,v) + (G(21) — G(22),v),
ou ainda,
v (ur — u2,v)y, = b(za — 21, u1,v) — b(22,u1 — u2,v) + (G(21) — G(22),v)
e escolhendo v = u; — ug, obtemos
vljur — us||¥ = bz — 21, w1, u1 — ug) + (G(21) — G(22), u1 — us)

< |lz1 = 22/l L2 I Vurll 2@y llur — w2l L) + [|G(21) — G(22) |2y llur — uz2llz2(0)

<CH - H Q H ||V|| - ”V 7/7” - H Q H - HV

< C1|z1 — z2|| 14 Ul U] — U2 + 21 — 22|12 U — U2
L

< kCillz1 — = U — U + —||lz1 — 2 Uy — U

> 1|21 2HL4(Q)H 1 o|lv TIH 1 2HL2(Q)H 1 o[l

onde C é a constante de imersdao de V em (L*(Q))3. Obtemos assim,

L
V|ur — uslly < kCillz1 = 22| pago) + \/TTHZI — 2222 (-

Como consequéncia desta tltima desigualdade e das inclusdes V < (L*(Q))? < (L?(Q))3,

temos

v(Cy

Ch

v

c |lur — ually

[ur — uallpaq) <

L
< kCillz1 — 22l page) + ﬁ\\zl — 22| 22(q)
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LC
< kChllz1 — 22l page) + —~=ll21 — 22l 1(q)

VA1

LC
— <k:01 + \/£> |21 — 22[l L2

onde Cy é a constante de inclusdo de (L4(Q2))? em (L%(Q))3. Segue que ¢ é continua de L*()
em L*(Q). O teorema de ponto fixo de Schauder garante agora que existe um ponto fixo para ¢
e tal ponto fixo é solugao estaciondria de (4.26).

Para provar a unicidade sejam u; e uz duas solucoes estaciondrias de (4.26). Entao
vAui + B(ul, ul) =f+ G(ul),

e também

vAus + B(ug,uz) = f + G(uz). (4.29)

Fazendo a diferenca entre estas equacoes, e colocando w = uj — ug, temos
vAw + B(ui,u1) — B(ug,u2) = G(u1) — G(uz),
e aplicando esta equacao em w, obtemos
v {(Aw,w) + b(uy, u1, w) — blug, ug, w) = (G(u1) — G(u2),w) .

Como

v {(Aw,w) = v (Vw, Vw) = VHV’LU”%Q(Q) = v|w|?,

e
b(ula Uy, U]) - b(“?v Uz, U])
= b(ug, w,w) + b(u1, ug, w) — b(ug, uz, w)
= b(uy, w,w) — b(w, ug, w)
= —b(w, ug, w),
entao

vlfwlfr < [b(w, uz, w)| + |G(ur) = Glua) |l 2 (@) [wll 20
L
< wll syl Vuallp2@)llwll La) + \/T—lﬂul — Uzl L2 [wllv
L
< Cillwllv[luzllv[lwllv + )\THUl — uzlv||wlly
2 o Lo
= Cilluzllvllwly + —llwliv-
1
Mas, aplicando (4.29) em us, obtemos

VHUQH%/ = <f> u2> + <G(UQ),U2>
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< [ fllv=llugllv + 1G (u2)l 2wzl 2 (o)

L
< N fllvelluzllv + )\THWII%/,

e portanto
M Alv-
Juzlv < :
(v— )\1)
Desta desigualdade, temos
CEIfllv
vijwly < lwlff + 3w I
(v— /\T)

e reorganizando os termos, segue que

(v = £)2 = CRlfllv+ ) lwli? <o,

que, pela condicao assumida, traz a unicidade da solucao.

Se f € H entao, denotando u., a solugdo da equagao estaciondria, temos
VAU + B(Uoo, Uss) = [+ G(uso)
e tomando o produto interno em L?(£) com s, podemos estimar ||us||y da seguinte forma:

vluselt < Iz lusellzz9) + 1G (uoo)ll 220 luccll 2(0)

ﬁllfllm Yucollv + Llluco |l 20 lucoll L2(0)
L
< —
< Tl\lfllm(mlluoo\ler 3 ool ol

ou ainda,

ool < \ﬁ( AL)HfHL'Z(Q)

Além disso (veja [53], pagina 243),

1 1
03”“00”22(9)||UOO||V||AUOO||[2,2(Q) para n =2
B (too, too) || L2(02) < 5 A
Cilltoel1? | Atsel 22y para n =3

Desta forma, temos a estimativa para || Aucol|r2(o) dada por

V[ Aucoll L2 < I fllz2) + 1B (uoo; uoo)l| L2(0) + (G (uoo) [ 2(0)
< fllez) + Cslluoolng Q)IluoollvllAuooHLQ(Q + Lol 120
< I fllez@) + C3C(Q)Huoo|h2/\|f4uoo\\iz o) T Llluccll2(q)

C?
< 1 fllz2e) 4||uoo||v+ 5 Aol 22(0) +

Ll
Uso ||V
VAL

paran =2, e
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v[[Ausolle < || fllz2) + [1B(too, too) || 2 )+|!G(Uoo)||m(m
< ||f”L2 =+ C3HUOOH\/||AUOO||L2(Q) + LH“OOHH

< N flle2e) + C3HuooHéHAuooHiz(Q) + L|ucoll £2(g
2

C L
< fllza@) + = HlusollV + 5 IIAuoo||L2 @+ Wlluoollv,

sen =3,
onde Cy = max {2C3C(Q2),2C3} e C(2) > 0 é a constante da desigualdade de Poincaré.

Dai, segue a desigualdade

v C? L
o llAucollr2() < [[fllz2() + —HfHLz ey a AAT0)
VA (v — £)3 1(v = 57)
1
e portanto u., € D(A). Isto termina esta prova. O
Voltando a considerar o espago V' munido da norma |-l = ||| 2(q) + & [V-[| 12y, temos

o seguinte resultado:

L
Teorema 4.4.2. Sejam ug €V, o € L2(—h,0;V), f(t) = f € V* e suponha v > — e também

A
C3HE+ + & 2. 2
K )\1I<& /{(1/— )\—1)2 (1—p*))\1 (1 —T*)

onde C1 € a constante de inclusio de (V,||V:||) em (L*(Q))3. Entdo qualquer solugdo fraca
do problema (4.3), que satisfaz a estimativa de energia (4.24), converge exponencialmente,
quando t — oo, para a solu¢ao estaciondria us, do problema (4.26). Mais precisamente, ezistem

constantes positivas C e X tais que
) ol < Ce™ (o — e+l — o2 _now ) -
para todo t > 0.
Prova. Do produto interno de (4.3) com us em (L?(£2))3, obtemos
<%u(t), uoo>v + v (Vu(t), Vus) +b(u(t —r(t)),u(t), uso)

= ([ to0) + (G (u(t = p(1))), o)

(4.31)

Lembre-se que us, € V satisfaz
VAU + B(Uoo, Uso) = [+ G(Uoo)- (4.32)
Do produto interno de (4.32) com u(t) em (L%(€2))3, obtemos

V (Vitoo, Vu(t)) + b(too, oo, ult)) = (f,u(t)) + (G (uoo), u(t))
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Finalmente, do produto interno de (4.32) com us, em (L?(Q))3, temos
14 <vu007 vuc><>> = <f7 uoo> + <G(Uoo)7 uoo> )

ou seja

[ Vutse gy = (Fttne) + (Gluoc). ) (4.33)

Denote w(t) = u(t) — us. Somando a estimativa de energia (4.24) (para f(t) = f) com

(4.33) e subtraindo (4.31) e (4.32), obtemos
<§tu(t),u(t)>v [V u(t)|[220) + ¥ Vitoo |22 - <jtu(t),uoo>v
v (Vu(t), Vitoo) 2y — b(u(t — 7(t)), u(t), uoo)
v (Vitoe, V(1)) 120y — blttoo, tiow, u(t)
< (Frut)) +(Gult = p(t))), u(t)) + (f, too) + (G (too), Uso)
— (fruso) = (G(u(t — p(1))), uso) = (fru(t)) — (G(uos), u(l)) -

Apbs o cancelamento de termos, o segundo membro da equacao acima pode ser reescrito

na forma
(G(u(t — p(t)) — Gluso), w(t))
enquanto o primeiro membro pode ser reescrito na forma
d
<dtu(t),u(t) - Uoo> +v (HVU(S)HZL2(Q) — (Vu(s), Vioo) 12(q) = (Vittoo, Vu($)) 12(qy) + HVuOOH%Q)
1%

—b(u(t —r(t)),u(t), uso) — b(Uoo, Uso, u(t)).

Mas como
—b(Uoo, Uoo, u(t)) = b(Uso, u(t), Uso),

entao

—b(u(t —r(t)), u(t), uoo) — b(Uoo, Uso, u(t))

= —b(ult — (), ult), too) + bluco, u(t), uso)
= —b(w(t —r(t)), ult), uo)
= —b(w(t = (1)), ult), uoo) + b(w(t =7 (), oo, uco)
= —b(w(t =r(1)), w(t), uso)
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Além disso,
v (IVu() 3oy = (Vs), Vtoo) 2y = (Vitoos V() 200y + | Vool 3 )
= v ((Vu(s), Vu(s)) 20 = (Vttoo, Vu(s)) £2(gy
- (Vitoo, Vitoo) 12y — (V(s), Vitoo) 12(gy )
= v ((Veo(s), Vu(s) 2oy = (V0(s), Vioo) p2(gy )
= v (Va(s), Vuo(s)) 2oy

= Vva(S)H%Q(Q)

Lembremos também que, ja que —us = 0, entao

5 SO+ PV () aey — Dot — (1), w(t) o)
< (Glult = pl1))) — Gluso), ()

ou ainda,

%HM@H% < = 20| Vw(s)l[72(q) + 2b(w(t — r(t)), w(t), us)

+2(G(ult — p(t))) = G(uco), w(t)) -

Usando esta estimativa, temos que

d d
= (M) =AM @l + M Zlw®l
<M wt) [} = 26|V (s) [Faq) + 26Mb(w(t = (), w(t), us)

+ 26 (G(u(t — p(t))) — Gluso), w(t))
< AMw ()} — 26| Vw(t) | 2q) + 26Mb(w(t —7(1), w(t), us)

+ 2N G(u(t = p(1))) = Gluco) 2w ()]l 2 (@)
Agora,
2eM|G(u(t — p(t))) — Gluse) |l 2w ()]l 12()
< 2eML||u(t — p(t)) — Usol|2(0) lw(t) [ L2 ()
< & (Llu(t = p®) — uoolZaey + LIw®)32(qy )

L
M Lllw(t = o)) 720) + 1 IVw O Z2) ) 3
A1
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e também,
2eMb(w(t — 7(t)), w(t), uso )
< 2eM|w(t — r(t)|| pag) VW) | 2@ usoll 2a(q)
< 26 (e — r(e) I IV (0) 20 Crl| Ve 1200y
onde C ¢ a constante tal que || - [[z4(q) < C1[|V:|| . Chegamos a estimativa

d
G (PTIR) <A@+ (<204 ) IVwlOlEag0) + LMt = o) e

+2eM 1w (t — r(1) v Vw(®)[lv Ci [lucolv
< AMw(®) [ + LeM[w(t — p(t) 720
(t

+2eMC1|w(t — (1) lv [ Vw(®) v Cilfuss|lv-
Por outro lado, aplicando a equacao estacionaria
VAU + B(too, o) = f + G(too)
em Ueso, temos

V| VusollF2 () < 11l llucollv + Lljucc |l z2llussll 2 ()

L
< A llvellusellv + = HVuooHLz

donde obtemos

(v = £) 1Vucel 32y < 1l el
Mas
1
1 2

Entao,

(& +8) 1l

Vool 2y <

e substituindo esta estimativa obtemos

d L\ 1
& (IIE) < AN+ (<204 ) @I} + LMt - p0) e

+2eMCi[lw(t — (@)l [Vw )l 22 q)

(& +x) cullfIv-

(v=%)

L

1
< AN+ (204 ) ROl + LMt - p0)
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1 2
1 2
v &) Cullfllve
Mt 2 2 Y’ (/\1 ) 1 2
- “Jjw(t
+ e CT|lw(t —r@®)[ly +e =) Kllw( ) 5%
1 2
1 2
L\ 1 vt &) Cillfllve
<M A+ (—2u+> ~+ ( — ) |w(t)]|Z
A1) K k2 (v — LATY)

+ LeM [[w(t — p(t)|Z2() + M CEllw(t — ()T
Integrando em t, temos

Ol
1 2
2
(35 +#)* Cull v
I{%(V — LAY

L\ 1 ¢
< Hw(O)H%/ + | A+ (—2y+ ) - + /0 e)‘us(s)H%/ds

A1

t t
HL [ Muts = o + € [ Mluls - (o) ds
0 0
2

1

1 2
L\ 1 )Gl fllv t

< Jw(0)|I3 + >\+<—2u+/\1>/€+ (lﬁé(y)_m;l) /Oe)‘s|w(s)|%/ds

LeM b, AhC? ot
s [ e+ s [ Ml

)
Le)\h C2ez\h 0 s
<Ol + (oo + ) [ )l

2

1
1 2
L v (TlJF’i) Cill fllv LeMh 0126,\h /t \ ,
M T + + e ||w(s)||i-ds.
I‘i)\l K Fc%(l/ _ L/\l_l) (1 _ p*))\l (1 _ ,7_*) 0 H ( )”V

Em virtude da hipétese (4.30), podemos escolher A > 0 para que a constante da ltima

integral seja igual a zero, e a desigualdade restante,

Le)xh 026)\h 0 .
Mol < O+ (T s ) [ Ml

Le)\h CQe)\h
< 10O + (oo + s ) OB Caor)

nos leva a
Mw)l < C (IOl + w2 nor))
e portanto

[u(t) — us ¥ < Ce™ (HUO — Uso[¥ + l|¢ — uooH%?(-h,o;V)) ;

como queriamos. ]



Capitulo 5

Existéncia de solucao para a
Equacao do tipo Kelvin-Voigt com
retardo limitado e dados de fronteira

nao nulos

Resumo do capitulo: Desejamos estabelecer a existéncia e unicidade de solugio em

dimensao 2 e 3, para o sistema equagdes do tipo Kelvin-Voigt

% _ m% — VAU ((F (t,ur) - V) u+Vp = f(£) + g (t,us)

sujeito a condigoes iniciais, de retardo, de divergéncia nula mas com condigao de contorno nao
nula. Para este estudo, aplicaremos a teoria apresentada no Capitulo 2, mais precisamente os

Teoremas de extensao e restrigdo para campos vetoriais solenoidais dependentes do tempo.

Desejamos estabelecer a existéncia e unicidade de solucao em dimensdo 2 e 3, para o

sistema equacgoes do tipo Kelvin-Voigt

f;; _ mgj — v+ ((F (t,ur)) - V) u(t,x) +Vp = f(t) + g (t,ur)

sujeito a condicoes iniciais, de retardo, de contorno e de divergéncia nula.
Seja Q C R™, n = 2,3 um dominio limitado com fronteira 9€2. Considere o seguinte sistema

de equagoes do tipo Kelvin-Voigt:
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ou ou
i HAE —vAu+ ((F(t,u)) - V)u

+Vp=f({)+g(tiu) em  (0,7)xQ
divu =0 em (0,7) x Q

(5.1)

u==k sobre (0,7 x 99
u(0,z) = u’ (x) em Q
ug = em (—h,0) x Q

onde u representa o campo de velocidades, p a pressao hidrostética, k # 0 é a velocidade na
fronteira, f é a forca externa sem retardo, g é outra forca externa com alguma caracteristica
hereditéria, u? é velocidade inicial, ¢ é o dado inicial com alguma caracteristica hereditéria, v > 0
¢é o coeficiente de viscosidade, k > 0 é o coeficiente que caracteriza as propriedades eldsticas do

fluido Kelvin-Voigt em questdao. Sendo h um nimero positivo fixado, por u; denotaremos a
funcao definida em (—h,0), dada por

’LLt(S) :u(t+$)7 s € (_h70)
Considere Qr = (0,T) x 2, e p = (0,7) x 092 é a superficie lateral de Qr, e para n € N e
p > 1, defina L (Q) = LP (Q)".

Consideraremos, a forga externa g satisfazendo as hipoteses (H1)—(H4) (capitulo 1), para

X =Y =L%*Q).

5.1 Problema de Fronteira Nao Homogéneo

Seja 2 C R? um dominio com fronteira C*°. Sobre o cilindro Q7 = (0,7 x ), considere

o problema nao homogéneo para as KEquagoes Kelvin-Voight com retardo limitado:

( % _m% C AUt (F(uu) V) ut VP = f (1) +g(tu),
divu =0, em (0,T) x Q
u(t,z) = k(t, z), sobre  (0,T) x 00 (5.2)
u(0,2) = up (), em

| u(t, ) =p(t ), em (—h,0)xQ, co>h>0.

Pela condicao de divergéncia nula, pedimos que

/ u(t,z’) - n(z")dr' =0
oN
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para quase todo t € [0, 7.

Assuma que divug = 0, e que a seguinte condicdo de compatibilidade seja verdadeira

(ug - ”)|aQ = (k- ”)|t:0

Suponha que

feLl*(0,T;V 1), (5.3)
up € VH(Q), (5.4)
ke GYZr). (5.5)

Em virtude do Teorema de Extensdo, para k € G'(Xr), podemos construir uma extensio v €
V(Qr) definida sobre @ e com suporte numa vizinhanca de Yr. Defina v € V! ((—h,T) x ),

da seguinte forma
v(t,x) = v(t,x) para (t,x) € [0,T] x Q,
o(t,x) € Ct (=h,0;C>®()),
div o(t) = 0 para t € (—h,0)

e que v(0) = v(0)
Procuramos solugao u € V! ((—h,T) x Q) de (5.2) da forma:

u="7+w. (5.6)

Com ¥ € VI ((=h,T) x Q), e w € V1 ((—h,T) x (£2)) satisfazendo o seguinte problema

ow ow

T IQAE —vAw+ ((w(t —r(t)) + ot —r(t))) V) (w+72)
+Vp = f1(t)+ g (t,we + vy) em (0,7) x Q
divw =0 em  (0,7)x
(5.7)
w=0 sobre (0,7") x 09
w(x,0) = ug (z) — vo(x) em Q
w(t,x) =@ (t,x) —v(t,x) em (=h,0) x Q2
v v - 9 1
onde f; = f — N + EAE +vAv € L (O,T;H (Q)), e lembrando que, para cada tempo

t € (0,T), denotamos por w; a fungao definida em (—h,0) pela relagao w(0) = w(t +0), 6 €
(—h,0).

O problema em analise é o seguinte:
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Dado f; € L? (O,T;Hfl(Q)), wo €V, ¢ —v € L?>(=h,0;V), F e g verificam as
propriedades antes definidas;

d
desejamos encontrar w € L2 (—h, T; V)N L>® (0,T;V) e d—qf € L*(—h,T;V), tal que

((dww) ANV G, Vo) + b (wlt — () + 5t — (1)), (w+5) (1) )

a T at
=(fi(t),v) + (g (t,w +v),v),veV
(5.8)
w (0) = wo
w (t) = ¢ (t) — 0(t) t € (—h,0).

Note que, como w € C ([0,T];V), a igualdade w(0) = wy faz sentido (em V).
Levando em conta o produto interno (-, )y, = (+,-)+x ((+,-)), podemos reescrever o sistema

(5.8) como segue:

d
Encontrar w € L? (—=h, T; V)N L® (0,T;V) e M2 (—h,T; V), tal que

it
(TN () 4 (B (ot~ r(0) + 5t~ r(0), (w0 + B)(E) )
= <f1(t)7v>+<g(tawt+5t)7v>’t2077f € VYa
(5.9)
w (0) = wo,

w(t)=pt)—v(t), t € (—h,0).

5.1.1 Existéncia de solugao

Considere o conjunto {e;} ortonormal e completo em (V,||-[;/)
Com a ajuda destas autofuncoes, defina o seguinte problema aproximado de ordem k > 1:

k
Encontrar w” : [—h, T] — V, da forma w®(t) = Z%k(t)ei, onde v;,(t) sao tais que:
i=1

d(w,e; ~ ~
(dtj)v +v ((wk, ej)> + b (wk(t — (1)) + Py o(t —r(t)), (w* + Py ), ej)

= (f(t),e;) + (g (t,w} + PyBr) ,e5) ,Vt >0 e e; (5.10)

k _
wg = Py, wo

wk (t) - PVk ((p(t) - 6(15)) te (_h7 0)

onde Py, é a projegao ortogonal de L?*(Q2) em Vj, e portanto, podemos reescrever Py, 0(t)
k

da forma Py, v(t) = Z%k(t)ei, onde ¥ (t) = (Py,v(t),e;),,.- Note que, quando trabalhamos
i=1

com o caso homogeneo do Capitulo anterior, bastava a projecao de V em Vj, pois todos os
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elementos do sistema de equacoes eram elementos de V', o que nao acontece aqui.
Observe ainda que, || Py, v(t) — 5(t)||L2(Q) — 0, quando k£ — 0.
Entao (5.10) é um sistema de equagoes diferenciais funcionais nas funcoes yik, ..., Vkk-
k
Substituindo w* Z%k Jei e Py, v( Z%k e; em (5.10), obtemos
=1
k
Yik () k
Y d Zdt (eirej)y  Fv 2 img vin(t) ((ei €5))
i=1

k
Z %k t - T + ’sz(t - T( ))) (’Wk(t) + %lk(t)) b (61', €, €j)

= <f1 (t) 7ej> + <g (t’wf +PVkﬁt) ’ej>

para j=1,2,...,k.

Escrevendo na forma matricial, e levando em conta que

0 se i#j7,
(61', ej)V = . .
1 se 1=
Obtemos -~ _
d%k() T Z%k (e, €1))
dt
Yor (t)
d (e5,€
dt Ly Z’sz ) 2 n
d’Ykk(t)
- dt - Z’sz ezv ek

-

(Yik(t — () + Fir(t — (1)) (Vik(t) + Fu(t)) b (ei, €1, €1)

-
T~
Il
—

-

(Yik(t = () + Fir(t — (1)) (Vik(t) + Fuk(2)) b (ei, €1, €2)

DS
T~

Il
—_

k
S (Gt — (1) + Fuelt — 7(8)) (i(8) + 70 (D) b (er, e, e1)

(fi(t),e1) <g (@Uf + PV,ﬁt) 7€1>
(f1(t),e2) (g (t,uf + Py %) ,e2)

| (fi(t),en) | _<9(t7“f+PVk@)7ek>'_
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Reescrevendo em forma simplificada

dUy(t)
at

@1 (Tk(t)) + 2 (T(t = () + Tu(t — 7(8)), Ti(t) + Tr(®)) + @3 (f2(8)) + @ (g (¢, u}))

onde as fungoes @1, o, 3 e P4 sao fungoes vetoriais definidas como sugere a equagao matricial,
Lre(t) = (vk(t)s - -, k() € Ti(t) = (uk(?), - -, Ve (2))-

Vamos mostrar que ®;, (i = 1,...,4) satisfazem as seguintes propriedades:

L [|@1 (0w (6)) = @1 (Tr(®))[],, < Cu(R) [[Tw(®) = Tr(®)]],.:

Hcpg ((rk LT — (), (Tk + fk)(t)) — @, ((fk LT — r(t)), Tk + fk)(t)) Hk

< Cok) [T(t — 7(0)) = Tutt = )|, | 01+ T )|,

+Ca (k) || (T + Tt = (@) T4 (8) = Tat)]

3. @3 (N)lly < Ca(R) [ (2]

V* s

4 [|®a (g (8:65)) = @a (g (&.18)) [l < Cslg () = 9 (&) | 2 -

com [[¢* (s) =" (s)]|,, < Cs[|Tu(s) = Tu(s)]],

onde |||, é a norma em R* que podemos considerar como a norma da soma (devido &
equivaléncia de normas), e C; > 0 sdo constantes, para i = 1,2, 3, 4.

De fato,

1. Dadas T'x(t),T1(t) em R¥, temos

@1 (T(t)) — @1 (Te(®)) ||, < VZ (Z ik () =¥ s (1) |((€iv€j))|>
k —
(Z max |((es,e;)) ) > it = 7ir®)] < Cak) [Ti(t) = Tr (@]
2. |[@2 (00 + Tt = r(). (T + T) (1)) = @2 (T + Tt = (0. (T + T)() |

:Zk

Z Yi,k + 77, k t - r(t))((’}%k + al,k)(t))b (ei, €1, €j)
j=1 |il=1

k

k
Z Vi + Vi) (E = 1) T + Vi) ()b (es, €1, €5)
i,l=1
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< (Zgg%uei,el,ej))

( |

k
< Ca(k) Z (1O + Fige) (¢ = () (W + 30 ) () = Fige +Fie) (€ = () Fop + F0e) (1))

k
> i+ Fiw) (& = () (W + Few) () — Foge + Fie) (& = () Frg + ) (2)
il=1

i,l=1
k
< Co(k) D (i + Ao )t = () (Ve + Tk ) (8) = Tk + T (E = 7(£)) (Ve + T ) (2)]
il=1
k
+ Co(k) Y | Fog + Fi) (t = () (i + F) (8) = Fig + Foe )t = () Frp + F) (1)
Pi=1
k
< Co(k) Z | (Vi + Vi) (£ = 7(8)) = Fop + Vio) (& — r(&))] (v + Vi) (£)]

s

T
Il

—

+ Co (k)

o i

|Fik + Vie) (= )| | (Vi + Tk () = ok + F) (0)]

~
1 —~

k
< Ca(k) | (Vi + Fie) (= 7(8)) — Fig + T (t = 7“(t))] D 1O + Tk (@)
=1

@

=
I

-

J'Mwl I,

N
I
—

k

| (Ve + Ak () = T + F0k) (2) ] S 1 Fige + Fise) (= r(t))]

=1

+ Ca (k)

< Co(k) || Tk + T) (e = r(1) = @e+ D)t = r(@)]| ||@e+ T,
+ Colk) (T + Tt = r@)|| ||Te+ T = T+ T @)

= Ca(k) [ Cu(t = r(#)) = Tu(t = (e || Ok + TR 0|

+ Cok) | T+ Ty = (@) [T = Te(®)] -

k k
3. @3 (f)ll, = D I(At),e5)] < (Z ejv) 1£ ()l = C3(k) [1LF @)l y» -
j=1

j=1

o (o et)) - o (o (en))], < Z o (tet) —o (k) )
< (i ejLzm)) o (t.68) =g ()

Note ainda que

()

< k) o (&) g (k)

12(Q)

CI)l(()) = 0, ‘I’Q(0,0) =0e @4(0) =0.

Além disso, considerando e = (eq, ..., ex), temos que:
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€% () = " (s)][Iy, < [1€* (s) - HLz + k|| VEF (s) V??'“Hiqm

k 2 k 2

= Z(ij(t)ej*%k(t)ej) Z Yik(t)Vej — ij(t)Vej)
=t ) 9 12(9)
k 2 k 2

= 1D (k) = 76(0) ¢ Z Yik(t) =7 (t)) Vej
=1 L2() =1 £2()

= [Tkt = Ta()s €32 + # 1KTRE) = To (), Ve), 32

< Tee) = Te@) | el + < TR = Te@)l, 1Vl 2 g

< [ ey =@ el de+ [ |Tute) = Tuto) 19l o
— |[Tut) - Tu(o); / (el + 11 9el?) da

= |[Ta(t) = Ti(o)ll ZH%HV

< C5(k) [|T(t) = Th(®)]],

onde <x7y>k = ijy]’ T = (1"17 e ,$k)7?/ - (ylu e 7yk) S Rk
j=1
Na busca de solucao para a equacao

, drgt(t) = 0 (Tx(t) + @ ((Th+ i)t = r(8), (T + TW)(B)) + @5 (f1(1))
+ @4 (g(t,2))), Yt >0
(5.11)
T4 (0) = w§
Li(s) = o(s) s € (=h,0),
procuramos solucio para a equacio integral
Te(t) = wh+ /0 ©y (Ti(s)) ds+/0t @3 (T +T)(t = 7(1), (T +TR)(1)) ds
+/Ot @3 (f1(s)) ds+/0t<1>1 (g(s,x’;)> ds, Vt>0 (5.12)
Ti(s) = ¢u(s)  s€(~h0).

Teorema 5.1.1. Sejam wf € RF, ¢, € L2 (—h,O;Rk),g 2 10,T) x C([O,T],Rk) — RF

satisfazendos as hipdteses (H3) e (H4). Assumindo ®1, ®o,P3 e Oy como acima, temos que
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(1) existe t. = t«(k) € [0,T] tal que o problema abaizo
Pk(t) = w’é + /Ot P4 (Fk(s)) ds + /Ot Py ((Fk + fk)(s — r(s)), (Fk + fk)(s)) ds

v By (f1(s)) ds + / 0 (905,64 ds <,

Fk(t) = ¢k’(t) te (—h,O) )

\

possui uma unica solugao para t € [0,t,].

(2i) Suponha que existe ¢ > 0 tal que, se t, € [0,T] € tal que existe uma solugio T'k(t) para
(5.12), entao

sup ||Tr(t)]l, < c.
0<t<t,

Nestas condicdes, existe uma solugdo I'y € W12 ([O,T] ,Rk) para (6) com t, =T
Prova. Tomemos C' > 0 tal que ||w§]x + ka(t)Hk < C (lembre-se que
k

Ti(t) = Fig(t), - Ake(t)) segue de Py o(t) = Z%k(t)ei, j& conhecido). Defina por
i=1
YR (t) = ¢*(t) + Py, 0(t) para t € [—h,0], observe que ¢* € L? (—h, 0; R¥).

Sejam
M=C+14
e t, > 0 satisfazendo
CyM? 11
CiM + —2"—— +2C,C2CEM | t,
(1)
CoM CoM 1
[ 2 F | o pomry + 2 CR2 | £ (5.13)
(1-7’*)5 (1_7-*)5

1 1 1 1 1
; (csuflnm(o,TW CACECE W ooy + CaCHCE chi) <,

T
e sendo — um inteiro. Defina
*

X ={T € L*(—=h,t;RF) NCO[0,t,];RF); T =¢F em (—h,0), |[D(t)|x <M em [0,t]},

munido da métrica

d(T,T) = L) —T(t)g.
(r,T) teﬁg%*]!\() ()%

Observe que (X,d) é um espaco métrico completo e X # (), pois 5’“ definido por qzk = 0 para
t e (0,t*], e 5’“ =T para t € [—h,0], pertence a X.
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Para cada I';, em X, defina

t t . ~
wh + /0 &y (T (s))ds + /0 Bo((T + T (s — r(5)), (Tp + T (5))ds
T () = [ autnenas+ [ @uots.eas el
0 0
o (t) t € (=h,0).

(
Portanto, T(I'y) € L2(—h, t.;RF) N CY([0, t.]; R¥) e, por definicdo, T (I'x)(t) = ¢*(t) em (—h,0).

Para cada 0 <t < t,, temos
ITTH® I <kl + / @1 (T (s) s + / 1@a((Th + Ta) (s — (8)), (T + T)(5)) s

n / 1®5(f1())llxds + / 1®a(g(s, €5))ds
0 ‘ 0 " N B
<cta / ITk(s) [xds + C / 1%+ T (s — ()16l Tk + T () s
e / Lf1(5) lv-ds + Cs / la(s, €920 ds

<C+OMIL+ O, ( A |r<rk+rk><s>uzds) (f ||<rk+fk><s—r<s>>||zds>é

Ly ( / 1ds> ( / e Hv*ds> e / 95, €5 | 2y ds

1
f ¢ _ 3
< O CoMt, + CotFoM ( [ Ry - r(s))Hids)
0

) t
+Cstd || fill 20,10+ +C4/0 lg(s, E8)| 12 () ds

1 1
205t2 M t ~ 2
< C+CO Mt + 25— (/ H(owk)(s)Hids)
(I1—=7%)2 \J-n

. ¢
+Cst2 || fill 20,75+ +C4/0 lg(s, €9l 2 ds.

Como

(f th (T +fk><s>uids)é -(/ 1 I+ Fu) (o) s + [ i + T lfas)

0 3
< (/ 1" () lleds + 4M2t*>
—h

1
- <Hwk”%2(*h,0;R’“) + 4M2t*> 2

=

(5.14)

1
< 9" 2 (_nomry + 2Mt2

1
< 10¥ | 2 (—nomey + Ch? + 2M¢2.
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temos:
1
CyMt? 1 1
IT@Tr) ) <CH+ CLMt, + (12)1 (“¢k"L2(—h,O;Rk) +Ch? + 2Mt3)
— 7*)2
i t
+C5t2 HleLQ(O,T;V*) + 04/0 ||9(3a§§)”L2(Q)d3
) (5.15)
CoMtZ |, CoMCht?
<C+H Ci1 Mty + 71”1/1 2 (—home)y + ———
(1—7%)2 (1—7%)2
Oyt M?
+2 (12) +C3t* Hf1HL2 0,T;V*) +C4/ llg(s fs)HL2 Q)dS
—T*

Pela desigualdade (H4) temos:

1 1

t t 2 t 2

or [ totselsas <o ( [ 1as) ([ oo s
1
1 t 112 2
<ot (| ug<s,§s>um(md8)

1
2
||5’f Hvd3>

( | ieolas+ / €5 (s) ||Vds>

(i + T)(s) s + Cs / (x4 Fo)s >\kds)

1

11
< Cut202 (Cs* HL2 hORk)+C54Mt)

< C4t 02

N[

< C4t* 02

< 04753095055 (H@Z’kHL?(—h,o;Rk) + 2Mtf>

1 1

1 1
< CutACFE (10¥linngmey + 00t + 20128

1 1 1 1 1 1 1
:@WE%W%meﬁQWMW%§2@@%Mu

Voltando entdo, para a limitagao de T (I'g), temos:

1 1
CoMt2 CoMChzt?
ITCH) Ok <C +CiMt + —— " 2 orr) + ————
(1—7%)2 (1—7%)3
Cot, M?
"+ C3t* 1fillz2 07507

(1—7%)z
11 1 11 11 11
+C4tf Cg2 C52 Hwk|’L2(,h70;Rk) +CyCh2t; C3C2 4 2C,C5 C2 Mt,
e pela escolha de t, e de M, temos

17O <CH+H1<C+4=M

o que garante que 7 leva X em X. Precisamos mostrar que 7 é contracao.
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De fato, se I';, e I', pertencem a X, entdo
A(T(0), T(T) = max TR — T
/ 1 (Tk(s)) — @4 (Te(s)) leds
0 " @a((T + )l — r(5)), (T + Fa)(5)) — Ba(Tk + Fa)(s — r(s)), (T + T () s
[ 14(0ts.60) — ot
< / ITi(s) — Tu(s) ds
+02/0 H(Fk—l—Fk)(s—r(s))—(fk+fk)(s—r(s))”kH(Fk—l—fk)(s)Hk
#0s [ Bt = ]|, e+ Tuts) = @+ B o
+04 [ lats, € - gtz

<o / IT(s) — T(s)llxds

0y (/ (T + T ukds) (/ ITe(s = (s)) = Ta(s — (s >>||ids)5
el (/ T(s) des) (/ u<rk+fk><s—r(s))szs)é
+c4</ 1ds);(/ lg(s,€5) — sns>udes);

1
Ch2 M2 2
S Clt*d(l“k Fk 2 1 </ HFk de8>
2

+02t§d(rk,fk) (/0 | T+ Fayis - T(s))Hk ds)

e ( [ g - nk<s>rr%ds)

— 209 Mt, —
< C1tad(Dy, T) + —2——d(Tx, Ts)
-3
C % t 3
t2 - I :
G 1d<rk,rk></ |r<rk+rk><s>\zds)
(1) -

l
11
rowcyiled ([ i) - Tusiias)
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20 Mt, 1 1 _
< | City + 222 4 C4C21.C2 | d(Ty, Th)
1—7%)2
1 1
Ost2 - (U . 5 ts . 5 2
————d(I'y, I'g) [Tk +Tr)(s)lids + [ [[(Tk + Tr)(s)|lkds
(1—7%)2 ~h 0
CyMt, 1 1 _
< | it + =22 + C4C2E.CE | d(Ty, T)
1—7%)2
3
Cot; — 1
2 d(Ty, Ty) (yzpkum(_hp;Rk) + 2Mt,3>
(1—7%)2
1
4Cy Mt, 11 CotZ R || 2 —no: _
_ Clt*+271+040g2t*052 + 2 Hw ”LQ( 1h,0,Rk) d(Fk,Fk)
(1 —7%)2 (1—7%)2

Agora, como M > 4 > 1 entao devido a escolha de t,, escolhemos

1
Coti Wka(—h,o;Rk)

4C5 Mt 1 1
K = Cits + —2— + C4C21.C2 + T
(1—7%)2 (1—7%)2
CyM?t 11 CoM |5\ 7201 oy 1
<ot + M ccherae, 4 o M||9" ]| L2 1h,O,R’“)t3 <1
(1—7%)2 (1—7%)2

o que garante que 7 é uma contracao de X em X. Segue agora, do teorema de ponto fixo para
contragoes, que 7 tem um tnico ponto fixo. Tal ponto fixo é a solugao de (5.12), e portanto, da
equacao (5.11) no intervalo desejado. Isto termina a prova de (7).
Para provarmos (i), seja C' > 0 como na hipétese, isto é, se t, é tal que existe uma solugao
I'k(t) de (5.11) entdo
max ||[I'x(t)]|x < C.

0<t<tx

xr
ty

Ty € L?(—h,t;R¥) N CO(]0, t.]; R¥) tal que

Tome M e t, como no item (i), e - sendo um inteiro. Nestes termos, existe uma tnica

¢*(t)  te(=h0)

¢ ¢ _ ~
T(t) =4 wh +/0 ®1(I'k(s))ds +/0 (T +Ti)(s —7(s)), Tk + T'k)(s))ds

v/ (1 (s))ds + / Caulg(s.E)ds  te (o]

Se ty < T, definimos,
" (s) = Ti(s +ty) para s € (—h,0)

VF(s) = Tk +T)(s+t)  para s€ (—h,0)
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e consideramos o problema de encontrar fk € X tal que
$"(t)  te(=h,0),

Fut) = { Tut)+ [ 0aEuleds+ [ @B+ s = r(e). B+ Tods (510

+f @y(fu(s))ds + / Cau(g(s,Eds  te0h].

Note que, se (t« — h) > 0, entao

0 0 _
[ 14 @kds = [+ Fus+ e s
" i _

= [ e+ B ias

—htt.
< (2C% +2M7?) /t* ds = (202 +2M?) h
—h+t.
< 0112 oy + B (207 +2M2),
e por outro lado, se (t. — h) < 0, entao

/ ims)”zds [ i Rl

—h+ts

0 t _
< / ¥ 12ds + /0 (T + T)(s) | 2s

<120 gy + b (207 +2M2)
S ||¢k‘|%2(,h70;Rk) + h (202 + 2M2) N

donde HwkH2 _hoRk) S HwkHLQ(fh,O;Rk) + h (2C? + 2M?), e portanto,

- 1
HwkHLQ(—h,O;Rk) < WkHLZ(—h,O;JRk) + 202 (C + M).

O problema (5.16) tem a mesma estrutura do problema (5.12). As fungoes @1, ®o, P35 e Dy
possuem em (5.16) as mesmas estimativas que em (5.12). Vamos verificar tal fato. Para ®q,

temos como anteriormente,

11 (Tr(s) — @1(Tr(s)) I < CrllTr(s) — Ti(s) e,
donde
/ 1B1(F(s))|xds < cl/ IT(s)|eds < CLM,.

Para @5, temos

1@2((Tk +Ta) (s — (), (Do + Tk)(5) —@a((Th + Tw)(s = 7(5)), (T + L) (5)) 1

< Col|Ti(s = r(s)) = Tils = r()) [l Tr + Ti) ()l

+Co||T(s) = () [l T + Ta) (s = 7(5) e,
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e da mesma forma que antes
/Ot (| P2 <<fk - fk) (s —r(s)), (fk + fk> (5)) leds

< 02/0 ITk(s = r(s)) + Tils — () [ell T + Ti) () 1ls

< 0o ([ IEuts —r(s)) + Tuts - r(s))szsf ([ e +fk>||ids);

< 20, M2 (/0 ITk(s — 7(s)) +fk(s—r(s))||§ds>2

1 1
20, Mt2 o 2
< XML < / I(E +rk><s>|zds)

(1—7*)7
1
20 Mt2 2
= 2 ([ I+ Bt + / 1(E + T (s >des)
—T*
1
Oy M2 2
< ( [ 1) + 4
—T*
1
QCthE 3
T (- (1941 2oy + 402%%2)
QC’QMt* 4Cs M?t,
<71|WkHL2 (—h,ORK) T 1
(1 —7%)2 (1 —7%)2
19
2C’2Mt* 205(C' + M)tZhz  4CyM?t,
< 2O b ooy + LG T MR
(1—7%)2 (1 —7%)2 (1—7%)2

Para ®3, claramente segue a mesma limitagao, ja que ®3 nao depende de f, mas sim de f; €

L?(0,T;V*). Finalmente, temos

1@4(9(s,EF)) — alg(s, T e < Callg(s, EF) — g(s,7%)]I 2,

e similarmente,

t t
/ |®a(g(s,E)) s < Cy / 905, E5) | 2y ds
0 0

1
1 t 2
< Oyt </O Ilg(SE’s““)II%zdS)

< cioit ( @ Hvd3>

02 < / I +fk><s>||zds);

0 " t "
([ 1Ee+ Folas+ [ 1+ Foe)ias)

*m\»—t

1
< C4C2t

* o=
NI

C

ST,

1
CuC2t
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* o=

1
1 1 o ~ 2
< CsCGt: C2 </ |(T +Pk)(s)Hids+4M2t*>
h

1

11 1/
< ChCFHCZ (I0M 2oy o) +421%¢)

11 1 1 1
< CiCE2 2 [9¥] 2 sy + 2C1C3 Mt.C3
U 11 1 1 1 1
< CuCGtE CE Y™ | 2 omey +2C1CGt2 O3 (C + M)hz + C4Cg Mt,.C3
Procedendo como na parte (i), garantimos a existéncia de uma tnica solucio L'y(t), para (5.16),
no intervalo [0, ¢,]. Colocando entao
Lp(t),  te(=ht]

~

Cp(t—t.), € [ts,2t],

Ti(t) =

obtemos uma tunica solucdo para o problema (5.12) no intervalo (—h,2t,]. Repetindo este
processo, ap6s um nimero finito de passos, obteremos uma tnica solugao para (5.12) no intervalo

(_th]' ]

Teorema 5.1.2. Assuma wg € V, ¢ —0 = ¢ € L*(=h,0;V), f1 € L?>(0,T;V*) e que g :
[0,T] x C ([~h,0],V) — L?(Q) satisfaz as hipéteses (H1)-(H4).
Entao, para cada T > 0 fizo, existe uma tunica solu¢ao fraca u para o problema (5.2) tal

d
que w € L= (0,T; V)N L2 (—h, T; V) e d—f e L (0,T; V).

Prova. Usaremos o método de Faedo-Galerkin para mostrar a existéncia de solugao fraca.
Considere o conjunto {e;} das autofuncoes do Operador de Stokes, de modo que {e;} seja

um conjunto ortonormal em V' munido da norma ||-||; .

k
Quemos encontrar w*(t) = nyik(t)ei tal que
i=1
W)y (wfsci)y +v ((wk e)) + b (wh(t—r(t)) + Py o(t —r(t), wh(t) + Py, 0(t), e))
dt y €9 Vi y Vi y €5

= <f1(t)76]>+<g (tvwf+PVk5t)vej>’ t>0

wlg - Pka(O)a

wh () = Py, (p(t) = 0(t) t e (=h,0),

\

(5.17)
onde Py, é a projecio ortogonal de L?(Q) em Vi = [e1, ..., ex).

De acordo Teorema anterior, concluimos que o problema (5.17) possui uma unica solugao

k
maximal w”(t) = Z’yik(t)wi definida no intervalo [0, t;) com 0 < ¢ <T.
i=1
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Das estimativas a priort a seguir, concluiremos que t; = T'.
Voltando a primeira equagao em (5.17), multiplicando por 7;x(t) e somando, de j = 1 até

7 =k, temos

o (Hw’“(t)H2 +[Vur @) + v [Vt

< b (wh(t = (1) + Py o(t — r(t)), w* () + Py o(t), wh(t))|
+ Kfl(t)?wk(t»‘ + ‘<g(t7wf +PVk5t)7wk(t)>‘

ou seja,
2

] O [ I R )R I ORI )]

+ b (Pt — 7)), P, o(t), wk (8)) | + | {fi(t), wh(2))] (5.18)
+ ‘<g(t7w7{g + PVk%/t)a wk<t)>‘ :
Pela desigualdade de Holder e por V < L4(Q), obtemos:

b (wk(t = r(6)). Py (0), 0k ()] < bt —r(0)]| yagey IV AT ey [0 O] o g

< Cy ||lwk(t =r@)||y | @)y 5

(5.19)

e também

[b (P, (t = r(t), Py o(t), w* (@) | < 1Py 0t — r(@)lly VPRI 2oy [0 B,

< Cu || Py ot = r())lly [Jw*(2)

(5.20)

Iy -

Substituindo (5.19) e (5.20) em (5.18), obtemos:

a0l +v v

< Cy ||t —r@)||y, [0 @),

+C1 [Py ot — ()l [Jw™ @) ||y, + [(fr(), w*(@0)| + [{g(t, wF + Py ), w(1))|.

Aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, a desigualdade de Poincaré, e pela

equivaléncia das normas ||-|| e [||-|||, obtemos

st [0, +v[verol <o o], o)

+C1 [Pyt = r(E)lly [ @]y, + (1 + C5 ()2 LAGlly- ||V

\%4

gt wt + Py " @]

onde C3(2) > 0 é uma constante que depende de Q. Multiplicando a desigualdade anterior por
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2 e integrando de 0 a t, obtemos

ol + 2 [/ vt as< o, <201 [kt v, Juteo], o

v20 [ 1Raats — ol [k, ds +200 [ 1RGN [w o], ds

o]

t
+2/ s, wk + Py5)
0
Aplicando a desigualdade de Young para ¢ = 2 = ¢/,
k|12 ! ko |? kel i 2
Hw (t)H —i—u/ HVw (s)H ds < Hw (O)H +C’1/ Hw (s—r(s))” ds
|4 0 1% 0 14

t t 9 t
+01/D 1Py (s — r(s)1% ds+Cl/0 [, ds+/0 If1(s)]12. ds

mp

t
"‘/ HQ(S,U}]; + Py, Us)
0

Aplicando novamente a desigualdade de Young para ¢ = 2 = ¢’ e e = Cyj, obtemos
koll? ! kol ke |2 "Ik 2
Hw (t)H +1// HVw (S)H ds < Hw (O)H +C’1/ Hw (s—r(s))H ds
14 0 14 0 14
t ) t 9 t )
son [Pt = @I ds+on [ ur@)] as+ [Iaeik. e G2
0 0 0

2 t 2
ds—i—Cg/ Hwk(s)H ds.
0

I ~
+C/0 Hg(s,wi—i—PVkvs)
g
Das hipéteses (H1) e (H4) sobre g, obtemos

1/t ~
C/o Hg(s,wf—i—PVkvs)
g

< C{gcg /_th Hw§+PVk'ﬁs(s)H2v ds

2
ds

: 2 t 2 (5.22)
:/ Hwk(snmms)\ ds*/H"”k“)*PVkWHV ds

2 2 t
/ ¥ () + P ds+2/ [t (s) ds—|—2/ |y 5(s)|1% ds.

0

Substitiuindo (5.22) em (5.21), obtemos
Hwk( —1-1// HVw ds
k 2 k 2 ¢ ~ 2
< (O)HV+01/ [ (s—r(s))HV ds+6’1/ 1Py(s = (5Dl ds
0

i¥e3 /Ot“wk(s)uzv d5+/0t‘|f1(3)|]%,* d5+/ Hgo s) + Py ()HQV ds

N Lo 2 ko
+2/ [t es)] ds+2/ | Py ()2 ds+cg/ e
0 0 0
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Desde que

e e
< o ([l o [ oo )

< o [ f A
(I RSy o Rt o

k(s)”i ds

<7
(1—7*

/ O e / 1Py (s) 3 ds

t
s(/ 1Py ()15 ds + / 1Py a(s)|3 ds)

/ 1P ds+ s / | Py 5(s)[1% ds

1
su_—T)HPVkUHLQ B rere / 1P ds
Entao
) H +V/HVw ) “<Hw o], + m<mv>
O ds+ s T + s [ PRI ds

—I—C'l/ Hw s H ds+/ | f1(s HV* ds+/ Hcp s)+ Py, (s H ds
0 v 0 —h v

t 2 t t 2
+2/ H“’k(s)Hv ds+2/ 1Py (s)|1% ds—i—Cg/ Hwk(s)H ds.

0 0 0

Como |- < [y,

e, [ [oute]” as< ([t H 1 L I

Ch
b WPl + (24 ) [ 1Rail e [ 1RGN

/Hgo $) + Py i( ’ ds) <2+Ol+ +C>/Hw ’ ds.

Pela desigualdade de Gronwall

[}, + [ ot as< (oo, +
+(1fm 1Pl 2 n i) + ( 1_7*)) /0 | Py ()5 ds + /0 1A ds

0 2 ¢
+ / Hgok(s) + Pv,ﬁ(s)Hv ds> <2 +O+ g ClT*) +4cg> o (BHOH R4 )t
_h _

L2( h,0;V)
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para todo 0 <t < T.

Sabendo que
fr € L (0,T;V7),
oh € L (=h,0;V),
o* + Pyv e L (—h,0;V),
wy €V,
Pyve L*(—h,T;V),

temos que
. 2 t B 2
Hw (t)H +/ HVU} (S)H ds < C
Vi Jo
para todo 0 < ¢t < T, onde C' > 0 é uma constante.

Portanto,
{w"} ¢ uniformemente limitada em L> (0,T; V)
{w"} ¢ uniformemente limitada em L? (—h,T; V).
Em particular,
{w*} ¢ uniformemente limitada em L> (0,T; L? (Q)),

pois [|uw*|* < [|u* [},

Das estimativas acima, segue que
(wk + kaﬂ> (- —r(-)) € L2 (=R, T;V)

independentemente de k.
k

dw
Agora, vamos mostrar que —— € L? (0,7;V). De fato, voltando & primeira equagdo em

dt
drs
(5.17), multiplicando por Z; * ¢ somando em j =1 até j = k, obtemos:
2] A0l
dt dt 2 dt

+b (wk(t —7(t)) + Py o(t — r(t)), w®(t) + Py o(t), ——

dw*

dt

dw

k
= <f1(t)7 dt> + <g(t7U)1]€C + PVkat)v
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ou seja,
dw” ||? VdHVwk(t)HQ B C dwk
Hdt B (“’k(t — (1) + Py ot — r(t), w*(t) + Py, o(t), dt)

(5.23)

du® _ . dw”
= <f1(t))dt>+<g(tvwf+PVkvt)a dt >

Pela desigualdade de Holder, segue que:

‘b (“”“(t — (1) + Pyt — (1), 0 () + Py (t), CZUD ‘

9

‘ dw”
L5(Q)

< JJwb(t = r(®) + Pr(t = r@)| Loy IV @ @) + Prd®)| ooy | 7

e como V «— H}(Q) = L°(Q), temos que:

%@mﬂmwam*ﬂmww+%WVgN

wk
< Jlwk(t = (1)) + Pyt = r(@)]y, [V (@ (@) + Pri®))]] 120 ’d H

at ||,

Além disso, w* + Py, v € L>® (0,T;V), entdo existe uma constante C; > 0 tal que

wk:
‘b (wk(t —7(t)) + Py o(t — r(t), wk(t) + Py o(t), ddt>

\%

k ~ dw"
<Oy |lw (t—r(t))+PVkv(t—r(t))HV H

at |,

Aplicando & desigualdade de Young na ultima desigualdade acima,

%(“@_m»+3@@—m»wm%”ﬁamﬁfﬂ

wh ||
< 6wk (t —r(t) + Py (t —r(t)||5 + é Hddt

Voltando a equagao (5.23), temos

dwt|[* || Ver)|] 2 1| dw*|
2| — 7<12H kit —r(t Py ot —r(t H — || —
%]+ < gzt =y + ruse =], + 5 |
dw* k ~ dw®
sy | G| 2ot + o] | %
ou ainda, novamente pela desigualdade de Young,
dw* ||? dHVwk(t)HQ 21 ||dwk|?
2||— 7<12H kit —r(t Py ot —r(t H —||—
1%+ < 2wt =) + ot )|+ 3 ||
1 || dw* 2 2 1| dw* 2
120 A1 + = | S 12Ht’“P~‘——
w2l + 3 | % | 2ot + raa 3|
ou seja,
dwk|> d||[Var)|? B >
Hdt o qutH <12 (Hwk(t —r(t) + Py o(t — r(t))HV

A + ot wh + P]*) -
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Integrando de 0 a ¢, obtemos

v HVwk(t)H2 + /Ot

+12 </Ot Hwk(s —r(s)) + Py, v(s — T(s))Hi ds + /Ot Hf1(s)||%/* s+ /Ot Hg(57w5 e

dw”(s) 2

7 ds < VHV'U}k(O)HQ

\%4

’ ds>
< v |[Vuk ()| + 12 (/Ot Hwk(s_T(s))+pvka(s_r(s)))(2v ds+/0t||f1(s)]%/* ds

t 2
+C, /_h |t + Py ds) <c,

onde Cy > 0 é uma constante positiva.

Esta ultima desigualdade segue por
f1 € L*(0,T;V*)
wh € L2 (—h,T;V)
(wk(- —r(-)) + Pyo(- — 7’())) € L% (—h,T;V)

independentemente de k, e por wg € V.
k

d
Portanto % e L*(0,T;V).

Como consequéncia dos resultados de compacidade:

{w;w, %} e L?(0,T; V)} — L*(0,T; L*(0)) ,
segue que
wk — w fortemente em L? (—h, T; L*(12)).
Observe que,
(wéf) + kaﬂ(.)) — (w() + () fortemente em L?(—h, T; L*(Q)).
De fato, como
Py, oy — Uy em L*(—=h, T; L*(Q)),

temos que,

(wF + Py o) = <w€) + Pv,ﬁ(.)> — (w. 4+ 7,) fortemente em L?(—h, T; L*(Q2)).

Além disso,

g (-,wk + Pv,ﬁ(,)) =g (-,w(.) + ~(.)) fortemente em L? (O,T; L? (Q))
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De fato, da hipétese [H4] sobre g, temos:

2 Ty 2
@) ds < Cy /h Hw (s) —w(s)‘

T
/0 Hg (S7w§+PVk55> _g(s)ws+58) LQ(Q)

T
+og/h |Py(s) = (5) 2 ds = Co ||t =]

L2(—h,T;L2()) +Cy 1Py v — quHLQ(—h,T;L?(Q)),

Portanto, como w* + Py, 0 — w + 0 fortemente em L? (—h, T: L? (Q)), temos que:
g (-,wéf) + PVk'ﬁ(.)> —g (-,w(.) + 5(.)) fortemente em L? (O,T; L? (Q)),

quando k£ — co.
d
Observe também que, desde que w € L?(0,T;V) e d—lf € L*(0,T;V), segue
w e C([0,T];V) (veja [3]), e faz sentido calcular w(0).

Passagem ao limite

Considere ¢ € C' ([0,T],R), tal que 1 (T") = 0. Entdo, para todo v € V, obtemos
T { (wk U) T
NV k
/0 I P(s) ds + 1//0 <<w (s),v)) P(s) ds
T
+ [0t + Py = ), (0 PR, ()
0
T T
— [ B v s+ [ (gl ut+ Pu.v) v ds
0 0
Integrando por partes a primeira parcela do lado esquerdo da igualdade acima, obtemos:
T k k T k
_ /
/0 (w (s),v)vw (s) ds + (w (0),vw(0)>v + 1//0 ((w (s),’u)) P(s) ds
T
+/ b((w” + Py 0)(s = 1(s)), (u* + Py 0)(s), vip(s)) ds
0
T T
= [ v s+ [ (gt + o) v ds
0 0
Fazendo k — oo, vamos analisar a convergéncia de cada parcela da igualdade acima.

1. Como

/OT (wk(S) - w(S),v)V Y'(s) ds = /OT (wk(s) —w(s), v) W'(s) ds

+K /OT ((wk(s) - w(s),v)) Y's) ds.

e também

—0
L2(0,T5L2(82))

T
/0 (wk(s) - w(s),v) P'(t)ds < C Hw’C - w‘




5.1. Problema de Fronteira Nao Homogéneo 146

pois w* — w fortemente em L2 (—h, T; LQ(Q)), quando fazemos k — co. Além disso,

/OT ((wk(s) — w(s),v)) Y (s)ds — 0

pois colocando
T
Furio© = [ (el).0) (s} ds, Vo,
temos que F () € L?(0,T;V*) e portanto, a convergéncia fraca w* — w em L?(0,T;V)
nos da

szp’(s) (wk) — szp’(s) (w)

Portanto

_/OT (wk(S),U>V¢/(3) ds — _/OT (w(g),v)vw/(s) ds.

2. Procendendo como no item anterior, temos que

T

V/OT <<wk(s),v>> P(s)ds — 1//0 ((w(s),v))(s) ds

quando k — oc.

T
| (bt + (s = (o). (0 + P (). w0(5)
= b{(w + )(s = 7(5)), (w+D)(s), v(s)) ds

T
= [ b (6 + s = () = (w4 s = (). (0t + P, )

T
+/O b ((w+9)(s = 7(s)), (WF + Py0)(s) = (w +0)(s), vi(s) ) ds.

Das estimativas a priori e de v € V! (Qr) N Ct (=h,0; C°°(9)) temos que
IV (w*(s) + Pr0)(s) | < €,
109 (8) [l oo () < €
9 @)l ey < -
lw* + Pra)(s)] < €,

e |[(w* + Py 0)(- — () = (w+0)(- — 7‘(-)))HL2(O’T;L2(Q)) — 0, quando k — oo.
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Portanto

T
/0 b((w* + Py 0)(s — r(s)), (" + Py, 0)(s), vib(s)) ds

T
. / b((w + B)(s — r(s)), (w + D)(s), vib(s)) ds,
0

quando k — oo.

T
/0 <g(t,wf + Py, 0s) — g(s, ws + Us), U) W(s) ds

< [ ot Pa) — gt 40 oo s
<G, ( / Z [t () ()| ds + / Z | Py (s) — o(s)] ds)

_ k ~
=Gy (Hw - w“L?(-h,T;L?(Q)) + 1Py v — U||L2(—h,T;L2(Q))) —0,
quando k — oo, pois w* — w fortemente em L2 (—h, T; L2(Q)) e Py, v — v fortemente em

L2 (=h, T; L2())).

Portanto,
T T
| (ot Pagio) wi) ds — [ (gls w5, 00006 d,
0 0
5. Por fim, como wy € V, segue que

(" (0) = wo),ver(®))  —0

k
pois Py, wg = Z(ﬂ, ei)ve; converge fortemente para wy (lembrando que Py, é a projegao
i=1
ortogonal de L2(Q2) em V},).

Entao, a passagem ao limite nos fornece

T

T
- / (w(s), v)y ¥/(s) ds + (w0, 01(0))yr + v / (w(s), v)) (s) ds
0 0
T T
4 / b((w +3)(s — r(s)), (w + B)(s), vib(s)) ds = / (F1(8),0) w(s) ds

T
+ /0 (905, w5 + 7). 0) (s) ds

para todo v € V.
Em particular, se ¢ € D ((0,7T)), entao 1(0) = 0, e portanto,

T T T
- / (w(s), v}y &/(s) ds + v / ((w(s), 0))(s) ds + / b((w + B)(s — 1(s)), (w + D) (s), vib(s)) dis
0 0 0

T T
= [ @) ds+ [ (gl +70.0) 00 ds
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para todo v € V, e todo ¢ € D ((0,7")). Portanto

T d(w(s),v) T T B N
/0 T‘”ﬂ(é’) ds + 1//0 ((w(s),v))(s) ds + /0 b((w +0)(s —7(s)), (w+0)(s), ve(s)) ds

T T
— / (fr(s), o) w(s) ds + / (95, w5 +T), 0) ¥(s) ds,
0 0

para todo v € V' e para todo ¢ € D ((0,T)), ou,

Td(w(s),v) T d((w(s),v)) g
/0 I p(s) ds + /1/0 Tzﬁ(s) ds + 1//0 ((w(s),v))(s) ds

T T T
" /0 b((w + D)(s — 7(5)), (1w + T)(8), vib(s)) ds = /0 (fi(s),0) (s) ds + /0 (9(s,ws + T, v) (s) ds

para todo v € V e para todo ¢ € D ((0,7)), ou ainda

T dws) |, d(Au(s) o _
/o<ds + K 7 +vAw(s) + B ((w +v)(s r(s))7(w+v)(s)),u>¢(5)d5

T
_/0 (f1(s) + g(s,ws + Ts)),v) 1b(s) ds

para todo v € V' e para todo ¢ € D ((0,T)); ou seja, a igualdade

dw(t)  d(Aw(t))

It + K 7 +vAw(t) + B ((w+0)(t —r(t)), (w+0)(t)) = fi(t) + g(t, wr + v¢)

¢é verdadeira, ao menos em V'*.
Vamos verificar que w(0) = wp em V. Para v € C'([0,T],R), com ¥(T) =0,ev € V

temos

/OT <d (w(s) ;:Aw(s)) : v> P(s) ds

T
= —/0 (w(s) + kAw(s),v) ¢'(s) ds + (w(0) — kAw(0),v1(0)) .

Entao
T T
- /0 (w(s),v) @'(s) ds — & /O (w(s),0)) ¥/(s) ds + (u(0), v24(0)) + 5 ((w(0), v(0)))
T T
+ 1//0 ((w(s),v))) (s) ds —I—/O b(ws + vs, w(s) + v(s),v(t)) ds

T T
- / (f1(s),0) (s) ds + / (9(5, ws + ), v) ¥(s) ds.
0 0

Mas, pela passagem ao limite

T T
- /0 (w(s),v) ¥'(s) ds — /0 (w(s), 0)) ¥/(5) ds + (w0, v(0)) + 5 (100, v16(0))
T T
i /0 (w(s),0)) (s) ds + /0 (s + Ta), w(s) + B(t), vib(t)) ds

T T
- / (1), 0) t) di + / (g(s, w5 + ), 0) (s) ds.
0 0
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Portanto
[(w(0) = wo, v) + £ ((w(0) = wo, v))]$(0) = 0
para cada v € V e cada ¢ do tipo considerada. Podemos escolher v tal que ¥(0) # 0.
Assim
(w(0) = wo, v)y =0
para todo v € V. Logo,
0= ||w(0) — wol[y

ou seja, w(0) = wy em V.

unicidade

L'e u? duas solugdes fracas (5.17).

Sejam u
Entao, ul,u? € L> (0,T;V) N L% (0,T;V) e satisfazem

dw(t) | (dAw(t))

+ vAw(t) + B (w + v, w(t) +0(t)) = f1(t) + g(t, wy + vy).

dt dt
Seja u = u! — u?.
dut du? 9 . du 9 ) 1 9 ..
Como —, € L7(0,T;V), entdo — € L*(0,7;V). A diferenca u = u" — u* satisfaz
dt ’ dt dt
du(t d (Au(t
Z(t) + K ( dtz( ))+ vAu(t) + B (uf + v, ul (t) + 0(t))
—B (u} + Ty, u?(t) + (1)) = g(t,uf + o) — glt,u +7,)  (5:24)
u(0) =0

Tomando o produto escalar da primeira equacao em (5.24) com u(t), obtemos
dlut)l; 2 1~ .1 ~ B 2 .~ .2 ~
— g + 20 [[Vu(t)[|* +2b (uf + 0, ul () + 0(2), u(t)) — 2b (uf + ¢, u(t) + 0(t), u(t))

= 2 (g(t,uf + ) — g(t.u? + 7). u(t))

Como
b (uf + 0, ul (1) +0(t), u(t)) — b (uf + ¢, w(t) + 0(t), u(t))

= b (uf + 0, ut () + 0(t), u(t)) — b (uf + 0y, u?(t) + 0(t), u(t))
b (ud + Ty, u2(t) + B(t), u(t)) — b (u2 + Ty, u() + 0(E), u(t))
= b (up + 0, u(t), u(t)) + b (ug, w*(t) + 0(t), u(t))
= b (ug, w?(t) + 0(t), u(?t)) -

Além disso,
b (ult — (), w2(8) + 5, u(®)) | < Jult = r(E)ll gy |V 20 + Tt 1 (2)

< CifJut = r()lly IVa®)ll,
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pois u? e ¥ pertencem a L (0,T;V) (lembrando que x > 0) e V < L*(Q), onde C; é uma
contante positiva.

Por outro lado, pelas desigualdades de Cauchy-Schwarz e Poincaré, temos que:
2 ’<g(t) uz} + 5t) - g(t7 u? + 5t)) u(t)>} < 52(9) Hg(ta u% + qut) - g(ta u% + fﬁi)” ||Vu(t)|| )

onde 62(9) ¢ uma contante positiva que depende de €.

Portanto, pela desigualdade de Young, segue que:

d|ju(t)|? ~ ~ ~ -
WO < G e — vy + i ottt +30) — g(t.02 + ).

Integrando de 0 a ¢,

t t
~ ~ ~ 2
mwws@Awm—mm@w+Aw@@+m—mW&wmwm

C t ot ot
<2 [ I ds G [ ful? ds<Co [ ()l ds
—h —h —h

Da desigualdade de Gronwall, segue que:
Ju(t)||3, < 0 para todo t € [~h,T7.
Portanto u!' = u?. 0

Pelo Teorema anterior, garantimos a existéncia de solucdo fraca w € V! ((—h,T) x (Q))
para o problema homogéneo 5.7:
Dado f; € L? (O,T; H‘l(Q)), wo €V, ¢ —v € L?(—h,0;V), F e g verificam as propriedades
antes definidas;

d
encontramos w € L? (—h,T; V)N L>® (0,T;V) e di; € L*(—h,T;V), tal que

d(w,v) n d(Vw, Vo)

o o +v (Vw, Vo) + b (w(t —r(t)) +0(t —r(t)), (w+0) (t),v)

=(fi(t),v)+(g(t,uy),v),veEV

w (0) = wo

w(t)=pt)—3(t)  te(—h,0).

Como tinhamos tomado w = u + v € V! ((=h,T) x (Q)), para encontrarmos a solucio fraca
para 5.2, basta tomar u = w — U, e teremos encontrado a solucdo do problema:
Dado f € L? (O,T; Vfl(Q)), up € VY(Q), ¢ € L? (—h,O;LQ(Q)), k € GY(7), F e g verificam

as propriedades antes definidas;
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temos que u € V! ((—=h,T) x (Q)) , satisfaz:

(d(u,v) N d (Vu, Vv)

dt dt +v (vuv VU) +b (U(t — T(t)), U (t) ,’U)

=(f(t),v)+ (g (t,u),v),veEV

u(t) =@ (t) t e (—h,0).

Para recuperarmos a pressao, e assim concluir a existencia de solugao fraca para o problema nao

homogéneo 5.2 , basta seguirmos os mesmos passos feitos no Teorema 4.2.2 do Capitulo 4.



Apéndice A

Formulacao das equacoes de
Kevin-Voigt com retardo em termos

do operador de Stokes A4,

Antes de descrevermos formulacao fraca e suave (mild solution) das equagoes de Kelvin-
Voigt com termos com retardo, vamos fazé-la primeiramente para as Equacoes de Navier-Stokes

também com termos com retardo.

A.1 Formulacao das equacoes de Navier-Stokes com retardo em

termos do operador de Stokes A,

Considere as equagoes do tipo Navier-Stokes:

)
a*? —vAu+ (F(t,uy) - Vu+Vp=g(t,w), t>0, zeq,

divu(t,z) =0, t>0, xze€q,

u(t,x) =0, t>0, xe€od, (A1)

u(0,z) = u®(z), x € (),

u(tu .’E) = (b(t,fﬁ), te (_0070]7 T e Q7

\

Ao aplicarmos o operador projecao P,, obtemos

E;; — vPy,Au+ P, ((F(t,us) - V)u) = Pog(t, ut), t>0, z€Q,

’LL(](t,CL') = Pp¢(tax)’ te (*O0,0], VS Qa
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No que segue, vamos usar a seguinte notagao: (f,g) = / fgdz, para f € LP(Q) e g € LP/(Q),
Q

onde p e p’ sdo expoéntes conjugados. Para v € W§ () N X, (), temos

&, 0) = v (P, v) + (B (Pt ) - 9)u) ) = (Ppg(t, ), )

ou ainda, introduzindo o operador de Stokes A,,, temos

&0} + v (A, )+ (By (Pt w) - V) 0} = (Pog(t, ), 0),

se, e somente se

1 1

11 11 _1 1 1 1
% <Ap *u, A;,v> +v <Aﬁ u, A;,v> + <Ap 2P, (F(t,u) - V)u) ,A;,U> = <Ap 2 Ppg(t, us), A;/v> .

=
[un

1 p—
%) = D(Ap?), o qual é denso em X, entdao Yw € Xy

Como A ,

v e Im(A

SN

d _1 1 _1 _1
p <Ap 2u,w> +v <A§u,w> + <Ap 2P, (F(t,ut) - V)u) ,w> = <Ap 2Pyg(t, ut), w> ,
ou ainda

d

_1 1 _1 1
7 *u+vAju+ Ap ? Py (F(t,w) - V)u) = Ap > Pog(t, we), em X,.

_1
Defina U := A, *u, entao

d 1 1
%U +vU = Ay 2 Ppg(t,ur) — Ap 2 Py ((F'(t,ut) - V)u),

ou ainda

to1 _1
U(t) = e "'u(0) +/ Az e WU ALZ [Pog(t,uy) — By (F(t,ug) - V)u)] ds.
0
Entao u : [0,T] — X, é solucao fraca de (A.1) se
1 1 to1 1
u(t) = AZe VM A, 2u(0) + / A2e M=) A2 (P Lg(t,ug) — By (F(t,ur) - V)u)] ds,
0
que pode ser escrito como segue

t o1 _1
u(t) = e VAt (0) + / A2e =) A2 (PLg(t,ug) — By (F(t,ur) - V)u)] ds,
0

se up € Xp.

Dizemos que u : [0,T] — X, é solugao suave de (A.1) se
t
u(t) = e~"4rtu(0) +/ e A=) [Pug(tiug) — By (F(t,u) - V)u)] ds,
0

se ug € Xp.
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A.2 Formulagao das equagoes de Kevin-Voigt com retardo em
termos do operador de Stokes A,
Agora, escreveremos a formulagao fraca e suave (mild solution) das equagoes de Kelvin-

Voigt com termos com retardo.
Para isso, considere as equagoes do tipo Kelvin-Voigt:

?;:—/i(??tu—I/Au—i—(F(t,ut)-V)u—i—Vp:g(t,ut), t>0, zeq,
divu(t,x) =0, t>0, x€Q,
u(t,x) =0, t>0, xe€0df, (A.2)
u(0,z) = u’(z), x €,
u(t,z) = ¢o(t, x), t e (—00,0], ze€.
Ao aplicarmos o operador projegao P,, obtemos
t>0, €

CZ: - K@PgtAu —vP,Au+ P, ((F(t,u) - V)u) = Pyg(t, u),

UO(tv CL‘) = Pp¢(t7 $),
No que segue, vamos usar a seguinte notagao: (f,g) = / fgdz, para f € LP(Q) e g € ¥ (Q),
Q

onde p e p’ sdo expoéntes conjugados. Para v € W§ () N X, (), temos

t € (—o0,0], =€

% (u,v) — % (PpAu,v) — v (PyAu,v) + (P (F(t,ut) - V)u),v) = (Ppy(t,u),v),

ou ainda, introduzindo o operador de Stokes A,,, temos

% (Apu, v) + v (Apu, v) = (Bpg(t, ur), v) — (P (F (¢, ur) - V)u),v),

0} +

se, e somente se

d / -1 1 d/ 1 1 L |
7 <Ap 2u, A;,v> —|—/€£ <Aﬁu, A;,U> +v <Aﬁu, A;,U>

1

_1 1 1
N <Ap 2Ppg(t,’l,Lt)7A;/fU> - <AP 2Py ((F(t,up) - V)u) ,A;,v> .

D=

1 1
Como Av € Im(A)) = D(Ap

d ~1 d 1 1
<Ap 2u,w> —1—/{% <A5u,w> +v <A5u,w>

i
— (4 gt o) = (4B (Fltw) - D))

), 0 qual é denso em X/, entao Yw € Xy

ou ainda

d -1 d 1 1 _1
aAp 2u+ naAﬁu +vAju = Ay 2 Pyg(t, u),
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_1 _1
em X, — Ap° P, ((F(t,u) - V)u). Definald := A, *u, obtemos

d d _1 _1

%Z/{ + H%Apu +vAU = Ay Pog(t,ur) — Ap > Py (F(t, ut) - V)u),
ou ainda

d 1

_1 _1
7 (I +rAp)U +VvAU = Ay > Ppg(t,u) — Ap > Py (F(t,ue) - V)u),

se, e somente se

d _ o, 1
U =v (I +r4p) Y= AU + (T + kA Ay 2 [Pog(t,ug) — By (F(t, ug) - Vu)] .
Pondo B, = v (I + kA,) " (—A,), segue que
bt _1
Ut) = e”'u(0) +/ AZ P A2 [Pyt ug) = Py (F(tug) - V)u)] ds.
0
Entao, dizemos que u : [0, 7] — V,, é solugao fraca de (A.1) se
1 _1 toa _1
u(t) = Ag el Ay u(0) + / Age ) A2 [Byg(tug) — Py (F(tug) - V)u)] ds,
0

se ug € Vp,. Dizemos que u : [0,7] — V,, é solucao suave de (A.1) se

u(t) = ePrtu(0) + /O e A=) [P (t,ug) — Py (F(t,ug) - V)] ds,

se ug € D(Ap).
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