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“Donde, pois, vem a sabedoria, e onde estd o lugar da inteligéncia?
Pois estd encoberta aos olhos de todo o vivente, e oculta as aves do céu.
Deus entende o seu caminho, e Ele sabe o seu lugar.
Porque Ele vé as extremidades da terra; e vé tudo o que hd debaixo dos céus.
Quando deu peso ao vento, e tomou a medida das dguas;
Quando prescreveu leis para a chuva e caminho para o relampago dos trovoes;

Entao a viu e relatou; estabeleceu-a, e também a esquadrinhou”.

(J6 28:20-27)



1

SUMARIO
LISTA DE ALGORITMOS iv
LISTA DE SIMBOLOS E SIGLAS v
RESUMO viii
ABSTRACT ix
1 INTRODUCAO 1
2 ALGEBRA INTERVALAR 5
2.1 Definigoes . . . . . .. 6
2.2 0peragoes . . . ... 9
2.3 Consisténcia Intervalar . . . . . . . .. ... 17
2.4 Consideragoes . . . . . . . . ..o 25
3 ALGEBRA BOOLEANA 27
3.1 Satisfatibilidade Booleana . . . . . . . . . ... .. ... ... ... 28
3.2 Satisfatibilidade Médulo Teoria . . . . . . . . ... ... L 33
3.3 Consideragoes . . . . . . . . .. 37
4 PROBLEMAS INTERVALARES 38
4.1 Satisfatibilidade Intervalar . . . . . . . . .. ... ... .. ... ... 42
4.2 Satisfatibilidade Modulo Algebra Intervalar . . . . . . . . . .. .. ... .. 48
4.3 Existéncia de Valoracao Degenerada . . . . . . . . . .. .. ... .. ... 59
4.4 Consideragoes . . . . . . . . . 63
5 OTIMIZACAO INTERVALAR 65
5.1 Representagao por Grafos e Digrafos . . . . ... ... ... .. ... ... 68

5.2 Otimizacao Exata . . . . . . . . . . .. 7



5.3 Otimizacao Aproximada . . . . . . . . . . .. ...

5.4 Consideragoes . .

6 CONCLUSAO

6.1 Trabalhos Futuros

BIBLIOGRAFIA

APENDICE A

111

38
99

104
105

110

111



v

LISTA DE ALGORITMOS

Davis-Putnam-Logemann-Loveland (DPLL) . . . . ... ... ... ... .. 32
SATI Ramificagdo e Poda (SATIgp) . . . . . . . o oo oo oo oo 45
Consisténcia Intervalar (consistencia) . . . . . .. .. ... ... .. 46
ISAT e 50
Encontra Valoracao Degenerada (EVD) . . . ... ... ... ... ... 75
Encontra Valoragao Degenerada Exata (exatoEVD) . . . . .. ... ... .. 80

Encontra Valoragao Degenerada - Hibrido (hibridEVD) . . . . . ... .. .. 95



S N = 7NN

=]

= A

]

7e(X)
Td(X)
c(X)

LISTA DE SIMBOLOS E SIGLAS

contido

estritamente contido

diferenca de conjuntos

conjunto vazio

formula vazia

valor indefinido de fungoes parciais
equivaléncia

implicagao logica

dupla implicacao logica

para todo x vale que ...

para todo x tal que ..., vale que ...
existe x tal que ...

existe um tnico x tal que ...
conjunto dos niimeros inteiros excluindo o zero
conjunto dos niimeros reais
conjunto estendido dos niimeros reais
conjunto dos intervalos em R
conjunto dos multi-intervalos em R
chao (ou piso) de x

relacao de otimalidade

limitante inferior de um intervalo X

limitante superior de um intervalo X

funcao que define se o intervalo X é aberto ou fechado a esquerda

funcao que define se o intervalo X é aberto ou fechado a direita

comprimento do intervalo X



X
2]l

€ o, 4L ~ ® ®& T <X = © =

S

)

envoltoria do multi-intervalo X
restricao intervalar na envoltoria
cabega da restricao R

cauda da restricao R

operador binario

inverso de um operador binario
segundo inverso de um operador binario
potenciacao

radiciacao

logaritmo

segundo inverso do operador —
segundo inverso do operador +
segundo inverso do operador Y
segundo inverso do operador )

segundo inverso do operador ?

conjunto dos operadores intervalares algébricos

conjunto de todos os operadores intervalares
relacao de consisténcia intervalar

conjunto de clausulas de

conjunto de atomos (restri¢oes) de 1)
conjunto de variaveis de

conjunto dominio de 1)

valoragao

valoracao 6tima

valoragao degenerada

erro de valoragao

erro de aproximacgao

interpretacao da féormula v sob a valoragao v

interpretacao do atomo « sob a valoragao v

vi



As(X)
R(D)
P(G(®))
B(G(®))
POI
SAT
SATI
SMT
VSIDS

consisténcia intervalar

funcao que aplica a consisténcia intervalar ¢ em R
teoria

clausula

clausula sobre T

formula booleana

formula SM'T

féormula intervalar

grafo da formula &

digrafo da férmula ®

grafo induzido pelos vértices alcancaveis a partir de X
digrafo restante da féormula ®

conjunto de vértices de G(P)

conjunto de arestas de G(®)

Otimizacao Intervalar

Satisfatibilidade Booleana

Satisfatibilidade Intervalar

Satisfatibilidade Modulo Teoria

Variable State Independent Decaying Sum

Vil



viil

RESUMO

Intervalos permitem uma representagao aproximada de niimeros reais, com a qual po-
demos modelar matematicamente problemas do mundo real de uma forma menos restritiva
que a modelagem sobre restrigoes reais. Assim, podemos definir problemas intervalares
de decisao e otimizacao que sao relaxamentos da Programagao Nao Linear usual. Recen-
temente, técnicas utilizadas em algoritmos para o problema da Satisfatibilidade Booleana
foram aplicadas na solucao de problemas intervalares de decisao, utilizando a élgebra in-
tervalar para refinar intervalos e obter solugoes que satisfagam um conjunto de restrigoes
sob uma precisao preestabelecida. Embora essa abordagem nao resolva problemas de
otimizacao, ela apresenta um método para extrair uma solucao real de uma solucao inter-
valar, se o problema apresentar determinadas caracteristicas. Neste trabalho, estendemos
esse método, definindo uma classe de problemas para os quais é possivel a extracao de
uma solugao real mesmo sem a garantia de todas as condig¢oes exigidas pelos resolvedo-
res anteriores. Além disso, mostramos que o método estendido pode ser utilizado para

resolver algumas classes de problemas de otimizacao.

Palavras-chave: Algebra Intervalar. Otimizacdo Intervalar. Satisfatibilidade Modulo

Teoria.
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ABSTRACT

Intervals allow an approximate representation of real numbers. With them, one can
model real word problems in a less restrictive way than using constraints over real num-
bers. Thus, one can define problems of decision and optimization over intervals that are
relaxation of the usual Nonlinear Programming. Recently, techniques that are used to
solve the Boolean Satisfiability problem have been implemented on algorithms for interval
decision problems, applying interval arithmetics to refine intervals and obtain a solution
that satisfy the set of constraints under a precision error. Although this approach does
not apply for optimization problems, it introduces a method of extracting a real solution
of an interval one, if the problem has some specific features. In this work we extend this
method and define a class of problems for which it is possible to extract a real solution
even without ensuring all conditions required by the preview solvers. Furthermore, we

show that the extended method can also be applied to some set of optimization problems.

Key-words: Interval arithmetics. Interval Optimization. Satisfiability Modulo Theo-

ries.



CAPITULO 1

INTRODUCAO

“Estamos andando em lendas ou

sobre a terra verde a luz do dia?”

(J.R.R. Tolkien, As Duas Torres, Cap. 2)

Varios problemas reais, em &areas como roteamento, bioinformatica, verificacao de
hardware e software, planejamento e logistica, podem ser modelados como problemas
de satisfagao de restrigoes, nos quais queremos encontrar uma atribuicao de valores as
variaveis do problema de forma a satisfazer determinadas restrigoes.

Essa modelagem envolve, dessa forma, a definicao de variaveis e constantes que repre-
sentam valores observados no mundo real. Embora varias dessas variaveis tenham uma
correspondéncia direta com valores reais, como, por exemplo, a quantidade de determi-
nado elemento, muitas vezes é necessario a representacio de valores irracionais, como /2
ou 7.

A representacao computacional de valores irracionais é inviavel. Mesmo assim, uma
aproximacao de tais valores pode ser suficiente para o problema que esta sendo modelado.
Por exemplo, ao se utilizar uma aproximacao 7’ de m com uma precisao de 39 casas
decimais é possivel calcular a circuferéncia do universo observavel com a precisao da
largura de um atomo de hidrogénio®.

A fim de uma representagao mais adequada de tais aproximagoes, definimos limitantes

superior e inferior que nos oferecem uma certa informacao sobre o valor real do ntimero

representado. No caso de 7, podemos representa-lo por

LPi and the size of the Universe - Numberphile. https://www.youtube.com/watch?v=FpyrF _Ci2TQ.



3.14159265358979 < 7 < 3.14159265358980

E, equivalentemente, denotamos que

7 € [3.14159265358979, 3.14159265358980)

Assim, chamamos IT = [3.14159265358979, 3.14159265358980] de intervalo, isto é, um
conjunto de numeros reais que contém um valor que se deseja representar. Ou ainda,
dizemos que II representa o nimero m com um determinado erro de precisao. Neste
trabalho, vamos utilizar “.” (ponto) ao invés de “” (virgula) para representar nimeros
racionais, evitando ambiguidade em relacao a notagao dos intervalos.

No processo de modelagem matematica de qualquer problema real, é comum existir
constantes irracionais ou com varias casas decimais, geralmente aproximadas por niime-
ros de méaquina que as representam com o minimo de perda de informagao [30]. Alter-
nativamente, a modelagem intervalar representa tais constantes por intervalos. E im-
portante observar que a partir do momento em que modelamos o problema e tentamos
resolvé-lo matematicamente, perdemos contato com o problema real. Assim, nao temos
mais a informagao de que II representa 7, mas algum valor entre 3.14159265358979 e
3.14159265358980. Nesse sentido, II também é uma aproximacgao de m, embora mais
dindmica que a aproximacao .

Nessa abordagem, a solu¢ao de um problema de satisfacao de restricoes nao é mais
uma atribuicao de valores tnicos as variaveis definidas, mas de um conjunto de valores
reais, ou intervalos, que representam niimeros reais especificos. Equivalentemente, uma
solugao é um refinamento do conjunto dominio das variaveis do problema, resultando em
subconjuntos que podem conter a solucao real.

Essa modelagem intervalar é, portanto, um relaxamento da modelagem matematica
sobre os numeros reais [2]. Nesse sentido, estamos em um cenario mais otimista, “sobre
a terra verde a luz do dia”. Mesmo assim, o problema de encontrar uma atribuicao

de intervalos as variaveis de um conjunto de restrigoes é N P-dificil no caso geral [2],
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tornando a existéncia de um algoritmo eficiente para todas as instancias desse problema
pouco provavel.

Um algoritmo para resolver esse problema foi proposto em 1997, aplicando uma es-
tratégia de ramificacao e poda sobre variaveis intervalares [32]. Mais recentemente, o
resolvedor iSAT [17] aplicou técnicas utilizadas em algoritmos para o problema da Sa-
tisfatibilidade Booleana também no cenario intervalar, obtendo resultados superiores aos
demais resolvedores da época.

Neste trabalho, vamos formalizar a algebra intervalar e alguns problemas de satisfacao
de restri¢oes sobre intervalos. Além disso, vamos apresentar os principais algoritmos para
resolver os problemas definidos e mostrar como podemos utilizar suas propriedades para
descrever métodos para outros problemas intervalares.

O objetivo deste trabalho é definir uma classe de problemas intervalares para os quais
é possivel efetuar uma atribuicao de valores reais as varidveis do problema dentro do
dominio restringido pela solu¢ao da modelagem intervalar. Isto é, queremos mostrar que
¢é possivel, para alguns problemas intervalares, extrair uma solu¢ao nos ntimeros reais de
uma solucao intervalar. Além disso, vamos apresentar um método que efetua essa extracao
de maneira eficiente.

Adicionalmente, existem problemas reais para os quais a modelagem de restrigoes nao
¢é suficiente para representar todas as suas caracteristicas. Mais especificamente, em pro-
blemas de otimizac¢ao, nao queremos como solucao uma atribuicao de valores que apenas
satisfaca todas as restrigoes, mas que também seja 6tima sob algum critério. Usualmente,
problemas com essas caracteristicas sao modelados como problemas de Programacao Nao
Linear, nos quais temos, além do conjunto de restri¢goes, uma fungao objetivo a ser mini-
mizada.

Da mesma forma, podemos definir uma versao intervalar desse problema, a Otimizagao
Intervalar Nao Linear, cuja solug¢ao é um conjunto de intervalos que satisfazem as restrigoes
minimizando uma funcao objetivo intervalar. Neste trabalho também vamos apresentar
formalmente esse problema e mostrar que os métodos propostos para a extracao de solugao

real podem ser utilizados de forma direta para resolver problemas de otimizacao.



A estrutura deste texto é dividida em capitulos que abordam conceitos e problemas
distintos e complementares. No capitulo 2, apresentamos a &algebra intervalar e suas
principais defini¢oes e operagoes, necessarias para a definicao de problemas intervalares e
suas solugoes. Também apresentamos o conceito de consisténcia intervalar, imprescindivel
para a eficiéncia e corretude dos algoritmos posteriores.

No capitulo 3, mudamos de contexto e apresentamos as principais defini¢oes da éalge-
bra booleana e do problema da Satisfatibilidade Booleana. Embora esse problema nao
tenha relacao direta com a élgebra intervalar, no capitulo seguinte vamos utilizar alguns
conceitos definidos no contexto booleano sobre os intervalos e mostrar que o principal
algoritmo para resolver problemas intervalares é muito semelhante ao algoritmo base dos
resolvedores booleanos.

Ainda no capitulo 4, apresentamos trés problemas intervalares e suas respectivas solu-
¢oes, sendo um deles a respeito da existéncia de solucao real dentro do dominio restringido
pela modelagem intervalar. Vamos focar principalmente no algoritmo iSAT, proposto em
[17], que soluciona problemas de satisfagdo de restrigdes intervalares e define uma classe
de problemas para os quais, sob determinadas condicoes, é possivel extrair solug¢ao nos
reais.

No capitulo 5, definimos o problema da Otimizagao Intervalar e estendemos a classe de
problemas apresentadas em [17] de forma a excluir algumas das condigoes necessarias para
a existéncia de solucgao real, tornando sua aplicacao mais realista. Também apresentamos
um método eficiente para encontrar tal solu¢gao minimizando uma dada funcao objetivo,
resolvendo também problemas de otimizacao.

Por fim, no capitulo 6, temos a conclusao e a proposta de trabalhos futuros relacionados

ao tema.



CAPITULO 2

ALGEBRA INTERVALAR

“Vasculhou com as pontas dos dedos mais uma vez
dentro da toalha, mas nao havia mais letras.

— Quer dizer que € isso? — disse Ford.

~ E isso.

— Seis vezes nove. Quarenta e dois.

~ E isso. Estd tudo ai.”

(Douglas Adams, O Restaurante no Fim do Universo, Cap. 33)

Intervalos podem ser interpretados como conjuntos de valores possiveis & uma variavel
real. Nesse sentido, eles representam possibilidades ou aproximacgoes. Para o primeiro
caso, suponha, por exemplo, que queiramos representar o tempo de execucao t de um
processo qualquer. Embora saibamos os limites minimo 0 e maximo timeout do tempo
de execucao, nao existe um valor real para essa informacao, mas um conjunto infinito
de possibilidades, dependendo de cada execucao. Como o tempo é continuo, podemos
representa-lo pela faixa de valores reais 0 < ¢ < timeout, isto é, pelo intervalo T' = |0,
timeout).

Para o segundo caso, temos o exemplo do intervalo II, apresentado na introdugao, que
representa o nimero transcedental 7. Como 7 € II, entao existe um valor em II que
representa exatamente 7 , mas todos os outros valores sao aproximagoes.

Como apontado na introdugao deste trabalho, quando estamos trabalhando com uma
modelagem matemética, nao temos acesso a valores reais representados pelos intervalos.
O numero 7 é um 6timo exemplo dessa limitacao; embora possamos representi-lo por
intervalos com precisao de trilhoes de casas decimais, nao sabemos qual o seu valor exato.

Assim, o segundo caso de interpretacao de um intervalo se reduz ao primeiro: um conjunto



de aproximagoes possiveis & uma variavel real.

Dessa forma, todas as operagoes e relagoes sobre intervalos devem considerar a combi-
nacao de todas as aproximacoes contidas nos intervalos de interesse, sem excluir possibi-
lidades de aproximacao permitidas. Neste capitulo, vamos apresentar algumas defini¢oes
sobre intervalos e formalizar suas operagoes sobre essa abordagem combinatoéria. Por fim,
vamos apresentar o conceito de consisténcia intervalar, imprescindivel para a eficiéncia

e corretude de métodos intervalares.

2.1 Definicoes

Sobre dois conjuntos A e B quaisquer, utilizamos a seguinte notacao:

e AC B se, esomente se, Vx € A:x € B;

e AC Bse, esomente se, A# BeVre A:z € B,

e A\N\B={xe A|x¢ B}.

As demais operagoes e relagoes sobre conjuntos sao definidas da forma usual [33].

Definicao 2.1 Vamos denotar por R = RU{—00, 00} o conjunto estendido dos niimeros

reais, tal que —oo < x < 00, para todo z € R.

Vamos utilizar as operacdes sobre R usuais [7], exceto pela indeterminante 0 - 400,
que vamos definir como 0 - 00 = 0, comumente utilizado em probabilidade e teoria da

medida.

Definigao 2.2 Um intervalo fechado X = [z, T] é o conjunto de nimeros reais X =

{r eR |z <2 <T}, onde z,T € R sdo chamados de limitantes.

Para fins de notagao, os intervalos serao representados por letras maitusculas e seus li-

mitantes inferior e superior pela respectiva letra em mintsculo, sublinhada e sobrelinhada.

Definigao 2.3 Um intervalo aberto X = (z,T) é o conjunto de nimeros reais X =

{reR|z<x<7}, ondez,T € R.



E direto que [—00, 00] = (—00, 00) = R.

Definigao 2.4 Um intervalo fechado a direita X = (z,T] é o conjunto de nimeros

reais X = {r € R |z <2 < T}, onde 2,7 € R.

Definigao 2.5 Um intervalo fechado a esquerda X = [x,T) € o conjunto de nimeros

reais X = {r € R | z <1 < 7T}, onde 2,T € R.

Definicao 2.6 Dizemos que um intervalo X é semi-aberto, ou semi-fechado, se X é

fechado a esquerda ou fechado a direita.

Definigao 2.7 Denotamos por I = {[z,7], (z,7], [2,7), (z,T) | 2,7 € R} o conjunto de

todos os intervalos em R.

Definicao 2.8 Uma varidvel intervalar, ou intervalo, X € 1 ¢ um intervalo fechado,

aberto ou semi-aberto.

E importante observar que, se x = oo ou ¥ = —oo ou T < z, para algum intervalo

X €1, entao X = 0.

Definigao 2.9 As fungoes 7 : I — {0,1} e 74 : I+— {0, 1} associam dois valores 7.(X) e

14(X) a um intervalo X € 1 de forma que

0 se X € um intervalo aberto ou fechado a direita
Te(X) =
1 caso contrdrio
;
0 se X € um intervalo aberto ou fechado a esquerda
Ta(X) =
1 caso contrdrio

Dessa forma, sabemos se um intervalo X é aberto, fechado ou semi-aberto apenas
observando os valores de 7.(X) e 74(X). A saber, se 7.(X) + 74(X) = 2, entdo X ¢ um
intervalo fechado; se 7.(X)+74(X) = 1, entdo X ¢é um intervalo semi-aberto e, finalmente,
se T(X) + 14(X) = 0, entdo X é um intervalo aberto. No caso de X ser um intervalo
semi-aberto, se 7.(X) = 1, entao X é fechado a esquerda; do contrario, X é fechado a

direita.



Definicao 2.10 O comprimento de um intervalo X € 1 € dado por ¢(X) =7 — x.

Representagoes computacionais ou medidas tomadas de processos naturais nao sao
continuas, impossibilitando uma representacao exata dos ntmeros reais. Nesse caso, os
intervalos permitem uma representacao mais adequada, cuja precisao ¢ dada pelo com-
primento de cada intervalo. Assim, podemos representar v/2 pelo intervalo X = [1.4,1.5],
onde ¢(X) = 0.1, ou pelo intervalo mais aproximado Y = [1.414,1.415], onde ¢(Y) =
0.001.

Na literatura existem diversas defini¢oes sobre a comparagao entre intervalos. Em [28]
temos uma anélise detalhada das definigoes mais comuns e suas possiveis aplicagoes. No
entanto, para dois intervalos X e Y quaisquer, as relagbes X =Y, X #Y, X C Y,
X CY easoperacio X NY, XUY, X \Y sdo definidas como as respectivas relagdes
e operagoes sobre conjuntos. Além disso, como intervalos sao um conjunto continuo
de valores reais, podemos verificar quaisquer das relagoes acima apenas observando os
limitantes dos intervalos. Por exemplo, X =Y se, e somente se, x =y, T =7, 7.(X) =

T.(Y) e 74(X) = (Y.

Definicao 2.11 O intervalo X é um refinamento do intervalo Y se X C Y. Nesse

caso, também dizemos que Y € uma expansao de X.
Definicao 2.12 Um intervalo X ¢ dito degenerado se X = [z, z].

Um intervalo degenerado ¢ um conjunto de tamanho unitario que representa um nu-
mero real com erro nulo, isto é, o tinico elemento do intervalo é o proprio nimero real
representado. Na literatura, intervalos degenerados e niimeros reais sao tratados de forma
equivalente ([z,z] = x), pois mesmo que um intervalo degenerado ainda seja um conjunto,
ele representa um numero real exato.

A seguir, vamos definir algumas operagoes intervalares. Como [z, z|o[y, y] = [roy, xoy],
para toda operacao o que xoy esteja definida, entao o pode ser considerada uma extensao

da respectiva operagao sobre os reais.



2.2 Operagoes

Em [24], as operagoes bésicas +, —, X, + aplicadas sobre dois intervalos X e Y nao
vazios sao definidas como fungoes que geram um intervalo que contém o resultado da

operacao aplicada a todo par de ntimeros tomados em X e Y. Isto é,

XoY ={zoy |z e XeyeY}, para qualquer o € {4, — x,+}

Novamente, podemos definir essas quatro operacoes apenas calculando seus limitantes.

Sejam X = [z,7] e Y = [y, 7] duas variaveis intervalares tais que X # () e Y # {:

e Adicao:

X+Y=[z+yT+7

A adigao é comutativa e associativa e o intervalo [0, 0] é o elemento neutro da adigao.

Por exemplo, sejam X = [-1,3], Y = [2,00] e Z = [0,0]. Pela defini¢ao acima
temos que X +Y +Z =X +Y =[1,0].

e Subtracao:

A subtragao é associativa e também podemos escrevé-la definindo a operacgao unaria
—Y = [-7, —y], de forma que X =Y = X+ (=Y) = [z, 7] +[-7, —y] = [z -7, T—y].
E importante observar que X — X = [z — 7,7 — x|, e portanto, X — X = [0,0] se, e
somente se, ¢(X) = 0. Do contrario, ¢ direto que [0,0] C X — X.

Por exemplo, sejam X = [0,00] e Y = [0, 0c]. Pela defini¢ao da subtragao, X —Y =

[—o0, 00].

e Multiplicagao:

XxY = [min{@-g7£.y’f-g’f.y’},max{£.g7£.y’f.g’f_y}]
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A multiplicacdo é comutativa, associativa e subdistributiva em relacao a adicao e
subtragao, isto é, X x (Y £7) C X xY £ X x Z. O intervalo [1,1] é o elemento

neutro da multiplicagao.
Vale lembrar que definimos 0 - £oo = 0. Assim, para X = [—oo,00] e Y = [0, 0],
obtemos X x Y = [0, 0], o que convém com a intuigao de que Vo € X, -0 = 0.

e Divisao (denominador nao contém zero):

Se y > 0 ouy < 0, definimos

(
1
[z, 7] x [=,0) se y = —00
7 ¥
_ 1 _
Xty = [LSU]X(OE] se J = 00
oo :
[z,7] x [=,—]  caso contrario
\ vy
Por exemplo, sejam X = [—o00,00] e Y = [—o0, —1].

X =Y = [—00,00] X [_il,()) ~ =00, 00] X [-1,0)
= [min{oo, 0, —00, 0}, max{oo, 0, —00, 0}]

= [—00, 9]

Como (min{%, E, },max{%, f}) C X + X, entdo X + X = [1,1] se, e somente se,
Tz Tz

¢(X) = 0. Do contréario, ¢ direto que [1,1] C X + X.

e Potenciagao:

Vamos definir a potenciagao de forma que ela satisfaca a mesma propriedade das
operagoes anteriores, isto ¢, X¥ = {2¥ | x € X ey € Y}. No entanto, estamos
interessado apenas quando o expoente ¢ um intervalo degenerado inteiro. Portanto,

vamos defini-la para Y = [y, y| tal que y € Z*.
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;

1,1+ (X A=Y) sey<0
(Y, TY] se y > 0 é impar
XAY=X"= [z, TY] sey>0éparez >0
[TV, 2Y] sey>0épareT <0
| [0, max{z¥, 7 }] caso contrario
Por exemplo, para X = [—00,—2] e Y = [-3, —3], temos que

XAY =[1,1] = ([-o0, —2] A [3,3]) = [1,1] = [(—o0)?, (—2)?]

= [1,1)+ [0, 8] = [1,1] X [=5,0) = [5,0

Na algebra intervalar, X x X # X A [2,2].

Também queremos definir a radiciacao e a divisao por um intervalo que contém zero.
Para isso, vamos apresentar o conceito de multi-intervalo e utiliza-lo no conjunto imagem

dessas operagoes.

Definicao 2.13 Um multi-intervalo X = (X1, Xs,..., X,)) € o conjunto de nimeros

reais X = J;_; Xi, onde X; € 1.

Defini¢ao 2.14 Denotamos por Ml = {(X1, Xs,..., X)) | n € N e X; € T} o conjunto de

todos os multi-intervalos em R.

O conceito de multi-intervalo é uma extensao do conceito de intervalo. Eles também
representam conjuntos de valores reais e podemos comparé-los, assim como os intervalos,
da mesma forma que comparamos conjuntos: X =Y, X ZY, X C Y ou X C VY. No
entanto, nao basta comparar apenas os limitantes dos intervalos que o compoe, tornando
a computacao de tais relagoes um pouco mais especifica.

Como qualquer intervalo X pode ser representado por um multi-intervalo X = (X),
todas as defini¢coes e resultados posteriores sobre multi-intervalos também valem para

intervalos.
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Finalmente, vamos definir as novas operagoes sobre dois intervalos X = [z,7] e Y =

ly, 7] nao vazios.

e Divisao (denominador contém zero):

Sey <0<7ec(Y)>0, definimos

X xX 7 sey=0
X+Y=4¢ X x Z sey=20
X X (Zy,7Z5)  caso contrario
onde 7, Z5 € I sao dois intervalos tais que
(
[—00,0) se Y = 00
Z1 = 1 .
[—00,—]  caso contrério
\ Y
(
(0, o0 se y = 00
ZQ - 1
[=,00]  caso contrario

Intuitivamente, como ¢(Y) > 0, temos 3 casos possiveis:

, pois — & estritamente

< | —

1
—seyg=0,entdoy < 0 emax{— |y <y <7} =
Y y

1
decrescente. Por outro lado, lim,_,p- — = —oc;
Y

1 1 1
—sey =20,entaoy > 0 e min{— | y<y< yt = 5, pois & ¢ estritamente

decrescente. Por outro lado, lim, o+ — = oo;
Y

. ) 1 ) 1
—se y <0ey>0,entao, da mesma forma, lim, ,,- — = —oo e lim,_,o+ — = o0

<

A\

1
7

S
< | =

1 1
No entanto, se y > —oco ou J < 00, entdo — < — e Ay € Y |
J y 7

Portanto, temos dois intervalos disjuntos.
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¢ Radiciacao:
Utilizando a mesma defini¢do das demais operagoes, temos que vV X = {¥x | x €

X ey € Y}. Assim como na potencia¢do, estamos interessados apenas quando

Y =y,yleyeZ".

(
[1,1] = (X ¥ =Y) sey <0
[y, V/T) se y > 0 é impar

XYY =VX= ([—\y/:,—\y/z],[\y/z,\y/%]) sey>0éparex >0

0 sey>0épareT <0

0,Z] YY caso contrario

Como estamos trabalhando apenas com ntmeros reais, definimos que a raiz par de

intervalos que contém apenas niimeros negativos ¢ o conjunto vazio.

Por exemplo, para X = [1,00] e Y = [—3, —3], temos que

XYY =[1,1]+([1,00] ¥ [3,3]) = [1,1] = [V/1, /0]

=[1,1] = [1,00] = [1, 1] x (0,1] = (0, 1]

Definicao 2.15 O conjuntow ={+, —, X, =, A, Y } € o conjunto dos operadores

intervalares algébricos.

Teorema 2.1 Sejam trés intervalos nao vazios X, Y e Z tais que X C Y oZ, para algum

oceW, entaoVr € X : JyeY, Iz € Z | x=yo-z.

Prova. Segue no apéndice A.
OJ
Todas as operagoes aqui apresentadas se estendem & intervalos nao fechados. Sejam
Y, Z €1, onde pelo menos um deles é um intervalo nao fechado, e X € [tal que X =YoZ,
para algum o € W. Os limitantes z e T sao calculados da mesma forma como foram
definidos acima, no entanto, 7.(X) e 74(X) variam conforme os operandos sejam abertos

ou semi-abertos.
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Por exemplo, para Y = (1,2] e Z = [3,4], temos que X =Y x Z = (3,8], pois
@Imln{gzugz7yzuyz}:3ef:max{g§7gzay§7yz}:8 COH’IO&IQ'§7
entao 7.(X) = 1.(Y) - 1.(Z), e, como T =7 - Z, entao 14(X) = 74(Y) - 74(Z2).

Assim, para X =Y o Z qualquer:

T(Y) - 7e(2) sex=yoz
1Y) - m4(Z sex=yoz
o) ) y
1Y) 7(Z) sex=Yyoz
Ta(Y) -14(Z) sex=7yoz

n
&
S
Il
<
o
IS

n
&
8l
Il
<
o
[

)~<
~— ~ ~— ~—
&
—~ — ~—~ ~
N
~— ~ ~— ~—
»n
@
8
I
<<
O
]

n
&
S
Il
<|
o
Sy

Por fim, para manter as operacoes consistentes, vamos definir mais duas operacoes:

e Divisao por zero (denominador ¢ intervalo degenerado que contém zero):

X +0,0] = [—o0, 0]

e Logaritmo:

XY =logy X = [—o00, ]

As operagoes acima serao utilizadas neste trabalho apenas como operadores inversos,
nao sendo necessario defini-las com as mesmas propriedades das demais operagoes. Como
estamos interessados em sistemas de equagoes sobre operagoes algébricas, a operagao
XY nao apareceréa na modelagem e, portanto, basta defini-la para que nao torne alguma
equagao da forma Z = XY falsa. Como definimos XY = [—00, o], a equagao Z = XY
sera verdadeira para quaisquer intervalos X, Y e Z.

Associamos a cada operador o um operador inverso e correspondente. O operador
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inverso e de um operador o sera definido como o operador inverso usual. Por exemplo,
para o = 4 temos que @ = — ¢ para © = X temos que e = —+-.
Além disso, vamos definir para cada operador o um segundo inverso nao usual ©. Para

tanto, vamos definir mais cinco operagoes intervalares.

Definicao 2.16 Os operadores bindrios ®, ®, Y , A e ) sobre dois intervalos nao

vazios X eY, sao dados por

XapY=Y-X
XY=Y=+X
XYY=Y.AX
XAY=YYX

X1V =Y1X

Assim, se o = —, entao o seu segundo inverso é o operador ©® = @ e, se o = -, entao
© = ®. O segundo inverso do operador A é o operador ?, representando o usual logaritmo,
e o segundo inverso de Y sera definido como ). Na tabela 2.1 apresentamos o inverso e o
segundo inverso de cada operador. Na primeira coluna temos os operadores, na segunda

seus respectivos inversos e na terceira os segundos inversos.

e} ) ©
-+ | @
® | @ | +
X - -
- | x| ®
® | ® | X
ALY z
Y | A |2
2 Y | A
Y ! Y
N
Ll oA

Tabela 2.1: Relagoes entre operadores

Vamos utilizar esses operadores para tornar padrao as manipulacoes algébricas sobre
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equagoes intervalares e reais. Por exemplo, a igualdade x = y + 2z pode ser escrita como
y=1x—zez=ux—y. Para a subtragao, no entanto, esse padrao nao vale, pois x =y — 2
pode ser escrita como y = x4+ 2z mas nao como z = r+y, forcando a utilizacao do operador
D z=xDy.

Assim, podemos representar as trés formas equivalentes da equagao x = y o z por

Jj‘:yOZ
y:xoz
Z=x0@yY
Definigao 2.17 O conjuntoW={+, —, X, =, A, Y, 1, D, ®, Y o, A, f}

€ o conjunto de todos os operadores intervalares.

Definigao 2.18 Sejam dois multi-intervalos X = (X1, Xo, ..., X)) e Y = (Y1, Y5, ..., Y})
e uma operac¢do o € U qualquer, definimos XoY como uma extensao da respectiva operacao
sobre os intervalos, de forma que Xo¥Y = (X;0Y],Xj0Y5,..., Xj0Y,, X0V}, X50
Yo, .., Xo0Y,, ..., X, 0¥, X, 0Ys, ..., X, 0Y,,).

Definigao 2.19 O comprimento de um multi-intervalo X = (X1,...,X,) € dado por

e(X) = Y0 el(X0).

Teorema 2.2 Sejam trés multi-intervalos nao vazios X, Y e Z tais que X C Y o Z, para

algum o €W, entaoVx e X: Jy €Y, Iz €Z |z =yo z.

Prova. Suponha trés multi-intervalos X = (Xi,....X;), Y = (Y1,....Y,,) e Z =
(Z1,...,Zy,) tais que X C Y o Z, para algum o € W. Suponha z € X qualquer. Como
XCYoZ entao [x,2] C (YoZ).

Pela definicdo, Yo Z = (Y10 Zy,..., Y10 Z,,..., Y0 Zy,..., Y, 0 Z,) e, portanto,

[z,2] C (Yi0Zy)ou[z,2] C(Yi0Zy) ou ... oulw,z] C (Y,o0Z,)

Pelo teorema 2.1, é direto que Jy € Y, 3z € Z | = y o z. Como essa propriedade vale
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para todo x € X, entao

VeeX:JyeY,JzeZ|rx=yoz O

Teorema 2.3 Sejam X,Y,Z € M tais que X CY oy Z, para algum o, € W:
i) SeY C Aoy B entio X C (A oy B) oy Z, para quaisquer A,B € M e oy € b;
i) Se Z C Aoy B entio X CY o1 (Aoy B), para quaisquer A,B € M e oy € W;

Prova. Sejam X,Y,Z € M tais que X C Y oy Z. Pelo teorema 2.2, Vo € X : dy €

Y,3z€Z|xz=yo z

i) Suponha que Y C Aoy B, para A,B € M e 0y € . Pelo mesmo teorema, Yy € Y :

Jdae A, FbeB | y=aosb.

Portanto, temos que

VeeX:dyeY,FzeZ,JacAFbEB |r=yo1zey=aoyb

E assim, Vx € X:Ja € A,F3be B,z € Z | x = (a 02 b) 0 2.

LOgO, X g (A (o])) B) (oF] Z.

i7) Segue de forma anéloga ao item 7).

Definigao 2.20 Se X =0 ouY =0, entdo X oY = 0 para qualquer o € V.

2.3 Consisténcia Intervalar

A modelagem intervalar consiste em definir um conjunto de restri¢oes sobre interva-
los que representam valores em problemas reais. Tais restricoes podem ser sobre cada

intervalo de forma isolada ou sobre relagoes algébricas entre eles.
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No primeiro caso, temos especificagoes sobre os limitantes ou comprimentos dos in-
tervalos. As dimensdes comprimento, altura e largura de um objeto, por exemplo, sao
sempre positivos e podemos representéa-las pelas restricoes C' C [0,00], A C [0,00] e
L C [0,00]. Outro exemplo é quando representamos um ntmero irracional com precisao
preestabelecida: o intervalo II tal que IT C [3.14,3.15] e ¢(II) < 0.0001 pode representar

o nimero 7 com precisao de 4 casas decimais.

Definicao 2.21 Uma restricao sobre um intervalo é uma relacao que associa um
multi-intervalo X a um intervalo constante [a,b] ou o seu comprimento ¢(X) a um erro

€ € R tais que

Além disso, os intervalos e multi-intervalos devem conter valores que satisfacam de-
terminadas restri¢oes independente de qual seja o valor real representado pelos demais
intervalos.

Em um exemplo que tem como contexto a epigrafe deste capitulo, observemos que

14
dados dois intervalos X = [3,6] e Y = [7,9] que representam, respectivamente, dois
98
nimeros reais x e y tais que = -y = 42, embora X x Y = [3, 54] # [42,42], temos que

Vee X :3JyeY |z -y=42e, da mesma forma, Vy € Y;3z € X | -y = 42. Nesse
sentido, as restricoes intervalares nao sao uma extensao direta das restrigoes reais, mas
apresentam uma acepcao distinta, com relagdo aos valores reais de fato representados
pelos intervalos relacionados. Nesse exemplo, os intervalos X e Y sao consistentes com
a restricdo dada, mas nao garantem que quaisquer valores 2’ € X e ¢/ € Y satisfazem
x' -y’ = 42. Assim, para se obter uma solugao real desse problema, temos primeiramente
que definir 2’ e, como V' € X : Jy € Y | 2/ - ¢y = 42, inferir o valor 3/; do contrario,
poderiamos obter uma resposta incorreta (por exemplo, 6 - 9 = 42).

Enquanto obter a solucao real de um conjunto de intervalos consistentes seja o prin-

cipal objetivo deste trabalho (e seré discutido detalhadamente no capitulo 5), manter tal
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consisténcia é um problema ja discutido em diversos trabalhos [16, 18, 31, 26]. Tanto as
comparagoes definidas na secao 1.1 quanto as operacgoes definidas na se¢ao 1.2 mantém
essa consisténcia; ambas garantem que existem valores em todos os intervalos capazes de
satisfazer as restrigdes (podemos verificar isso pelos teoremas 2.1 e 2.2). Por exemplo, o
valor real representado por Y o Z deve ser exatamente o resultado de yo z, onde y € R e
z € R sao os valores representados, respectivamente, pelos intervalos Y e Z. A partir do
momento em que trabalhamos com o modelo intervalar, e nao com o problema real, per-
demos informacgoes sobre os niimeros y e z e, consequentemente, sobre o intervalo Y o Z.
Portanto, para todoy € Y e 2z € Z deve existirx € Y o Z tal que x =y o 2.

Consequentemente, manipulagoes algébricas sobre intervalos apresentam um compor-
tamento diferente da algebra elementar. Por exemplo, a igualdade X = Y o Z nao implica
Y=XeZenem Z =X ©Y, para qualquer o € W.

Suponha trés multi-intervalos X, Y e Z tais que X C Y o Z. Pelo teorema 2.2, Vx €
X,y eY,z€ Z| x=yoz Isto ¢ independente de qual seja o valor representado por
X, existem valores em Y e em Z capazes de satisfazer a restricao x = y o z. Nesse caso, a
restricao X C Y o Z esté relacionada com a restricao real x = y o z.

Como multi-intervalos sao uma generalizagao dos intervalos, essa relacao também vale
para intervalos. Assim, podemos associar uma modelagem intervalar & uma modelagem
real algébrica. Para tanto, repare que (r = yoz2) = (y = = e 2), enquanto que (X C
YoZ)# (Y C X eZ). Por exemplo, para X = [2,2], Y = [1,2] ¢ Z = [1,2] temos que
XCY+ZeY X —Z, pois [2,2] C[2,4] e [1,2] £ [0,1]. Portanto, um conjunto de
intervalos cujos reais representados satisfazem a restricao x = y o z pode nao satisfazer a
restricao y = rez. Como o mesmo ocorre com o segundo inverso ©, temos que representar
uma restricao real utilizando trés restrigoes intervalares.

Vamos denotar por X < Y o Z a representacao intervalar da restricao x = y o z, de

forma que Y < X e Z representa y = r ez e Z < X© Y representa z = © y.

Definicao 2.22 Uma restricao intervalar R relaciona um multi-intervalo X com uma

funcgao dada por Y o Z de forma que R = (X <Y oZ), onde
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X=<YoZ se esomente se, (XCYoZ)AN(YCXeZ)A(ZCXOY)

Teorema 2.4

(X=xYoZ)=(YxXeZ)=(Z=X®Y)

Prova. Primeiramente, vamos estender a tabela 2.1 adicionando quatro novas colunas,
obtendo a tabela 2.2. Na quarta coluna temos o operador e, que é o inverso do inverso
e do operador o. Na proxima coluna, temos o operador e’ que é o segundo inverso do
inverso e do operador o. Nas duas ultimas colunas, temos os operadores ® e ©”, que sao,

respectivamente, o inverso do segundo inverso © do operador o e o segundo inverso de ©.

o ° @ ./ .// @/ @//

-l -]+ |+ |
-+ || - |- | D]+
| D |+ | D |+ | - | -
X = | = X ® X ®
= |+ | ® | x

N
e~ < < ® X
o~ <= @
< o~ =~ =D .|.
N = e < ]

- < o~ X ®
< e =~ o~ X

Tabela 2.2: Relacoes estendidas entre operadores

Vamos utilizar a tabela 2.2 para mostrar que os trés conjuntos de restricoes abaixo

sao equivalentes:

XCYoZ YCXeZ ZCXoY
YCXeZ = XCYd7Z = XCZO®Y
ZCXoY Z CYe X YCZe"X

Iniciando pelos dois primeiros conjuntos, temos que ¥ C X e Z estd presente em
ambos. Além disso, pela tabela, Y o Z =Y o Z ¢, pela definicao 2.16, X @Y =Y o’ X,
para todo o € U. Portanto, (X CYoZ)= (X CYeZ)e(ZCXY)=(ZCYeX).

Logo, os dois primeiros conjuntos de restrigoes sao equivalentes.
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Agora, comparando o segundo e o terceiro conjuntos, temos que (Z C X @Y) = (Z C
Y o X) e, pelatabela, Z@'Y =Y o Z e Z©" X = X o Z, para todo o € U. Portanto,
(XCZ@Y)=(XCYedZ)e (Y CZO"X)=(Y C XeZ). Logo, os dois tltimos
conjuntos de restricoes também sao equivalentes e, portanto, o primeiro com o tultimo
também o sao.

Entao, pela definicao 2.22, temos que

X=<xYoZ)=(Y <xXeZ)=(Z=xX®Y)

OJ

Mais especificamente, essa restricao ¢ definida como uma restricao primitiva. Res-
trigdes nao primitivas sao aquelas cuja funcao a ser comparada tem aridade maior que
dois. Podemos facilmente reescrever essas restricoes por uma conjuncao de restri¢oes

primitivas [17].

Exemplo 2.1 Podemos reescrever a restrigao nao primitiva X <X Y +(Z x W) substituindo
a opera¢io (Z x W) por um novo multi-intervalo A e criando uma nova restrigio que

relaciona A com a operagao (Z x W):

X=Y+AANA<ZxW)

Pela defini¢ao de restrigao intervalar,

XY+ (ZxW) se, e somente se XCY+(ZxW) A
YCX—(ZxW) A
ZC(X—Y)=W A

WC(X=Y)=Z A
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Enquanto a conjuncao de restrigoes primitivas é tal que

X=<Y+AANA<ZXxW) se, e somente se XCY+A A

YCX-A A
ACX-Y A
ACZxW A
ZCA=-W A
WCA=-Z A

Pelo teorema 2.3, é direto que as duas representacoes sao equivalentes, pois

(XCY+AAACZXW)=XCY+(ZxW)
(YCX—AAACZXxW)=YCX—(ZxW)
(ZCA-WIAACX-Y)=ZC (X=Y)=W

WCA=Z)AACX-Y)=WC (X-Y)=Z

—

Onde o simbolo = representa a implicagao usual (p = ¢ = “se p entdo ¢q”).

Na literatura, esse conceito de restricao intervalar é comumente definido como con-

sisténcia no arco [2, 18, 31|.

Definigao 2.23 Um conjunto de intervalos {X,Y,Z} é consistente no arco de uma

restricio R se R € satisfeita por {X,Y,Z}, isto €, se R é verdadeira para os intervalos X,

Y el

Na algebra intervalar, inequagoes podem ser transformadas em equagoes adicionando
novas variaveis a féormula, como ocorre na transformacao em restrigdes primitivas. Por

exemplo, uma restricdo da forma X < Y o Z pode ser reescrita pela conjungao (A =<

Y oZ)A(X = A—0,00]).
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Se um intervalo X aparece duas vezes ou mais numa restrigao ou conjunto de restrigoes,
essa algebra considera que cada instancia de X pode representar um nimero real distinto.
Isto ¢, nao existe uma relacao que garante que todas as instancias de X representam o
mesmo valor real.

Por exemplo, a restricao X =< X x X é satisfeita para X = (0,1). Isto é, Vo € X :
dr' € X,32" € X | x = 2’/ - 2”. No entanto, queremos que x = ' = 2", ou ainda, que se
X representa um valor real z, entao esse mesmo valor deve ser representado por todas as
instancias de X. Contudo, fz € X | v =2 - x.

Assim, a consisténcia intervalar nao garante a existéncia de um conjunto de valores
reais capaz de satisfazer todas as restri¢oes, salvo quando todos os intervalos sao degene-
rados. Posteriormente vamos apresentar as propriedades que um conjunto de restri¢oes
deve manter para que os valores reais representados pelos respectivos intervalos sejam

anicos.

Alternativamente & consisténcia no arco, temos o conceito de consisténcia na envol-
toria: um relaxamento da primeira que visa evitar a definicao de multi-intervalos. Assim,
podemos restringir o conjunto de multi-intervalos consistentes com uma dada restricao R

a um conjunto de intervalos.

Exemplo 2.2 Dados dois intervalos Y = [1,2] e Z = [2,2], a operagao Y Y Z =
([—=v/2, —1],[1,/2]) resulta em wm multi-intervalo. Assim, a restricio R = (X <Y Y Z)
s0 pode ser satisfeita se X = (X1,...,X,) e, para todo 1 < i < n, X; C [—v/2,—1] ou
X; C[1, \/5] O multi-intervalo de comprimento mdzimo consistente com R, nesse caso,

é X = ([-Vv2,—1],[1,v/2]), pois

XCYYyZ = <[_\/§7_1]7[17\/§]> C <[_\/§7_1]7[17\/§]>
YCXAZ = [1,2]C(12,[12)

~

ZCXY = [2,2] C[—o00,00]

A fim de que o multi-intervalo de comprimento méximo possa ser escrito como um



24

intervalo, relaxamos a restricdo R obtendo uma restri¢ao |R|| = (X < ||[Y A Z||), onde
IY L Z|| = [-V2,v2]. Assim, X = [-/2,v/2] ¢ o intervalo de comprimento maximo

capaz de satisfazer a restri¢ao || R]|.

U

Definigao 2.24 A enwvoltoria ||X|| de um multi-intervalo X = (X7, ..., X,,) € um intervalo
tal que

e x = min{z; | i < i < n} € o limitante inferior de ||X||, tal que z; € o limitante

inferior do intervalo X;;

e T =max{T; | i <i < n} € o limitante superior de ||X||, tal que T; é o limitante

superior do intervalo X;;

o 7.(||X]|) = max{7.(Xy) | zx = z, paral < k < n} define se || X| € fechado a

esquerda ou nao, tal que xp € o limitante inferior do intervalo Xy;

o 7,([X|]) = max{my(Xy) | Tx =T, para 1 < k < n} define se || X|| € fechado a direita

ou nao, tal que Ty € o limitante superior do intervalo Xj.

Definigao 2.25 Uma restri¢cao intervalar na envoltéria ||R| relaciona um multi-

intervalo X com a envoltdria de uma fun¢ao dada por Y o Z de forma que |R| = (X <

IY o Z|l), onde

X =Y oZ|| se, e somente se, (XC [YoZ|)A(YC[XeZ|)A(ZC [XOY])

Teorema 2.5

X=[YoZz]) = (¥ x[XeZ||) = (Z=[X@Y])

Prova. Direto da definigao de restri¢ao intervalar na envoltoria e da tabela 2.2 (teorema
2.4).

O

O teorema 2.2 nao vale para X = ||Y o Z||. Por exemplo, se Y = ([4,9]) e Z = ([2,2]),

entdo Y Y Z =[4,9] Y [2,2] = ([-3,—2],[2,3]). Por outro lado, X = ||Y Y Z|| = [-3,3] e
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dr € X | v # ,/y, para todo y € Y; a saber, Vz € (—2,2). Mesmo assim, a consisténcia

na envoltoria é bastante utilizada e aceita na pratica.

Definigao 2.26 Um conjunto de varidveis {X,Y,Z} é consistente na envoltoria de
uma restricgio R = (X < Y o Z) se a restricio ||R| = (X < ||Y o Z||) € satisfeita por
(X,Y,Z}.

Teorema 2.6 Se um conjunto de varidveis {X,Y,Z} é consistente no arco de uma res-

tricao R, entao ele também é consistente na envoltoria de R.

Prova. Direto do fato que X C |[X|| para todo multi-intervalo X.
OJ
Na literatura, existem ainda outras consisténcias intervalares. Sao, em geral, relaxa-
mentos da consisténcia no arco ou consisténcias globais, que consideram todo um conjunto
de restri¢oes na verificacao da consisténcia e nao cada restricao isoladamente, permitindo,
inclusive, restrigoes nao primitivas. Entre tais consisténcias, podemos citar a consisténcia

no caminho, consisténcia de caiza e consisténcia kB [2, 13, 3].

2.4 Consideracoes

Neste capitulo apresentamos alguns exemplos da utilizagao da modelagem intervalar
na representagao de problemas reais. Também apresentamos as principais defini¢oes e te-
oremas da algebra intervalar e suas operagoes: adigao, subtracao, multiplicacao, divisao,
potenciacao e radiciacao inteiras, necessarias para a representacao de restrigoes intervala-
res algébricas. Essas restrigoes foram definidas como primitivas e mostramos que elas nao
sao expressadas por equacoes ou inequacoes, como nas restrigoes sobre os ntimeros reais,
mas fazem uso do operador relacional < de forma a garantir a consisténcia intervalar.

Em seguida, apresentamos o conceito de consisténcia intervalar. Neste trabalho, esse
conceito define a acepcao das restricoes intervalares e serd utilizado, de maneira mais
aprofundada, nos algoritmos apresentados no capitulo 4. Nesse mesmo contexto, introdu-

zimos dois problemas comumente encontrados no cenario intervalar: a extracao de uma
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solugao real de um conjunto de intervalos consistentes e a existéncia de tal solucao, nao
garantida pela consisténcia intervalar. Vamos abordar ambos os problemas no final do
capitulo 4 e durante todo o capitulo 5, apresentando a nossa solugao para algumas classes

de sistemas intervalares.
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CAPITULO 3

ALGEBRA BOOLEANA

“Alguns mais curiosos, atraidos pelo nome chamativo, compraram
a obra e leram, assombrados, a unica sentenca do tomo, formada
por apenas quatro caracteres, sendo um deles um ponto final: a = a.
Foi um espanto! Popé havia, simplesmente, descoberto a Tautologia.”

(Joshua, Triste Fim de Popé Joquempd)

A logica proposicional classica é uma importante ferramenta da matemética e da filo-
sofia [5] que permite descrever raciocinios capazes de inferir valores verdade de sentengas
proposicionais e gerar contradi¢oes ou provas de teoremas e argumentos. Ao mesmo
tempo, calcular a satisfatibilidade de um raciocinio descrito em légica proposicional é
fundamental para definir sua validade em um determinado estado ou mesmo descobrir
tautologias (verdades incontestaveis).

A formalizacao da logica proposicional como albegra booleana foi acompanhada pelo
reconhecimento de que varios problemas combinatoriais que existem no mundo real, como
verificacao de software e hardware, planejamento e otimizacao, podem ser expressados por
formulas booleanas (proposicionais) [5], motivando a implementagao de diversas técnicas
para analisar propriedades de tais formulas [11, 27, 25, 23|.

Neste capitulo definimos alguns conceitos e notagao da Satisfatibilidade Booleana, bem
como algoritmos e técnicas atualmente utilizadas para resolvé-la. Em seguida, apresen-
tamos algumas variantes da algebra booleana capazes de representar dominios especificos

de uma maneira mais direta e eficiente.
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3.1 Satisfatibilidade Booleana

No decorrer deste trabalho definimos algumas classes de formulas l6gicas. Tais férmu-
las estao sempre na Forma Normal Conjuntiva, isto €, possuem uma estrutura composta
por uma conjuncao de cldusulas. Intuitivamente, uma clausula é uma disjuncao de va-
ridveis ou restri¢oes (neste trabalho também chamados de dtomos) sobre alguma teoria
bem definida. Assim, uma clausula é composta por variaveis cujo dominio é especifico
a cada classe definida. Essa forma facilita a definicao de problemas e a concepcao de
algoritmos. E importante observar que qualquer formula pode ser reduzida a sua forma
normal conjuntiva em tempo linear [29].

Dada uma férmula logica 1) na forma normal conjuntiva, definimos os seguintes con-

juntos:
e (C(v) é o conjunto de clausulas de 1;
e A(%) é o conjunto de atomos de 1;
e A(w) é o conjunto de dtomos da clausula w;
e V(w) é o conjunto de variaveis da clausula w;
e V(a) é o conjunto de variaveis do atomo «;
e V(1) é o conjunto de variaveis da férmula 1;
e D(7) é o conjunto dominio das variaveis da formula ).

Além disso, as seguintes defini¢oes sao estendidas a todas as férmulas l6gicas definidas

neste trabalho.

Definigao 3.1 Uma wvaloragdo v : V(¢) — D(¢) é uma fungao parcial que associa a

cada variqvel x € V(¢) no mdzimo um valor de seu dominio.

Como v é uma fungao parcial, denotamos por v(x) = ¢ se  ndo possui valor definido

em v. Adicionalmente, dada uma fungao parcial v : V(1)) — D(v) tal que v(y) = ¢ para
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algum y € V(v), denotamos por v' = v U (y + a) a extensao de v tal que a € D(v),

v'(y) = a e, para todo z € V() \ {y}, v'(z) = v(z).

Definicao 3.2 Uma interpretacao J : ) x v — {0,1} € uma fung¢ao parcial que associa

um valor verdade a formula 1 de acordo com a valora¢ao v.
Definicao 3.3 Uma valoragio v é um modelo da formula ¢ se I(¢,v) = 1.

Definicao 3.4 Dizemos que ¢ € satisfativel se possui pelo menos um modelo. Caso

contrdrio, dizemos que 1 € insatisfativel.

No contexto da algebra booleana propriamente dita, vamos apresentar algumas defini-
¢Oes necessarias para descrever o problema da Satisfatibilidade Booleana e, em seguida, o
algoritmo DPLL, comumente utilizado para resolver tal problema, especificando técnicas

de implementacao e otimizacao de estruturas de dados.

Definigao 3.5 Uma wvaridvel booleana x € {0,1} assume apenas os valores 0 (falso)

ou 1 (verdadeiro).

Na algebra booleana, os operadores conjungao (A), disjungao (V) e negagao ()

operam sobre variaveis booleanas e sao definidos como na légica proposicional classica [9].
Definicao 3.6 Um literal i representa a varidvel booleana x ou sua negag¢ao —x.
Definicao 3.7 Uma cldusula w é uma disjuncao de literais.

Definicao 3.8 Uma formula booleana ¢ é uma conjuncgao de clausulas.

Vamos denotar por L(w) o conjunto de literais da cldusula w e L(p) = U, cc(,) L(w)

o conjunto de literais da férmula ¢.

Dados um literal & e uma clausula w que contém #, a fungao sign : C(p) X L(p)

{0,1} indica o sinal da variavel representada por & em w:

» ) 1 se z=zvemuw
sign, (1) =
0 se T=—-zTemuw
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Também definimos a fungdo var (&) = = que retorna a variavel representada pelo literal

Para qualquer formula booleana ¢, temos que D(p) ={0,1} e

1 se YweC(p), 3t € L(w) | v(var(z)) = sign, (&)
Jp,v) =9 0 se TJweC(p)|Vie Lw), vivar(i)) = —sign, (i)
O c.c

Dessa forma, podemos definir um problema computacional de decisao no qual quere-

mos saber se uma dada férmula booleana possui ou nao um modelo.

Definicao 3.9 O problema computacional da Satisfatibilidade Booleana é dado por:

Satisfatibilidade Booleana (SAT)

Entrada: formula booleana .

Saida: modelo v de v, se tal modelo existir, ou insatisfativel.

Nao se conhece algoritmo de tempo polinomial no ntimero de varidveis para esse pro-
blema. De fato, é o primeiro problema provado ser N'P-Completo [8], e diversas técnicas
de busca e poda foram implementadas na tentativa de contornar o pior caso, tirando
proveito de estruturas e propriedades das férmulas booleanas.

O algoritmo DPLL (Davis-Putnam-Logemann-Loveland) foi proposto em [11] como
um procedimento de ramificacao e inferéncia de wvalores verdade para resolver SAT. Esse
método, descrito no algoritmo 1, simplesmente escolhe varidveis ainda nao valoradas e
divide o problema em dois subproblemas (com a variavel valorada verdadeira e falsa) e
o resolve recursivamente, verificando se a cada passo alguma das subférmulas geradas é
satisfativel ou insatisfativel (decidivel) sob a valoragao corrente.

Além disso, apresenta dois métodos para inferir valores de varidveis, tais que a féormula

apenas pode ser satisfativel se essas valoragoes forem respeitadas.

e Inferéncia por clausula unitaria: uma clausula w é dita unitaria se possui

apenas uma variavel ainda nao valorada. A fungao wunit(w,v) retorna um literal &
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tal que var(Z) é a tnica variavel ainda nao valorada pela valoracdo v em w. Se
existirem mais varidveis nao valoradas, ou todas ja tiverem sido valoradas, a fungao

retorna .

& se di € L(w) | v(var(t)) =90 e

unit(w,v) = Vy € L(w) \ {2} : v(var(y)) # ¢

e Inferéncia por literal puro: um literal # ¢ dito puro se aparece em ¢ apenas em
sua forma positiva ou negada (nunca ambos). A func¢ao puro(i, ¢, v) retorna 1 caso
T represente x em todas as clausulas em que aparece, 0 caso represente a negagao
-z e { caso represente x em algumas clausulas e —x em outras (indicando que & nao
é um literal puro). O valor retornado por puro(i, ¢, v) deve ser usado para valorar

var(x).

(

1 se signy(t) =1, para todo w € C(p) | & € L(w)

e fy € L(w) | v(var(y)) =1
puro(, p,v) = ¢ 0 se  sign, (i) = 0, para todo w € C(¢) | & € L(w)

e fy € L(w) | v(var(y)) =1
O ce.
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Algoritmo 1: Davis-Putnam-Logemann-Loveland (DPLL)

Entrada: (¢,v)
Saida: modelo v de ¢ ou wnsatisfativel
1 para todo w € C(yp) | unit(w,v) = ¢ faca
2 ‘ v v U (var(x) — sign, (1))
3 fim
4 para todo @ € L(y) | puro(z,p,v) # ¢ faga
5 ‘ v v U (var(x) — puro(t,p,v))
6 fim
7 se J(p,v) =1 entao

retorna v

9 fim
10 se J(p,v) =0 entao

11

retorna insatisfativel

12 fim

13 x < escolhe(V (p),v)

14 ¢ < DPLL(p,v U (z 1))
15 se ¢ # insatisfativel entao
16 retorna ¢

17 fim

18 retorna DPLL(p,v U (z — 0))

O procedimento escolhe(V (), v) seleciona uma variavel sem valor definido em v se-
gundo alguma heuristica, como VSIDS [25], por exemplo. Logo em seguida, v ¢ estendida,
definindo um valor do dominio {0,1} para a variavel selecionada.

Na pratica, o DPLL é implementado por uma busca em profundidade, de forma ite-
rativa, com inferéncia por clausula unitaria (geralmente nao implementa literal puro) e
retrocesso nao cronoldgico. Utiliza uma pilha de literais decididos (que sdo selecionados
pelo procedimento escolhe(V (), v)) e constroi um grafo de implicagao [23] que relaciona

cada literal inferido aos literais decididos que ocasionaram sua valoragao. Quando uma
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valoracao que torna a férmula falsa é encontrada, a clausula conflitante é analisada e
uma nova clausula é aprendida (anexada a formula), utilizando o grafo de implicagao e
garantindo que o subconjunto conflitante da valoragao corrente nao se repita durante a
busca. Entao, todos os ramos que valoraram variaveis apos as valoragoes que geraram o
conflito sao descartados do espago de busca, garantindo que a valoragao corrente, mesmo
incompleta, nao pode ser modelo para a férmula.

Essas técnicas tém grande impacto no desempenho dos resolvedores SAT. Além disso,
varias outras estruturas de dados utilizadas em rotinas como deteccao de clausulas uni-
tarias ou gerenciamento de clausulas aprendidas sao de fundamental importancia num

resolvedor eficiente.

3.2 Satisfatibilidade Md6dulo Teoria

Véarias modelagens que utilizam a légica de primeira ordem em sua representagao
dispoe de uma ou mais teorias base para representar seus atomos. Isso facilita a im-
plementagao de resolvedores de primeira ordem, que podem ser especificos a algumas
determinadas teorias, sem se preocupar com a interpretacao de predicados e simbolos nao
pertencentes as teorias base [5].

A partir do interesse em se modelar problemas de uma forma mais expressiva e na-
tural, utilizando a légica de primeira ordem, e da viabilidade de sua implementacgao para
algumas teorias, concebeu-se um novo modelo de satisfatibilidade, no qual os literais nao
representam apenas variaveis booleanas, mas também atomos sobre qualquer teoria ¥
bem definida. Entre tais teorias, Aritmética (Nao Linear) Inteira ou Real, Vetores de
Bits, Equacoes de Funcgoes Indefinidas, entre outras, sao implementadas em resolvedores

SMT [6, 12].

Definigao 3.10 Um dtomo « sobre uma teoria ¥ é uma relagao entre varidveis e/ou

operadores de ¥ que assume um valor verdade.

Por exemplo, @ = (z +y = 2) ¢ um atomo sobre a Aritmética Linear Inteira e

—a = (x + y # 2) é sua negagao.
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Definicao 3.11 Uma cldusula sobre T w* é uma disjuncao de dtomos sobre uma teoria

<.
Definicao 3.12 Uma formula SMT ps € uma conjuncgao de cldusulas sobre X.

A interpretagao de uma formula SMT g sob uma valoracao v é dada por:

1 se Yw*eClpg), Ja€ AWw®) | J(a,v) =1
J(pg,v) =3 0 se Fw* € Clps) | Ya € AWT), J(a,v) =0
¢ c.c.

onde J(a,v) é a interpretagdo do atomo « sob a valoracao v e depende da teoria ¥.
Da mesma forma que no contexto booleano, podemos definir um problema computa-
cional de decisao no qual queremos saber se uma dada féormula SMT possui ou nao um

modelo.

Definicao 3.13 O problema computacional da Satisfatibilidade Moédulo Teoria é

dado por:

Satisfatibilidade Mdodulo Teoria (SMT)

Entrada: formula SMT os.

Saida: modelo v de ps, se tal modelo existir, ou insatisfativel.

Neste trabalho vamos apresentar trés abordagens para resolver SMT. Duas delas,
definidas a seguir, sao as mais utilizadas pelos resolvedores SMT e fazem uso de um
resolvedor SAT para resolver parte ou toda a férmula. A terceira abordagem ¢é apresentada

no capitulo 4, implementada no método iSAT [17] sob a teoria Algebra Intervalar.

e Abordagem Ansiosa:

Nessa abordagem transformamos a formula SMT de entrada em uma férmula boo-
leana equivalente e a resolvemos utilizando um resolvedor SAT. Essa transformagao
¢é altamente dependente das teorias que estao sendo utilizadas e sua implementacao

deve ser especifica a cada teoria de interesse.
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Nao ¢ utilizada na prética, pois mesmo para teorias mais simples é mais eficiente
fazer uso das proprias caracteristicas das clausulas (cardinalidade, eliminagao de va-
riaveis, clausula unitéria, entre outras) do que gerar a formula booleana equivalente.
Abordagem Preguigosa:
Seja ¢ uma formula SMT da forma

m Ny

Yz = /\\/aij

j=1i=1

Podemos associar a cada dtomo o;; um literal #;; e reescrever ¢ da forma

m Ty m Ny
g = AV A\ A o
j=1li=1 Jj=1i=1
N—— - v/
¥ Pl

Assim, temos duas subférmulas ¢ e %, onde ¢ ¢ uma férmula booleana e % ¢ uma
conjuncao de dtomos sobre T. Entao, podemos resolver o problema utilizando dois
métodos complementares: um resolvedor SAT, responsavel pela estrutura booleana,
enumerando dtomos cuja conjunc¢ao deve ser satisfativel, e um resolvedor especifico
da teoria ¥, que verificara a satisfatibilidade da conjun¢ao de atomos selecionados

pelo resolvedor SAT.

Os dois resolvedores se comunicam, indicando a consisténcia booleana e teoérica da

formula.

Exemplo 3.1 Seja ogp; uma formula SMT sobre a teoria Equagoes de Fungoes

Indefinidas:

)

prrr = (gla) = ¢) A (flo(@) £ 1) V gla) = d) A (¢£d

T —xr2 xs3 x4



36

Pela abordagem preguicosa, extraimos uma férmula booleana ¢ de gy tal que

o= (1) A (mxo V 3) A (—24)

Dada ¢ como entrada, um resolvedor SAT retorna, por exemplo, o modelo v(z;) =
1, v(zg) = 0 e v(zg) = 0. O resolvedor especifico da teoria, entdo, analisa a
conjuncao de atomos referentes ao modelo encontrado pelo resolvedor SAT, g(a) =
c A f(g(a)) # f(c) A e # d, e retorna inconsistente, forgando o resolvedor SAT a
procurar outro modelo para ¢. Este encontra um novo modelo v(z;) = 1, v(xq) = 1,
v(zs) =1 e v(xy) =0 e o retorna ao resolvedor da teoria. No entanto, a conjungao
gla)=cA f(g(a)) = f(c) Ng(a) = d A ¢ # d também é inconsistente. Por fim, nao

existem mais modelos para ¢ e, portanto, prr; é insatisfativel.
O

Inferéncias booleanas ou teodricas também ocorrem nessa abordagem. Por exemplo,
o resolvedor da teoria pode informar ao resolvedor SAT que um determinado atomo
(literal) deve ser verdadeiro para garantir a satisfatibilidade da férmula. Aprendi-

zado de novos atomos também pode ser implementado.

Além disso, a combinacao de diversas teorias é comumente utilizada na construcao
de uma férmula. Isto exige resolvedores especificos a todas as teorias adjacentes,
contudo, permitindo modelagens mais expressivas e a utilizacao de técnicas como
o fortalecimento, que adiciona a féormula dtomos sobre novas teorias durante sua
execucao. Essa técnica pode ser utilizada, por exemplo, na representacao de fungoes

objetivo e limitantes globais de valores 6timos, tteis nos problemas de otimizacao.

Alguns exemplos de resolvedores para a teoria Aritmética Linear sao apresentados
em [15] e [19] . No primeiro, um método Simplex modificado ¢ implementado,
utilizando um tableau que é atualizado em cada interacao com o resolvedor SAT,
adicionando e removendo restrigoes lineares. Ja em [19], é apresentado um resolvedor
para o dominio dos niimeros inteiros, relaxando a féormula de entrada e utilizando um

resolvedor de Aritmética Linear, como o Simplex, e, por fim, aplicando um método
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de ramificacao e poda sobre as variaveis valoradas com niimeros nao inteiros.

3.3 Consideracoes

Neste capitulo apresentamos dois problemas de satisfacao de restrigoes sobre férmulas
logicas: SAT e SMT. Ambas possuem solugoes inteligentes que visam contornar o pior
caso, que demanda tempo de processamento exponencial. No proximo capitulo, vamos
apresentar alguns problemas relacionados a intervalos cuja estrutura e solucao possui
varias semelhancas com os dois problemas aqui definidos.

Dessa forma, tanto as técnicas implementadas em resolvedores SAT baseados no DPLL
quanto os proprios conceitos de valoracgao, interpretacao, modelo e satisfatibilidade podem
ser estendidos de forma natural & algebra intervalar, facilitando e otimizando os algoritmos

intervalares.
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CAPITULO 4

PROBLEMAS INTERVALARES

“If knowledge can create problems, it is not

through ignorance that we can solve them.’

(Isaac Asimov)

Uma vez definidos os intervalos, suas operacoes e a consisténcia intervalar, somos
capazes de construir sistemas de restrigoes sobre ntmeros aproximados, adequando as
representagoes matematicas dos problemas reais a um formalismo no qual os niimeros tém
aproximacoes dindmicas. Dessa forma, podemos obter uma versao intervalar de problemas
como a Programacao Nao Linear ou a Satisfatibilidade Médulo Teoria, garantindo que
os intervalos dos problemas sao sempre consistentes sob alguma consisténcia intervalar
definida.

Neste capitulo, vamos mostrar como a consisténcia intervalar é capaz de garantir que
os intervalos de um conjunto de restri¢goes representem aproximacoes que satisfacam essas
restricoes também no contexto dos niimeros reais e como podemos utiliza-la para excluir
aproximacoes que nao pertencem as solugoes possiveis. Em seguida, vamos apresentar
trés problemas intervalares: a Satisfatibilidade Intervalar, na qual queremos encontrar
um conjunto de varidveis que satisfacam uma conjuncao de restrigoes; a Satisfatibilidade
Modulo Algebra Intervalar, na qual a combinacdo de restricoes a ser satisfeita é uma
conjuncao de disjuncgoes de restrigoes e, finalmente, a Existéncia de Valoragao Degenerada,
na qual queremos garantir que os intervalos definidos contém aproximacgoes que compoe,

de fato, uma solucao para o problema nos ntmeros reais.

Independente da consisténcia intervalar aplicada ao problema, podemos facilmente

encontrar um conjunto de variaveis que satisfaca uma dada restri¢ao intervalar R. Observe
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que se os intervalos nao tém restrigoes sobre seus limitantes ou comprimento, encontrar
tal conjunto é trivial. Por exemplo, a restricdo R = (X < Y + Z) é satisfeita para
X=Y =27Z=(]—00,00]).

Na maioria dos casos, estamos interessados na solu¢ao com intervalos de comprimento
maximo, para nao excluir quaisquer valores reais capazes de satisfazer as restrigoes dadas.
No exemplo acima, os intervalos X = ([2,2]), Y = ([1,1]) e Z = ([1, 1]) também satisfazem
R, no entanto, existe uma infinidade de solu¢oes nao representadas por esses intervalos.
Nesse caso, a solugdo X =Y = Z = ([—00, ¢]) é realmente a mais correta.

Quando a modelagem apresenta restrigoes sobre os intervalos de forma isolada, nao
basta encontrar um conjunto qualquer de variaveis que satisfaca R, mas também que

satisfaca as restrigoes sobre cada intervalo.

Exemplo 4.1 Suponha que, além da restricio R = (X < Y + Z), existam também as

sequintes restrigoes sobre os intervalos:

X C [2,5]
Y C[-1,2]
ZC[-1,2]

Os multi-intervalos de comprimento méaximo que satisfazem as restrigoes acima sao
X ={(2,5)), Y = ([-1,2]) e Z = ([-1,2]). No entanto, a restrigao X < Y + Z nao é
satisfeita, pois X nao é consistente com o multi-intervalo Y + Z ([2,5] Z [—2,4]). Se X
“assumir” qualquer valor maior que 4, nao existirao y e z tais que z = y + 2. Portanto,
x € X | x > 4 néo faz parte do conjunto solugao.

Como nao podemos expandir o intervalo Y +Z, pois Y e Z jé sao os multi-intervalos de
comprimento maximo que satisfazem as restri¢oes sobre os intervalos, temos que refinar X,
obtendo X = ([2,4]). Repare que esse é o menor refinamento de X que podemos obter; do
contrario, estarfamos perdendo solugoes (por exemplo, se X = ([2,4)) perdemos a solugao
na qual X representa o valor real 4, que satisfaz todas as restrigoes).

Ainda assim, a restricio R nao é satisfeita, pois, embora X C Y + Z, a condicao
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Y C X — Z nao é verificada (([—1,2]) € [0,5]). Da mesma forma, temos que escolher um
refinamento de Y consistente com X — Z. Para Y = ([0, 2]) essa restrigdo ¢ satisfeita, no

entanto, Z C X — Y néo o é, forgando o refinamento de Z para Z = ([0, 2]).

XCY+Z & ([2,4]) C{0,2]+10,2]) < {[2,4]) C ([0,4])
YCX-Z & (0,2)C(24-[02) & ([0,2)C (0,4

ZCX-Y & (02)C(24-[0.2) = (0,2)C(o.4)
Portanto, para X = ([2,4]), Y = ([0,2]) e Z = ([0, 2]):

(XC25)A (Y C[-1L2)A(ZC[-1,2) A X <Y +2)

Pela construcao do exemplo, notamos que nenhuma solucao foi excluida, pois obtemos
cada multi-intervalo excluindo os valores que nao pertenciam ao resultado das operacoes
sobre os intervalos restantes. Mais especificamente, sejam Xy, = [2,5], Yy = [-1,2] e
Zy = [—1,2] as restrigoes sobre os multi-intervalos X, Y e Z (ou os intervalos iniciais). No

exemplo anterior, obtemos

X=Xo\ (Xo\ (Yo+ Zo)) = XoN (Yo+ %)
Y=Y\ (Yo\(X=2)) =YoN(X-Zo)

Z=2y\(Zo\(X=Y))=ZyN(X=Y)

Definigao 4.1 A func¢ao €.(R, Xy, Yo,Zo) = (X,Y,Z) associa a cada restrigao intervalar

R = (Xx<YoZ) trés multi-intervalos X C Xo, Y C Yo e Z C Zy tais que
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X XoN (Yo 0 Zyp) se ¢ = consisténcia no arco
XoN([YooZo|l)  sec= consisténcia na envoltdria
;
v Yo N (XeZy) se ¢ = consisténcia no arco
Yo N (||X ®Zgl]) se ¢ = consisténcia na envoltoria
;
. ZyN(X®Y) se ¢ = consisténcia no arco
ZoN([X®Y])  sec= consisténcia na envoltoria
\

Note que se ¢ = consisténcia na envoltdria, entdo os multi-intervalos resultantes (X,

Y, Z) sao, de fato, intervalos.

Teorema 4.1 Dada uma restri¢ao intervalar R = (X <Y oZ) e trés multi-intervalos X,

Yo € Zy, os intervalos € (R, Xo, Yo, Zo) = (X,Y,Z) sao tais que

e Se ¢ = consisténcia no arco, entio X < Yo Z, A C X C Xy, BCY CYye
CC ZCZy, para todo A C Xy, BC Yy e CC Zy tais que A<XBoC. Isto ¢, X, Y e

Z sao os refinamentos de Xo, Yo € Zg maximais em R.

e Se ¢ = consisténcia na envoltdria, entdo X < [[Yo Z||, ACX C Xg, BCY CVYje
CCZCZy, para todo A C Xy, BC Yy e CC Z tais que A < ||BoC||. Isto €, X, Y

e Z sao os refinamentos de Xo, Yo e Zg mazimais em || R)|.

Prova: A fungao €, é essencialmente equivalente ao usual contractor para restrigoes
primitivas [17], que permite restringir os dominios das variaveis da restri¢do sem excluir
solugoes, isto é, de forma correta e completa |2, 3].

0J

No caso especifico de X = [0,0], Y = [—00,00] e Z = [0,0], a restrigao X <Y x Z
expressa, intuitivamente, que 0 = y - 0, para algum y € R. No entanto, nos reais, nao
existe y = 8, mas nem por isso 0 = y-0 deixa de ser verdadeiro. Essa propriedade deve ser
mantida nos intervalos e, portanto, como X C Y x 7, asrelagcoesY C X +-ZeZ C X+Y

devem ser verdadeiras (do contrario, teriamos que refinar Z, gerando um intervalo vazio,
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ou Y, excluindo valores de um conjunto de solugoes possiveis, pois a restri¢ao é claramente
verdadeira para todo real). Como Y C X + Z deve ser verdadeira para todo Y, entao
X+Z =10,0]+[0,0] = [—o00, oc], justificando a defini¢do da divisdo por zero, apresentada

no capitulo 2.

4.1 Satisfatibilidade Intervalar

No problema SAT queremos encontrar um conjunto de valores booleanos que satisfaga
uma dada férmula também booleana. Podemos interpretar esse problema como uma
conjuncao de restrigoes (clausulas) sobre variaveis booleanas que deve ser satisfeita pelas
variaveis definidas. De modo geral, nos problemas de satisfagao de restrigoes, queremos
verificar se uma dada conjungao de restricoes pode ser satisfeita por alguma valoragao as
varidveis do problema.

Do mesmo modo, vamos definir um problema no qual queremos encontrar intervalos
que satisfacam uma conjuncao de restri¢oes intervalares algébricas e primitivas. Adicio-
nalmente, os intervalos devem ser refinamentos de intervalos iniciais dados e apresentar

uma precisao minima preestabelecida.

Definicao 4.2 Uma formula intervalar ® é uma conjungao de restri¢oes intervalares.

Assim como nas férmulas booleanas e SMT, vamos definir que:

o A(®) é o conjunto de restrigoes (ou atomos) da formula ®;

e V(®) = Upea@) V(R) é o conjunto de varidveis da formula 9.
Definicao 4.3 A formula ® = @ ¢ a formula vazia, tal que A(®) = V(P) = 0.

Quando representamos um problema com restri¢oes intervalares, temos que especificar

trés argumentos principais:
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e conjunto de restricoes intervalares: uma féormula intervalar ® que modela as restri-

¢oes entre os intervalos do problema;

e conjunto de restricoes sobre os intervalos: uma conjuncao de restrigcoes da forma

X C [ax,bx] ou ¢(X) < ¢, onde X € V(®), [ax,bx] é um intervalo inicial e € € R;

e consisténcia intervalar: definicao da satisfacao das restrigoes, que pode ser con-
sisténcia no arco, se as restricoes de ® devem ser satisfeitas, ou consisténcia na

envoltoria, se um relaxamento das restricoes de ® devem ser satisfeitas.

Vamos estender os conceitos de valoragao, interpretacao e modelo também para va-
ridveis intervalares, afim de facilitar a descri¢cao dos algoritmos posteriores. Assim, temos
que uma valoragao v : V(®) — M é uma funcdo parcial que associa a cada variavel de
uma dada férmula ¢ no maximo um valor de seu dominio.

Podemos especificar a conjuncao de restrigdes da forma X C [ay, bx| por uma valora-
¢ao inicial vy que associa a cada variavel X € V(®) no méaximo um intervalo constante
lax,bx] € I. Além disso, vamos utilizar uma valoragao corrente v : V(®) — M como
resposta da modelagem intervalar, isto é, a definigdo de cada multi-intervalo X € V(®)

sobre os conjuntos de restricoes dados.

Definicao 4.4 Uma valoragao v € dita um refinamento da valoragdo vy, denotada por
v C g se VX € V(P),v(X) C vy(X). Nesse caso, também dizemos que vy € uma expansao

de v.

Para fins de notagao, utilizando o conceito de valoragao, vamos abreviar por € (R, v)
a funcao € (R, v(X),v(Y),v(Z)) tal que R = (X <Y oZ).
A interpretacao de uma férmula intervalar ® sob um erro €, uma consisténcia intervalar

¢, uma valoragao corrente v e uma inicial vy é dada por
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0 se IXeV(®)|vX)=10

1 se VXeV(P):ce(v(X)<e e
I(®,v,v0,€,¢) = VR e A(®): J(R,v,¢)=1c¢
v C vy

O c.c.

\
A interpretagao de uma restricio R = (X < Y o Z) sob uma consisténcia intervalar ¢ é
dada por

v(X) <v(Y)owv(Z)  sec= consisténcia no arco

J(R,v,¢) =
v(X) < |lu(Y)owv(Z)|]]  se ¢ = consisténcia na envoltéria

E, da mesma maneira, uma valoracao v é dita um modelo da férmula ® com erro ¢,

valoragao inicial vy e consisténcia ¢ se J(P, v, vy, €,¢) = 1.

Definicao 4.5 Uma valoragao v € dita consistente em ¢ com a formula ® se VR €

A(®) : J(R,v,¢) = 1.

Definicao 4.6 O problema computacional da Satisfatibilidade Intervalar é dado por:

Satisfatibilidade Intervalar (SATI)

Entrada: formula intervalar ®, valora¢ao inicial vy, erro de aproximacao € e
consisténcia intervalar c.

Saida: modelo v de ®, se tal modelo existir, ou insatisfativel.

O erro € > 0 impede que alguma valoracao que satisfaca todas as restricoes, embora
com uma precisao muito pequena, seja uma resposta para o problema. A valoracgao inicial
vp serve tanto para restringir o espago de possiveis solugoes para o problema quanto
para modelar restrigoes de limites superior e inferior de cada variavel. Por este motivo,
a interpretacao foi definida de forma que apenas os refinamentos dos intervalos dados
como entrada podem ser modelos para a formula, pois, do contrario, essas restrigoes de

limitantes nao seriam satisfeitas.
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Em 1997, van Hentenryck propds um método de ramificagao e poda para o problema
SATTI [32]. Esse método, descrito pelo algoritmo 2, aplica a consisténcia intervalar sobre o
conjunto de restri¢oes, obtendo uma valoracao consistente. Se a valoragao obtida nao for
suficiente para a solugao do problema, isto é, algum intervalo tiver comprimento maior
que o minimo estabelecido, entao esse intervalo é particionado, gerando dois subproblemas

com novas valoragoes iniciais.

Algoritmo 2: SATI Ramificacao e Poda (SATIgp)
Entrada: (P, v, €, ¢)

Saida: modelo v de ® ou insatisfativel

1 para todo X € V(®) | vy(X) = ¢ faga

N

‘ Vg < vg U (X' [—00,0])
3 fim
4 v < consistencia(P, vy, ¢)

5 se J(P,v,vg, € ¢) =1 entao

retorna v
7 fim
8 se J(®,v, vy, ¢ ¢) =0 entao

retorna insatisfativel

10 fim

11 X < escolhe(V(®), v, ¢)

12 (U, V") < ramifica(X,v)
13 ¢ < SATIRp(P, 0 €, ¢)

14 se ¢ # insatisfativel entao
15 retorna ¢

16 fim

17 retorna SATIgp (P, 0" €, ¢)

Primeiramente, todos os intervalos nao valorados sdo valorados com [—o0, 0], repre-
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sentando qualquer valor real. Em seguida, obtemos um refinamento v da valoracao inicial
vg aplicando a consisténcia intervalar sobre a féormula ®. A valoracao v é obtida pelo
método consistencia(®, vy, ¢), descrito simplificadamente pelo algoritmo 3. Esse método
aplica a funcao €, em toda restrigao R € A(P). Como o refinamento de um multi-intervalo
X pode tornar as demais restricoes insatisfativeis, temos que repetir o processo continua-
mente, até obter uma valoragao consistente sobre todas as restri¢goes. Embora o algoritmo
3 demande um tempo de processamento linear no tamanho da féormula se cada variavel
aparecer em apenas uma restrigao [2|, sua execu¢ao pode nao terminar para algumas clas-
ses de formulas intervalares [10]. Em [16] foram propostas algumas regras de propagagao
de intervalos capazes de evitar o tempo de processamento infinito para a grande maioria
das formulas e em [18] encontramos uma nova consisténcia intervalar (consisténcia de
caiza), ainda mais forte que a consisténcia no arco, implementada através de ramificagdes

e validada em diversos problemas amostra (toy problems).

Algoritmo 3: Consisténcia Intervalar (consistencia)
Entrada: (9, v, )

Saida: valoracao v consistente com ®
1 V4
2 para todo R = (X <Y oZ) e A(?) | J(R,v,c) =0 faga
3 (X, Y, Z')  €(R,v)
4 | vev U X=X)
5 vev U (Y—Y)

6 | vev U (Z—7)

7 fim

8 retorna v

Em seguida verificamos se a valoracao encontrada v é um modelo para ®. Caso nao
seja, e nem torne a formula insatisfativel, escolhemos uma variavel X € V(@) tal que
c(v(X)) > €, pelo procedimento escolhe(V(®),v,¢).

Finalmente, pelo procedimento ramifica(X,v), geramos duas valoragoes v’ e v” tais
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que, se v(X) € I e seus limitantes inferior e superior sao, respectivamente, x e T, entao

v U X[z, k) ser(v(X)=1
v U (X (z,k]) seT(v(X)=0

v U X (k7)) sem(v(X) =1

v U X (k7)) sem(v(X)=0

Geralmente, k ¢ obtido calculando-se a mediana do intervalo v(X) ou utilizando o

método de Newton |2].

Se v(X) ¢ I, entao v(X) = (Xq,...,X,) e as valoragoes geradas sao tais que

v=0v U (X—= (Xq,..., X))

V'=v U (X (Xps1,..., X))

n
onde k = L§J

O algoritmo 2 compartilha a mesma estrutura do DPLL (algoritmo 1), diferenciando

nos seguintes aspectos:

e Enquanto no DPLL uma nova valoracao pode ser inferida por clausula unitaria e

literal puro, no SATIgp ela pode ser inferida aplicando-se a consiténcia intervalar;

e No SATIip, mesmo as variaveis ja valoradas podem ser escolhidas para realizar a

ramificacao, o que nao ocorre no DPLL;

e O método ramifica(X,v) decide qual o conjunto imagem para a variavel X sobre
a valoracao v. No DPLL, esse método nao se faz necessario, pois, para qualquer

variavel booleana, o conjunto imagem ¢ fixo (0 ou 1).

Como o algoritmo 3 é completo, pela completude da fun¢ao €, (teorema 4.1), e uma
arvore de busca é construida pela ramificacao de forma que todos os ramos sao executados

recursivamente, entao o algoritmo proposto por van Hentenryck também é completo.
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No entanto, se o erro ¢ dado na entrada for nulo, nao é garantido que a execugao de
SATIgp termine, pois o método de ramificagao, geralmente pelo ponto médio do intervalo,
¢ incapaz de gerar intervalos degenerados.

Além deste algoritmo, em [28] é apresentada uma versao do método Simplex capaz de
trabalhar com variaveis intervalares. Ainda em [24], temos um detalhamento mais conciso

do método de ramificagao e poda aplicado ao problema da Satisfatibilidade Intervalar.

4.2 Satisfatibilidade Moédulo Algebra Intervalar

Além da satisfatibilidade de féormulas intervalares, existe a necessidade da represen-
tacao de determinados problemas, como sistemas hibridos ou méquinas de estados, por
uma combinacao complexa de restrigoes intervalares. Tais formulas podem ser escritas
como uma conjuncao de disjuncoes de restri¢coes por métodos de transformacao na forma
normal clausal [29]. Como j& definido, essa representagdo ¢ chamada Satisfatibilidade
Modulo Teoria; nesse caso, a teoria Algebra Intervalar.

Existem resolvedores SMT que implementam a abordagem preguicosa e sao capazes
de encontrar modelos de tais formulas |6, 12]. Técnicas como a ramificacao em demanda
[1] ou ramifica¢do dindmica [22| s@o uteis na resolu¢ao de tais problemas. No entanto,
além de que tais resolvedores sdo especialistas em problemas no dominio dos reais (e nao
especificamente intervalares), o método iSAT, apresentado em [17], obteve melhores resul-
tados em comparacao com alguns resolvedores SMT da época. Essa terceira abordagem
para resolver SMT consiste na integracao completa do resolvedor SAT com o resolvedor
da teoria, gerenciando d&tomos e intervalos.

Inspirados pela semelhanca entre os algoritmos DPLL e SATIgp, Franzle, Herde e
Teige propuseram, em [17], um método para encontrar modelos de formulas SMT sobre
a teoria Algebra Intervalar, incluindo funcdes transcedentais.

Dada uma férmula SMT sobre restrigoes intervalares g, o algoritmo 4 implementa
uma ramificacao e poda baseada no DPLL, propagando os intervalos de variaveis de-
cididas e inferidas. Esse processo integra uma enumeracao de possiveis problemas de

Satisfatibilidade Intervalar (semelhante ao que os resolvedores SAT fazem) e a verifica¢ao
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da satisfatibilidade de cada problema enumerado (como no algoritmo 2).

Como se trata de uma formula SMT, a interpretacao de ¢y é diferente da apresen-

tada neste capitulo para féormulas intervalares, assemelhando-se mais a interpretacao de

formulas SMT:

j(gpﬂa v, Vo, €, C) =

p

\

0
1

O

se  Jwle C(ygr) | VR € A(Wh) : 3X € V(R) tal que v(X) =0
se Ve C(gr):IReW | J(R,v,c)=1eVXeEV(R):
c(v(X)) <e e v(X) Cvy(X)

C.C.

A consiténcia intervalar ¢ utilizada no iSAT ¢é a consisténcia na envoltoria e, portanto,

podemos definir todas as variaveis como intervalos, nao sendo necessario a utilizacao de

multi-intervalos.
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Algoritmo 4: iSAT
Entrada: (¢, vo, €)

Saida: modelo v de ¢5 ou insatisfativel

1 para todo X € V(pg) | vo(X) = ¢ faga

2 vg — vg U (X = [—00, 00])

3 fim

4 ¢ < consisténcia na envoltoria

5 U4 U

6 para todo w' € C(pp) | unitaria(w',v,¢) = R=(X <Y oZ) e J(R,v,¢c) =0 faga

7 (XY, Z") «+ €(R,v)

8 vev U (X —X)

9 vev U (Y=Y
(

10 vieov U (22

11 fim
12 se J(¢r, v, vg, €,¢) = 1 entao

13 retorna v

14 fim
15 se J(pr, v, v, €,¢) = 0 entao

16

retorna insatisfativel
17 fim

18 X < escolhe(V (¢1),v,€)
19 (V' 0") < ramifica(X,v)
20 ¢ < iISAT (¢y, 0, €)

21 se ¢ # insatisfativel entao
22 retorna ¢

23 fim

24 retorna iSAT(pr, 0", €)

Esse algoritmo adiciona ao SATIgp uma verificagao de clausula unitaria, como ocorre

no DPLL. A defini¢ao de clausula unitaria nesse contexto difere da defini¢ao usual. Dada
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I I

uma clausula sobre atomos intervalares w' e uma valoragdo v, a fungao unitaria(w", v, )
verifica se existe no maximo um atomo em w' sob a valoracao v no qual, aplicada a

consisténcia intervalar, nao sao gerados intervalos vazios.

R se 3JRe AWh | VS € A(WH \ {R}: €(S,v) = (0,0,0)
O c.c.

unitaria(w', v, ¢) =

A cada passo o algoritmo verifica se existe alguma clausula unitaria w' € C(py). Se
existir, entdao ou existe um tinico 4tomo R nao falso sob a valoracao v em w' (o qual deve
ser satisfeito, aplicando-se a funcao €, e atualizando a valora¢do v) ou todos os atomos
sao falsos sob v. Nesse ultimo caso, forcamos a aplicacao da consisténcia intervalar em
algum atomo falso de w!, gerando intervalos vazios. Assim, o condicional da linha 13
verificarda que a férmula é insatisfativel, pois existe uma clausula cujos atomos sao todos
falsos. A completude desse corte é garantida pelo fato de que tanto a funcao €, quanto a
ramificagao de intervalos gera refinamentos dos intervalos originais e, assim, nunca seria
possivel encontrar uma nova valoragao consistente. E importante observar que aplicar a
consisténcia sobre qualquer restricao R pode tornar outros atomos, mesmo que de outras
clausulas, inconsistentes, sendo necessario nova verificagao de clausulas unitarias.

A estratégia de aplicar a consisténcia apenas sobre clausulas unitarias garante excluir
alguns atomos durante a execucao do algoritmo, enumerando conjuncoes de restrigoes
candidatas & um modelo. Além disso, se uma clausula nao é unitaria, a aplicacao da
fungao €, pode excluir solugoes, perdendo a completude do algoritmo.

Assim como no DPLL, esse algoritmo é implementado utilizando técnicas de apren-
dizado e retrocesso nao cronologico. Quando um conflito é encontrado, os dtomos confli-
tantes sao analisados (utilizando o grafo de implicagao) e uma nova clausula é aprendida,
desfazendo as valoragoes mais recentes até que essa clausula se torne verdadeira. Essa
integragdo permite utilizar as vérias técnicas implementadas em resolvedores SAT, ga-

nhando desempenho em comparacao aos resolvedores puramente SMT.
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Exemplo 4.2 Seja (¢1,v0,€) uma instancia SMT tal que pp = W} A wh A wi A wj A wl:

wi=(X<H+Z VvV Y<H,+7Z VvV BxCi+Z2)
wy=(B=xCo+Z V A <X ACs)
wy=(BxCy+Z V Ay=xCyxY)
wy=(BxCy+Z V A3x A+ A)

O erro € € qualquer e a valoracao inicial vy € dada por:

vo(X) = [-2,00] vo(Hz) = [-00,0] vo(C2) = [0,0]

v(Y) = [4,o] vo(Hz) = [6.2,00] vo(Cs3) = [2,2]

vo(Hy) = (4,00] vo(Cr) = [11] vo(Cy) = [-2,-2]
vo(Z) = [0,0]

Pela execugao de iSAT (i, vo, €), inicialmente, valoramos todas as variaveis sem valor
definido: vy(B) = vo(A1) = vo(Az) = vo(A3) = [—00,00]. Em seguida, definimos uma
valoragdo v = vy (linha 5) e iniciamos o processo de verificacao de clausula unitaria.

Na clausula w] temos que unitaria(w}, v, c) = O, pois existem duas restrigoes nas quais

a aplicacao da consisténcia intervalar nao gera intervalos vazios:

C(X = Hy + Z,0) = (v(X) 0 Ju(H) + 0(Z)]) = [2,00] 0| (4, 00] + [0, 0] | = (4, oc],
v(H1) N ]|(4,00] = v(Z)]| = (4, 00] N |(4, 00] — [0,0]]| = (4, o0,
v(Z) 1|(4, 00] = (4,00 = [0,0] (V]| (4, 00] — (4, 00| = [0,0])

CY = Hy+ Z,0) = (v(Y) 1 [o(Hy) + v(Z)]| = [4, 00] N [|[=00, 0] + [0,0]]| = 0.
o(Ho) N[0~ o(Z)] = [~00,0] N |18 - [0,0]]] = 0,

v(2)N 0~ 0] = [0.0] N [0 - 0] = 0)
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€(B = Cy+ Z,0) = (0(B) N [[o(Ch) + v(Z)]| = [=00,00] N|[1,1] + [0,0]]| = [1,1],
o(C) N L1 = o(2)] = 1,1 AL, 1] - [0, 0]] = [1, 1),

v(Z) N I[1, 1] = (L]l = [0, 0] N I[1, 1] = [1, ][] = [0,0])
O mesmo ocorre nas demais clausulas, pois, omitindo os célculos intermediarios, obtemos:

C(B = Cy+ Z,v) = m%mmmm)

C(A; = X A Cy,v) = ([0, 00], [~2, 0], [2, 2])

C(Ay = Cy x Y, 0) = ([~00, 8], [~2, —2], [4, oo])

€c(143 = Al + AQa'U)

Il
e N N N

[—00, 0], [—00, 00], [—00, oo])

umxm+zm:mz@%z@mm)

Dessa forma, nenhuma clausula é unitaria e a execu¢ao de iSAT(¢r, vo, €) segue para a
verificagao da interpretacao da férmula sob a valoragao corrente v. Como todos os d&tomos
da clausula w3, por exemplo, nao sao satisfeitos, pois v(B) € ||v(Cy) + v(Z)| e v(A4;)
|v(X) A v(C5)|| entao I(r, v, v, €, ¢) # 1. Por outro lado, como VX € V(¢y) : v(X) # 0,
entao J(¢r, v, vo, €, ¢) # 0.

Finalmente, suponha que escolhemos a variavel X e geramos duas novas valoragoes
vV=0v U (X —[-23)ev=v U (X — (3,x]), executando uma nova instancia
iISAT (¢r, v, €).

Nessa nova execucao, definimos v = v’ e iniciamos novamente o processo de verificacao
de clausula unitaria.

Agora, a clausula w] ¢ unitaria e unitaria(w},v,¢) = (B < Cy + Z), pois todas as
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outras restricao geram intervalos vazios com a aplicacao da consisténcia intervalar:

C(X = Hy +Z,0) = (1,0,0)
ey = Hy+ Z,0) = (0,0,0)

C(B=Cy+Z,v) = ([1, 1],[1,1], [0,0])

Pelo algoritmo, entramos no laco da linha 7 e atualizamos a valoracao corrente, obtendo

v(X) = [-23 v(Hs) = [6.2,00] v(dr) = [-00,00]
oY) = [4,09 v(C) = [L1] v(Az) = [-00, 0]
v(B) = [L1] v(C) = [0,0] v(43) = [-00, 0]
v(Hy) = (4,09 v(Cs) = [2,2] v(Z) = [0,0]
v(Hy) = [-00,0] v(Cy) = [-2,-2]

Note que a tnica forma de ¢ ser satisfativel é que pelo menos um atomo de cada
clausula seja satisfeito por intervalos nao vazios. Como apenas a restricao B < C + Z
da clausula w! poderia ser satisfeita por intervalos nao vazios, tornamos ela verdadeira,
aplicando a consisténcia intervalar e obtendo uma nova valoracao consistente.

Ainda no lago, verificamos que unitaria(ws, v, c) = (A; < X A C3), pois

e(B = Cy+Z,0) = (,0,0)

C(Ar = X A Cy,v) = ([0, 9,[-2,3], 2, 2])

Novamente atualizamos a valoragao, de forma que v(4;) = [0,9]. Como A; ¢ V(wi),
entdo as duas primeiras cldusulas continuam satisfeitas por v. Agora a cldusula w; ¢

unitéria e unitaria(ws, v, ¢) = (Ay < Cy X Y'), pois

¢(B = Cy+Z,0) = (0,0,0)

C(Ay = Cy X Y, 0) = <[—oo, 8], -2, 2], [4, oo])

Portanto, v(Ay) = [—00, —8] e a proxima clausula também torna-se unitéria, pois
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unitaria(wl, v, ¢) = (A3 < A} + Ay).

¢(B = Cy+ Z,v) = (0,0,0)

€ (As = Ay + Ag,v) = ([-00,1,[0,9], [~00, —8])

Finalmente, obtemos a seguinte valoragio, sob a qual as clausulas w!, o, Wl e o sdo
satisfeitas.
o(X) = [<2,3] o(Hy) = [6.2,00) w(A) = [0,9]
oY) = [4,0q] v(C) = [L1] v(A2) = [-00,-8]
v(B) = [L1] v(Cy) = [0,0] v(4;) = [-oo,1]
v(Hy) = (4,00] v(Cs) = [2,2] v(Z) = 10,0]
v(Hy) = [-00,0] v(Cy) = [-2,-2]

A clausula w; restante também ¢ unitaria, pois

¢(B =G+ Z,v) = (0,0,0)

C(Hs = Ag + Z,0) = (@, 0, (2))

No entanto, todas as restri¢oes geram intervalos vazios. Se escolhessemos qualquer variavel
e realizassemos uma ramificagao, continuarfamos com esse conflito. Mas como aqui wg é
unitaria entdo o algoritmo valora, por exemplo, v(A43z) =0, v(Cy) =0 e v(Cy) = 0.

Com essa nova valoracao as demais clausulas tornam-se unitérias e, ao final, todas as
variaveis sdo valoradas vazias. Finalmente, saimos do lago (pois VR € A(yy) : J(R, v, ¢) =
1) e iSAT(¢y, V', €) retorna insatisfativel.

Voltando na execugao de iSAT ¢y, vg, €) temos que ¢ = iSAT (¢, V', €) = insatisfativel

e o algoritmo retorna iISAT (g, v”, €), cuja valoragao inicial é dada por vy = v” tal que



v(X) = (3,0q] vo(Hz) = [6.2,00] vo(41) = [—o0,00]
v(Y) = [4,0] vo(Ch) = [L1] vo(Az) = [-00, 0]
vw(B) = [—00,0q] vo(C2) = [0,0] vo(A43) = [—o0,00]
vo(H1) = (4,00] vo(Cs) = [2,2] v(Z) = 1[0,0]
vo(Hz) = [—00,0] vo(Cy) = [-2,-2]

Nessa execucao, nenhuma clausula é unitaria, pois

uXxm+zm:(mm@a¢m®

¢.(Y = Hy+ Z,v)

0,0,0)
[1,1],(1,1), 0,0])

m%mmmm)

Q:C(B = Cl + Z, ’U)

QC(B = CQ + Z, ’U)

Qc(Al =X A Cg,'U)

0,00], (3, 5], [2,2])

Q:C<A2 = C4 X Y, ’U)

(oo, —8], [~2, —2], [4, oo])

A~/ N 7~ N -7 N -7 N -7 N -7 N 7N /N

C (A3 < Ay + Ag,v) [—00, 0], [—00, 00], [—00, oo])

umxm+zm:mz@%z@mm)

E ainda J(¢r,v,v" €,¢) = O, realizando mais uma ramificagdo. Nesse caso, suponha
que X seja novamente escolhida e obtemos duas valoragoes v/ = vy U (X — (3,4]) e
v =vy U (X — (4,00]), executando iSAT (¢r, V', €).

Finalmente, a primeira clausula torna-se unitéaria e valoramos v(B) = [1, 1].

C(X = My + Z,0) = (0,0,0)
ey = Hy+ Z,0) = (0,0,0)

quq+zm:QLm@mmm>

Como € (B =< Cy+ 7)) = ((Z), 0, (Z)), as demais clausulas tornam-se unitarias e atualizamos
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a valoracao corrente:

v(Ay) = [0,16] pois €A1 = X A Cy,v) = ([0, 16], (3, 4], [2, 2])
v(Az) = [—00,—8]  pois C(Ay < Cy xY,v) = ([—oo, —8],[-2, —2], [4, oo])
v(Ag) = [~00,8]  pois €Ay = Ay + Ag,v) = ([—oo, 8], [0, 16], [—oo, —8])

v(As) = 6.2, 8] pois  C(Hs = Ay + Z,v) = ([6.2, 8], 6.2, 8], [0, 0])

Embora tenhamos atualizado a valoracio para toda clausula unitaria, a clausula wl
inferiu um novo valor & variavel As, previamente valorada. Assim, ainda podem existir
clausulas unitéarias cuja interpretagao é falsa. Observando novamente as clausulas unita-

rias, temos mais duas atualizagoes em v:

v(A;) = [14.2,16] e v(Ay) =[-9.8,8]
pois  @(Ag = Ay + Ay, v) = <[6.2, 8], [0, 16], [~9.8, 8])

u(Y) = [~4,4.9] pois €Ay = Cy X Y, v) = ([—9.8, 8, [~2, —2], [-4, 4.9])

Agora, temos uma valoracao v sobre a qual todas as clausulas sao unitarias, mas seus
atomos satisfeitos. Portanto, saimos do lago e verificamos a interpretacao da férmula ¢y

sob a valoragao corrente dada por

v(X) = (3,4] v(H;) = [6.2,8] v(A) = [14.2,16]
oY) = [-4,4.9] o) = [11] v(Ay) = [-9.8,8]
v(B) = [L1] v(Cy) = [0,0] v(4s) = [6.2,8
v(Hy) = (4,09] v(C;) = [2,2] v(Z) = [0,0]

( (C4)

Hy) = [—00,0] v

Se o erro dado na entrada é € = 0o, essa valoracao ¢ um modelo para a féormula e
o algoritmo retorna v, do contrario, ramificamos alguma variével e prosseguimos com o

método.
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Na pratica, esse algoritmo ¢ implementado de maneira nao recursiva, utilizando uma
pilha para as valoragoes e um grafo de implicagao responsavel por podar ramos inconsis-
tentes. Com isso obtém-se uma eficiéncia superior ao algoritmo recursivo.

Embora aqui apresentamos o iSAT sobre restrigoes e valoragoes intervalares, em [17]
uma outra abordagem é apresentada, na qual os intervalos sao substituidos por variaveis
reais limitadas por restrigoes da féormula. Nesse caso, valorar uma variavel = é equivalente
a adicionar uma nova restrigao da forma x < ¢ a férmula original, onde x € R, ¢ é uma
constante e 1 € {<, <, =, >, >}

O exemplo anterior é apresentado em [17| da seguinte forma: dada uma féormula
pr=(x>4 V y<0 V z?—2y>6.2), queremos encontrar limitantes a,, b, a, e b,
tais que b, —a, <€, by, — a, < € e g seja verdadeira para algum z,y € R. Da mesma
forma, o iSAT utiliza restri¢oes primitivas e, portanto, substitui ¢g por uma férmula
O = WF A WS AW A WE A wE equivalente, tal que

wi=(x>4 VvV y<0 V b
wy=(=b VvV hy =217

wy = (=b V hy=—2y)

onde b € {0, 1} ¢ uma variavel booleana (que pode ser tratada como real se reescrevermos
bporb>1e—bporb<0).

Conseguimos representar esse mesmo problema em SATI definindo intervalos cons-
tantes C1, Co, C3 e Cy tais que vo(Cy) = [1,1],v0(C) = [0,0],v9(C3) = [2,2] e vo(Cy) =
[—2, —2] e intervalos Hy, Hy e H3 que substituem as restri¢goes da forma z < ¢, de forma
que vo(Hy) = (4,00],v9(Hs) = [—00,0] e vg(Hs) = [6.2,00]. Por fim, notemos que ao
invés da clausula (B < Cy; VvV H; < X A (5), adicionamos uma nova variavel Z a

formula original e escrevemos (B < Cy+ Z VvV H; < X A Cs), pois definimos restrigoes
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intervalares apenas na forma X =< Y o Z. Como vy(Z) = [0,0] é o elemento neutro da

adicao, ambas as clausulas sao equivalentes.

4.3 Existéncia de Valoracao Degenerada

Como mencionado na secao 2.3, uma restricao intervalar R pode ser satisfeita por
uma valoragao v e, mesmo assim, suas varidveis nao conterem valores que satisfacam a
restricao R no contexto dos reais. Nesse caso, mesmo que uma férmula ¢y seja satisfativel,
pode nao existir tal conjunto. No entanto, se v(X) é um intervalo degenerado, para todo
X € V(¢1), a satisfatibilidade da formula ¢y é suficiente para garantir a existéncia de um

conjunto de ntimeros reais que satisfaz pelo menos uma restricao de cada clausula de .

Defini¢ao 4.7 Uma valora¢ao o € dita degenerada se o(X) = [z, x] para todo X €

V(er)-

Teorema 4.2 Dada uma instancia SMT (¢, vo, €, ¢) e uma valoragao degenerada o C vy
sobre V(1) tal que I(pr, 0,00, €,¢) = 1, entao existe uma fungao p : I — R que associa a
cada intervalo X € V(R), para todo R € A(er) | J(R,0,¢) = 1, um valor p(X) € o(X)

de forma que

VR=(X=<YoZ)e Algr) | J(R,0,¢) =1:p(X)=p(Y)op(2)

Prova Seja uma formula SMT ¢ e uma valoragao degenerada o tal que J(¢r, 0, vy, €, €)
=1.Seja R=(X=<YoZ) e A(er) | J(R,0,¢) = 1.

Suponha que ¢ = consisténcia no arco. Como J(R, o,¢) = 1, entdo o(X) C (Y )oo(2)
e, pelo teorema 2.1, Vo € 0(X),Jy € 0(Y),Jz € 0(Z) | x = y o z. Como o é degenerada,
entao existem unicos x € o(X), y € o(Y) e z € o(Z) tais que x = y o z, para toda
ocorréncia de X, Y e Z. Logo, a fungao p existe.

Por outro lado, se ¢ = consisténcia na envoltoria, a prova segue analoga ao item
anterior, pois como o ¢é degenerada, ||o(Y) oo (Z)| = o(Y) oo(Z), para qualquer o € U.

O
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Pelo teorema 4.2, se existe uma valoragao degenerada o que satisfaz uma dada féormula
@1, entao também existe um conjunto de valores reais que satisfaz todas as restrigoes
independente da consisténcia utilizada. Assim, nosso problema torna-se encontrar (ou
verificar a existéncia de) uma valoracdo degenerada para a féormula dada.

Pela relagao direta entre intervalos degenerados e niimeros reais, podemos notar que
esse problema se distancia do cenario intervalar, no qual queremos encontrar ntmeros
aproximados, para uma area mais proxima da Programacao Nao Linear usual.

Os algoritmos 2 e 4 nao sao capazes de encontrar uma valoragao degenerada, pois o
método de particionar o intervalo na ramificagao pode fazer com que o algoritmo nunca
termine. No iSAT, no entanto, como os problemas de interesse apresentam caracteristicas
especificas, é possivel definir propriedades que garantem a existéncia de uma solugao
degenerada.

A fim de especificar tais propriedades, vamos adequar a definicao de uma foérmula

fortemente satisfeita, apresentada em [17], & nossa representacao intervalar:

Definicao 4.8 Uma formula o1 € fortemente satisfeita por uma valoracao v se existe
um conjunto ordenado de datomos Q = (Ry, ..., R,) sobre o qual vale as sequintes condi-

¢oes:
1. V' € Clgr) : A(wh) NQ #0;
2. VR =(X=<YoZ)eQ:X£Y,X#Z e X ¢V(R,), para todo j < i;
3. VR =(X=xYoZ)eQ:v(Y)ouv(Z)Cv(X)C |v(Y)ouv(2)|;
4. YReQ:VX € V(R): v(X) #0.

Teorema 4.3 Se uma formula @y € fortemente satisfeita por uma valora¢ao v, entao

existe um refinamento degenerado o de v que satisfaz pi.

Prova  Segue em [17].
O
Podemos adicionar, ao algoritmo 4, um moédulo que verifica se a valoragao corrente v

satisfaz fortemente a formula ¢;. Quando todas as clausulas w' € C(ip) forem unitarias
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e consistentes, definimos um conjunto Q = (R, ..., Rjc(y)) composto pelos dtomos R;
nao falsos de cada clausula, satisfazendo a condi¢ao 1 da definicao 4.8. Em seguida
verificamos se as condig¢oes 2, 3 e 4 também valem e, no caso positivo, definimos uma

valoracao degenerada o da seguinte forma:

parai=1. |Q|, R, =(X; <Y, 0, Z;):

o U (Zim=|z,2]) | z€v(Z) se o(Z)=90

o U Yir[yy)lyeu;) se oY) =90

o C.C.

\

g0 U (X;—a(Y;) o 0(Z))

Essa valoracao existe porque, pela condigao 2, é garantido que, inicialmente, o(X;) = 0.
Se tal condigao nao fosse verdadeira, ndo poderiamos valorar o(X;) = o(Y;) 0; 0(Z;), pois
o(X;) ja poderia ter um valor que satisfizesse uma outra restricao R; tal que X; € V(R;)
e a valoragao o(X;) = o(Y;) o, 0(Z;) tornaria R; ndo satisfeita sobre o (como o resultado
de uma operagao sobre intervalos degenerados ¢ um intervalo degenerado, s6 existe um
valor degenerado para X que satisfaz cada restrigao).

Por outro lado, como o(Z;) C v(Z;), o(Y;) C v(Y;) e, pela condigao 3, v(Y;) o; v(Z;) C
v(Xj;), entdo, pelo teorema 2.1, Vo (Z;),Vo(Y;) : Jo(X;) Cvu(X;) | 0(X;) < o(Y;) 0, 0(Z;).

Como existe pelo menos um atomo em cada clausula satisfeito pela valoragao v, que
por sua vez é um refinamento da valoracao inicial vy, entao a valoracao degenerada o é

um modelo para g

Enquanto encontrar um conjunto de restrigoes {2 que satisfaca a condigao 1 é parti-
cularmente facil, o mesmo nao ocorre com as condig¢oes 2 e 3. No primeiro caso, pode
ser necessario permutar o conjunto €2 afim de obter um conjunto €2’ ordenado segundo

a propriedade 2. Enquanto essas duas condi¢oes tém relagao com a estrutura da for-



mula de entrada, as condi¢oes 3 e 4 dependem da valoragao corrente.

sisténcia na envoltéria garanta que, para toda restricao R =

v(X) C flo(Y)

o v(Z)||, ndo necessariamente v(X) 2 v(Y)
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Embora a con-
(X <Y o Z) consistente,

owv(Z), de forma que somente

em alguns casos teremos uma valoracao que satisfaga fortemente a féormula de entrada.

Exemplo 4.3 (Continuagao do Fz. 4.2) Apds algumas execugoes de iSAT (o1, vo, €), en-

contramos uma valoracao v sob a qual todas as clausulas de @y sao unitdrias e interpre-

tadas verdadeiras:

v(X) = (3,4]
oY) = [-4,4.9]
o(B) = [L1]
o(H) = (4,0
o(i) = [~00,0)

Seja ) o seguinte conjunto de dtomos:

’UHg

Ch

v

>
S

S

c

v

(Hs)
(1)
()
(Cs)
(Cy)

Cy

6.2,9) v(Ay) =

[1,1] v(dz) =

0,0] v(Ag) =

[2,2] v(Z) =
= [-2,-2]

Q= ((BX01+Z),(A1XXACg),(AQXC4XY) (A3AA1+A2) (

[14.2, 16]
(9.8, 8]

= Az + Z))

Esse conjunto satisfaz as duas primeiras condigoes e v satisfaz as condicoes 3 e 4.

Aplicando o método de encontrar a valoragao degenerada descrito por Frénzle, obtemos:

g+ 0
o0
g0
o0
O+ 0
O+ 0

O< 0

(
(
(B
(
(
(

Z — [0,0))
Cr = [1,1))
= (1, 1])

Gy = [2,2])
X > [4,4))

A; — [16,16])

pois
pois
pois
pois
pois

pois

o(Z) =0 e0€v(2)
a(C)=0elev(C)
o(C1) +0(2) = [L,1]
o(C3) =0 e2ev(Cs)
o(X)=0e4decv(X)
o(X) A o(Cs) = [16, 16
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g0 Y +— [4.5,4.5]) pois o

g0 Cy—[-2,-2]) pois o

g0 Ay —[=9,-9]) pois o

g0 Ay —[=9,-9]) pois o
1

g0 Az — [7,7]) pois o

g0 Z —10,0]) pois o

g <0

U
U
U
U
og<—o U
U
U
U (43— [7,7]) pois o(A;) =[7,7]
U

( (
( (
( (
( (
(Ay = [16,16])  pois o(A;) = [16,16]
( (
( (
( (
( (

g0 Hs — [7,7]) pois o

Para as variaveis restantes, Hy e Hy, definimos o(H;) = h; | h; € v(H;). Para esse

exemplo, temos que o C vy e, portanto, 0 ¢ um modelo degenerado de .

4.4 Consideragoes

Neste capitulo mostramos que a consisténcia intervalar é condicao necesséaria para a
existéncia de um conjunto de valores reais nos intervalos de forma a satisfazer as restrigoes
também no contexto dos nimeros reais. Dessa forma, definimos um método de aplicé-la
em ma restricao inconsistente, excluindo valores que garantidamente nao pertencem a
uma solucao real.

Em seguida, enunciamos dois problemas de satisfagao de restrigoes intervalares: SATI,
no qual a formula intervalar a ser satisfeita é constituida por uma conjungao de restrigoes,
e Satisfatibilidade Modulo Algebra Intervalar, na qual as restri¢des sio estruturadas em
uma conjuncao de disjun¢oes. Foram apresentadas solucoes para ambos os problemas,
baseados em um método de ramificacao e poda aplicando-se a consisténcia intervalar.
Para o problema SMT, mais especificamente, apresentamos o resolvedor iSAT, que imple-
menta técnicas de resolvedores SAT como o aprendizado de clausulas e o retrocesso nao
cronologico, proporcionando um tempo de execugao melhor que os demais resolvedores

SMT da época.
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Ainda sobre o iSAT, apresentamos a definigao de uma féormula fortemente satisfeita,
que garante a existéncia de um modelo degenerado e, consequentemente, de uma solucao
também nos numeros reais. No entanto, a férmula de entrada, assim como a valoragao
consistente, devem apresentar caracteristicas que nem sempre sao obtidas pela consisténcia

intervalar, tornando sua aplicagao limitada a algumas classes de instancias SMT.
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CAPITULO 5

OTIMIZACAO INTERVALAR

“Nada como procurar quando se quer achar alguma coisa...
Quando se procura geralmente se encontra alguma coisa, sem duvida.

Mas nem sempre o que estavamos procurando.”

(J.R.R.Tolkien, O Hobbit, Cap. 4)

Este capitulo apresenta um novo problema intervalar, nao abordado pelo resolvedor
iSAT e pelo algoritmo SATIzp: a Otimizagao Intervalar. Vamos definir formalmente esse
problema e, em seguida, mostrar como as formulas intervalares podem ser representadas
por grafos e digrafos, tornando possivel uma redefinicao de formula fortemente satisfeita,
com uma abordagem em relacao aos grafos definidos. Essa nova abordagem permite a
descricao de um algoritmo capaz de encontrar a valoracao degenerada de férmulas que
apresentem um comportamente aciclico, semelhante ao método apresentado na secao 4.3.

No entanto, como a defini¢ao de formula fortemente satisfeita exige uma forte proprie-
dade da valoragao corrente (condigao 3 da definigdo 4.8), nao garantida pela consisténcia
intervalar, nos restringimos ainda mais a estrutura das férmulas, a fim de que o algoritmo
seja capaz de encontrar o modelo degenerado mesmo para valoragoes consistentes apenas
no arco da féormula de entrada. Com essa modificacao, o algoritmo também é capaz de
encontrar o modelo 6timo para a férmula, resolvendo problemas de Otimizagao Intervalar.

Por fim, estendemos esse algoritmo a outras classes de formulas, sem alterar a condigao
sobre a valoragao corrente, obtendo o que vamos chamar de valoragao aprorimada, isto €,
na qual algumas variaveis definidas nao sao refinamentos da valoragao inicial. A resposta
encontrada, mesmo aproximada, pode ser solucao de alguns problemas reais, dependendo

do processo de modelagem matemaética e da existéncia de aproximagoes numéricas.
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Vérios problemas reais nao estao interessados apenas em encontrar uma valoracao que
satisfaca um conjunto de restrigoes, mas que esta valoragao também seja 6tima sob algum
critério. No cenéario real, esses problemas sao, na grande maioria das vezes, representados
matematicamente pela Programacao Nao Linear, na qual queremos encontrar um conjunto
de varidveis que, além de satisfazer uma conjuncao de restri¢oes, minimiza uma fungao
objetivo dada.

A Satisfatibilidade Intervalar possui uma estrutura muito semelhante a Programacao
Nao Linear, sendo sua principal diferenca a auséncia de uma fungao objetivo. A represen-
tagao intervalar deste problema exige, além de uma féormula intervalar ® e uma valoragao
inicial vy, uma fungao objetivo fi a ser minizada.

Embora nao definimos a minimizagao de uma funcao intervalar fi, sabemos que fi :
[" +— I e, utilizando o conceito de restri¢goes primitivas, podemos representar f; por um
tnico intervalo F', adicionando & ® um conjunto de novas restri¢oes intervalares dadas
por R{ ,..., R . Assim, nosso problema torna-se encontrar um modelo que minimize F,

o que vamos denotar por min F.

Definigao 5.1 Uma valoragao v* C vy minimiza um intervalo vg(F) se v*(F) < v(F)

para toda valoragao v C vy, onde = € uma relagao de ordem tal que

X XY se, e somente se, x <y eT <Y

Repare que a ordenagao < nao é total. Por exemplo, dados os intervalos [1,2], [2,4],
2,2] e [0,5], temos que [1,2] = [2,2] < [2,4], mas [0,5] A X, para qualquer X €
{[1,2],[2,4],[2,2]}. Portanto, ndo podemos afirmar nada sobre o intervalo [0,5]. Em
nossos problemas de interesse, no entanto, essa definicao é suficiente para caracterizar a
minimizacao de um intervalo. A saber, se temos uma valoracao inicial vy que deve ser
respeitada e vo(F) = [f, f], entdo, pela defini¢io, a valoragao degenerada v*(F) = [f, f]
minimiza F, pois Vv C vy : [f, f] X v(F). Importante observar que se vo(F) for um

intervalo aberto ou fechado & direita, nao existe uma valoracao v* que minimiza F'.
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Exemplo 5.1 Suponha que queremos minimizar a funcao fi(X,Y,Z) = (X+(Y AZ))+Z

sobre um conjunto de restricoes .

Podemos representar fi(X,Y, Z) pelo intervalo F tal que

Rl =(F=A +2)
Rl = (A, = X 4+ Ay)

Rl = (A, <Y L 2)

E assim, obtemos o seguinte problema:

min F

sa ®ANR/ARJAR]

Pela transformac@o em restrigdes primitivas, temos que fi(X,Y,Z) = F, para quaisquer

intervalos X,Y e Z.

Definicao 5.2 O problema computacional da Otimizagcao Intervalar é dado por:

Otimizacao Intervalar (POI)

Entrada: formula intervalar ®, valoragao inicial vy, erro de aprorimacao €,
consisténcia intervalar ¢ e intervalo objetivo F € V(®).

Saida: modelo v de ® que minimiza F, se tal modelo existir, ou insatisfativel.

A Otimizagao Intervalar é estudada desde 1990, quando foi proposta por Ishibuchi e
Tanaka [21]. Varios métodos matematicos envolvendo anélise intervalar, adaptagoes do
método Simplex e andlise de fungoes intervalares foram propostos nas ultimas décadas
[28, 4, 20]. Além desses, algoritmos de ramificagao e poda por limitantes também podem
ser utilizados para resolver problemas de otimizacao intervalar.

Embora o iSAT nao resolva problemas de otimizacao, seu método de verificar a exis-

téncia de uma valoragao degenerada (férmula fortemente satisfeita) pode ser estendido
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a um algoritmo capaz de encontrar o modelo 6timo de determinadas féormulas. Nas pro-
ximas secoes vamos apresentar esse algoritmo e as caracteristicas que uma determinada

formula deve apresentar para sua aplicacao.

5.1 Representacao por Grafos e Digrafos

A definigao 4.8, sobre férmulas fortemente satisfeitas, pode ser estendida de forma
natural a formulas intervalares. Essas formulas, como nas SMT, devem apresentar uma
estrutura capaz de satisfazer a condicao 2 dessa definicdo. Assim, afim de uma melhor
visualizagao e manipulacao de tais estruturas, vamos representar essas formulas por grafos

e digrafos.

Definicao 5.3 Dada uma restricio R = (X <Y o Z) qualquer, temos que
e h(R) =X € a cabega de R, isto é, a varidvel que estd isolada em R;

o t(R) = {Y,Z} ¢ a cauda de R, isto é, os operandos da fun¢io que estd sendo

relacionada com h(R).

Definigao 5.4 Uma restricao R define um grafo G(R) e um digrafo D(R) dados por

G(R) = (V(R), {{h(R), X} | X € {(R)})

D(R) = (V(R), {(h(R),X) | X € t(R)})

Assim, o grafo G(R) e o digrafo D(R) de uma restri¢io R = (X < Y o Z) sao dados

por

Note que a operagdo o nao é relevante nesta representacao. Além disso, a aresta
pontilhada que conecta Y e Z nao pertence ao grafo propriamente dito, mas podemos

desenhé-la para uma melhor visualizacao da relacao entre Y e Z.
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Essa representacao servira tanto para facilitar a visualizacao das restrigoes como para
possibilitar o uso de grafos nos algoritmos que serao apresentados. Assim, trabalhando
sobre os grafos somos capazes de obter resultados sobre as restrigoes propriamente ditas.

Por abuso de notagao, definimos os vértices do grafo com o mesmo nome dos intervalos
que cada um representa. Alternativamente, poderiamos considerar que existe uma funcao

que mapeia cada intervalo a um vértice correspondente.

Definicao 5.5 Uma formula ® define uma grafo G(®) e um digrafo D(®) dados por

g@) =( |J P@R), |J EGR) )

ReA(®) ReA(®)
D@)=( |J P(DR), | EDR) )
REA(®) ReA(®)

onde P(G(R)) e E(G(R)) sao, respectivamente, os conjuntos de vértices (pontos) e arestas
de G(R), isto ¢, G(R) = (P(G(R)), E(G(R))). O mesmo vale para D(R) = (P(D(R)),
E(D(R))).

Neste trabalho, vamos utilizar conceitos sobre os grafos, como raiz, folha, conexi-

dade e ciclo, na forma usual [14].

Exemplo 5.2 Seja ® = (X <Y o, Z)AN (Y < Aoy B) AN (Z < I o03J) uma formula

intervalar.

Temos que D(P) = X

0J
Embora essa representacao seja adequada para a maioria das férmulas intervalares,
existem casos nos quais os grafos definidos nao sao capazes de representar as féormulas

por completo. Se uma féormula ¢ possui uma restricio R tal que |V(R)| < 3, entao
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deveria existir pelo menos uma aresta que conecta um vértice a si mesmo, o que nao é
representavel pelo grafo G(R). Da mesma forma, se ® possui dois d4tomos R e S tais que
E(G(R)) N E(G(S)) # 0, o grafo G(P) representara apenas uma das arestas. Enquanto o
primeiro problema pode ser resolvido logo na modelagem, manipulando algebricamente a
restri¢ao em questdao, o mesmo nao ¢ possivel quando E(G(R)) N E(G(S)) # () para dois
atomos R e S quaisquer.

Além disso, vamos considerar, sem perda de generalizagao, que toda féormula ® de-
fine um grafo G(®) conexo. Se G(P) for desconexo, entdo existe pelo menos uma raiz
em G(P) para cada componente conexa. Como uma componente nao afeta as demais,
podemos simplesmente dividir a formula em subférmulas ®4,---, ®,, (tais que G(P;) é
uma componente conexa maximal de G(®)) e aplicar os algoritmos em cada subférmula
separadamente. No problema POI, por exemplo, encontramos o modelo v, da subférmula
;. que minimiza F' € V(®;) e qualquer modelo v; para as subférmulas restantes. Como
V(®;,)NV(®;) =0, para todo 1 <i < j < n, entdo obtemos o modelo de ® que minimiza

F agrupando os demais modelos v;.

Definicao 5.6 Dizemos que uma formula intervalar ® = Ry A Ry A ... A R, € primitiva

se, e somente se,
o |V(R;)| =3, para todo 1 <i <n;
o E(G(R;))NE(G(R;)) =0, para todo j < i;

e G(D) € conezo.

Embora féormulas nao primitivas também possam ter solu¢ao no contexto de otimiza-
¢ao, neste trabalho vamos focar nas féormulas primitivas, pois o método de encontrar o
modelo 6timo que serd aqui apresentado nao é capaz de garantir solucao para as demais

formulas.

Definicao 5.7 Dada uma formula intervalar ® e um conjunto de restrigoes { Ry, ..., R,}

C A(®), denotamos por ® = &\ {Ry,...,R,} a formula intervalar ® tal que
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A@) = A(®)\ {Ry,..., Ry}

V@)= |J V(R)
)

REA(®!

Para o conjunto unitario { R}, denotamos por ® \ R a formula ® \ {R}.

Definigao 5.8 Dada uma formula intervalar primitiva ® e um vértice X € P(D(®)), o
grafo nao direcionado Ag(X) € o subgrafo de G(®) induzido pelos vértices alcangdveis a

partir de X em D(P).

Voltando a defini¢ao de uma férmula fortemente satisfeita, vamos estendé-la as formu-
las intervalares primitivas de forma que possamos visualizar suas propriedades nos grafos

por elas definidos.

Definicao 5.9 Uma formula intervalar primitiva ® € fortemente satisfeita por uma

valoragio v se:
1. D(®) € aciclico;
2. IR, S € A(®) | h(R) = h(S);
3. VR=(X=YoZ)e A®) :v(Y)ouv(Z) Cv(X)C |v(Y)ouv(Z)|;
4. VX € V(D) : v(X) £ 0;
5. VX e V(®) : v(X) € T;

Teorema 5.1 Dada uma formula intervalar primitiva ®, temos que D(P®) € aciclico e
BR,S € A(®) | h(R) = h(S) se, e somente se, existe uma ordenacgio Q dos dtomos de ®

tal que VR, = (X <Y o Z) e Q: X #Y, X #Z e X ¢ V(R;), para todo j < i.

Prova. Seja @ uma férmula intervalar primitiva. Efetuando uma ordenacgao topologica
no grafo D(P), obtemos uma ordenagao de seus vértices de forma que cada vértice X vem

antes de todos aqueles que tém arestas que chegam em X, pois D(®) é aciclico e essa
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caracteristica é condigao necessaria e suficiente para a existéncia de tal ordenagao. Mais

formalmente, vamos provar ambos os lados da implicagao enunciada:

(=)

Suponha que D(®) é aciclico e AR, S € A(®) | h(R) = h(S). Queremos provar que
existe uma ordenagao €2 dos atomos de ® tal que VR, = (X <Y oZ) € Q: X #
Y, X #7Z e X ¢ V(R;), para todo j < i.

Como D(®P) ¢ aciclico, entdo V(X,Y) € E(D(P)) : X ¢ Agp(Y). Portanto, VR =
(X<xYoZ)e A(D): X ¢ As(Y) e X ¢ As(2).

Ordenando as restrigoes pelos tamanhos dos subgrafos Ag(Y) e Ag(Z), obtemos

um conjunto Q = (Ry,..., R,) tal que

VRieQ: Y [As(V) = ) |As(Z)], para todo j < i
Yet(R;) Zet(Ry)
Dessa forma, temos que VR, = (X <Y oZ) € Q: X ¢ t(R;), para todo j < i.
Além disso, como BR,S € A(®) | h(R) = h(S) e |[V(R)| = 3, pois ® & primitiva,

entao

VRi=(X=<xYoZ)eQ: X#Y X #ZeX ¢V(R;), para todo j <1

Suponha que existe uma ordenagao 2 dos atomos de @ tal que VR; = (X <Y oZ) €
N:X#Y, X #ZeX ¢ V(R;), para todo j < i. Queremos provar que D(®P) é
aciclico e 3R, S € A(®) | h(R) = h(S).

Pela suposi¢ao acima, temos que VR, = (X <Y o0Z) € Q: X # h(R;) e X ¢ t(R;),
para todo j < i. Logo, AR, S € A(®) | h(R) = h(S).

Reconstruindo o grafo D(®) a partir do conjunto €2, observamos que, para a primeira
restrigdo Ry € €, D(R;) é aciclico por defini¢ao. Acrescentando a proxima restrigao
Ry, como h(R») ¢ t(Ry), entao apenas serao adicionadas arestas no mesmo sentido,
nao fechando ciclo. Essa mesma propriedade ocorre para todas as insercoes de
restrigoes, pois VR; € Q : h(R;) ¢ t(R;), para todo j < i. Portanto, por inducao,
D(P) é aciclico. O
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Corolario 5.1 Sobre formulas intervalares primitivas as defini¢oes 4.8 e 5.9 sao equiva-

lentes.

Prova. Seja ® uma férmula intervalar intervalar primitiva e v uma valoracao sobre
V(®). Como as condigbes 3 e 4 sdo iguais nas duas defini¢oes e, enquanto a primeira
estd definida sobre a consisténcia na envoltoria, garantindo que todas as varidveis sao
valoradas com intervalos em v, a condicao 5 da segunda definicao garante esta mesma
propriedade, basta provar que as condicoes 1 e 2 sao equivalentes entre as definigoes.

Pela defini¢cao 4.8, deve existir um conjunto ordenado de restrigoes €2 tal que, pela
condicio 1, Vw' € C(®) : AW NQ = 0. Como & ¢ uma féormula intervalar, entdao toda
clausula de ® tem apenas um atomo, e portanto, VR € A(®) : RNQ = (), isto &, 2 é uma
ordenacgao dos atomos de ®. Além disso, essa ordenacao deve respeitar a condic¢ao 2 da
mesma definicdo: VR; = (X <Y oZ) e Q: X #Y, X # Ze X ¢ V(R;), para todo j < i.

Por outro lado, pelo teorema 5.1, D(®) ¢ aciclico e AR, S € A(®) | h(R) = h(S) se, e
somente se, existe uma ordenagao 2 dos atomos de @ tal que VR; = (X <Y o0 Z) € Q:
X#Y,X#ZeX ¢ V(R;), para todo j < i.

Portanto, as condi¢oes 1 e 2 da definicao 4.8 também sao equivalentes as condigoes 1
e 2 da definigao 5.9.

O

O resolvedor iSAT utiliza a consisténcia na envoltéria como definigao da satisfacao de
restricoes. Assim, todas as variaveis e operagoes resultam em intervalos, nao havendo a
necessidade da valoragao multi-intervalar. Nessa nova abordagem, no entanto, nao restrin-
gimos a consisténcia intervalar a consisténcia na envoltoria, sendo necessario acrescentar
a definigao 5.9 a condigao de que VX € V(®) : v(X) € I. Embora essa condigao nao seja
satisfeita pela consisténcia no arco, podemos aplicar um método de ramificacao em todas
as variaveis valoradas por multi-intervalos, obtendo subproblemas cujas varidveis podem

ser definidas apenas por intervalos.

Exemplo 5.3 Seja & = (X <Y + Z) uma formula intervalar primitiva e vy uma valo-

ragao inicial tal que vo(X) = [—2,4], vo(Y) = ([1,2],[3,5]) e vo(Z) = [-1,1].
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Aplicando a consisténcia no arco de ®, obtemos uma valoragao consistente v tal que

v(X) = vo(X) N (o(Y) +v0(2)) = [=2,4] N (([1, 2], [3,5]) + [-1,1])
= [=2,4] N ([—o0, 1], [1, 00], [-00, =3, [3, 00]) = ([-2, —1], [1,4])

v(Y) = wo(Y) N (v(X) x vo(2)) = ([1,2], [3,5]) 0 ({[=2, 1], [1,4]) x [-1,1])
= ([1,2],[3,51) N ([=2,2], [-4,4]) = ([1, 2], 3,4])

v(Z) = vo(Z2) N (v(X) @ u(Y)) = [=L1] N (([=2, 1], [1,4]) @ ([1, 2], [3,4]))
=[-1,1]n([1,2],[3,4]) + ([-2,—-1],[1,4])) = [-1,1] N ({[-4, —0.5],[0.25, 4])

= ([~1,-0.5],[0.25,1])

No entanto, como v(X),v(Y),v(Z) ¢ I, ramificamos todas as variaveis, obtendo as se-

guintes valoragoes:

n(X) = [-2,-1] n(Y) = [1,2] w(Z) = [~1,-0.5]
w(X) = [-2,-1] va(Y) = [1,2] va(Z) = [0.25,1]
us(X) = [-2,-1] vs(Y) = [3,4] vs(Z) = [~1,-0.5]
v(X) = [-2,-1] u(Y) = [3.4] vi(Z) = [0.25,1]
us(X) = [1,4] vs(Y) = [1,2] vs(Z) = [~1,-0.5]
ve(X) = [L,4] u(Y) = [1,2] ve(Z) = [0.25,1]
vi(X) = [1,4] (YY) = [3,4] vi(Z) = [~1,-0.5]
vs(X) = [1,4] vs(Y) = [3,4] vs(Z) = [0.25,1]

Essas sao todas as combinacoes possiveis de valoragoes, mas nem todas sao consistentes

no arco de ®, sendo necessario um novo refinamento de intervalos, para cada valoracao v;
gerada.

O

Assim como ocorre na separacao de formulas a fim de se obter subférmulas conexas,

neste método também é possivel obter uma solucao para a valoragao original agrupando

as solugoes obtidas em cada ramificacao. Para o problema POI, por exemplo, basta

encontrar o modelo v} C v; de toda ramificacao v;, com relacao a féormula de entrada @,

e comparé-los a fim de obter o modelo v} tal que Vi : vi(F) < v} (F).
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Embora, pelo corolario 5.1, as defini¢oes 4.8 e 5.9 sejam equivalentes, o método de
encontrar a valoragao degenerada proposto em [17]| utiliza a ordenagao de restrigoes (2
como uma sequéncia de inferéncias que devem ser respeitadas no processo de valoracao.
Dessa forma, iniciamos a valoragao pela primeira restricao de €2, inferindo valoracoes sobre
a segunda e assim sucessivamente.

Na definicao 5.9 nao temos a ordenagao 2. No entanto, pelo teorema 5.1, verificamos
que essa ordenagao resulta de uma busca no grafo D(®) com inicio nas folhas, alcangando
os proximos vértices se suas arestas de saida tém um vértice ja alcancado (valorado).
Assim, descrevemos no algoritmo 5 um método que, dada uma férmula primitiva ® e uma
valoragao v sobre as variaveis de ®, devolve um modelo degenerado ¢ C v de ®. Esse
método é uma reformulagdo do método de valoragdo degenerada proposto em [17], que

realiza uma busca no grafo D(®) para valorar todas as variaveis.

Algoritmo 5: Encontra Valoragdo Degenerada (EVD)
Entrada: (¢, v)

Saida: modelo degenerado o C v de ® ou insatisfativel
1 o+
2 para todo X € V(®) | o(X) = O e X # h(R) para todo R € A(P) faga
3 Seja = € v(X) qualquer
4 g0 U (X [z,z])
5 fim
6 paratodo R=(X <Y oZ)e A(P) | o(X) =90, oY) # O ea(Z) # O faga
7 ‘ oo U (X—oalY)oa(Z))
s fim
9 se VX € V(®) : o(X) # O entao

10 retorna o

11 fim

12 retorna insatisfativel
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Exemplo 5.4 Seja (P, v, €,¢) uma instincia SATI tal que ® = Ry A Ry AN Ry A Ry N\ Rs

€ primitiva:

Ry =(Hy;y=< A3+ 2)
Ry = (A3 < A1 + A))
Ry =(Ay =< Cy xY)
Ry = (A1 < X A Cy)

R5:(BX01+Z)

O erro € € qualquer, ¢ = consisténcia na envoltoria e a valorag¢ao vy € dada por

v(X) = [-2,00] vo(Cr) = [1,1] vo(A1) = [-00,00]
v(Y) = [4,09] v(Z) = [0,0] vo(A42) = [—00,00]
v(B) = [-o0, 0] v(Cs) = [2,2] vo(A3) = [—00,00]
vo(Hs) = [6.2,00] vo(Cy) = [-2,-2]

v(X) = (3,4 o(C) = [1,1] v(4) = [14.2,16]
oY) = [-4,4.9] v(Z) = [0,0] v(Ay) = [-9.8,8]
v(B) = [1,1] v(C) = [2,2] v(4y) = [6.2,8
o(H;) = [6.2,8] v(Cy) = [-2,-2]

As valoragao v e vy aqui enunciadas sao as mesmas do Ex. 4.3, assim como ® é um
fragmento da formula SMT apresentada. Portanto, o conjunto 2 = (R, R4, R3, Ro, R1)
satisfaz todas as condigoes da definigao 4.8. Logo, v satisfaz fortemente ® e podemos
encontrar um modelo degenerado o C v pelo método de [17] (Ex. 4.3).

Por outro lado, 3R, S € A(®) | h(R) = h(S) e D(®P) ¢ aciclico:
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NS

Cy A X

.

H; \
Al AQ
Cs Cy Y

Executando EVD(®,v), definimos os valores de o(C4), o(Z), 0(Cs), o(Cy), o(X) e

o(Y) com qualquer valor real pertencente, respectivamente, aos intervalos v(C), v(Z),

U<C3)7 U<C4>7 U(X) € U<Y) (pOI' exemp107 U(Cl) = [171]7 J<Z) = [070]7 0(03) = [272]7

o(Cy) =1[-2,-2], 0(X) = [4,4] e o(Y) = [4.5,4.5]), pois essas variaveis nao sao cabegas

de restrigoes, isto é, seus vértices no grafo D(P) sdo folhas. Entao, como as restrigdes

(B=xC1+27), (Al x X A(C3) e (Ay <Oy xY) tém as variaveis da cauda com valores

definidos em o e as variaveis da cabega nao, obtemos os valores

o(B)=0(Cy) +0(Z)=1[1,1]
o(A;) = o(X) A o(C3) = [16, 16]

o(Ay) =o(Cy) x o(Y) =[-9,-9]

Em seguinda, a restricao (As =< A; + As) pode ser valorada, obtendo o(As) = o(A;) +
o(As) = [7,7]. E, finalmente, o(H3) = o(A3) +0(Z) = [7,7].

5.2 Otimizacao Exata

Como ja discutido na segao 4.3, a condicao 3 da definicao de formula fortemente sa-
tisfeita nao é garantida pela consisténcia intervalar. No entanto, se essa condi¢ao nao for
verificada, é possivel que a valoragao degenerada encontrada pelo algoritmo 5 nao seja

um refinamento da valoragao inicial dada. Mesmo assim, vamos relaxar essa condicao e



78

definir um erro associado & valoracao degenerada segundo a valoracao inicial. Intuitiva-
mente, excluimos a condi¢ao 3 da definigao 5.9 e garantimos que a valoragao corrente v é
consistente apenas no arco da formula ®. Assim, ap6s obter uma valoragao degenerada o,
verificamos se essa ¢ um refinamento de v. No caso positivo, o é, de fato, um modelo para
a formula de entrada. Caso contrario, embora o satisfaga a formula, nao hé garantias de
que a valoracao inicial vy seja respeitada. Nesse caso, definimos um erro capaz de medir o
quanto o viola vy e, dependendo do problema de interesse, aceitamos o como um modelo

ou nao.

Definicao 5.10 Dada uma varidvel intervalar X, uma valoracao vy e uma valoragao

degenerada o, o erro de valoracdo c2°(X) € R define a distincia entre o(X) = [x,7] e

UO(X) = [Eaf]
r—x sex<zx
eX(X) = rT—T Sexr>T
0 c.c.

Exemplo 5.5 Dada uma formula ® = (X <Y +72), em EVD(®,v) definimos os valores
oY) CouY) eo(Z) Cu(Z) einferimos o valor o(X) =o(Y) + o(Z):

Como garantimos que v € consistente no arco de R, entao v(X) C v(Y) + v(Z).
Assim, é possivel que o(X) € v(X). Por exemplo, se v(X) = vo(X) = [2,4], v(Y) =
vo(Y) =[1,3] e v(Z) = vo(Z) = [1, 2], temos que v ¢ consistente no arco de R, mas para

oY) =1[3,3ec(Z) =1[2,2], o(X) = [3,3] +[2,2] = [5,5] £ [2,4]. Assim, temos que

0

Definigao 5.11 Uma valoragdo v sobre um conjunto de varidveis V(®) € dita exata se,

dada uma valoragao inicial inicial vy sobre V(®), VX € V() : e (X) = 0.



79

No exemplo anterior, se quisermos garantir uma valoracao degenerada exata, basta
iniciar a valoragao pela variavel X, pois, pelo teorema 2.1, Vo € v(X) : Jy € v(Y),3z €
v(Z) | x = y+ 2 eassim, Vo(X) = [z,2] Co(X): oY) = [y,y] CoY),Jo(Z2) =
(2,2l Cu(Z) | o(X) xo(Y)+0o(2).

E portanto,

Vo(X) Co(X):do(Y) Cou(Y),Jo(Z) Cv(Z) | o(X)=<x0ao(Y)+a(Z)

Vo (Y)

N

v(Y):do(X) Cou(X),3o(Z) Cv(Z) | oY) < o(X)—0a(2)

Vo(Z)

N

v(Z):3o(X) Co(X),Jo(Y)CoY) | o(Z) <xa(X)—0a(Y)

Assim, podemos encontrar uma valoracao degenerada exata iniciando em qualquer

vértice de D(®P), implicando o valor das variaveis restantes:

o(X) = o(X)
N N
Y 7 G(Y) o(Z)
X = o(X)
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Dessa forma, obtemos um método para encontrar a valoracao degenerada de uma
formula @ diferente do apresentado em [17] e, consequentemente, do algoritmo 5. Nesse
novo método, descrito pelo algoritmo 6, partimos de uma tnica variavel W € V(®) e

inferimos o valor das demais variaveis.

Algoritmo 6: Encontra Valoragdo Degenerada Exata (exatoEVD)
Entrada: (®,v, W)

Saida: modelo degenerado o C v de ® ou insatisfativel
1 o+ 0
2 Seja w € v(W) qualquer
300 U (W w,w])
4 para todo R € A(®) | 31X € V(R) tal que o(X) # O faga
5 Seja (X <xYoZ)=Rtalqueo(X)#QeocU
6 Seja y € (v(Y) N (0(X)ev(Z))) qualquer
7 | o«o U (Y—[yy])
8 cg—o U (Z—oX)ooY))

9 fim

10 se VX € V(®) : 0(X) # O entao
11 retorna o

12 fim

13 retorna insatisfativel

Embora este novo método seja capaz de encontrar uma valoracao exata, a féormula deve
apresentar uma estrutura ainda mais restrita que a exigida pela condigao 2 da definigao

5.9: nao apenas o digrafo D(®P) deve ser aciclico, mas também o grafo G(P).
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Exemplo 5.6 Seja ® = (X <Y o1 Z)A (Y <X Aoy B) A (Z < B oz C) uma formula

intervalar primitiva e v uma valoragao sobre V(®).

Pelo EVD, definimos o(A) C v(A), o(B) C v(B) e o(C) C v(C) quaisquer e inferimos
o(Y)=0(A)oya(B),o(Z) =0(B)ogo(C)eo(X)=0c(Y)o,0(Z), encontrando possiveis
erros de valoragao nao nulos €2(X), el(Y) e €2(Z).

Por outro lado, se iniciarmos a valoragao por um tnico ponto, por exemplo pela raiz

X, definimos o(X) C v(X) qualquer e inferimos

Em seguida, inferimos

Finalmente, temos um estado no qual 0(Z) e o(B) estao definidos e o(C) = ¢. Infeliz-
mente, nao existem garantias de que Vz € v(Z),Vb € v(B) : dc € v(C) | z = boz c ¢,
assim, o método exatoEVD(®, v) devolve insatisfativel, pois ndo encontrou um modelo
para ® com erro nulo.

Mais precisamente, ndo basta que D(®) seja aciclico, mas também o grafo G(®). Nesse

exemplo, G(®P) é ciclico:



Y/X\Z
NN

Com esse método de valoracao também podemos excluir a condi¢ao 1 da definicao 5.9,

O

pois mesmo em féormulas com duas ou mais restricoes com a mesma variavel na cabeca é

possivel encontrar uma valoragao degenerada.

Exemplo 5.7 Seja ® = (X <Y oy Z) AN (X =< Aoy B) uma formula intervalar primitiva

e v uma valoragao sobre V(®).

G(®) =

Pelo método exatoEVD(®, v), primeiramente, definimos o(X) C v(X) qualquer. Em

seguida, obtemos

Por fim, obtemos
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Dessa forma, podemos resolver todas as instancias POI (®, vy, €, ¢, F') tais que G(®P) é
aciclico. Aplicando a consisténcia intervalar em vy obtemos uma valoragao v consistente
no arco de ® tal que v(F) € {[f, f1,[f, f), (/. f1, (f, )} Como o minimo de um intervalo
o(F) € {[f,fl.[f,])} ¢ o intervalo degenerado [f, f], basta definirmos o(F) = [f, f] no
algoritmo exatoEVD e inferir o valor degenerado das variaveis restantes.

Observe que mais do que encontrar o modelo que minimiza o intervalo objetivo, esse
método devolve uma valoragao degenerada, garantindo, pelo teorema 4.2, a existéncia de
um conjunto de valores reais que satisfaz todas as restricoes do problema. Dessa forma,

podemos utilizar tal método para resolver problemas intervalares que modelam problemas

de Programagao Nao Linear.

Teorema 5.2 Dada uma féormula intervalar primitiva ® tal que F € V(®), uma va-
loragao inicial vy e uma valoragao v C vy consistente no arco de ® tal que v(F) €
{If, /LU VX e V(®) :u(X) #D e Du| v Cuy é consistente no arco de ®
(isto €, v € o refinamento mazximal de vy consistente no arco de ®). Se o grafo G(P) é
aciclico, entao € possivel encontrar uma valoragao degenerada o C vy que satisfaz © e

minimiza F.

Prova. Seja ® uma féormula intervalar primitiva tal que F' € V(®), vy uma valoragao
inicial e v C vy uma valoracdo consistente no arco de @ tal que v(F) € {[f, fl.[f, )},
VX e V(@) :v(X)#De P Du | v C g é consistente no arco de ®.

Seja o(F') = [f, f]. Como v 2 o', para toda valoracdo v’ C vy consistente no arco
de ®, entao nao existe uma expansao do intervalo o(F') que satisfaz ® e vy. Portanto, o
menor valor real possivel para F' consistente ¢ f. Logo, o(F) = [f, f] minimiza F. Dessa
forma, basta provar que a partir de o(F") é possivel valorar todas as variaveis de V' (®).

Suponha que G(®) ¢ aciclico e conexo e seja Ry = (F < X101Y7) € A(®) arestrigdo que
contém F. Como o(F) = [f, f] e f € v(F'), entdo, pelo teorema 2.1, existem z; € v(X;)
e y1 € v(Y1) tais que f = 1 o y; e, portanto, a valoracao degenerada o(X1) = [z1, 1] e

o(Y1) = [y1, y1] satisfaz a restrigao F =< X oq V7.



84

Como G(®P) é conexo, entao existe uma ordenagao de restrigoes
Q= (R1 = (F = X1 o1 H),RQ, ceey R‘A(cp)‘)

tal que
VR, € Q: |V(R;) NV (R;)| >0, para algum j < i

Além disso,

i—1
VR € Q:[V(R)N| V(R <1
j=1

Do contrério, ou 35 < i | E(G(R;))NE(G(R;)) # 0, e ® ndo ¢ primitiva, ou existem dois
pontos de intersecao entre os grafos G(R;) e G(P\ Uki(?ﬂ Ry) e, portanto, G(P) é ciclico.
Como ja definimos o(F), 0(X1) e o(Y7), vamos provar, por indugao forte, que é possivel

definir o para toda variavel X; € V(R;), para i > 2.

e Caso Base: Para Ry € Q, como |V(Ry) N V(R;)| = 1, existe uma tnica variavel
Xy € V(Ry) | 0(X2) # 0. Seja (Xy < Ys 0, Zy) = Ry tal que o(X3) # O e o), € U.
Seja também y, € (v(Y2) N (0(X2) o4 v(Z2))) qualquer. Entao, definimos o(Ys) =

[Y2,92] € 0(Z2) = 0(X2) @ 0(Y2).

e Hipdtese de Inducao: Para todo 1 < i < k, as varidveis de R; tém valor definido em

g.

e Passo Indutivo: Para Ryyq, temos que |V(Ryy1) N V(R;)| > 0, para algum j <
k+1, e |V(Rry)N Uf:ll_l V(R;)| < 1. Logo, existe somente uma variavel X, €
V(Rit1) | Xpy1 € V(R)), para j < k+ 1. Pela HI., 0(Xj41) # ¢. Da mesma
forma, Seja (Xpy1 =< Yiy1 04yq Ziy1) = Riqa tal que o(Xpqq) # O e o) € U. Seja
também yri1 € (V(Yipr) N (0(Xks1) g v(Zit1))) qualquer. Entdo, definimos

0(Yig1) = [Urt1, Uns1) € 0(Ziy1) = 0(Xpya1) @ZH o(Yey1)-

Como §2 contém todas as restrigoes de A(®), entao o C vy satisfaz ® e minimiza F'.

OJ
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Note que o algoritmo 6 é consequéncia direta da prova deste teorema. Se modificarmos
as linhas 2 e 3, de forma que o algoritmo sempre escolha o intervalo objetivo F' e o valore
com o seu minimo em v(F) = [f, f] (isto &, o(F) = [f, f]), entdo podemos utiliza-lo para

encontrar o modelo minimo de férmulas intervalares primitivas cujo grafo G(®) ¢é aciclico.

Exemplo 5.8 Seja uma instancia POI (P, vy, €, ¢, F) tal que & = Ry A Ry A Ry A Ry A

Rs A\ Rg A R; € uma formula intervalar primitiva dada por

Ri=(F=<X+Y)
Ry = (X< AxB)
Ry=(Y<C+D)
R,=(Y=<ZxT)
Rs=Wx<ZAV)
Rs=(T < ExQ)

R7:<UXG—H)

O erro € > 0 € qualquer, ¢ = consisténcia no arco e a valoragao inicial vy € dada por

vo(F) = [-00,0q] v(V) = [2,2] v(A) = [1,2]
v(G) = [-11] (W) = [—o0, 0] vo(B) = [0,09]
vo(H) = [-2,7] v(X) = [—00,00] v(C) = [0,1]
vo(T) = [-00,q] v(Y) = [-00,00] v(D) = [1,2]
vo(U) = 10,4] w(Z) = [2,2] vo(E) = [2,4]

Aplicando a consisténcia intervalar em & sob a valora¢do inicial vy (algoritmo 3)
obtemos uma valoracao v tal que, pelo teorema 4.1, v C vy é consistente no arco de ¢ e

B’ D v | v C vy também é consistente no arco de ®.



86

o(F) = [-8.0] oV) = [2.2) o(4) = [1,2
(@) = [-L1 o) = [44) o(B) = (0,00
o(H) = [-2,1 o(X) = [0.0] o(C) = [-10,7]
o(T) = [-4,4] oY) = [-8,8] v(D) = [1,2]
o) = (03] o(2) = [2.2) o(B) = (2,4

Dessa forma, v(F) = [-8,00] e VX € V(®) : v(X) # 0. Além disso, G(®) é conexo e

aciclico.

G(®) =

S \Y_Z/ N\,
|

N
/\/\

Entao, pelo teorema 5.2, é possivel encontrar uma valoracao degenerada o C vy que

A/

satisfaz ® e minimiza F.

Definindo o(F') = [—8, —8], inferimos

o(X)=[z,z] |z € (U(X) N(o(F)— U(Y))) = o(X) =10,0]

o(Y)=0o(F)—o(X) =[-8, -§]
Em seguida, inferimos

o(B) = [b,b] | be (v(B)N(a(X) +v(A))) = o(B)=10,0]

0(A)=0(X)+0o(B)

Nesse caso, como o(X)+0(B) = [—o00, ], fazemos 0(A) = [a,a] | a € v(A), por exemplo,

o(A) =[1,1].



Pelo outro lado, inferimos

o(Z)=1[z2]]z€ v2Z)N(c(Y)+v(T)) = o(2) =[2,2]

o(W) = [w,w] | w € (W) N (o(2) L v(V) = o(W) = [4.4]
o(V) = o(W)20(V) = [~00,00]  (o(V) = [2,2)
o(E) = le.e] | e € (v(E) N (o(T) + v(G))) = o(B) = [4.4
o(G) = o(T) + o(E) = [-1,~1]
o(U) = u,u] | w € (u(U) N (o(G) — v(H))) = o(U) = [0,0]

)
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Por fim, obtemos a seguinte valoracao o C vy que satisfaz ® e minimiza F. Como

o é degenerada, ainda garantimos a existéncia de valores reais que satisfazem todas as

restricoes reais do problema.

Q

Q

Q

Q

Q

(
(
(
(
(

F

T Q

T
U

)
)
)
)
)

= [-8-8] o(V) = [22] o(4) =
= [=1,-1] o(W) = [44] o(B) =
= [-1,-1] o(X) = [0,0] a(C) =
= [~4,—4] oY) = [-8-§] o(D) =
= [0,0] o(Z) = [22] o(E) =
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5.3 Otimizacao Aproximada

Embora o método proposto seja capaz de encontrar a valoragao degenerada que mini-
miza o intervalo objetivo, as formulas de entrada devem apresentar uma estrutura bastante
especifica. Para que possamos resolver outras classes de formulas, vamos observar nova-
mente a definigdo 5.9 (formula fortemente satisfeita), na qual substituimos a condi¢ao
3 pela consisténcia no arco. Essa modificacao possibilita o método EVD a valorar uma
varidvel com um intervalo degenerado que nao é um refinamento da valoracao inicial,
gerando um erro de valoragao nao nulo.

Nesse sentido, vamos definir a otimizacao aproximada como uma valoragao que, em-
bora minimize o intervalo objetivo, possa gerar erros de valoracao nao nulos para algumas
variaveis da formula de entrada.

A justificativa para tal aproximacao é que, como trata-se de uma modelagem intervalar,
que permite aproximacoes e limitantes as varidveis e constantes extraidas de um dominio
real, a valoracao inicial poderia ser estendida sem perda considerivel de informagao ou
possibilidade de solucao real.

Alternativamente, o método de otimizacao aproximada que serd apresentado torna-se
um método de otimizacao exata se garantirmos a condi¢ao 3 da definigao 5.9, como ocorre

no algoritmo iSAT.

Exemplo 5.9 Seja ® = (F < X +Y)A(W < X =Y) uma formula intervalar primitiva
e uma valoragdo inicial vy consistente no arco de ® tal que vo(F) = [1,5], vo(X) = [0, 2],

wo(Y) = [0,4] e vo(W) = [—4,0].

Aplicando exatoEVD(®, v), definimos o(F') = [1, 1] e inferimos, por exemplo, o(X) =
[1,1] e o(Y) = [0,0]. Como a restrigdo restante (W =< X —Y') possui duas variaveis

valoradas, ndo conseguimos inferir o valor da terceira, devolvendo insatisfativel (o grafo
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G(®) é ciclico).

No entanto, se executarmos, nesse estado, o método EVD, inferimos o(W) = o(X) —
o(Y) = [1,1]. Se tivessemos garantido que vo(W) = vo(X) — vo(Y), entao o(W) C
vo(W). Como apenas garantimos a consisténcia no arco, entdo o(W) < vo(W), pois
[1,1] € [—4,0]. Nesse caso, obtemos um erro de valoragao 2 (W) = 1.

Nessa valoracao, aplicamos ambos os métodos. Primeiramente o método exato, neces-
sério para minimizar o intervalo objetivo, e em seguida o método aproximado, valorando
as demais variaveis. Assim, vamos propor um novo método, que integra as duas formas
de valoracao. Da mesma forma, existem restrigoes quanto as caracteristicas das féormulas
que este novo método é aplicavel, provenientes das limitagoes dos métodos anteriores.

Em um problema POI (®,vg, €, ¢, F'), se o grafo Ag(F') é aciclico, podemos valorar
todas as variaveis representadas pelos vértices de Ag(F') com o método exatoEVD, mini-
mizando F'. Se o digrafo restante também for aciclico, e nao possuir vértices com mais de
dois filhos, entao podemos valorar as variaveis restantes aplicando o método EVD.

Mais especificamente, o digrafo restante de Ag(F') é o subgrafo de D(®) induzido pela
unido dos vértices que nao estao em Ag(F') com os vértices de Ag(F') que pertencem a

arestas que nao estdao em Ag(F):

(P(D(®))\ P(As(F))) U{Y | (X,Y) € E(D(®)), X & P(As(F)) e Y € P(As(F))}

Exemplo 5.10 Seja ® a sequinte formula intervalar primitiva:

b = (F = X01Y)/\(X = AOQB)/\(C = YogB)/\(A = HO4I)/\(J = BO5I)/\(K = CO6J)

Observando o digrafo D(®), vemos que os vértices alcangdveis a partir de F sao: F,

Y,X,B, A IeH.
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Portanto, temos que

N
RN

A B
H \I
Além disso, seja R(P) o digrafo restante, induzido pelos vértices
(P(D(®)\ P(As(F))) U{Y | (X,Y) € E(D(®)), X ¢ P(As(F)) e Y € P(Aa(F))}
={F K,X,J,C,Y,A,B,H I}\{F,X,Y,A,B,H,1}) U{B,1,Y}

={K,J,C}U{B,1,Y}

={K,J,C,B,1,Y}
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I

Como o grafo Ag(F') é aciclico, podemos aplicar a consisténcia no arco sobre uma
dada valoracao vy, obtendo uma valoragao consistente v, e, pelo teorema 5.2, encontrar

uma valoracao degenerada o que minimiza F' tal que

eN(F)=eX(X)=el(Y)=¢er(A) =c(B)=¢l(H)=¢>(I)=0

(& [oa e} oz (e ez e}

Por outro lado, como R(®) também é aciclico e nao existem vértices com mais de dois

filhos, entao podemos aplicar o método EVD:

o(J)=0(B)oso(I)
o(C)=0(Y)oz0(B)

0(K) =0(C)oga(J)

No entanto, como garantimos apenas a consisténcia no arco, podemos gerar erros de
g g v v U
valorac¢ao nao nulos €°(.J), €2 (C) e e (K).
Agora suponha que adicionamos a formula ® uma nova restrigao (C' < T o; U) que

nao altera a consisténcia da valoracao v.
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N

A

Como ja valoramos todas as variaveis, exceto T" e U, podemos inferir seus valores, pelo

)

H

método exatoEVD. No entanto, como existe um erro £ (C') possivelmente nao nulo, as
valoragoes o(T') e o(U) nado sao necessariamente exatas. Mesmo assim, fomos capazes de
encontrar a valoragao degenerada para R(®) com o vértice C' com mais de dois filhos.
Generalizando, podemos encontrar a valoragao mesmo que todo vértice X € (P(G(®))\
P(A(F))) seja raiz de um subgrafo aciclico Ag(X), pois, como definimos ¢(X) pelo
método EVD, inferimos a valoragao dos demais vértices de Ag(X) através do método

exatoEVD.

Definicao 5.12 Dada uma formula intervalar primitiva ® tal que F € V(®), dizemos
que o grafo G(®) é uma cascata de drvores segundo F', se G(®) é constituido de um
congunto ordenado de subgrafos aciclicos e disjuntos (As(F), Ao\, (X1), - .., As\r, (Xn)),

onde, para todo 1 <1 < n,

i—1

HR:) € (P(As(F)) U P(Anr, (X))

J=1

N

E, além disso, os subgrafos sao conectados por um conjunto de arestas

n

T = B(G(@)\ (B(As(F)) U B(Ann, (X))

i=1
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tal que, para todo 1 < i < n,

{X [ (X.Y) €Y e X € V(Aan (X))} <1

X, Y)eT | X eV(Anr (X))} <2

Intuitivamente, uma cascata de arvores ¢ um conjunto ordenado de arvores conectadas
por arestas de mesma diregao, isto €, de forma que todas as arestas com origem em uma
arvore Ag\g,(X;) tém destino em algum antecessor Ag\g,(X;) de Ag\g,(X;) (j < i) ou
no proprio Ag\ g, (X;). Além disso, no maximo duas arestas tém origem em Ag\ g, (X;) (e

ambas no mesmo vértice X;) e destino em algum de seus antecessores.

Teorema 5.3 Dada uma féormula intervalar primitiva ® tal que F € V(®), uma va-
loragao inicial vy e uma valoragao v C vy consistente no arco de ® tal que v(F) €
{IfL LD VX e V(®) :u(X) #D e Du| v Cuy é consistente no arco de ®
(isto €, v € o refinamento mazximal de vy consistente no arco de ®). Se o grafo G(P) é
uma cascata de drvores sequndo F, entao € possivel encontrar uma valoragao degenerada

o que satisfaz ® e minimiza F.

Prova. Seja ® uma formula intervalar primitiva e v uma valoracao conforme as con-
di¢oes enunciadas no teorema. Queremos provar que ¢é possivel encontrar uma valoragao
degenerada o que satisfaz ® e minimiza F'.

Como G(®P) é constituido de um conjunto ordenado de subgrafos aciclicos e disjun-
tos (As(F), Aa\r, (X1), - .., As\r, (Xy)), conectados por um conjunto de arestas T, basta
provar que é possivel valorar todas as variaveis representadas pelo grafo Ag(F'), minimi-
zando F', e também pelos demais grafos Ag\ g, (X;), para 1 <7 < n.

Como Ag(F') é um grafo conexo e aciclico e contém F, entao, pelo teorema 5.2, é
possivel obter uma valoragao degenerada o para as variaveis representadas por P(Ag(F'))
que minimiza F'.

Vamos provar, por indugao forte, que é possivel estender o aos demais grafos do

conjunto.
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e Caso Base: Para A\, (X1), temos que h(R;) = X; e t(R;) € P(As(F)). Como
o esta definida para as variaveis representadas por P(Ag(F')), entdo também esta
definida para t(R;). Seja Ry = (X1 < Y] o1 Z;), para algum o; € U; definimos
o(Xy) = o(Y1) o1 0(Z1). Como Ag\g, (X1) ¢ disjunto de Ag(F') e, pelas restrigoes
sobre as arestas que conectam os subgrafos, no maximo duas arestas tém origem
nos vértices de Ag\ g, (X1) (e ambas no mesmo vértice), entdao entre suas variaveis
apenas X tem valor definido em o. Como Ag\ g, (X1) ¢é aciclico e conexo, podemos

inferir o para as demais variaveis representadas neste grafo, pelo teorema 5.2.

e Hipotese de Indugao: Para todo 1 < i < k, as variaveis representadas pelo conjunto

P(Ag\g,(X;)) tém valor definido em o.

e Passo Indutivo: Para Ag\g,,,(Xit1), temos que h(Ryy1) = Xpy1 €

k+1-1

H(Reir) € (P(As(F) U | PlAnn (X))

i=1

Pela H.I., o estd definida para as varidveis representadas por P(Age\g,(X;)), para
todo 1 < i < n, e portanto, também esta definida para t(Ryy1). Seja Rpi1 =
(Xps1 < Yiq1 oky1 Ziai), para algum oy, € U; definimos o(Xyi1) = 0(Yii1) Okt1
0(Zi+1). Como Ag\g,,,(Xkt1) ¢ disjunto de Ag(F) e Ag\r,(X;) e, pelas restrigoes
sobre as arestas que conectam os subgrafos, no maximo duas arestas tém origem nos
vértices de Ag\r,,,(Xr41) (e ambas no mesmo vértice), entao entre suas variaveis
apenas X1 tem valor definido em 0. Como Ag\g, +1(Xkﬂ) é aciclico e conexo,
podemos inferir o para as demais variaveis representadas neste grafo, pelo teorema

5.2.

O

Assim como o método exatoEVD é consequéncia direta do teorema 5.2, podemos
extrair um algoritmo que aplica as valoracoes como descritas na prova deste teorema, a
fim de encontrar o modelo 6timo, embora nao necessariamente exato, de uma férmula

intervalar primitiva que contém um intervalo objetivo.
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Algoritmo 7: Encontra Valoragao Degenerada - Hibrido (hibridEVD)
Entrada: (®,v, W)

Saida: modelo degenerado o C v de ® que minimiza F € V(®) ou insatisfativel
1o+ 0
200 U (F—|[f f])
3 para todo R € A(®) | o(X) # O, para um inico X € V(R), ou o(h(R)) =  faga

4 se 31X € V(R) | 0(X) # O entao

5 Seja (X <xYoZ)=R

6 Seja y € (v(Y) N (0(X) @ v(Z))) qualquer
7 oo U (Y= yvy])

8 oo U (Z—oX)oaY))

9 senao

10 Seja R= (X <Y o0Z)

11 oo U (X—oY)oa(2))

12 fim

13 fim

14 se VX € V(®) : 0(X) # O entao
15 retorna o
16 fim

17 retorna insatisfativel

Exemplo 5.11 Seja uma instancia POI (®,vg, €, ¢, F) tal que € > 0, ¢ = consisténcia no
arco e ® = Ry ARy AR3 ARy N\ Rs N\ Rg AN R7 \ Rg \ Ry € uma formula intervalar primitiva

dada por
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Ri=(F=<Xo A
Ry =(X =<Yoo, Z7)
Ry =(Bx<Xo3A)
R, =(B=<Co4H)
R; = (C < Dos E)
Rs = (H < 10gJ)
R; =(G=<Coz7l)

RgI(KXF08G)

RQI(KXLOQM)

O digrafo D(®) é dado por:

Seja v C vy o refinamento maximal de vy para ®, obtido da aplicagao da consisténcia
no arco (algoritmo 3), tal que v(F) = [f, f].
Podemos verificar que o grafo G(®) é uma cascata de arvores segundo F', pois é cons-

tituido de um conjunto de subgrafos aciclicos e disjuntos dado por

(Aa(F), Ae\ry (B), Aa\r: (G), As\ i (K))
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As(F) = F
N
X o A
RN
Y 7
Aa\r, (B) = B
/ O\,
SN, N
As\r, (G) G
Ag\rs (K) K
J M

Além disso, podemos verificar que os subgrafos sao conectados por arestas que respei-

tam a definicao de cascata de arvores:

T ={(B,X),(B,A),(G,0),(G,1),(K, F),(K,G)}

{X | (X,Y) €T e X € V(Anm(B)}H = {B} < 1

HX,Y) e T[] X € V(Aary(B))} = {(B, X), (B, A)}| <2
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{X [ (X,Y)eTeXeV(Ang (G))} =G} <1

{(X,Y) €T | X € V(An\g,(G))} = {(G,C), (G, 1)} <2

{X ] (X,Y) €T e X € V(Apm (KD} = HK} <1

{HX,Y) e T [ X € V(Aa\gs(K))} = {(K, F), (K,G)} <2

Portanto, pelo teorema 5.3, é possivel encontrar uma valoracao degenerada o C vy
que satisfaz ® e minimiza F'.

Definindo o(F') = [f, f], inferimos

o(X) =[z,z] | z € (v(X) N (c(F) e v(A)))

o(4) = o(F) &, o(X)
E, em seguida, inferimos

oY) =1ly.yl |y € (v(¥) N (0(X) 02 0(2)))

0(Z2) =o(X) @ 0(Y)

Agora, nenhuma restricdo tem apenas uma de suas variaveis sem valor definido em o,

mas a restricao B =< X o3 A tem apenas a cabeca ainda nao valorada. Portanto, inferimos
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Prosseguindo com o método, inferimos

o(C) =le.d | c € (v(C) N (a(B) o4 v(H)))
o(H) = 0(B) @4 0(C)

o(D)=1d,d] | de (v(D)N(c(C) o5 v(E)))
o(E)=0(C)®;0(D)

o(I) =1li,i] | i € (v(I) N (o(H) 85 v(J)))

o(J) =o(H) @6 (1)

Da mesma forma, a restricao G < C o7 I tem apenas a cabega ainda nao valorada e,
inferindo o(G) = o(C) o7 o(I), 0 mesmo ocorre com a restrigao K =< F og GG. Portanto,
inferimos também o (K) = o(F') og 0(G)

Por fim, inferimos os valores das variaveis restantes:

o(L) =L | L€ (v(L) N (o(K) o9 v(M)))

o(M) = o(K) @ o(L)

5.4 Consideragoes

Neste capitulo, apresentamos o problema POI e uma forma de representagao de for-
mulas intervalares primitivas utilizando grafos e digrafos. Em seguida, reescrevemos o
método de encontrar valoracao degenerada para formulas aciclicas, apresentado em [17],
sob uma abordagem por grafos, restringido a féormulas cujo grafo que as representa é aci-
clico. Dessa forma, conseguimos obter a valoracao degenerada que minimiza um intervalo
objetivo dado.

A fim de estender esse algoritmo a outras classes de féormulas, relaxamos o problema
POI, possibilitando solugoes aproximadas. Assim, mesmo uma solu¢ao na qual determina-

dos intervalos nao sejam refinamentos dos intervalos iniciais, pode ser aceita como solugao
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do problema real, dependendo da modelagem matematica e do contexto de aplicacao. Por
exemplo, se os intervalos iniciais estimam a pluviosidade futura de uma determinada re-
giao, pode ser admissivel um erro de valoragao nao nulo, visto as aproximagoes e incertezas
de seus limitantes superior e inferior.

E importante observar que as formulas intervalares representam relacoes dadas pela
consisténcia intervalar utilizada: se os intervalos sao consistentes, entao sao capazes de
conter aproximacgoes que satisfazem todas as restrigoes modeladas. Na consisténcia no
arco, mais especificamente, existem trés formas equivalentes (teorema 2.4) de representar
uma restri¢do intervalar: (X <Y oZ), (Y xXeZ)e (Z <X ©Y), para X,Y,Z €1
e o € W qualquer. Como uma férmula é uma conjuncao de restrigdes intervalares, somos
capazes de definir quando duas férmulas intervalares representam o mesmo conjunto de

restrigoes, isto é, sao equivalentes.

Defini¢ao 5.13 Duas formulas ® e &' sao ditas equivalentes, e denotamos esse fato

por ® = &', se, e somente se,
1. VRe A(®):dR' € A(?') | R=R/;

2. VR € A(®): IR € A(®) | R = R.

)

Exemplo 5.12 As formulas ® = (X <Y+ Z2)AN (Y < A+-B)A(B XY ®A) e

O =(Z=<X-Y)N(AXY X B) sdo equivalentes, pois

(X=<xY+2)=Z=<xX-Y)
Y=<A+B)=(AxY x B)

(BxY®A) =(A<Y xB)

O

Se duas formulas ® e &' sdo equivalentes, entdo possuem o mesmo conjunto de mo-
delos. Dessa forma, se ambas pertencem a instancias POI (®, vy, €, ¢, F) e (9, v, €, ¢, F),
o modelo v da férmula ® sob valoragao vy e consisténcia ¢ que minimiza F' é igual ao

modelo v’ da formula @ sob as mesmas condigoes.
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Teorema 5.4 Dada uma formula intervalar unica ® tal que F € V(®), uma valoragdo
inicial vy e uma valoragio v C vy consistente no arco de ® tal que v(F') € {[f, 11, f s
VX € V(®) :v(X) # 0 e P Do | v C vy é consistente no arco de ® (isto €, v € o
refinamento mazximal de vy consistente no arco de ®). Se existe uma formula & = ¢
tal que G(®') é uma cascata de drvores sequndo F e HX <Y IW), (X <Y 1 W), (X =
Y+7) € A(Y'), tal que v(Z) = [0,0], entao € possivel encontrar uma valoragao degenerada

o que satisfaz ® e minimiza F.

Prova. Seja ® e v conforme as condigoes acima e ® = & também conforme as
condigbes enunciadas. Como &' = @, entdo F € V(P') e v C vy é consistente no arco
de ', v(F) € {[f, f,[f. [)}, VX € V(@) : v(X) # 0 e #' D v | v C vy é consistente
no arco de ®’. Logo, pelo teorema 5.3, é possivel encontrar uma valoragao degenerada o
que satisfaz ®' e minimiza F. Novamente, como &' = &, entdao o também satisfaz & e
minimiza F'.

OJ

Note que o teorema acima vale porque estamos utilizando a consisténcia no arco. Se
nao tivessemos relaxado a defini¢do 4.8, continuando com a exigéncia de que, VR = (X =<
YoZ)e A(®): v(X) Dv(Y)ov(Z), uma mesma valoragdo v ndo seria consistente com
duas restrigoes R e R’ equivalentes. Por exemplo, se v(X) = [1,5], v(Y) = [0,3] e v(Z) =
[1,2], temos que v(X) =v(Y) +v(Z), mas v(Y) C v(X) —v(Z), pois [0, 3] # [—1,4].

Além disso, como definimos a divisao por zero e o logaritmo de maneira nao usual, nao
ha garantias de que os intervalos consistentes contenham nimeros reais que satisfacam
todas as restrigoes, pois o teorema 2.1 esté definido apenas para W e, consequentemente,

para {®,®, Y, A }.

Exemplo 5.13 (Continuacdo do Ex. 5.5) Seja ® = (X <Y o, Z)AN(Y < Aoy B)A(Z =<

B o3 C) uma formula intervalar e v uma valoragao consistente no arco de V(®).
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Como discutido no Ex. 5.6, nao é possivel encontrar uma valoragao exata para ®
pelo método exatoEVD. Embora seja possivel encontrar uma valoracao aproximada, pelo
método EVD, se X for o intervalo objetivo e quisermos minimiza-lo, temos que utilizar
o método hibridEVD, encontrando um conflito: seja o(X) C v(X) o intervalo que o
minimiza, inferimos os valores o(Y) e o(Z). Em seguida, inferimos o(A) e o(B), de

forma que apenas C' € V(Z < B oz (') ndo tem valor definido em o.

D(P) = o(X)
/ \
L0 L —— o(2)
Nl
L0 E T ——— oL 02) FE . C

Nesse estado, ndo podemos inferir o(C') e hibridEVD(®, v) retorna insatisfativel. De
fato, essa féormula nao contém as propriedades exigidas pelo teorema 5.3, pois o grafo
Ag(X) € ciclico.

Suponha, no entanto, que substituimos a restricao Z =< B o3 C pela restricao equiva-
lente C' < Z ©3 B. Essa operacao nao altera o conjunto solugao, pois a formula obtida
@’ é equivalente a original e, além disso, seu grafo é uma cascata de arvores segundo X.
Agora, executando hibridEVD(® v), inferimos o(C') = o(Z) @3 o(B) sem gerar conflitos

de valoracao.
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CAPITULO 6

CONCLUSAO

“E bem, qualquer que seja a solugao, uma coisa fica,
e € a suma das sumas, ou o resto dos restos...”

(Machado de Assis, Dom Casmurro, Cap. 148)

A modelagem intervalar consiste em especificar um conjunto de restrigoes sobre in-
tervalos que representam valores reais aproximados. Se esse conjunto for uma conjun¢ao
de relagoes algébricas entre as varidveis intervalares e, além disso, tivermos especificagoes
sobre os limitantes e a precisao de cada intervalo, entao essa modelagem é, de fato, um
problema de Satisfatibilidade Intervalar.

Adicionalmente, se tivermos um intervalo objetivo a ser minimizado, entdo temos um
problema de Otimizacao Intervalar. Esse problema, por sua vez, é um relaxamento da Pro-
gramacao Nao Linear, pois sua solucao caracteriza-se por um conjunto de aproximagoes
de nimeros reais que satisfazem as restrigoes com um erro de precisao preestabelecido,
minimizando o intervalo objetivo.

A algebra intervalar nos oferece uma poderosa ferramenta para solucionar problemas
POI: a consisténcia intervalar. Como esta é condicao necessaria para a existéncia de uma
solugao nos reais, excluimos os valores inconsistentes com os demais intervalos sob as
restricoes dadas, obtendo refinamentos mais precisos.

Embora a consisténcia intervalar seja a base dos algoritmos intervalares, ela nao ga-
rante a existéncia de um conjunto de valores reais exatos para o problema, tornando
impossivel, no geral, a reducao de problemas de Programacao Nao Linear usual para
problemas POI. No entanto, se a conjuncao de restri¢oes intervalares definir um grafo
aciclico, mostramos que a consisténcia no arco ¢ suficiente para garantir a existéncia de

tal conjunto. Além disso, conseguimos extrair a solucao 6tima do problema de forma
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direta e sem a necessidade de retrocesso.

Neste trabalho, também apresentamos uma formalizacao da algebra intervalar e de
conceitos como restricoes intervalares e consisténcia intervalar por uma abordagem um
pouco distinta da qual geralmente se encontra na literatura, deixando explicito o signifi-
cado de uma modelagem intervalar consistente. Além disso, mostramos que a consisténcia
no arco ¢ condicao suficiente para a existéncia de solucao real nas féormula aciclicas ou
compostas por uma cascata de drvores, se permitirmos a extrapolagao de alguns intervalos.

Os algoritmos propostos estendem o trabalho de Frinzle [17], que ndo aborda proble-
mas de otimizacgao, e tiram proveito de caracteristicas de férmulas aciclicas nao apenas
para garantir a existéncia de uma valoracao degenarada, mas também para encontrar o

modelo 6timo.

6.1 Trabalhos Futuros

Neste trabalho, restringimos os algoritmos para POI as féormulas intervalares primiti-
vas, devido a limitagbes da representagao por grafos. Alternativamente, utilizando multi-
grafos para a representagao das féormulas intervalares, pode ser possivel estender os teo-
remas e algoritmos para férmulas nao primitivas. Além disso, exigimos que a valoracao
consistente nao valore multi-intervalos, apenas intervalos. Essa restricao facilita a des-
cricao dos algoritmos intervalares, mas exige uma ramificacao combinatéria. No entanto,
como os métodos apresentados sao fundamentados nas propriedades apresentadas no teo-
rema 2.1, e essas também valem para multi-intervalos, pelo teorema 2.2, entao podemos
estender os algoritmos propostos para também resolverem problemas multi-intervalares.

Os algoritmos propostos sao corretos e completos se aplicarmos, sobre a valoracao
inicial dada, a consisténcia no arco. Embora varios trabalhos ja atacaram o problema de
aplicar tal consisténcia [26, 31, 18], sua eficiéncia ainda é muito dependente da estrutura
da formula. No entanto, conjecturamos que para os problemas de interesse neste trabalho,
a estrutura aciclica da formula é suficiente para a aplicacao dessa consisténcia.

Além disso, para a otimizacgao aproximada, existem varidveis que nao sao garantida-

mente valoradas por refinamentos da valoracao inicial. Essas variaveis, de certa forma,
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nao tiram proveito da consisténcia no arco, tornando inutil sua aplicacao em tais restri-
¢oes. Da mesma forma, conjecturamos que nao ha necessidade de garantir tal consisténcia
para todas as restricoes de uma féormula. Mais do que isso, talvez possamos evitar os er-
ros de valoragao nao nulos se, para esses atomos, garantirmos alguma outra consisténcia
intervalar.

Por fim, na segao 5.4, mostramos que nao necessariamente a férmula de entrada precisa
ser uma cascata de arvores para a aplicacao do método hibridEVD, mas deve existir uma
cascata de arvores equivalente & féormula original. Dessa forma, também é interessante um
método que encontra tal formula ou prove sua nao existéncia. Analisando o grafo definido
pela formula original pode ser possivel resolver esse problema, utilizando métodos de
busca com retrocesso e poda ou reconhecimento de padroes a fim de encontrar subférmulas

conflitantes.
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APENDICE A

Teorema 2.1 Sejam trés intervalos nao vazios X, Y e Z tais que X C Y o Z, para

algum o €W, entaoVr € X :JyeY, Iz € Z |z =yoz.

Prova. Em [24] temos que, para o € {+,—, x,+}, Yo Z ={yoz|yeY ez € Z}.

Portanto, X C Y o Z implica que Vr € X :x =yoz paraalgumy € Y e z € Z. Isto é

VeeX:yeY,zeZ|xz=yoz

Portanto, o teorema vale para o € {+, —, x, +}. Basta provar que ele também vale para

o€ {A, Y}

Se o = A, temos 5 casos:

1.

z > 0 é impar:

Como Y A Z = [y*,7°] e X CY A Z, entdo, para todo x € X,

<
S
IN

8
IN
<Y
W

Por outro lado, Vy € Y : y <y <. Como 2z > 0 ¢ impar, entao temos que

Como Z = {z}, entdo

Vee X:JyeY,JzeZ|x=y"

.z>0épareg20:

Nesse caso, y* < y < 7* também ¢é verdadeiro, para todo y € Y. Como Y A Z =

[v*,7°] e X CY A Z, entao a prova segue do item anterior.
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3. 2>0¢éparey <O0:

Como Y A Z = [*,y*] e X C Y A Z, entdo, para todo z € X,

<Y
N
IN
8
IN
<
N

Por outro lado, Vy € Y : y <y <. Como y <7 <0, entao [y] < |y| e [7]* < [y|*.

Mas como z > 0 é par, entdo [g|* =7 e |Q|z =y

Portanto

<
IS
VAN

<
183
IN

<
IS

Como Z = {z}, entdo

Vee X:JyeY,JzeZ|x=y"

4. z>0¢épar,y<0ey=>0:

Como Y A Z = [0,max{y*, 7"} e X CY A Z, entdo, para todo x € X,
0<z< max{gz,yz}

Por outro lado, Vy € YV : y < y < Pelo mesmo argumento do item anterior,

Y
temos que Vy < 0 € YV : 0 < y* < y*. E, pelo mesmo argumento do item 1,

Vy>0eY : :0<y* <y

Portanto

0 <y < max{y*, 7"}

Como Z = {z}, entdo

Vee X:JyeY,JzeZ|x=y"

5. z2<0:
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Pela definicao, Y A Z = [1,1] + (Y A —=Z). Como —z > 0, entdo, pelos itens

anteriores, o teorema vale para (Y A —Z2).

Isto &

Vhe Y A—=Z):3yeY,Fze(-2Z) | h=y*
Como o teorema também vale para a divisao, entao é direto que

1
VeeX:JyeY,ze(—2)|ze=—=y"~
yZ

E portanto,
Vee X:JyeY,JzeZ|x=y"

Se o = Y, temos 5 casos:

1. 2 > 0 é impar:

Como Y Y Z = [\z/g, vyl e X CY A Z, entao, para todo = € X,

Sy<z< 7y

Por outro lado, Vy € Y : y <y <y. Como z > 0 ¢ impar, entao temos que

Como Z = {z}, entdo

VeeX:3qyeY, FzeZ|x=y

2. z>0¢éparey > 0:

Como Y Y Z = ([—v/¥, — ¥}, [¢/F: VY]) e X CY A Z, entdo, para todo = € X,

—/T<r<—gyou fy<z <3y
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Por outro lado, Vy € YV : y <y <7 Como 0 <y <, entéo\z/gg Y e
—/J < —/¥-
Portanto

—/T<y<—/you iy <y </

Como Z = {z}, entdo

VeeX:dyeY,dzeZ|x=y

.2>0éparey <O0:
ComoYYZ=0eXCY A Z, entao X = ().

Por outro lado, como Vy € Y : y < 0 e /y ¢ R, entao

VeeX:3qyeY FzeZ|x=y

.z>0épareg<0e§20:

Pela definigao, Y Y Z =[0,7] Y Z. Como X CY Y Z entao X C [0,7] Y Z e, pelo
item 2,

VeeX:JdyeY,dzeZ|x=y

L2 <0

Pela defini¢ao, Y ¥ Z = [1,1] + (Y Y —=Z). Como —z > 0, entdo, pelos itens

anteriores, o teorema vale para (Y Y —Z2).

Isto é

Vhe (YY —-Z):3yeY,Fze(-Z) | h=y

Como o teorema também vale para a divisao, entao é direto que

Vee X:JyeY,Jze(—2)|x= = <y
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E portanto,
VeeX:3qyeY, FzeZ|x=yy
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