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RESUMO

Este trabalho foi idealizado com o desenvolvimel@ama aproximacéo do Método
dos Elementos de Contorno no dominio do tempo, sprd denotado por MEC-D (D
representa dominio), para a solucdo de problemagsrafgagacdo de ondas em dominios
unidimensionais. Serdo apresentados cinco exenpdos a validacdo do método e os
resultados obtidos serdo comparados com as respedolucdes analiticas. O esquema

marcha no tempo empregado foi método de Houbolt.

Palavras-chave: Métodos de Elementos de Contorno, Equacdo da Ordalde,

Condicdes Iniciais, Dominio do Tempo.
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ABSTRACT

This work deals with the development of a boundadgment method formulation in
the time domain, which will be denoted by MEC-D ifizans the domain), in other to solve
wave propagation problems in one-dimensional dosative examples are presented to
validate the formulation and, for each problem, tbgults are compared with the analytical

solution. The time marching employed was the Houlmethod.

Key-words: Boundary Element Method, Scalar Wave Equationjaln€onditions,

Time Domain.
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1. INTRODUCAO

Problemas em dominios unidimensionais tém o méetdornecer experiéncia

ao pesquisador e também confianca para enfrentasos mais elaborados.

Grande parte dos problemas fisicos € modeladaigtengas de equacdes ou
equacdes diferenciais parciais. Portanto, é netasassolucdo dessas equagdes, que
muitas vezes pode ser obtida analiticamente; anticetna maior parte dos casos, s6 €

possivel determinar a solucéo através de um métmaherico.

O interesse em resolver diversos problemas na bagantem motivado o
surgimento de um grande numero de métodos numésitns os quais o Método dos
Elementos de Contorno, referenciado por MEC.

As equac0es integrais de contorno podem ser oldiriages de um tratamento
residual. Quando séo utilizadas solucbes fundansemdependentes do tempo, a
formulacdo resultante denomina-se MEC-D (onde Dnifiig dominio), devido a
ocorréncia de uma integral de dominio envolvengoaluto da funcdo de ponderagéo
com a derivada segunda em relacdo ao tempo. Adimittim intervalo finito, por
exemplo, 0<s x< L, como dominio do problema unidimensional, o camoré
constituido apenas pelos nés extremaes0 e x= L. O esquema de marcha no tempo
empregado serd o0 método de HOUBOLT (1950), BATHE9G) que é obtido da

derivada de segunda ordem em relacédo ao tempdidérmps cubicos de Lagrange.

Neste trabalho, primeiramente serdo apresentadosowseitos tedricos do
problema de propagacao da onda, tais como: velbejdieslocamento e tensao, entre
outros. Em seguida serd apresentada a formulacd®-MEque utiliza células para
modelar o dominio. Serdo apresentados diversospasroom diferentes condicdes de
contorno e condigdes iniciais. Para a validacdéodaulagéo, os resultados numéricos

serdo comparados com as solugfes analiticas.
O trabalho esta organizado da seguinte forma:

No capitulo 2, inicialmente, sera feita uma aboedagla teoria de ondas e do
movimento ondulatério; na segunda parte sera iogiod o conceito da velocidade da
onda e, em seguida, serd apresentada a equac&oayaeelo problema.



No capitulo 3 € apresentada a teoria do MétodoEt#ementos de Contorno e
uma breve abordagem sobre os aspectos historieesl@cdo histérica do MEC. Nesse
mesmo capitulo sera feita uma breve revisdo sobselwdo fundamental, que é

utilizada para obtencéo das equacdes que constaUdEC.
No capitulo 4 sdo apresentados os exemplos paigdagéo da formulacao.

No capitulo 5 sdo apresentadas as consideraclais Bobre os resultados
obtidos.



2. ONDAS

O movimento causado por uma perturbacao que sageicgtravés de um meio

denomina-se onda.

Podem-se citar alguns exemplos de ondas preseate®ss0 cotidiano. Sao

elas: ondas sonoras, ondas luminosas, ondas de oadias do mar, entre outras.

“A equacdo da onda governa uma grande varieddelefenbmenos de
propagacdo de ondasis como o movimento das ondas eletromagnétiesspndas na
agua, de fluidos supersénicos, da pulsacdo de axguineo, de ondas elasticas em

solidos e da vibragéo de cordas e membranas”. GBER®G (1998).

2.1 Movimento Ondulatoério

Segundo HALLIDAY (2010) particula e onda sao doiangles conceitos da
fisica classica, no sentido de que se podem assp@ae todos os ramos do assunto a
um conceito ou ao outro, onde particula é asso@adaansporte de energia e onda a

transferéncia de energia no meio.

De acordo com TIPLER (2009), grande parte das nmégbes que se obtém
chega até nds por algum tipo de onda. “Uma ondaamex € causada por uma
perturbacdo em um meio. Por exemplo, quando umedacesticada é tocada, a
perturbacao produzida se propaga ao longo da @mg@® uma onda. A perturbacao,
neste caso, é consequéncia da interacdo entresegdento da corda e 0os segmentos
adjacentes.” Em uma onda mecanica sao transporeadogia € momento através do
espaco; porém, ndo € transportada matéria. Esto efeobtido através de uma
perturbacdo que se propaga no meio. Podem-se dbtsrtipos de movimento
ondulatorio simples: Ondas Transversais e Ondagituatinais.



2.2 Classificacao das Ondas

Quanto a direcéo da vibracéo

Ondas Transversais:Sao as ondas que causam uma perturbacdo pergandicu

a direcao da propagacéo.

Ondas Longitudinais: Sdo as ondas que causam uma perturbacdo paralela a

direcédo de propagacéao.

Ondas Mistas: Sdo as ondas que causam simultaneamente uma peéorb
perpendicular a direcdo da propagacdo e uma pacmbparalela a direcdo da

propagacao.

Quanto a natureza

Ondas Mecanicas:Sao as ondas que necessitam de um meio matersakpar

propagar, € o caso de onda em molas, cordasointers liquidos entre outras.

Ondas Eletromagnéticas:S&o as ondas que correspondem as variacdes de um
campo elétrico e de um campo magnético originados@rgas elétricas oscilantes que

se propagam sem a necessidade de um meio material.

Quanto ao numero de direcdes de propagacao

Ondas Unidimensionais:S&o as ondas que se propagam em uma linha, como

por exemplo, as ondas em uma corda.

Ondas Bidimensionais:S&0 as ondas onde a propagagao acontece em uma

superficie; pode-se usar como exemplo a supedasdiquidos.

Ondas Tridimensionais: S&o0 as ondas que se propagam em todo o espaco

tridimensional, é o que acontece com o som propBgaa no ar.

O movimento ondulatério pode ser mais bem compidenalo se considerar,
por exemplo, uma corda distendida horizontalmesupondo que haja uma perturbacéo
transversal na extremidade, uma propagacao ritesicgropaga através da corda. Os

movimentos das particulas sdo para cima e para,banquanto ao mesmo tempo a



perturbacdo move-se ao longo da extensédo da cApis a perturbacdo cessar, as
particulas retornam a sua condicdo inicial. O que@r@agado pela corda é a

perturbacéo, e ndo o proprio meio.

2.3 Velocidade da Onda

A velocidade com que as particulas se movimentameio de propagacao esta
relacionada a frequéncia e ao movimento de ondeeldcidade das ondas de acordo
com TIPLER (1993) “depende das propriedades do ,meias ndo depende do
movimento da fonte das ondas: estauma propriedade geral do movimento
ondulatorio”, por exemplo, a velocidade do som ha buzina de carro, de acordo com
TIPLER (1993), depende somente das propriedadas dmao do movimento do carro.
No caso de pulsos ondulatérios numa corda é féoilathstrar que quanto maior for a
tensdo de tracdo mais rapida sera a propagacaondas. Além disso, as ondas se
propagam mais rapidamente numa corda leve do quaneancorda pesada, sujeitas

ambas a mesma tenséo de tragéo.

Sendoo atensdo e/ a massa especifica, a velocidade da onda em uma éo

dada por:

(2.1)

INIIS

Alguns conceitos importantes sdo apresentadosuarseg

Amplitude (y): Refere-se a distancia entre o ponto médio da \Abraca crista

(ou vale da onda).
Freqiiéncia (): E a taxa de repeticio de uma determinada vibracéo.

Periodo (T): E o intervalo de tempo apo6s o qual 0 movimento rdeslemento

oscilante comeca a se repetir.



Comprimento de Onda (A): E a distancia que vai de uma crista a outra

adjacente, ou seja, é a distancia apos a qualrdgdd onda comeca a se repetir.

Uma onda senoidal, de modo geral, pode ser des@ifarma de uma fungao
seno ou cosseno. Por exemplo, a onda senoidal adlageyuando se movimenta
transversalmente a extremidade da corda num motanmemmaonico simples. Define-se

uma forma de onda a partir dma relagéo do tipo:
y=h(x 1) (2.2)

na qualy € o deslocamento transversal de qualquer elengentmrdah € uma funcéo
da posicax deste elemento ao longo da corda e do tetmpara o deslocamenyodo

elemento da corda na posigée no instant¢, tem-se:
y(%t)= i, self kxw ) (2.3)

onde o indicen representa a amplitude maximk e w séo constantes.

Para a determinacgéo da velocidade da onda supdetenvalo de tempadit. A

onda se propaga na direcao positiva do gi#ssim, o ponto A da figura (2.1) abaixo
desloca-seAx para uma variagéo no tempo iguah O limite da relagé% guando

At tende a zero é a velocidade de omda



FIGURA 2. 1: Onda descrita pela equacéo (2.3)

Focalizando um ponto, ponto A da figura 2.1, temese deslocamento

transversaly que € definido ao associar um valor fixo a quadkidk x—wtque se

chamafaseda onda.

Assim, tem-se:

kX —w=0 (2.4)

A medida em queé aumenta na equacdo (2.3) o valor da coordenada de

aumenta se o deslocamento na direcaa érarescente.
Sabendo-se que:

v=% (2.5)

Assim:

(2.6)



Para determinar a equacdo de uma onda que se aropadirecao oposta,

substitui-sé na equacéo (2.3) pert.

» Para a equacdo de uma onda que se propaga nagiosiiva do eixo
X, pode-se escrever:

y(%t)= i, seff kxw ) (2.7)

» Para a equacdo de uma onda que se propaga nadiegtiva do eixo
X, pode-se escrever:

y(% 1) = ym sef kxw X (2.8)

2.4 Equacao da Onda

De acordo com GREENBERG (1998) o estudo de equdgdmnda teve uma
importancia historica, pois foi amplamente estudaelos matematicdseonhard Euler
(1709-1783)Jean d’Alamber{1717-1783)Daniel Bernoulli(1700-1782) €oseph —
Louis Lagrangg1736—1813), dando origem ao tema de equacOe®widieis parciais,
que é apresentado nesse trabalho como EDP. “Emestudos de cordas vibrantes,
d’Alambert desenvolveu o método de separacdo déwveds, achando necessério
representar a forma inicial da corda, com que Bomnhecido como uma Série de
Fourier. O método de separacao de variaveis f@tolge debate que continuou até o

século XIX.”

2.4.1 Equac¢do da onda em uma corda

Para a deducdo da equacdo diferencial conhecida@ @muacédo da onda,
segundo TIPLER (1993) pode-se aplicar as leis deittie ao movimento de um

segmento da corda.



A figura 2.2 representa um segmento de corda teadm A equagéo da onda se
deduz pela aplicacdo, ao segmento, da segunda MNgwton.

NGl

&,

s N

FIGURA 2. 2: Segmento de Corda

Com base na figura podem-se admitir pequenos desltos verticais. O
comprimento do segmento € aproximadamefie e a massa desse segmento é

Am= u AAX, sendou a massa especifica e A, a area de secéao trarisslarsarda.

Desta forma, o segmento desloca-se verticalmeatiea resultante nesse caso € dada
por (TIPLER(1993)):

> F =F senp, - F seip, (2.9)

onde @, e @, sdo os angulos descritos na figura 2.2 g A representa a tensdo na

corda. Como os angulos sao pequenos, pode-se adapaoximacaceny ~ tang; a

equacao (2.9) é reescrita como:

SF=F (senw2 - serzpl) = Ff tap, - taqal) (2.10)



A tangente do angulo entre a corda e a horizongalinelinacaacS (coeficiente
angular) da curva descrita pela corda. A inclinag&derivada parcial dg= y(x, t)

em relagao & Assim, tem-se:

S=tanp :ﬂ (2.11)
0x
e, para o segmento da figura 2.2:
_ _(9y
S =tang = (—) (2.12)
0x J
_ _(9y
S, =tang, = (—j (2.13)
aX X+AX

Portanto, substituindo (2.13) e (1.14) em (2.9n-&e:

D F=F(s-9)=FAc< (2.14)

onde AS € a variacdo da inclinacdo. Igualando a resultdateforcas ao produto da
2

massayu AAx pela aceleragéo, dada p%trgy fica-se com:

0%y
oAAS=u AAX? (2.15)

De (2.16) pode-se obter a seguinte relacao:

AS 0%y
O—=[— 2.16
~ Mo (2.16)
Calculando o limite da equacéao (2.16) quadao- 0, tem-se:
2
mAS_ 00y 0y (2.17)
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Substituindo (2.17) em (2.16) resulta em:

0°y _ u o’y

— == 2.18

x> o ot (2.18)
Substituindo a expresséo (2.1) na equacao (2.48) se:

0’y 1 0%y

— =S 2.19

oV o 19

A equacéo (2.19) representa a equacao da onda amarda tencionada.

A equacao da onda tem como solucédo qualquer futhgdipo y(x— vt). Seja a

funcdo da onda dada por:
y=y(x-w) (2.20)
Sejaa = x— vt; substituindo em (2.20), obtém-se:

y=y(a) (2.21)

Representando pogz a derivada dey em relacéo &, pela regra da cadeia de
X

derivacéo representa -se a derivady € relacdo ar por y . Obtém-se, entdo, as

expressoes abaixo:

R (2.22)

A A (2.23)

Com a_a =le a_a =-v, tem-se:
()4 ot

11



_. (2.24)

oX
e
ay ,
— == 2.25
prai (2.25)
Tomando as derivadas de segunda ordem, obtém-se:
0’y _ ..
w7 (2.26)
e
9%y oy oy da
—2 =-y—==-y—=>—=V
o2 ot eaot 7 (2.27)
Assim
0’y 1 0%
— == 2.28
x> V* ot? ( )

A partir deste ponto, a velocidade da onda senr@&septada pela letra c.

Logo, a equacado de propagacdo da onda que sehéddameste trabalho pelo
Método de Elementos de Contorno fica da forma:

(e3]

2 2
y_10%
Fyaaarr (2.29)

2.4.2 Equacao geral do movimento ondulatdrio

De acordo com ALONSO (1930), numa corda, sejandosgpor leis dinamicas

caracteristicas de cada processo, existe uma exapliéavel a todo tipo de movimento

12



ondulatério, do mesmo modo que a lei de Newtompéiea a todos os movimentos de
particulas, quaisquer que sejam as forcgas.

A equacdo que descreve o movimento ondulatério eefocidade inicial
prescritav e sem distor¢cdo, ao longo deX e —X . Esta equacédo é a equacao do

movimento ondulatério ou equacdo da onda, e é pada
—=C"— (2.30)

A solucéo geral da equacéo (2.30) € da forma:
&(xt)= f,(x=ct)+ f,( x+ cf (2.31)

A solucao geral da equacéo (2.30) pode ser expEBRO a superposicao de

dois movimentos ondulatérios que se propagam etdesropostos.

Quando se produz uma perturbacdo numa extremidadema haste, por

exemplo, a perturbacéo propaga-se ao longo da, ladStehegar a outra extremidade.

Considera-se, por exemplo, uma haste de se¢c&véraal uniforme A sujeita
a um esforco, ao longo do seu eixo, indicado pmigafF . Em cada sec¢é&o transversal
existem duas forgas iguais e opostas.

(b

FIGURA 2. 3: Haste

A tensdo normalo é definida como a for¢ca por unidade de area qua at

perpendicularmente a secao transversal. Entdo:

o= (2.32)

onde F é expresso em Noeé expresso enN / nt ou PA.

13



2.5 Equacao Governante

A equacdo que governa problemas de propagacdo dies &gh uma equacao
diferencial parcial de segunda ordem que é dada por

02u+62u+62u=i62u
x> ay* 07 ot

(2.33)

onde as variaveis, y e zsao as coordenadas espaciais para problemas mglonais.
Em problemas bidimensionais, usam-se as coordenadas y . Para o0 caso

unidimensional, que é o proposto neste trabalino;s:

= (2.34)
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3. O METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO

O Método dos Elementos de Contorno é um métodizadid para solu¢des de
sistemas de equacdes diferenciais, formuladas emafintegral. O método possui
melhor desempenho que o método dos elementossfieito certas circunstancias,

como, por exemplo, quando o dominio de estudafariio ou semi-infinito.

3.1 Aspectos Histéricos

A idéia de representar funcdes continuas atravégpiiximacao por partes nao
€ uma novidade. “Rudimentos das idéias de integfolaupostamente foram usados
antigamente pelos babilénios e egipcios”, segundiBIAMOTO (1994).

“Devido a introducao das idéias do Calculo desendolpor Leibniz e Newton,
foram determinadas formulacdes dos problemas dmaFidatematica através de
equacoes diferenciais e integrais”, de acordo c&AMOTO (1994).

O método das diferencas finitas foi o primeiro mdétaproximado conhecido.
De acordo com KATSIKADELIS (2004) a paternidade M&C pode ser atribuida a
Fredholm. “No inicio do século XX, ele foi o primeia usar as equag¢des de contorno
singulares, a fim de encontrar as quantidades d¢omrm desconhecida para o0s
problemas da teoria do potencial.”

Para a solucdo de equacdes integrais em PotenEialxe, as técnicas foram
desenvolvidas por Trefftz e Prager no inicio dou®cKX, sendo que tais técnicas
seriam impraticdveis sem o uso de computadores BESSH 987).

A expressdo Método dos Elementos de Contorno, segAMAMOTO
(1994), apareceu na literatura em 1977, nos trabale Banerjee e Butterfild e nos de
Brebbia e Domingues, para indicar o carater deetizacado do contorno do problema.

Em 1872, Betti apresentou um método geral paraegriacdo das equacdes de
elasticidade e que baseia a sua solucdo de fortegrah Basicamente, este pode ser
considerado como uma extensao direta da abordage@rekbn para as equacoes de

elasticidade de Navier.
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Foi mostrado por Brebbia que o Método dos Eleméhimisos, “o Métodos dos
Elementos de Contorno e muitos outros métodos naosémpodem ser obtidos como
um caso especial da formulacdo de ‘Residuos PatmEragjeral e, a partir dai,
estabelecer conexao entre varias outras tecnicstertes”, YAMAMOTO (1994)

3.2 Evolucéo Histérica do MEC

Segundo KATSIKADELIS (2004) até o inicio dos ano8, & MEC era
conhecido como Método das Equacdes Integrais (Boyridtegral Equation Method,
BIEM). Esse método tem como finalidade resolveblgmas de matematica e fisica e
teve sua origem no trabalho de Georg Green. “Himdtou, em 1828, a representacao
integral para os problemas de Dirichlet e Neumanegquacao de Laplace, introduzindo
a funcéo de Green.”

Em 1885, Somigliana usou o método de Betti pateaiexa representacao da
solugéo integral para o problema de elasticidadd, }KADELIS (2004).

O método empregado por Fredholm, no inicio do séelX, tinha como
finalidade determinar as condi¢cdes de contorno ss&c®s para problemas da fisica
matematica e ndo como método para resolver osgmalsl. Os primeiros trabalhos
como uma técnica computacional do MEC surgiram moia dos anos 60. “As
equacdes de Fredholm foram utilizadas por Jasw&ynmen para resolver problemas da
teoria do potencial bidimensional”, KATSIKADELIS{@4)

Admitindo que todas as funcdes pertinentes posdtemformada de Laplace,
uma equacéo integral de contorno é derivada evidaoho espaco das transformadas,
para uma seqUéncia de valores reais positivassformando o parametro. Um
procedimento de inversdo na transformacao numéraddo empregado para computar
as variaveis fisicas no espaco real. Usando estaxia@a¢do, o problema de
dependéncia do tempo é temporariamente removido.

O primeiro artigo de MEC no Brasil foi publicado wmigcada de 70, ver
TELLES, MANSUR E HALBRITTER (1978).
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3.3 Solugcao Fundamental

Solucdes de equacdes diferenciais que represeetpostas a fontes pontuais
denominam-se funcdes de Green, quando devem gatista condicdes de contorno do
problema. No Método dos Elementos de Contorno, dmuase utiliza o Método de
Residuos Ponderados, sdo empregadas, como funedeendieracdo, as solucdes

fundamentais do problema singular.

A funcdo de Green aplica-se a Equacfes Linearesumae solucdo de uma

equacao diferencial parcial ndo-homogénea.
Considera-se um sistema algébrico de equacdesamogéneas do tipo:
Df(x) = g(x) (3.1)

sendo f(x) e g(x) funcdes definidas no dominio do problemaDe o operador

diferencial. Para a resolucdo da equacédo (3.1)-pedasar uma funcdo de Green,

representada pdB(x ¢), que é a solugdo da equagao:

D,G(x¢&)=9(x-¢) (3.2)

onde D, indica queD opera sobre a fungéo deficando o pontaf fixo e x —¢) é o
delta de Dirac. A funcéo de Gree@(x{), portanto, representa o efeito em um ponto

x devido a uma perturbacédo no poiftoParax # &, obtém-se a forma homogénea da
equacao (3.2).

A “funcéo” delta de Dirac pode ser representadaccama for¢ca pontual em
mecéanica dos sélidos e dos fluidos, como uma caléjeaca pontual em eletrostatica,
etc., SCUCIATO (2007).

O delta de Dirac é descrito pelas suas propriedaddssguais a mais utilizada é:

_f £(X)3(x-¢) de = 1(¢) (3.3)
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A solucdo fundamental utilizada na formulacio MEC a solugéo
independente do tempo, ou seja, é a solugdo fundahu® problema estatico.

A solucdo fundamental para o caso bidimensional BREBBIA e
DOMINGUES (1989)):

u (&%) :iln(—lj (3.4)

2 \r

Para o caso tridimensional € (BREBBIA e DOMINGUHSg9)):

* 1
u(é,x)=——- 3.5
(&)= - (35)
onde, em (3.4) e (3.5)é a distancia do ponto cam{pg ao ponto fontés) .

Neste trabalho sera utilizada a solugcdo fundameyaed o caso do dominio
unidimensional, dada por VLADIMIROV (1979):

u' (&, ) =@ (3.6)
que é a solugdo da equacgédo abaixo:
0%u" (&, x
#ZJ(X_QZ) (37)

Note-se que para o0 caso unidimensional ndo hagmad de singularidade, pois

guando os pontos coincidem a solucdo fundamemiallaé

A deducéo da equacéo (3.7) pode ser encontrada $E®RA (2011).
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3.4 Equac0bes Constituintes do MEC

A equacédo constituinte do MEC-D para problemasim@dsionais é dada por:

u(é.t)=

1

q (& u(xd - a6y § %),
u (&%) a(x 9 - a (&) d x| (3.8)

Iu* (£,) U(x ) dx

1

+

ON| =

A deducdo da equacgdo constituinte do MEC-D é debéda no Apéndice B.
Na equacédo (3.8) nota-se a presenca de uma intiydminio; a manutencdo desta
integral caracteriza a formulacdo MEC-D. Observeyge esta integral de dominio

aparece em decorréncia da utilizacao da soluc@amental independente do tempo.

Afuncdoq (¢,x) é a derivada normal da solucéo fundamental:

_du (&%) _ad (&% dx

TG00 = ox afy

(3.9)

A expressao parg (E, x) € investigada de acordo com a posi¢cao do ponte fon
no contorno. Assim, paré&=0, tem-sex > ¢ e, conseqientemente:

ou'(£,x) _10(x=¢) _1 (3.10)
0x 2 OX 2
Paraé =L x<¢ e:
ou'(¢,x) _10(¢- __1 (3.11)
0X 2 0x 2
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Levando em conta que:

dx dx
=1 e —d =-1 (3.12)
dn(x)| _, dr( 3|,
a expresséo pam (&, x) € dada simplesmente por:
. 1
q(&@=§ (3.13)

Apresentando a equacao (3.8) em forma matricia paesolucéo do problema,

obtém-se:

H* H®? .. H"|[u@0)] |[G" G*
H* H#® .. H?|ub)|_|c* G”{mm}_
: : E q(L)
H™ H™ .. H™u(n| [G" G"
(3.14)
M® M2 .. MT | U0)

1(M% M%Z . M? UL
c? : :
M™ M™ . M ™| t(n)

A equacéo (3.14) pode ser reescrita como:
H 0 u§+1} |:Gcc:| . 1 |:M < M cd:|{l-jc+l}
c = c Ouiaf +— c "n (315)
[Hd |}{ﬂﬂ G* {5 clM® MUl|Ge,

Os indices superiores representam a localizacgmm®s:c representa 0s nos
do contorno ed representa os pontos internos. Nas sub-matrizgsjnweiro indice

20



superior corresponde a posi¢cao do ponto fonteegorslo, & posicdo do ponto campo.
Os indices inferiores referem-se ao tempo da analis
A funcaou representa o potencial ou o deslocamento e a fup¢épresenta o

derivada em relacédo a normal.

Os coeficientes das sub-matrizel$® H % G* G * s&o obtidos diretamente da
equacao (3.8).

Os coeficientes das sub-matrize“ M M€ M * sdo calculados

analiticamente. Deve-se tomar cuidado com a posigéponto fonte relativamente a
célula que esta sendo integrada.

O problema apresentado nesse trabalho é unidinmahis®m que indica que
possui apenas dois pontos no contorno, que senefs extremidades do dominio.

A solucdo da equacao (3.8) requer a discretizagadothinio e a escolha de
uma aproximagao para aceleracéo. Para a dimensaoalazes, estas séo relacionadas
com a quantidade de nos adotadas no problema. &tange notar que, se N intervalos
sdo adotados, os pontos internos sdo numeradosatie (8] + 1), pois os nés 1 e 2
pertencem ao contorno.

A funcdo i em (3.8) representa a derivada segunda em retag@empo e é

aproximada com o emprego do método de Houboltsgreeapresentado abaixo.

3.4.1 Método de Houbolt

Para as aproximacdes da aceleracéo pode ser enhprega formulagbées MEC-
D, o método de HOUBOLT, por exemplo (CARRER e MANS12004).

O método de Houbolt tem sido bastante utilizadofoiasulacdes do tipo MEC-
D, segundo CARRER et al. (2009). De acordo com MBARS1983) é comum no
MEC, tanto na formulagdo dependente do tempo, quaatformulacdo MEC-D, que a
escolha do intervalo de tempo seja feita de marirpirica. Nao ha, até onde é do
conhecimento da autora, trabalhos relativos aalesia estabilidade e convergéncia do
método quando utilizado juntamente com o MEC.

O método de HOUBOLT (1950), BATHE (1996), € obtipor derivacdo de
polindbmios cubicos de Lagrange; as aproximacoes paelocidade e para a aceleracao

sao dadas, respectivamente, por:
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1

u =@[11un+1—1&n+ U, -2, (3.16)

n+l

ii

n+

1:$[2un+1_5un+4unr1_urr2] (3.17)

Substituindo (3.17) em (3.15), o sistema de equapdele ser reescrito como

He 0 u;ﬂ} {G} .

c = c qn+
[Hd IHUL Gd{ 1}
1 {MCC Mszu:ﬂ—Su:+4u:_l—u;2}

(cat)*[M® M“]|2u® -5uf+4u? —u?

n2

segue:

(3.18)

+

Agrupando os termos semelhantes, a equacéo (&a8) f

(e 2] —am- ) ey

(cat)' HeE—2m®) —am | (Uha) | (cat)G*
M® M |[-5uf+4uc, —u’,
+
M M®||-5u’+4u’ -ul,

Apresentando a equacao (3.19) de forma reduzida:

(3.19)

HLIn+1:aqn+1-+_C_];I\/I (_5un+4un—1_un—2) (320)

As matrizesH e M s&o guadradas. Para a obtencdo das matrizes, w@sa-se
namero total de nds (NNOS) apresentado no problgo&aé igual ao nimero de nés do

dominio mais os dois nés do contorno.
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Para a construcdo da matf, as linhas sdo formadas pelo niumero total de nés
e ha apenas duas colunas.
Por se tratar de um problema unidimensional, @rdig.1 mostra como seria a

discretizac&o do problema com 5 pontos internos.

i 4 5 o8 T 2
1

FIGURA 3. 1: Segmento de Corda Discretizado

Com relacéo a figura acima, os pontos do contddinaapresentados por 1 e 2 e

0s pontos do dominio, ou seja, 0s pontos integeagjem a seqiénciade 3 a 7.

3.4.2 Integral de Dominio

A matriz M é formada através da integral de dominio que apaxdtireita da

igualdade na equacao (3.8), representada abaixo:

u (&, x) u( x ) dx (3.21)

Oy

_[x=4]
2

Substituindou” (¢, X) e parali( x t) utiliza-se as fungdes de forma do

. X, =X X—= . . .
tipo ¢ = ]Ax e @ :A—XX’ obtém a integral apresentada abaixo:

y |X—f| U
£ > [q (p}}dx 0 (3.22)

A solucao é apresentada por:
1
' 124

[%°=38x7=3x7.x + 2)°+ & x X~ F X (3.23)
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1 3 2
Q = 2 -3¢ x - & + & x.x+ X- F X] (3.24)

A resolucéo da integral de domino encontra-se dedéda no apéndice C

O sistema de equacdes é resolvido para cada passmgo de analise, pois se
trata de um problema transiente. Assim os vetomstendo as incognitas séo

atualizados a cada passo de tempo, utilizandosatados do passo anterior.

Quandon =0 na equacao (3.19), ou na equacao (3.20), encosigaws valores

u, e u,, que estdo fora do dominio. Esses valores est@siaeados com as

condicdes iniciais da seguinte forma (CARRER e2@09):

U, = u, - 2Atu, (3.25)

u, =u,—-Atu, (3.26)

3.4.3 Marcha no Tempo

Para a marcha no tempo, a escolha do intervakerdpo,At, de acordo com
MANSUR (1983), desempenha um papel muito importanigroblemas transientes.

Um parametro adimensional foi definido por MANSWYE83) para ajudar na
escolha do intervalo de tempo e se relaciona cowlaxidade da onda, coxt e com

AL (para a presente formulacdo) de acordo com asgfo abaixo:

_cAt
B= AL (3.27)

O valor do parametrof utilizado para os problemas unidimensionais
apresentados nesse trabalho foi definido empirioteneé dado pgf = 0,32. Ou seja,

um intervalo de tempo adequado para os exemplabfmlo seguindo o valgf = 0,32.
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No Método dos Elementos de Contorno, estudos maalisobre a escolha de

ainda nao foram concluidos, até onde é do conheting autora.
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4. EXEMPLOS NUMERICOS

Com a finalidade de validar a formulagédo desendalviserédo apresentados
cinco exemplos e os resultados obtidos pelo MECser@o comparados com a solucéo
analitica.

Para os exemplos serd utilizada uma barra unidiovedsde comprimento
L =1, 2e para a velocidade da onda sera admitidd.. As condi¢des de contorno e as
condicdes iniciais serdo apresentadas em cada caso.

Nesse trabalho, as solucdes analiticas de cadapxémnam obtidas seguindo os

procedimentos apresentados em Greenberg (1998).

4.1Barra Fixa em Uma das Extremidades

Esse exemplo consiste em uma barra fixa>eaD e com uma carga aplicada

em x= L, como mostra a figura 4.1. Seré feita a compardo8aesultados relativos ao
. . L ~ .
deslocamento no meio da barra, ou seja, plaraz—, e para a reacao de apoio em0O.

As condi¢cdes de contorno sao:

u(0,t)=0 (4.1)

q(L,t)=1 (4.2)

As condic¢fes iniciais para esse problema sao nistass:

u(x0)=0 (4.3)
ou _
E(x, 0)=0 (4.4)
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FIGURA 4.1: Barra fixa em uma das extremidades

A solucao analitica é dada por:

n

n7Tx
_ .. 8L < n nrrct Ser(ZI_j
u(x,t)—x+? > (-9 .cos{ j (4.5)

2
n=1,3,5,... 2L

Os exemplos que serdo apresentados utiliaamO0,384. A discretizacdo para
as andlises emprega dez células, ou €dja1, 2.

Os resultados correspondentes ao deslocamento no dae barra estdo

apresentados na figura 4.2.

Analitica
O O O MEC-D 10 elementos

FIGURA 4.2: Deslocamento em x = L/2
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Como é possivel observar na figura 4.2 a solucabBG — D apresenta uma

boa concordancia com a solugdo analitica, mesmo @oamprego de uma malha

relativamente pobre.

by

Os resultados correspondentes a reacdao de apoix &M estédo

apresentados na figura 4.3.

Analitica
O O O MECD 10 elementos

120

v

-15 — g ») a

O Q

D
, G b Q
o] 0 o °©

FIGURA 4.3: Reacéo de apoio em x =0

Novamente, observa-se boa concordancia entrdugges numérica e analitica.

Adicionalmente as analises apresentadas, foramsfaiiguns estudos para se
verificar a influéncia da escolha do intervalo denpo nos resultados ou, em outras
palavras, para mostrar o acerto da escolha fesie m@abalho para o valor do parametro

B. Assim sendo, foram utilizados intervalos de tenguais a: At =0,1, At=0,2 e
At =0,5correspondentes, respectivamente, /&= 0,08, £/=0,16 e £=0,41. Os

resultados estdo apresentados na figura 4.4.
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Analitica

O O MECD At=0.1
M A WECD at=02
O O WEC-D at=05

o

0 40 50 120

FIGURA 4.4: Deslocamento em x = L/2

O intervalo de tempo mais apropriado para estenpke é At =0,5, 0 que

produz respostas que mais se aproximam da solngditica.

4.2 Barra Fixa em Uma das Extremidades com Campod e
Deslocamento Inicial Prescrito

Este exemplo consiste em uma barra fixaem0 e livre emx =L, com um
campo de deslocamento inicial prescrito, como racstfigura 4.5. Novamente, seréo
feitas comparacdes entre os resultados relativafeslmcamento no meio da barra e a
reaccdo de apoio em=0. Também serdo feitas comparacdes entre ostacss

relativos ao deslocamento na extremidade livre,dsenmx = L.
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Para este exemplo serao utilizadas as condigtesntierno:

u(0,t)=0 (5.1)
a(Lt)=0 (5.2)

As condic¢es iniciais sdo dadas por:
u(x0)=U,x (5.3)

ondeU, é constante (para efeitos praticos, adotou-sear ualitario) e:

%(x, 0)=0 (5.4)

A solucéo analitica € dada por:

u(x ) =25 | > '“(—1)” co{ ””Ct) Ser(nzlixj (5.5)

u(0,0)=0 u(x,0)=U,x u(L,0)=U,L

FIGURA 4.5: Viga apoiada em uma das extremidades

Os resultados relativos ao deslocamentoxeni/2 e a reacdo em= 0 estdo
apresentados, respectivamente, nas figuras 4.67.e Gk resultados relativos ao

deslocamento em =L estdo apresentados na figura 4.8. Em todas asacagdes,
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observa-se uma boa concordancia entre as solugé&gica e analitica. A presenca de
amortecimento numérico é observada com clarezaiqwaaf 4.8, mas pode ser
considerada aceitavel. Aléem disso, um posterionaefento do dominio tenderia a

diminuir esse amortecimento.

Analitica
O O O MECD 10 elementos

100 2

FIGURA 4.6: Deslocamento em x = L/2
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FIGURA 4.7: Reacéo de apoio em x =0

Analitica

O O O MEC-D 10 elementos

FIGURA 4.8: Reac¢do de apoio em x =L
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4.3 Barra Fixa em Uma das Extremidades com Campod e
Velocidade Inicial Prescrito

Este € o mesmo exemplo anterior, agora com um catepalocidade inicial

prescrito em todo o dominio. Portanto, as condigi@esontorno sé&o dadas por:

u(0,t)=0 (5.6)
q(L.t)=0 (5.7)
As condic¢des iniciais sao dadas por:
u(x0)=0 (5.8)
U, =V, (5.9)

ondeV, € uma constante (admitida unitaria nas analiséza€eas).

A solucgédo analitica € dada por:

n7rx
BLY 5 ser(””Ct).Ser(ZL) (5.10)

u(o,t)=0 q(L,t)=0

FIGURA 4.9: Barra com velocidade inicial prescrita
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Os resultados correspondentes ao deslocamento eli2xe em x = L estdo
apresentados nas figuras 4.10 e 4.11, respectitamBlovamente, obteve-se boa

concordancia entre as solu¢cdes numérica e analitica

Analitica
O O O MECD 10 elementos

FIGURA 4.10: Deslocamento em x = L/2
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0
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FIGURA 4.11: Reacdo de apoio em x = L

4.4 Barra Fixa nas Duas Extremidades com Campo de
Deslocamento Inicial Prescrito

Neste exemplo serd considerada uma barra fixa nas dxtremidades, ver
figura 4.12.

As condi¢cfes de contorno para esse caso sdo dadas p

u(0,t)=0 (5.11)
u(L,t)=0 (5.12)
As condig¢0es iniciais sdo dadas por:
u(%0) = ser{%’j (5.13)
u(x0)=0 (5.14)
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A solucgéo analitica € dada por:

yA u(xt)= Ser{%) COE%) (5.15)

v

u(o,t)=0 u(L,t)=0 «

FIGURA 4.12: Barra fixa nas duas extremidades

Os resultados correspondentes ao deslocamento @0 da barra estdo
apresentados na figura 4.13, enquanto que os adssltcorrespondentes a reacdo de
apoio em x =0 estdo apresentados na figura 4.854.ddas respostas numéricas

apresentam boa concordancia com a analitica.

Analitica
O O O MECD 10 Elementos

0.5 —

A

0.5 —

FIGURA 4. 13: Deslocamento em x = L/2
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4.4.2 Analise de reacao de apoio na extremidade da barra

Analitica
O O O MWECD 10Elementos

0.2 —

0.2 —

FIGURA 4. 14: Reacéo de apoio em x =L

45 Barra Fixa nas Duas Extremidades com Campo de
Velocidade Inicial Prescrito

Para este exemplo também sera considerada uma bearanas duas

extremidades.
As condi¢Oes de contorno séo:

0 (5.16)

u(0,t)

u(Lt)=0 (5.17)
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As condig¢0es iniciais sdo dadas por:

u(x0)=0 (5.18)
u(x0) = ser{%j (5.19)
A solucgédo analitica é:
L n7rx vrct
u(xt) =—ser{—). se j (5.20)
nsrc L L

Neste exemplo também serdo apresentados os desultarrespondentes ao
deslocamento no meio da barra e a reacdo de apoir ®0. Novamente, pode-se

observar uma boa concordancia entre as respostagioa e analitica.

4.5.1 Analise do deslocamento no meio da barra

O O O MECD 10 elemsntos
Analitica

FIGURA 4. 15: Deslocamento em x = L/2
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4.5.2 Analise de reacao de apoio

—— Analitica
O O (O MECD

q A

FIGURA 4. 16: Reacédo de apoio em x =0

4.5.3 Analise de reac¢ao de apoio no final da barra

Analitica

O O ©OMECD

FIGURA 4. 17: Reacgéo de apoio em x = L
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5. CONSIDERACOES FINAIS

A solugcdo de problemas que envolvem a variavelptempelo Método dos
Elementos de Contorno € bastante atraente, umgueeha varias possibilidades (que
se traduzem em diferentes formulacbes) para a &wlwp problema. Entre as
formulac6es disponiveis estéd apresentada nesthoalienominada MEC-D porque ao
empregar uma solucédo fundamental independentendpot@presenta e conserva nas
equacOes integrais uma integral de dominio cujegnaindo € a solucdo fundamental
multiplicada pela derivada de segunda ordem, eagdelao tempo, do deslocamento.

Para problemas em uma dimenséao o contorno € todstpor apenas dois nés e
o dominio a ser discretizado é um intervalo finitopnseqientemente, o
desenvolvimento de uma formulacdo MEC-D torna-kgivamente simples.

A simplicidade da formulacéo, aliada aos bonsltados obtidos, encoraja o seu
emprego para a solucéo de outros problemas, taie oada difuséo.

Note-se que a escolha de esquemas de marcha po &nada é um tépico que
merece atencdo nas formulacbes MEC-D, uma vez aquestdps relativas a
convergéncia e estabilidade do método ainda n@amfoespondidas. Por esse motiva, a
escolha do intervalo de tempo ainda se da de fempirica.

Para os exemplos incluidos neste trabalho, o doni@iidiscretizado com o
emprego de apenas dez células, o que demonstrangge)o com uma discretizacdo

relativamente pobre podem-se obter bons resultados.
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APENDICE A — Equacio constituinte do MEC-D

Seja a equacgao diferencial que rege problemas cleagacao da onda em

dominios unidimensionais:

R4

FIGURA A.1: Barra unidimensional

0°u _ 1 0%

— = Q=|0,L[ e =10, Al

aXZ C2 atZ [ ] { L} ( )
onde Q representa o dominio do problem& espresenta o contorno, com as seguintes

condicfes de contorno:

o Jdu
x=0 aX L

=Q

Para que a equacéo (A.1) possa ser resolvidaéatdty MEC, a equagdo seré

ponderada por uma func@o, isto é, a formulagdo do MEC sera obtida através d

método dos residuos ponderados.

Como solucéo fundamental do problema estaticoceskm

ou(EN)
tem-se:
u (&%) :@ (A.3)
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Dada a equacéo:

0°u _ 1 d°u
= A4
x> ¢ ot (A-4)

Aplicando o Método dos Residuos Ponderados:
L L

u 1 9%u
dx=[=2Y A5
5 j e (A.5)

Resolvendo apenas o lado esquerdo da equacdgaaussguinte integral:

L 52
J'a—l;u dx (A.6)
5 OX

Integrando por partes a equacéo (B.6):

judv=u.v—j v du

u=u v=%

o 0X

u 2

du=—dx o°u
0X dV——a de

Substituindo em (A.6), obtém a formulacéo frace §uada da forma:

L 2 L L *
[Sudx= g Y - [2uoY g (A7)
5 OX 0X|, (50X 0X
Substituindo (A.7) em (A.5), a equacédo pode sesarda como:
L L L
g QU _joudu ja— i (A.8)
0x|y 1 OX ax 1ot

Ou
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au au Ll
ax ax 0X

1¢0°u .
_Fj;a_tzu u dx (A.9)

0

Para a obtencéo da formulagéo inversa, deve-skweesdado esquerdo da

equacao (A.9).

J.udv:u.v—J-\z du

ou’ :
~ox. v=y
du
2 av=2Y 4
du:‘?a:z dx Vmax

Substituindo apenas no lado esquerdo da equacé) (dmos:

L * * L
a—ua—udx: ua—u J' uaz—u ud (A.10)
2 0X 0X x|, ax

0

Substituindo (A.10) em (A.9) a equacédo pode sescréa como:

Al
— —J;u. v dx=u ax Czj— u dx (A.11)
Ou
L 42, « b L L a2
J'u.a " dx= uou | - T +ij'ﬂJ G dx (A.12)
27 ox ox|, 09X, Cgof
0°u (&, x)

De acordo com a equacéo (A.3) tem-se queaz— = 5(x—£) ,e sendauuma
X

funcéo de(x,t) e substituindo a expresséo (A.3) em (A.12), podeessscrito na forma:

L

au
ax

. o0u

15d%u .
0= j -

) +F ﬁ u dx (A13)

JL'u (xt).0(x=¢&) dx= u—

0
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Resolvendo a integral do lado esquerdo, tem-se:

[u(x).8(x-¢&) dx= (£, } (A1)

Substituindo (A.14) em (A.13) obtém-se a equacao:

«|L
ou

u(E,t):ua

. 0U
_u_
0Xx

L L 52
1:0°U «
+= = u dx A.15
. 02-([6t2 (A.15)

0

Sendog—u =(q, entdo, derivando a funcdo dada em (3.6), obtém-sg.
X

u*(xf):|x_{| _ (x=¢)

2 2

Substituindog—u e g em (A.16):
X

TR 150% .
u(f,t):u.q‘:—u.dg+?ja—tg U dx (A.16)
0

Desenvolvendo a expressédo (A.16), semde q funcdo de(x, t), e ueq

funcéo de(f, x) chega-se a seguinte expressao final:

u(&0)=[d (€9 u x| - a(E Y o x),]
-[u(Ex) a(x 9 - d (&)  x ), (A17)

15 . y
+?£u (&%) u( x 9 dx
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APENDICE B — Integral de dominio

Seja dada a equacao constituinte do MEC-D, pata@eras unidimensionais.

u(&)=] 6 (69 ul —qf>)t(><)1]
-[u (& alx ] - (€3 o %)) ®.1)

iz'T dx
0

A integral de dominio a direita na equacao (B.&aléulada a seguir:

L

= [u (& x)u(x 1) dx (B.2)

0

Substituindou” pela sua expresséo, dada pela equacéo (B.2)egrdhta ser

calculada é reescrita abaixo:

_tr U
[ty

na qual r representa a distancia entre os pontopaca fonte

Os valores dey e ¢ sdo determinados através das fungGes de forma:

@ g =" (B.4)
X X,

FIGURA 6. 1: Funcéo de interpolagdoq
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X —
[ @ = al (B.5)

FIGURA 6. 2: Funcéo de interpolagéqoj

Substituindor =@ e as fungdes (B.4) e (B.5), relativagee ¢, em (B.3),

obtém-se:

IQ_£ 2 | Ax x| % G (8.6)

Trabalhando somente com a integral, pode-se escrever

(B.7)

j|[28mX o5 e (xz-xx—£x+£>.<j ix=[0, Q]
X 21X 2Ax
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onde:

a3 I+ 21+ & x- F X (8.8)
e
Q l.:Fle[(zxf—sﬁ.x—sfﬁ 6 x.x) - (- %+ F%)] B.9)

Para a situacdo na quak &, as expressdes obtidas sdo iguais as expressoes

(B.8) e (B .9) multiplicadas por (-1).
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