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Epigrafe

ERRA UMA VEZ
nunca cometo o mesmo erro
duas vezes
j& cometo duas trés
quatro cinco seis
até esse erro aprender
que s6 o erro tem vez

Paulo Leminski
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Resumo

Os célculos de Newton e Leibniz marcaram a historia da mateméatica devido suas eficacias
e devido a personalidade de seus inventores. Durante a controvérsia da prioridade do
calculo, ambos se esforcaram para reclamar sua autoria. Em parte, a proposi¢ao X do
livro IT dos Philosophise Naturalis Principia Mathematica participou desse embate. O
matematico leibniziano Johann Bernoulli encontrou nela uma contradicao que poderia
salvar o cédlculo de Leibniz em detrimento do célculo de Newton. Quais foram as cir-
cunstancias desse erro de Newton? Os trabalhos de Lagrange, Whiteside e Panza dao-nos
condicoes para responder a essa pergunta. Lagrange defende que seja uma falha devido
uma identidade improépria entre duas quedas galileanas. Whiteside, concorda com La-
grange e acrescenta que Newton deixou de considerar um fator numérico nessas quedas.
Panza, por outro lado, afirma que hd uma limitacao no método sintético de Newton.
Estudar os pormenores de um problema histérico como este revela um modo do “fazer
matematico” muito préprio da época, e isso interessa a filosofia da ciéncia.

Palavras-chave: Proposicao X; Prioridade do calculo; Método das fluxoes; Célculo leibni-
ziano.

viil



Abstract

The calculus of Newton and Leibniz marked the history of mathematics because their
efficacy and due to its inventors personality. During the controversy of the calculus
priority, both strove to claim the authorship. In part, the proposition X of book II of
the Philosophise Naturalis Principia Mathematica participated into this conflict. The
leibnizian mathematician Johann Bernoulli found in it a contradiction that could save
the Leibniz’s calculus rather than Newton’s calculus. What was the circunstances of this
Newton’s flaw? That is what this research attempts to answer. Works from Lagrange,
Whiteside and Panza form a background which allows us to reply it. Lagrange argues that
the cause is a failure due to a improper identity between two galilean falls. Whiteside,
agrees with him and adds that Newton failed in consider a numerical factor on these
specific falls. Panza, on the other hand, states that there is a limitation into the synthetic
method used by Newton. Studying the details of a historical problem like this shows a
particular “doing math way” proper to that time, and it matters to philosophy of science.

Key-words: Proposition X; Calculus priority; Fluxions method; leibnizian calculus.
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1 Apresentacao

Este trabalho circunscreve-se ao periodo da controvérsia em torno da prioridade
da invencao do calculo infinitesimal. Essa controvérsia tem inicio, propriamente, com a
réplica de Leibniz enderegada a Royal Society, em 1711, a acusagao de plagio feita por
John Keill nas Acta Eruditorum. Nesse momento, exemplares da primeira edi¢ao da mais
famosa obra de Isaac Newton, Philosophize Naturalis Principia Mathematica, ja haviam
chegado a todo o continente europeu. Essa foi a época em que a comunidade matematica
do velho continente estava repartida basicamente em dois grupos, devido as influéncias
de dois grandes matematicos: Leibniz e Newton. Desde entao, costumou-se chamar de
leibnizianos aqueles matematicos adeptos do cédlculo diferencial inventado obviamente pelo
primeiro. Da mesma forma, nomeou-se de newtonianos os adeptos do método das fluxoes
desenvolvido pelo tltimo. Matematicos continentais e matemaéticos ingleses sao outras

designigoes para 0s mesmos grupos.

Dos matematicos continentais, Johann Bernoulli recebeu neste trabalho um maior
destaque. Primeiramente, ele e seu irmao Jakob Bernoulli, como professores da Universi-
dade da Basiléia, ajudaram a difundir o calculo leibniziano. Além de grandes professores,
eles também foram muito atuantes na comunidade cientifica da época. Quando Johann
recebeu uma copia dos Principia, ele percebeu que havia um erro, na verdade, uma con-
tradicao na proposicao X do livro II. Isso, para ele e Leibniz, proporcionou a ocasiao
para responder a primeira acusacao de plagio feita pelo newtoniano Fatio de Duillier em
1699 — quando a controvérsia da prioridade do cédlculo teve inicio nos veiculos de difusao
académica—, refor¢ada por Keill (como vimos) dez anos depois. Johann e Nikolaus (I)
Bernoulli, em 1710, identificaram o erro de Newton e propuseram a sua corregao por
meio do calculo leibniziano. Esta solucao foi encaminhada a Academie des Sciences de
Paris, e publicada trés anos depois nas memorias dessa mesma academia. Em setembro
de 1712, Nikoulaus (I) foi a Londres e apresentou ao préprio Newton a contradigao por
ele identificada. De pronto, Newton reconheceu o seu erro e, obstinadamente, dedicou-se

nos trés meses seguintes a corrigi-lo. A pressa de Newton deve-se ao fato de que, aquela



altura do ano de 1712, a impressao da segunda edi¢ao dos Principia ja estava em curso
— e seria concluida no ano seguinte. Curiosamente, a solucao apresentada por Newton na
secunda editio é muito diferente da editio princeps, visto que toda a estrutura matematica
foi modificada. Newton deixou seus leitores sem explicacoes; nao ha menc¢ao alguma nem

no prefacio de sua segunda edi¢cao nem alhures.

Na realizacao deste trabalho, reuni esforcos para responder a seguinte pergunta:
Quais foram as circunstancias do erro de Newton? Pelo breve relato acima, ja esta claro
que a minha opcao historiografica foi por localizar o episédio em torno do erro de Newton
no interior das polémicas acerca da prioridade na invecao do calculo infinitesimal. Para
sustentar a minha opgao, tive que buscar nos textos historicos indicios suficientes. Nao es-
tive sozinho nessa tarefa. Trés brilhantes comentadores foram solicitados para ajudar-me:
Joseph-Louis Lagrange, Derek Thomas Whiteside e Marco Panza (a quem indiretamente
devo o tema desta pesquisa). Lagrange foi o primeiro a tentar responder essa mesma

questao, e sua influéncia é perceptivel nas consideracoes de Whiteside e de Panza.

Dividi este trabalho em seis partes. A primeira delas é esta apresentacao que visa
fornecer um panorama a respeito do assunto deste trabalho e de sua estrutura. A segunda
parte corresponde a reconstrucao histérica do erro de Newton, que envolve a controvérsia
da prioridade do calculo, a descoberta do erro por Johann Bernoulli e as consequéncias
dessa descoberta. A terceira parte é inteiramente dedicada a prop. X. Nela apresento
as duas estruturas matematicas diferentes contidas na primeira e na segunda edigoes dos
Principia, a contradicao encontrada por Johann junto de sua solugao via calculo dife-
rencial leibniziano, a explicagdo do erro de Newton segundo Nikolaus (I), e os célculos
de Newton que o fizeram assentir ao aniuncio do erro. A quarta parte corresponde ao
trabalho de Newton para solucionar seu erro. Foram escolhidas seis tentativas sequénciais
— de um conjunto maior — porque apresentam um modo como Newton, ao longo desse
processo de correcao, modificou a estrutra matematica de sua proposicao. A quinta parte
reine as interpretagoes dos trés comentadores com os quais dialogo neste trabalho: La-
grange, Whiteside e Panza. Por fim, a sexta parte contém minhas consideragoes a respeito
do problema e das interpretacoes antes analisadas. Reservei um apéndice para demons-
trar uma solucao para a famosa equacao diferencial de Bernoulli — que foi utilizada por
Johann em seu artigo; e um anexo que contém certos manuscritos de Newton utilizados

principalmente por Whiteside para sustentar seu argumento a respeito do erro.



2 O caminho para a problematizacao histérica

Parte da historia do calculo sera aqui apresentada, com respeito, principalmente,
ao trabalho de dois grandes pensadores modernos. Isaac Newton e Gottfried Wilhelm von
Leibniz foram dois expoentes em varias areas do conhecimento. Contudo, foi no campo
da matematica que eles se encontraram de forma mais pulgente. Ambos desenvolveram
trabalhos que modificaram as ciéncias de modo geral, eles foram para além das fronteiras
da matematica. Neste trabalho, o foco sera centralizado, sobretudo, na disputa publica
que envolveu nao somente eles mas também seus discipulos. Essa contenda académica
objetivou eleger o inventor do célculo diferencial e integral, afinal, foram concomitante-
mente dois os métodos desenvolvidos para o célculo: o método das fluxoes de Newton e o

cdlculo diferencial de Leibniz.

Esse breve historico limita-se ao momento em que Newton e Leibniz — e outros
matematicos — se envolveram no embate oficial ocorrido em Londres, na “casa” de Newton,
ou melhor, na Royal Society, quando esse ocupava a presidéncia. Em 1713, essa sociedade
londrina contituiu um comité de especialistas para averiguar documentos com objetivo de
comprovar a autoria do cédlculo e conferir prioridade ao seu legitimo inventor. Esse comité
apresentou um parecer favoravel a Newton! Nao julgaremos aqui a provavel parcialidade
desse julgamento. Lancaremos luz sobre alguns fatos que intensificaram a tensao entre

esses dois matematicos, a qual foi pouco a pouco nutrida ao logo de trés décadas.

2.1 Leibniz, Newton e as pesquisas matematicas do século XVII

Como bem ressaltou Rupert Hall:

Se se tem dois para fazer uma querela, tem de se ter dois homens geniais para
se fazer uma querela famosa. Se Newton é uma das seis maiores figuras na histéria
da matematica, Gottfried Wilhelm Leibniz goza de igual destaque na histéria da
filosofia (HALL, 2002b, p.44).



Tanto Newton quanto Leibniz foram célebres em seus trabalhos. O embate entre
eles nos oferece uma oportunidade para estudarmos os pormenores técnicos das produgoes
intelectuais de ambos, como também, os tragos de suas personalidades, as suas influéncias
na academia, entre muitos outras coisas. Aqui, os esforcos foram concentrados na tentativa

de compreender os detalhes técnicos desse embate.

No século XVII muitos matematicos estavam trabalhando em uma espécie de
agenda de pesquisa ' que favoreceu a concepcao do célculo. Mesmo que se admita uma,
proximidade dos estudos de Newton e Leibniz com os de seus antecessores — tais como
Rene Frangois de Sluse, Nikolaus Mercartor e Isaac Barrow — ou de alguns de seus contem-
poraneos — Christiaan Huygens, James Gregory e Nicolas Fatio de Duillier —, que também
pesquisavam problemas acerca de tangentes e areas, pode ser problematico compreender
seus trabalhos como uma sintese dos demais. Nas décadas de 1650 e de 1660 uma série in-
dependente de problemas se apresentou. Assim, uma solucao que viesse a ser satisfatéria
para qualquer um desses auxiliava, também, para a concepg¢ao do calculo. Muitos talentos
foram destinados para essa suposta agenda. Solucoes atribuidas a mais de um matematico
tornaram-se comuns, como por exemplo: o método das tangentes de Sluse e Newton; o
método das quadraturas de Mercartor, Gregory e Newton; as séries particulares obtidas
para circulos de Gregory, Newton e Leibniz; e as formulagoes para expansao binomial de
Gregory e Newton. Assim, com tantos matematicos trabalhando em pesquisas similares
e apresentando sucessos particulares, torna-se razoavel a reivindicagao de participagao e
de reconhecimento da parte de qualquer um deles. Por mais que essa apresentacao sugira
uma histéria evolucionista da matematica, é inegével admitir as participagoes de varios

matematicos que contribuiram com essa agenda de pesquisa.

Newton, em seus anos de estudante na Universidade de Cambridge, tomou contato
com os escritos de Viete, Descartes, Van Schooten, Hudde, Huygens, Oughtred e Wallis.
Uma rapida verificagdo nas séries desenvolvidas na Arithimetica Infinitorum de John
Wallis e nas curvas contidas no Géométrie de Descartes — junto com o tratamento analitico
que esse matematico francés apresentou para tracar as tangentes em pontos dados —
mostra como esses matematicos influenciaram Newton. Basta folhear o De Analysi per
KEquationes Numero Terminorum Infinitas (escrito em 1669) — o qual j& apresentava
o fundamento da cdlculo newtoniano e, sobretudo, o método das fluxdes e suas séries
infinitas, concebido no periodo da vida de Newton nomeado por ele mesmo como anni

mirabilis (entre 1664 e 1666) — para chegar a essa conclusao.

!Essa agenda de pesquisa foi chamada por Hall de research front, cf. Hall, 2002b, p.44.



Leibniz, por sua vez, ingressou no curso de Direito da Universidade de Leipzig
em 1661 com apenas quatorze anos de idade e adquiriu grau de doutor pela Universidade
de Altdorf em 1666. No ano seguinte, recusou o convite para ser professor dessa mesma
universidade a fim de prestar servigos diplomaticos ao Barao Johann Christian von Boy-
neburg, entao, Ministro de Philipp von Schonborn, Eleitor de Mainz. Em 1672, Leibniz
foi a Paris para uma missao diplomatica a pedido do Barao von Boyneburg. Com o fale-
cimento de seu superior, no mesmo ano de sua partida para Franca, Leibniz decidiu nao
regressar imediatamente e, assim, permaneceu em Paris por quatro anos. Durante esse
periodo, aprofundou-se em filosofia moderna com o teélogo jansenista Antoine Arnauld e o
também teodlogo e filésofo Nicholas Malabranche; aprofundou-se também em matematica
com o brilhante Christiaan Huygens e em fisica, com Edme Mariotte. Foi neste periodo
que os conhecimentos de Leibniz sobre matematica refinaram-se e conduziram-no prova-

velmente a concepcao do seu célculo diferencial.

Newton foi convidado por Seth Ward para filiar-se a Royal Society em 1671,
devido aos seus trabalhos sobre telescépio refletor. No ano seguinte, Newton entregou
seus estudos sobre luz e cores ao secretario dessa mesma sociedade, Henry Oldenburg.
Esses estudos foram duramente criticados por um membro senior muito respeitado, o
curador de experimentos, Robert Hooke, numa conferéncia interna. Oldenburg foi também
responsavel por levar a Royal Society ilustres membros estrangeiros — como foram os casos
dos continentais Christiaan Huygens, Giovanni Domenico Cassini, Marcello Malpighi,
Rene Frangois Sluse e Antoni van Leeuwenhoek. Ele viu em Leibniz uma oportunidade de
agregar ao corpo de estudiosos um jovem saxao muito talentoso. Desse modo, o secretario
solicitou que Leibniz apresentasse um trabalho a altura de sua capacidade como cientista e
filosofo. Leibniz e o sobrinho do falecido Barao von Boynebrug foram a Londres, em 1673,
para uma visita diplomética ligada aos trabalhos parcialmente desenvolvidos em Paris.
Leibniz aproveitou essa viagem para também ir a Royal Society, atendendo ao pedido de
Oldenburg, portando seu livro De Arte Combinatoria (1666) e sua calculadora mecéanica —
uma versao aprimorada da calculadora de Pascal que, além de operar adigoes e subtragoes,
executava multiplicagoes e divisdes. O invento e o livro de Leibniz nao supreenderam
Hooke. Mesmo assim, Leibniz foi admitido na Royal Society. Nao demorou para que ele
tomasse ciéncia de sua baixa estima em Londres. Talvez, em decorréncia disso, ele tenha
se aprimorado ainda mais em matematica, pois, ao retornar a Paris, Huygens indicou-lhe
os trabalhos de Pascal, Fabri, Gregory, Saint-Vicent, Descartes e Sluse. Leibniz manteve

seus estudos focados principalmente na geometria dos infinitesimais.



John Collins, assistente da Royal Society, manteve contato frequente, por meio
de cartas, com muitos membros da sociedade londrina, entre eles Newton e Leibniz. Essas
cartas eram intermediadas por Henry Oldenburg que as recebia e fazia-as circular entre
os associados. O secretario tinha de registrar todos os envios e recebimentos de textos
para manter um controle da divulgacao desse material. Certas vezes, ele recebia textos
de nao associados — como foi o caso de Newton, em 1669 (quando ainda era professor em
Cambridge), que enviou uma cépia do De Analysi a Collins. Essa prética interessava aos
estudiosos da época pois permitia a divulgacao dos trabalhos na comunidade cientifica de
uma forma mais agil em comparacao com a publicacao de livros. Mesmo que as cartas
tivessem destinatarios bem definidos, a ampla divulgacao entre associados era garantida
porque a cada ano, algumas vezes a cada seis meses, o secretario publicava a reuniao
dessas cartas em um compendium, que no caso da Royal Society recebeu o nome de
Philosophical Transactions of the Royal Society. Como vimos acima, com Newton nao
foi diferente, como um membro recente da sociedade ja encaminhou a Collins uma carta
descrevendo seu método das tangentes. Mesmo nao sendo uma publicagao, os membros da

Royal Society também conheceram certamente os trabalhos de Newton em matematica.

Membros estrangeiros da Royal Society, como Leibniz, faziam o mesmo. E claro
que ele nao deixou de encaminhar a Oldenburg seus ultimos avancos com respeito as séries
infinitas. Vale ressaltar que o secretdrio tinha um cuidado particular com a prioridade
dos textos que apresentavam inovacoes, a fim de que a “descoberta” fosse atribuida ao
primeiro que a anunciasse. Por vezes, um mesmo invento era atribuido a mais de um
autor, desde que fosse reconhecida a contribuicao de ambos, seja por complementacao,
generalizacao ou influéncia académica. Todavia, isso nao aconteceu com Leibniz. John
Collins respondeu-lhe que Newton ja havia encontrado resultados mais gerais para as
séries infinitas. Esse evento, apesar de frustrante para Leibniz, revelou a sua genialidade,
por ele ter desenvolvido de forma independente certos contetidos que circulavam ou que ja
tinham circulado entre os membros — se nao entre a sociedade como um todo, pelo menos

entre aqueles membros ingleses.

De fato, Leibniz desenvolveu-se em matematica e chegou a encontrar, de maneira
isolada, diversas relagoes e propriedades nas séries infinitas. Porém, em relacao aos seus
colegas ingleses ou mais precisamente em relacao a Newton, ele estava “atrasado” em
suas leituras e estudos cerca de dez anos. Afinal, o matematico inglés ja havia estudado
muito antes de Leibniz certos livros ainda em sua formagao em Cambridge, entre eles
estao: Arithmetica Infinitorum (1656) de John Wallis; a Geométrie de Descartes com as

notas de Frans van Schooten (1659); a Vera Circuli et Hyperbole Quadratura (1667) de



James Gregory, a Logarithmotechnia (1668) de Nicolaus Mercator; e ainda as Lectiones

Geometrice de Isaac Barrow (que vieram a ser impressas somente em 1670).

O matematico saxao reuniu esforcos para tornar seu calculo diferencial mais claro
e compreensivel. O refinamento ocorreu principalmente em sua simbologia, o que signi-
ficou um incremento importante para o seu célculo, cujos fundamentos ja haviam sido
estabelecidos em 1673. Foi em 1675 que essa finesse nos simbolos matematicos foi agre-
gada aos conceitos de seu calculo. Ainda nesse ano, Leibniz veio a conhecer em Londres
Tschirnhaus, e os dois em conjunto desenvolveram estudos que aprimoraram o conheci-
mento matematico de ambos. Nessa ocasiao, maiores avancos foram conquistados por
Leibniz como a derivada do produto e, logo em 1676, a derivada de poténcias de expoente

inteiro e fracionario.

Além dos avancos em calculo diferencial, Leibniz também provou ser possivel ex-
pressar um quadrado cuja area é igual a um oitavo de uma circunferéncia de raio unitario,
por meio da seguinte soma infinita: 1 — % + % — % + -+ = 7. Apesar de James Gregory
ter afirmado a impossibilidade de se quadrar um circulo, Leibniz e Huygens provaram o
contrario. Esses ultimos trabalhos de Leibniz impressionaram tanto John Collins quanto
Henry Oldenburg. Isso ocorreu num periodo em que Newton havia abandonado seus estu-
dos em matematica para se dedicar a alquimia. Assim como seu professor, Isaac Barrow,
Newton passou por um periodo em que acreditava que a matematica estava estéril e, por

aproximadamente um ano, deixou de se comunicar com Collins.

Esse periodo foi marcado por dois fatores: pela baixa produtividade dos ma-
teméaticos ingleses e por uma rusga dentro da sociedade londrina de ciéncias. O ma-
tematico escocés James Gregory — membro da comunidade matematica bastante produtivo
e, além disso, respeitado — faleceu em 1675. Nesta mesma época, o secretario Henry Olden-
burg envolveu-se em conflitos internos na Royal Society: um deles, de ordem académica,
teve como origem uma contradicao encontrada por Newton e alguns cientistas continen-
tais em sua teoria Optica; o outro, de ordem administrativa, diz respeito as acusagoes de
Robert Hooke por sua negligéncia em relagao aos membros da sociedade. Além disso,
John Collins se afastou da Royal Society em 1676, o que implicou uma redugao no vo-
lume de cartas trocadas entre Newton e Leibniz. Por fim, problemas de ordem editorial
também ocorreram nesse mesmo periodo. As graficas de Londres estavam se recusando a
imprimir outros livros de matematica, depois da laboriosa obra de Isaac Barrow, Lectiones

Geometricae, que exigiu muita atengao e cuidado devido ao niimero excessivo de figuras.



Foi justamente nesse periodo que Leibniz intensificou seu contato com Oldenburg.
Poderia ter sido o caso da Royal Society ignorar por completo as cartas de Leibniz. Mas
nao foi o que ocorreu. Ao contrario, Leibniz caiu nas gragas do secretario e do assis-
tente por apresentar vasta producao e interesse em matematica. Uma razao que sustenta
isso foi o fato de que, para auxiliar Leibniz e mostrar-lhe o que se estava fazendo na
época acerca das séries infinitas e métodos de reducao, Henry Oldenburg e John Collins
encaminharam-lhe os estudos de Newton e James Gregory. Leibniz comunicou-se intensa-
mente com Oldenburg e, por intermédio desse ltimo, Newton manteve-se informado dos

mais recentes avangos acerca de séries infinitas e acerca do cédlculo diferencial leibiniziano.

O frisson e entusiasmo provocado por Leibniz na Royal Society foi comunicado
por John Collins a Newton. Esse ultimo, sabendo do interesse de Leibniz em séries
infinitas, encaminhou-lhe uma primeira carta, em tom cordial, apresentando alguns de
seus resultados envolvendo séries infinitas. Newton ainda escreveu uma segunda carta
apresentando seu método de se tragar tangentes e de se encontrar pontos maximos e
minimos de uma curva. De acordo com Whiteside,? a obscuridade expressada pelo laconico
desenvolvimento do método das fluxoes nesta segunda carta foi devido a baixa auto-estima
de Newton provocada pela enfatica critica de Robert Hooke direcionada aos seus trabalhos

em Optica quatro anos antes.

Como dito acima, Leibniz precisou retornar a Paris porque seus trabalhos di-
plomaticos nao justificavam uma maior permanéncia na Inglaterra. Ele esteve na Franca
por mais uma ultima temporada para, em seguida, em 1676, mudar-se para Hanouver e 14
permanecer sem jamais se deslocar por longos periodos. Apds mudar-se para Hanouver,
pouco comunicou-se com a Royal Society. A distancia nao foi o maior dos obstaculos, pois,
com o afastamento de John Collins e o falecimento de Henry Oldenburg, as cartas troca-
das entre a sociedade londrina e Leibniz foram interrompidas por certo tempo. Newton
foi quem fez o tltimo contato com sua segunda carta. Depois disso, o0 matematico inglées
dedicou-se a outras areas. Ironicamente, essas duas cartas foram as ultimas produgoes em
matematica que Newton teve até a primeira edicao dos Philosophize Naturalis Principia
Mathematica em 1687. Durante esse periodo o Reino Unido passou por um momento
de escassez de producao matemadtica. As excecoes foram os escoceses David Gregory

(sobrinho de James Gregory) e seu discipulo John Craig.

Em 1682, Otto Mencke fundou a primeira revista cientifica alema, as Acta Erudi-

torum, em Leipzig, e o seu primeiro editor foi Leibniz. Trés anos depois, Leibniz plublicou

2Cf. Whiteside, apud Hall, 2002b, p.67.



nela seu famoso trabalho Nova Methodus pro Mazimus et Minimus itemque Tangentibus,
quae nec Fractas nec Irrationales Quantitates Moratur et Singulare pro Illis Calculi Ge-
nus, ou seja, os fundamentos do seu célculo diferencial. Aproximadamente nesse mesmo
periodo, em agosto de 1684, Edmond Halley, secretdario da Royal Society, sucessor de
Henry Oldenburg, foi a Cambridge a procura de Newton. Halley portava o seguinte pro-
blema proposto por Robert Hooke, Christopher Wren e por ele mesmo: pede-se a curva
descrita pelos planetas, supondo uma forca central exercida pelo Sol na razao inversa do
quadrado da distancia entre os planetas e o Sol. Ao apresentar o problema a Newton,
Halley obteve uma resposta imediata: Newton disse que se tratava de uma elipse. Ele
proprio ja havia se proposto esse mesmo problema, mas nao encontrara os registros de
seus calculos e comprometeu-se com Halley a refazé-los. Assim, Edmond Halley retornou
a Londres com a resposta e a promessa de Newton. Como prometido, em novembro do
mesmo ano Newton encaminhou-lhe mais do que a resposta ao problema. De fato, enviou-
lhe o tratado De Motu Corporum, que fundamentalmente contém os principais teoremas
do livro I dos Principia. Cerca de dezoito meses depois Newton e Halley (como editor),
em 1687, imprimiram os Philosophie Naturalis Principia Mathematica, obra mais célebre

de Newton.

2.2 Os discipulos de Leibniz e Newton

John Craig interessou-se pelo problema de encontrar areas abaixo de curvas. O
seu interesse o levou aos trabalhos de Leibniz, que se tornaram conhecidos entre os ingleses
devido principalmente as séries para quadrar circulos. Craig, além de perceber a grande
utilidade do uso dessas séries para quadrar curvas, aprendeu os algoritmos do calculo
diferencial leibniziano — ele reconheceu certamente a importancia do trabalho de Leibniz.
Apesar de mostrar-se inicialmente um leibniziano, Craig voltou-se mais tarde aos trabalhos
de Newton. Nesses ultimos, aprendeu métodos para tratar séries infinitas. Nao existem
comprovagoes de que Newton ensinou-lhe tais séries ou, até mesmo, ensinuou-lhe algo a
respeito do método das fluxdes e do teorema fundamental do célculo (isto é, encontrar a
area abaixo de uma curva pela determinagao da tangente). Foi depois da publicagdo dos
Principia que Craig teve contato com esses métodos (contidos no famoso Lem.II, livro 1T
dessa mesma obra) e, apds isso, de fato, tornou-se newtoniano, ou melhor, um entusiasta
de Newton. Até 1685, John Craig apresentou-se neutro com relacao a prioridade do
calculo, porém, anos antes do embate tornar-se publico, declarou que a autoria do calculo

cabia tao somente a Newton.
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Nao foram s6 os esforcos de Leibniz ou a admiracao inicial de Craig que fizeram
com que o calculo diferencial leibniziano se difundisse. De fato, foram os irmaos Bernoulli
os grandes responsaveis pela abrangéncia continental que o calculo de Leibniz adquiriu.
Filhos de uma familia de comerciantes e banqueiros muito abastada, Jakob e Johann,
ao contrario do que imaginavam seus pais, seguiram um outro caminho, o das ciéncias.
Jakob, o filho mais velho de Nikolaus Bernoulli e Margaretha Schonauer, contrariou o
desejo de seu pai — um grande comerciante e importante cidadao da Basiléia, membro do
conselho de magistratura da cidade e consorte da herdadeira de uma familia de banqueiros
— ao tornar-se professor de matemaética na universidade de sua cidade natal. Johann, o
décimo filho do casal Bernoulli, revelou-se, também, muito talentoso em matematica. A
diferenca de 13 anos entre Johann e Jakob possibilitou que esse ultimo fosse professor
do primeiro. Segundo Hall,® Johann foi um homem muito ambicioso e, devido a isso,
provocou insatisfagdo e muitas richas. Até mesmo com seu irmao Jakob e com seu filho
Daniel — mais um célebre representante da familia Bernoulli, autor da Hydrodynamica,
siwe de viribus et motibus fluidorum comentarii, e professor de matematica e fisica em
Sao Petersburgo e na Basiléia. Hall sugere que o temperamento de Johann pode ter

contribuido para que a disputa entre Newton e Leibniz fosse ainda mais intensa.

Os irmaos Bernoulli, logo em 1685, estudaram o Nova methodis de Leibniz, apren-
deram rapidamente o cdlculo diferencial e especializaram-se a tal ponto que se torna-
ram professores de uma geracao de grandes matematicos, entre eles Leonard Euler, Ja-
kob Hermann, Guillaume Frangois Antoine (ou Marqués de I’'Hopital), Daniel Bernoulli
e Nikolaus (I) Bernoulli. Jakob e Johann sistematizaram e disseminaram o ensino do
calculo diferencial leibniziano no continente europeu. Esse cédlculo serviu muito bem aos
propositos técnicos, ou seja, para superar as dificuldades matematicas e mecanicas enfren-
tadas na época. Assim, o calculo diferencial leibniziano estendeu-se por todo o continente
e, também, para além do canal da Mancha. Todo esse movimento afetou tanto Leibniz
quanto seus discipulos, além de também repercutir entre os matematicos ingleses, dentre

eles, Newton.

2.3 O problema da braquistécrona e o inicio da querela entre
Leibniz e Newton

Nicolas Fatio de Duillier foi um jovem inflamado matematico escocés, protegido

de Newton, principalmente quando esse foi membro do parlamento constituinte londrino

3Thid., p.80.
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— representante da Universidade de Cambridge — em 1689. Fatio tornou-se um discipulo
muito proximo de Newton e teve, pois, pleno acesso ao material desenvolvido por ele
durante as décadas de 1660 e 1670, ou seja, todo o conteuido a respeito das séries infinitas

e do método das fluxodes.

Johann Bernoulli, com seu espirito provocativo, lancou em 1696 dois problemas
de mecanica para serem resolvidos pelos “mais habilidosos matematicos do mundo”, um
deles tornou-se conhecido como o problema da braquistécrona — problema esse que pede
a curva que une dois pontos, a qual é descrita por um corpo no menor tempo possivel,
sendo que esses dois pontos nao podem estar alinhados na perpendicular em relacao ao
horizonte. Esses problemas foram encaminhados por carta para muitos matematicos,
inclusive Newton e Wallis. Nao ha evidéncias das razoes que levaram Johann a propor
tais problemas. Supoe-se que seja ou por autopromocao — pois ele proprio publicou sua
solucao nas Philosophical Transations — ou para contestar Newton. O fato é que Newton

e Fatio entenderam dessa ultima forma.*

Apenas cinco matematicos responderam aos problemas. Foram eles: Johann,
Leibniz, 'Hopital, Jakob e Newton (anonimamente). Assim, comentou Leibniz nas Acta
Eruditorum de 1697: “[é] certamente valido salientar... sé solucionaram o problema
aqueles, assim penso, que estavam preparados para tal, ou seja, somente aqueles que pe-
netraram suficientemente fundo nos mistérios de nosso calculo diferencial”.? De imediato,
¢é razoavel pensar que os matematicos que resolveram esse problema fizeram-no gracas ao
calculo diferencial leibniziano. Todavia, Newton, com seu método das fluxoes, o fez. Por-
tanto, para resolver o problema proposto, foi necesséario ter o dominio do calculo, porém,

nao exclusivamente do célculo diferencial leibniziano.

Segundo Hall,® Fatio foi quem primeiro acusou Leibniz de pldgio. A acusacao
oficial foi redigida em 1699 no livro de Fatio intitulado Linee Brevissimi Descensus In-

vestigatio Geometrica Duplexz.

Reconhego, ainda, que Newton foi o primeiro e por muitos anos o mais antigo
inventor do célculo, sou conduzido a essa conclusao pela evidéncia factual a respeito.
Quanto a Leibniz, seu segundo inventor, ter emprestado algo que seja dele [Newton],
prefiro deixar ao juizo de quem tenha visto as cartas e outros manuscritos de Newton,
nao a mim. Nem o siléncio do mais modesto Newton nem o zelo ansioso de Leibniz
em atribuir a si o invento do célculo ird se impor a qualquer um que tenha lido

4Ibid., p.106.
5Gerhardt, 1859, pp.331-6.
6Cf. Hall, 2002a, p.437.
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aqueles documentos os quais eu mesmo examinei (DUILLIER, apud HALL, 2002b,
pp.106-7).

As razoes da acusacao de Fatio podem ser as mais diversas. O fato é, no entanto,
que o autor nao foi distinguido por Johann entre os matematicos que receberam a carta

com a proposta para solucionar aqueles problemas mecanicos.

Leibniz respondeu a acusacao de Fatio nas Acta Eruditorum de 1700. Afirmou
que, de fato, ele préprio e Newton foram os inventores do calculo, na seguinte ordem
temporal: Leibniz em 1685 e Newton em 1687. George Cheyne — mateméatico newtoniano,
escocés, discipulo de David Gregory — em seu livro Fluzionum Methodus Inversa (1703),
afirmou que qualquer coisa publicada nos tltimos vinte e quatro anos “com relacao a esses
métodos de [Newton], ou outros métodos nao dissimilares. .. [s@o] somente a repeti¢ao ou
um simples coroldrio do que Newton h4 muito comunicou a seus amigos ou ao ptiblico”.”
Isso parece nao ter sido consenso geral entre os newtonianos, pois Cheyne foi repreendido
por Abraham de Moivre. Leibniz respondeu a acusagao de Cheyne numa carta a Johann,

de forma mais enfética, que o levou a deixar de considerar o cdlculo como uma coautoria

e passou a tomar tao somente para si essa invencao.

Apos o falecimento de Robert Hooke, Newton elegeu-se presidente da Royal So-
ciety, e finalmente publicou o seu Opticks em 1704 — cerca de trés décadas depois de te-lo
apresentado pela primeira vez a essa sociedade. Ele optou por publicar o Opticks com dois
anexos estranhos ao texto principal, ou seja, com o Enumeratio linearum tertii ordinis
e com o De quadratura curvarum. Newton nao causou grandes reagoes na comunidade
matematica com essa sua nova publicacao. O Opticks foi o primeiro livro publicado por
Newton que abarcou tanto contetdos de optica fisica e geométrica quanto de matematica
pura (devido aos anexos acima citados). Contudo, sua estreia também como autor em
matematica foi pifia porque sua grande novidade contida principalmente no De quadra-
tura curvarum, ou seja, o método das fluxoes ou calculo newtoniano, para o piblico em
geral nao passou de uma reescrita daquilo que ja tinha sido lancado, oito anos antes, no
primeiro manual de calculo diferencial, Analyse des Infiniment Petits, escrito por Marquées

de ’'Hopital com exercicios elaborados por Johann Bernoulli.

Assim que o Opticks foi lancado, Leibniz escreveu uma resenha do anexo De

quadratura curvarum e a publicou anonimamente em 1705 nas Acta Eruditorum.® Nessa

"Leibniz, Responsio ad Dn. Fatii Duillerii imputaiones. Accessit nova Artis Analytica promotio
specimine indicatta; dum Designatione per Numeros assumtitios loco literarum, Algebra ex Combinatoria
Arte lucem capit. Lipsise: Prostant apud Joh. Grossii Heeredes Frid. Groschuf, 1700. pp.198-208.

8Cf. Gerhardt, 1859, pp.340-50.
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critica, Leibniz comparou o seu calculo diferencial com o método das fluxoes da seguinte
forma: seja um corpo que descreve um movimento numa dada linha curva, ele é analisado
como um ponto que se desloca com velocidade uniforme em determinados momentos iguais
de tempo, num fluxo crescente ou decrescente das quantidades fluentes. As diferencas
entre tamanhos das quantidades que fluem sao, para Leibniz, como as diferenciais e,
pela mesma analogia, as quantidades fluentes geradas sdo como o somatério (ou integral,
termo cunhado pelo préprio Johann Bernoulli). Ainda neste mesmo texto, Leibniz acusou
Newton de ter feito tal como fez Honoré Fabri em seu Synopsi Geometrica (1669), onde

substituiu simplesmente o avango dos movimentos pelo método de Cavalieri.

Newton ainda nao tinha lido a revisao de Leibniz quando John Keill a respondeu,
em 1708, reforcando a acusao de plagio de Fatio. Como consta na Philosophical Transac-
tion (1708), na carta Epistola ad clarissimum virum Edmundum Halleirum Geometria

professorem savilianum, de Legibus virum centripetarum:

Tudo se segue da contemporanea e altamente celebrada aritmética das fluxoes,
que sem sombra de duvida o Sr. Newton descobriu por primeiro, qualquer um
que leia suas cartas publicadas pelo Sr. Wallis [em 1693] rapidamente assentird, e
ainda a mesma aritmética foi posteriormente publicada pelo Sr. Leibniz nas Acta
Eruditorum trocando o nome e a simbologia (Philosophical Transaction, 1708, v.26,
n°.313-24, pp.174-88).

Keill claramente acusa Leibniz de pldgio, mas segundo Hall'® nao h4 evidéncias
de que Keill tenha conhecido Newton até esse momento. Parece que Keill apenas estava
repetindo as palavras de Fatio. Leibniz nao deixou essa acusagao sem réplica. Como
ambos eram membros da Royal Society, ele contestou a acusagao por meio de uma carta
encaminhada ao secretario da sociedade londrina — colega de Edmond Halley —, Hans
Sloane. Em seguida, o secretario procurou o presidente, que nessa ocasiao era o préprio
Newton, para ser aconselhado. Newton sugeriu que Keill explicasse as razoes para sua
acusacao. Com o auxilio de Newton, Keill reportou-se, sem dificuldade, a favor do presi-
dente da Royal Society e, ainda, aproveitou a oportunidade para lembrar o modo como ele
foi anteriormente criticado nas Acta Eruditorum. Assim, Keill e Newton prepararam um
longo relato citando as duas cartas que Newton encaminhou a Leibniz em 1676: “[elas]
deram indicacoes claras e diretas aquele homem da mais perceptiva inteligéncia de quem

Leibniz derivou os principios de seu célculo ou ao menos poderia ter derivado”.!' Eles

9Cf. Leibniz, Isaaci Newtoni Tractatus duo, de speciebus magnitudine figurarum curvilinearum.
Lipsise: Prostant apud Joh. Grossii Haeredes Frid. Groschuf, 1705. pp.30-6.
10Cf, Hall, 2002a, p.440.
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ainda declararam que Newton ja havia progredido no calculo em 1671 além de qualquer

outro até 1711.12 Essa carta foi aprovada pela Royal Society e encaminhada para Leibniz.

Em janeiro de 1712, Leibniz enviou uma carta resposta sugerindo fortemente a
Newton uma retratacao publica de Keill frente a Royal Society. Leibniz reforcou que ele
foi o primeiro a conceber o célculo e nao foi quem iniciou as injirias nessa disputa. Desse
modo, para atender & exigéncia de Leibniz, um comité composto por dez membros'® foi
constituido para investigar a questao. Entre matematicos, fisicos e outros pesquisadores
da ciéncia, estava o embaixador da Prissia em Londres para representar Leibniz. O re-
latério desse comité foi apresentado no dia 06 de marco de 1713, e foi o préprio Newton
quem redigiu o documento.'* Tratou-se de um dossier composto por varias cartas que
pretendiam provar a prioridade de Newton, como consta no documento: “o Sr.Newton foi
o primeiro inventor [do célculo] e somos da opinido que o Sr. Keill [ao] afirmar o mesmo de
modo algum foi injurioso com o Sr. Leibniz”.'> A Royal Society ordenou a imediata im-
pressao do relatorio, em latim para divulgagao internacional, sob o titulo de Commercium
Epistolicum Collins & aliorum, De Analysi promota. O conteiido como bem sabemos diz
respeito a disputa entre o Sr. Leibniz e o Dr. Keill acerca do direito a prioridade na
invencao do método das fluxoes, por alguns chamado de método diferencial. Assim que
chegou a Alemanha, o Commercium FEpistolicum foi considerado pelos leibnizianos uma
ofensa, como consta no seguinte trecho de uma carta de maio de 1713 encaminhada de

Johann Bernoulli a Leibniz:

...vocé é acusado diretamente diante de um tribunal composto, como parece,
[de] membros que s@o eles mesmos testemunhas, se é acusado de plagio, entao,
documentos contra vocé sao produzidos, a sentenca é passada; vocé perde o caso,
vocé é condenado (BERNOULLI, J. apud HALL, 2002a, p.444).

2.4 O erro de Newton na prop. X, livro II dos Principia (1687)

Durante esse periodo de disputa, em 1710, — antes mesmo de Leibniz ter contes-
tado John Keill diante da Royal Society por té-lo difamado publicamente com uma forte

insinuagao de pldgio — mais precisamente em agosto desse ano, Johann Bernoulli enviou

Hall, 2002a, p.441

12Cf. Correspondence of Isaac Newton, v.5, p.142 e p.145.

130s membros inglés foram Arbuthnot, Aston, Burnet, Halley, Hill, Jones, Machin, de Moivre, Robarts
e Brook Taylor.

14Cf. Correspondence of Isaac Newton, v.5, pp.XxXvi-xxvii.

15Hall, 2002a, p.442.
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uma carta a Leibniz informando-o de sua estranheza devido & maneira como Newton

solucionou a prop. X, livro II, na primeira edi¢ao dos Principa.

Ora, antes de seguirmos adiante, aqui neste ponto, faz-se necessario apresentar
essa prop. X, pois, como sera visto no decorrer desse trabalho, um dos nossos objetivos
é compreender como esse erro incidiu sobre essa proposicao e, em particular, esclarecer o

processo de dissolucao desse erro que, como veremos, demandou bastante trabalho.

O livro II, de maneira geral, trata do movimento de corpos em meios resistentes.
A prop. X ou prob. III, mais especificamente, submete a exame o movimento resistente
de um corpo, sob a acao da gravidade, numa trajetoria semicircular. Newton propoe
encontrar a velocidade do corpo, a resisténcia e a densidade do meio. Veremos com mais

detalhes adiante.

Figura 1: Esboco do movimento estudado por Newton na prop. X, livro Il dos Principia

Uma das solucoes encontradas por Newton foi apresentada em forma de relacao
(ou divisdao) entre a resisténcia do meio (r) e a gravidade (g). Essa relacao pode ser
expressa de uma forma muito simplificada como, digamos, g =T, sendo T igual a uma
expressao algébrica. Foi nessa solucao que Johann e Leibniz enxergaram uma ocasiao
para fragilizar o método das fluxées newtoniano. Johann pontuou o seguinte: “[n]a pro-
posicao X, pagina 260, parece-me que o problema nao foi resolvido corretamente pelo
autor, embora. . . nao saiba precisamente onde o erro se encontra”.'® Mais tarde, quando
o erro tornou-se claro, Johann apresentou duas objecoes. A primeira diz respeito a impos-
sibilidade de ocorrer movimento uniforme quando um corpo esta sob a acao da gravidade
— ele julgou que a igualdade considerada por Newton entre a resisténcia do meio e a
gravidade em cada ponto da trajetoria semicircular do corpo nao é vélida. Segue, nas

13

palavras de Johann, a segunda objecao: “... pelo meu préprio método de resolugao ‘neste

16Whiteside, 1967-1981, v.8, p.49.
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caso particular’ encontrei que a resisténcia estd para a agdo motora [sc. da componente
descendente da gravidade que age instantaneamente na diregdo do movimento circular]
na razao constante de 3 para 2”.!” Em outras palavras, a relacao g = T deve ser corrigida

com o acréscimo do fator ntimero 2, ou seja, a forma correta para a expressio acima é

27
r_3
=37

Em janeiro de 1711, Johann encaminhou para Académie des Sciences sua solugao
alternativa via calculo leibniziano. A solucao era acompanhada de um adendo, de autoria
de seu sobrinho, cujo contetido versava sobre o erro cometido por Newton. Nesse adendo,
foi descrito precisamente em qual passo matematico Newton falhou e, por isso, nao conse-
guiu encontrar a mesma proporcao g entre a resisténcia do meio e a gravidade. A solugao

alternativa bernoulliana foi publicada nas Mémoires de I’Académie, em 1713, em Paris.

No artigo dos Bernoulli, Nikolaus (I), contrario & primeira objecao de seu tio,
afirmou que a consideracao de Newton com respeito a resisténcia do meio e a gravidade
serem iguais em cada ponto da trajetdéria semicircular do corpoo tem como consequéncia
possivel o movimento uniforme, o que é contraditério.’® Quanto a segunda objecao de
Johann, Nikolaus (I) concordou com seu tio e afirmou que o erro ocorrera quando Newton
“ . . : . .

correlacionou equivocadamente os coeficientes das poténcias do incremento da base, em
sua expansao por série de Taylor, no aumento da trajetéria da ordenada com as corres-

pondentes derivadas da mesma em relacao & base”.*

Antes, porém, da publicacao das Mémoires de I’Académie, em 1713, Newton
fora informado do erro inicialmente identificado pelos Bernoulli. Em setembro de 1712,
Nikolaus (I) foi a Londres encontrar-se com Newton para apresentar-lhe pessoalmente o
erro entao recém descoberto. O sobrinho de Johann foi recebido por Newton. Coube
a um amigo muito préximo dele, Abraham de Moivre, intermediar o contato. Tao logo
ouviu o diagnédstico de Nikolaus (I) e apds algumas revisdes mateméticas, Newton assentiu
ao anuncio do erro e passou a trabalhar arduamente na sua correcao. A urgéncia dessa
correcao era ainda maior pois tudo isso transcorria bem no periodo de impressao da

segunda edicao dos Principia, que estava a cargo de Roger Cotes.

17Tbid.

18Nikolaus (I) ndo justificou sua opinido contraria & primeira objegdo de seu tio. Uma hipdtese nossa
com respeito as diferentes formas de compreender o mesmo fendmeno mecéanico é que numa visao mais
ampla do movimento como um todo parece que somos conduzidos, de fato, a uma inconsisténcia ao
considerarmos que um corpo num movimento circular esteja em movimento uniforme pleno (sem variagoes
de intesidade, direcéo e sentido). Contudo ao submetermos o movimento a certos momentos de tempo (ou
seja, pequenas parcelas de tempo associadas a segmentos de base evanescentes), ele tornar-se-a uniforme,
conforme o Lem.X do livro I dos Principia.

19Whiteside, 1967-1981, v.8, p.50.
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Em suma, o autor dos Principia teve de lidar com dois grandes problemas: a in-
vestida bernoulliana contra seu método e a urgéncia imposta pela impressao da segunda
edicao dos Principia. Para remediar essa urgéncia, Newton solicitou a Cotes que inter-
rompesse a impressao da segunda edicao e que retirasse o texto correspondente a prop.
X, do livro II, dos exemplares ja impressos, porque novas alteracoes teriam de ser feitas.
Newton passou um meés trabalhando na correcao da referida proposicao e produziu ao
todo 50 paginas manuscritas.?’ Foi um trabalho denso, obstinado, com vérias tentativas

mal sucedidas de salvar o argumento empregado na primeira edicao.

Apés o contato com Nikolaus (I), quando Newton ji estava trabalhando na
correcao de seu erro, Abraham de Moivre, numa carta a Johann Bernoulli datada de
18 de outubro de 1712, comunicou-lhe que Newton considerara aquilo que ouvira de Nico-
laus (I) “uma boa objegao, e que ele [Newton]| havia corrigido a conclusdo. . . [e ele] garante
que esse erro procede simplesmente de ter considerado uma tangente ao contrario, mas
que o fundamento de seu calculo e as séries que ele utilizou devem ser mantidas”.?! En-
tretanto, esse relato nao parece ser confiavel porque uma falha dessa natureza seria de
simples resolucao e os manuscritos de Newton nao revelam tamanha simplicidade, como

veremos adiante.

Foi somente em janeiro de 1713 que Newton encaminhou o texto final a Cotes, na
mesma quantidade de paginas ocupadas pela prop. X na primeira edi¢cao, porém, numa
solugao que nao se assemelha em nada a primeira. O que levou Newton a abandonar
a estrutura do argumento matematico empregada na primeira edicao dos Principia? E,
ainda, no preficio dessa segunda edicao nao ha qualquer mencao a respeito da contribuicao
dos Bernoulli. Talvez esse descaso de Newton tenha agravado ainda mais a sua tensa

relacao entre ele, Leibniz e os Bernoulli.

Em julho de 1713, Leibniz escreveu uma carta relatando a descoberta feita por
Johann Bernoulli do erro cometido por Newton, expressando seu sentimento de injustica
com respeito ao parecer emitido pela comissao de especialistas constituida pela Royal
Society. Essa carta,?? conhecida por Charta Volans, foi distribuida no continente europeu
e chegou a Londres durante o outono daquele ano (entre setembro e dezembro). John
Keill nao teve de se esforcar muito para convecer Newton a refutar a Charta Volans. Keill,

também, escreveu uma resposta a Leibniz no Journal Litéraire de la Haye na edicao de

20Editadas e vertidas para o inglés na monumental obra de Whiteside, The mathematical papers of
Isaac Newton, v.8, pp.312-424.

2'Whiteside, 1967-1981, v.8, p.52.

22830 duas versoes da Charta Volans, uma em latim e outra vertida para o francés. Ambas foram
impressas e distribuidas por Christiaan Wolff, editor das Acta Eruditorum.
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julho/agosto de 1714.23

Conforme vimos, mesmo apés a morte de Leibniz, em 1716, as acusagoes nao
cessaram. Newton nao deixou de utilizar de seu status de presidente da Royal Society para
minimizar as réplicas de Leibniz. Naquele julgamento realizado nessa mesma instituicao, o
entao presidente “provou” a legitimidade de sua descoberta e registrou-a no Commercium
Epistolicum D. Johannis Collins, et aliorum de Analysi Promota jussu Societatis Regiee,
em forma de uma analise pormenorizada das cartas trocadas entre ele, John Collins e
outros (inclusive Leibniz) no periodo 1669 a 1677. Uma das acusagdes de Newton contra
Leibniz foi que ele recebeu uma cépia do manuscrito De Analysi (1669) — que contém o
fundamento do célculo newtoniano ou método das fluxoes — encaminhada por Collins em
1676, antes da publicacdo do Nova Methodus (1685). Portanto, segundo Newton, Leibniz
teria plagiado-o porque, de posse dessa copia, ele teria facilmente transcrito todo o calculo

newtoniano alterando tao somente a simbologia.

23Cf. Correspondence of Isaac Newton, v.6, carta 1069.
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3 Os Principia, a prop. X, suas objecoes e solucoes

A alteracao do argumento matematico da primeira edicao dos Principia para a
segunda foi a motivagao para esta pesquisa, e a partir dela podemos indagar: Quais as
circunstancias do erro de Newton? Por que Newton nao manteve a mesma estrutura
do argumento matemaético anterior, alterando apenas os paramentros equivocadamente
usados na primeira edicao? Teria sido uma falha de que tipo? Um equivoco apenas?
Ou, uma falha somente no argumento matematico construido de tal forma que nao era
possivel modifica-lo, porque se o fizesse, comprometeria a tal ponto a solucao que nao
poderia mais ser aplicavel aquela maneira? Ou, ainda, seria uma falha no método das

fluxoes cuja tunica solucao seria seu completo abandono?

Minha hipdtese é que se trata de um erro no argumento matematico utilizado
por Newton para resolver o problema da prop. X. Para avaliar essa hipdtese, precisamos
analisar as duas solucoes de Newton, tanto a apresentada na primeira quanto na segunda
edicao dos Principia, além das as tentativas mal sucedidas de Newton de salvar a solucao
de 1687. Por outro lado, faz-se importante analisar a solu¢ao bernoulliana para compre-
ender o esforco de Newton para equipar seus resultados aos de Johann. Mas, antes de

iniciar a analise da prop. X, requer-se apresentar rapidamente os Principia de Newton.

Os Principia dividem-se em trés livros, a saber: o primeiro livro, De Motu Corpo-
rum, aborda o movimento dos corpos em meios livres de quaisquer resisténcias; o segundo,
também trata do movimento dos corpos, mas agora em meios resistentes — traz estudos
sobre o movimento dos péndulos, a mecanica de fluidos e a mecanica dos vértices celes-
tes cartesianos —; e, finalmente, o terceiro livro, De Systemate Mundi, explica, por meio
de recursos matematicos e de dados experimentais, o movimento dos planetas e de seus

satélites com base na gravitagao universal.

O segundo livro, que é o objeto deste estudo, possui contetdos que vao além da
mecanica do movimento dos corpos. Sao exemplos desses contetidos o Lema I, que contém

uma explicacao do método das fluxoes, o scholium no qual Newton prova que os vortices
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de Descartes levam a conclusoes inconsistentes com as leis de Kepler, a determinagao (hoje
considerada equivocada) da velocidade do som e, por fim, uma investigacdo das minimas
resisténcias em um corpo sélido. Nota-se que o livro tem mais de um assunto, embora a
critica aos vortices de Descartes seja considerado o tema principal. Parece-me que Newton
prepara o seu leitor nos dois primeiros livros para, no terceiro, usar dos recursos, antes
apresentados e demonstrados adequadamente, e expor o sistema que rege o mundo, ou
seja, os principios das revolugoes dos planetas, bem como de quaisquer outros satélites

naturais do sistema solar.

3.1 A prop. X, livro II dos Principia de Newton

As solugoes — aqui chamadas de histéricas, por falta de melhor classificacao,
referem-se aquelas produzidas por Newton e pelos Bernoulli — foram dispostas nessa se¢ao
na seguinte ordem: solucao de Newton de 1687; solucao alternativa de Johann; e a solucao
de Newton de 1713. Foi escolhida essa disposicao para que o leitor aprecie tanto a mu-
danca radical entre as solucoes das duas edig¢oes dos Principia quanto a maneira como
Newton conduziu seus célculos para que sua solucao convergisse com a solucao de Johann
Bernoulli. Além disso, o leitor podera verificar, nos pormenores dos argumentos de cada

matematico, as diferencas entre métodos e abordagens.

As solucoes estao aqui dispostas na mesma sequéncia cronolégica em que foram
historicamente apresentadas. Portanto, cabe uma recomendacao: a leitura das solugoes
aqui analisadas pode ser realizada paripassu com os originais de Newton e Johann, em-
bora os calculos tenham sido “abertos” a fim de que possam ser melhor analisados. A
escolha de detalhar os passos demonstrativos pressupostos por seus autores resultou numa

apresentacao um tanto quanto técnica das solugoes.

A prop. X foi desenvolvida por Newton no formato de um problema, por isso,
também é chamada de prob. III. Esse problema supoe o deslocamento de um corpo, num
meio resistente, em uma trajetoria semicircular dada. Sabe-se que esse corpo esta subme-
tido a forga da gravidade. Pede-se a velocidade de deslocamento do corpo, a resisténcia e
a densidade do meio. Sendo essa ultima uma grandeza que mantém o corpo na trajetéria
curva — como se ela desse a “forma” da trajetéria. A resisténcia do meio, como desig-
nado pelo autor na segunda secao do livro II dos Principia é proporcional ao quadrado
da velocidade. Segue abaixo a proposicao tal como apresentada por Newton nas duas

edigoes.
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Esteja a forca da gravidade uniforme tendendo diretamente sobre o plano do
horizonte e, seja a resisténcia proporcional a densidade do meio em conjuncao com
a velocidade ao quadrado; solicita-se encontrar, individualmente em cada ponto, a
densidade do meio que movimenta o corpo na linha curva dada, como também a
velocidade e a resisténcia do meio (NEWTON, 1687, p.162).

3.2 Solucao de Newton na primeira edicao

Parte da solucao dessa proposi¢ao depende do diagrama a seguir, ou melhor, as
equacoes geométricas dependem deste diagrama de tal maneira que podem ser conside-
rados indissociaveis. O mesmo ocorre com todas as solugoes propostas por Newton, isso

ficara mais claro no decorrer do texto. Voltemo-nos agora a explicagao da Figura 2.

Figura 2: Diagrama geométrico da primeira edicao dos Principia
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Newton considera a acao da gravidade vertical e perpendicular ao horizonte, ou

seja, perpendicular ao segmento AK no sentido descendente. O corpo move-se sobre a
trajetéria semicircular AC'K, em dois sentidos, de A para K e de K para A. No primeiro
movimento, no sentido A — K, o meio exerce uma acao resistente sobre o deslocamento
do corpo. Por outro lado, no sentido reverso, isto é, no sentido A < K, a resisténcia
— por mais que pareca contraintuitivol — propele o corpo, exercendo uma acao motora.
E sobre a reta tangente ao ponto C, representada por TCF, que a resisténcia atua.
A escolha dessas coordenadas intrinsecas, uma tangencial e outra vertical, “permite a

Newton estabelecer que a resisténcia age somente ao longo da reta tangente e a gravidade,

IPara esclarecer esse ponto, considere que o meio se move, tal como a correnteza de um rio, e nele
se desloca um corpo numa trajetéria semicircular. No sentido contra a correnteza, o meio resiste ao
movimento do corpo, mas noutro sentido, ou seja, a favor da correnteza, o meio propele o corpo.
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somente ao longo da reta vertical, num tempo infinitamente pequeno”.?

O segmento OB e a ordenada BC' sao quantidades fluentes, ora, se movimentar a
ordenada BC' até que o ponto B coincida com o ponto D, entao, os segmentos BD e F'G
serao respectivamente as fluxoes de BC' e OB. Dito de outro modo, BD e F'G estao entre
si na razao primeira dos incrementos nascentes de BC' e OB. Se o corpo, no momento em
que passa por C, nao estivesse mais sob a acao da gravidade e fosse influenciado somente
pela forca resistente do meio que age no sentido A — K, o corpo pararia em F. Mas a
gravidade impele o corpo para baixo, deslocando-o para G. Assim, o segmento F'G, nesse
instante, representa a agao da gravidade e o arco C'G, a trajetoria percorrida. Agora,
se o corpo estivesse livre da gravidade e livre da resisténcia, no mesmo tempo do caso
anterior, o corpo se deslocaria até H, de tal forma que o segmento F'H representaria
aqui a resisténcia do meio. No sentido contrario — lembrando que no sentido A < K a
resisténcia age propelindo o corpo —, os segmentos fg e fh representam respectivamente

a acao da gravidade e a resisténcia do meio.

. Fluxoes
Quantidades fluentes Ao K A K
OB BD Bd
BC FG fg
Acdes Incrementos
d A—-K A+ K
Gravidade FG fg
Resisténcia do meio FH fh

Tabela 1: Quantidades fluentes e agoes em termos de seus efeitos

Depois de Newton descrever a construcao da Figura 2, ele evoca o Lem.X, secao

I, Livro I, para chegar a primeira expressao. O Lema X diz que:

As distancias que um corpo descreve impelido por qualquer forga finita,
seja essa forca determinada e imutavel, ou continuamente aumentada ou di-
minuida, estao, exatamente no inicio do movimento, uma para a outra, como
os quadrados dos tempos (NEWTON, 2008, p.77).

2Cf. Erlichson, 1994, p.284.

3 A primeira objecdo de Johann Bernoulli diz respeito justamente a relacdo entre a resisténcia nascente
e a gravidade, como mostra a equacgao (3.1). Veremos adiante, na nota 14, que a solugdo de Newton para
a razao entre resisténcia do meio e gravidade contradiz a afirmacao de que o corpo desloca-se em um
movimento cuja velocidade varia conforme v2BC'. Como vimos, Nikolaus (I) Bernoulli é contririo a seu
tio, mas as suas razoes sao bastante peculiares: “...descobri que nao havia necessariamente um erro no
raciocinio do Sr. Newton, porque eu néo encontrei erro algum em seu cdlculo” (BERNOULLI, 1714b, p.54).
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Sendo assim, a resisténcia R é proporcional a %, visto que, F'H é proporcional

a resisténcia vezes o quadrado do tempo e FG (isto é, a queda galileana gerada pela

constante gravitacional g) é proporcional ao quadrado do tempo.? Dito de outro modo,

FH xR x tempo?
FG o tempo?
FH xR x FG

Essa conclusao aparece no texto da demosntragao da Prop. X do seguinte modo,

FH

Visto que, CH = Ch e FH = fh, entao 2FH = Cf — C'F, de tal modo que:

FH « Cf — CF.

Substituindo a proporgao acima em (3.1), obtém-se’:

Cf—CF
u—

R FG

(3.2)

Uma vez encontrada a relacao que representa a resisténcia do meio, Newton parte
entao para determinar a relacdo que expressa a densidade do meio ¢. Como consta no
enunciado da proposicao, a resisténcia do meio R é proporcinal ao quadrado da velocidade
v? (R o v?) de tal modo que, se tomarmos ¢ como uma constate de proporcionalidade,

teremos R = ¢v?. Isolando ¢ na equacdo acima, chega-se a:

R
= .
02
Visto que nas primeiras razoes, a quantidade nascente C'F' é proporcional a C'G:

CF
v = .
tempo

E ainda, considerando a queda galileana F'G proporcional ao quadrado do tempo,

FG x tempo®

4Cf. Guicciardini, 1999, p.235.
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obtém-se,
_ CF
VFG
que elevado ao quadrado torna-se
vt = .
FG

Substituindo esse valor e a proporgao (3.2) na equacao ¢ = %, tem-se

o) o)y

CF2 2
e CF

¢ = (3.3)
Newton finaliza, assim, a demonstracao da prop. X ao encontrar uma equacao
que expressa a densidade do meio. A seguir, no Corolario I, ele encontra uma segunda

equagao para expressar ¢ &z roa il FS(GF_G]{:ikl)-

A respeito dessa segunda equacao, a pergunta que se pode fazer é: trata-se de uma
mera expressao alternativa de uma mesma relacao ou algum tipo de revisao da relagao
anterior? Algumas consideracoes preliminares aos desenvolvimentos formais apresentados
por Newton para justificar a segunda equacao permitem-nos supor que Newton, de fato,

detectou um problema na primeira equagao. Senao vejamos.

O incremento Bd nao equivale ao incremento BD. Em outras palavras, no mesmo
periodo de tempo em que o corpo se move de A — K descrevendo o arco C'G, ele percorre,
no sentido contrario, quando a resisténcia do meio age propelindo o corpo adiante —
produzindo um movimento cujas variagoes de velocidade sao aditivas — um arco maior
Cg. Assim, Newton ao aplicar a série infinita convergente de poténcias, ou série de Taylor,
a DG para determinar C'F', nao sera capaz, sob as mesmas condi¢oes acima, de encontrar
Cf. E, entdo, tanpouco serd capaz de substituir o valor de C'f na equacao (3.3), para

finalmente expressar a densidade do meio em termos generalizados.

A série infinita e convergente de poténcias consiste na adicao ad infinitum de

parcelas. A forma dessa série é:

P4+ Qo+ Ro*+ So®+...°

5Na aplicagao da série infinita e convergente de poténcias, os coeficientes (ou aqui chamados de termos
generalizados) tornam-se determinados segmentos do diagrama geométrico. Nesse caso, P = BC, Qo =
BC—DF = IF e Ro* = FG. O termo So® ndo possui um equivalente geométrico. Antes de aplicar a série
infinita convergente de poténcias, a solugao apresentada depende de segmentos particulares, ao passo que,
apos a aplicagao da série, o resultado tornar-se-a geral. No caso acima, o resultado nao depende mais de
segmentos particulares como Cf, CF, FG ou kl, mas de termos da série P, Qo, Ro? e S03, os quais sdo,
no vocabuléario atual denominados diferenciais de primeira, segunda e terceira ordens respectivamente ou
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Para contornar o problema do segmento C'f, Newton toma o momento a esquerda
de B, Bi, igual a BD, e traca a ordenada il que corta a curva ACK em [ e a tangente
TCF em k, de tal forma que C'F = Ck.

Visto que as quedas galileanas fg e kl estao para os segmentos C'f e C'k — res-

pectivamente proporcionais a Bd e Bi, que representam o tempo — da seguinte forma
Cf?:Ck?:: fg: Kkl entdo

Cf:Ck:fg:VEl

Aplicando a propriedade das diferencas das proporcgoes, tem-se:

fk(=Cf—Ck):Ck ::~/fg— Vkl: Vkl

Apo6s considerar Ck igual a C'F; Newton também considera +/fg igual a vV FG.

Logo,
Cf—CF:CF :VFG—Vki:Vkl (3.4)
Se multiplicarmos o segundo membro da proporgao pela unidade, nao havera
alteracao:
Cf—CF:CF = VFG—Vkl: Vkix1
A unidade pode ser representada como VFG + Vkl : VFG + VEl, de tal modo
que

Cf —CF:CF = VFG - Vkl: VKl x VFG +Vkl : VFG + Vk)
Multiplicando o segundo membro da proporcao pela unidade,

Cf—CF:CF : |[(VFG —=VEkl) x (NFG + Vkl)] : [Vkl x (VFG + VEkl)]

Aplicando a propriedade distributiva da multiplacdo no segundo membro e fa-

zendo alguns desenvolvimentos algébricos, tem-se:

Cf—CF:CF:FG—Fkl :kl+VFGxEkl

coeficientes taylorianos da série.
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Nas primeiras razoes, kl = F'G, entao,
Cf—CF:CF: FG—Fkl: FG+FKl
Multiplicando-se os segundos termos nos dois membros da propor¢ao por C'F, ela

nao se altera:

Cf—CF:CF?:: FG —kl: CF x (FG + kl)

Por substituigao direta da equagao (3.3) na proporgao acima, encontra-se a ex-

pressao alternativa de Newton sem recorrer ao segmento C'f:

 FG-—k
- OF x (FG + ki)

S (3.5)

Assim, Newton chega a sua solucao final para a densidade do meio. Essa solucao
ainda esta em seu formato particular porque nao depende dos coeficientes da série infinita
convergente de poténcias, como vimos anteriormente.® Falta, agora, proceder da mesma
maneira com relagao a resisténcia do meio e a gravidade. E no Corolério I que o autor,

de modo analogo ao Corolério I, expressa essas grandezas. Retomemos a proporgao
Cf—-—CF:CF: FG—-kl: FG+Ekl,
sabendo que
2HF =Cf — CF,

tem-se

2HF : CF :: G -kl : FG + Kl.

Mas visto que kl = F'G e de tal modo que 2FG = FG + ki,

2HF : CF :: FG -kl : 2F @

Multiplicando os dois membros da proporcao por g—g, chaga-se a

(CF:FG)x2HF :CF :: (CF: FG) x FG —kl : 2FG

ou
(2HF : FG) x (CF : CF) :: CF x (FG — kl) : 2FG?

6Vide nota 5, secao 2.2.
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ou

(2HF : FG) x 1:: CF x (FG —kl) : 2FG?,

tem-se ao final
HF : FG:: CF x (FG — kl) : 4FG*.

Recorrendo a Tabela 1, a proporcao acima revela a relacao entre resisténcia do
meio R e gravidade g, isto é,

HF CF x (FG —kl)
FG AFG?

R (3.6)
g

No Corolario III, finalmente, Newton se propoe encontrar uma expressao geral
para os resultados acima obtidos. Ele procede por meio da relagao entre a abcissa AB e
a ordenada BC' e da série infinita convergente de poténcias. Acerca desse procedimento,
Newton ainda acrescenta: “O problema serd resolvido mais rapidamente pelos primeiros
termos da série”.” Para tanto, Newton se vale de trés exemplos. Aqui, apenas o primeiro

deles sera analisado porque é nele que se concentram as objecoes bernoullianas.

O primeiro exemplo fornece exatamente as mesmas condi¢oes apresentadas pela
prop. X, Newton pede: “[Sleja a linha semicircular ACK sobre o diametro AK, pede-
se a densidade do meio que faz o corpo mover-se nesta linha” (ver Figura 2).® Apesar
desse exemplo pedir somente a densidade do meio, Newton também calcula a resisténcia do
meio.? Parece nao haver no Ezempl.1 quaisquer novidades, pois a densidade e a resisténcia,
do meio ja foram encontradas [sc. equagoes (3.5) e (3.6)]. Contudo, sdo solugoes particu-
lares, ou seja, dependentes de segmentos geométricos particulares, préprios do diagrama
da Figura 2. Agora, Newton propoe encontrar solucoes gerais, que sejam determinadas
pelos termos generalizados ou coeficientes da série infinita convergente de poténcias. Para
isso, ele representa a ordenada DG por meio de uma série infinita convergente que obtém
mediante a extracao da raiz quadrada do segmento. Para tal, usa as coordenadas de Fer-
mat e as associa aos segmentos do diagrama geométrico da Figura 2 da seguinte forma:
OK =n, OB =a, BC =e¢, BD = Bi = 0. Usando o Teorema de Pitagoras no AOCB

da Figura 2, chega-se a

DG? = OK?* — OD?,

7Cf. Whiteside, 1967-1981, v.8, p.378.
$Thid.
9Thid., p.380.
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como OD = OB + BD, entao
DG? = OK? — (OB + BD)?
ou
DG? = OK? — (OB* 4+ 20B x BD + BD?),
DG? = OK? — OB* —20B x BD — BD?,

da Figura 2 encontra-se BO? = OK? — OB?, assim chega-se a
DG? = BC* —20B x BD — BD*.

Ao substituir os segmentos da expressao geométrica acima pelas coordenadas de Fermat,
tem-se

DG? = e? — 2a0 — 0°.

Finalmente, ao extrair a raiz quadrada nos dois lados da equacao, obtém-se
DG = Ve2 — 2a0 — 02

Retomando a prop. XII do Analysis per quantitates fluentes.

Para resolver a poténcia de um binémio numa série ilimitada em ntmeros de
seus termos. Solucao: Seja o binémio P + PQ e o indice de sua poténcia 7', tera:

1m—3n

m Ry 57 NI
n

m 1m — 1m-—2
=P+ 240+ 2" "o+ g +
n 2 n 3

n 4
onde P e Q podem ser as quantidades que se tém, simples ou composta, a A, B, C,
D...denotam os termos da série, nomeiam-se por: A, o primeiro termo P7*; B, o
segudo termo " AQ); C, o terceiro termo %WBQ; e assim indefinidamente.
Demonstragao: A regra proposta mostra corretamente as “dignidades” ou poténcias
do binomio quando os indices 7 das poténcias sao integrados, quando serd por vez
evidente para aquele que computa. A regra que acerca corretamente os intervalos
inumeraveis iguais, acercara os espagos intermedidrios.

Escélio: Se o segundo membro do bindémio for o momento do primeiro membro, e
a poténcia do primeiro membro for, de acordo com a regra aduzida, resolvida em
séries, os termos das séries serdo como os momentos das poténcias; especificamente,
o segundo termo B como o primeiro, o terceiro como o segundo momento, o quarto
D como o terceiro momento, e assim por diante. De fato 1 x B serd o primeiro
momento da poténcia, 1 x 2C' o segundo momento, 1 x 2 x 3D o terceiro momento,
1 x 2 x 3 x 4F o quarto momento e assim infinitamente (WHITESIDE, 1967-1981,
v.8, p.271).10

10Whiteside nos auxilia a compreender melhor o contetido desse escolio com a seguinte observacio:
“Neste caso Q = oP, o ‘momento’ do nomem premium P com respeito a varidvel base do ‘tempo’ que o
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Eis o procedimento, portanto, utilizado por Newton para extrair a raiz quadrada
de DG. Esse processo nao foi apresentado pelo autor na primeira edicao dos Principia
(1687) — nem mesmo na segunda. Porém, aqui faremos a demonstragdo desse proce-
dimento, com objetivo de compreedermos melhor o adendo de Nikolaus (I) Bernoulli
(veremos com mais detalhes o que o sobrinho de Johann disse em seu adendo na segao 3.3

deste trabalho). Por ora, langamo-nos aos detalhes desse procedimento. Portanto, para

calcular DG = +/e? — 2a0 — 0?, tem-se que:

(P + PQ)* :P?i”+%AQ+%m_"BQ+%m+%CQ+}lm+%DQ+...
Sendo
A= 1° termo= P%
B=2° termo= TAQ
C= 3° termo= %m;”BQ
D= 4° termo= %mf” cQ

1=

Escrevendo DG na forma (P + PQ)™ chega-se a [62 + €2 (Mﬂ * por com-

e2
paracao direta tem-se:

(

P =¢?
Q:72a(;702
m=1
n=>2

\

Calculando separadamente os coeficientes A, B, C' e D; encontra-se:
1

A — P% — (62)5 = e
B =2AQ = le (——ZGO—OQ) _ _w_ ¢
n 2

e2

incremento ‘instantaneo’ é unidade; embora fique claro que Newton aqui especifique — inconscientemente
antecipando a objecao de Johann Bernoulli do préximo ano...que ele nao soube como — a expansao de
“Taylor” do incremento da poténcia (P + oP)% como P + 0B + 0°C + 0D + 0*E + ... corretamente
ficando como B, 2C, 6D, 24F, ...sdo o primeiro, segundo, terceiro, quarto, ...” (ibid., nota 30).
Ora, trata-se do que hoje conhecemos por expansao de Taylor, desse modo, quando Newton se refere a
momentos, hoje entendemos como derivadas — da funcao a ser expressa em termos de uma série infinita
convergente — de primeira, segunda, terceira ordens para os sengudo, terceiro e quarto termos; e assim
por diante. HA& nessa nota outro detalhe importante, Whiteside se adianta com respeito a objecao de
Johann Bernoulli. Na verdade, Whiteside fez mengao mais a explicacdo de Nikolaus (I) Bernoulli com
respeito a segunda obje¢do do seu tio do que do préprio Johann. Essa explicitagdo prematura ficard mais
clara quando chegarmos na secao 3.3.
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_1m—-n _1/1-2 a0 __ 0% —2a0—0* \ __
C_QnBQ_Q(Q)( e 26)( e? )_
_ 1 1 20202 ao® 2a0° ot | _
_2( 2) [+ e3 +63+263+263 T
_ (_1 2020 2a0° i
_ ( 4) { e3 + e3 + 2e3
__2d%0*  2a0® ot _
4e3 4e3 Se3
_a?? _ad® o
2e3 2e3 8e3
_ 1m—2n 1 (1=22\ ( _a®® _ aoc® _ o* —2a0—0% \ __
D = 3 n CQ 3 ( 2 ) ( 2e3 2e3 8e3 e? o
_ 1/ 3 2a303 a’o? 2¢20t ao® 2a0° o | _
3 ( 2) [+ 2ed + 2eb 2ed + 2e° + 8ed + P |
_ (_ 1Y |a3® 3a’o? 3a0® o
_( 2) { ed + 2ed + 2e° +8€5 _
__a’®  3a%0*  3a0®  oF
- 2ed 4eb 4ed 16e°

Com os termos calculados, basta substituir em (P + PQ)» = P

1 m—2n 1 m—3n

N ao  0? N a’o®>  ao® ot N a0’ 3a%0*  3ao® 08 N
= e - - - _ . . i ..
e 2e 2e3 2¢3  8e? 2e5 4ed 4e 16e®

abrindo os termos chega-se a:
ao 0? a?0® ao® a0} ( o 3a?o*  3a0®  o° )

Newton desconsidera os termos em o*

e superiores — isto é, aqueles dispostos no parénteses
acima —, pois em relacao aos termos de ordem inferior a magnitude deles pode ser des-
prezada. Assim, chega-se ao resultado apresentado por Newton para a raiz de DG na

primeira edicao:!

DG - VT —ag— e 00O %’ add a’o’

Figura 3: Detalhe do diagrama da primeira edicao

HCf. Whiteside, 1967-1981, v.8, p.378.
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Consideremos, agora, a Figura 3 acima. Se escrevermos n? igual a e + a2, DG

ao a?) o? a?) ao®
DG =e- Y 11yl e lae
‘T {+62}2€ {+€2}2€3

ao ez +a?) o ez +a?) ao®
= - — — - - ...
e e? 2e e2 2e3

torna-se

tem-se rapidamente os coeficientes correspondentes a cada um dos termos generalizados.
De modo geral, numa compreensao geométrica dos termos, P representa a ordenada BC'

Qo o segmento F'I; Ro®> + So®. .., o segmento F'G. Desse modo,

DG:BC+1F+ROQ+SO3+..;
FG

Aplicando o Teorema de Pitdgoras no A CIF da Figura 4, chega-se a CF? = BD? + [ F?.

Cl=BD
O
CF IF

Figura 4: Detalhe do diagrama da primeira edicao

Podemos agora exprimir a ordenada DG e o segmento F'G em termos de séries

infinitas:
ao  n2o®  an?o?
e 2e 2e
e
n20®>  an’o®
FG = — T~ —
2e 2e

Em virtude de BD e Bt serem iguais em comprimento, F'G e kl também sao iguais em

extensao. Logo,

n%0®>  an’o

2¢3 2e5

kl =
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Portanto, temos que:

FG4k = _n202 B an?o® N _n202 an?o®
2e3 2e5 2e3 2e5
_ nPo® ano®  nPo®  an’o’
2e3 2e5 2¢e3 2e5
2n20? n?o? 9
:‘Wﬂ(‘ zes) — o
e
FO_k = n?o>  an’o® n2o? N an?o®
23 2ed 2¢e3 2eb
_ nP® an*o®  n?o®  an’o?
23 2e° 2e3 2eb
2 2.3 2.3
_ 2am’ _( an’ot\ o s
2ed 2ed

Retomando a igualdade CF? = BD? 4 IF?, e sabendo que BD = o e IF = Qo, ao

substituir os termos anteriores na igualdade, tem-se

CF =+vBD?>+1IF?
— VT @oP
T

Ora, densidade do meio () pode ser apresentada segundo termos generalizados. Portanto,

a equagao (3.5) tornar-se-a

_ FG-—k
~ CF x (FG + ki)
2503
oy/1+ Q2 x (2R0?)
__ 5 (3.7)

R\/1+ Q?

Do mesmo modo, a resisténcia do meio (R) estd para gravidade (g) — da equagao

(3.6) — assim como:

R CFx(FG-—kI)

e AFG?
01+ Q% x (250°%)
B 4(Ro?)?

SV1+Q?
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Assim, Newton pode expressar nos termos generalizados da série infinita con-

vergente as solucoes para a densidade do meio (¢ = —2— | e para a razdo entre a
Ry/14+Q?

C A . S/ 1+Q?
resisténcia e a gravidade (% = TQQ)

A velocidade, ao contrario do que foi acima obtido para os casos da densidade e
da resisténcia do meio, foi ainda expressa em termos dos segmentos particulares préprios
da Figura 2. Para tanto, Newton se valeu da expressao da velocidade em termos do latus

. 1 2 ~
rectum, qual seja v? = %.12 Desse modo, tem-se que £ = % de acordo com a solugao

de 1687 de Newton.'® Logo,

g~ Jge = \/gBC (3.9)

desse modo, a velocidade do mével depende da ordenada BC'.

E necessério nesse ponto retomar o assunto com respeito a primeira objecao de
Johann Bernoulli desenvolvida, ainda de maneira precaria, na nota 3. Essa objecao diz
respeito a contradicao que os calculos de Newton acerca da velocidade do corpo chegam
em comparacao com a afirmacao desse autor quanto a variagao nao nula dessa grandeza.

r_ SVIr@® _ 2myie(e)

Da equagao (3.8) facilmente chegamos a seguinte relagao: g = e ; < - )2

an2

3 6 . . . . .
25 e — an 2e’ _ «. Isso implica que a componente tangencial da gravidade deduzida

o3

N
|
[\
a
)
3

n
2¢6

da aceleracao tangencial total (R; = g%) evanesce, logo, a velocidade é constante. Mas

Newton encontra, por outro lado, que a velocidade varia com a raiz quadrada da ordenada

BC: “...0OB esta para o semidiametro do circulo OK, assim como a velocidade estard
\/—,, 14 . . . .

para vV2BC”.** Conforme vimos logo acima, a velocidade varia como ,/ge. Ora, essa

relacdo da velocidade estd correta, mas contradiz o resultado da equagao (3.8), ou seja, que

a aceleracao devido a gravidade ao longo da trajetéria semicircular compensa exatamente

a desaceleragao devido a resisténcia do meio. Fica evidente que essa contradicao escapa

12Cf. Nauenberg, 2011, p.573.
13Cf. Whiteside, 1967-1981, v.8, p.385.
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de Newton, mas nao de Johann, como veremos.'*

3.3 A objegao de Johann e o adendo de Nikolaus (I)

Para Johann Bernoulli, a solugao newtoniana do Exempl.1, Coroléario 111, Prop.
X da primeira edicao dos Principia apresenta, como vimos, uma contradicao. Os calculos
revelam como consequéncia um movimento uniforme descrito pelo projétil, enquanto New-

ton considerou que a velocidade variava conforme a relacao v2BC'.!

Figura 5: Diagrama geométrico do artigo de Johann Bernoulli

A 0 B K

.. Sr. Newton disse na pagina 265 que para qualquer corpo C de peso constante
que descreve no ar um quarto de circulo LC'K, caindo de L para K...a resisténcia
do meio deve estar para a gravidade, em cada ponto C, assim como OB estd para
OK, e que sua velocidade no ponto C' estaria na razao de v2BC), isso implica numa
clara contradicao (BERNOULLI, 1714a, p.50). ..

Segundo a relacao enunciada por Bernoulli, se chamarmos de R a resisténcia do
meio, de P a agao da gravidade (ou peso) e de II a forga que age sobre o préjetil em cada

ponto C' de sua trajetoria, temos:

P:11: 0C(=0K):0B (3.10)

Ora, para Newton, a resisténcia esta para gravidade na seguinte razao:

R:P:0OB:0K (3.11)

Logo,
R:11:0B:0B (3.12)

141bid., p.380.

15Cf. Nauenberg, 2011, p.573.

10 segmento BC é proporcional a queda F'G por mera semelhanca de trlangulos [AOBC ~ ACIF ~
F

ACGPF)| nas tltimas razoes das quantidades evanescentes. Entao, v = oF
ViRIFG  \/l21BC’
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— 0 que é uma contradi¢ao. Pois senao vejamos.

A resisténcia do meio consumiu grande parte da aceleragao do projétil proporci-
onada por Il — componente da gravidade P — e, consequentemente, da proporcao (3.12)
chegamos a R = II. Ora, quando R = II, a velocidade do mével é uniforme. Entretanto,
Newton afirmara que v = v/2BC'. E assim, a velocidade é concomitantemente uniforme e

variavel. Dessa forma, sustenta Johann, Newton comete uma contradicao!

Essa é a primeira objecao de Johann; ora, encontrar uma contradicao em um
argumento implica necessariamente na dissolu¢ao do mesmo. Creio que o fato de Johann
ter encontrado essa contradicao de Newton o fez lancar-se para a solucao da prop. X.
E claro que o caminho que o caminho escolhido de Johann nao poderia ser diferente, o
da calculo diferencial; vejamos, portanto a proposta de Johann. Sua solucao alternativa

parte do seguinte lema: T = onde T" é o tempo, S, o espaco percorrido e P, o peso

P I
(ou gravidade).? Se substituirmos S pela queda galileana Fe ( ) P por - Idy dy e T por

dt, chegaremos:?

Figura 6: Diagrama geométrico contido na solucao do artigo de Johann Bernoulli

20 Lema diz que um corpo impelido por uma forca uniforme (tal como a gravidade) chamada P, o qual

atravessa um espago qualquer S, pantindo do repouso, terd seu tempo expresso por 1/% (cf. Bernoulli,

1714a, p.47).

30 Lema XI do Livro I dos Principia diz que a subtensa evanescente da tangente — delimitada pelo
angulo de contato da tangente com a curva —, nas ltimas razoes, é proporcional ao quadrado da subtensa
contida no arco adjacente (cf. Newton, 1687, p.29). Essa proporgao, apesar de estar axiomatizada nos
Principia, era amplamente conhecida e sua autoria atribuida a Galileu — tanto que, em diversos momentos
deste artigo, empregamos qucdas galileanas” para nomeda-la. Também Johann empregara essa proporgao
a fim de inferir que Fe x ’125; , onde Fe é a subtensa da tangente, 2r é o diametro da curvatura e dS ~ Ce
¢é a subtensa do arco. Por outro lado, P = fdy pois ABCF ~ AFEeF, assim, CF(= dS) « FE e

CB(= dy) x Fe de tal modo que a proporgao dg. = gg x FE fornece a direcao da forga peso para f.
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ou
g 248 [ds? dS | ds3
S\ L\ Tfdy ) frdy
ora
v.dt =dS
3
g — ds :ﬁ
frdy v
ds? _d_82 ~ ., vidS (3.13)
frdy — v? "7 rdy ‘

Na equagao (3.13), f representa a forga central que age sobre o corpo, v, a
velocidade instantanea e r, o raio de curvatura. Na Figura 6, C'F' representa a trajetoria
percorrida por C', dS, o diferencial da trajetoria e dy, o segmento C'B. Johann, a partir da
equacao (3.13), desenvolve sua solugao alternativa da seguinte forma: aplicando a equagao
(3.13) a Figura 5 e representando a for¢a f que age sobre o corpo pelo peso P, além de

que r =0C e % = % = %, teremos:

BC
2
=P.OC. =P.B
v ocC OC C

Fazendo BC = z, chega-se a
v ="Pux
e, ao derivar a equacgao acima e isolar vdv, obtém-se

P.dx

2udv =P.dx . vdv = 5

Substituindo-se vdv e P na equacao diferencial de Bernoulli,* chega-se a

P@iRw:—%?

ou

Pm+2?:¢mm

gﬂmsz%g
R _3dr _3CE _30B _30B

P~ F2d5~ T2Cc  T200  T20K

4A equacdo diferencial de Bernoulli (vdv—i— “:jf dx £ v"7dS = 0) foi desenvolvida pelo irmao de

Johann, Jakob Bernoulli. Essa equacao pode ser aplicada a muitos problemas de hidrodinamica, tais
como a prop. X de Newton. Recorrendo & equacgio (3.5) e a relagdo R = v27 — onde a resisténcia do meio
R é diretamente proporcional ao produto de v? e a densidade do meio 7 —, tem-se Pdx + RdS = —vdv.
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Nas palavras de Johann, para “remediarmos esse defeito a contradigao de New-
ton, afirmo que precisamos de R : P :: 3 x OB : 2 x OK”.% Desse modo, fica evidente
a discrepancia entre o resultado obtido por Newton e aquele obtido por Johann, uma
discrepancia localizada no fator % aplicado a proporcao entre OB e OK. Resta saber se
essa discrepancia resultou de algum erro que Newton houvera cometido em seus célculos.
No adendo do artigo de Johann, Nikolaus (I) apresenta sua interpretagao e sustenta que
Newton nao cometeu qualquer erro, contrariando seu tio, para a origem da contradicao.
Nikolaus (I) interpreta o presumido erro de Newton como um mero equivoco computaci-
onal. Vejamos as explicagoes de Nikolaus (I) Bernoulli com respeito ao erro de Newton

encontrado por seu tio, Johann Bernoulli.

, . ~ . 2 dy _ fdx+wvdv
Tendo encontrado através da aplicagao das igualdades v* = frg e 7 = Fonds

(verdade da qual estou inteiramente convencido) o caso particular do semicirculo re-
latado pelo Sr. Newton, p.263 de seu Philosophee Naturalis Principia Mathematica
nao estd em conformidade com a solucao daquele autor [Johann] e, ao ver novamente
o absurdo manifesto que resulta quando assumimos que a resisténcia estd para a
forga central [peso] assim como OB estd para OK, descobri que nao havia neces-
sariamente um erro no raciocinio do Sr. Newton, porque eu nao encontrei nenhum
em seu calculo (BERNOULLI, 1714b, p.54).

Para Nikolaus (I), o equivoco computacional de Newton ocorreu na aplicagao da
expansao da série infinita convergente para a extracao da raiz DG = v/e? — 2a0 — 0. No
contexto dos estudos de Newton sobre o calculo das fluxoes, o computo para extracao
de raizes encontra-se no escélio do tratado De Quadratura Curvarum, publicado como

apéndice do Opticks em abril de 1704.

Dizemos nessa ordem que sao o primeiro, segundo, terceiro, quarto etc as fluxoes
das quantidades fluentes. Essas Fluxoes sao os termos [coeficientes] das séries infini-
tas e convergentes. Seja z" a quantidade fluente que ao fluir tornar-se-a (z+o0)", que
se resolve na série convergente 2" +noz" !+ "27_"022”72 + 7;’_32&032"73 +&ec. O

n=1] serd o

primeiro termo dessa série z" serd a quantidade fluente, o segundo [noz
primeiro incremento ou diferenga ao qual, quando considerado nascente, a primeira
fluxao serd proporcional: o terceiro "22—7"022”_2 serd o segundo incremento ou di-
ferenca ao qual, quando considerado nascente, a segunda fluxao serd proporcional:
o quarto %032"_3 sera o terceiro incremento ou diferenca ao qual, quando
considerado nascente, a terceira fluxao sera proporcional: e assim por diante in

infinitum (WHITESIDE, 1967-1981, v.8, pp.151-5).

Acerca desse procedimento, Nikolaus (I) comenta o seguinte:

5Cf. Bernoulli, 1714a, p.51.
6Para Whiteside, Johann Bernoulli e seus contemporaneos continentais nio entenderam a expansio
generalizada de ‘Taylor’ desenvolvida por Newton vinte anos antes da publicagao do artigo dos Bernoulli
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E esse método de substituir quantidades indeterminadas e invariaveis por se-
quéncias convergentes, e tomar os termos dessa sequéncia por seus respectivos dife-
renciais, a saber, o segundo termo pelo seu diferencial de primeiro grau [ou ordem],
o terceiro termo pelo seu diferencial do diferencial, o quarto termo pelo seu dife-
rencial de terceiro grau etc, é, digo, esse método que levou o Sr. Newotn a falsas
solugoes no exemplo que acabei de mencionar e nos seguintes; pois essa maneira
de tomar os diferenciais, que também é prescrita no escélio ao final de seu tra-
tado De Quadratura, s é boa apenas para os diferenciais de primeiro grau, pois
os outros diferenciais de um grau mais elevado, nao sdo expressos pelos termos das
sequéncias convergentes, que sao somente proporcionais e nao iguais a esses dife-
renciais, como se pode ver pelo exemplo dado por ele nesse escélio. .. [Se houvesse
seguido] sua prépria regra e supondo o (Z ou dz) constante, ele teria encontrado o
diferencial de segundo grau de 2" como (n? —n)z""20% e a do terceiro grau como
(n® — 3n% + 2n)2" 303 (BERNOULLI, 1714b, pp.54-5) etc

Nikolaus (I) deturpa o procedimento descrito por Newotn com o objetivo de
forcar o resultado para que ele seja o mesmo daquele calculado por seu tio. As razoes de
Nikolaus (I) néo estdao fundamentadas, nao passam de meras coincidéncias numéricas. Ele
deforma o procedimento de calculo de fluxao de poténcias, faz uma associacao fraca com a
expansao em séries para extracao de raizes e, por puro acaso, as manipulagoes numéricas
atribuidas sem critério entregaram a Nikolaus (I) o resultado que ele queria. Ora, ele segue:

dada a ordenada BC' = e = v/n? — a?, na Figura 5, a extracao da raiz por série infinita

~ . ~ . 2.2 2.3
convergente nao seria a sequéncia apresentada por Newton como e — %> — 25 — 4= - - - N
2,2 2.3 . . ~ .« . .
mas e — 2 — - — 3‘16# -+, aquilo que, segundo a interpretacao maliciosa de Nikolaus

(I), Newton deveria ter chegado se tivesse aplicado corretamente a regra proposta por

2 2 . . ~
ele mesmo. Donde, se fizermos @Q = ¢, R = %, 5§ = 3‘;? e o substituirmos na solucao

encontrada por Newton no Exempl.1 da prop. X, chega-se ao resultado que Nikolaus (I)

tanto quis

3an? a2 2n*
Sy/14+Q?:2R* = 1—1—;:—

ed eb
3an? 2nt
5 =5 ve2+a?: —
= 3an® : 2n?
3a:2n
2 30B : 20K (3.14)

Agora, finalmente, a “resisténcia estd para a forga central [gravidade], como 30B

estd para 20K conforme meu tio encontrou”. ® Nikolaus (I) assume que, para Newton

(1713) nas Mémoires de I’Academie des Sciences, na sua versao manuscrita do tratado De Quadratura
(1691) (cf. Whiteside, 1967-1981, v.8, p.303).
"Cf. Newton, 1687, p.163
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corrigir sua solucao, ele deveria substituir os termos R e S da série infinita convergente
DG =¢e4po=PxQox Ro*+ S0 £ ... por DG' = e,po = P+ Qo+ 2Ro*> £6S0> £ . . ..

Em outras palavras, o Corolario III da prop. X da primeira edicao dos Principia que

~ . . S4/1+Q2 , ..
apresenta como solugao para a densidade do meio —5z— devera ser corrigido, segundo
6S+/1+Q2

5(2R)2 Feita essa correcao, as solucoes de Newton e de Johann

3SV1+Q* _ 30B 9

Nikolaus (I), para

tornam-se a mesma, qual seja

» 27 2R2 20K "

3.4 Solucao de Newton na segunda edicao

Como ja apresentado na analise da solucao contida na primeira edicao dos Prin-
cipia, prop. X, Corolario II, Newton facilmente percebeu que um erro se originou da
consideracao das quantidades relacionadas a incrementos desiguais da abcissa, dB e DB,

como correspondentes a iguais incrementos de tempo, conforme consta na Figura 2 e

Cf—CF
CF?

na expressao para densidade do meio ¢ = Para supera-lo, Newton desenvol-

veu uma outra expressao para ¢ dependente de incrementos iguais da base, BD e Bi,

_ FG-kl
S = CFx(FG1R)"

Guicciardini e Whiteside! — porque as quedas galileanas fg e F'G sao consideradas iguais

Contudo, tal solugao continuaria sendo defeituosa — conforme sustentam

na propor¢ao (3.4). Whiteside sustenta que essas quedas galileanas sao diferentes em seus

diferenciais de terceira ordem — como veremos adiante.

Vejamos a construgao do diagrama da Figura 7 contida na solucao corrigida,
publicada na segunda edi¢ao dos Principia. Newton considera que os incrementos da
abcissa sao iguais, ou seja, BC = CD = DFE. Na Figura 7, a partir dos pontos que
delimitam esses incrementos sao levantadas ordenadas correspondentes aos pontos G, H
e I na trajetoria semicircular PF'(). Nesse diagrama, o corpo move-se de GG em direcao a

I e, para os arcos GH e HI, LH e NI representam quedas galileanas.

Os intervalos de tempo T e t em que o corpo (de massa unitaria) descreve os

8Cf. Bernoulli, N., 1714b, pp.55-6.

9Para Guicciardini, trata-se de uma “interpretagio maliciosa de Nikolaus (I) Bernoulli. .. E uma
acusagao extraordindria anunciar que Newton nao soube como calcular fluxoes de ordem superior, para
y = z"...0 erro de Newton nao reside em sua manipulagao dos coeficientes de Taylor, mas em sua
razdo geométrica, onde ele igualou FG e fg” (Guicciardini, 1999, pp.243-4). Para Whiteside, “converter

a medida de Newton de 1687 para %(GSEQVR%QQ = %SV}JQQ, agora aumentada pelo fator de %, é uma

coincidéncia sem sentido. . . Quando. . . Newton propriamente verificou que tinha cometido um fauz pas no

.~ . 15y/14Q? . ~ o .
argumento de sua proposicao, ele soube deduzir 5—5—— da principal expressao geométrica defeituosa

1 CF(FG—kl) ~ . .. .
1~ Faz '+ e nao demorou muito para ele detectar que seu erro foi inadvertidamente repor en route
a pequena e evanescente linha fg pela sua ‘igual’ FG na diferenca fg — kI” (Whiteside, 1981, p.51).

1Vide nota 9, secao 3.3.
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Figura 7: Diagrama da Prop. X na segunda edicao dos Principia

I
T

I\
g kﬁ*}}%
N

h!
b

B C D E Q

arcos GH e HI sdo diferentes. O decremento da velocidade ocorre durante o intervalo de

tempo t e é expresso por:?

GH HI
_ = 1
T ; (3.15)

Essa variagao de velocidade dada pelo incremento infinitesimal de tempo é, pela
segunda lei do movimento (lei II, livro I, Principia), igual & componente tangencial da
forca. Adiciona-se a variacao de velocidade a componente tangencial da gravidade. New-
ton observa que a “gravidade produz num corpo que ao cair percorre o espaco NI uma

velocidade com a qual ele seria capaz de descrever duas vezes este espaco no mesmo tempo,

como Galileu demonstrou; isto é, a velocidade Qtﬂ”.‘g’ Desse modo, a projecao da queda
RN : PPN 4 2NI MI 4
do corpo devido a gravidade em relagao a tangente é ==7.% Logo, tem-se

GH HI 2NI MI

T T HD,

Essa é a equagao do movimento que permite a Newton exprimir adiante a relacao
entre a resisténcia e a gravidade, assim como, a relacao entre a densidade do meio e

velocidade do corpo. Segue Newton, entao: “como, no mesmo tempo, a acao da gravidade
2NT
t

e _ AL 4 2L egtd para 28 ou GHL — HI + 2N estd para 2NI7.° Entéo, a

em um corpo que cai gera a velocidade , a resisténcia estd para a gravidade assim como

2Newton, na versido revisada, adota um modelo consideravelmente diferente do original. Enquanto a
versao de 1687 é baseada na representagao usual da for¢a newtoniana via desvio continuamente acelerado
do movimento inercial (lema X, secao I, livro I, Principia), aqui Newton opta por representar a variagao
infinitesimal da velocidade por meio de uma equagao do movimento. Ele, entao, considera dois arcos
infinitesimais, GH e HI, atravessados por um sé movimento, e usa a equagao (3.15) para expressar a
mudanga infinitesimal de velocidade (cf. Guicciardini, 1999, pp.237—40).

3Cf. Newton, 2008, p.36.

40s triangulos HMI e HMN sdo, nas razoes nascentes, proporcionais, assim, tem-se que MN :
HN :: MI : HI. Essa proporg¢ao nos apresenta a relacao do cateto M I (ou M N) ou, ainda, do segmento
NI (=g) com a tangente HN. Portanto, a componente tangencial da gravidade pode ser expressa por

£ (0) M1 (o 43).
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relacao entre resisténcia e gravidade é

1
T
= 1
2N1 (3.16)

R GHL — HI+2NIM
g

Os intervalos de tempo, T e t, sao proporcionais a vV LH e a v/ NI, respectiva-

«

mente: oS . tempos que o corpo descreve os arcos GH e HI estarao para as raizes

quadradas das distancias LH e NI as quais o corpo descreveria nos mesmos tempos caindo
de suas tangentes”.® De fato, unicamente devido a gravidade Newton concebe LH e N1
NI

. ~ ~ t . ,
como pequenas quedas galileanas. Entao, a razao 7 pode ser substituida por 7.

Tabela 2: Ordenadas e abscissas do diagrama da segunda solugao

Ordenadas Abscissas
CH=P

DI =P —Qo— Ro*—S0%. .. CD=o
BG =P + Qo — Ro*+ So? . .. CB = —o

FEK =P —2Qo —4Ro*> —85S0®... | CE = 20
MI = Qo+ Ro*+ So®. ..
NI = Ro* + So? ...

Tendo em vista a Figura 7, Newton estabelece as abscissas e as ordenadas con-

forme a Tabela 2, e efetua as diferencas entre as seguintes ordenadas,
BG — CH = Qo — Ro* + So* . ..

CH — DI = Qo+ Ro* + So° . ..

e as eleva ao quadrado, desprezando os termos superiores a o0°.

(BG - CH)* = (Qo—Ro*+50...)"
= Q%% - QRo®> — QR0® . ..

= Q%* —2QR0* . ..
(CH —DI)*> = (Qo+ Ro*>+ So*...)?
= Q%% + QRo* + QRo® . ..

= Q%% +2QR0* . ..

5Tbid., p.36.
STbid., p.37.
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A esses quadrados, adicionam-se os quadrados de BC' e C'D respectivamente.

BC? + (BG —CH)* = (—0)+ Q% —2QRo*. ..
= 0?4+ Q%** — 2QR0’ . ..

CD*+ (CH — DI)? = 0* + Q%*0* + 2QR0” . ..

Agora, portanto, deve-se extrair as rafzes quadradas de BC? + (BG — CH)?* e CD? +
(CH — DI)? para se chegar aos arcos GH e HI, respectivamente. Seguem os cdlculos

apenas do primeiro, posto que o procedimento é o mesmo para ambos.

V/BC?+ (BG — CH)? = \/0?® + Q20> — 2QR0® . ..
Focando apenas no radicando, tem-se que
0 4+ Q%0* —2QR0* ... = 0* (1—1—@2 —2QRO...)

o termo dentro do parénteses pode ser escrito na forma do produto notavel a®> — 2ab + b?.
Onde,

a?=1+Q% .a=+/1+Q?
2ab=2QRo e b* =101
Assim, para encontrar o termo em b.

2ab = 2Q Ro

2¢/1+ Q2% = 2QRo
QRo

Vi@

Entao, o produto notavel pode ser escrito como,

2
@~ 2ab+ 82 = (14 Q) — 21T @ +< o )

b:

i@\ @

Sabendo que a? — 2ab + b* = (a — b)? tem-se que,

e 5 QRo ’
(a —b) —(\/l—i-Q —\/er>
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Retomando o termo de dentro do parénteses agora arranjado de outra forma.

2
02(1—|—Q2—2QR0...):02< 1+Q2—\/%...>

Recolocando o termo acima na raiz de onde foi retirado.

VIt @

Efetuando, portanto, a raiz quadrada e truncando o resultado, chega-se ao valor para o

2
V02 + Q202 +2QR0% ... = | 0 (\/1+Q2—ﬂ )

arco GH. O termo 0?b? inserido pelo produto notével nao altera a solucao encontrada

Q2R204
1+Q?

porque é um termo de quarta ordem infinitesimal < ), portanto, desprezivel; porém,

util na solucao dessa raiz.

N Ny

GH = o/ TT 2 - — 27
Vit Q@

Como anteriormente justificado, o arco HI resulta de um processo muito semelhante.

2
» (m_ﬂ ) :0<m_ﬂ )

Basta, por ora, apresentar o seu valor.

2
HIZO 1+Q2+Qi

NiEaoz

Os arcos percorridos pelo mével sao calculados por:

GH = +/BC?+ (BG — CH)?

HI=+/CD?+ (CH — DI)?

pela aplicagdo do teorema de Pitdgoras em GH [vide Figura 8|, pois, como BC = o,
ou seja, infinitamente pequeno, entao, nas iltimas razoes o arco GH aproxima-se a um
segmento de reta, sendo possivel aplicar o teorema de Pitidgoras. Para esse caso: GH? =
BC?+ (BC — CH)?* e o mesmo ocorre para HI. Newton continua efetuando a subtragao
da metade da soma das ordenadas BG e DI, da ordenada C'H. O mesmo procedimento
é empregado para DI e a metade da soma de CH e FK.

BG+DI _,, 2P —2Re*...

— Ro?. ..
2 2 ©

CH
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Figura 8: Detalhe do arco GH do diagrama da segunda edigao

C  GH
BC-CH H

-

CH+ EK 2P —2Qo0 — 4R0* — 850 . ..
2 2
As expressoes acima sao os senoversos dos arcos GI e HK. Newton passa, entao, a pro-

por¢ao GI : HK :: LH : NI(= T? : t?), e fazendo as devidas substituigoes e isolando a

DI = P—Qo—Ro*—S0*. .. = Ro*+380° . ..

razao entre t e T', obtém
Ro® : Ro* +350% :: T? : ¢?

R+3So:R:t>:T?

t\* _ R+380
T) R

i_ R+ 35S0
T VTR

Para calcular LH, parte-se da mesma proporc¢ao.
GI:HK ::LH: NI

Ro?: Ro®> +3S0%:: LH : Ro*> + So° . ..
Ro*(Ro* 4+ So*...)

LH =

Ro? + 3503
I R?0* + RSo®... R?0*+ RSo*...
 Ro®2+43S03 R+ 350

Dessa forma, % também pode ser encontrado por:
LH:NI:T?:¢

NI:LH:t*:T?

LH.t? = NI.T?

t\° NI
T) LH
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Substituindo os valores de NI e LH.

(i)z _R02+So3

T " R202+RSo3
R+3So

R+ 3So0
_ 2 3
= (R0 + 50) ey Rgor

- Ro%>+ So® R+ 3So
" R0+ S0 R

t  [R+3S0 [R R+3So
T R VR R
R2+3RSo | (R+ 350)" — 95202
- R R2

) \/ (R+350)> 25202

R? R?

2
R+250 96242 - - R+350) 2 R+250
Como ( =3 ) >> 40—, entao a razao entre t e T fica % = = = —5.

Finalmente, todos os termos contidos em (3.16) ja foram encontrados. Basta,
substitui-los e efetuar as operacoes exigidas pela equacao do movimento. Retomando,

portanto, os termos:

Equagao do movimento Termos da equacao

GHL — HI +2NIL Ro?
T HL G —o\/1+Q — QRo

QNI /1+Q2
t R+%So 3So
_:—:1_|__

T R 2R

QRo?

vV 1+ Q?

HI =014+ Q%+

NI = Ro®> + So® . ..
MI = Qo+ Ro* + So® ...

Resolvendo por partes, tem-se

t B QRo* 350
ont - (om . —m) (1+2%)

_ s 3502\/1—1-@2_ QRo®  35Q0°
VT 2R V140?214 Q?
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X2

—
t 350%\/1+ Q%>  2QRo* 35Q0°
GHf —HI = —

2R VIFQE 2/1+@
N——

X2

350%/1 + Q2 B 4QRo* + 35Q0*

2R 2¢/1+ Q2
2 3
2NI% :2(R02+SOS...) Q0+RO +SO 2
HI oy/1+ Q2 + —9B2
\V 1+Q2
B 2QRo?
o 2 . _QRo® °
O numerador da equacao do movimento, entao, fica
t MI
H— —HI+2NI— =
GHop = HI 2N
_350°/14+@Q?  4QRo* +35Q0° N 2QRo?
- 2R N / 2 2 _QRo?
350%\/1+Q? 4QRo?+ 35Q0* 2QRo*
- 2R 9N 2 (1+Q2)o+QRo?
350%\/1+Q? 4QRo*+35Q0% 2QR+\/1+ Q20*
= — -
2R 2y/1+ Q2 (1+ Q%) +QRo
350%\/1 + Q? N —(4QR0* +35Q0%)(1 + Q® + QRo) + 2QR+/1 + Q20%.24/1 + Q2
2R 21+ Q*(1+ Q%+ QRo)
350%/1 + Q2 N —4QRo* — 4Q%Ro? — 4Q?R%*0® — 35Q0® — 35Q30% — 3SQ?Ro*
2R 214+ Q*(1+ Q%+ QRo)
+4QR(1 + Q?)0?
214+ Q*(1 + Q%+ QRo)
Y Ou7
t MI
GHT _HI+2N]E =
350%\/1 + Q2 N —4QRo0?* — 4Q3Ro* + 4QRo* + 4Q3Ro* — 4Q*R*0® — 35Q0?
2R 2¢/1+Q*(1+ Q2+ QRo)

—35Q3%0% — 3SQ*Ro*

2T+ Q2(1+ Q%+ QRo)

350%/1+ Q2 N —4Q?R%0® — 35Q0% — 35Q30% — 35Q2Ro*
2R 24/1+ Q*(1 + Q%+ QRo) '

Newton nesse passo do desenvolvimento parece ter desprezado os termos de ordem o0® e
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superiores. Resultando, finalmente em

¢ MI 2 A1 07
GHL _ HI+oNI 35071 +E

HI 2R

Segundo a equacao 3.18, tem-se que

MI 350%4/1+Q2
R _GHE—HI+2NIMl S0

_ 2R
g ONT 2(Ro? + So%)

mais uma vez, ignorando os termos em o?, fica

R 350°/1+@Q* 1
g 2R 2R0?

e assim, chega-se a solucao apresentada por Newton na segunda edicao dos Principia

conforme a solucao alternativa bernoulliana.

R3SV Q -

g 2 2R?

A velocidade do corpo que parte de qualquer ponto H da curva na direcao tangente HN

HN?

N7 ou seja:

no vacuo descrevera uma pardabola de diametro HN e latus rectum L =

L= HN2?2 _ 0%24Q2%0? 3

= = e e superiores. A velocidade ao

2
= H}? , desprezando os termos em o

‘ 1+Q? :
2 = %, serd v? = ‘7(+RQ). Por fim, a densidade

quadrado, por sua vez, segundo a relagao v

do meio é tal que ¢ = v%, logo:

5 (3.18)

g:

29 H s
RVI+ Q2

2
% g(1+1§2 )

Acabamos de ver como Newton modificou sua solugao de 1713 em comparacao
com a solucao de 1687, para chegar ao fator numérico de % Percebemos as diferencgas, a
comecar pelo préprio diagrama geométrico e pelas consideracoes dinamico-geométricas do
movimento analisado [vide nota 2 desta segao]. Porém, todo esse retrabalho s6 teve inicio
depois da visita de Nikolaus (I) a Newton. Retomemos esse momento para, em seguida,
na verificacdo de Newton que o fez consentir com os Bernoulli e, em consequéncia disso,

lancar-se a dissolucao dessa falha.

3.5 Newton frente a objecao de Johann

Logo apds a visita de Nikolaus (I) a Londres, em setembro de 1712, Abraham

de Moivre encarregou-se rapidamente de mostrar para Newton as objecoes dos Bernoulli.
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Levou de dois a trés dias para Newton apresentar seus primeiros esforcos para corrigir seu
erro na prop. X. Antes de acompanhar toda trajetéria de correcao de Newton, prematu-

ramente, Abraham de Moivre escreveu o seguinte para Johann.

Foi dito a mim que ele [Nikolaus (I)] tinha uma objegao contra o argumento
do livro do Sr. Newton com respeito ao movimento de um corpo que descreve um
circulo num meio resistente, e tendo comunicado essa objecao a mim, eu de imediato
informei Newton, no lugar dele. Sr. Newton disse que examinaria isso, e dois ou
trés dias depois, passei por sua casa, ele disse-me que era uma boa objecao e que
ele tinha corrigido o argumento; de fato, ele mostrou-me sua correcao, e provou-se
[nesse recalculo] conforme os resultados de seu sobrinho. Entao, ele acrescentou
que pretendia ver seu sobrinho e agradecé-lo, e me pediu para levi-lo para onde
Nikolaus (I) estava: o que fiz. Para finalizar, Sr. Newton me assergurou que esse
erro simplesmente procede de ter considerado a tangente no sentido errado, mas a
base de seu célculo e as séries que ele fez uso continuam tal como estao (WHITESIDE,
1967-1981, v.8, p.52).

Figura 9: Diagrama geométrico da conferéncia de Newton

(/]

am

(£]

N
W

Para compreender melhor a afirmacao de Abraham de Moivre com respeito a mu-
danca no sentido da tangente, perceba, na Figura 9, que Newton deixa de considerar uma
tnica tangente, como na Figura 2, para dois movimentos (horério e anti-horario), e passa
a tratar duas tangentes de arcos sucessivos percorridos por um tinico movimento, tal como
encontramos na Figura 7. Segundo Whiteside,! o relato de Abraham de Moivre nao con-
diz com as vérias tentativas de Newton para salvar seu argumento original — e isso ficara

evidente no capitulo quatro). Newton ocupou-se detidamente, ora, suas varias tentativas

Tbid., p.53.
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falhas foram bastante extensas. Esse percurso de tentativas falhas fizeram-no paulatina-
mente modificar seu argumento. Para, de uma vez por todas, num modelo matematico
radicalmente diferente, obter éxito. Ainda, seguindo os argumentos de Whiteside, tendo

em vista tal mudanca no diagrama geométrico, ele afirma:

Foi, estd agora claro, uma circunstancia contingente criada por um mera con-
veniéncia pratica. E, se Newton nao se deu conta disso quando fez sua primeira
declaragao laconica da correcao do erro em sua primeira edigao de 1687, ele deve
ter chegado a suspeitar fortemente logo em seguida quando fez adiante testes de
validade de seu modo original de atacar [o problema] (WHITESIDE, 1967-1981,
v.8, p.5h3).

Em outras palavras, segundo Whiteside, por ter falhado em suas primeiras ten-
tativas de salvar o argumento original — como mostram seus unprinted private papers —
Newton reuniu esforcos para subjulgar as sutilezas matemaéticas e dinamicas de seu pro-
blema do movimento em meio resistente, isso o conduz a um detalhe técnico. Comparando
o primeiro estado e seus subsequentes de um movimento de projétil ao redor de um ponto
central, Newton voltou-se para uma investida matematica que lhe trouxe melhor ajuda,
ao considerar, por analogia, um projétil atravessando num tinico movimento arcos infini-
tesimais em sua trajetéria de voo .2 Parece-me que foi devido a essa alteracao da forma
com que Newton arquitetou seu primeiro argumento que Abraham de Moivre afirmou
ser a falha um equivoco na consideragao do sentido da tangente — como consta na carta
enviada a Johann Bernoulli, na glosa acima transcrita. Vejamos finalmente os detalhes

matematicos do assentimento de Newton.

Considere a Figura 9, conforme consta em Whiteside.®> Considere OB = a;

BC =e; BD = Bi =0 e Bd = p, sabe-se que usando das séries tem-se

F=2
(&

nno®*  anno®

GF =
2e3 2eb

Aplicando o teorema de Pitdgoras no ACIF da Figura 3 e usando a relacao n? = e? + a*:

aaoo no

CF=,loo+——=—
ele] e

2Ibid.
3Ibid., pp.391-2.



[gualando:
9f =GF
nnpp  annp®  nnoo N anno®
2e3 25 T 2e3 2e5
ou melhor,
3 3
ap ao
pp——— =00+ —
ee ee
a ao
pp[l——ﬂ zoo[l—l——Q}
e e
62;2ap B 00
ez;ao pp
oo e —ap
pp €2+ ao
Isto é,
00 :pp i ee—ap:ee—+ao
(0:p)? ee—ap:ee+ao
0:p:ee—ap:ee+ ao
ou

0:p:ee—ap:ee+ ao

m
n

aplicando (P 4+ PQ)~ = Pw + %P%Q ... para abrir as raizes, tem-se

N N SO

o:p: {(ez)é—%ea—f..} : |:(€2)%+%6g..}

assim,

para p = o + 00?

ozp—ozze:@::BC(:e):IF(:@
e e

Ppor 1sso,

naoo nNoo
=| FH: ( :> FG ::a:
(263 ) 2¢3 Grain

)::CF(z%):kf(sz—C’FzZFH:
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)



51

Logo, GH 1 F'H e o corpo nao esta acelerado. Retomando, 2 = C'f — C'F torna-se

2e3
a _ Cf-CF A o [ Cf—CF
¢ — S22 como a resisténcia. B, ;& [= 55

] como densidade.

[A queda galileana] F'H ¢é de uma s6 vez o incremento da componente da gra-
vidade agindo na diregdo do movimento ao longo da tangente C'H (inclinada a
BCH = BOC = cos™! [%]), e, também, o decremento no movimento do corpo
em relacao a resisténcia contraria do meio. [Isso] é impossivel, porque a aceleragao
descendente constante do corpo deve ter uma componente na direcao CH que é
proporcinal ao cosBCH = *, enquanto que se o movimento total do corpo naquela
direcao nao é acelerado entao nao pode haver variacao da resisténcia do meio na-
quele progresso uniforme. Essa reductio ad absurdum da razao obtida no ‘Exempl.1’
da editio princeps para a resisténcia num movimento semicircular em um plano per-
pendicular ao horizonte ja tinha sido feita por Johann Bernoulli e comunicada, par-
ticularmente, por ele a Leibniz numa carta em 12 de agosto de 1710 (WHITESIDE,
1967-1981, v.8, p.392, nota 6).

Primeiramente, por meio da seguinte andlise geométrica —onde ACOB e ACBH

sao semelhantes, se o angulo em H for perpendicular — encontramos facilmente C' =

cos™! [%} . Ora, Whiteside afirma que deve ocorrer uma componente gravitacional no eixo

tangencial proporcional ao cos BCH , ou seja, ¢ igual a resisténcia do meio — ou seja,
naquela direcao, o movimento do corpo nao ¢ acelerado. No Ezempl.1, Newton mostra
que a velocidade varia conforme v BC [vide nota 14, se¢do 3.2]. Essa é justamente a
contradicao encontrada por Johann Bernoulli, uma velocidade que é ao mesmo tempo

constante e variavel!

Figura 10: Anélise geométrica do arccos

Continua Whiteside em sua proposta de como Newton deveria ter agido para

chegar a fracao de trés meios (ainda em termos leibnizianos, porém, como veremos na

ao 2

4Ora, da proporcio o : p —o :: e : %2, chegamos a o0 : p — o0 :: € : ao. Multplicando os meios pelos

2
extremos, econtramos: p — o = %%-. Agora, tomemos: kf = Cf —CF = "F — 2 = 2(p — o). Mas como
(LTLO2

el

2 2
conhecemos (p — 0) = %%, encontramos finalmente: . (%) =
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secao 5.1, nosso comentador nao nos deixa sem os calculos desenvolvidos pelo proprio
Newton que solucionam a contradicao e reduz a solucao da primeira edicao dos Principia

a solugao dos Bernoulli sem alterar a estrutura matemadtica da solugao original).

O denominador dessa medida de 1687 da razao entre a resisténcia e a gravi-
dade... deveria ser ‘2F'G’. Quando, entretanto, Johann Bernoulli primeiramente
comentou em 1710... arguimos diretamente os primeiros principios nesse presente
caso do semicirculo e = 4++/(n? — a?) para o qual (em termos leibnizianos) estd

da : de : ds = e : —a : n onde LC= s, desde que a velocidade instantanea seja
v = % em C (t é o tempo do movimento sobre LC) é 4/1g (#) = +/(—ge), en-
dv dv.

quanto a resisténcia do meio p reage em ambos: na aceleragao curvelinear %7 = v77;
e na componente — g% da gravidade g, na dire¢cdo do movimento instantaneo, [desse

2
" .
modo| segue g = —% = %%, ou seja, 32 recte (ibid., nota 7).

Whiteside parte da velocidade instantanea ja calculada neste trabalho, a qual se
encontra na relagao expressa pela equagao (3.9). Em seguida, ele considera a componente
da resisténcia do meio que age na direcao da gravidade e faz alguns ajustes algébricos da

seguinte forma:

de p de

P:—g%--g——g,

mas das equagoes do movimento, sabemos que
v? = 2¢8, onde S é a distancia da queda

ora, isolando &, temos

mas a queda que nos interessa é aquela entre os intervalos de tempo determinados pela

base, que no caso é BD; em fun¢ao da ordenada BC(= e), logo, chegamos a variagao da
. 2 . ~ . ..

queda S —e, ou seja, %% —e. Agora, colocamos a variacao da queda em termos diferenciais

e a incerimos na relagao ’5) antecedente. Temos, desse modo
2
d(iz —e¢
P 29
g ds ’

substituindo v na expressao acima e fazendo alguns ajustes chegamos a

p_ G500 asoo a(E)  d(-l) _( 8\de _3de
g ds B ds N ds ds 2)ds 2ds’
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Finalmente, por meio da proporcao da : de : ds = e : —a : n encontramos diretamente

§ = %% Newton, na sequéncia de sua andlise, deixa-nos uma proposta de recuperar o

ajuste de % para corresponder corretamente a relacao geral entre a resisténcia do meio e

gravidade em uma curva arbitraria dada.

Figura 11: Diagrama geométrico da conferéncia de Newton

1.,
L \M] R
an

Q

n
W

Retomemos o diagrama geométrico; considere — conforme lem.XI, livro I dos

Principia — GF = % como dado. Esteja a [resisténcia ou] velocidade? o gravidade
assim como CF? o« GD , ou seja,
CF?
GF =
2GD

CF? = FG x 2GD

CF?>xGD .CF x VGD

m] 3

Este C'F', que é proporcional a o [sc. estd para e°, assim como BD esta para GD:s.
E, GI esta para OD (:DG%), assim como o decremento da velocidade ao quadrado, ou

seja,%[: HF]: [FG =)SE isto ¢é,

2CB’
ct cr
| d+dg) — /FG x (FD 1 GD)
Resisténcia : Gravidade :: \/fg x (fd+dg) 2\/ G x( +GD) : FG

ou seja,

CF? = FG x 2DG mas 2DG ~ DG + FD(~ DG) .".CF = \/FG x (DG + FD)

o mesmo vale para fg, ou,

Vfgx (fd+dg) — /FG x (FD + DG)

5 : FG
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considerando® \/fg ~ vV FG

VFG{\/fd+dg—FD+ DG} re
: :

dividindo tudo por v F'G, tem-se

2

Vfd+dg—FD+ DG | (\/F—G)2
VFG

ou

V fd+dg—~FD + DG : 2VFG

Contudo, operando o primeiro membro da proporcao segundo a regra de redugao por

extracao de raizes®, apds algumas simplificacoes, tem-que:

fd
dg+ fg+dg — V' DG + FG+DG : 2V FG

V2dg + fg —V2DG + FG : 2V FG

mas, Newton considera v/fg ~ vV FG,® entdo finalmente

V/2dg + FG —2DG + FG : 2VFG
extraindo a raiz, chega-se

{( 2d9+%---)—( 2DG+2\Z—G_G-~-)}:2\/W

simplificando o primeiro membro

5- ) {2  }]

I 2V2DGFG —2\2dgFG ||
(v i) [0 ).

(/25— vaDG) + {(@— o } e

4/ DG .dg

SEssa aproximacao, segundo Whiteside, ¢ um dos erros que Newton reiteradamente comete durante
o processo de correcao. Essa equivaléncia pudemos também notar na proporcao (3.4) da secao 3.2. Essa
afirmacao de Whiteside ficard mais clara no capitulo quatro onde apresentarei uma sequéncia de cinco
tentativas frustadas de Newton solucionar seu erro que sao importantes para evidenciar qual foi o erro
de Newton segundo esse comentador.

6Cf. Whiteside, 1967-1981, v.3, p.41
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(W—\/ﬁ).(l—%m)ﬁm

. 1 FQ =
no lim = — 0, entao por fim
Fa 1VDGdg 7 b

Vfd+dg—vFD+ DG : 2VFG :: \/dg — VDG : V2FG

Pondo DG = e + Qo + Roo + So*&c, entdao tornam-se ) = -2 R=—33 5=—-3%

2ed

Agora, chegamos a proporcao da resisténcia para a gravidade assim como 250y/00 + QQoo
para 4RRo*. Isto é,

ann n 4 n* a 4 n
—— X — estd para — ou como — estd para —.
2e5 e 2¢6 2 2

Onde, gravidade:resisténcia::n:a; e se a linha gt toca a curva LC'K em g, entao

Ct sera igual a F'G. Entao, gravidade:resisténcia::FG:FH (: %fk) A mesma solucao

R _ SvV1+Q2

encontrada na primeira edi¢ao dos Principia [ora, S = am o = 2, vide nota 14, se¢ao
3.2]. Pontua Whiteside:

Essa equacao. . . marca o ponto no qual Newton considerou por primeiro o desvio
da reta sobre o arco gC', ao mesmo tempo, C'F’, como para o arco CG, e a tangente
gt com seu término em C'. Ele foi aqui, talvez, mais sabio do que imaginou, uma
vez que as componentes descendentes da resisténcia (as quais ele tinha até agora
negligenciado ao considerar fg = F'G) agem num mesmo sentido: especificamente,
ele continua a entender que os arcos infinitesimais gC' e CG sao atravessados em
tempos iguais, digamos #, podemos mostrar. . . que, ao ignorar termos da ordem de
6*, o projétil em seu movimento sucessivo de g para C é — sob a acdo conjunta da
tracao descendente e continua da gravidade g e da componente da resisténcia do meio
p oposta nessa direcdo ao movimento do projétil até C' — desviado de seus caminhos
tangenciais iniciais gt e C'F' nas iguais distancias tC = FG = %902 — %%”03, onde
v € a velocidade instantanea do projétil. Teria ele pensado em fazer essa conexao?
Newton poderia aqui ter diretamente seguido para a deducao correta da expressao
ajustada apropriadamente da relagao entre a resisténcia e a gravidade da expressao
geométrica basica %f CF_g E determinada por ele em sua editio princeps. Para, de
acordo com o incremento da base BD = o0, a expansao em série do incremento da
ordenada DG = €44, como e + Qo + Ro®> + So® + ... (onde Q = Q, = %, R =
R, = j%g = %% eS=S5,= %% = %%), chegar novamente a CF = 0y/1 + Q2% e
a FG = Ro* + 50> + .. .; enquanto, da mesma forma, de acordo com o decremento
Bd = —p, tem-se dg = e._q = ¢ — Qp + Rp®> — Sp> + ... e consequentemente

tC = Ry—pp?® + Sa—pp® + ... = (R—3Sp+..)p* + (S —...)p* = Rp? — 2Sp? ...

A partir disso, ao equacionar os desvios F'G e tC, segue-se que

2 2 s 35 2
p“=o0 +3§030up:0+§§0 e
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\/14+Q?

para que %f C;g E = %(p —0) Fo?T. torne-se, no limite de o tendendo a zero, dire-
S/ 1+Q? - ~ . . .
tamente, %TQ. Newton, por si s6, aparentemente nao teria visto essa maneira

relativamente simples de ajustar o argumento de sua editio princeps até ele ter
chegado, mais radicalmente, a remodelar seu argumento original, quando ele parti-
cularmente retornou a considerar outra vez onde sua falha estava, ai obteve a razao
entre o e p equivalente a ex sagittis.

Imediatamente, na sequéncia [vide Add.3965109" — Anexo A - Manuscritos de New-
ton], ainda incapaz de se ver livre da idée fize que fg e FG tém comprimentos iguais,
ele se p6s em vao a derivar o argumento correto da premissa completamente confusa
‘GF = C[t] = g[f]’, mantendo devidamente que ‘C'f —CF = ‘decr[emento] mot[us]’
mede a resisténcia sobre gC'G. Vemos que nao héa necessidade de reproduzirmos es-
sas computacoes ineficientes nos mais completos detalhes, pensar nisso é suficiente
para exemplificar suas qualidades numa tipica passagem...onde uma substituicao
de fg por F'G...leva Newton inexoravelmente a duplicar mais uma vez o resultado
atingido no texto de 1687 (WHITESIDE, 1967-1981, v.8, p.394, nota 13).

Whiteside salienta que nesse momento, e isso é importante para a sua argu-
mentacao a respeito do erro do Newton, o matematico inglés deixa de considerar iguais
as quedas galileanas F'G e fg, e passa a considerar iguais F'G e C't para um movimento
no qual os arcos C'g e C'G' sao atravessados em um mesmo intervalo de tempo. Posto isso,
a conexao a que nosso comentador se refere é justamente a diferenca entre F'G e fg ter
sido finalmente compreendida por Newton. Contudo, nao passa de mero artificio retérico
de Whiteside. No capitulo seguinte veremos que a compreensao de Newton com respeito
a isso nao se deu, assim, de forma célere. Whiteside nos mostra também como Newton
poderia ter procedido para solucionar o problema da falta do fator numérico % De ma-
neira muito simples, ele parte da proporcao (3.2) — solugao da editio princeps — e do fato
que as bases BD = 0 e Bd = —p sao diferentes (na verdade distintas por um diferencial
de terceira ordem, como veremos na segao 5.1). Depois de alguns ajustes algébricos e do

S+/14Q?
2R2

Newton nao teria percebido em Add.3965.109" — Anexo A - Manuscritos de Newton —

limite de o tendendo a zero, chega-se finalmente a % . Segundo nosso comentador,
a diferenca entre as quedas galileanas porque pos-se a considerar a seguinte igualdade
FG = Ct = fg, e isso o conduziu novamente a solucao duplicada da edicao dos Principia
de 1687.

3.6 Revisao deste capitulo

Faremos uma rapida apresentacao dos passos principais que constituiram as
solucoes: das primeira e segunda edicoes dos Principia de Newton; das objecoes de Johann

e da explicacao de Nikolaus (I) do erro de Newton. Nao podemos deixar de citar a forma
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como Newton percebeu sua contradigao e como Whiteside sugere a correcao sem alterar

a estrutura matemadtica da editio princeps.

3.6.1 As solucoes de Newton

As duas solucoes, como ja vimos, iniciam na construcao dos diagramas geométricos
que servem de base para encontrar as equacoes particulares. Em seguida, para tornar tais
solugoes independentes de segmentos particulares contidos nos diagramas — ou seja, como
método de generalizacao — Newton aplica as coordenadas de Fermat devidamente equaci-
onadas por uma raiz quadrada formada pelo teorema de Pitagoras, levando-se em conta
a posicao final do movimento do ponto. Ora, a solucao para essa raiz quadrada em sua
forma geral — cuja identidade se faz com a ordenada que contém o ponto em seu mo-
vimento final no trajeto semicircular dado — é P & Qo 4= Ro? 4= So®... Os coeficientes
dessa expansao em série infinita e convergente, além de serem termos generalizantes das
solugoes particulares, relacionam-se diretamente com segmentos do diagrama — inclusive
com as subtensas das tangentes ou, como também sao chamadas de, quedas galileanas.
Essas foram as semelhancas entre as solucoes de 1687 e de 1713. Contudo, as diferencas
se encontram fundamentalmente em dois pontos: no diagrama geométrico (que contém a

estrutura para o movimento do ponto) e nas equagoes (construidas a partir do diagrama).

Na solucao original, Newton considerou um diagrama cuja tangente no ponto C'
foi avaliada para um movimento no sentido horéario e no sentido anti-hordrio — chamei
essa estrutura de modelo da tangente. Essa consideracao foi determinante para a cons-
trucao da primeira proporcao que fundamentou todo o restante do desenvolvimento de
Newton, para que ele chegasse as respostas procuradas, quais sejam: a densidade do meio
e a relacao entre a resisténcia do meio e a gravidade. Com auxilio do Lem.X, secao I,

Livro I e da Figura 2, tem-se que F'H oc R x t? para a resisténcia do meio (R) e o

tempo (t). A queda galileana — hoje calculada por % — FG é determinada, segundo

o préprio Galileu, pela proporcao FG o t2. Ora, quase por um silogismo aristotélico,

podemos encontrar facilmente que R o< £ — essa é a proporcao fundamental anunciada

FG
Cf-CF

acima. Por meio, agora, da tangente TC'F', encontramos rapidamente que F'H = ==

Quando Newton substiui essa igualdade na proporcao acima, ele retira o denominador

numérico ‘[2]” por se tratar de uma proporgao onde fatores numéricos podem ser despre-

1E neste ponto que Whiteside chama atengéo para um dos erros de Newton. Ele desconsiderou o fator
numérico ‘[2]’ junto a queda galileana FG quando incluiu essa proporcio na igualdade R = sv?. Ora,
uma vez que retoma o uso de igualdade, os fatores numéricos devem voltar as proporgoes para que essas
tornem-se novamente igualdades.
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Cf—CF
FG -

Newton, por hipdtese, considera a resisténcia do meio diretamente proporcional a velo-

zados. Por substituicao direta, levando em conta a adverténcia anterior, R o

cidade (instantanea) ao quadrado (v?) e inversamente proporcional & densidade do meio

(), ou seja, R = ¢v?.! Sabendo que a velocidade (instantanea) pode ser expressa por
\/CT% [vide se¢ao 3.2], chegamos a expressao para a densidade do meio: ¢ = %

A expressao acima, com respeito a densidade do meio, causou um problema ope-
racional para Newton. Para generalizar essa expressao em termos da série infinita con-
vergente (P + Qo + Ro? + So®...), os momentos ou incrementos de base (0) deveriam
relacionar-se geometricamente a todos os segmentos contidos na expressao. O problema
se explicita quando verificamos que C'f tem como segmento de base Bd cuja extensao

(digamos p) ¢ diferente de BD(= 0).2 Newton tratou de resolver esse impasse incluindo

uma outra base, Bi(= —o), e a ela associada uma outra queda galileana, kl. Depois de
alguns ajustes algébricos, Newton pode chegar a ¢ = (F}GE% ea % = %.3

restante do processo se resume na generalizacao das duas novas expressoes encontradas

S R _ S4/14+Q?
g

para a densidade e para a resisténcia do meio, resultando em: ¢ = —=—-¢e¢ —Vomr
R+/14+Q?

Na segunda solucao de Newton, ele parte da construcao de um novo diagrama
geométrico, que se baseia em um inico movimento, e analisa-o a partir de sucessao de dois
arcos GH e HI [vide Figura 7]|. Por isso, chamei essa estrutura matematica de modelo
dos arcos sucessivos. Outra diferenca que essa solucao tem em relagao a primeira, é que
Newton constréi uma equagao do movimento e, para isso, parte da seguinte consideracao:
se os tempos T e t com que o corpo atravessa os arcos GH e HI sao diferetes, entao a

variacao ou decremento de velocidade (instantanea) sofrida pelo mével devido a resisténcia

do meio é GTH — % A essa variagao acrescenta-se a componente gravitacional ao longo da
. 2NIMI |- ~ GH _ HI | 2NIMI
tangente T LN, qual seja, == 7 [vide secao 3.4]. Desse modo, tem-se <= — 5% 4+ == 7.

Essa ¢é a relacao fundamental que possibilita Newton representar a resisténcia, a densidade

e a velocidade do projétil. Assim, segundo Newton, se a gravidade gera a velocidade 2];7—]

a0 mesmo tempo que faz cair o corpo, entao a resisténcia esta para a gravidade assim como

L MI
GHE — HI—|—2N]% estd para 2N 1, ou seja, % _ GHp-HI+2NI4

SNT Newton considera

2Neste ponto, Galuzzi observa: “pela série é ébvio expressar CF e FG, mas Cf cria um problema
porque corresponde a um incremento negativo [de base] de valor absolutamente diferente de o, corres-
pondente em comprimento descrito no mesmo tempo” (cf. Guicciardini, 1999, p.235). Essa observagao
me inspirou particularmente a buscar essa diferenga e empregéa-la na solugao original de Newton. Minha
tentativa foi anterior & consulta que fiz ao material de Whiteside correspondente a essa passagem. Apesar
de incompleta em relacdo a de nosso comentador, nao deixei de apresenta-la no 1ltimo capitulo deste
trabalho [vide subsecao 5.1.2].

3Como vimos na secio 3.2, mais precisamente na proporcao (3.4), Newton iguala vVFG com +/fg
para encontrar a densidade e em seguida a resisténcia do meio, isso foi o segundo erro apresentado por
Whiteside. Essas duas quedas galileanas sdo diferentes em seus diferenciais de terceira ordem [vide segao
5.1].
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que os tempos 1" e t sao proporcionais as quedas galileanas LH e NI, sugerindo, portanto
a substituicao de % 7 por % Como nessa solucao, Newton nao tem problemas quanto
ao uso correto dos incrementos de base (0), ele parte para o processo de generalizacao
da expressao acima por meio da expansao em série infinta e convergente. Depois desse
longo processo, a solucao para a relacao entre resisténcia do meio e gravidade torna-se

354/ 1+Q? 3] S

finalmente £ = 2 e a densidade do meio, ¢ x |2| —2—.
g ’ S [ R /1+Q2

2 2R? 2

3.6.2 A contradicao encontrada por Johann e a solucao via calculo dife-
rencial leibniziano

Johann parte da seguinte relagao, expressa por Newton, % = 8—5; = 8—2 e da
expressao para velocidade, v = 02‘: —. Ao considerar FG + kl =~ 2FG [vide secao 3.2],

g
chega-se a

R cv? FG—-kl CF> (FG—-K)CF S\/1+Q2

g ¢ (FGTE)CF2FG ~ 4FG® 2R

A contradicao esta na consideragao de um movimento constante — pelo fato da componente
tangencial da gravidade ser igual a resisténcia do meio — cuja expressao matematica tem

por consequéncia (apresentada por Newton em seu Ezempl.1) que a velocidade varia

conforme v BC.

. ~ . 2
Para solucionar esse erro, Johann parte da equacao de Bernoulli, ”/jTSyd’” +cvds =

Fdr __ v3dr
ds — prdf

—vdv. Como a componente tangencial da gravidade é F;, = e dy = rdf, tem-se:
Fdr + ¢v™ds = —vdv. Levando-se em conta o Exempl.1 [ver Figura 2|, estipula-se que
F=g p=0C,c¢c" =R er=BC, assim: gdr + Rds = —vdv. Mas a componente da

gravidade normal em relagao a trajetoria gg—g logo, v? = gBC = gr, deriva-se essa

oc
igualdade para chegar a vdv = %gdr. Desse modo, retornando a equagao de Bernoulli,
gdr + Rds = —%gdr, e finalmente % = —%% =...= —%8—? chega-se ao resultado com o

fator numérico de correcao.

3.6.3 Adendo de Nikolaus (I) Bernoulli: explicagdo do erro de Newton

O sobrinho de Johann, Nikolaus (I), afirma que Newton errou na expansao da
série infinita convergente. Ora, segundo ele, se Newton tivesse seguido corretamente
sua regra, a série infinita deveria ser reescrita com os seguintes coeficientes numéricos:

P £ Qo4 2Ro* £ 6S0%.... Assim, a relacdo da resisténcia do meio e da gravidade seria

_65y/14+Q%  354/14+Q2

22R)2 2 2R?

corretamente determinada como X = . Vimos que essa interpretacao
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de Nikolaus (I) trata-se de uma combinagao fortuita de niimeros que nada representa para

a correcao pretendida por Newton.

3.6.4 Newton e a revisao de seus calculos

Newton percebeu que as objecoes de Johann Bernoulli se verificavam. De fato,
o matematico inglés chegou a contradicao explicada por Johann, qual seja, que a veloci-
dade por ele considerada é constante. Porém, seus cdlculos levam a conclusao de que a

velocidade varia de acordo com v/ BC' [vide nota 14, se¢ao 3.2]. Temos, por substitui¢ao

R S/ 1+Q? . _a

direta, que Y = @@ = = 5 €que, por semelhanca de triangulos, — ACOB e

ACBH, ver Figura 10 — a componente tangencial da gravidade também ¢ igual a *; logo,

a velocidade é constante. Mas a velocidade no movimento parabdlico esta de acordo com

1+Q?

2 = 9 onde o latus rectum (L) é 7~ A mera substituicao dessas duas expressoes leva

v 5

av=.,/ge =+¢gBC. Aqui estd, portanto, a contradicao!

3.6.5  Whiteside e sua proposta de correcao

Whiteside aponta dois erros: a falta da correta propor¢ao numérica em conjungao

com a queda galileana; e a diferenca entre F'G e fg. Se assim for considerado, tem-se

da propor¢ao (3.2) a equagao adequada com o fator numérico faltante: %CfF_GC £

Agora,
deve-se impor a diferenca entre as quedas galileanas, a partir disso é possivel escrever o

incremento de base Bd(= —p) (ligado a queda fg) em fungao do incremento BD(= o)

(ligado a queda F'G) — ou seja, p = o + %%02 .. — para, enfim, encontrarmos a solucao
, . ~ . 1Cf=CF _ 1/ _ V1+Q2 §S\/1+Q2
com o fator numérico de correcao, como: 5=Fz— = o] (p — 0)Forrr = 55— (o

limite de o tendendo a zero).

No préximo capitulo veremos como Newton perseguiu o fator numérico de corregao
apresentado pelos Bernoulli e, no decorrer dessa trajetéria, Whiteside nos mostrara como
se constituiram na persisténcia de cada falha de Newton os dois erros apresentados por

ele, ja revelados neste capitulo que se encerra.
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4 O retrabalho de Newton

O retrabalho de Newton foi detalhadamente apresentado e comentado por Whi-
teside em seu Mathematical Papers of Isaac Newton volume 8, em quatro partes distintas.
A seguinte ordem nao corresponde a disposigao dada por Whiteside (aproxima-se mais da
sequéncia temporal das tentativas de Newton): “As primeiras tentativas (ao final de se-
tembro? de 1712) de ajustar o argumento defeituoso de 1687 [pp.394-414]”; “Trés esbogos
da tentativa restrospecta (ao final do outono [boreal]? de 1712) de mais uma vez salvar
o argumento de 1687 [pp.415-19]”; “Proposi¢ao X do segundo livro dos Principia retra-
balhada [pp.312-37]” e “Refinando o argumento correto, forjando-o de modo diferente da

prova e moldando-o para que o todo caiba no mesmo espago impresso [pp.338-72]”.

Centrei esforcos na terceira parte, ou seja, na Proposicao X do segundo livro
dos Principia retrabalhada: passos falhos rumo ao argumento vdlido. A escolha dessa
parte da obra de Whiteside se justifica pela construcao feita paulatinamente por Newton
do argumento matemaético contido na segunda edicao dos Principia. Como o préprio
titulo sugere, foram construtos matematicos em que Newton se lancou para eliminar a
contradicao encontrada em sua solucao original, e cada tentativa frustrada dele nos mostra
o fio condutor de seu raciocinio. O objetivo desta se¢ao, portanto, é resgatar as tentativas
newtonianas para, a partir delas, apresentar as mudancas no tratamento matematico de
Newton com vistas a solucao da prop. X. Para isso, foram dispostas seis tentativas em
ordem cronoldgica, tal como Whiteside nos apresenta. Essas tentativas referem-se aos
conteudos contidos no intervalos das paginas 312 a 337, do Mathematical Papers of Isaac
Newton, volume 8. Como nossa referéncia principal para este capitulo ja foi apresentada,

optei por referenciar somente as notas de Whiteside.

Todas as seis tentativas ja se apresentam num modelo que podemos chamar de
arcos sucessivos, ou seja, em que o corpo atravessa numa lnica vez e num unico sentido
dois arcos sucessivos de bases iguais (0). Antes, porém, gostaria de apresentar aquilo que
chamei de ponto de inflexdo do raciocinio matemético de Newton, ou seja, a tentativa

de Newton que se distancia de vez por todas do modelo da tangente — mais proximo do
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argumento matematico da primeira edicao — rumo ao modelo de arcos sucessivos — como

apresentado na segunda edicao.

4.1 Ponto de inflexao no raciocinio de Newton

No final do capitulo anterior, na secao 3.5, mostramos como Newton concordou
com a objecao de Johann Bernoulli. Essa passagem estd contida na parte da obra de
Whiteside que se refere as primeiras tentativas, ou seja, As primeiras tentativas (ao final
de setembro? de 1712) de ajustar o argumento defeituoso de 1687 [pp.394-414]. Sao ao
todo trés, a segunda tentativa corresponde ao que chamei de ponto de inflexdao. Vejamos

como Newton procedeu nesta passagem que vem a ser um marco divisor de seu raciocinio.

Figura 12: Diagrama do ponto de inflexao no raciocinio de Newton

(£]

X
m.” ~

Seja A a altura que o corpo C' atinge com sua velocidade ascendente sem re-

sisténcia. O corpo adquire velocidade enquanto continua movendo-se de C' para G na

A+IG

1
Yy ge] . .
o “T2-7 1 Se a velocidade em C for V,? entdo o incremento

. At
, Ou seja, como —

razao de

1
. . Llia ) N A .
da velocidade em G sera 2 = V e o decremento da velocidade devido a resisténcia e a

gravidade em conjunto sera ‘lfg#v. Assim, a velocidade® serd {% cf CF } x V devido

apenas a resisténcia,? e GF.V devido apenas a gravidade.

cf C’F

Logo, a resisténcia estd para a gravidade assim como gg + estd para GF.°

Agora, se considerar ¢ o tempo que o corpo percorre o arco ¢C — assim como o arco
CG —, entdo temos 2Cf : Ce = t : St ou ¢t : SS o COFf - A<: Cele — %CB).G

2C'f 4Cf2 aCc'f
Desse modo, a resisténcia estd para gravidade assim como [IGS-L- 207+ Cf CF esta para

Ce.Ce
2é§CCCf + <= CF, quadrado da velocidade

GF(= Cf). Isso resulta em: resisténcia como
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Ce.Ce 21G.CJ* | Cfef-C[.CF R.Cf
Cf Ce.Ce CF.CecCe Ce.Cc

entdo, CF:IF :: GF : L F GF = incremento da tangente devido a gravidade. O decremento

como ; e densidade como

ou [para R= resisténcial,” ou,

devido (resisténcia - gmvzdade ) é cf — CF. Logo, o decremento da velocidade devido a
resisténcia é c¢f — C'F + IF GF 8 Finalmente, a resisténcia estd para a gravidade assim
como cf — CF + IFGF estd para FG.Y

Esta secao foi intitulada de ponto de inflexao porque dela seguem outras tenta-
tivas de Newton para solucionar seu erro na prop. X do livro II que nao mais retomam
o modelo de uma unica tangente, como na primeira edicao, e, sim, aproximam-se cada
vez mais do modelo da segunda edi¢ao ou modelo dos arcos sucessivos. Além disso, a

expressao geométrica da resisténcia que se encontra aproximadamente no meio desta ten-

IG | ¢f—CF
24t~ CF

(expressao para a resisténcia do meio contida na segunda edigao). As duas expressoes, em

GH _HI | 2NI MI
+__

tativa ( —— i

X V) sugere uma equagao do movimento tal como ==
suma, representam a mesma coisa, qual seja, variagao da velocidade(R&g)+incremento
de velocidade(g). Uma expressao que toma duas partes, uma sendo o decremento da ve-
locidade devido aos efeitos resistivos do meio em conjunc¢ao com os efeitos gravitacionais,
acrescido da segunda parte que é, tao sé, o efeito gravitacional. Tem-se o decremento
da velocidade também pelos efeitos gravitacionais e, logo em seguida, o acréscimo sé

dos efeitos da gravidade, segue-se, portanto, isolada a variacao da velocidade devido a

ITem-se, v : V :: VA+IG : VA, ou seja, as velocidades sdo proporcionais as raizes quadradas dos

comprimentos — de acordo com v? = v3 —2gy para vy = 0 — desse modo: v = y/—2gy ou v x VY, segundo

a nomenclatura atual. Da primeira propor¢ao desta nota, tem-se que ¢ = 4/ A+I & por simplificacdo —

_ A+1 IG

como, nas pp.46-7 deste trabalho, para a razao de t em T' — chega-se a y; = =1+1 2A, e isolando
v — incremento da velocidade devido a agao da gravidade — obtém-se v = (1 +1 G) Vouwo L GV
20 termo V representa o incremento de velocidade do corpo devido a tragao da gravidade g no mesmo

tempo em que o corpo atravessa o arco CG (cf. Whiteside, 1981, v.8, p.395, notal8).
cf—CF
CF

V) tem a parcela da gravidade anulada

Gva

1G
) 24

3Aqui, a acdo conjunta da resisténcia e da gravidade (

N

quando adiciona-se a expressao anterior a acao da gravidade em termos da velocidade, ou seja
portanto, resulta somente a agao da resisténcia.
4Como na nota anterior, a acio da gravidade isolada é tdo somente ¢ = FG.

5Donde deveria ser 2007;“ para, entao, produzir a razao entre a resisténcia e a gravidade aqui correta-

mente escrita como (%IG X %) 0u2éG X GF + c¢f — CF esta para 2GF; onde L ﬁ = % = cos BCF
no limite em que DGF passa a coincidir com BC' (ibid., p 396 nota 21).
6Sabe-se que v = \/2gA ou €€ = /2¢4 ou, ainda, t2 = 2gA. Mas, FG = 29t2’ assim, CE _

t 12
22EC A, entdo, A = . Contudo, CF? : FG :: c¢f? : CF, como Cc  cf entao CF?: FG :: Cc? : CF

e, finalmente, A = % T = %%cf .
"Lembrar que R = sv?, ou seja, ¢ = vﬁz = %.
8De outro modo, —(C'G —cC) = —d(LC), isso, entretanto, representa o decremento t.dV da velocidade

no movimento devido & oposicao da forca da resisténcia e da gravidade ao longo da tangente CF. A
descendente correspondente ao ‘incrementum velocitatis ex gravitate’ é t.gt = 2GF, e sua componente ao
longo de C'F é 2 ( x GF ) Isso serd sutilmente o obsticulo remanescente de Newton para alcancgar a
medida correta da re&stenma em relagao a gravidade, um obstaculo que nao foi facilmente superado por
ele (ibid., nota 25).
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resistéencia do meio, somente. Nao posso deixar de pontuar que Newton nao considera,
adequadamente, a queda galileana na composicao da expressao geométrica para a re-
A . sy 1 42 __oFG _ oFG __ 2FG :

sisténcia do meio, pois, é dado que F'G' = ;gt° ou gt = 257 = 2@ = %5V [vide nota 8§].

Desse modo tem-se a expressao da razao entre a resisténcia do meio e a gravidade como:
+cf CF
P _ 5

; QFF—GV, agora ajustada adequadamente a proporcao para F'G.

4.1.1 Mesma tentativa reestruturada

Sejam EB(= BD), OF, OB, OD as abscissas; FH, BC, DG, as ordenadas; e

HN, CF, as tangentes. Pelos termos da série, encontramos HN, CN, CF, FG; tem-se
_ EH—BN em CN . . < )

que HC' — HN = HNm , adicionando HN tem-se HC. Seja a proporcao C'f :
F ::v/CN : VFG — devido a ordenada fdg ser paralela as demais —,'° como fg = CN,

entao os arcos HC e (g serao sincronos, e o decremento momentaneo da velocidade sera

HC—Cgou (o queéomesmo) HN—C'f. Disso, o decremento da gravidade diminui: C'g—
CfouHC—HN. ' Assim, a resisténcia resultard HN —Cf+HC —~HN = HC —C f 2
logo, a resisténcia estard para a gravidade assim como HC — C'f estd para fg ou CN.!3
Num circulo de centro O, raio OK, tem-se HN = \/ON x 2CB e Cf = \/fg x 2gd e'*
HN—Cf:v@Nan{ﬁfﬁ—V@ﬁ}eHC:HN+E%§ﬂxCNJ%mm

HO—(UA:VCNem<bMCB V2gd } EELREECNl

Mais precisamente,'®

V20B + CN —+/2gd + CN N OB
VCN oc”

9E, consequentemente, essa razio deve ser recte, ‘assim como cf — CF + QIF GF estd para 2GF’
[vide nota 5]. Omitimos a reproducao das anotagoes irregulares seguintes do manuscrlto onde Newton
comecou a tentar retrabalhar seu texto de 1687 introduzindo: ‘o ponto G da tangente deixa-se cair na
perpendicular Gn’, entao obtém-se o ‘incremento da tangente devido a gravidade’, diretamente, como
Fn. Além disso, Newton, ainda, tinha checado mais uma vez & expansao em série do incremento da
ordenada DG = v/e2 — 2a0 — 0? tal como ele desenvolveu em seu texto de 1687 e, depois, veio a converter
brevemente as coordenadas de C' verdadeiramente cartesianas ‘OB = x, BC' = y’, agora supondo que
DG = y,+, tem a expansdo tayloriana ‘y + bo + coo + do3[&c|’, onde ‘G = 0, —bo = IF, —coo = FG,
CF = g = o0y1+bb’. Mas os céalculos reduziram-se a nada, numa tentativa de avaliar a medida errada
‘gravidade:resisténcia:: FG : FH = CF + Fn’ computada, num deslize, por meio de ‘C.F(: cf — CFY
como a verdadeira fluxao ¢. Ainda que ele tenha calculado corretamente a partir de sua medida falsa,
Newton teria encontrado: cf = ov1 + b% — 2 L, CF=(1- %40 .) oV1+ b2 e, entdo, CF =

HC—-Cf=CN em

X W

5dv/14-b2 2be b . ~
( — - H_lfz) 2 + 00, enquanto Fn = T3 C co®. Assim, a relacdo entre a resisténcia e a gravidade
teria sido 3 4L 1+b2 (ibid., pp.396-7, nota 27).

- /i
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Figura 13: Diagrama do ‘ponto de inflexao’ retrabalhado
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Isto é,

20B + CON — 4y/CB, gd + 2CN,2CB
111 .

—CN
¢ HN

Newton interrompe, depois de completar a solucao radical, precisando dos ter-

mos ‘+2CN,2fg + CN? (e com a tltima razdo ainda para juntar ‘—i—%’). Agora

segue — se restauramos corretamente a sequéncia cronolégica dos manuscritos — a
mais completa e mais textualmente acabada [sequéncia de tentativas de Newton]
para corrigir o argumento de seu texto de 1687 que organizamos [por primeiro na
Primeira tentatival e que culmina, finalmente, [ao final da Sexta tentativa] no mo-
mento mégico quando pela primeira vez Newton atinge seu objetivo (ibid., p.398,
nota 35).

Os dois erros de Newton que Whiteside aponta insistentemente estao presentes
aqui, de forma detalhada, na nota 13. Sao eles: a correta propor¢ao numérica para a queda
galileana (em ‘[2]fg’ e ‘[2]C'N’) e as expansoes em séries infinitas convergentes dessas
quedas galileanas em funcao dos distintos incrementos de base EB(= o) e Bd(= p). Ao
averiguar as seis tentativas que compoem o retrabalho da prop. X do livro II, Whiteside
identifica os dois erros persistentes de Newton nas cinco primeiras tentativas. Ainda
com relagao as quedas, elas ajudam Whiteside a evidenciar um erro presente de maneira
reiteirada nos comptos newtonianos, qual seja, F'G = fg, conforme veremos mais adiante
no capitulo cinco. Nosso principal comentador ja nos apresentou como Newton poderia
ter eliminado esses erros [vide o final da se¢ao 3.5, p.54]. Contudo, se Newton os tivesse
notado, ele poderia ter arrumado seu primeiro argumento sem ter comprometido toda sua
estrutura (a viabilidade disso Whiteside j4 nos mostrou) — como, bem o fez mais tarde,

coforme registro em Add.3968.41-132" (Anexo A — Manuscritos de Newton), a época em
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que compunha o Commercium Epistolicum D. Johannis Collins et aliorum. Com efeito,
conforme reforca Whiteside, Newton sé pode ter arrumado seu primeiro argumento de 1687
quando “enxergou” seu erro na aplicagao do principio de Galileu. Vejamos, portanto, esse

percurso de Newton e, concomitantemente a isso, o detalhamento da tese de Whiteside.

4.2  Primeira tentativa

Esteja AK [contido] [n]o plano perpendicular ao plano da figura. Seja ALK a
linha curva; C', o corpo que se move; e C'F', a linha reta tocando em C'. Em tempos iguais,
o corpo descreve os arcos gC' e CG. Em AK, descem as perpendiculares gd, GD; e a DG
tragada encontra a tangente C'F em F. Seja Bm = dB e a perpendicular levantada mn
encontra a tangente C'F em p, entao, completa o paralelogramo G Fpq. Por causa dos
tempos iguais, as linhas C'"H e GF criadas pela gravidade sao iguais. Se a resisténcia for
nula, o corpo, no final do tempo, serda encontrado em n. Devido a resisténcia, o corpo
é encontrado em G e, consequentemente, a linha ¢G (ou pF') é gerada pela resisténcia.
Entao, a Resisténcia est4 para a Gravidade assim como Fp estd para F'G,'6 ou seja, como
(DmxgH)~+dB para FG(= CH), ou como Dmx gH para dBxCH oul/2(pn—FG)xgH
para C'H?.

100s arcos HC' e Cg sao percorridos sucessivamente em ‘instantes’ iguais de tempo (ibid., p.397, nota
29).

HTeria de ser [vide nota 8] 2Cg — C'f ou 2HC — HN" (ibid., nota 30).

P2Teia-se ‘HN — Cf +2HC —2HN =2HC — Cf — HN ou HC + Cg — 2Cf’ (ibid., nota 31).

13Teria de ser. . .lido como ‘2fg ou 2C'N’. Entdo, mais precisamente ajustada, a resisténcia estd para
a gravidade assim como %(H C + Cg) — Cf estd para fg. Um equivalente analitico no qual (assim
como no texto de 1687) OB = 0 ¢ BC = e = ¢, sdo as coordenadas de um ponto qualquer C(a,e) da
trajetéria e, o incremento BD = o produz a expansdo da série e + Qo + Ro®> + So® + ... da ordenada
DG = €4, isso corresponde a EH =¢e,_, = ¢ — Qo+ R?> — S0 + ... e, entdo, CN = Ro? —280® + .. ;
onde, se nomearmos Bd = p, entao, fg = Rp? + Sp® + ..., a igualdade dos desvios CN e fg de suas

tangentes HN e C'f...d4 p? = 0273%03... e, portanto, p = 0 — %%02... Assim, HN = o0,/1+Q?_, =

0y/1+ (Q —2Ro +3S0% —...)2, ou seja, 0\/1+ Q2 —4QRo + ... = 0\/1+Q2—2\/%02... e, de

/ 2
forma andloga, C'f = p\/l +Q? = 0\/1 +Q? — %%oQ..., enquanto, HC' — HN = Cg - Cf =
CN \/ﬁ? Consequentemente, entdo, no limite quando BC(= o) tende a zero, a medida de Newton
/ 2
apresentada a Cffcf produz o mesmo resultado errado %S ;;Q -9
g \/1+Q2
e a gravidade como teria, mutatis mutantis, resultado [vide nota 9]; enquanto, é claro, para a medida
/ 2

ajustada %W produz-se corretamente %S I;FQ (ibid., pp.397-8, nota 32).

M Mais precisamente, desde que HN? = CN x (BC + BN) para o circulo que intercepta a trajetéria
sobre o arco HC, tem-se HN = \/CN x (2BC + CN) correspondendo a C'f = \/gf x (2dg + gf), ou
seja, (devido os desvios CN e gf serem iguais), \/CN x (2dg + CN); Newton, na sequéncia arruma
(ibid., p.398, nota 33).

15Vide nota 14.

16Para Whiteside, Newton falha ao considerar, erroneamente, a proporcao da queda dos corpos de
Galileu. O comentador afirma que se Newton tivesse aplicado adequadamente o principio de Galileu,

para razao entre a resisténcia
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Figura 14: Diagrama da primeira tentativa
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Exemplo 1. No semicirculo ALK, seja o diametro AK = 2n, e consequente-
mente ao estebelecer que OB = a, BC = e e dB = Bm = o, de onde vem a? + e¢? = n?.

Whiteside aponta que:

Newton aqui assume...que o arco infinitesimal CG atravessado por C' num
movimento resistente coincide com a porgao correspondente ao arco parabédlico Cn
atravessado num movimento sem resisténcia; de onde tem-se pn : FG :: Cp? : CF?
e entao (pn — FG) : FG :: (Cp2 — C’FQ) : CF? (ou seja, desde que Fp seja suposto
infinitamente menor que CF) ou

t(pn — FG) : FG(= HC) :: Fp: CF(~ Cp) :: Dm : Bm(= dB).

No equivalente analitico introduzido [neste] exemplo (aqui como na ‘editio princeps’)
segue-se que corresponde a expansao em série da variagdo da ordenada DG = eqq1,0
como e + Qo + Ro?> + So® + ... (onde Q = Q, = %,R = R, = %% e S =
Sy = %% = %fl—f), isto é, do mesmo modo, na forma de Bm = dB = p, mn =
Catp = e+Qp+Rp>+Sp>+...edg = €a—p = e — Qp + Rp?> — Sp?...; entdo
np=Rp®>+ Sp>+...e CH = Rq_pp* + Sq—pp® + ..., ou seja, Rp* —25p> + .., e,
portanto, Newton apresenta a medida (inalterada) da razao entre a resisténcia e a

p. 1+Q37 2 ..
\/717 3 S\/;W no limite de p tendendo a zero.

(Bp*+.)7 4
Através de um deslize trivial ao aplicar isso a um caso particular de um caminho

semicircular e = v/n? — a? no exemplo [anterior] retrabalhado. Newton nao notou,
de uma s6 vez, que o resultado é o dobro do valor verdadeiro que Bernoulli havia
independentemente encontrado. Quando, numa versao mais completa [tentativa
2], que ele elaborou sobre a mesma base, Newton descobriu o erro em seu calculo
no ‘Exempl.1’, ele abandonou ao perceber que o erro foi diretamente retificado ao
dobrar (como deveria ser) o segmento F'G na tragdo descendente da gravidade,
mas se pos em vao [na Terceira tentativa] ao distinguir os arcos resistentes e nao
resistentes CG e Cn (ibid, nota 11).

gravidade como % (3Sp3 .. ) .

Whiteside aponta que na passagem, acima Newton nao teria percebido a falta

da proporcao correta para a queda galileana C'H a qual, para esse caso deveria ser:

entao, teriamos o dobro da distancia referente a queda da tangente proporcional ao produto da gravidade,
com a forga que age sobre o corpo, e com quadrado do tempo [vide nota 8] (ibid, p.315, nota 9).
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1/2(pn—FG) x gH para 2C' H? [vide nota 16]. Esse erro conduziu Newton coincidentemente

a proporc¢ao de % para a relagao entre resisténcia e gravidade: desse modo, mn = e — %> —

3 noo anno3

nno anno s _ (Z_O __ noo . .
23 55 , €, também, dg = e + 2 — % o . Assim
dg® = e* + 3eao
e que
nnoo n anno®
pn =
2e3 2ed
e, similarmente,
nnoo  anno® nnoo anno®
CH = 3 + 5 — 3 + 5
2dg 2dg 2e’ + Geao 2e
nnoo  anno’
2e3 ed
assim,
3anno®
pn— CH = —
2e

torna-se, portanto,!”

- CH 3 3 4.4
pn—xgH estd para CH? :: 2O oo+ oo B2
2 4ed ee 2¢b

3ando* n*ot
4e6 " 2¢e6
3a:2n

Resisténcia : Gravidade

Podemos imaginar o gozo de Newton quando chegou ao resultado correto e, em
seguida compods apressadamente [na Segunda tentativa] uma versao melhor elabo-
rada e ajustada de seu argumento acima. Mas bastou detectar o erro numérico [vide
sec¢ao 4.3] para que o sabor doce de sua conquista iluséria tornar-se amargo (Ibid.,
nota 14).

Apesar do resultado convergir para o esperado, ele é simplesmente o dobro do
que Johann havia encontrado, como ja averiguado por Whiteside e apresentado aqui na
citacao que sucede o exemplo acima. Mas Newton s6 pode apreceber-se disso quando,

na Segunda tentativa, considerou adequadamente a queda galileana em C'H (na primeira

170 quadrado de CH = %2—202 ... deveria ( para as maiores poténcias de o ignoradas) ser ‘17204’! Esse
nitido deslize numérico — para o imediato deleite de Newton que se encontra na proxima linha e para a
subsequente confusao na Segunda tentativa onde se da conta do erro — compensa o erro recente o qual
ele considera a poténcia da gravidade como sendo somente a metade de seu valor [vide nota 16] (ibid.,

p.317, nota 13).
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tentativa) ou em Cf (na segunda). H& mais um erro em seu calculo, esse sim quase
que perene em suas tentativas: a falta da correta proporgao numérica na aplicacao do

principio de Galileu nas quedas das tangentes [vide nota 18].

4.3 Segunda tentativa

Seja AK o plano perpendicular ao plano da figura; ACK, a linha curva; C, o
corpo que se move nela; e C'F', alinha reta que toca a curva em C'. Sobre o plano horizontal
AK, deixe cair as perpendiculares HE, C'B, he, GD os intervalos EB e BD delimitados
pelas ordenadas sao iguais; e que os arcos HC' e Ch sejam descritos pelo movimento do
corpo C' em tempos iguais. Trace H f e C'iF' tocando a curva descrita nos pontos H e C,
interceptando as perpendiculares BC, eh, DG formando [os pontos] f, i, F. Complete os
paralelogramos BCID e Fihn. Esteja o corpo livre de resisténcia, os tempos nos quais ele
atravessou por entre as perpendiculares EH e BC', e por entre BC' e DG — posicionadas
uma em relagao a outra em distancias iguais — sdo os mesmos e o corpo, [cujo movimento|
descende das tangentes em tempos iguais [devido| a forca da gravidade, descreve iguais

alturas fC' e F'n, e pode consequentemente ao término dos tempos ser encontrado em n.

Figura 15: Diagrama da segunda tentativa

H L
I

4 0 E B ¢eD K

Devido a resisténcia [0 corpo], ao final dos tempos, serd consequentemente encon-
trado no lugar [geométrico] h. Entdo, as linhas nh e Fn(ou ih) serdo simultaneamente
geradas pela forca da resisténcia e por aquela forca da gravidade, respectivamente.'® Desse
modo, a resisténcia estd para gravidade assim como hn estd para hi(ou C'f) e, portanto,

a resisténcia esta para h/cy.

8Newton cai no mesmo erro sutil de antes [vide nota 16]. De fato, em correspondéncia com a linha F'n
gerada pela forca da gravidade, a forca da resisténcia produzird somente um decremento de %F@ = %nh
(ibid., p.318, nota 16).
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Contudo, o tempo esta para /C'f; a velocidade esta diretamente para o compri-

mento descrito C'i e inversamente para o tempo, ou como \/% Enquanto a resisténcia

— assim como g—"f que é proporcional a essa ultima — esta para a densidade do meio e o
quadrado da velocidade, e, portanto, a densidade do meio esta para a resisténcia, direta-
mente, e para a velocidade, inversamente, ou seja, esta para % Como foi encontrado.

Corolario 1. A resisténcia estd para a gravidade assim como %nG x (i estd para Cf2.
Assim, a resisténcia esta para a gravidade assim como hn estava para C'f, ou seja, assim
como hn x C'f estd para Cf%, enquanto C'i estd para hn assim como Cf(ou nF), estd

para %nG 19

Corolario 2. E a densidade do meio é como g—g
Corolario 3. Enquanto C'i e C'F estao — devido ¢F ser indefinidamente pequeno — um
para o outro numa razao de igualdade, a densidade do meio estard para %g—% x CF,ea
resisténcia estd para a gravidade assim como %nG x CF estd para C'f?, e a velocidade
CF
COMo —=—.
i

Portanto, se a linha curva for definida pela relagao entre sua base (ou abscissa)
AB e a ordenada BC' (como de costume) — com o valor da ordenada resolvido por séries
convergentes —, entao o problema sera prontamente solucionado pelos primeiros termos
da série, como nos exemplos seguintes.
Exemplo 1. Seja a linha ACK ... e a curvatura das curvas [como na primeira edigao|.
Além disso, enquanto C'i e C'F estao — devido ¢F' ser infinitamente pequeno — numa
relagao reciproca de igualdade, Ci estard para a raiz quadrada de C'I? + IF? (ou seja,
para BD?) e o quadrado do segundo termo da série. Escrevendo BE no lugar de BD (ou
seja, —o) no lugar de 4o, o valor de DG é convertido para o valor de EH. Colocar o valor
de IF como a — o0 ao invés de a, e no lugar de FH, colocar e = BC|, ter-se-a4 Lf; como
resultado disso, segue-se de uma s6 vez C'f(= F'n) e nG. Contudo, os termos nos quais o
tiver mais de trés dimensoes eu sempre os negligenciei por serem infinitamente pequenos
em relacao aqueles a serem considerados neste presente problema. Portanto, se DG for
denotado universalmente por essas séries BC' + Qo + Ro? + So?, entao, teremos I F igual
a Qo; OF igual a /(0> + Q20%); FG igual a Ro®> + So* EH = e — Qo + Ro® — So%; e
CL = —Qo + Ro* — So®. Em termos de IF, escreve-se OF no lugar de OB, e EH no
lugar de BC, [assim], ter-se-4 Lf, que quando tirado de C'L deixa C'f = nF. Quando

YNewton, mais uma vez, supoe [como na Primeira tentativa], com precisio suficiente, que o arco
infinitesimal C'h da curva do movimento resistente AC'K coincide (em comprimento) com o arco parabdlico
correspondente CG de uma queda livre de resisténcia mas sobre o efeito da gravidade, donde, Ci? : CF? ::
ih(ou Fn) : FG(ou Fn+nG), entdo, Ci : CF :: Fn: (Fn+ $nG) e, assim, Ci : (CF — Ci ou) hn :: Fn :
inG (ibid., pp.318-9, nota 18).
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tira-se GF', deixa-se n(G. Entao, no problema a ser resolvido agora tera:

IF (ou seja, Qo) = %
e

e, portanto,

Jh= (e + (g()ao__()%)o(n:) ?) (%) o~ <Z_§) o+

enquanto, também,

szCL—sz%(

3 [an?® 3

Disso resulta a resisténcia para a gravidade como %nG x Ci para C'f? ou

3 (an2> 3 (1 1 (n4> A -
- — o —) o para - | — , ou seja, 3a para n.
4\ € (e) 4 \ eb

Compare o termo C'f = %

2
an
) 0? — (—) 0> = hi, ou nF, entdo

+0% cujo o quadrado nesta tentativa foi corretamente

calculado, resultando em C' f? = 8—604 — que levou Newton ao dobro do resultado esperado

. . . 2 .
— com o seu equivalente, na tentativa anterior, CH = %’;—302, cujo o quadrado calculado,

Lntod,

sem duivida alguma, de fato, nao pode ser considerado certo, pois, nao resulta em ;%%

Esse equivoco conduziu Newton aquilo que tanto queria, ao fator de correcao numérico
%. Curiosamente, um erro (o dobro do quadrado de CH) compensou o outro (a falta do

fator numérico 2 na proporcao da queda galileana). Vejamos nas palavras de Whiteside:

Com o quadrado de C'f = %%502 ... agora calculado corretamente [vide nota 17]

foi que a ‘vitéria’ se desfez por completo. Por esse outro argumento, Newton pen-
sou ter superado um problema que ainda persistia de maneira insistente, embutido
resistentemente na investida matematica dele! Newton deveria estar provavelmente
desanimado nesse ponto, contudo, ele passa implacavelmente para [a Terceira ten-
tativa]. Onde verificard se a distingdo entre o caminho parabdlico CG da queda
livre e o arco correspondente C'h da curva atravessada por um movimento resistente
lhe rendera frutos. Newton ainda foi incapaz de ver que a razao entre a resisténcia
e a gravidade, inconvenientemente dobrada no exemplo do caminho semicircular,
repousa sobre sua falha em deixar de relacionar apropriadamente os incrementos
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gerados pelas duas [grandezas] em tempos infinitamente iguais [vide nota 18] (ibid.,
pp.320-1, nota 28).

De fato, agora que Newton se deparou com seu pequeno deslize com respeito ao
quadrado de C'f — em consequéncia disso, a solugao encontrada em sua razao dobrada — é
que ele pode se lancar a construcao de um argumento aida mais radical. Porém, Newton
se deparard com mais dois outros deslizes [vide as notas 24 e 25] em seus calculos, como

apresenta, Whiteside.?°

4.4  Terceira tentativa

Imagine que um corpo estd em um movimento progressivo, contudo, impedido
pelo meio. O corpo, livre da resisténcia e da gravidade descreve distancias, em tempos
iguais, as distancias AF e F'G, também iguais; somente sob a acao da gravidade, ou seja
sem a resisténcia do meio, o corpo descreve os arcos parabolicos AH e HI; sob a agao
conjunta da gravidade e da resisténcia ele descreve os arcos AD e DE; FFH (ou BD) seré
a distancia que o corpo em queda, pela acao da forca da gravidade, descreve no inicio do
tempo; GI (ou CE)?! serd a distancia que o corpo, em queda devido & forga da gravidade,
descreve no tempo total, pelo fato do tempo ser o dobro, a distancia seré (pelo lema XI,
)22

livro I)** quatro vezes a anterior. Complete os parelelogramos BFHD e CGIFE; e, entao,

HD sera a linha nascente, devido a resisténcia, na primeira parte do tempo, e I E, a linha
gerada pela resisténcia no tempo total; esta tltima linha é (pelo lema XI, livro 1)*? quatro
vezes maior que a anterior. Assim, a resisténcia estard para a gravidade assim como DH
estd para BD (ou ET estd para EC).?* Tome BK igual a AB, e CK serd o dobro de BF
(ou DH); e, consequentemente, a resisténcia estard para gravidade assim como %EL esta

para BD, ou seja, como 3(AB — BC) estd BD.*

Contudo, o tempo esta para v BD, e a velocidade esta diretamente para o com-

20Tbid, p.321, nota 29.

21 As igualdades BD = FH e CE = GI, aqui assumidas discretamente por Newton, asseguram-se
verdadeiras, de fato, somente na ordem do quadrado de AB. Ele vird prontamente a pensar [vide nota
25] que essas magnitudes poderdo indiscriminadamente ser substituidas uma pela outra, resultando na
diferenca LM = KM — KL de 0(AB?) (ibid., nota 32).

22Esse lema [cf. Whiteside, 1967-1981, v.6, p.116] diz que o pequeno incremento linear nascente gerado
por uma forga qualquer é proporcional ao quadrado do tempo infinitesimal em que ela age, de tal modo
que, ao dobrar o tempo o comprimento quadriplica, na medida em que é tragado (ibid., p.322, nota 33).

ZLeia ‘2BD’ e ‘2EC" para se fazer a correta comparacdo com os incrementos contemporaneos com
respeito a resisténcia e a gravidade [vide nota 16] (ibid., nota 34).

24Quando esta razao deveria ser %(AB — BC) : [2]BD. Esse erro se prolonga na sequéncia [vide

nota 25]. Num equivalente analitico [vide secdo 4.2], hd aqui, mutatis mutantis, AB = o\/1+Q? e
BD = Ro*+S0%... como, também, AB : AF : AG ::0:p:2p, assim, AB: BF : CG ::0: (p—o) : 4(p—o)
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Figura 16: Diagrama I, terceira tentativa

LN

B e T R e T i
primento descrito AD (ou AB) e o tempo v BD, inversamente, ou como \;‘T%; enquanto
a resisténcia — e %% proporcional a ela — esta para a densidade do meio e o quadrado

da velocidade, entao, a densidade estd diretamente para resisténcia e inversamente para
1 EL

" 2AB?

Corolario 1. A resisténcia estd para a gravidade assim como LM x AB estd para SBD?.

o quadrado da velocidade, ou seja

Para que a resisténcia esteja para a gravidade assim como %EL estd para BD — ou seja,
assim como EL x BD esta para 2BD?; %LM esta para (}LEC ou) }LKL = BD:; e assim
como FL esta para BC' —, entao, LM esta para EL assim como EC, ou seja, 4BD esta
para BC (ou AB).?

Corolério 2. A densidade do meio é como %44

6 AB2"

Corolario 3. Por isso, se a curva. . .20

7

Exemplo 1. Esteja a linha (ACK)...como a estd para e.?” Os seguintes termos

2 2 . .
35507 + 3%-0% designam a linha FG(= BD)® que repousa entre a tangente e a curva,
por isso, determina o angulo de contato FFC'G e a curvatura que a linha curva possui em
C. Se, agora, a linha F'G for diminuida indefinidamente, os termos subsequentes provarao

ser infinitamente menores que o terceiro termo e podem ser razoavelmente ignorados. O

e consequentemente

AC = a2 =0 4£p —9 _ 4p [2 - 2(1’00)]

portanto, como, também, BD = Rp?—2Sp? ... [vide p.50] e, entdo, p* = 02—&—3%03 ...oup= 0+%%02 .
a correta medida

1AB - BC 124B - AC
4 BD 4 BD

12(p—0)..4/14Q2 _ 35\/1+Q2
=1 ®me

produz 3 R+ para a verdadeira razao entre a resisténcia e a gravidade. O proéprio
Newton, infelizmente, agora procede para introduzir o segundo erro na sequéncia de seus cdlculos (ibid.,
nota 35).
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. 2 . . ~ . . ~
quarto termo — aqui %%03 — determina a variacao da curvatura, o quinto termo a variagao

da variagao, e assim por diante. Dai...a curvatura das curvas.

Figura 17: Diagrama II, terceira tentativa
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Ademais, CF(= AB)® ¢ a raiz quadrada de CI? + IF?, ou seja, de BD? e do
quadrado do segundo termo — no presente exemplo, chamado de, /0 + ‘cf—§02 ou Zo. E,
mediante isso, 20 no lugar de 2BD(= BN)? disso resulta

2 2
KM =27 0% + 49 0%,
€ €

Z5Para que a tangente em M — se o caminho resistente ADM for efetivamente uma parabola [com
suficiente precisao aqui], e se AK for 2AB [pela construgao] (desde que CK = 2BF seja infinitesimal em
comparagao com AK | a extensdo da corda M E) — passe por B, entdo, BC' : CE :: EL : LM. A hipétese,
entretanto, que CE é igual a 4BD, ou seja, 4(Ro® + So®...), a partir da qual Newton calcula LM — o
excesso de KM = R(20)? + S(20)3... = 4Ro* 4+ 8S0? ... sobre CE — como 450° ... estd errada; mais
precisamente,

CE = R(20—2(p—0))*+S(20—2(p—0))*... = 4R0*> + 850> — 8Ro(p — 0) .. .;

para que essa equacdo em 4Ro? + 450° ... implique em p = o+ 120%... aonde recte [vide nota 24]

tem-se p = o + %%02 ... produzindo, entdo, CE = 4Ro* — 450%... e, em consequéncia disso, chega-
se a LM(= KM — CE) = 1280®...: trés vezes o comprimento calculado por Newton. Isso permite,

adiante, devido seu recente encauto, dobrar a fracao %% que expressa corretamente a razao entre

a resisténcia e a gravidade [vide notas 23 e 24]. Nao ficarfamos surpresos que seus célculos de %%

dessem é% w, ou seja, %57”;%227 no limite em que o tende a zero e que isso levasse Newton,
novamente, como num circulo vicioso, a medida de sua editio princeps, apenas, dois tergos da medida
verdadeira. Mas na sequéncia ele mesmo encontra, quando calcula, em particular, o exemplo do caminho
semicircular no ‘Ezempl.1’ seguinte (ibid., pp.322-3, nota 36).

260 corolario 3 segue o mesmo texto da proposicdo original (ibid., pp.377-8) sem mudancas. Nesse
ponto, Newton recorre ao esquema de sua editio princeps, doravante, refere-se a sua presente notacao dos
pontos de seu diagrama em colchetes até suas duas tltimas linhas, quando ele, novamente, entende de
maneira confusa sua figura [mas ndo esquegamos que essa tentativa trata-se de um esquema grosseiro e
inacabado, o qual Newton néo pretendia publicar] (ibid., p.323, nota 37).

27 Aqui estdo os dois paragrafos iniciais e as trés primeiras sentencas do terceiro paragrafo do ‘Ezempl.1’
de sua editio princeps dos Principia (ibid., p.378-9). Na sequéncia, Newton pela primeira vez fez esta

4 nnoo

cépia: ‘o terceiro termo que é [ 5e3 ]’ antes de interromper para remanejar do restante do paragrafo
(ibid., nota 38).
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e quando K L(= 4BD), ou seja, 0 21# + 2‘";# for retirado restarda LM = 2“:# De

a

onde, a densidade do meio esta assim como %E’ e a resisténcia esta para a gravidade

assim como a esté para n.

Mais uma vez, Newton chegou ao resultado impossivel de seu texto de 1687, ou
seja, Newton recai em 2. No primeiro erro [vide nota 24], Newton, novamente, calculou
a queda da tangente na proporc¢ao incorreta quando aplicou o principio de Galileu. J&,
no segundo erro [vide nota 25|, ele falhou ao calcular CE = 4BD = 450%, quando o valor
correto corresponde ao triplo disso. Sem se deixar abater por esses erros recentes, Newton
se encaminha para outras duas abordagens [a quarta e quinta tentativas seguintes| ainda

fracassadas para, somente, na sexta atingir o ajuste requisitado de %

Newton, a partir da préxima tentativa, ird, escrever uma equacao do movimento
instantaneo na direcao tangencial, concebendo, assim, a desaceleracao do projétil a cada
ponto do caminho — medida como a diferenca entre os comprimentos dos pequenos arcos
descritos em iguais tempos infinitesimais — a ser acrescentada pela componente gravita-
cional motora na direcao tangencial — calculadas iguais quedas das tangentes naqueles
mesmos tempos — e pela acao resistente do meio devido ao movimento do corpo, esse
ultimo efeito equivale (no sentido oposto do movimento) a soma da desaceleragdo do
corpo com a componente da gravidade agindo no mesmo sentido.>! Assim, percebemos
que Newton esta se encaminhando para o argumento matematico de sua segunda edicao,

vejamos como isso se da.

4.5 Quarta tentativa

Seja AK o plano perpendicular ao plano da figura, LC'K a linha curva e C' o
corpo movendo-se nela. Entretanto, imagine que o corpo é, em seu progresso, impelido
pelo meio. Deixe o corpo, em momentos iguais de tempo, descrever as distancias CG e

(Gg; e seja o arco Gh igual a C'G; a linha gh sera o decremento da distancia gerado pela

28 As linhas ‘FG’ e ‘CF’ relacionam-se com a figura do texto de 1687...enquanto, ‘BD’ e ‘AB’ sao
os respectivos equivalentes no diagrama redesenhado e remarcado com outras letras [Figura 16]. Por
conveniéncia, adicionamos. ..o esquema que indica os elementos do diagrama I que sao aqui pertinentes
[Figura 17], prolongado (em uma linha tracejado) pela terceira ordenada que repousa nos pontos K, L e
M no diagrama II (ibid., p.324, nota 39).

29N3o0 h4 correspondéncia para 2BD — ou seja, BN na nossa figura. . . — no presente esquema de Newton,
ele deixou necessariamente aqui em branco. Entenda isso como sendo, é claro, a distancia horizontal de
KLM da primeira ordenada por meio de A [ou seja, BC no texto de 1687] (ibid., nota 40).

. - 2 2 2 3 A .
30Leia [4R0? — 480 =22 — 2an.07 recte quando toma-se o caminho K M, deve na sequéncia restar

[12S503 :]‘6“2’# = LM’; compare com a nota 25 (ibid., nota 41).
31Tbid., p.325, nota 43
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forca da gravidade e da resisténcia juntas, num certo momento de tempo.

Figura 18: Diagrama da quarta tentativa

A 0 Vi D d K

Trace as linhas retas CF e Gf tocando a curva descrita nos pontos C' e GG. Pelo
plano AOK, paralelo ao horizonte, caem as perpendiculares C'B, GD e gd; prolongue
DG e dg até encontrarem respectivaemnte as tangentes em F' e f. Entao, terao distancias
iguais a F'G e fg, que o corpo descreva na queda devido a forca da gravidade em momentos
de tempo iguais. No arco C'g, tome Gr igual a tangente G f, entao: rg serd o incremento
do arco pela forca da gravidade num momento de tempo;*? rh serd o decremento de arco
subsequente da resisténcia do meio no mesmo momento.?® Assim, a resisténcia estd para

a gravidade assim como rh estd para rg.3*

Para a diferenca dos arcos gh escreva ou a diferenca das cordas dos arcos CG e

Gg ou a diferenca das tangentes C'F' e G f; sejam essas diferencas iguais a D. Enquanto

Ddxgf BDXGF .
GF CF

isso, no lugar de rg escreva ou sejam elas iguais a d. Entao, a resisténcia

estd para a gravidade assim como D + d esté para d.*°

Entretanto, o tempo estd para vVGF e a velocidade estd o arco descrito CG
ou o que resulta no mesmo a velocidade é diretamente proporcional a C'F’, e o tempo,
inversamente proporcional a vVGF. A resisténcia estd para a densidade do meio e o

quadrado da velocidade, por isso, a densidade do meio esta para a resisténcia, diretamente,

32Deveria ser ‘[2]rg’ recte, quando a comparacio do decremento é apropriada, CG( ou FH)—Gg = gh,
for feita como p — 9%92, onde p é a resisténcia do meio e gh? = 2fg é o dobro da distancia vertical da
queda da tangente G{[H devido a agao da gravidade g no tempo infinitesimal § quando o corpo atravessa
o arco Gg em seu caminho resistivo [vide notas 8 e 16] (ibid., p.326, nota 46).

33Nos termos da nota anterior, deveria ser (pf? =)2rg + gh, ou seja, ‘rg +rh’ (ibid., nota 47).

34Newton erra devido a ‘fg’, é claro! Além desse lapsus calami — que é, infelizmente, mantido na
sequéncia — a correta razao deveria ser [vide notas 32 e 33] ($p62 : 1962 =)%(rg+rh) : fg (ibid., nota
48).

3De novo, leia ‘fg’ [vide nota 34] (ibid., nota 50).
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D+d 36

. 37
S OF Como foi encontrado.

e, para o quadrado da velocidade, inversamente, ou seja:

Exemplol. Seja a linha ACK o semicirculo, e 14 serd provado que DG = e— 20— 52—502 —

2
%‘16%03 ... a curvatura da curva.

Agora, seja OD = b, DG = f e Dd = p, entao:

b 1 n? 1 bn?
dg = -2 =73
g=1r o El T3
© 2 2
In® 5 1bn® 4
fg—aﬁp +§F
Entretanto,
2 2 o B2,
CF =1/o +§0 =—oeGf=y[p —I-Fp Z?p
Portanto,
1 n? 1 an? 1 n? 1bn?
FG -2 -3 -2 -3
s’ P m O TRl Ty
Assim,
202+ ac® 2%+ bp?
o5 - 5
Mas,
a
b=a—0 e f=e——o0

E, por conseguinte,
e?0® + ao® B e?p? — 2aop? + ap®

e’ e® — bae3o
ou
e20® — 4ao® = e*p* — 2a0p® + ap’®.
Assim,
o’ :p® e —2a0+ap: e —4ao::e* —ao: e —4ao e e* — 3ao
ou

o?:p*:: BC: BC —3IG.38

36Qutra confusao! Newton quis dizer ‘%—I;f’ (ibid., nota 51).

3"Esse pardgrafo do manuscrito de Newton foi aqui omitido porque ele comeca a remodelar, fora da
ordem, a parte final do terceiro pardgrafo do subsequente Ezempl.1 [ibid., p.378]; comegando por: ‘Os
seguintes termos da série 53 ‘”52503 sao designados pela linha FFCG ou pela curvatura que a linha em
C'. Se, aquela linha [F'G] diminuir infinitamente, os termos subsequentes ao terceiro desaparecerao, desse,
eles podem ser desprezados, e tao somente o terceiro termo determinard a curva...’ [ibid., pp.338-72].
Essa parafrase foi retirada, palavra por palavra, por Newton em sua revisao e nao vamos nos alongar
nisso (ibid., p.327, nota 52).

3 3 3a

38De uma vez, ‘0 : p :: ee : ee — Saoo’ e, consequentemente, ‘p = 0 — 5--00’ (recte, desprezam-se os
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Whiteside nos mostra que Newton falhou ao mal considerar a razao entre a re-
sisténcia e a gravidade. No caso, a queda galileana ‘rg’ deveria ser [2]'rg’ devido a correta
proporc¢ao aplicada a sua componente projetada na direcao tangencial. E; por sua vez, a
projecao da resisténcia do meio na direcao tangencial é composta por ‘rg+rh’ e nao como

foi considerado por Newton como somente ‘rh’. Assim, a correta expressao para a razao

(rg+rh>
[2]fg

Newton. Whiteside continua sua exposicao, monstrando-nos que os calculos de Newton

entre a resisténcia e a gravidade deveria ser como fez

(vide nota 34) e nao ‘%’

conduzem — com as correcoes indicadas acima — a uma razao entre resisténcia e gravidade

como sendo & = 2a

T = s ou seja, diferente da razao %% buscada por ele. E, se Newton tivesse

termos de ordem 0%) e, entdo, |gh| = (Gf — CF ou)“F — 12, ou seja,

¢ (na mesma ordem) igual a 7g = % fg. Se Newton previu ou nao fixar a razao entre a resisténcia e a
gravidade aqui como %, nesse exemplo semicircular, nao importa. O fato é que produziu o resultado
impossivel de que a resisténcia deve, em toda parte, ser o dobro da gravidade, ao mesmo tempo em que é
constante (e contraria a velocidade do movimento do corpo). Newton, neste ponto, deixa essa tentativa
para, mais uma vez, recompor seu argumento, na préxima pégina de seu manuscrito (f.201) que aqui
reproduzimos pela [quinta tentativa]. Mesmo que ele tenha ajustado o erro por descuido escrevendo ‘rg’
estd para ‘fg’ em sua razao mais bésica [vide nota 34], Newton teria, podemos acrescentar, chegado ao
valor inaceitavel ?—Z = 2% nesse presente exemplo.

Nesse caso, em geral, se (como Newton) expandirmos o incremento da ordenada DG = ¢, + o por meio
da série e + Qo + Ro* + S0 + ... (onde, como sempre, Q = Q, = %, R=R, = %% eS=S5,= %‘fi—f)
teremos que CF = 04/1+ Q2 e FG = Ro? + So®..., em seguida, de maneira correspondente, quando
o aumento da base OD = a + o = b receber o seguinte incremento Dd = p como Gf = py/1+ Q3,
ou seja, py/1+ (Q +2Ro+...)2 = p\/(l +Q?) (1 + 21?_1;’ .. ) e, também, fg = Ryp? + Spp® + ... =
(R+3So+..)p* + (S + ...)p% Dali, ao equacionar as distancias FG e fg das quedas da direcdo
tangencial inicial em tempo iguais, teremos p? + %p?’ .. .:%:02 — 2%03 .
e, consequentemente, p = o — 220% ... [vide nota 25, onde os presentes incrementos da base p e o estéo

2R
trocados] Segue-se que

..0up2:02—3%03...

Gf=oV/TT 02 + <_3S\/1R+Q2 N ??—R@) 0.

e, disso, gh =CF — Gf = 3SVIFQ®  2QR ) 2 ., equanto, também,
N

rg= 20w pgm 2 FGz(QR )oQ....

- Gf VI+Q2 V1+Q?
Portanto, a razao pretendida por Newton % = %ggh entre resisténcia e gravidade (novamente, vide

nota 34) produz — no limite em que o incremento da ordenada DG e dg confundem-se com BC' (ou seja,

. 54/1+Q? . -
quando o e p evanescem) —, a correspondente medida errada % o2 @ _ \/13Q2 (a verdadeira expressao
3 5/1+Q2

y— resulta, diretamente, nao precisamos repetir, a correta razao %%) (ibid., pp.328-9, nota
54).
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. ) . . S/ 14Q?
continuado seus cdlculos, encontraria para £ — lim 749t % =2 @ —2 a0
fg " 4g>pa f9 V1+Q?
. . . . S/ 1+Q?2 .
passo que o verdadeiro resultado esperado viria de lim 47t _y 3 —— (vide nota
dg—DbG? f9 4 R

38).

Newton, no preparo de sua quinta tentativa — que nao deixa de ser uma refor-
mulacao da quarta tentativa — falha novamente nos dois pontos levantados na tentativa
anterior, ou seja, ao expressar erroneamente a acao da gravidade como a componente
projetada na direcao tangencial do movimento e nos coeficientes numéricos aplicados a
expressao das forcas que agem naquela dire¢ao [vide notas 42 e 43| antes de seguir em

seus comptos de ajuste.

4.6 Quinta tentativa

Sejam as linhas NE e CF tangentes a curva LNCGgK nos pontos N e C.
Procura-se a densidade do meio por meio do movimento do corpo pela curva. Deixe N FE
como a tangente que o corpo descreve num momento de tempo e, EC, a altura que ele
descreveria caindo nesse mesmo momento, e ao final do momento o corpo encontrar-se-a
em (. Deixe C'F ser a tangente que o corpo descreveria no momento seguinte e, F'G, a
altura que o corpo descreveria ao cair nesse mesmo momento, e ao final do momento o
corpo encontrar-se-4 em G.% A difereca dos arcos NC e CG ou, o que é efetivamente o
mesmo, a diferenca das tangentes NE e C'F', serd o decremento da distancia que o corpo

41 Chame essa diferenca de D e deixe E ser o

descreve separadamente nos momentos.
excesso do arco NC' sobre a tangente NE — ou, o que é efetivamente o mesmo, deixe
E =1TF x % — e, entao,*? E serd o incremento da distancia descrito separadamente
nos momentos, decorrente da gravidade; D, o decremento decorrente da resisténcia e da
gravidade e, D + E, o decremento decorrente s6 da resisténcia. Por isso, a resisténcia estéa

para a gravidade assim como D + E estd para £.43

39Tbid., p.329, nota 55

4ONuma continuacao que primeiramente parece cancelada, Newton vem a repetir seu argumento bésico
(da primeira e segunda tentativas) antes de modificar a investida da quarta tentativa. Ele escreve:
‘Prolonga-se a tangente C'F’ em direcao de H, assim, C'H estd igual a tangente NE e a diferenca das
tangentes, F'H, serd o decremento do espaco de um tinico momento descrito decorrente da resisténcia,
assim, a resisténcia estd para a gravidade assim como F'H estd para F'G’...[Recte], é claro, essa razao
deveria ser F'H para [2]F'G compare com [a primeira tentativa]: [vide nota 16] (ibid., nota 56).

4INa sequéncia, Newton vem a especificar: ‘e, esse decremento nasce das forcas da gravidade e da
resisténcia, conjuntamente’ e, acrescenta, ‘a gravidade aumenta [e a resisténcia diminui]’...antes de
interromper e cancelar tudo (ibid., nota 57).

42Teria de ser ‘[2]E” em cada caso [vide notas 16 e 32] (ibid., p.330, nota 58).

43Newton aqui quis dizer ‘CE’ e ndo sua projecdo na direcdo tangencial em C, mas repete seu deslize
[da tentativa quatro] no lugar correspondente [vide nota 34]. Seguindo com a introducdo do coeficiente
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Figura 19: Diagrama da quinta tentativa

1 N
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Entretanto, o tempo esta para vV EC e a velocidade esta para o comprimento do
arco descrito NC' (ou NFE), diretamente, e o tempo v EC, inversamente, ou seja, estd
para \]/VTE Enquanto a resisténcia esta para a densidade do meio, diretamente, e para o
quadrado da velocidade, inversamente e, por isso, a densidade do meio esta diretamente

D+E ., EC 44

para resisténcia e inversamente para a velocidade, ou seja, esta para === X

7 ~vpz- - Como

foi encontrado.

Corolario 1. Tome Bd = MB e erga a perpendicular dgH encontrando a curva em
g e a tangente C'F produzida em H, e complete o paralelogramo GF Hi. Disso, entao,
sera® (Hz'—i—%ig) : %z’g 2w CH : FH, e entao (HI+ %zg) : HI :: CH : CF, ou seja,
S(CE+hg):CE ::CH :CF.*

numérico aqui omitido [vide nota 42], a correta razdo entre resisténcia e gravidade, de fato, é assim como
D + 2F estd para 2CE. E, a sequéncia precisa ser ajustada de forma correspondente (ibid., nota 59).

44 Agora Newton acrescenta — como ndo fez na [quarta tentativa, vide nota 36] — o adequado fator
proporcional ao reciproco quadrado da velocidade,

NE NE

@“ﬁ

, onde g é a gravidade. Essa medida da densidade precisa [vide nota 43] ainda mais uma corre¢ao para
estar certa ‘estd para ZEZE x CE> oy seja, estd para Z2E (ibid., nota 60).

45Mais uma vez, pressupde-se [vide primeira tentativa; segunda tentativa, nota 19 e terceira tentativa,
nota 25| que o caminho resistido CGg é, com suficiente precisio, a pardbola, onde, Hg : (FG ou)Hi ::
HC? : FC? e, entdo, VHg x Hi =~ Hi + %ig : Hi:: HC : FC (ibid., nota 62).

*Porque Hi = (FG ou)RC e ig = Hg — Hi, ou seja, Hi + 3ig = (Hi + Hg) (ibid., p.331, nota 63).

4"Nesse ponto, evidentemente, Newton estava consciente que essa adaptacio de sua prévia elaboracao
(na tentativa trés) nao o levou a lugar algum. Ele interrompeu (essa tentativa) para comecar o mais
radical modo de abordagem construido pelo qual ele finalmente, na (sexta tentativa), alcangard seu
objetivo. Na sequéncia, sempre parcimonioso em sua reutilizagao econémica daquilo que tornou-se mero
esboco, emprega as ultimas poucas polegadas de papel em branco no rodapé da pagina para rascunhar uma
diferente e elegante prova (ibid., p.408-9, nota 70) que a resisténcia do meio circundante (ao corpo) néo
oferece resisténcia ao movimento numa simples parabola galileana, que é o segundo exemplo estabelecido
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Depois de mais dois erros, um referente a insistente falta da proporcao correta
para a queda galileana (que se fez presente em todas as tentativas até aqui) e, outra
falha, nesse caso nova, que concerne ao uso da projecao da queda galileana quando ele
deveria ter usado a prépria queda C'E para determinar a expressao para a razao entre a
resisténcia e a gravidade. Finalmente, chegamos a sexta tentativa, dessa colecao a mais
importante pois traz consigo a confluéncia dos resultados newtonianos e bernoullianos.
Como, também, uma investida matemaética que por completo se distancia de seu texto de
1687.

Newton mantém o modelo matematico dos arcos sucessivos, mas ao invés de
considerar o movimento que atravessa os arcos em tempos iguais, ele supoe que € a projecao
sobre o horizonte do movimento resistido que avanca uniformemente em “momentos iguais
de tempo”. Newton, pela primeira vez, depois de um erro inicial [vide nota 51}, expressa
a mudanca de velocidade instantanea produzida pela agdao conjunta da resisténcia do
meio e da componente da gravidade na direcao tangencial, para dai, entao, deduzir, no
colorario I de maneira muito simples, a correta razao entre a resisténcia e a gravidade.
Ao final do Fxempl.1 no movimento resistido pelo meio num trajeto semicircular, Newton
verificou que a razao encontrada entre a resisténcia e a gravidade produziu, de uma forma

totalmente independente, o resultado de Johann Bernoulli.*®

4.7 Sexta tentativa,

Seja AK o plano perpendicular ao plano da figura, ACK a linha curva,* C o
corpo em movimento e F'C' a linha reta tocando em C'. Entretanto, imagine que o corpo
C avanca de A para K pelo caminho da linha ACK, e por todo ele é impedido pela
resisténcia do meio. Do ponto C' para a linha reta AK desce a perpendicular C'B. Tome
pela linha reta C'B nos dois sentidos duas linhas iguais DB e Bd, e as perpendiculares
erguidas DG e dg encontram a curva em G e g. Estenda DG até encontrar a tangente
CF em F, complete o retangulo C'BDI e trace a linha reta gf tocando a curva em g e

encontrando a perpendicular BC' produzida em f.

por ele para ilustrar seu problema (ibid., nota 64).

481bid., nota 65.

49Como na editio princeps a figura que acompanha tem por finalidade representar o semicirculo do
Ezxempl.1, para a qual ela também se faz til, mas reproduzimos fielmente as proporcoes do diagrama
desenhado & mao livre, no qual o quadrante esquerdo ALO foi ‘esmagado’ apresentando afinidade a uma
representacao de uma forma eliptica. Inicialmente, parece que Newton escreveu ‘a linha curva LK’ e,
de maneira correspondente, desenhou somente o quadrante direito, entdo, alterou a figura para que ali
ficasse, mas nao encontrou mais espaco a direita daquilo que ja havia escrito para comportar o aumento
da figura em sua extensao completa (ibid., pp.331-2, nota 66).
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Figura 20: Diagrama da sexta tentativa

Entao, os tempos nos quais o corpo descreve os arcos gC' e C'G serao as metades
nas razoes das alturas fC' e F'G que o corpo terd caido das tangentes prontas para serem
descritas e, as velocidades estarao para os comprimentos gC' e CG, diretamente, e os
tempos, inversamente. Em consequéncia disso, representam-se os tempos® por /Cf e

VEG; e, entao, as velocidades, por 45 e €S ou, o que é efetivamente o mesmo, por

cr Y FG
gf CF . : ‘ gC _ CG 51
J67 © Jig © decremento da velocidade no tempo v F'G serd expresso por & 7~ PG

Esse decremento advém da resisténcia e da gravidade juntas, a resisténcia aumenta-o e

a gravidade o diminui. Além do mais, \Q/FT—GG (ou 2V FG) é a velocidade®® a qual o corpo

adquire pela queda no tempo v F'G, cobrindo a altura F'G, e essa velocidade esta para

a velocidade adicionada pela gravidade ao mesmo tempo que a velocidade do corpo no

FG

arco CG assim como F'G estd para CG — CF, ou seja, I[F X &5,

e consequentemente, a

velocidade que a gravidade adiciona ao corpo é:

%0 As quedas livres — a partir do repouso e sob o efeito da gravidade g através das distancias Cf e FG —
sao respectivamente, de fato, 4/ % e 1/ 2ES . Newton aqui supde o fator numérico de escala / % g (ibid.,

g

p.332, nota 67).
S1Est4 marcado (pelo simbolo [f] que ndo foi aqui especificamente usado) em seu f.197" [vide Anexo
A - Manuscritos de Newton] nas linhas principais do presente argumento. Newton, inicialmente, (em

£-2197) veio a concluir que: ‘o incremento da velocidade devido somente a gravidade’ — agindo na diregao

instantanea do movimento do corpo — ‘é expresso por C%F ou, 0 que é 0 mesmo, por FICVFFG; e

. . PO gf _ CF FIVFG.
o decremento da velocidade devido somente a resisténcia é expresso por 767 ~ Vie + = e a

velocidade gerada pela queda é expressa por vV FG'... A expressao resultante #JCFG — % + % para a
razao entre a resisténcia e a gravidade, é claro, estd errada. .. ela produz novamente a medida falha

381+ Q2 QR
2 R? B V1+ Q2

que foi analogamente deduzida na [quarta tentativa, nota 38] e que no primeiro exemplo do semicirculo
e = v/n? — a2 correspondente prescreve a seguinte proporcao: a resisténcia estd para a gravidade assim
como ‘2a estd para n’ — e, entao, o proprio Newton observou, depois de uma rapida verificagao compu-
tacional, em sua pagina precedente f.197". Nesse ponto, retomando os passos anteriores mais gerais de
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F
QIFX—G

CF xvVF@G

VvVFG
2PY‘X'7§ET.

ou

Entao, quando a essa velocidade foi adicionado o decremento de velocidade — pre-
viamente mencionado que surge da resisténcia e da gravidade — tornar-se-4 o decremento

da velocidade advindo apenas da resisténcia,

95 ﬂ_,_Q]FX_VFG.

VCf CF CF

Como resultado, a resisténcia estd para a forca da gravidade assim como

gf  CF
VCf  VCF

G
+ 21 F x estd para 2FG

ou
qgf CF

F
WCTFxFG 2FG  CF

estd para 1.%3

A resisténcia, entretanto, estd para a densidade do meio e o quadrado da velocidade em
conjunto e, portanto, a densidade do meio estd para resisténcia, diretamente, e para o

quadrado da velocidade, inversamente, ou seja, como

seu argumento, ele, finalmente, detectou o erro que tinha, de uma forma ou de outra, atormentado todas
as suas tentativas prévias, [da primeira a quinta tentativas] para armar o correto argumento e inserir
diretamente os coeficientes numéricos ‘2’ nos espagos pertinentes de sua sentenca precedente, para se ler:
‘0 incremento da velocidade devido somente a gravidade é expresso por 2€6=2CF 4y o que é exatamente

VFG
2FIVFG : . C oAy,
0 mesmo, expresso por ===, e o decremento da velocidade devido somente a resisténcia é expresso por
af CF | 2FIVFG . . n ) A s
%~ o + ==z, e a velocidade gerada pela queda ¢ expressa por 2v F'G’, donde a resisténcia estd

para a gravidade assim como, recte, %% — %% + % estd para a unidade. Entao, na sua préxima

pdgina do manuscrito (f.220") ele remodela diretamente a sentenca crucial, aumentando-a para tornar
claro porque a ‘incremento da velocidade devido a gravidade’ precisa, portanto, ser dobrado (compare
com a nota seguinte) e essa substituicao foi colocada na sequéncia, seguindo a instrugao do original de
Newton (pelo referente ‘°) (ibid., nota 68).

52Geria 2F G a distancia que o corpo cobriria no tempo vFG em que o corpo se moveria com velocidade
uniforme, na queda a partir do repouso sob a acao da gravidade, chegaria ao ponto G. Nos termos da
nota 50, resulta-se o mesmo ao se dimensionar a velocidade terminal \/2g.F'G no ‘expoente’ da razao
\/;} (ibid., p.333, nota 69).

33 Bt voild! Em um equivalente analitico no qual um ponto qualquer C(a, ) do caminho LC'K é formado
por uma dada relagao e = e, entre a abscissa OB = a e a ordenada BC = e, ao expandir o incremento da
ordenada DG = e, , em séries e+Qo+Ro*>+S03+. . . (onde, como sempre, Q = Q, = %, R=R, = %%,

S=85,= %%,. ..) e que se tenha IF = Qo, GF = Ro®> + So® + .. .; entdo, CF = 04/1 + 2, enquanto,
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gf CF [ IF\ FG
2V/CF x FG 2FG ' CF[ ™ CG*

Como foi encontrado.

.. A , . : gf _ CF 1F 4
Corolario 1 A resisténcia estd para a gravidade assim como 7iFG — arc T oF osta

para 1. No lugar de®* 2\/C'f x FG é possivel escrever C'f + FG.

Corolario 2 Se a linha curva for definida pela relacao entre a base ou abscissa como nos
exemplos seguintes.”

Exemplo 1. Seja a linha ACK descrita como um semicirculo sobre o diametro AK, e
seja requerida a densidade do meio que fara o projétil mover-se nessa linha. Bissecte o
semicirculo de diametro AK em O, e chame OK =n, OB =a, BC'=ee BD oudB = o:
entao serd DG?, isto ¢, OG? — OD?, igual a n? — a® — 2a0 — 0 ou €% — 2a0 — 0* e, quando

a raiz for extraida pelo nosso método, aparecera:

a 1/1 a*\ 5, 1[(/a a*\ 4
DGIG—EO—§<E+§>O—§<€—3+E>0—"'

Escreva aqui n? no lugar de e 4 a? entao provara que

a In? , lan? ,
DGZG—EO—§§0 —530 —

Séries desse tipo eu distinguo nos termos sucessivos deste modo: o primeiro termo, e, até

correspondendo ao decremento da ordenada dg = e,_, tem-se
Cf =Ry 00°+Sq_00°+... ou (R—3S0...)0* +(S—...)0°... = Ro* — 2S0° ...

e gf = 0y/1+Quq_o2 ou 04/14+(Q —2R0)? = oy/1+Q? — 2\/%02...; entdo, /Cf xGF =
VR20* — RSo®... = Ro® — %So‘g7 ou seja, a razao entre a resisténcia e a gravidade vem, finalmente

correta, como sendo

2 _ QR 2
oVI+QF=27500" A0 Q 351+ Q%" ..

2RZ_1S8..) 2RP+805.)  JiiQF ARl +2RS07
, ou ainda, %Sivéjqz no limite do incremento infinitesimal (decremento) BD = dB = o tornar-se

zero. Por qualquer outro caminho resistente particular, observamos que os valores de C'f e gf sao
prontamente computéveis dos primeiros principios pelo célculo direto de @Q,_, e R,_, sem parar para
calcular seus equivalentes Q —2Ro+350% ... e R—3So+. .., respectivamente; entdo, Newton determina-
os na sequéncia de seu primeiro exemplo do semicirculo ou Ezempl.1 [vide nota 58] Na sentenga final
retirada do manuscrito, Newton vem inicialmente informar que: ‘para este 2¢/Cf x v FG pode-se escrever
Cf + FG, logo, estd a gravidade para a resisténcia assim como CfiifFG — % + % estd para 1°...—
e ao fazer mais duas redugoOes seguintes da razao para se ter termos mais simples que, na verdade,
aumentam em complexidade (e nesse dltimo que ele erra ao confundir Cf com CF) — depois de atrasar
essa observagao para ser separada no ‘Corol.1’ de seu argumento principal. De forma a corresponder,
‘C'f + FG’ foi primeiramente escrito no lugar de ‘2¢/Cf + v/FG’ no parégrafo seguinte (ibid., pp.334-5,
nota 70).
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1an 56

0 quarto termo, 5—03 determina a variagao da curvatura e a curvatura das curvas.

Além disso, CF ¢é a raiz quadrada de CI? + IF?, ou seja, 0* + 2—202 (ou 2—2202),
e, consequentemente, Zo. A linha DG, ao modificar o sinal de o, modifica também em
dg:e+§0—263+§“g§ - De onde tem-se C'1 = ¢ —56—30 —{—é“; .- E as linhas

GF e CF, ao se escrever®” Od no lugar de OB e dg no lugar de BC, tornam-se C'f e gf.

E dai resultara,

n?o*> an?o?
Cf=53-"3
2e e
e
no  ano
_ 58
gf - 3
e e
De onde,
gf CF (€*no — ano?) no
N T 2,2 _ L (an?) 3 (n2) 2 4 (an?) 3’
Cf+GF 2GF n-o 2(62)0 (62)0+(84)0
ou seja,
e? —ao et lae’no®*  1la Iy FI a
0° — =— = ——, e, também, — = —.
no — £% e2no + ano?  2e2n20*2  2n’ "CF n

A resisténcia torna-se, entao, para a gravidade assim como

la a
o —|— — esta para 1, ou seja, 3a para 2n.
n

Correto, finalmente! Com um alivio evidente, Newton parte diretamente para
um acréscimo minimo ao seu paragrafo precedente — no qual, entre ‘. . . podemos des-
considerar’ e ‘o quarto termo. ..’ [ibid., p.379], é aqui inserida a sentenca adicional:
‘nesse problema, no lugar da linha FG empregamos o terceiro e o quarto termos’. . .—
e, entao, logo abaixo ele comega a esbocar uma breve carta a Nikolaus (I) Bernoulli:
‘Eu lhe enviei anexo a solucao do problema a respeito da densidade e da resisténcia
do meio corrigida. Desejo que vocé mostre isso a seu tio e retorne os meus agra-
decimentos a ele por mim, por mandar avisar-me sobre o erro’ (f.219V)...Mas se
o sobrinho do Johann de fato recebeu uma cépia disso temos todas as razoes para
duvidar (WHITESIDE, 1967-1981, v.8, p.337, nota 76).

%0u seja, /(Cf +GF)2 — (=Cf + GF)2, onde [vide nota anterior] GF = Ro? + So*... e Cf =
Ro0?—280% ..., e, entdo, a diferenca deles 350> serd, no limite de o evanescer, vem a tornar-se infinitamente
menor que a soma deles 2Ro? — So® ... (ibid., p.355, nota 71).

S>Entender o texto do ‘Corol.2’ como estd escrito na editio princeps dos Principia [cf. ibid., p.376-8]
(ibid., nota 72).

S6Entenda como o terceiro pardgrafo do Evempl.1 do texto de 1687 [cf. ibid., p.376-8] (ibid., nota 73).

5T0u seja, ‘a — o por a’... (ibid., p.336, nota 74).

58Como em seus calculos preliminares, f.2017, Newton nos apresenta sem dividas — exceto que ele 14
cometeu um deslize ao calcular C'f como sendo Rq4,0? + Sa100° + 0 (0*), ou seja,

nnoo, ee — 2a0 + ano®  nnoo  4anno’

2e® — 10e3ao0 T 2e3 2ed
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Portanto, vimos emergir o fator numérico perseguido por Newton ao longo de
todas essas tentativas. Com isso, percebemos a mudanca da estrutura matematica que
culminou, finalmente, naquela que chamei de modelo de arcos sucessivos. Ora, vimos o
erro com respeito a falta da correta proporcao da queda galileana (que insistentemente
ocorreu nos calculos de Newton) ser corrigido (vide nota 51). Newton percebeu que se
mantivesse a mesma equacao (tal como foi construida), os célculos o levariam ao mesmo
resultado falho da quarta tentativa (vide nota 38, segdo 4.5) e da ‘mesma tentativa rees-
truturada’ (vide nota 13, subsecao 4.1.1). Assim, num recompto em f.197" da equagao do
movimento contida nesta sexta tentativa foi que ele percebeu a falta do fator [2] para a
queda galileana. A partir da marca (f) muito claramente contida f.219" foi que Newton
apresentou a correta expressao para o movimento do corpo, dimensionada em f.220", logo
depois da marca de ligagdo (f). Além disso, vimos também que Newton, diferentemente
de outras tentativas, nao igualou as quedas galileanas cujos incrementos de base sao dis-
tintos devido as diferentes consideragoes com respeito a a¢ao da resisténcia do meio (ou
seja, ora o corpo estava livre dela, ora nao). Ele optou por uma forma mais elaborada
de estruturar a equacao do movimento: considerou corretamente a agao gravitacional ao
longo a tangente, conjuntamnte com a acao resistiva do meio. Ao final desse caminho, fica
evidente para nés como Whiteside constituiu sua tese com respeito ao erro de Newton.
Creio que nao poderia ser diferente, pois a assuncao dessa falha nao poderia ocorrer sem

a minuciosa averiguacao dos registros de Newton.

4.8 Algumas consideracoes a respeito das tentativas de Newton

Vimos neste capitulo o esfor¢o de Newton para incluir o fator numérico bernoul-

liano, %, na sua solucao da prop. X. Duas observagoes feitas iniciamente por Abraham de
Moivre e por Nikolaus (I) puderam ser aqui melhor entendidas e, assim, compreendidas
como incondizentes para esse caso. Pois, com respeito ao primeiro, Newton teria rapida-
mente solucionado o problema se a falha estivesse na mera consideragao do sentido de uma
tangente (ora para direita, ora para esquerda). Todavia, em parte alguma encontramos

esse tipo de consideracao feita por Newton. Agora, a segunda observagao, aquela feita por

. 2
— Newton conduz esses valores para os comprimentos de C'f e gf como (Rq—00% 4 Sa—00® =) & H—0% +

o

2 . Ja .
%e‘},” 0 e (0,/1 + Qg_o :> no_ | respectivamente. Em cada caso, arrendonda as séries seguintes nas
o a—o

€
a—

poténcias maiores de o para seus primeiros dois termos que sao sé pertinentes aos estagios finais do
calculo. Nesse ponto crucial em sua computagao, ele abandona a explicagao verbal devido ao seu anseio
em chegar ao resultado, e os proprios calculos mateméticos sao dispostos como num staccato. Fizemos
interpolagoes editoriais sutis para trazer sentido (ibid., pp.336-7, nota 75).
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Nikolaus (I), também nao merece crédito porque faz uso de uma combina¢ado numérica
fortuita na expansao em série infinita convergente que sequer precisa ser aqui repetida.
Restrinjo-me a apenas mencionar que se a solugao fosse como Nikolaus (I) disse, entao,
Newton teria, j& em sua verificagdo do erro, encontrado tal falha (apenas uma tentativa

ja bastaria para a dissolugdo de um problema como esse).

Nesta se¢ao, nao retomarei os detahes das seis tentativas de Newton porque ao
final de cada secao correspondente ja ha uma breve sintese dos pontos principais de
cada uma. Limitar-me-ei a salientar o seguinte: na secao 4.1 apresentei a virada de
estrutura matematica, ou seja, o momento em que ocorreu a mudanga do modelo da
tangente para o modelo de arcos sucessivos. Com essa virada, Newton considerou a
construcao de uma equacao para o movimento, um recurso algébrico alternativo o qual
nao deixou de usar até sua sexta tentativa. O percurso realizado por Newton o fez chegar
a uma equagao de movimento completa onde as influéncias gravitacionais e resistivas
encontram-se representadas por suas respectivas componentes. Newton deixou também
(para fins de simplificacdo) de considerar quedas galileanas iguais, isso nao o fez cair
em uma identidade falsa, como aconteceu na solucdo original (no préximo capitulo hé a
prova de Whiteside de que as quedas F'G e fg da editio princeps sao de fato diferentes
entre si), contudo, essa observacao pode parecer que pelo simples fato de Newton evitar
o uso de uma identidade algébrica o deixaria livre desse problema nao foi isso o que
quis salientar, o que quero, de fato, é apenas reforcar que o uso de uma equacao do
movimento dispensa esse tipo de recurso o qual pareceu ser simplificador para o modelo
da tangente; vimos, também, a persistente falta da propor¢ao numérica ‘[2]’ para as quedas
galileanas, Whiteside demarcou com muita precisacao quando faltou e a quais erros essa
falta conduziu, e, ainda, quando Newton percebeu essa falta e que o acréscimo desse fator
o conduziria a solucao correta. Apesar da enorme contribuigao de Whiteside a historia da
matematica, para esse problema, ha uma questao que ele deixou de fora: como dissolver a
contradicao apresentada por Johann Bernoulli? No préximo capitulo, mostrarei o estudo
de Lagrange que diz respeito ao esclarecimento dessa questao, a saber, a contradicao, e,
ainda, a interpretacao de Marco Panza, justamente, desse esclarecimento lagrangeano.
Nao posso deixar de citar que ha também uma breve se¢ao ainda dedicada a Whiteside
onde apresentamos seu estudo sobre a diferenca entre as quedas em nivel diferencial de
terceira ordem entre F'G e fg (quedas da solugao de 1687), e uma tentativa de Newton
(separada daquelas apresentadas acima) que o conduziria a solugao correta sem modificar
a estrutura matemédtica (em Add.3968.41 — 132", tnico registro dessa solugao contido

apenas nos manuscritos).
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5 Interpretacoes com respeito ao erro de Newton

Chamamos para esse capitulo trés comentadores: Whiteside, Lagrange e Panza.
O primeiro ja nos é conhecido, pois auxiliou-nos a compreender o percurso de Newton
para a solucao correta, além de ter-nos apresentado sua solugao elegante de correcao
[vide subsecao 3.6.5]; ora, de fato, Whiteside nos acompanhou durante grande parte desse
trabalho. Contudo, como salientado no final do capitulo anterior, ele deixa ainda obs-
curo como Newton desfez também a contradicao encontrada por Johann e verificada pelo

proprio matematico inglés.

Para esclarecer esse ponto, devemos agora buscar o apoio nas andlises de La-
grange. Esse tltimo apresentou um estudo minucioso a respeito desse mesmo assunto em
seu texto Théorie des fonctions analytiques (impreso em duas edigoes). Lagrange refaz as
solucoes apresentadas por Newton na primeira e na segunda edicoes dos Principia para
esclarecer a contradigao e apresentar, numa andlise mais profunda (vide subsegao 5.2.4),

sua interpretacao de qual foi o erro de Newton.

Panza baseia-se em Lagrange, na verdade, nas duas edigoes do texto de Lagrange,
com vistas para as solugoes de Newton. Panza promove, assim como Lagrange, uma
discussao com respeito aos métodos sintético e analitico da matemaética e ao tratamento
dado por ambos para a solucao do problema apresentado na prop. X. Panza, nessa
discussao, lancou um olhar para praticas matematicas distintas e muito préprias de cada
época, seja para Newton com seu método sintético da primeira edi¢ao dos Principia (final
do séc. XVII e inicio do séc. XVIII), seja para Lagrange com seu método analitico (séc.
XIX). Ora, para Panza sao os métodos os aportes que sustentam o sucesso e o fracasso
das solugoes desse problema em especifico (problema IIT ou prop. X) e, mais que isso, a
comparagao desses métodos entre si mostram (para quem se langa para uma investigagao
historiografica) a robustez e generalidade adquirida pela matemética com a adogao do

método analitico (veremos com mais detalhes na segao 5.3).

Como descrito na ultima se¢do do terceiro capitulo, Galuzzi sugere (creio que
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baseado em Whiteside) que o desenvolvimento em série infinita convergente de quaisquer
elementos do diagrama geométrico depende de iguais incrementos de base (0), dado o
movimento sofrido pelo ponto C' ao se deslocar para G (vide Figura 2). Assim, mostra-se
necessario buscar uma correta diferenciagao entre incrementos de base, tarefa contemplada

pela secao 5.1.2 deste capitulo.

5.1 A interpretacao de Whiteside

Por diversas vezes, Whiteside foi solicitado para nos auxiliar a melhor compre-
ender o problema de que este trabalho trata. Em sintese, podemos apontar quais sao,
para esse comentador, os deslizes que Newton inimeras vezes cometeu, ao menos nas
tentativas aqui apresentadas. Certamente, nao listaremos todos os erros cometidos por
Newton. Apenas, pontuaremos os mais recorrentes que, sobretudo, dificultaram a tarefa
de Newton em consertar a prop. X do livro II, de tal forma a nela comparecer o fator
de % na relagao entre a resisténcia do meio e a gravidade. Conforme previsto por Johann

Bernoulli em seu artigo publicado em 1713 nas Mémoires de [’Académie des Science.

Vimos como Whiteside trata, em um desenvolvimento matematico contemporaneo,
os erros de Newton ao final da se¢ao 3.5. Whiteside afirmou primeiramente que a queda
galileana — diversas vezes usada para exprimir a contribuicao da gravidade na expressao
geométrica que gera a razao entre resisténcia e gravidade [’ﬂ — nao foi adequadamente
expressada. Foi o que conduziu, portanto, Newton a apresentar essa relagao como sendo

o dobro do valor o qual de fato deveria possuir.

Foi através dos passos de Lagrange, que serao apresentados na sequéncia, que
Whiteside nos mostrou que as quedas galileanas, fg e F'G, da tangente T'C'F' — conforme
diagrama da prop. X , livro II dos Principia, primeira edi¢ao — sao diferentes. As quedas,
consideradas por Newton como iguais [vide proporg¢ao (3.4)] no desenvolvimento da prop.
X da editio princeps — sao distintas em suas infinitesimais de terceira ordem. A demons-
tracao da diferenca entre as quedas apresentada por Whiteside foi inspirada no trabalho
do matemaético francés, Lagrange, (conforme consta na se¢ao 5.2). Vejamos como procede

Whiteside em sua demonstragao para fg # FG.

Aqui nasceu a confusao que arruinou Newton na sucessao de seu argumento: a
pequena linha F'G é gerada nao meramente por uma forca vertical descendente da
gravidade, mas também pela componente (aqui negativa) da forca de resisténcia do
movimento ao longo de CF H qua age na mesma diregao descendente [da gravidade].
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Para resumir a longa e percipiente andlise a este modo de abordagem dado por
J.L.Lagrange em: Théorie des Fonctions Analytiques (Paris, Prairial An V [=Mai-
Jun 1797]): Seconde Partie, §§202-5:244-51 mais detalhada no correspondente Cha-
pitre IV da 2° Partie da edic@o revisada (Paris,31813) [=(ed.J.A.Serret)((Euvres, 9,
Paris, 1881:360-76)] — verificar especialmente §204:257-8(=21813:§§20-21).

Se considerarmos que o mével C desloca-se pela tangente sob a agao resistiva p
no pequeno e evanescente tempo 6 e, por todo esse tempo é submetido, também,
pela gravidade g que o puxa constantemente para baixo. Sabemos que os incre-
mentos da base OB = z e da ordenada BC = y sao respectivamente (BD =)o e
p; sejam & = § ey = % (onde % = % = Q). Temos que, § — Q& = 0, deri-
vando obtém-se §j — QT — Q# = 0. Portanto, a velocidade instantinea [v] em C é

\/W = IL‘\/W , € as equagoes de Euler do movimento sao & = — \/liv =

pi e pQ s - oA ) .
—2 e = Vv g = Qi — g. Entao, §j — Q% = Qi = —g; logo derivando
y— Qi = Qi =—9% ou=2 Em seguida, o = 26 + $30% + %jéQ?’ + ..., onde por

2 .
inversao 0 = IJQ o+%p(1:3Q2)02 ... De maneira similar, p = g+ 3§6%+ 163 . . ..

Correspondentemente, obtemos:
FG = —(p— Qo) = £g6* — £ 226 + 06"

A partir dos termos precedentes (porque os arcos C'g e CG sado supostamente per-
corridos em tempos iguais) é manifesto que fg = Lg(—6)% — %%(—0)3 + 004, as
pequenas linhas fg e F'G, de fato, diferem por um termo de terceira ordem (%%”03)
que nao pode, como Newton supds, em questao, ser negligenciado (WHITESIDE,
1967-1981, v.8, pp.374-5, notas 6 e 8).

Figura 21: Diagrama de Whiteside que ilustra onde esté erro de Newton
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Eis, portanto, a diferenca entre as quedas F'G e fg diversas vezes anunciada
durante o texto. Esta diferenca [%%93} impediu Newton de chegar a solucao correta,
ao negligencia-la. Veremos, logo na proxima se¢ao, quando Newton deixa de considerar

essa igualdade e passa a construir uma equacao do movimento, que seu erro se resume
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a falta da correta proporgao numérica a queda galileana (vide nota 4). Mas Whiteside
nao nos deixou sem resposta quanto a correta consideracao da diferenca entre F'G e fg
nos calculos da primeira edicao dos Principia, lembremos que na secao 3.5 ha a prova de
que a correta diferenciagao das quedas (mediante consideracao dos incrementos de base
distintos o e p respectivamente relacionados as quedas F'G e fg) leva a tao perseguida

solugao dos Bernoulli, para isso basta acrescentar a proporgao ‘[2]” a queda da tangente.

Ora, percebamos também, e isso faz-se importante para a argumentacao de Panza
a respeito dessa passagem, que foi o método analitico, tal como apresentado no desenvol-
vimento de Lagrange, que possibilitou a apresentagao clara desta disting¢ao, que Newton
nao pode determinar devido ao seu método sintético aplicado na primeira edicao dos Prin-
cipia. Contudo, ainda faremos algumas observagoes com respeito a essa interpretacao no

ultimo capitulo deste trabalho.

Uma das maiores contribuicoes de Whiteside encontra-se na sua descricao quando
Newton retoma sua solucao da prop. X, livro II em trés tentativas, ja ao final do Outono
[boreal| de 1712. Sao os Trés esbogos da tentativa restrospecta (ao final do outono [boreal]?
de 1712) de mais uma vez salvar o argumento de 1687, contidas no apéndice 3, pp.415-19,
v.8, dos The mathematical papers of Isaac Newton. Vamos, portanto, a terceira tentativa
retrospecta de Newton para nela apresentar a nota em que Whiteside nos mostra como

Newton fez para manter o mesmo argumento de 1687 e chegar a solu¢ao de 1713.

5.1.1 Terceira tentativa retrospecta de mais uma vez salvar o argumento

de 1687

Seja AK perpendicular; LCK, a linha curva; C, corpo em movimento nessa
curva; fCF, reta tangente nesse ponto C. Porém, o corpo descreve em tempos iguais
arcos tao pequenos quanto gC' e CG. Sejam Ch e C'H aplicadas a tangente, e a partir
dos pontos g, C' e G descem as perpendiculares gd, C'B e GD em direcao ao plano do
horizonte AK. As perpendiculares gd e GD prolongam-se tocando a tangente em f e
F. No tempo em que o corpo descreve o arco CG — descendo da mesma tangente — a

gravidade descreverd a altura FG.! Tomada a diferenca entre o arco C'g e o arco CG 2

!Newton, inicialmente, especificou de forma mais completa: ‘e, se para o mesmo grau de velocidade
o corpo regressa o arco C'g, e que através tempo o corpo atinge C' afastando-se de GG, da mesma forma
atinge ¢ afastando-se de C', a forca da gravidade faz o corpo cair da tangente descrevendo numa altura
fg. E, por causa da igualdade dos tempos, as alturas F'G e fg geradas pela gravidade sao iguais. E,
devido a semelhanga entre os triangulos retangulos FGH e fgh, os lados FFH e fh sao também iguais.
E, a diferenga dos arcos Cg e CG, Cg — CG = Ch— CH é Cf — CF — 2F H pela agao conjunta. . . (cf.
Whiteside, 1967-1981, v.8, p.418, nota 15) Contudo, no decorrer dessa solugéo, ele nao adota a identidade
anunciada (F'G = fg), passa dretamente para a construgdo da equagdo do movimento.
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Cg — CG pela acao conjunta da resisténcia e da gravidade. A resisténcia aumenta a
diferenca, [enquanto] a gravidade diminui, e essa ultima reduz em cada tempo tomando
FH. A essa linha é adicionada, e terd o decremento origindrio do arco no mesmo tempo
descrito pela resisténcia sozinha, a saber Cg — CG + FH.?> A gravidade, como abaixo,

no mesmo tempo gera a queda F'G. Portanto, a resisténcia estd para a gravidade assim

como Cg — CG + FH esté para FG.4

Figura 22: Diagrama da terceira tentativa retrospecta de Newton
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Agora, seja uma ordenada qualquer BC' = P, uma pequena abscissa BD = o, e
a ordenada precedente DG = P — Qo — Roo — So® — &c. O segundo termo dessa série
indicara a linha F'I, que a tangente fC'F toca e, ainda, atravessa o paralelogramo DBC'T
e o lado DI. Os termos subsequentes, Roo + So® + &c, indicam a linha F'G que repousa
entre a tangente e a curva. O terceiro termo, Roo, de fato, determinara a curvatura da
linha curva para o ponto C, o quarto termo So? determinaré a variacao da curvatura, o
quinto, a variacao da variacao e assim por diante até o infinito. Na abscissa, a partir do
ponto B até D, tome DFE, e tome o mesmo para Bi, iguais a BD, e as séries para as
ordenadas perpendiculares EM e il sao escritas tomando respectivamente BE e Bi como
2 x 0 e —o produzindo EM = P — 2Qo — 4Roo — 8503 e il = P + Qo — Roo + So®. As
cordas secantes |G e C'M estao unidas as ordenadas BC' e DG nos pontos T e V; e a
flecha C'T sera igual ao excesso — acima da secante [G — da ordenada BC' que é superior a
medate da soma das ordenadas il e DG, isto é, a quantidade Roo, pelo mesmo argumento,
a flecha GV serd Roo + 3S0%. Mas o corpo descreverd os arcos [C' e CG nos tempos que
estao na razao da raiz quadrada dos cursos cujos corpos podem descrever estes tempos

caindo e estes cursos estao como estas flechas.® Assim, o tempo para descrever o arco [C

2Se Newton considera a acao da resisténcia e a acio da componente da gravidade somente sobre o
arco CG, entdo deverd ser lido como ‘tomada a metade da diferenga’ (ibid., p.416, nota 4).

30nde deveria ser ‘%gC — CG+ FH, isto é, %f(] — CF’ (ibid., p.417, nota 12).

40nde, determina-se, ‘recte’, que ‘a resisténcia estd para a gravidade assim como ¢C — CG + 2FH,
ou fC — CF, estd para 2F'G’, como na editio princeps (ibid., p.418, nota 19).
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estd para o tempo para descrever o arco C'G ou para descrever gC, assim como, v Roo
estd para v/ Roo + So3, isto é, assim como R estd para v RR + 3So0 ou, assim como, R

estd para R + %So, e nesta razao o arco [C' estd para o arco gC. Portanto, o arco
R+350
R

IC' — em ME&-_]%SO — CG + FH — estd para FG.5 Mas é IC? = iB? + il — BC’Q, isto é,

00 + QQoo — 2QRo3&c e, extraindo a raiz, tem-se [C' = 0y/1 + QQ — ﬁf‘% E, por um

argumento similar chega-se a CG = oy/1+ QQ + ﬁf% E dai, I[C' em QR;,%SO CcG

__ 2QRoo 3Soo _ GI><CF _ QoxRoo QRoo
torna-se — 7555 + X v/1+ QQ. Adiciona-se FH = = 150 O Fap ©

, 3S \/1 .
serd a razao da resisténcia para a gravidade assim como 330VIHQQ _ _QRoo oy harg

2R V1+QQ
35VI+QQ Q
2RR V1+QQ

gC' esta para [C' na razao de A resisténcia estd para a gravidade assim como

Roo, isto é, assim como esta para 1.

Recaimos no resultado ja conhecido por nés (vide nota 38, segao 4.5), qual seja:
Newton deixou de considerar, mais uma vez, a correta propor¢gao numérica ‘[2]” para a
queda galileana. Se ele tivesse considerado adequadamente esse fator, teriamos chegado

. ~ 3 . ~
(vide nota 4) a solucao correta com o fator 5 presente. Segue, agora, uma consideracao de

Whiteside muito curiosa, pois nos mostra que se Newton tivesse corrigido adequadamente

Cg—CG+FH(=Cf—CF)
RIFG

a equacao do movimento acima (para ) , Ou seja, se tivesse considerado
a correta propor¢ao numérica ‘[2]” a queda galileana na composi¢ao da equagao (tenho
que lembrar que neste momento, a confusao anterior que diz respeito a igualdade entre
FG e fg ja nao se confirma pois Newton estd usando uma equagao do movimento para
descrever a trajetéria de C), ele teria chegado ao resultado com o fator dos Bernoulli. Ora,
foi justamente isso que Newton fez quando, em 1713, estava preparando o Commercium
Epistolicum, segundo Whiteside, logo abaixo da reproducao da carta de Leibniz a Wallis
de 28 de maio de 1697. Contudo, por um deslise numa pequena transliteragao descuidada
—na qual ao invés de escrever 1 4 =2 350 =1+ ?;i]f, Newton escreveu 1 + % (mais precisa-
mente, compare a quarta linha com a segunda de baixo para cima: vide Add.3968.41-132",
manuscrito contido no Anexo A - Manuscritos de Newton) — ele encontrou mais uma vez o

resultado dobrado (vide se¢ao 4.3) e abandonou esse célculo que teria sido a prova de que

5Vide nota 13, subse¢ao 4.1.1.

6 Aqui teria de ser ‘—CG + 2F H est4 para 2FG’, na correta medida genitora de Newton [vide nota 4].
Seu célculo introdutério para o que se segue sobreviveu em Add.3968.41-132Y [vide Anexo A - Manuscritos
de Newton] (imediatamente abaixo de um comentdrio seu abandonado no terceiro pardgrafo da carta de
Leibniz a Wallis em 28 de maio de 1697 impresso no Commercium Epistolicum D. Johannis Collins, et
aliorum que foi brevemente publicado ‘para’ Royal Society), onde ele calculou logo em seguida:‘tempo
em [C:tempo em gC::R:v/RR + 3RSo=R + %So, assim,

WC=1Cem1+ 352 _ o /TT 00 @0 | 3500v/1+0Q

2R JIT 00 2R 7
ou seja, CG = oy/1+ QQ + Srlg’gz, torna-se, gC — CG = QRSL?iOQQ - j?f(gz?, mais FH = \/% e...’

(ibid., p.419, nota 21).
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a estrutura da primeira argumentagao nao necessitava ser revista. Vejamos nas palavras

de Whiteside:

Ajustando a razao genitora para: ‘assim como gC' —CG+2F H esta para [2|FG’
[vide nota 4], disso segue-se, recte, que ‘se chega a resisténcia estd para a gravidade
assim como 330027 ‘};QQ estd para 2Roo, isto é, assim como 3Sy/1 + QQ esté para
4RR’. Podemos permitir que o préprio Newton, depois de chegar a esse reparo final
de seu argumento falho em sua editio princeps; em seguida numa linha e meia acres-
centada por ele imediatamente depois do cédlculo introdutério em Add.3968.41:132Y
[vide nota 6]...ele recalcula aquilo como sendo (onde agora e, f e g ocupam os
lugares dos coeficientes anteriores @, R e 5):

3go efoo efoo
‘14 — emovl+ee— —: —ovV1+ee— ——:
f v1+ee V14 ee

2foo, eo —2efoo 3goo/1 + ee

+ = +

ov1+ee +v1-+ee f

39V 1+ee
f

Assim, a resisténcia estd para a gravidade assim como estda para 2f ou

3gv/1 + ee esta para 2f f.” Isso foi posteror ao trabalho, a nao ser pelo momento
‘R—&-%So, (
R

de ajuste da transliteracao aqui descuidada da razao prévia do tempo

da passagem sobre os arcos gC' e [C') agora como sendo ‘1 + ‘32%?’, e, entao, ao

consertar este calculo: gC — CG + (2FH ou)2CF x % produzindo ‘390027 VfHee’,

donde, divide-se por (2FG =)‘2fo00’, entao, a razdo entre a resisténcia e a gravidade

resulta precisamente em: ‘assim como % estd para 2f ou 3gv/1 + ee esta para
4ff’. Mas em um estado incorreto, Newton abandonou o cédlculo. Por que, na
verdade, ele deveria se preocupar? Neste rascunho que nao se destina a comunicar
[algo] para posteridade, ao escrever ‘[2]’ no denominador quando ele agora sabia que
deveria estar 14 (ibid., pp.419-20, nota 22)!

A indignagao de Whiteside torna-se razoavel ao verificar onde e como a passagem
acima citada pelo comentador de Newton encontra-se. A catalogagao feita pela Cambrigde
University dispoe esse fragmento de texto numa secao intitulada ‘Unarraged fragments,
mostly relating to the dispute with Leibniz’. De fato, trata-se de um excerto de texto

desligado fisicamente de toda a problematica em torno da prop. X, livro II dos Principia.

5.1.2 Distincao entre incrementos de base: um desenvolvimento indepen-
dente

Como dito anteriormente, apresento aqui um desenvolvimento muito semelhante
aquele de Whiteside (vide se¢ao 3.5): mesmo com meus célculos ainda incompletos, posso
afirmar que nossos resultados parciais se equivaleram. Mas comecemos do inicio, ainda

em minha leitura do Reading the Principia de Guicciardini, Massimo Galuzzi adiantou
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(vide nota 2, subsecao 3.6.1) que os incrementos de base na solu¢ao da primeira edigao
dos Principia devem ser considerados como distintos, por exemplo, como o e como p, de
acordo com as diferentes quedas galileanas F'G e fg, respectivamente. Assim, lancei-me

a esse desafio, vejamos (vide se¢ao 3.2, Figura 2):

Galuzzi expoe corretamente o problema de se expressar C' f, dado que esse nao cor-
responde a projecao horizontal (ou incremento de base) BD(= 0). Entretanto, mesmo que
os movimentos direto e regresso de C' ao longo da tangente T'C'F' descrevam arcos diferen-
tes (CG e Cg) é possivel estabelecer diferentes incrementos de base correspondentes a cada

arco (ou a cada queda galileanda F'G e fg), como ja estabelecido, BD(= o) e Bd(= p).

R _ 1Cf-CF
g 2 FG

ja corrigida com o fator numérico ‘[2]’] — considerando C'f = py/1 4+ Q?, CF = 0y/1 4+ @Q?
e FG = Ro® + So®... — chega-se facilmente a % — LIV \kiha dificuldade foi

1
2 Ro%2+So°...
. . Ny . S\/14+Q2 | . .
justamente determinar (p — o), mas como ja conhecia a resposta [% = 5—} , igualei

Da equacao geométrica [resultado adquirido diretamente da proporgao (3.1),

4 R?

as duas equacdes. Com isso, encontrei (p — o) = 320%.

550" -+ Ora, esse caminho nao serve

como prova, pois, nao demonstra (p — o), apenas indica seu resultado porque conhego a
solucao de %. Logo, nao podia sustentar o resultado que encontrei para a diferenca entre
os incrementos de base segundo esses calculos; se assim fizesse, entao estaria cometendo a
mesma trapaga matematica de Nikolaus (I). Desse modo, interrompi esta minha tentan-
tiva de resolucao e reservei o valor para que em algum momento futuro eu o retomasse, e

continuei a seguir os comptos de Whiteside, conforme revela a estrutura deste trabalho.

Nao demorou muito para saber que o valor encontrado para (p — o) poderia estar,
de fato, correto quando verifiquei que Whiteside achou o mesmo (vide se¢ao 3.5). Como
apresentado acima, o camimho de nosso comentador foi legitimo, pois nao buscou na
resposta conhecida a solucao procurada. O problema foi que — talvez por economia de
espaco ou para o simples deleite de um leitor com habilidades apuradas em matematica
(e isso é muito comum em textos dessa drea) Whiteside suprimiu seus célculos, e, mais

uma vez, fiquei sem compreender como chegar a (p — o).

Mas Lagrange nao deixou que essa duvida se propagasse pois revelou com detalhes
aquilo que para mim, até este momento, ficou incompreendido. Vejamos como Lagrange
“abriu” as cédlculos de Newton e, com isso, como ele me ajudou a compreender melhor o

resultado que encontrei, bem como, também langou luz a contradi¢cao que Newton caiu.
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5.2 A interpretagao de Lagrange

Lagrange” aborda a prop. X, livro II em trés etapas distintas. Na primeira
delas, ele soluciona essa proposicao por meio das derivadas das equacoes do movimento
do corpo em coordenadas retangulares. Ele se utiliza de duas abordagens, assim, essa
primeira etapa acabou sendo composta por duas partes. Ja na segunda etapa, Lagrange
apresenta uma andlise da prop. X da primeira edi¢ao e de como Newton poderia te-la
resolvido para chegar a solucao correta. Na terceira e iltima etapa, Lagrange apresenta

qual foi, para ele, o erro do matematico inglés.

5.2.1 A primeira abordagem: solucionar a prop. X segundo derivadas das
equacoes do movimento

Considere um corpo que se desloca numa trajetéria semicircular, tal como na
Figura 23, num meio com resisténcia r e sob o efeito da gravidade g. Tome a resisténcia
como uma forca contraria ao movimento do corpo que age na diregao tangencial. Num
ponto qualquer, a desaceleragao resistiva sobre o corpo — expressa nas coordenadas retan-
gulares =, y e z — sao, nesta ordem, —rcosa, —rcosf3 e —rcos~y. Um observagao: no
eixo y g age no sentido descendente. Assim, sao as equagoes para as aceleragoes em que

um corpo de massa unitaria estd sujeito para esse caso:

' = —rcosa
y'=—g—rcospf
" __

2" = —rcosy

Figura 23: Diagrama geométrico da solucao de Lagrange

"Cf. Lagrange, 1813, pp.360-76.



97

seja o movimento, u = s, composto por y/x2 + y?2 + 22, entdo, tém-se as equagdes que

expressam o movimento em termos das componentes em cada eixo como:

T =ucosa

/

y = wucosf
2 = wucosy

. . ! / ! ~ N _ !
ao substituir cosa = £, cos f = £ e v = £ nas equacoes de 2”7, y” e 2”; tém-se z”’ = =X,
u u u u

/ ot . .
y'=—g— "% ez’ === Disso, tira-se que

1

Ak

se chamar —* de m, tem-se

se integrar os dois lados da equacao
/ 2 =m / 2

Z=mx+n.

chega-se a

Sao m e n constantes arbritarias. Essa equacao estd contida num tnico plano, assim como
toda a trajetoria curva esta contida nesse mesmo plano, ou seja, no plano xy, tem-se que

z =7 = 0. Entao, as trés equacoes do movimento foram reduzidas a duas. Nomeia-se ~

!l

" o__ / "o / : 8 m oy’ y'z'” 9
de g, logo, 2" = —q2" e Yy’ = —g — qy e, ainda, sabendo® que (y") = %7 — L5 ° tem-se
(") = Yy oy
Yy I /3
/ / /
e
iL"Q $/3
/ /
=9~ | —qy
o /2 /2 /2
)
o 2’
1 (N —3 ("' 2" ’
O mesmo ocorre para (y") = L=0)= 3 W2 8 mas como (y') = %8 tem-se

81bid., p.359.

90s parénteses diferenciam as componentes que sio funcdo do tempo daquelas que ndo sdo, por
exemplo, y” estd em fungdo do tempo, ja (y”) ndo estd em funcao do tempo, estd sim em funcao de x.
Esse é o método usado por Lagrange para eliminar o tempo.



Ao derivar 2" = —qga’ e y' = —g — qy/, chega-se a
"] =2" = —qi"+[—q¢2'] , mas 2" = —qa’, entdo,
— q[_qx/] _ q/ajl

— q2x' _ q’x' — [q2 o q/]a:/

da mesma forma,

W' =y" = 0+[-q"1+ [~y mas y’ = —g — qy, entio,
= —ql-9-a/] - qY
= @+ —dy
= q9+[¢* =4y

Com os valores de " e ¢y, calcula-se () da seguinte forma:

g9+ =l vl —qle} 3] -]

(y///) —

x/S $/4 x/2
_ e - dly [@-dly 399 24
T /3 /3 2 B

r

Contudo, ¢ =L = T logo,

" o
<y ) o 23 /:U’2+y’2

2 _ g2 4 g

elevando-se (y”) = —§ ao quadrado obtém-se (y")* = %z, ou seja, 2" = -

Z,

() = g—:, chega-se a (y')* = g% A partir disso, tem-se

—2rg
2
VIt W)
—2r(y")’

g1+ )*

") =
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E, de

dado que as fungoes (v'), (v”) e (y") dependem somente de z, opta-se em escrevé-las

como v, y" e y”. E, ao arranjar a equacao acima chega-se, finalmente, a relacao entre a

resisténcia e a gravidade como sendo

y/// \/ry/z

r
E 2y//2

(5.1)
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A velocidade u é calculada por:

2

/
u= g =14
s

- u =7 di 1 -se ¥’ = —L~ e substitul em u - m
sabe-se que (y” —4, disso, isola-se a’ 7(‘2)68 bstitui e e chega-se e

VIVTT
como (y') e (y”) encontram-se, também, em fungao de x, optou-se, assim como foi feito

com ¢, escrever y' e y”. Para se escrever (5.1) e (5.2) em termos de diferenciais basta

_ d*y

3
=Hey’ = 3733{ para dx constante.

considerar que y' = %7 y"

Calcula-se a densidade do meio A assumindo que a resisténcia do meio é propor-

cional ao produto entre o quadrado da velocidade e A, logo,
r =mu’A,

m é uma constante proporcional. Ora, conhece-se u, portanto, substitui-se (5.2) na

equacao acima,

1 + 12
_ _y/zl/ N

Conhece-se também g, entdo, isola-se essa fragao e substitui o valor dela conforme (5.1),
ou seja,

r o mA[l +y? y'V1+y?  mAll+ v

; o _y// — = 2y1/2 o _y//
ou

y///
mA (5.3)

o 2y” /1 _f_y/Q'
Essa equagao (5.3) serve para se calcular a densidade do meio quando dada a curva, como
também para o inverso, ou seja, dada a densidade, determina-se a curva. Para fins de
lancamentos de objetos no ar, supoe-se A homogénio e constante; e, por simplicidade,
considerar-se-4 2mA = k,'0 assim, a equacao da curva seré,

"

Yy
y// 1 + y/2

Y PR
?:k 1+yl2.

10 Aqui, Lagrange considera 2mA = 1 (ibid., p.363). Contudo, tal como Panza, também, verificou (cf.
Panza, 1988, p.447), ao considerar % Lagrange nao teria chegado aos resultados apresentados por ele e,
sim, ao seu inverso.

2mA =k =

ou
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Como a velocidade u é a primeira derivada do arco percorrido s — nesse caso em relagao

a x, ou seja, s’ —, a equacao da curva é:

= ks 5.4
. 5.4

Trata-se de uma equgao diferencial ordindria linear de terceira ordem (y"” — ks'y” = 0),

cuja solucdo geral, para esse caso, é dada por y = Ae**, sendo A uma constante arbitraria.

Essa é a forma mais simples em que pode ser colocada a equacao da curva.

5.2.2 A segunda abordagem: a prop. X e o erro de Newton

Trata-se de uma abordagem mais simples, segundo o préprio autor. A equacao

da curva pode ser diretamente deduzida a partir das equacgoes do movimento,

/ /
"no__ rr "o Ty
'=—— e y'=—g——,
S S

ou seja, pela eliminacao imediata do tempo. Sao as funcoes x e y dependentes do tempo

11

t, dessa forma, y e t podem ser escritos em funcao de z,"" sendo essa ultima a variavel

principal e sua derivada (z’) igual a uma unidade. Logo, nos lugares de z’ e i/, colocar-

se-ao

N G N R (D)
@) (@)

<<r’>> @) =()(")  0-1(")
) @)

W) —w) (")
) )

_ _ (t') _
S () R () R (O R O
A velocidade é u = s’ = /22 +y? = \/( (t—,> = t/) V1+ (y)?. Agora, basta

substituir essas equacoes encontradas nas equa(;oes do movimento, ou seja,

. @ r (t)
€T _— —_ = — = —
S eVt w? Vit o @)

HCf. Lagrange, 1813, pp.99-100.
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(¥)
" ry’ ) r(y') (y") )"

e AR e R L G

Dessa ultima igualdade, substitui-se o valor — ((:,/;2),

retirado da equagao anterior a essa e

chega-se a
o ory) W) —r ,
N AR ERrid R
i} 55)

Articula-se algebricamente a equacao (5.5) e tem-se

para, entao, derivar

" ) g

) ()
)

COMO — (73 ¢ conhecido, por substituicao encontra-se

_ 9"

’ [_\/1+ w)2| )

Donde, finalmente, retira-se a razao entre a resisténcia e a gravidade — tal como no equacao

(5.1) — como sendo
r B y/// 1 + y/2
g 2?7
pois, sabe-se que (y'), (v") e (y"") dependem de x de tal forma que se optou escrever sem os

parénteses, conforme o mesmo critério adotado acima. Agora, a velocidade é encontrada

a partir de u = ﬁ L+ (y)%e(t) = _(?g/,), esse dltimo é obtido da equagao (5.5), logo,

, Ou seja,
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conforme a equagao (5.2) e o critério utilizado para (y'), (") e (v"'). Acaso, g seja varidvel,

toma-se a equacao (5.5), deriva-se novamente sob esse novo critério e encontra-se

20t")  gW") —dg'(y")

VI

. . t , ~ .
e, mais uma vez, substitui-se —% = _ma porém, agora na equacgao de cima e
Y

isola-se g para se chegar a

A S A AV SN (5.6)

g - 2y1/2 2 gy/

Segundo Lagrange,'? esse método de eliminar o tempo em equacoes do movimento
além de fornecer um modo mais direto de desenvolvé-las, auxiliou na descoberta da ver-
dadeira fonte do erro onde Newton caiu em sua primeira edicao dos Principia. Lagrange
justifica seu interesse nesse problema e, ainda, apresenta de forma adiantada qual sua

conclusao com respeito ao erro de Newton.

Embora possa parecer sem importancia em que e como Newton pode estar errado
em uma solucdo que foi por ele mesmo abandonada, tudo que se diz respeito a
invencao e aos primeiros desenvolvimentos da andlise infinitesimal merece atencao
para aqueles que estao interessados em histéria da ciéncia. Pensei que ficaria grato
em discutir novamente esse tépico, como um ponto que ndo foi suficientemente
esclarecido, porque trata-se de uma distingao sutil entre o método diferencial e o

método das séries que Newton emprega em sua primeira solu¢ao (liv.II, prop.X)
(ibid.).

Para compreender a conclusao a qual Lagrange chega é preciso percorrer o ra-
ciocinio desse autor que se inicia pela reconstrucao da solucao de Newton encontrada na

primeira edi¢ao dos Principia.

5.2.3 A reconstrucao da primeira solucao de Newton por Lagrange

Seja um ponto qualquer de uma trajetéria semicircular que um corpo percorre
num plano perpendicular ao plano do horizonte, conforme a Figura 2 repetida logo abaixo.
O movel desloca-se, sem resisténcia e sem gravidade, num determinado tempo muito
pequeno t, uma parte também pequena da tangente T'C'F' aqui denominada de «, v é
0 pequeno espaco que o corpo descreveria acaso a gravidade agisse sobre o corpo nesse
mesmo tempo ¢, e p é a resisténcia que age sobre o corpo no mesmo tempo t reduzindo o

espaco percorrido em T'CF.

12ihid., p.365.
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Figura 24: Diagrama geométrico da primeira edi¢ao dos Principia
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Tabela 3: Interpretacao de Lagrange para a solucao de 1687

Notacao | Segmento
« CH(x CF)
¥ FGou fg
P FH ou fh

a—p CcG
a+p Cyg

Assim, no sentido A — K a partir de ', no mesmo tempo que o corpo chega
a percorrer em T'C'F| o espaco a — p, o préprio corpo cai verticalmente a quantidade ~,
consequentemente, v é a flecha do arco a — p tomada a direita de C'. Agora, no sentido
contrario, ou seja, A < K, a partir do mesmo ponto C, a resisténcia serd —p devido ao
meio nesse sentido favorecer o movimento e nao retarda-lo, como é o caso para o sentido
A — K. Dessa forma, o espaco percorrido pelo corpo na tangente TC'F' é a+ p e o espaco
de queda devido a gravidade continua sendo -y, consequentemente, v é a flecha do arco

a + p tomada a esquerda de C.

Devido ao tempo do movimento ser infinitamente pequeno, os quadrados tanto
dos arcos C'G e C'g quanto suas projecoes na tangente T'C'F — ou seja, CF e C'f — sao
proporcionais as flechas. Tomando no sentido A < K, calcula-se pela proporcao abaixo

a flecha kl correpondente a parte o — p do arco Cyg, ou seja, C'l. Portanto, tem-se

El:v:(a—p)?:(a+p)?
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ou

2
a—p
kl = : 5.7
dk=1 (5.7
Assim, a diferenga § das flechas v e kl é
0=y — ki,

substitui-se kI de acordo com a equagao (5.7), tem-se

2 2
a—p a—p
5 = — = ]_—
! V[aﬂ)} 7{ Lw”
[a2+2ap+p2—a2+2ap—p2} _ dayp
(o + p)? (a+p)*

isole p
d(a+p)?
dary

e divida a equagao acima por vy

ou melhor
p_ O+ p)?

gl 4avy?

2 . N
45572, assim, chega-se finalmente a

Y

como « >> p, entao 5 =

p
-=—. 5.8
Considere, 6 = v — kl juntamente com os segmentos da Tabela 3 e substitua-os em (5.8),
assim, chegamos a
p CF x(FG—kl)

~y 4FG?

o resultado de Lagrange revela-se idéntico ao resultado de Newton contido no Corolario

IT da primeira edigao dos Principia (vide equagao (3.6)). Segundo o préprio Lagrange,

“le]sse é o raciocinio de Newton apresentado de maneira mais clara (ibid., p.366).”

Agora, considere as abscissas = e as ordenadas y, Newton supos que quando o
ponto C' caminha no sentido A — K, a abscissa x torna-se x + o e a ordenada serd
expressa pela série y — Qo — Ro?> — So® ... E da Figura 25 que se determina C'F' por meio

da aplicacao direta do teorema de Pitagoras, ou seja,

CF* =0+ Q%" =0*(1+ Q% ... OF = 0y/1 + Q2
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Figura 25: Detalhe do A CIF do diagrama da primeira edicao dos Principia usado,
também, por Lagrange

C BD=Bl=o |

e, tal como Newton ja havia considerado, a flecha v ou ordenada compreendida entre
a tangente CF e o arco da curva CG é FG = Ro*> + So® + ... Da mesma forma, no
sentido A < K, a flecha referente ao arco Cg é fg = Ro*> — So® + ... E, a diferenca
FG — fgéd = Ro*>+ So®> + ... — [Ro* — So® + ...] = 250%... Portanto, ao retomar
a=CF = om tem-se para equacao (5.8)

oo 2503 ... 04/1 + Q2 _2504...\/14—@2

P
v 492 4[Ro®>+ Sod +...]2 4R20% . .. ’

ao truncar a equacao acima até o? chega-se ao resultado apresentado por Newton na

primeira edi¢ao dos Principia referente ao Exempl.1 da prop. X, livro IT [vide equagao
p_SV1+@?
v 2R

Lagrange propoem uma outra notacao, quando a abscissa = torna-se x + o, y torna-se

(3.8)], ou seja,

2 3

/ 0 i 0 n
y+oy + 2y —|—2‘3y

e ao comparar a série acima com a série de Newton, tem-se
/! /1

— . R=_Y% __¥
Q_ yaR 2 eS 237

agora, substituem-se valores de (), R e S em g e obtém-se

p_SVI+Q _ —V/I+ ()P 1 Yy
o 2 o 172 - : 12
vy 2R 2 [_y?] 12 Y
/1 1 12
. B — _u' (5.9)
ol 3y//2

Lagrange encontrou um valor distinto para a mesma razao entre a resisténcia e a gravidade
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[vide equagao (5.1)], assim, tem-se que

VA VA C

v o 3y//2 2y//2 g )

“[d]isso segue que a solu¢ao de Newton estd errada” (ibid., p.367).

~ , . . . 2 3
E notdvel que se substituirmos simplesmente 3/, v’ e " — ou %, % e ZTZ?{ -

por @, —R e —S conduzir-nos-emos a um resultado correto, foi isso que levou os
Bernoulli por primeiro a descobrir o erro de Newton e todos os dois falaram depois
que esse erro cometido por Newton advinha das diferencas de primeiro, segundo e
terceiro graus da ordenada [representadas pelos] termos da série Qo— So? — Ro® —. ..
enquanto que esses termos s6 seriam iguais na divisao por 1,2,6,... [nessa ordem].
Mas ¢ facil de ver que a solucao de Newton independe da consideracao dessas di-
ferencas e que a substituicio dos termos Ro? e So® — que sdo v e g — na férmula
f% ¢é legitima. Assim, o erro de Newton deve ser nessa féormula mesma, que faz a
relacdo entre a resisténcia e a gravidade, o que se prova sem réplica alguma. Se a
gravidade for varidvel essa mesma férmula ainda recairia no mesmo [problema) por-
que nos movimentos direto e retrégrado supoem-se que o corpo desca verticalmente
a mesma linha ~y. Assim, nesse caso, deve-se também ter uma solugéo exata para a
substituicao de ¥/, ¥” e ¥"” no lugar de , —R e —S, o que nao ocorre, como pode
ser visto para o valor de  que verificamos no caso anterior (ibid., 368).

De fato, verifica-se que se considerarmos g variavel, recaimos no mesmo problema. Veja-

mos a partir de (5.6):

_y/// 1+y/2+gl 1+y/2

g 2y1/2 2gyl
_ESIVITQ? gV Q
2[-RJ? 29Q
L S/1+@2 N g1+ Q?
N 2R? 2000

Justamente conforme Lagrange bem expos! Ora, se a primeira derivada da gravidade for
nula — resultado previsto para a derivada de uma constante — encontramos a expressao
da

falha: el Vejamos os detalhes para consideracao dessa equacao como falsa.

5.2.4 Uma andlise mais profunda de Lagrange para encontrar o erro de
Newton

Lagrange, entao, propoe-se a encontrar a solu¢ao de Newton de acordo com a
seguinte analise. Seja u o movimento de um ponto sobre uma curva semicircular; uf, a

espaco percorrido sobre a tangente T'C'F' livre da agao da gravidade g e da resisténcia do
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: . 2 2 . .
meio r num dado tempo 6. As expressoes % e % sao os espacos percorridos em virtude
dessas forcas consideradas constantes em 6, suposto muito pequeno. Dessa forma, o corpo

~ e A . . 2 .
percorre sob a acao da resisténcia o espago tangencial ufl — %, nesse mesmo tempo cai

2 .
da tangente o espago %, parte da ordena da y, ou seja, a flecha correspondente ao arco
CG. Agora, suponha — como fez Newton — que no movimento retrogrado A < K, com

velocidade u e tempo T, o espago percorrido é de uT + % (pois 8 = —T'), e a flecha

m . , , gT? . .
correspondente a esse ultimo movimento retrégrado é QT. Sejam os espacos percorridos,

nos sentidos A — K e A < K iguais entre si, assim:

r6? rT?
0— —=ul 4+ —
U 5 ul + 5
ou
uf = uT + 2(92 +T?);
se § = —T' como suposto, entao,
wf = uT + 2(92 +(=0)?)
ou
uf = uT + r6?,
isole T para chegar em
r6?
T=0——.
u

. . . 2
Se substituir o valor acima em %, tem-se

gT? g ro2]?
2 2 u
_ 9 2163 n r2g*
2 u u?
62 63
N
2 U
agora, a diferenca entre a duas flechas 6 = FG — fg = % — g é

. (5.10)

5_962_ 902_97“03 _gT@S
2 2 U )

Por outro lado, de acordo com a notacao aplicada acima,

r6? g0? rH?
Ozqu——) Y="—/— ¢ p=—
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, ou melhor,
a—p 2y 2p
6 7 N

substitua na equagao (5.10) para chegar em

a=ul—p..u=

N
o~

2y 2p g3 dyp 4 4
0= ezag_zp = afp - P , mas a >> p, entéo,ézﬂ.
A v AT @

Isole p = % e, agora, divida os dois termos da equagao por 7, finalmente chega-se a

oo

roop
g v N

exatamente como na equagao (5.8). Sabendo-se que § = 250®..., a = oy/1+ Q% e

v = Ro* + S0 + ... [vide subsecao anterior|, tem-se
p_ da  280°...0/1+Q* 250" .. \/1+Q? . Syv/1+ Q?
v 492 4[Ro®>+ Sod+..]2 4R?0% . .. 2R2

“conforme Newton encontrou para essa construcao (ibid., p.369)”.

O resultado acima advém das seguintes equagoes:

r6? g0? 9 3
u@—T:o\/l—ier, TIRO + So’e
2 2

T T
—UT—TTIO\/1+Q2 e 97:}%2—503,

principalmente de uf — % =01+ Q?ede % = Ro®> + So® — vale resaltar que elas

independem de o. Considere a primeira delas [u@ — % =041+ Qﬂ em um movimento

/ 2
a:ug.‘ﬂ:g:—o 1+Q,
U U

tangencial o = u#,

ao elevar os dois membros da equagao ao quadrado obtém-se

92 — 02(1 + Q2)
u? ’

Substitua esse 02 em uf — % = 0y/1+ Q%

, |:02\/ 1+Q?
w2

——— Lom

uf —

ou
21 2
2 u?
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Isole 6 e chegue a

g — o/ 1+ Q2 N r(1+ Q?)o?

U 2u3

. 2 .
Agora, substitua esse valor de # em % = Ro* + S0, assim,

2

/1 2 1 2\ 2
g |ovitQ —i—T( =)o = Ro* + So°
2 u 2u3
ou
g |*(1+Q% r*(1+Q?)%** oy/1+Q2r(1+ Q%)o? ) 5
= + +2 = Ro" + So”.
2 u? 4ub u 2u3
Elimine o termo em o*, logo,
3
g+ @0  gr(l+@%)20° _ o o
2u? 2ut
Por comparacao direta dos dois membros da equacao, tira-se que
9(1+Q*)
R=———-"- 5.11
W (5.11)
e bs
gr(l+Q°)2
S==—" 5.12
5 (5.12)
Isole u* na equacgao (5.11) [uQ — g(l;RQQ)} e substitua na equagao (5.12):
(14 Q%) gr(1+Q)> 2R
= =

—lorr 1yt

5 [9(1+Q2)} UL g 9vV1+Q%

2R

S =

Finalmente, isole f] para se chegar ao resultado de Newton, qual seja,

_ S+ @

’
g 2R?

Mas devemos observar que esse resultado acima foi tirado da comparacao dos
- - 2

termos afetados por o® na transformacio da equacio % = Ro? + So® que pode

nao estar correta, porque o primeiro membro dessa equacgao, que é a expressao da

flecha [do arco CG] no tempo, é em si mesmo correto como uma aproximagao até

2
63. De tal sorte que, a rigor, tem-se apenas o resultado correto até R = Q(L?),
2u

obtido pela comparacao de termos de segunda ordem. Para ter, dessa maneira, o

valor correto de g na deducéo dos termos afetados por 0%, a expressao da flecha em

. . . , . 92
0 teria que ser ela mesma correta inclusive até 93, mas o termo que deve seguir gT

nao ¢ dado imediatamente pelos principios da Mecanica, pode-se apenas encontrar
pela lei da derivagao da seguinte maneira (ibid., pp.370-1).
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Segundo a hip6tese de Newton (vide subsecao anterior), quando = aumenta para
x + o, y tornar-se-4 Qo — Ro* — So® — ... Sendo 0y/1 + Q? = uf) — % e Ro* + So® = %
(onde 6 é o aumento de tempo que corresponde ao aumento o da abscissa z), segue-se: se o

tempo ¢ torna-se t+6, entao x serd x+o. Ora, para calcular x+o de oy/1 + Q? = uf — %,

isola-se 0 — ou seja, 0 = \/foZ — 2\/Tf+Q2 — e substitui em = + o desse modo:
92
r+o=x+ S - (5.13)
VIHQ*  J14+Q?2

O aumento em y, em fungao do aumento da abscissa z + o, serd em fungao do aumento

do tempo t + 6, da seguinte forma:

Yz+o0 — y+Q0—R02—503...

u ro 6? 62
= y+0Q 0 — S| 9%
V1+Q? 1+Q22] 2
62 62
= y+ Qu 60— Qr — — g— , finalmente,
V1+Q? 1+Q?2 2
B Qu Qr 62
Yt =Y + m - m—i—g 5 (514)
As funcgoes derivadas «/, 2”,..., v/, ¥”,...em relagdo a t, quando inseridas em x e y no
momento em que o tempo aumenta em t + 6 tém-se
/ i 02 n 03
= 0 — — ...
rt+o=x+axb+zx 2+x 53
e
=y + '0 + " 92 + " s
Yt+vo =Y TY ) 9 Y 93 "
Mais uma vez, por comparacao direta, tém-se:
r_ u 2= — r
/1 + Q2 ’ /1 + Q2
e
y/ _ Qu y// _ Qr —g
1 + QQ ’ 1 + QQ
Ao mesmo tempo que x e y tornam-se = + o0 e y + Qo — Ro®> — So® — .. ., tem-se, também,
que
0:#0.’_ _; 9_2:m/0+x,/9_2+x,/,9_3_’_
V1+ Q2 1+Q%| 2 2 23
e
62 63
Qo—Ro*— S0 — ... =y 0+y"—+y"—+...

2 2.3
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Assim, como a flecha do arco CG é expressa, em geral, por Ro? + So® + ... entdo sua

equacao, dependente de 0, sera

QO—RO2—803— :y/0+y//9_2+y///9_3+
5 53T
ou
/9 //‘92 ///93 _ 2 SS
Qo—ybh—y 5 Y 2—3—...—R0 + So?,
mas como se tem o valor de o = /6 + x”% + x"’% + ..., logo,
0 0 0° 0 :
Q |:$/0+x”5+$///§+:| _y/e_y//E_y///ﬁ_:Roz_i_Sod
ou
(Q / ! 0 " " 02 " " 03 _ 2 S 3
v =y)0+(Qa" —y")5 + (Qa" —y") g5 + - = Ro® + 50" (5.15)

Substitua ', ¥/, ” e y”, para chegar em:

0 u  Qu 0+ ol r )@ _y ﬁ
N e N e Ve, Uvie YT
...—|—(Qx”’—|—y”’)%+...:R02+So3.

Iguale o termo em % a g e chegue a

od—r L ) @  {_
Vi@ vive Y

Qr" —y' =g (5.16)

ou
y// — Qx// _ g
Donde tira-se que
[y//]/ _ y/// _ [QI” . g]/ _ Q/JJH + Q:E// —0,
ou, ainda,
Q.T”/ _ y/// — _Q/x//. (517)
Para encontrar ', tome y’ da seguinte forma:

u

Vi @

y =Q =Qz' -.Qx —y =0. (5.18)
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Agora, derive y' em relacao a x

[y/]/ — y// — Q,ZL’, + Qfl}”,

isole @’
y// _ Qﬂ?”
Q = T
mas Yy’ = Qx" — g ou " — Qz" = —g, logo, substitua essa expressao na de cima
’ —4g
O=a
Assim, com o valor de @)’ retome a equagao (5.17)
—g 2"
Qw/// _ y/l/ —_ |:7:| l.// — g?

U "o T

Ora, sao 7' = ex’ = , portanto,
\ /1+Q2 \ /1+Q2
QZIJH/ _ yl/l V :LJ'_QQ

— _gg - Q:I;/// _ y/// — _g% (519)

Com a expressao da flecha do arco CG [vide equagao (5.15)] pode-se determinar o valor de

Ro*+ S0%, pois se tém as equagoes (5.18), (5.16) e (5.19) prontas para serem substituidos,

ou melhor:
02 03 )
(QSL’/ . y/)9+ (Qx" . y//)g + (Ql’”/ . y///)2_3 I RO 4 503
ou ) 5
0 r. 0 oo N
(0)9 + (9)5 + (—ga)ﬁ + ..+ = Ro* + So

ou, ainda, para os termos até 6 (inclusive), tem-se, finalmente, que

62 r 63
R02 + 503 = g? — %E (520)
Assim, no lugar da equacao Ro?+ So® = g% tem-se, aqui, Ro®+ 50 = g% — %% (correta

, . . . . o
até a terceira ordem infinitesimal). Conhece-se o valor de § =

2
1U+Q + r(1+Q?)o? [Vide

2u3
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~ . ~ 2 3
subsecao anterior|, entao, para Ro? + So® = g% — %%, tem-se:

0> gro®
R 2 S 3 —
o” + So 95 "G
- 2 3
g 0\/1+Q2+r(1+Q2)02 gr 0\/1+Q2+r(1+Q2)02
2 U 2u? 6u u 2u?

g 0?(1+ Q?) N 20\/TQ2 r(1+ Q?)o? N r2(1 + Q2)204] gr
2

u? U 2u3 48 6u
3
2

P+ 3021+ Q) r1+ Q%0  3oy1+@2r(1+ Q%% (1l +0%)%"

u3 u? 2u3 U 4ub Suf

Eliminam-se os termos superiores a ¢°:

2\ 2 2 g 2 g
Ro>+ So® — g(1 ‘gu? )0 + (1 ‘;fi ) gr(1 ‘guci )
_ 9(1+Q2)02+39r(1+622)% g1+ Q%0
N 2u? 6ut 6ut
_ ﬂbwﬂ¥+2wﬂ+@ﬁ
n 2u? 6ut
_ g1+ @0 gr(1+ Q%)
2u? 3ut

Por comparacao, chega-se a

9(1 +Q*)o’
R=——7—" 0.21
e bs
gr(l+ @20’
S = 5.22
Da equacdo (5.21), isola-se u? = 942 +Q ) ¢ substitui-se na equacao (5.22), logo:
1+ Q?)2 1+Q%2  4R? :
S = ( % )2 = ol (1.;_@62%)) -3 T(l +Q2)7§.
Isole ¢ et voildl
354/1 2
r_35vi+6&° (5.23)

g 4R?

“valor que Newton determinou, depois na segunda edi¢ao de seus Principia

Chega-se ao

(liv.IT, prob,III) e vimos que pelos valores 3/, —%- e —%= nos lugares de @, R e S; tem-se
(ibid., p.373)”:
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<

w

g 4 [_%]2 4T 2y//2

r 3[_2_ ] v1+[y/]2_—%\/1+y’2_—y’”\/1+y’2
- y//2 - .
Finalmente, a solucao correta em concordancia com a equagao (5.1).

5.2.5 O erro de Newton por Lagrange

J& sabemos que Newton somente chegou ao resultado correto quando considerou
duas tangentes sucessivas (ou dois arcos consecutivos da curva), enquanto, na primeira
edicao dos Principia (cujo resultado demonstrado foi falho) ele considerou uma tnica
tangente prolongada para ambos os lados a partir de um ponto de tangéncia. Para
Lagrange, é necessario mostrar como se pode chegar ao resultado correto levando-se em
conta o modelo da primeira edigao, sem se distanciar do “espirito dessa solugao”, qual
seja, a aplicacao do método das séries.'®> Por esse método, pode-se encontrar a equacao
do problema ou por meio dos primeiros termos da série desenvolvida para a ordenada
ou por meio do desenvolvimento de uma funcao que satisfaga as condigoes mecanicas
ou geométricas do problema em questao. E nisso que consiste o método das séries de
Newton, cuja distingao com relagao ao método das diferencas das fungoes derivadas se
dé pela abordagem indireta a equagao, ou seja, por meio dos termos da série aplicada,
justamente o oposto do acesso direto que o método das diferencas das fungoes derivadas
proporciona.

Nota-se que a construgao empregada por Newton na segunda edi¢ao leva a uma
ad

razao entre a resisténcia e a gravidade similar a da primeira edigao (que é 5 = W)’ essa
expressao, como visto, nao estda correta. A diferenca se da pela quantidade d que na
primeira edigao representa a diferenca das flechas dos arcos C'GG e C'k — porgoes iguais da
mesma tangente tomadas a direta e a esquerda do ponto de contato (cujos correspondetes
na abscissa x sd0 0 e —0) —, mas na segunda, ¢ exprime a diferengas entre as flechas de
dois arcos consecutivos tomados do mesmo lado e que conrrespondem a partes iguais o da
abscissa x. Para encontrar essas flechas, Newton tomou a correspondente na ordenada y
ao aumento o na abscissa x, ou melhor, x 4 o, ou seja, pela aplicacao da série P + Qo +
Ro* + So® 4 ... Mas ele determinou as flechas pelo método das diferencas, ao tomar a
diferenca entre uma ordenada intermedidria e a metade da soma de suas duas ordenadas

adjacentes. Assim, ao considerar as trés ordenadas correspondentes as abscissas x — o,

x e x + o, Newton encontra a flecha LH = Ro? e ao considerar mais uma vez trés

131bid., p.374.
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ordenadas correspondentes, mas agora para as abscissas x, x + o e x + 20, ele encontra
a flecha NI = Ro? + 350% e, a diferenca § entre essas duas flechas ¢ 3S0®. Como na

primeira solucao, basta apenas substituir 6 = 350%, @ = 04/1 4+ Q2 e v = Ro* em B =

47
~ 354/1+Q2 ~
para se obter a expressao correta § = —ym= - Portanto, a falha nao estava nessa
expressao g = % (ela mesma), e sim no termo J, o qual na primeira edigao foi calculado

erroneamente como 2503.

Segundo a notacao de Lagrange, a ordenada y tornar-se-a y+y'o+y"% o +y"' 55 o 4.

N

quando toma-se o incremento da abscissa = + 0. A parte da tangente que Corresponde a
0 é 0y/1+ (Q%, ou seja, a. A parte da ordenada entre a curva e a tangente, ou a flecha, é

y,,2 . Agora,

0, na primeira edicao dos Principia, é d; a diferenca entre as flechas que correspondem a

y’”’2 +y"' 55 o 4., que ¢ justamente o valor de . Dessa forma, tem-se ;%5 =

" O

r+oeaxr—oigual ¥y %. Ja nasegunda edicao, d; é a diferenca das flechas correspondentes

axex+o (ou quando x torna-se x + o ou, ainda, quando a ordenada y” torna-se

y" +y"0 + ...), disso segue-se que os termos o! e superiores sao descartados para se

11403

53, 10go, a diferenca dy das

chegar ao valor da segunda flecha, como sendo " % +y

da 504/14+Q2

/I/O ~ _ //IO _ /l/O
flechas é y""<-. Entao, sendo el m ao substituir 9, = y e oy = y"'%,
~ . "\/1 +Q2 \/1+Q2 ., . . . ,
obtém-se dois resultados: 2 372 77 . Como jé visto, o primeiro desses é falso,

a razao esta na falta de precisao no calculo da diferenca ¢ entre as flechas tomadas para

primeira edi¢ao como sendo relevantes apenas até a segunda ordem diferencial.

5.3 A interpretacao de Marco Panza

Marco Panza abordou o problema acerca do erro de Newton por meio do trabalho
de Lagrange. A premissa central de Panza diz respeito aos métodos sintético e analitico
que subjazem os procedimentos aplicados pelos dois matematicos a saber, Newton e La-
grange. Embora, eles tenham tratado de formas diferentes o mesmo problema, segundo
Panza, suas resolugoes sao tradutiveis entre si, ou melhor, que a demonstragao sintética de
Newton ¢é tradutivel na desmonstracao analitica de Lagrange!* e, ainda, que “Newton re-
solve um problema especifico, a escolha de uma linguagem e de um procedimento demons-
trativo intrinsicamente ligado a ela; Lagrange nada mais faz a nao ser aplicar principios
e métodos gerais a um exemplo”.!® Por essas palavras, verifica-se um outro ponto le-
vantado por Panza, uma mudanca de origem epistemologica. O problema mecanico é o
ensejo, tanto para uma abordagem vinculada a uma representacao geométrica, prépria do

século XVII, quanto para uma abordagem analitica de um sistema de equacoes diferen-
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ciais, coerente com a matematica do final do século XVIII. Em suma, Panza apresenta
esses dois aspectos como indicadores de um processo de desenvolvimento da matematica.
Seja por uma maneira diferente de conceber os objetos de investigagao matematica, seja
por uma evolucao do conhecimento matematico. Lagrange, aos olhos de Panza, revela
em sua solugao uma genealogia que remete a um tempo anterior a Johann Bernoulli com
seu artigo de 1711 e anterior a Newton com sua segunda edicao dos Principia. A solugao
lagrangiana remonta a tentativa de Varignon de construir uma teoria geral do movimento

resistente oriunda de um tnico método geral.®

O esforco de Panza em apresentar essa ligacao intrinsica é, na verdade, para
justificar sua interpretacao do erro de Newton. Seu caminho perpassa duas edig¢oes do
Théorie des Fonctions Analytiques, a de 1797 e a de 1813, para explicitar o erro de
Newton. Na secao anterior, escolhemos apresentar os cédlculos de Lagrange contidos na
segunda edicao por se tratar de uma versao mais recente e, principalmente, revisada.

Diferente de Panza, tal escolha nao faz parte de um contexto mais amplo de justificacao.

5.3.1 Um retorno a primeira edicao dos Principia

Panza utiliza algumas transformacoes de Lagrange — conhecidas por nés pela
segunda edicao do Théorie des Fonctions Analytiques — para justificar o raciocinio de
Newton. Vejamos, entao, mais uma vez, a prop. X ou problema III conforme exposto
por Panza. Ora, seja a curva ACK dada percorrida por um mével lancado em um meio
resistente, com uma velocidade variavel e indeterminada, a partir de um ponto C' sobre a
curva, depois de um determinado tempo atinge GG. Essa posigao é determinada por Newton
no tempo por meio da agao de trés forcas que provocam o movimento. Se o incremento
de tempo o for infinitamente pequeno, as forcas podem ser consideradas constantes em
intesidade e diregao. Sao essas forgas, no transcorrer de o, as seguintes: inércia (que
tomada isoladamente, conduz o corpo na diregdo tangencial para H); gravidade (que

puxa o corpo para P); e a resisténcia (que em conjunto com a gravidade leva o corpo para

Q).

Newton assume que os pontos P, H e (G estao dispostos de tal forma que G

encontra-se sobre a reta paralela a C'H e a uma distancia C'P menor que C'H. Sao as

4Cf. Panza, 1988, pp.455-6.

15Tbid., p.448.

16Cf. Varignon, P., 1707. Des mouvements primitivament variés dans des millieuz resistens en raison
des quarrés des vitesse effectives de ces mouvements, Hist. Acad. Roy. Sci., Mem. Math. et Phy.,
1709(pub.1711), pp.193-227.
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Figura 26: Movimento de um corpo sobre a curva ACK

[RC=FH]

forcas de inércia e resisténcia tangenciais e dispostas na mesma dire¢ao sobre C'H, porém,
em sentidos contrarios. A proporcionalidade entre os espacos e o produto das forcas com

os quadrados dos tempos permite escrever [vide equacao (3.1)]:'7

r  FH
- === 5.24
;- FG (5.24)
ou, numa forma mais moderna,
FH] | FH =p=p(t,0
" Jim {—} p=rlt.0) (5.25)
g 6=0|FG FG=~=~(0)

Pede-se para determinar a densidade do meio, a resisténcia e a gravidade para um
mesmo tempo. Bem, o problema possui solucao, segundo Panza, basta observar a Figura
26 que se torna evidente a condicao de codirecionalidade entre resisténcia e inércia em

conjuncao com gravidade para encontrar G. Mas o problema se torna tal que Newton se

esforga para exprimir a relacao entre resisténcia e gravidade, ou seja, % (para um tempo

qualquer o limite dessa relagdo) em fungdo apenas de uma propriedade da curva ACK.

Para Panza, é “essa a finalidade que visa a segunda parte da demonstracao de Newton

onde reside o erro”.!®

Considere a Figura 27, entao, OB = z, BC =y, e ¥ = x,, tem-se:'*

2
_ 6_ " "

7
FH S O } L+ [y,]%, (5.26)

17Cf. Newton, 1687, p.28, Lem.X, liv.I.
18Cf. Panza, 1988, p.454.
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Figura 27: Representacao do diagrama geométrico da primeira edicao dos Principia

A f
h
A "—Q k

Gi\

Y

" . % [_xgl . x;//% .. ] 1+ [y;:t]Q B —xg 1+ [y;:t]Q (5.27)

— = lim - .
g 0—0 g g
Da equacdo (5.27) encontra-se a solucdo de Lagrange, se substituir z; = _[ttg% ¢ [tt&% -
__2[9530_3_2 [vide subsegao 5.2.2], ou seja:
zy

111

gy,
—a T+~ (‘2%12) e S AV T

g B g g 20y

Panza toma a reconstrucao acima — que separa a demonstracao de Newton em
duas faces distintas, apresentadas nas duas primeiras edi¢oes do Principia — como ponto
de partida de seu trabalho, qual seja, o esforco tanto de Lagrange quanto de Newton
de eliminar o tempo. Lagrange parte de uma equacao geral do movimento dependente
do tempo e a transforma numa equacao dependente do espaco. Newton, por sua vez,
decompoe o movimento transcorrido num intervalo de tempo infinitesimal e executa uma
transformagao (envolvendo elementos geométricos do diagrama) de uma relagao depen-

dente da velocidade instantanea em um relacao independente disso.

No curso do desenvolvimento da estrutura matematica apresentada na editio prin-
ceps de Newton, os segmentos dependentes da velocidade pontual, sustenta Panza, nao

se diferem da quantidade indeterminada em uma demonstracao analitica usual, posto

9Tbid., pp.482-3.
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que a razao % foi reduzida a uma relagao dependente somente do incremento BD(= o)
(entendido como a componente horizontal do movimento durante um intervalo de tempo
6). Esse segmento pode ser tomado como uma quantidade interderminada devido & inde-
terminacao do tempo. Entao, BD assume o papel de um parametro espacial totalmente
independente da velocidade. Finaliza Panza, “[por] trds da profunda diferenga entre as
linguagens utilizadas, o plano de demonstracao de Newton e de Lagrange parece, entao,

essencialmente o mesmo” .20

O artificio de Newton para justificar a transformacgao da expressao geométrica
dependente da velocidade para outra independente dela esta na introducao do movimento
retrégrado imaginario, cujas propriedades estao totalmente ausentes em seu resultado
final. A analogia entre os métodos de resolucao de Newton e de Lagrange tornam-se
ainda mais estreitas no corolario II. Vejamos com mais detalhes. Panza retoma a solucao
da primeira edicao em suas quatro partes: os dois corolarios, sendo o segundo subdivido

em mais dois. O coroléario I apresenta:

Fﬂzwe
fC—CF[  FG-k _ FG—kl (5.28)
CF K+ VFGx kl] 2FG ‘

onde kl é substituido por F'G no radicando do denominador na equagao (5.28), e F'G + kl
foi considerado muito préximo de 2FG. O corolario 11, primeira parte, consiste no uso
da expressao anterior para apresentar, de forma trivial, a equacao (5.24) nos seguintes

termos:

r  CF(FG— k)
T~ T aFar (5.29)

Por fim, na segunda parte do corolario II, tém-se as relagoes:
i) CF = [ — FH] = v e
1
ii) FG = 3 g0

Delas, em conjuncao com as equagoes (5.24) e (5.28), chega-se a relagao

JC—CF  FG-H
BT CFE T (FG 1 H)CF (5:50)

20Tbid., p.453.
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Entao, afirma Panza, a determinagao da resisténcia é completamente indepen-
dente da densidade e da hipdtese da proporcao do quadrado da velocidade que aparece
apenas na equagao (5.30). Assim, num olhar mais detalhado, o corolario Il nao se segue
do corolario I e nem dessa proporcao. Segue-se apenas de algumas expressoes explora-
das no contexto da demonstragao de Newton. Ora, o enunciado do problema pede para
determinar a densidade e a velocidade. Disso, pode-se pensar que o papel do corolario
IT seja de permitir a passagem da equagao (5.30) para o valor da velocidade. Todavia,
os resultados obtidos nas equagoes (5.29) e (5.30), gragas a hipétese r oc AvZ; sdo exata-
mente os mesmos quando se compoem 7) e i7) com as equagoes (5.30) e (5.28). Portanto,
o corolario IT nao contém algum resultado que requeira essa proporcao. A conjuncao da
equagao (5.29) com i) e ii) proposta no coroldrio ITI (dado que r oc Av?), resulta em:

"

Yz

S
CRVT+QE 3y 1+ [

Newton nao podia aparecer com uma ferramenta para tentar “as cegas” encontrar

KA

(5.31)

uma aproximagao (pelo menos local) da trajetéria a partir da resisténcia em um meio
homogéneo, que resiste na proporgao direta com a velocidade ao quadrado. Entao, para
concluir, o papel do corolario II parece ser o de unir o problema do movimento retrogrado

ao problema do movimento progressivo.

Continua Panza, a equagao (5.31) fornece uma relagao analitica e ndo uma de-
terminacao geométrica aproximada da trajetéria, além de sua imprecisao devido a pre-
senga excessiva de um fator constante (K) igual a % A ligacao entre os dois problemas,
progressivo e retrégrado, nao era evidente ao final do século XVII. Primeiro, porque a
interpretagao da equagao (5.31) era como uma equagao fuxional de terceira ordem que
requer saber a forma geral do desenvolvimento (em séries) de Taylor, pois o tratamento do
Ezxempl.1 demonstra que Newton ja tinha conhecimento disso naquele tempo dos Prin-
cipia, antes mesmo da publiblicagdo do De quadratura (1704). Por segundo, o tnico
instrumento que Newton tinha para integrar em 1687 era o método das séries infinitas
formulado no De methodis (1671), que possui a limitagao de resultar apenas numa apro-
ximacao local da curva. Por terceiro, enfim, a curva nos Principia nao foi precisamente

equacionada, alias, devido a oposicao bem conhecida entre geométrico e analitico.
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5.3.2 A tese da tradutibilidade entre sintético e analitico em Newton

Seja a conexao estabelecida entre os problemas do movimento retrégrado e do mo-
vimento progressivo por meio do corolario II uma hipdétese cujas marcas sao a limitagao
inerente a abordagem geométrica e a dificuldade de encontrar o que o préprio Newton soli-
cita na prop. X. Se a demostracao de Newton é conduzida por um procedimento sintético
e a forma com que ele atribui ao resultado final é o método proposto pelo corolario III,
entao é claramente manifesto que Newton se preocupou em fornecer uma facil traducao
analitica do procedimento sintético. O carater especifico da traducao proposta por New-
ton, segundo Panza, é o ultimo elemento significativo de analogia com a demonstragao

lagrangiana.?!

Newton compreende um elemento geométrico em termos das parcelas, uma série
infinita convergente ao invés de fazer referéncia explicita a nocao de fluxao. Assim, se o
resultado é claramente obtido por meio de um procedimento infinitesimal, entao pode ser
entendido, enquanto tal, como uma regra projetada para encontrar a razao procurada, em
qualquer caso particular, por meio de um procedimento standart dependente, somente,
das leis da &lgebra. Portanto, Newton apresenta uma interpretacao implicita de uma
fluxao em uma ordem diversa que parece corresponder aquela proposta por Lagrange em
1797 que consiste em entender tal fluxao como o coeficiente sucessivo do desenvolvimento
em série da funcao primitiva que é, por sua vez, obtido por um procedimento algébrico

independente, qual seja, atribuir a variavel um incremento indeterminado e arbitrario.

5.3.3 Critica de Panza a analise de Whiteside

Antes de Panza iniciar sua anédlise, ele apresenta um breve comentario a respeito

da interpretagao de Whiteside [vide segao 5.1], vejamos:

Recentemente, Whiteside chegou a conclusao de que tal origem [do erro de
Newton] encontra-se na negligéncia da componente vertical da forga de resisténcia
que contrubui (juntamente com a forca da gravidade) para gerar o segmento F'G
(que nao pode, assim, ser considerado como proporcional a essa ultima). Uma tal
leitura do raciocinio de Newton, que é ela prépria, sem duvida, esclarecedora, deve,
parece-me, ser melhor especificada (PANZA, 1988, p.457).

No curso da demonstragao, os segmentos C'F' e F'G sao, na primeira edi¢ao dos

Principia, compreendidos por Newton de duas maneiras diferentes, como: o espago percor-

21Thid., p.456.
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rido pelo movel, durante o tempo 6, onde atuam isoladamente a gravidade e a resultante
da composicao da inércia e da resisténcia pontual; e como diferencas, relativas a curva,
determinadas pela posigao efetiva G [vide Figura 27] que o mével assume no instante ¢+6.
A consideragao de um tempo infinitamente pequeno (o nascente), durante o qual as forgas
permanecem constantes em intensidade e dire¢ao, permite essa comparacao. Ora, tao s6 a
indentidade que essa comparacgao produz — nao a identidade no limite onde o torna-se de
segunda ordem — nao permite, portanto, substituicoes indiscriminadas tais como Newton,
ao contrario, fez. Tal substituicao corresponde, em ultima andlise, a omitir o infinite-
simal de ordem superior, tornando iguais certos segmentos que sao somente iguais em
suas primeiras ordens. Isso, pode conduzir, talvez, a tentacao de reconstruir a demons-
tracao de Newton utilizando diretamente o instrumento analitico do desenvolvimento em
série infinita convergente para exprimir o valor do segmento considerado, interpretando a

inferéncia em termos do principio de omissao.

Uma reconstrucao, tal como essa descrita acima, tem, no entanto, um defeito
que parece capital. A luz desse erro, “resulta nao sé evidente, mas até mesmo banal
e, portanto, inexplicavel, resolver equiparar, também, rapidamente, no curso do mesmo
raciocinio, que se refere, em ocasiao diversa, a segund tercei dem”.?? Usar i

, q , , gunda ou a terceira ordem”. sar isso
para exprimir a faldcia na deducao de Newton é, para Panza, de minima ajuda para a

dinamica intrinseca da falha.

5.3.4 As reconstrucgoes de Lagrange das demonstracoes de Newton por
Panza

O objetivo declarado pela anélise — ou melhor, da reconstrugao feita por Lagrange
das demonstracoes newtonianas — é de identificar o erro de Newton e de descobrir, por
assim dizer, a origem de tal falha. Curiosamente, Lagrange apresenta diferentes estudos
a respeito das demonstragoes de Newton: um encontra-se na primeira edicao da Théorie
des Fonctions Analytiques (1797), o outro na segunda edigao (1813). Panza utiliza essas

duas edigoes para explicitar qual foi, para ele, o erro de Newton. Vejamos:

O ntcleo do argumento de Newton na editio princeps foi expresso por Lagrange
(na edi¢ao de 1813) em uma notagao que favoreceu uma maior agilidade [vide subsecao

5.2.2] do seguinte modo: a partir da Figura 28, considere as igualdades

e CH =hC = q;

22Thid., p.457.
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Figura 28: Detalhe da tangente na primeira edicao dos Principia

e FH = fh = p;
o f[C—-—CF=2FH=2fh=2pe

o 'G = fg=1.

A correcao advém ao considerar um tempo infinitamente pequeno tal que a direcao da
tangente em relagao a curva seja invariavel. O mesmo diagrama geométrico mostra como
as igualdades acima exprimem a equiparagao entre identidades geométricas e mecanicas
menciondas acima. Ao aceitar indiscriminadamente tal premissa — ou melhor, ao conside-
rar v como a flecha comum dos arcos CG e gC, nao como o limite comum das duas flechas
diferentes —, Lagrange resume a falha na deducao de Newton no corolario II nos seguintes
termos. Seja a flecha da curva [C', tomanda a esquerda de C, subtendida pelo segmento
tangentcial o — p, como v*(= kl). Uma vez que, nos arcos infinitamente pequenos, as
flechas estao para esses arcos assim como, os arcos estao para os quadrados dos segmentos

tangentes, tem-se:

Y= {a — p} 2 (5.32)

disso, encontra-se

. 5=7—7*=7{1—<§—+Z>2}7

_ (atp)?
*p=— ¢
o £ — St

Y dary

Ao omitir p, com respeito a «, (que desenvolvendo a série infinita convergente relativa a

curva, segundo um incremento determinado w, torna-se infinitamente pequeno) chega-se
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a
P da { (FG ki) FG] t_
Yy
T+ [y [ %— - 2—---]
WP Sl
—yr vV 1+ [y
5.33
[P 5%

Panza acrescenta o seguinte:

2
Para justificar a identidade [(5 = {1 — (%) H (que reproduz o resultado

de Newton na sua forma original), nota-se que tanto v quanto a flecha do arco gC
sao entendidas como a flecha do arco CG. Em seguida, § é considerado tanto como
a diferenca entre as flechas dos arcos gC e [C, quanto como a diferenga entre as
flechas dos arcos CG e [C. Ora, e também p é omitido relativamente a «a, assim,
tem-se CH = a = CF = a+ p, ou seja, uma contradi¢ao para p # 0 (PANZA, 1988,
p-460, nota 42).

Nao é dificil de perceber, sobretudo, que a omissao referida acima depende da

FH_p
FG

— somente se o intervalo temporal considerado for assumido como infinitamente pequeno

razao — que exprime a relacao entre a resisténcia pontual do meio e a gravidade

(vide equagcdo 5.33). Portanto, o procedimento de Newton parece o seguinte: estabelecida

a equacao (5.24) — ou seja, © = £ — (como ocorre, de modo andlogo na equacao (5.25))

ele considera separadamente um conjunto de igualdades geométricas formuladas por meio

FH

Vel e1m

da equiparacao que as transformam, dadas substitui¢oes sucessivas da razao
uma razao nova independente da velocidade a qual Newton identifica (ao considerar o
valor limite) como a razdo solicitada. Assim, a eliminacdo do tempo decorre do uso

indiscriminado de substitui¢oes junto da igualdade (no limite onde F'G desempenha um

(FG—kl)CF

FCE ) © permite ainda

papel fundamental) para conduzir da razao =% para a razao
transformar a equagao (5.25) na seguinte rela(;ao:

re _ . (FG—k)CF

= e (5.34)

Segundo Panza, Lagrange expos claramente o erro de Newton quando dedu-
ziu de forma correta o resultado por meio de um procedimento alternativo fundado no
classico método do ideterminado — o qual apresenta a vantagem de minimizar o niimero
de hipdteses implicitas (reduzindo a equiparagdo de FFH e F'G ao resultado das flechas

que exprimem a gravidade e a resisténcia pontual) —, enquanto que no método ’de tudo
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evidente’ a aproximacao da razao entre resisténcia e gravidade leva para omissao da quan-

tidade relevante, ou seja, % do resultado.

Na primeira edigao do texto de Lagrange (1797), o raciocinio do autor pode ser
reconstruido como o seguinte: considere f como o intervalo temporal indeterminado (e
finito), e considere também, porém separadamente, a forga que age no mével em C' no
instante ¢. Indicam-se por a, 3, 7 e p o modelo de flechas que exprimem as forgas com
respeito a 6. De acordo com a Figura 26, téem-se: o« = CH, v = CP e p = RC; para o
médulo da velocidade instantanea tem-se v; = /1 + [y,]2. Assim,

o o = ul;
o 7 =390%
o p=1irbe

o a—p=ul— irb%

O erro de Newton se segue quando assume-se # como um intervalo indeterminado e infini-
tamente pequene, e igualam-se respectivamente p e v aos segmentos F'G e C'F' em termos

das coordenadas da curva.

Sejam as projecoes nos eixos tomadas em fungao de ¢ (angulo entre a tangente

em C' e o eixo das abscissas) e w(= BD) [vide Figura 27], tem-se
L o
w= |v; — 57}9 COs . (5.35)

Ao assumir as igualdades mencionadas acima, chega-se (para a expangao em série infinita
convergente da ordenada y,,,) a:

"

!
Ya

Ya
Yotw = Yz = y;W+§W2+§W3+'”
1] 1,
= v — 57}0 sin p — 599 : (5.36)

Quando substitui a equagao (5.35) na equagao (5.36) obtém-se:

/ i

[0 cos p — vy sin p]f — {_%rtcos¢+%[Ut]2C08290+%singo+% 02 4

7 "

—%xvtrf cos® p + %—x'[vt]?’ cos® gp} 0+ =0. (5.37)

Agora, ao igualar a zero os coeficientes das poténcias de 6 tém-se:
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1.y, = tang;
I+[ys]?
2. [Ut]z = ygcgs2ap = & y[/j’/ - ¢

P R ¥ 2/ 2

- Tt T Peose B[y

Esse procedimento funda-se na omissao dos valores efetivos de C'F e F'G dos
termos que dependem da variacao de intensidade e de direcao da forca de inércia e da
resisténcia, que se verificam no tempo €. Se essa omissao for inicialmente justificada pelo
caracter infinitesimal de 6, entao a deducgao do valor da resisténcia pontual por meio do
anulamento do coeficiente de 62 é ilegitima porque tal omissdao nao pode afetar os termos

superiores ao terceiro.

Por outro lado, esse mesmo procedimento pode estar correto se eliminar, de todo,

22 reside obrigatori-

a suposicao infinitesimalista. A chave, da correcao, segundo Panza,
amente na decomposicao da forca ao longo de duas direcoes fixas que, por comodidade,
sao consideradas paralelas aos eixos e ortogonais entre si. O efeito da variagao da direcao
da forca de inércia e da resisténcia pontual do meio pode ser expressa tanto em funcao
de w quanto em funcao de uma série infinita convergente de termos indeterminados de
ordem superior ao segundo para Yy, — Y., € a variacao de intensidade das mesmas forcas
pode ser determinada pela composicao de tais termos. Com respeito a essa variacao da
direcao em relagao aos eixos, indicar-se-ao por ai, as etc; by, by etc os coeficientes de

ordem superior ao segundo termo. As equagoes (5.35) e (5.36) tornar-se-ao:

x// 37”/ 1
w [: 0 + 2—?92 + 3—’5'93 + - ] = {th — 57}92} cos o 4+ a160° + a0 + . .. (5.38)
e
Yo o, Y
Yrtw — Yo = y;w+§w2+§w3+~'
/" " 1 1
[: v+ %92 + y?)—m!GB + - ] = [vsing|d — {irtsingp + 5 } 6

40,60 + b0t + ... (5.39)

Agora, o problema se reduz a determinar os termos a; e b; — o valor de r; resulta,
como visto anteriormente, independentemente dos termos sucessivos. Se a consideragao
dos dados mecanicos do problema é insuficiente, entao, a lei geral de formacao do coefici-

ente de uma série infinita convergente inteira permite uma deducao totalmente analitica.

22Thid., p.463.
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Assim, ao confrontar o ultimo membro da equagao (5.39) com a forma geral, indicada

entre colchetes, tem-se

(i) «, = vy cosp

z}[= v cos — vi(sin p)'| = —rycos

(i) y; = vsing

/! ! o3 / s
Y/ [= vising + vy(cos )¢'] = —rsing — g.
Para facilitar a manipulagao, considera-se v;p’ = —g cos @, assim:

" __ _ / : _ / grt sin ¢ cos ¢
(I) @}’ = 3la; = —rjcosp + r(sinp)p = —r; cos p — FLEELEE

2
gricos®p
+

(IT) v = 3lby = —rysinp — ri(cosp)y’ = —rising

Ao introduzir esses termos na equagao (5.37), ajustando o novo valor para o terceiro

coeficiente, tal como em 1. e em 2., encontra-se o valor correto de %:

re Yo Yo 1A [

g 2[y/2cosp 2[y!]?

(5.40)

Para melhor compreender — ou a fim de mostrar mais explicitamente — a conexao entre
a deducao original de Newton na segunda edicao da Théorie des Fonctions Analytiques
(1813), Lagrange reformula sua prépria dedugao analitica na seguinte forma. Considere
f como um intervalo de tempo durante o qual a forca permanece constante. Seja ¥ um
tempo durante o qual o movel estd submetido a um segundo movimento, ao seja, ao
movimento que na auséncia da gravidade se segue na tangente, percorrendo um segmento
igual a a — p, ou seja:

v — %rtHQ = v+ %m?Q. (5.41)

Ao tomar o valor positivo da raiz, chega-se a
i | Ty o
V=0-—0"+=50"+--- (5.42)

Chame de v* = % g¥? o segmento vertical que o mével percorre no tempo 9. Se sobre o
movel nao agir a forga da gravidade (e seja § a diferenga v — v*), entao tem-se

1 1 T r? 2
5 o= —P—-glo—"te+ T2
2 29{ vy * v} *

1
(0 2

(%



128

Tome, agora, a = w0, v = %gQZ e p= %TtQQ tal como considerado logo acima, entao,

encontrara o resultado errado de Newton como:

Tt . 0(a—0p) ) (%9 — %7"1«02) <g£—i€3 4. )
— = hm—2 — hm — ‘
g 0—0 4y 6—0 4'719 9

(5.44)

Vejamos, portanto, a correta consideragao do segmento em relagao a curva, ora, desse
modo teremos [segundo (i), (i7), (I) e (I]); e y. = tan ¢] o seguinte:

"

Ya y
FG = _Q_Q;WQ_?Wg_"' = (Yt — Yit0) + Yow
/. ! 2. " ? / / " 2 ///03
= —yﬂ—yta—yt 5—---4—@/1} xte—i-xta—i—xt 5—1—
02
= [~ sing + y v, cos @)l + [rysing + g — ylry cos @]E +
[—by +9Lal]6® + ...
1
= 596’2 +[yhar — b0 + ... (5.45)

Entao, colocando By = y.a; — by chega-se a

(a) CH = a = v,

(b) FG =~+0(0?) = 590° + B16° + .. ;

(¢) BD = /(= p)? — (o — p)?sing + 0(6%) = [v, — 370%] cosp + a160% + .. ;

(d) CF=a—p+o(0?) = v, — 390> + 203+ - ;

cos ¢

(e) kl=~"+0(0%) = 390> = B1* + ... e

(f) FG —kl =0+ 0(6%) = 39(0> —9%) + Bi(0° +0°) + ...

Se o erro de Newton foi corretamente isolado, entao a substituicao na equacao

(5.44) dos termos §, o — p e v por F'G — kl, CF e F@G, nessa ordem, produz uma nova

271t

razao cujo limite sera 3 .

. Ora, tanto para fazer essa verificacao a posteriori quanto para
obter a priori o valor correto de %, o valor de Bj sera suficiente (independentemente de

se conhecer os valores de suas parcelas y.a; e by).

Lagrange reformula em sua segunda edi¢ao (1813) a demonstragao contida em
sua primeira (1797), porém, de forma mais dgil. Ele introduz uma modificacao local — tal

como Panza apresentou a segunda parte do argumento de Lagrange. Toma-se o coeficiente



129

em 6% da equagao (5.39) e compara-se com (i), assim:

"no__ : Sy /]
Yp = —TSMIY — G = Ty —9 =T Yy — G-

oS
Logo, yi" = ="y, + [y.];x}. Por outro lado, de y; = y.z} ter-se-a, também, y; = [v.],z} +

/)

Yuly O1 1" ’oM
[y/]/ Y YTy _2
xlt — / - /°
Ty Ty

Em seguida, tem-se que

ari
V¢ .

yal —y =3B = %xé’ = (5.46)
t

Para obter-se o resultado correto é suficiente: substituir a equagado (5.46) na equagao

(5.45) para retomar a equagao (5.38); e redefinir o coeficiente de 63, ou seja:

Ya vy, 3 _ 0% gri6®
(A) —Fw—Gw = =95 -5+ e
",.2 2 162 qgre 1" 2 ", .3 3 03 _
(B) [g + yivi cos® o] 5 + — & — 3y, very cos” p + Y, vy cos (p] G+ =0

Foi onde Lagrange chegou ao redefinir o coeficiente de 6% segundo (B) e segundo a equagao
(5.40). Assim, estabelce-se facilmente a verificagdo a posteriori ao introduzir na equagao

(5.41) o termo de ordem superior ao segundo, ora, tem-se, de fato:

9=0— 107+ 40P+ ... (5.47)

U

(com A; o coeficiente depende de a;), para, entao, ao substituir em (f) encontrar

gl = | 9| g3 4
FG -kl |:Ut+2B1:|6 +C0" + ... (5.48)

(Cy depende de a; mas nao de by). Agora, substitui-se na equagao (5.44) os itens (b), (d)

e a equacao (5.46), assim, chega-se finalmente a

i (FG — kl)CF B
530 4FG?2
<|:% +281:| 93 +0194+ ) (’Ute— %Tt62 + )
= lim 2
6-0 4(390%+ Bi6® + ...)

_Tt QBlvt_Q'r’t
g g2 3¢9

(5.49)

Assim encontramos conforme a deducgao analitica de Lagrange o resultado errado ao qual
a solugao da editio princeps chegou de duas formas diferentes: como na primeira edi¢ao

de 1797 do texto de Lagrange e como na segunda edi¢ao desse emsmo texto, de 1813.
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Ora, o fator numérico peseguido por Newton foi justamento o inverso % do encontrado. O

" i ? gy FG=RCF
& = lim =7 = lim e
9 0—0 =7 0—0

(f) e na série infinita convergente (5.47) utilizados na sua composicao; ora, vejamos com

erro para Panza, como veremos adiante, nao esta diretamente na composicao da equacao
(a—p)
2

, mas talvez indiretamente isolado pelos termos de (a) a

mais detalhes.

5.3.5 O erro de Newton por Panza

O objetivo de Panza® foi determinar o erro de Newton por meio do confronto
das solugoes analitica (de Lagrange) e sintética (primeira solugao geométrica de Newton).

O nosso comentador complementa:

O que eu tentei mostrar foi que o método resolutivo de Newton e a filosofia da
matematica que o apoia, por um lado, nao impedem, de modo algum, uma com-
preensao profunda dos termos intrinsecos os quais o problema se pée, por outro,
constituem uma barreira intransponivel para o problema receber uma solucao cor-
reta por meio de uma comparacao do espaco percorrido durante um tempo dado
com a resisténcia pontual e a gravidade. Essa estratégia resolutiva é, sem duvida,
a mais agil e a mais imediata, e requer a introducao inevitavel do método analitico
(PANZA, 1988, p.468).

Lagrange mostra que o erro de Newton nao pode ser atribuido a uma decomposicao

imprépria do movimento. Pode-se concluir (sem alguma necessidade de realizar o calculo

L. T Yoy S9EDCF
explicito de B;) que i él_{% H(FG)?

“nao requer tanto fazer agir a resisténcia pontual ao longo da direcao vertical quanto

é correta. Assim, a solucao adequada ao problema

conceituar que o limite de % depende da variacao da resisténcia e da velocidade” .2
Assim, para calcular fg basta substituir —f em 6 no valor de F'G, logo, tem-se a partir
da equagao (5.47):

1

fg—kl = S9([=0F =) + Bi([=0] + %) ...

1 1

—= —g02 — 3193 - —192 + 31192 . e
2 2
1 2 3 1 Tt o 2 Tt o 3

= S =Bt =g (0= ) 4B (0-T0P ) .

(% (%

Uy

23Thid., p.468.
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e, entao,

i CEUg— k) (v:8 +0(0)) (%,—?03 + 0(93))
_ Ttge4 + 0(94) . Tt

650 P20 +o(0Y) g

Assim, Panza lanca dois questionamentos:

1. O método de Newton é matematicamente adequado para permitir a compreesao de

r i (Fa—kDCF o
éﬁ% AFG)Z -

2. Isso fornece o meio para superar o erro de Newton?

Para a primeira questao, Panza?® sustenta que por um lado Newton poderia explicar, em
termos estritamente geométricos (considerando a diferenga dB — BD como um infinite-
simal de segunda ordem) que a quantidade fg — kl é um infinitesimal de terceira ordem
e que se é, entao, igual a segunda ordem de FG — kil é, também, a essa ordem, nula, de
modo que a razao % permanece em relacao a segunda ordem, indeterminada. Para isso

g
ser possivel, objeta-se, por outro lado, que:

1. a linguagem de Newton é muito diferente dessa (contemporanea) e que a igualdade

encontrada por ele, na forma % — 1, tém suas ordens indeterminadas;

2. Newton nao utiliza (por opcao epistermoldgica) o instrumento de desenvolvimento

em série no percurso da solucao;

3. ele combina uma igualdade geométrica com uma mecanica, devido, mais do que ao
diagrama geométrico, e as propriedades do movimento retrégrado, onde fg = FG
¢, ela mesma, uma identidade desse género pois essa combinacao constitui o nicleo

de seu método resolutivo;

4. Johann Bernoulli nao teve sucesso em perceber a combinacao citada acima mesmo

fazendo uso de um métdo infinitesimalista; e

5. Lagrange nao soube exprimi-la usando um método extrinseco ao de Newton.

Agora, com respeito a segunda questao, a resposta é negativa. Ainda que a dificuldade

tivesse sido bésica, a solugao do problema em termos de uma transformacao adequada da

241bid., pp.468-9.
251bid., p.469
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razao I;_g exigiria a introducao de um procedimento analitico capaz de elaborar, a partir
dos dados geométricos e mecanicos, os efeitos de variagdo (em intensidade e diregao) da
velocidade e da resisténcia. Todavia, ao analizar as solugoes propostas por Lagrange
(seja pelo método da fungao derivada, seja pelo método das séries) encontra-se nelas um
dado comum que se liga intrinsicamente aquela solucao de Newton. O confronto entre as
duas solugoes de Lagrange nao exprime como consequéncia apenas dois modos distintos
de entender a curva ACK, ou seja, de entender como expressao da combinagao entre
abscissa e ordenada (ou de duas coordenadas geométricas) ou de entender como trago
de um movimento que, ao ser realizado no tempo, determina em dois eixos ortogonais
projecoes variaveis dependentes do tempo e, a priori independetes entre si. Mas exprime,

sim, a quantidade determinada pelo movimento na curva de dois modos diferentes.

Onde Newton viu um problema mecanico dificil (a determinac¢ao de uma forca e
de uma velocidade em fungao da trajetéria dada), Lagrange viu, um século mais tarde,
um problema analitico genérico (de determinar a razao geral por derivadas sucessivas
de uma mesma quantidade entendida como uma func¢do de duas varidveis diferentes).
Panza salienta que “o modo newtoniano parece préprio para se pensar uma curva como
uma expressao de uma relacao entre duas funcoes de uma variavel comum — o que torna

possivel interpretar o modo lagrangiano como um caso geral do newtoniano” .2

5.4 Revisao deste capitulo

Teremos, agora, uma pequena revisao a respeito das interpretacoes de cada um
de nossos comentadores porque em geral os desenvolvimentos até aqui apresentados sao
um pouco longos. Assim, uma sintese dessas interpretagoes auxiliara para uma melhor

compreensao dessas.

5.4.1 Interpretacao de Whiteside para o erro de Newton

Vimos, e isso ja nao é mais uma novidade, que Whiteside apresenta duas consi-
deragoes para o erro de Newton. Um delas, a mais requisitada por ele, foi inimeras vezes
apresentada no capitulo quatro, qual seja, a correta propor¢ao ‘[2]" aplicada as quedas
galileanas [vide se¢ao 4.7]. Ora, segundo Whiteside, esse pequeno deslize, persistente nas
tentativas newtonianas, fez com que Newton chegasse a encontrar a solucao demi correcte

dobrada [vide se¢ao 4.3]. De maneira mais clara, a distancia percorrida pela queda de

26Thid., p.470.
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um corpo € proporcional ao quadrado do tempo dessa mesma queda, ou seja, y = %gt2
(segundo uma simbologia mais contemporanea). E o denominador numérico que fornece o
valor preciso para essa distancia, e foi justamente a falta desse fator numérico que Newton
percebeu somente no recalculo da equacao do movimento encontrada na sexta tentativa
contida em Add.3965.f.197" (vide Anexo A - Manuscritos de Newton). Assim, logo em
seguida, Newton acrescentou primeiramente a correta proporgao numérica ‘[2]” nas velo-

cidades de queda das tangentes (por exemplo, em \2/FT%), e depois, consequentemente, na

componente tangencial da gravidade da expressao algébrica %, ou seja, incremento
da velocidade devido a gravidade. A partir desse acréscimo numérico e da remodelacao
(contida em Add.3965.f.220", vide Anexo A - Manuscritos de Newton) da equagao do

movimento indicada, pelo simbolo {, Newton chegou ao correto fator numérico de %

Além disso, Whiteside nos mostrou que as quedas galileanas F'G e fg contidas na
solugao original de Newton sao diferentes na terceira ordem diferencial. Com auxilio de
Lagrange, Whiteside desenvolve as equacoes de movimento de Euler e chega a F'G — fg =
$2263 (onde relaciona a gravidade [g], a resisténcia do meio [p], velocidade de queda [v]
e o tempo [f], quando expandida na série infinita covergente em fungao de #). Essa

distingao, ex sagittis, aplicada diretamente aos incrementos de base (p para fg, o para

F@) na expressao (da solu¢ao de 1687) % = Cé]}%F — devidamente corrigida com a
~ s . 1+ 2
proporgao numérica ‘[2]” — faz com que resulte em % = %(p —0) —VMQQ, com o valor de
—0) previamente calculado como p—o = 320% . .., assim, encontramos a solucao correta
p—0)p p 220% .., : G

g 27 2R2

R _ 3 54/14+Q?

Newton retrabalhou a solucao original mais uma vez antes de alterar a estrutura
matemadtica (como indicado na subsecao 5.1.1) por definitivo (vide segao 4.1). Mesmo que
Newton tenha considerado inicialmente FFG = fg (vide subsegao 5.1.1, nota 1), ele nao
seguiu com essa consideracao no restante do desenvolvimento de sua solucao, nesta ten-
tativa em especifico. Relembremos que na editio princeps, Newton percebeu que aplicar
a expansao em série infinita convergente (P + Qo £+ Ro* & So®...) com incrementos de
base diferentes relativos as ordenadas dg e DG, segundo a tangente T'C'F’ considerada a
direita (C'F) e a esquerda (C'f) — adequadas respectivamente as quedas F'G e fg — para

~ R _ Cf-CF
uma e mesma equagao = = “yra

nao era possivel (vide Figura 2). Em seguida, New-
ton quis contornar esse problema, e (conforme indicado pela proporcao (3.1) as quedas
galileanas foram assim consideradas fg = F'G) chegou erroneamente a % = %GGQ_M)
[vide equagao (3.6)]. Mas na tentativa apresentada nesta segao a estratégia foi diferente,

Newton tratou de equacionar o movimento — essa forma de solugao dispensa considerar
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o movimento ora a direita, ora a esquerda — somente no sentido (horario) do movimento.
Neste ponto, o tnico problema que Newton teve de solucionar foi a falta da correta pro-
por¢ao numeérica ‘2]’ para a queda galileana, posto o que foi dito acima. Isso fica patente
quando Whiteside nos mostra que esse deslize fez com que Newton chegasse, nesta tenta-
: 5 s R _38/I¥QQ Q@
tiva, a solucao G = SRR 71700

4,6, nota 38) e a ‘mesma tentativa reestruturada’ (vide subsecdo 4.1.1, nota 13). Para

— exatamente igual a quarta tentativa (vide secao

reforgar a afirmativa acima, Whiteside acrescenta (e isso acredito ser a contribuigao mais
relevante de nosso comentador) que no recompto (vide Add.3968.41-132", Anexo A — Ma-
nuscritos de Newton) — o qual se encontra logo abaixo das consideragoes do matemaético
inglés a carta de Leibniz a Wallis de 28 de maio 1697, justo quando ele estava escrevendo
o Commercium FEpistolicum — Newton poderia ter encontrado a solugao correta sem al-

teracao da estrutura matematica de 1687. Aquilo que o distanciou, neste caso, do fator

390
!

minador numérico dois multiplicando f — para o tempo de passagem do ponto C' sobre os

numérico de % foi a transliteracao equivocada — ou seja, 1 + com a auséncia do deno-

arcos Cg e IC [vide Figura 22] de 1 + 232 =1 4 32%?.

Em suma, o erro de Newton para Whiteside reside em uma série de pequenos
equivocos de ordem técnica. O principal deles — superado na sexta tentativa (vide segao
4.7) — foi a falta da correta propor¢ao numérica ‘[2]" nas quedas galileanas C'f e FG (vide
Figura 20). O segundo, diz respeito a igualdade entre as quedas F'G e fg aplicada a
solucao original e em algumas das tentativas apresentadas no capitulo quatro; contudo,
nesse mesmo capitulo, héd na composicao da equagao do movimento equivocos no compto
da componente tangencial da gravidade. Muitos outros pequenos erros (de mesma ordem
técnica) apresentados ao longo das seis tentativas aqui dispostas dificultaram também
ainda mais o trabalho de Newton de encontrar a solucao correta, conforme a solucao

bernoulliana.

5.4.2 Interpretacao de Lagrange para o erro de Newton

Lagrange apresentou uma excelente andlise a respeito do problema de Newton a
qual concentrar-me-ei aqui apenas em algumas partes que considero mais importantes para
a construcao da interpretacao desse comentador. Tomemos primeiramente as seguintes
equagoes (vide subsegao 5.2.2) das aceleragdes do movimento do ponto C' decompostas nos
eixos ortogonais x e y, a saber: " = —’"s—’f/ ey’ = —g—’"s—?{/ (onde r é a resisténcia do meio; g,
a gravidade; e ¢/, a velocidade com que o corpo descreve o arco). Passaremos agora por um

processo de eliminacao da dependéncia temporal dessas aceleragoes. O primeiro passo é
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escrever " = —% = \/H—Q, y" % - (y(t),()l;) =—9- /—Iiy) 2 s’ = t’) 1+(y)?

em funcao de z, sendo a sua derivada igual a unidade.! O segundo passo é encontrar

—g = E )3 a partlr de y"; isolar (') nessa equagao, deriva-la uma vez, e substituir nela o

valor conhecido — G )) Encontramos — apés alguns ajustes algébricos — a correta expressao

14y

g = _yQT_z Adiante (vide subsegao 5.2.3), Lagrange parte da expressao encontrada
/ 2
por Newton em sua editio princeps {% = %} — com as consideragoes: @ = —y/,

R= ¥ c5=_1 R _ _y"/1y?

5 ket v chega consequentemente a ” 37

A discrepéuncia encontrada entre as solugoes para a relacao entre a resisténcia e a
/1+y/2 y/// /1+y/2 S

; ; . ; 5 ro_
gravidade, qual seja, — e 3,77 > beve origem na equagao geradora G = i

(onde « é a distancia [C’H ] percorrida pelo ponto C na tangente TC'F' livre da acao da

gravidade e da resisténcia; y representa a queda galileana [F'G]; e  a diferenga das quedas
galileanas ou ex sagittis [FG— fg]) (vide Figura 2 e Tabela 3). Mais precisamente, quando
substituimos na expressao geradora [E = 5—0‘2] os termos a = oy/1+y? ey = %/02 +

g 4y
" 504 /1+y/2 " 11
g—gog’ < temos B = — 7 o . Os valores §; = %03 e 0 = %-0® correspondem
. g 4(114 024 L b

respectivamente as diferencas das quedas galileanas da primeira e da segunda edicoes.

Sendo assim, encontramos facilmente — ignorando os termos em o* e superiores — <%> =
1

ym /1+y/2 o <E> . ym /1+y/2
2

_— _ conforme indices estabelecidos acima, justamente como
3y g 2y ’ ’

havia sido calculado.

Lagrange nao deixa de expressar essas diferencas em termos dos coeficientes da

série infinita convergente, ou seja, conforme vimos % = f%. Ora, sabemos que a =
1 2 = Ro* + So? .. .; substituind a d -se:
oy/1+ Q e v = Ro* + So°...; substituindo esses termos na equacao geradora, tem-se:
R _ S0/ 14Q? _ _ P2 3 2 3y 3
v = TS 7 Para 6 = FG — fg = Ro® 4+ So° ... — (Ro® — S0°) = 250° .. ., temos
R _250°.04/14+Q2 4 . S\/14+Q?
(;) = TRzoiragzer - € desprezando os termos em o” e superiores, chega-se a —5—;
mesmo vale para d = NI — LH = (Ro* 4+ 3S0%...) — Ro*... = 350%... que resulta em
R _ 350%..04/14Q2 354/14+Q2
g 5 4R%0%445206. 4R -

Mais uma observacao, quando disse que Lagrange ajudou a dissolver a contradicao
encontrada por Johann Bernoulli e confirmada por Newton, eu queria na verdade explicitar
o seguinte: os célculos de Newton resultam na expressao % =% (a=0Ben=0K) que
significa uma velocidade constante — isso ocorre porque a resisténcia do meio e a gravidade

se compensam — contudo, vimos também que a velocidade varia conforme /ge (e = BC'),

Lembremos que a notacdo com parénteses refere-se as grandezas que nio estao diretamente em funcao
do tempo, elas estao verdadeiramente em fungao dos espagos.

2Lagrange retira os parénteses das grandezas dependentes dos espacos depois de terminado o processo
de eliminagao do tempo.
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eis a contradicao. Ora, Lagrange a desfaz porque a razao entre a resisténcia do meio e a

R _ 3a

gravidade esta precedida pelo fator trés meios (; = 2%)7 isso significa que a resisténcia

do meio deixa de compensar a componente tangencial da gravidade (essa equivaléncia sé
vale para o caso especial de 2). A resisténcia do meio e a gravidade continuam sendo
diretamente proporcionais, porém a resisténcia do meio é corrigida por um fator que é
diretamente proporcional a R em 3a e inversamente proporcional a g em 2n. E evidente
que a gravidade e a resisténcia nao mais se compensam. Assim, a velocidade deixa de ser

constante (ou uniforme) e essa consideragao nao contradiz a variagao da velocidade.

Para finalizar, Lagrange nos apresenta a distin¢ao na terceira ordem diferencial
das quedas galileanas F'G e fg quando considerou (vide subsegao 5.2.4) que o corpo
descreve os arcos CG e C'g em tempos iguais (0 = —T'). Essa consideragao ja denuncia
que 0 = FG — fg = %93 (vide equagao 5.10), logo adiante, Lagrange calcula F'G =
Ro* 4 S0* = 26> — £.6° e | por essa mesma via, fg = 260° 4 £20°. Isso nos mostra que FG
¢ igual a fg numa aproximagao a segunda ordem diferencial, mas fica evidente que essas
quedas sao diferentes no nivel da terceira ordem diferencial —ou seja, § = FG—fg = %%93.
Em suma, o erro de Newton para Lagrange esta justamente na identidade mal considerada
entre F'G e fg, e isso levou a diferenca ¢ discrepante, que na substituicao desse termo na

R _ ba

equacao geradora [; = 5t

e a gravidade. Para Lagrange, tal distincao entre quedas tem apenas uma tnica via de

}, o erro teria sido introjetado na relacao entre a resisténcia

acesso direto a saber, o método analitico das diferencas ou calculo diferencial.

5.4.3 Interpretacao de Panza para o erro de Newton

Devemos admitir, assim como fez Panza, a tese de que Newton em sua primeira
edicao dos Principia utilizou-se do método sintético, enquanto na segunda edigao, fez uso
do método analitico. Ora, essa tese remonta ao estudo de Augustus de Morgan® apresen-
tado no apéndice histérico e explicativo de Florian Cajori.* De forma geral, Augustus de
Morgan defende que na editio princeps Newton teria desenvolvido o conceito das fluxoes
com base nos infinitesimais (ou momentos), contudo, na editio secunda ele altera essa base.
Isso ocorre segundo de Morgan devido a controvérsia a respeito da prioridade do calculo.
Mais precisamente, depois da publicacao do De Quadratura Curvarum (1704), onde New-
ton adotou um método mais preciso, o método analitico. Em 1713, entao, Newton tentou
obscurecer seu fundamento primeiro com respeito aos infinitesimais e transcreveu, onde
pode, o método analitico em detrimento do sintético (e a prop. X é para de Morgan um

exemplo disso).
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Assim como Panza — e sua tese da tradutibilidade —, de Morgan considerou como
premissa que a fluxao é uma velocidade ou primeira derivada temporal, e que a notagao
newtoniana & equivale a notagao leibiniziana Z—f. Essa discussao perdura e nao ha con-
senso entre os pesquisadores se isso que de Morgan afirmou, de fato, procede. Apenas
para citar alguns deles: Boss e Bertolini asseveram, que apesar do método das fluxoes
newtoniano e calculo diferencial leibniziano apresentarem os mesmos resultados, eles sao
fundamentalmente diferentes (portanto nao se pode admitir a premissa acima para além
dos resultados e das condicoes iniciais);> Guicciardini é também adepto da tese da tra-
dutibilidade, mas em nivel sintatico. Ja, no nivel sintatico, para ele, Newton e Leibniz
concordam em importantes questoes de fundamento. Guicciardini nao deixa de ressaltar
que hé diferencas de ordem préatica-social, ou seja, em métodos de ensino, treino de ma-
tematicos, expectativas para pesquisas futuras, sistema de valores que suporta a visao de

que o método de prova é preferivel em relacao a outro etc.’

Posto isso, Panza afirma que o problema de Newton comeca quando ele tenta

escrever a relacao entre resisténcia pontual e gravidade somente em termos das proprie-

re _ FH.,

dades da curva AC'K, ou seja, para 5= Fa onde Newton, na verdade, desejou encontrar

T = (lgim [—] Para explicitar isso, Panza reconstréi rapidamente a solugao analitica de
—0

Lagrange da seguinte forma:

 _ Jim {FH} T St Rt VA U/ e VAR U0

g 00| FG 6—0 g g
Do trabalho de Lagrange reconhecemos que x} = —% e % = —% (vide subsegao
5.2.2), disso encontra-se:
9v7,
v~ (o) VITWEE 0,y STTTP
g g Ty 2lyz, )2

Segundo Panza, Newton, assim como Lagrange, opta por eliminar o tempo por meio
de uma decomposicao do movimento num intervalo de tempo infinitesimal, em funcao

dos elementos geométricos do diagrama, e dispensa também a velocidade instantanea.

Assim, a razao % é reduzida a uma relagdo dependente de BD(= 0) — uma quantidade

indeterminada devido a indeterminacgao do tempo 6.

3Cf. de Morgan, A., 1852. On the early history of infinitesimals in England, Philosophical Magazine,
s.4, v.4, n.26, pp.321-30.

4Cf. Newton, 2008, pp.411-40.

5Cf. Bos, Henk J. M., 1978. Differentials, higher-order differentials and the derivative in the Leibnizian
calculus. Archive for History of Exact Science, v.14, p.1-90; e Bertolini Meli, D., 1993. Equivalence and
priority: Newton versus Leibniz. Oxford: Clarendon Press.

8Cf. Guicciardini, 1999, p.136.
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A equacao encontrada devido a introducao do movimento retrégrado imaginario

!/
~ . re _ Cf—CF ) _ CF(FG—kl)
na transformacao equivocada de T = para (&) =~z

FG
do corolério 11, segundo Panza, nao se segue do corolério I e nem da proporgao r o< Av?;

via primeira parte

e, ainda, a determinacao da velocidade também independe disso, pois pode-se calculé-la

a partir de A = % e da segunda parte do corolario II — qual seja, C'F = v,0 e
FG = %g92 —, a saber: KA = S = Yo . Em suma, a ligacao entre os pro-

Ry/14+Q2 3y//\/1+
blemas progressivo e retréogrado demandaria de Newton: (i) a interpretagao dessa tltima

equagao em termos de fluxdes de terceira ordem via séries infinitas convergentes (mas
isso Newton j& conhecia antes do manuscrito de De Quadratura Curvarum (1691)); (ii)
integrar (Newton ja sabia como obter um valor aproximado para isso desde do De metho-
dis (1671)); e (iii) equacionar adequadamente a curva (e isso, segundo Panza, Newton
nao sabia porque seu método sintético é limitado; foi neste ponto que ele inevitavelmente
falhou). Depois de uma longa demonstracao do trabalho de Lagrange a qual Panza con-
trapoe as duas edigoes do Théorie des fonctions analytiques (de 1797 e de 1813) para se
calcular analiticamente ’; = hmw . Ora,

w—0 4FG)?
se o limite for tirado chega-se ao valor correto, para esse caso em especifico:

e encontrar o resultado equivocado %j

- F(fg— ki) . (v:60 + 0(6)) (%—?93 + 0(03)) _ limrtge4 + o(6%) N
-0 4(FQG)? 0—0 g20* + o(6*) -0 g20* + o(6*) g

Se o erro foi isolado adequadamente, conforme os itens (a) a (f), entdo, “nao requer tanto

fazer agir a resisténcia pontual ao longo da direcio vertical” [p = — g%] quanto conceituar

depende da variacao da resisténcia e da velocidade” .®

que hm [FG}

"Panza, neste momento, dialoga com Whiteside na consideracio que esse fez a respeito da componente
resistiva vertical, que por meio dela chega-se diretamente ao fator numérico corretivo % [vide segdo 3.5].
8Panza, 1988, pp.468-9.
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6 Consideracoes finais

S6 depois de percorrermos os textos historicos de Newton e dos Bernoulli, e de
verificarmos as trés interpretagoes (ou seja, as de Lagrange, Whiteside e Panza) é que
podemos apresentar algum parecer sobre o erro de Newton. Voltemos a nossa pergunta
de pesquisa: Quais as circunstancias do erro de Newton? Partimos de uma causa de
ordem técnica — ora, nao poderia ser diferente — e precisavamos especificar melhor, ou
seja, compreender a origem e as consequéncias de tal falha. Agora, com as contribuicoes

de Lagrange, Whiteside e Panza, a tarefa de responder a essa pergunta torna-se factivel.

Ja de inicio, gostaria de dividir as trés interpretagoes em dois grupos: um for-
mado por Lagrange e Whiteside, outro, é claro, formado por Panza. Essa divisao, creio,
¢ evidente pelo fato de Whiteside ter assumido a mesma explicacao de Lagrange. Na
contracorrente, Panza usa também a explicacao de Lagrange, mas para oferecer uma
interpretagao alternativa. Contudo, os trés possuem algo em comum (uns com mais in-
tensidade que outros): todos eles admitem a tradutibilidade do método das fluxdes ao
calculo diferencial. Nao tenho a pretensao de analisar essa escolha, apenas constato que
aqui é o caso. Posso, ainda, ou, na verdade devo, acrescentar os primeiros intérpretes
da prop. X, Johann e Nikolaus (I) Bernoulli, como o terceiro grupo. Afinal, foram eles
que revelaram o erro para a comunidade matematica. Porém, seus interesses, como sa-
bemos, extrapolaram questoes esotéricas ou motivadoras internas a comunidade. Mesmo
que o interesse dos Bernoulli fosse o de provar a superioridade do célculo leibniziano em
detrimento do método das fluxoes, é inquestionavel a contribuicao deles com respeito ao
trabalho de Newton. A falha nao poderia ser mais grave, pois conduzia a solucao original

a uma contradi¢ao (que a velocidade do mével sobre a trajetéria semicircular dada era

w

ao mesmo tempo uniforme e varidvel). Ora, o fator numérico corretivo bernoulliano 5
foi obstinadamente perseguido por Newton, pois, como vimos, é esse fator que desfaz a

contradigao.

Temos, portanto, trés grupos que nos auxiliaram a responder a pergunta deste

trabalho, comecemos pelos Bernoulli. A maior contribuicao partiu de Johann, pois foi
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ele quem revelou que havia uma contradi¢ao a ser desfeita. Sua solucao alternativa via

calculo diferencial leibniziano revelou o fator numérico 2 faltante na solucdo de Newton

2
35VIHQ? _ 30B(=a)

27 2Rz~ 20K(=n)’
acesso a esse resultado foi por meio de uma equacao diferencial que levou em conta as

para a relacao entre a resisténcia do meio e a gravidade % =

componentes tangenciais das grandezas envolvidas (gravidade, resisténcia e velocidade)
e a solugao se deu diretamente (vide secao 3.3). A justificativa, porém, nao cumpriu
com seu papel porque Nikolaus (I) aproveitou-se de uma combinagao numérica fortuita
aplicada a expansao em série infinita e convergente usada por Newton para determinar
uma ordenada e seus elementos geométricos. Ora, dessa contribuicao saliento apenas o
trabalho de Johann que, de fato, foi relevante e contribuiu para os eventos histéricos
seguintes. Contudo, por meio de seu trabalho, nao é possivel apontar qual a causa do
erro, ou seja, até esse momento sabemos que existe um erro nos comptos de Newton que
o levaram a uma contradicao, porém nao se tem explicacoes para a causa de erro. Nao
temos mais o que avaliar a respeito do trabalho dos Bernoulli, além do que ja foi exposto

até aqui.

Penso que as avaliagoes de Lagrange e de Whiteside tém mais a contribuir neste
momento. Comeco pelo primeiro, Lagrange o qual somente dispertou meu interesse devido
a justificacao de Whiteside com respeito a igualdade indevida FF'G = fg. Ao apresentar
claramente a causa do erro de Newton, ele a atribui a diferenga ex sagittis 6, = FG — fg.
Lagrange nao deixou de demonstrar, via calculo diferencial, a diferenca entre essas duas
quedas galileanas, que incide sobre a terceira ordem diferencial (%%93) que, por sua vez,
denuncia a existéncia da componente resistiva incidente ao longo do eixo gravitacional. Ele
considera que o método das fluxoes permite o acesso a essa diferenca apenas indiretamente,
mas nao explicita como isso ocorre. Contudo, Whiteside nao deixa de apresentar como isso
acontece, em estrita concordancia com Lagrange, porque justifica a diferenca fazendo uso
dos incrementos de base BD(= 0) e Bd(= p). Ora foi somente na diferenca das expansoes

em séries infinitas convergentes com respeito a esses incrementos que Whiteside pode

demonstrar que (p—o) = g% %2 ... E, ainda, se essa consideracao fosse aplicada & equacao
%GCF na editio princeps, Newton teria chegado recte a solucao correta para a relacao

3
5

entre a gravidade e a resisténcia, ou seja, com o fator numérico

Diferentemente de Lagrange, Whiteside aliou essa sua justificativa emprestada
do matematico franceés as fontes primarias, quais sejam, aos manuscritos de Newton. E
essa sustentacao historiografica, penso, fornece muito mais credibilidade ao comentador.
Ora, desse modo, Whiteside pode mostrar que a cada momento em que Newton tentou

salvar sua solugao original, recaiu na idée fixre da igualdade entre F'G e fg. Contudo,
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ele nao se limitou a isso, pois apresentou uma outra causa para o erro. Essa outra causa

~ ~ ~ ~ R _ Cf-—CF R _ CFx(FG—kl)
nao tem relacao com a transformacao da equacao g = —Fg o bara = ——e—

mediante a consideracao F'G = fg; na verdade, ela é anterior a isso. Ocorre justamente

Cf—CF

= ¢ 7
o ausente da correta proporgao ‘2]’ no

quando Newton chegou a relagao primeira
denominador, ou seja, nao conforme com o principio de Galileu para a queda dos corpos.
Essa auséncia foi ainda mais persistente que a igualdade incorreta anterior — que Newton
deixou de considerd-la a partir do momento em que comecou a modificar a estrutura

matematica de sua solugao.

Foi, segundo Whiteside, somente na sexta tentativa de correcao que Newton veio
a perceber a falta da proporgao ‘[2]’ nas quedas galileanas por ele consideradas — diferen-
temente de F'G = fg pois nao ha registros de que Newton tenha percebido essa falha em
especifico. Whiteside mostra que foi no recompto da equacao do movimento construida
na sexta tentativa, mais precisamente em Add.3965.f.197", que Newton percebeu essa sua
falha e, em seguida, nos manuscritos dessa tentativa (de Add.3965.£.219" a £.220") ele foi
acrescentando ‘[2]” as quedas galileanas e as equacoes dependentes delas. Pelo simbolo {
contido na primeira pagina e na ultima dessa colecao de manuscritos, Newton interliga as
equagoes carentes da propor¢ao numérica (f.219") da reconstrugao dos cdlculos conside-
rando a referida proporgao (f.220") [vide Anexo A - Manuscritos de Newton]. Ora, e foi

somente assim, sob essas consideracoes, que Newton chegou a solugao correta.

Whiteside nos mostrou que Newton poderia ter salvo sua solu¢do orginal (na
verdade quase salvou), pois — depois de ja ter impresso a segunda edigao dos Principia com
sua solucao modificada — retomou esses calculos quando estava preparando o Commercium
Epistolicum, num momento em que seus esfor¢cos nao estavam mais voltados a solucao
desse problema, e sim, para a controvérsia a respeito da prioridade do calculo, logo apds
acrescentar suas consideracoes a carta de Leibniz a Wallis de 28 de maio de 1697. Ao
meu ver, a maior contribuicao de Whiteside foi apresentar no fragmento Add.3968.41-
132" o momento em que Newton retomou a equacao primeira de sua solugao original
Cf—CF

aFa acrescida da correta proporcao devido a queda da tangente, e refez seu célculos.

Contudo, ele nao chegou ao resultado esperado porque cometeu um erro trivial ao efetuar
a transliteracao equivocada (1 + 32—%’ — 1+ ?’fﬂ) na equacao do tempo de passagem do
ponto C' sobre os arcos gC' e [C'. Whiteside reforca que Newton s6 pode perceber a falta
da correta proporcao ‘[2]’ para as quedas galileanas depois de ter modificado a estrutura
da solucao original. Lembremos da afirmativa de Whiteside logo acima, qual seja, que
a imprecisao da igualdade F'G = fg ocorre devido a falta do elemento resistivo presente

no eixo gravitacional o qual se apresenta somente quando considerada a terceira ordem
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diferencial. Mas o que dizer do acesso direto que a primeira formulacao de Newton Gf-CF

[2]FG
3 S/ 14+Q32
2R?

devidamente ajustada, tem a correta solugao 3 ? Neste momento chamo o Prof.
Herman Erlichson que apresentou uma bela andlise acerca da prop. XV, livro II dos

Principia, onde nosso matematico inglés estuda um movimento em espiral.! Ele afirma:

Newton sabia que, pelo principio do vetor do coroldrio I de suas leis do movi-
mento, sua escolha de direcoes de componentes nao-retangulares o permitiria pensar
nas acoes independentes da forca resistiva e da forca centripeta. O movimento do
corpo seria a soma do movimento tangente devido a inércia e a resisténcia do fluido,
e do movimento centripeto devido a forga centripeta. Newton tinha uma maneira
estranha de descrever essa independéncia dos movimentos tangencial e centripeto
(ERLICHSON, 1994, p.284).

Essa mesma estranheza de Erlichson eu também experimentei. Contudo, esse
“novo” modo de considerar os movimentos em eixos nao-retangulares (tangencial e orto-
gonal ao horizonte) ndo impede que se monte adequadamente equagoes do movimento,
pois Newton ja havia estabelecido a independéncia dos movimentos subdivididos em eixos
distintos. Assim, a composicao de % nao contradiz o corolario I das leis dos movi-
mentos pois apresenta uma relagdo entre duas grandezas (resisténcia e gravidade) que
agem conjuntamente em cada um dos eixos escolhidos para descrever o movimento, o que
nao impede que se tenha a presenca de uma componente resistiva no eixo gravitacional
(Oy) e de uma componente gravitacional no eixo tangencial. A escolha de eixos para
descricao de um movimento qualquer é arbitraria, exige-se somente uma coeréncia nas

equagcoes que exprimem tal movimento com respeito a essa escolha de eixos.

Parece-me, entao, que a falha de Newton em nao considerar a correta proporcao
‘[2] foi mais fundamental que a igualdade equivocada entre F'G e fg. Ora, Newton apre-
sentou em seus calculos inciais uma série de proporc¢oes das quais derivou suas primeiras

equacoes que deram origem as solugoes requeridas pela prop. X, livro II. Em sua primeira

proporcao R o %, sabendo que C'F « C'f — C'F, entao, ao substitur essa ultima na
primeira, tem-se R o % Agora, no momento de transformar essa proporgao em

uma igualdade (ou seja, uma equagao), é preciso acrescentar o fator numérico faltante,

R _ Cf-CF
para apresentar s — QFG corretamente.

sim, proponho que a causa desse erro de Newton nao pode se sustentar apenas no fator

2 Parece-me que essa falha foi capital! As-

numérico ‘[2]” devido a queda F'G; mais que isso, proporgdes nao se comprometem com

escalares e a falta deles em estruturas matematicas fundamentadas em proporgoes nao

LCf. Erlichson, H., 1994. Resisted onverse-square centripetal force motion along newton’s great look-
alike, the equiangular spiral. Centaurus, Blackwell Publishing Ltd, v.37, n.4, pp.279-303.
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gera erros. Contudo, quando se trabalha com equagoes, é necessario acrescentar escalares
para se manter a exatidao. Isso, parece-me ser, de fato, a causa do erro de Newton. Esse
equivoco nao poe em risco o método de Newton, qual seja, o método sintético. Ora, se
assim fosse, ou seja, se essa abordagem fosse imprecisa como de Morgan afirmou — e como
Panza asseverou — entao, estaria todo os Principia fadado ao insucesso, mas nao é o caso.
Por que tao somente em poucas passagens (como por exemplo na prop. X, livro II) em
que “a base infinitesimal evidentemente surge” de forma patente, como considerado por
esses pesquisadores, Newton tentou obscurecer sua abordagem, para, assim, trivialmente,

alocar uma outra, uma abordagem analitica?

Ora, ele nao abandona seu método das fluxdes na segunda edicao dos Principia,
nem mesmo sua estrutura fundamentada em proporcoes geométricas. Lembremos que na
montagem de sua equacao do movimento na editio secunda Newton escreveu o seguinte:®

. a resisténcia esta para a gravidade assim como tGH — HI + == 2M L. N L esta para 2N17,

«

como também em sua solucdo corrigida,* .a resistencia estd para a gravidade assim

como 3500\/@ estd para 2Roo, isto é, como 35\/@ estd para 4RR”. E evidente
que a equagao surge na aplicacdo da propriedade fundamental das proporgoes (produto
dos meios é igual ao produto dos extremos). Agora, voltemos as fluxdes: afirmo que
Newton nao abandonou seu método, sequer obscureceu esta tal base infinitesimalista,
pois ela jamais existiu. Vejamos o famoso Lem.II do livro II, onde Newton apresenta o

que s@o momentos (0):

Estas quantidades estdo como indeterminadas, considere-as como se fossem um
fluxo perpétuo de um movimento crescente ou descrescente, estao esses incrementos
ou decrementos momentaneos sob o nome de momentos. Assim, por incremen-
tos, entendo como momentos aditivos ou positivos e, de outro lado, por decremen-
tos, [momentos| subtrativos ou negativos. Cuidado, porém, nao os considere como
particulas finitas (NEWTON, 1687, p.157).

Essa passagem nao sofre quaisquer modificacoes em sua segunda edicao.® Estd
muito claro que momentos sao gerados no tempo em um fluxo continuo de quantidades
que nascem ou evanescem. Ora, como entender, nessa passagem, momentos como infini-

tesimais? A menos que se apresente de forma muito clara a adocao de Newton de uma

2 A gravidade é acrescida no denominador do primeiro membro da igualdade sem que haja erros porque
ao final a solucao encontrada por Newton é proporcional a unidade. Isso é um forte indicio de Newton
ter inserido a gravidade nesta expressao por uma espécie de terceira proporcional a posteriori, ou seja,
que se revela apenas na solugao final.

3Cf. Newton, 2008, p.36.

4Ibid., p.37.

5Cf. Newton, 2008, p.27.
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base infinitesimalista e sua mudanca intencional de um método sintético para um método
analitico, entao adotarei a tese de Augustus de Morgan. Qualquer um que tenha analisado

os manuscritos de Newton teria de minimamente duvidar de tal assercao.

Agora, vamos as consideracoes de Panza.’ Ele adota uma estratégia diferente das
apresentadas até aqui. Panza considera que o erro de Newton, esta oculto na adocao de um
artificio matematico que consiste em extrair das equacoes trabalhadas a variavel tempo
(opgao também adotada por Lagrange). Para Panza, essa ma adequagao ligada a tentativa
de Newton transcrever a relagao entre a resisténcia pontual e a gravidade, nao mais em
termos do C'f dependente de um incremento de base (p) diferente daquele (o) do arco

R _ Cf-CF

C'F — contidos de maneira indireta na expressao Y = @FG

mesmo incremento (o) na expressio & = EXUFGk)
P g 4FG4

— mas agora em termos do
, traz consigo mais do que a falha na

igualdade equivocada F'G = fg. Pois, se nessa transformagcao inadequada for aplicado o

li CEX(FG k1) —vu 1+ 7

lim =, encontrar-se-4 um resultado também equivocado, qual seja, AL

Mas, se aplicar o éim , agora em funcao do tempo, retorna-se inadequadamente
—0

CFx(fg—kl)
4FGA

CFx(FG—FkI)
4FG4

a 2% (e isso Lagrange nao fez). Entao, Panza propoe aplicar éirr(l)
o

3 , €, assim,

retornou corretamente a %. Logo, o dominio do tempo mostrou mais do que uma diferenga
entre F'GG e fg que incide na componente resistiva contida no eixo da gravidade, tal como
Lagrange denunciou. Para Panza, o erro de Newton s6 pode ser explicitado quando
além de retomar-se o dominio do tempo, também leva-se em conta a expressao geradora
% = 5; = 4%. Dela reconhece-se que a falha nao estd em considerar § = (FG — kl)
no lugar de * = (fg — kl), quanto em considerar as corretas variagoes de velocidade e

resisténcia conforme itens (a) a (f) [vide subsecao 5.3.4] em fung¢ao do tempo.

Ora, para Panza, Newton até poderia conhecer essas diferencas (F'G —kl) e (fg—
kl) via método sintético (ou o que da no mesmo, por relagoes estritamente geométricas
entre BD e Bd). Porém sua compreensao nao passaria de uma mera indeterminacao. O
proprio Newton nao poderia reconhecer que combinou uma igualdade geométrica a uma
mecanica, devido as propriedades do movimento retrégrado, por meio do método sintético
somente. Para isso, ele teria que dispor do método analitico — embora, nem mesmo
Johann Bernoulli soube expressar essa sutilieza por ter usado um método infinitesimalista
implicito ao seu calculo diferencial, nem Lagrange soube exprimir isso por meio de seu

método analitico e obviamente extrinseco ao de Newton.

6Lembremos que Panza se apresenta em seu texto adepto a tese de Augustus e Morgan.

"Inconsisténcia, que segundo Panza e segundo Lagrange, implicita no método sintético. Sé se pode
conhecé-la via método analitco, ou seja, quando se toma o limite dessa expressao.

8Cf. Panza, 1988, pp.468-9.
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Nao me parece que do resultado de éim CEUg=k) _y ri gy relagao a lim X (EG=RD)
—)

o A(FG)? g 60 AFGT

%% se segue que a solucao adequada ao problema “nao requer tanto fazer agir a resisténcia
pontual ao longo da direcao vertical quanto conceituar que o limite de % depende da

variacao da resisténcia e da velocidade”.® Panza nao deixa claro a que variacao ele se

refere. Num primeiro momento, (7) relacionei ao itens (a) a (f) que expressam os termos

HF
Iye

e da resisténcia pontuais; num segundo momento, (i7) atribuf a série infinita convergente

da relacao na equagcao transformada cujas expressoes sao dependentes da velocidade
(5.47) que representa o tempo em que o movel estd submetido a um movimento livre de
gravidade tornando-se dependente da resisténcia e da velocidade; ou ainda, num terceiro
momento, (i7) as variagdes podem ser velocidade e resisténcia quando Newton considera

o movimento reverso; entre outras possibilidades.

Outra colocacao feita por Panza diz respeito ao fato de que para ele somente
um processo analitico é capaz de avaliar uma igualdade FFG = fg a qual combina
parametros geométricos (do diagrama) com parametros mecanicos (do movimento ima-
ginario regresso). Mas a que Panza atribui os parametros geométricos e a que ele atribui
os parametros mecanicos, neste problema em especifico? Tendo a interpretar todos os
elementos dispostos nos diagramas de Newton como geométrico-dinamicos. Geométrico
porque possuem uma parcela apresentada pela propria forma a qual estabelece relagoes
de proporcionalidade, e dinamico (ou mecanico) porque no uso do método das fluxées —
quando analisadas as quantidades nascentes (ou evanescentes) — avalia-se um movimento
continuo. Entao neste caso, por que Panza insiste que a identidade FFG = fg é ela
mesma, digamos “especial” pois combina parametros geométricos e mecanicos por meio
do movimento regresso imaginario? Nao seriam entao todas as expressoes apresentadas
por Newton dessa forma especiais? Por que o método sintético “de Newton” pode até ser
capaz de determinar diferencas de incrementos de base para os arcos Cg e CG (tal como
Whiteside fez), mas é incapaz de determinar diferengas entre F'G — kl e fg — kl (pois

detecta apenas que sdo iguais até a segunda ordem diferencial)?

Ora, a diferenca entre incrementos de base, por serem proporcionais as quedas
das tangentes, ja nao é capaz de determinar diferencas minimas como essa da terceira
ordem diferencial? Se nao fosse o método sintético capaz disso, Whiteside nao teria
chegado ao resultado correto por esse caminho (vide segao 3.5), depois de ter tomado
o limite para o tendendo a zero. Alids, Panza nao deixa claro o que ele entende por
método sintético e por método analitico. Apenas se resume a falar que o classico método
do “indeterminado” equivale ao sintético, e o método de “tudo evidente”, ao analitico;

porém, em seu trabalho, parece que ele tende a relacionar sintético a geométrico. Resta
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saber o que é o método analitico a que Panza se refere. Seria a distingao analitico-sintética
capaz de explicar o sucesso de Newton em sua segunda edicao dos Principia e o seu fracasso
na primeira edigao? Creio que nao. Toda essa discussao a respeito dos métodos analitico
e sintético, brevemente apresentada aqui, se desfaz quando se consultam os manuscritos
de Newton. Ele alterou a estrutura matematica, mas manteve a sua abordagem. Newton
nao abandonou quaisquer bases (neste caso tal como defendido por de Morgan, a base
infinitesimalista) para adotar uma outra (indefinida). Nao vejo como isso o aproximaria
do método analitico em detrimento do método sintético. Alias, todo esse dabate mais
obscurece do que auxilia a compreensao de qual foi o erro de Newton na prop. X, livro II.
Neste caso, creio que o melhor a se fazer é abandonar esse debate e se ater ao problema

em especifico. Whiteside e Lagrange souberam muito bem fazer isso.

Saliento, e esse é o ultimo ponto que apresento nesta consideracao final, que a
mudanca na estrutura matematica da prop. X nao nos da condicoes para concluir que
Newton s6 conseguiu resolver adequadamente o problema porque ele compreendeu melhor
as questoes fisicas envolvidas, como se este processo de mudanga de argumentacgao o apro-
ximasse de um modelo fisico mais adequado. De fato, na editio princeps, o acréscimo de
um movimento imagindrio regresso exige uma maior abstragao em comparac¢ao com a edi-
tio secunda, que faz uso de um tinico movimento no sentido horario, que se assemelha a um
lancamento obliquo. Todavia, ambas sao, para mim, duas estruturas equivalentes, posto
tudo o que ja foi apresentado até aqui. O acesso aos elementos matematicos mais bésicos
desse problema ocorre tanto para o método das fluxdes (nas duas edigoes) quanto para o
célculo diferencial (leibniziano ou contemporaneo). Nao h& uma abordagem privilegiada,
para esse caso. O que ha de fato é um equivoco fundamental na passagem de proporgoes
para equacgoes: onde houver escalares, eles devem ser inseridos sob a pena de perda de
exatidao quando nao ocorrer; e isso nao caracteriza uma limitagao de uma abordagem

geométrica-dinamica newtoniana, apenas um cuidado que essa abordagem exige.
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APENDICE A - Solucao para a equacao de Bernoulli

No artigo apresentado por Johann Bernoulli a Académie des Sciences consta em
sua primeira parte o desenvolvimento da famosa equacao diferencial que acabou rece-
bendo o nome dessa ilustre familia. Tal equacao foi desenvolvida por seu irmao, Jakob.
A equagao diferencial de Bernoulli possui solugao a qual serda aqui apresentada em seus
detalhes. Seu desenvolvimento nao é condicao necessaria para a compreensao do argu-
mento matematico utilizado por Johann para objetar Newton no episédio histérico que
essa pesquisa cerca. Contudo, apreciar o desenvolvimento da solugao da equagao diferen-
cial de Bernoulli evidencia como a matematica do século XVIII possuia um refinamento
que mais tarde se manteve nos trabalhos da geracao seguinte de matemaéticos europeus,

como foi o caso de Euler.

Retomando a equacao [vide nota 4, se¢ao 3.3,

2
U—d—de + 70"dS = —vdv
r dy

passando todos os termos para o membro esquerdo e dividindo toda equacao por v?,

tem-se
d dzdS
T S =0
v rdy
chamando p = % e qdx = 1dS, obtem-se a equagao de Bernoulli numa forma mais geral.

v + pdx £ 0" 2qdz = 0 (A.1)
v

Para iniciar o desenvolviimento da solucao da equacao de Bernoulli, chama-se
v=MN

a diferencial de v torna-se
dv = NdM + MdN
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substituindo na equacao A.1,

NdM + MdN
MN

+ pdr + (MN)"2qdr = 0

efetuando algumas simplificagoes,

NdM N MdN
MN MN
dM  dN

A + N + pdxr + Mn72Nn72qd:L’ =0

rearranjando a equacao de cima e chamando a primeira parte do membro de A e a segunda
de B.

+ pdx + M"2N"2¢dz = 0

dM dN

- — + M" AN 2gdy =

M +pd:zi+\N qdmj 0
A B

Sendo A + B = 0, entao, pode-se inferir que A =0 e B = 0, ou seja, para A:

dM
W + pd!B =0
dM
T b
Integrado os dois lados da equagao,
dM
M / pd
tem-se,
InM = — / pdx
reescrevendo de outra forma.
M = e Ird (A.2)

Efetuando o mesmo processo para B,

dN
W + Mn_QNn_Qle’ = O,

mas M = e~ /P% entao, substituindo,

dN n—2
W + <€—fpd$> Nn_QQd.ﬁU =0
preparando a equacao para integrar.

% _ qze—(n—2)fpden—2qu
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dN
s = T P gda
]\Cfir{\_fl — :Fe(Q—n)fpd:qum

Nf(nfl)dN _ :!Ze(an)fpdwqu
NI "IN = :Fe(Q—n)fpdqux

Integrando os dois lados da equacgao,

/Nl_"dN = i/e(z_”)fpdzqd:v

tem-se,
N2—n

2—n

_ :F/€(2—n)fpdqul,

isolando o termo em N.

N2 — :!:(2 _ n) /6(2n)fpdqux

N = Q_V$(2 +n) /e(z—n)fpdﬂfqu

Sabendo que v = M N, chega-se.

v = {e—fpdm} { Q‘V:F(Q +n) / 6(2_”)fpdqux} (A.3)

2 . .
vdS o p = 45 Qubstituindo um no outro, chega-se a
rdy ’ rdy ’

Lembrando da equacao 3.13, f =

f = pv?. Assim, substituindo nesta tltima a equacido A.3 chega-se a,

f=p [{efpd:fc} { 2(/;(2 +n) /6(2_”)fpdqul’}]

elevando ao quadrado o segundo membro da equagao e fazendo alguns ajustes.

2

f= p.6_2fpdac 22T\L/:|:(2 +n) /6(2_”)fpdqu$

Finalmente, chega-se a solucao da equacao de Bernoulli conforme apresentada por Johann
em (BERNOULLI, 1714a). No entanto, ainda naquele periodo, o nimero de Euler e nao
tinha tal alcunha, entao, no artigo desse autor no lugar de e Johann coloca uma constante

c. Ficando, portanto,

f=pc v 1§/¢(2 +n) /c(Qn)fpdqua: (A.4)
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Para ilustrar as descrigoes de Whiteside seguem os manuscritos de Newton citados

por ele. A Figura 29 ilustra a se¢ao 5.1: A interpretagdo de Whiteside; a Figura 30, a

secao 3.5; e as Figuras 31, 32 e 34 ilustram a secao 4.7: Sexta tentativa.
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Figura 31: Manuscrito Add.3965.f.197"
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Figura 33: Manuscrito Add.3965. f.219"
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Por decisdo do Colegiado do Programa o aluno devera atender as
solicitagbes da banca, quando houver, e anexar este ao final da dissertagcédo
como versao definitiva aprovada pelo orientador, que neste momento estara

representando a-Banca Examinadora.
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