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Resumo

A classe de c6digos mais estudada é a dos c6digos lineares. Utilizando a métrica de Ham-
ming conseguimos relacionar o polindmio enumerador de peso de um c6digo ¢ com o do seu
c6digo dual (671) através das identidade de MacWilliams. Busca-se entdo, derivar tais identi-
dades para cddigos lineares utilizando uma métrica ndo Hamming. Assim, sendo P um poset
em [n], apresentamos os resultados que mostram que P admite identidades de MacWilliams
se, e somente se, 0 poset € hierdrquico. Além disso, se I(P) é o conjunto de ideais de ordem de
P e E é umarelacao de equivaléncia em I(P), introduzimos os conceitos de relacdo dual (E*)
de uma relacao de equivaléncia E, distribuicao de E-peso (resp. E*-peso) de um P-cédigo
linear (resp. seu P-cédigo dual ou P*-c6digo) e o conceito de relacdo de equivaléncia de tipo
MacWilliams. Trés tipos de relacoes de equivaléncia em I(P)sao apresentadas, as quais sao de-
finidas respectivamente pela cardinalidade dos ideais do poset, pela acao dos automorfismos
do poset no conjunto de seus ideais, e pela existéncia de um isomorfismo entre dois ideais
e mostramos sob que condic¢des tais relacoes sdo de tipo MacWilliams. Além disso, mostra-
mos que quando a relacdo de equivaléncia referente aos isomorfismos é de tipo MacWilliams,
a mesma coincide com a relacdo referente aos automorfismos de P. Apresentamos ainda o
conceito de p-métrica no espaco das matrizes n x s com entradas em F,, e os conceitosde T e
H-enumeradores de pesos para tal caso, relacionando a p-métrica, com a P-métrica e os con-
ceitos de relacdes de equivaléncia para um poset P, o qual é uma unido disjunta de n cadeias
de comprimento s cada uma. Conseguimos assim relacionar os T e H-enumeradores de c6-
digos mutuamente duais utilizando os conceitos de relacoes de equivaléncia de tipo MacWil-
liams. Com isso, mostramos que as matrizes utilizadas para relacionar as distribuicdes de E -
peso e E*-peso sdo, neste caso, inteiramente determinadas pelos ideais referentes a primeira

cadeia do poset P.

Palavras-chave: Cddigos Lineares; Identidades de MacWilliams; Poset; Distribui¢do de Pesos;

Relacgoes de Equivaléncia de tipo MacWilliams.
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Abstract

The most studied class of codes is that of Linear Codes. Using the Hamming metric we are
able to relate the weight enumerator polynomial of a code 6 with its dual code (6*) via the
MacWilliams identities. Then, we seek to derive such identities for linear codes using a non
Hamming metric. Thus, with P being a poset in [n], we present results showing that P admits
MacWilliams identities if, and only if, it is a hierarchical poset. Furthermore, if I(P) is the set
of ordered ideals of P and E is a equivalence relation on I(P), we introduce the concepts of
the dual relation (E*) of a equivalence relation E, E-weigth distribution (resp. E*-weight) of
a linear P-code (resp. its dual P-code or P*-code) and the concept of MacWilliams type equi-
valence relation. Three types of equivalence relations in I(P) are presented, which are respec-
tively defined by the cardinality of the ideals of the poset, by the action of automorphisms of
the poset on the set of ideals, and the existence of an isomorphism between two ideals and we
show the conditions under which such relations are of MacWilliams type. Furthermore, we
show that when the equivalence relation associated to the isomorphisms is of MacWilliams
type, it coincides with the one regarding the automorphisms of P. We also present the con-
cept of p-metric in the space of matrices n x s with entries in IF, and the concepts of T and
H -weight enumerators for this case, relating the p-metric with the P-metric and the concepts
of equivalence relation for the poset P which is the disjoint union of n chains each of length s.
Thus we are able to relate the T and H -enumerators of mutually dual codes using the concepts
of MacWilliams type equivalence relations. Thus, we show that the matrices used to relate the
E-weight and E*-weight are, in this case, entirely determined by the ideals of the first chain of

the poset P.

Keywords: Linear Codes; MacWilliams Identities; Poset; Weight Distribuition; MacWilliams

type Equivalence Relations.
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Introducao

A Teoria de Codigos Corretores de Erros se iniciou em 1948 com o trabalho de C. E. Shannon
intitulado A Mathematical Theory of Communication[14] e desde entdo tem sido estudada por
matemadticos e engenheiros. Os codigos corretores de erros estdo presentes em nosso cotidi-
ano sempre que fazemos uso de informacoes digitalizadas.

Um cdédigo corretor de erros é, em esséncia, um modo organizado de se introduzir dados
a uma informacgdo que se queira transmitir ou armazenar, de forma que ao se recuperar tal
informacdo se consiga detectar e corrigir possiveis erros.

Primeiramente tomamos um conjunto A chamado alfabeto, com g simbolos e em seguida
tomamos o conjunto A¥, onde k é um ntimero natural, e identificamos cada mensagem com
um elemento de A*. Tal conjunto é chamado c6digo da fonte. O que se faz entdo é recodificar
os elementos do cddigo da fonte, de modo a introduzir redundéancias que permitam detectar
e corrigir erros. O novo cd6digo introduzido na recodificacdao é entdo um subconjunto préprio
de A", com n natural e n > k, chamado c6digo de canal. O canal é o meio fisico pelo qual se
transmitird a mensagem.

O estudo consiste em transformar o cédigo da fonte em c6digo de canal, em detectar e
corrigir erros narecepcao e em decodificar o c6digo de canal em c6digo da fonte. Um esquema

deste processo pode ser visto na figura abaixo.

fonte | — | codificador J\/—V decodificador | — |usudrio

canal

Na prética, a classe de c6digos mais utilizada é a dos c6digos lineares. Tomamos o conjunto
A como sendo um corpo finito com g elementos, que denotaremos por F, e o c6digo de canal
como sendo um subespaco vetorial de IFZ.

Assim, ao recebermos uma palavra, tomamos esta como sendo a mais préxima das pala-

vras do codigo de canal. Para isto, necessitamos de uma forma de identificar a proximidade



entre elementos de IFZ. Na teoria cldssica de codigos corretores de erros, utiliza-se a métrica
de Hamming, apresentada em [4] por R. Hamming: tomamos a palavra recebida como sendo
a palavra do c6digo de canal que difere em um niimero minimo de coordenadas da palavra
recebida.

A partir de 1990, outras métricas tem sido utilizadas no estudo dos c6digos corretores de
erros, entre elas a P-métrica, onde P é um conjunto parcialmente ordenado, abreviado, do in-
glés, poset [1], e a métrica Rosenbloom-Tsfasman ou p-métrica introduzida por Rosenbloom
e Tsfasman [12], as quais serdo utilizadas no decorrer deste trabalho.

Quando tomamos um cédigo linear com dimensao alta, seu cédigo dual consequente-
mente possuird uma dimensao baixa, assim se torna de suma importancia obter informacdes
do codigo mediante seu dual.

Em [10] E J. MacWilliams apresenta resultados que relacionam a distribuicao de pesos do
c6digo com seu dual em espacos com a métrica de Hamming. Tais relacoes recebem o nome
de identidades de MacWilliams. Assim, tentamos derivar tais identidades para espacos com
outras métricas.

Em [7] Kim e Oh classificam todas as estruturas de poset que admitem as identidades de
MacWilliams e derivam tais identidades para estes posets. Porém, em [2], Choi et al. intro-
duzem listas de pesos baseadas em classes de equivaléncia de ideais do poset; o coeficiente
associado a uma classe é o nimero de elementos do cédigo cujo suporte gera um ideal que
estd nesta classe. Cada relacdao de equivaléncia fornece uma lista; o polindmio enumerador
coincide com a relacao onde dois ideais sdo equivalentes se, e somente se, tem 0 mesmo nu-
mero de elementos. Em [2] os autores caracterizam relacoes de equivaléncia em termos das
identidades de tipo MacWilliams para P-cédigos lineares.

A p-métrica introduzida por Rosenbloom e Tsfasman € definida no espaco linear das ma-
trizes m x n com entradas no corpo FF,. Assim, considerando 6rbitas de grupos lineares pre-
servando a p-métrica, Dougherthy e Skriganov [3] mostram que o enumerador de pesos asso-
ciado a tais Orbitas satisfaz identidades de tipo MacWilliams para c6digos mutuamente duais.
Além disso, mostram que os correspondentes espectros de peso de tais codigos sao relaciona-
dos por transformacdes as quais envolvem generalizacoes multi-dimensionais dos conheci-
dos polinémios de Krawtchouk, os quais foram uma das motivacoes para [2].

Neste trabalho mostraremos que os resultados obtidos em [3] por Dougherthy e Skriga-
nov podem ser provados utilizando-se os conceitos e resultados obtidos em [2] por Choi et al..
Além disso, conseguimos resultados interessantes sobre os conceitos apresentados nos res-
pectivos trabalhos, como o fato de que se uma relacao de equivaléncia é de tipo MacWilliams,

entdo todo isomorfismo entre ideais do poset é, na verdade, uma extensao de um automor-



fismo e que no caso do poset ser uma unido disjunta de cadeias de mesmo comprimento, entao
as matrizes apresentadas por Choi et al. podem ser obtidas analisando-se apenas a primeira
cadeia do poset.

A organizacao do trabalho é esquematizada da seguinte maneira: No Capitulo 1 apresenta-
mos 0s conceitos basicos para c6digos lineares em espacos de Hamming e para codigos Poset
ou P-cédigos lineares. Além disso, caracterizamos o enumerador de pesos para ambos os ca-
sos bem como apresentamos os conceitos de Caracteres, os quais serdo utilizados no decorrer
do trabalho. No Capitulo 2 apresentamos as identidades de MacWilliams em espagos de Ham-
ming e mostramos que uma condicdo necessdria e suficiente para um poset admitir identida-
des de MacWilliams é que este seja hierdrquico. No Capitulo 3 apresentamos as defini¢oes de
relacoes de equivaléncia em posets e relacdes equivalentes para uma Relacdao de Equivaléncia
de tipo MacWilliams. Apresentamos entao trés relacdes de equivaléncia de tipo MacWilliams,
as quais sdo definidas respectivamente pela cardinalidade dos ideais do poset, pela acao dos
automorfismos do poset no conjunto de seus ideais, e pela existéncia de um isomorfismo en-
tre dois ideais; em seguida mostramos que quando a relacao de equivaléncia determinada por
isomorfismos é uma relacdo de tipo MacWilliams entdo esta relacao coincide com a relacao
definida pela acdo dos automorfismos de P. No Capitulo 4 apresentamos as defini¢oes e con-
ceitos envolvendo a métrica R-T ou p-métrica e “traduzimos” tais conceitos para a P-métrica,
provando assim os resultados obtidos em [3] utilizando-se os conceitos e resultados obtidos
nos capitulos anteriores.

Afim de deixar o texto menos carregado, alguns conceitos sobre acoes de grupos, como o
Teorema da Orbita e Estabilizador e também sobre a férmula de inversdao de Mobius utilizados

nos Capitulos 3 e 4, sdo apresentados no apéndice A.



Capitulo 1

Codigos Lineares com Métrica de Hamming

e Poset

Este capitulo, subdividido nas se¢des Cédigos Lineares, Codigos Poset e caracterees, tem por
objetivo, apresentar os conceitos bésicos sobre cddigos corretores de erros e conjuntos parci-
almente ordenados, bem como os conceitos de polindmios enumeradores de peso e caracte-
rees, 0s quais serdo necessarios para a leitura do restante do trabalho . Uma abordagem mais
detalhada sobre os conceitos apresentados neste capitulo podem ser encontrados em [5], [6],
[10], [1] e [9].

1.1 Codigos com a Métrica de Hamming

Afim de construirmos um c6digo corretor de erros, precisamos primeiramente de um con-
junto finito A com g elementos, chamado de alfabeto. Denotaremos o nimero de elementos
de Apor |A.

Um cédigo corretor de erros é um subconjunto proprio de A” =Ax--- x A, para algum nu-

n
mero natural 7.

1.1.1 Métrica de Hamming

Dada uma palavra de A", precisamos de uma forma de identificar a proximidade entre esta

e outras palavras de A". Para isso introduzimos o conceito de Métrica de Hamming.



Capitulo 1. Cédigos Lineares com Métrica de Hamming e Poset 5

Definicao 1.1. Uma métrica em um conjunto X é uma fungao
d:XxX—R

satisfazendo as seguintes propriedades:

(i) (Positividade) d(x,y)>0 para todo x,y € X; a igualdade vale< x =y .

(ii) (Simetria) d(x,y)=d(y,x) paratodo x,y € X.

(iii) (Desigualdade Triangular) d(x,y)<d(x,z)+d(z,y) paratodo x,y,z € X

Definicao 1.2. Dados dois elementos u, ve A", a distancia de Hamming entre u e v é definida
como

dy(u,v)=\{i:u; #v;,,1<i<n}|
Proposicao 1.1. A distancia de Hamming dy(-,-) definida acima é uma métrica.

Demonstracao: Precisamos mostrar que a distancia de Hamming satisfaz as trés propriedades
da definicdo 1.1. De fato:

(i) Temos por definicao dy(u,v)=|{i: u; #v;,1<i<n}|>0. Caso dy(u,v)=0teremos u; = v;
parai=1,...,nlogou=v. Poroutro lado, se u=ventao u; = v; para j =1,..., n portanto
dy(a,v)=0.

(ii) Pela definicao temos dy(u,v)=|{i:u; #v,1<i<n}{=|{i:v;#u;,1<i<n}=dy(v,u)

ese

(iii) Para demonstrar esta propriedade podemos analisar apenas a i-ésima coordenada de u,
v e w. Temos dois casos para analisar, se a contribuicao de u; e v; para dy(u,v) é zero
ou um. Caso a contribuicdo seja zero, entdo a contribuicao das i-ésimas coordenadas de
dy(u, w)+dy(w,v) certamente serd maior ou igual a contribuicdo da i-ésima coordenada
de dy(u,v). Por outro lado, se a contribuicao € igual a 1 entao u; # v;, logo, se w; = u;,
teremos w; # v;, da mesma forma, se w; = v;, teremos w; # u;, portanto a contribuicao
dai-ésima coordenada de dy(u, w)+ dy(w, V) certamente serd maior ou igual a 1 e temos

o resultado.

2

Assim a distancia de Hamming entre elementos de A" é uma métrica, também chamada

de métrica de Hamming.



Capitulo 1. Cédigos Lineares com Métrica de Hamming e Poset 6

Definicdo 1.3. Dados um elemento c€ A" e um niimero real r > 0 definimos a bola e a esfera de

centro c e raio r como sendo, respectivamente, os conjuntos:

B(e,r)={uc A" :dy(u,c)<r}
S(e,r)={ucA":dy(u,c)=r}

Definicdo 1.4. Dado um cédigo 6, definimos a distdncia minima de 6 por
dy =min{dy(u,v): u,ve € eu# v}

Um c6digo 6 sobre um alfabeto A, possui trés parametros fundamentais [, M, dy], os
quais se referem respectivamente, ao seu comprimento 7, ou seja, o ambiente A” onde estd o

c6digo 6, o seu nimero de palavras M e a sua distadncia minima d.

1.1.2 Cddigos Lineares

A classe de c6digos mais utilizada na pratica é a dos cédigos lineares. Denotaremos por
F, um corpo com g elementos, o qual serd tomado como alfabeto. Temos assim que IFZ é um
IF,-espaco vetorial de dimensdo n com as operagoes de soma modulo g entre as entradas dos

vetores e produto por escalar.

Definicao 1.5. Um codigo 6 C Fa serd chamado cédigo linear se for um subespago vetorial de
F.
q

Como ¢ é um subespaco vetorial de F7 de dimensao finita, podemos considerar a di-
mensao deste subespaco como sendo k, assim tomemos uma base para tal subespaco, for-
mada pelos vetores {v;,V,,...,v;}, logo para cada u € ¢ teremos u = A,v; + A,v, + - + A, vy,
A eFi=1,..., k.

Assim, como para cada A; € F, temos g escolhas, teremos M = |6| = q’C e consequente-

mente dimy, 6 = k =log, q* =log, M.

Definicdo 1.6. Dado x< Fe definimos o peso de x como sendo o niimero inteiro
wpy (%) :={i:x; #0},

ou seja, wy(x) = dy(x,0), onde dy; representa a métrica de Hamming.

Definicao 1.7. O peso de um cédigo linear 6 é o nuimero inteiro

wy(6):=minfwy(x): x € €\{0}}.



Capitulo 1. Cédigos Lineares com Métrica de Hamming e Poset 7

Para um codigo linear ¢ o numero de palavras depende da dimensdao do mesmo, visto que
M = g*, assim podemos tomar os parametros desse codigo como sendo [n, k,dy] onde n é o
comprimento do cédigo, k é a dimensao e dj; € a distancia minima que, pela Definicao 1.7 é
0 mesmo que o peso do codigo.

De fato, note que para todo par de elementos X,y € ¢, comx#y, temosz=x—ye€ ¢ \{0} e
d(x,y) = wg(z). Logo, d = w(¥6)

Uma das formas de se descrever um subespaco vetorial em 4lgebra linear, é tomando o
mesmo como imagem de uma transformacdo linear. Assim, consideremos uma base f§ =
{v,v,,...,v} de 6 e tomemos a matriz G cujas linhas sdo os vetores v; = v;y,...,V;, para
i=1,...,k,isto é

Vi i Vi 0 Vg

Vi Ukt Uk2 " Vkn
A matriz G é chamada matriz geradora do codigo % referente a base 3.
Consideremos a transformacao linear definida por

. Tk
T: ]Fq — ]FZ

x — xG

Assim se x=(X,,..., X;), teremos que T(x)= x;v, +:--+ X Vi, ou seja, T(]F’;) =%.

Lembrando que dada uma base de um espaco vetorial, podemos conseguir outra base para
este espaco vetorial, efetuando operacgoes elementares sobre os elementos da primeira base,
dada uma matriz geradora G e acrescentando também as operacdes de permutacao de colu-
nas e multiplicagdo de uma coluna por um escalar nao nulo, obtemos uma matriz G geradora
de um cédigo 6’ equivalente ao c6digo €, ou seja, com 0s mesmos parametros e niimero de
palavras, sendo que o ntimero de palavras de peso i em % se mantém em €.

De fato, quando efetuamos as operacoes elementares juntamente com as duas operacoes

descritas acima em uma base de ¢, efetuamos em todas as palavras de €.

Definicao 1.8. Dizemos que uma matriz geradora G de um codigo 6 estd na forma padrdo se
tivermos
G= (Idk |A)v

onde I d, é amatriz identidade k x k e A é uma matriz k x (n— k)

Nem sempre conseguimos uma matriz geradora para um codigo % na forma padrao, po-

rém, conseguimos um c6digo equivalente 6 com matriz geradora na forma padrio. Este re-
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sultado é provado em [5], pagina 87.

1.1.3 Cddigos Duais

Sejam u=(u,,...,u,)ev=(v,,...,v,) elementos de IE‘Z, define-se o produto interno de u e
V por

u-v=1u v+ U,v,.

Definicdo 1.9. Seja 6 C F um cédigo linear, definimos o cédigo dual 6+, como sendo
¢t = {ve]FZ v-u=0,Yue ¢6}.

Note que 6+ é um subespaco vetorial de IFZ, logo é também um cédigo linear.

Proposicao 1.2. Seja 6 C Fy um codigo de dimensdo k com matriz geradora G = (Id;|A), na
forma padréo. Entdo

(i) dimé+t=n—k
(i) H=(—A'1d,_;) é a matriz geradora de €+

Demonstracao: Ver [5] pag 89. |

Lema 1.3. Suponha que 6 seja um codigo linear de dimensdo k em 7 com matriz geradora G.
Uma matriz H de ordem (n— k) x n, com coeficiente emF , e com linhas linearmente indepen-
dentes, é uma matriz geradora de 6+ se, e somente se, G- H' =0.

Demonstracao: Ver [5] pag 91. |

Note que para verificarmos se um determinado vetor v pertence a 6, basta checarmos se
é nulo o vetor Hv'. A matriz geradora H de 6* é chamada de mairiz teste de paridade de 6.

Dados um cédigo ¢ com matriz teste de paridade H e um vetor v € F7 chamamaos o vetor
HvT de sindrome dev.

A matriz teste de paridade de um c6digo ¢ contém informacdes importantes sobre o valor
do peso dy do codigo.

Teorema 1.4. Seja H a matriz teste de paridade de um codigo 6 . Temos que o peso de 6 é igual
a s se, e somente se, quaisquer s — 1 colunas de H sdo linearmente independentes e existem s
colunas de H linearmente dependentes.
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Demonstracao: Ver [5] pag 93. ]

Coroldrio 1.5 (Limitante de Singleton). Os parametros|n, k, dy] de um cédigo linear satisfazem
a desigualdade

Demonstracao: De fato, sendo H a matriz teste de paridade, esta tem posto n— k, como pelo

teorema anterior dy —1 é menor ou igual ao posto de H, temos a desigualdade. |
Vejamos alguns exemplos classicos de c6digos.

Exemplo 1.1 (Cédigos de Hamming). Um cdédigo de Hamming de ordem m sobre F, é um
c6digo com matriz teste de paridade H,, de ordem m x n cujas colunas sao os elementos de

F7"\{0} numa ordem qualquer.

Assim temos que o comprimento de um cédigo de Hamming de ordem m é n =2" —1 e,
portanto, a sua dimensdo é k = n—m =2"—m—1, além disso temos que dy = 3, pois, em H,,
é facil achar trés colunas linearmente dependentes.

Como exemplo numérico, considere a matriz

0110101
H;={1110010
0101110

Exemplo 1.2 (Codigos de Reed-Solomon). SejaF, um corpo finito e considere o F ,-espago ve-
torial F,[ X ];_; dos polinomios em F,[ X ] de grau menor ou igual a k—1, incluindo o polinémio
nulo, isto é,

F [ Xk ={P €F,[X]:gr(P)<k—1}uU{0}.

Este é um espaco vetorial de dimensdo k, com uma base dada por  ={1, X, X?,..., X*1}.
Sejam n um inteiro, tal que k <n < q =|F,| e a,,...,a, elementos distintos de F, e consi-

dere a funcao definida por

T: FlXlia — Fr
P —  (P(ay),...,P(a,))

E f4cil verificar que T é uma transformacao linear injetora.
De fato, ker T = {P €F,[X];_, : P(a;)=---P(a,) =0} = {0}, pois um polindémio nao nulo de

grau menor do que k nao pode ter n raizes distintas.
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Portanto a imagem ¢ de T é um cddigo linear de comprimento n e dimensao k. Além
disso, note que se ¢ € uma palavra ndo nula de ¢ entdo, existe um P € F [X];_, tal que ¢ =
(P(ay),..., P(a,)).

Logo teremos,

wyle)={ie{l,...,n}:P(a;)#0}=n—|{ie{l,...,n}:P(a;)=0}|>n—gr(P)>n—k+1

Segue dai que dy > n—k+1, mas pela Cota de Singleton temos que dy < n—k+1. Portanto
teremos dy =n—k+1.

Dizemos que um cddigo que satisfaz d; = n—k+1 é um c6digo MDS (Maximum Distance
Separable).

Este codigo serd chamado de Codigo de Reed-Solomon de comprimento n e dimensao k

definido por a;,...,a,.

1.1.4 Decodificacao

Ap6s codificarmos uma mensagem, precisaremos, ao recebermos a mensagem codificada,
decodificd-la. Assim, definimos o vetor erro e como sendo a diferenca entre o vetor recebido r
e o vetor enviado ¢, ou seja, e =r - ¢. Note entdo que o peso do vetor erro serd igual ao niimero
de erros cometidos durante a transmissao, ou seja, wy(e) = d(r,c).

Seja H a matriz teste de paridade do c6digo 6. Como Hc! =0, temos que
He' =Hx'—c"=Hr' —Hc! = HY.

Logo, a palavra recebida e o vetor erro tem mesma sindrome.

Assim, sejam dj; a distincia minima de 6 e k =[ %4~ ], ou seja, a parte inteira de

4l aca-
pacidade de correcdo do cddigo. Se wy(e) = d(r,c) < k, entdo e é univocamente determinado
porr (ver [5] pdg. 101) e tomamos c=r—e.

SejaveF]. Defina v+ 6 = {v+c : ¢ € ¢}. Assim, temos que os vetores v,u € F, tem a
mesma sindrome se, e somentese, u€ v+ 6.

De fato, temos Hu' =Hv @ Hu—-v)' =0 u—ve¥ < ucv+%.

Chamamos cada conjunto da forma v + ¢ de classe lateral de v segundo 6. Note que
V+6=¢<veC.

Definimos ainda o elemento lider de uma classe lateral como sendo o vetor com peso mi-

nimo na classe lateral. Temos assim a seguinte proposicao:
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Proposicao 1.6. Seja ¢ um codigo linear em Fy com distancia minima dy. Se u € F7 é tal que

dy—1 ~ PP .
wy(u) < [ 5 ] =K, entdo u é o uinico elemento lider de sua classe.

Demonstracao: Suponhamosque u, v € ]FZ comwpy(u)< [d”z_l ] ewy(v)< [d”z_l ] Seu—veE,

entao

dH—1]+[dH—1
2

logo, u—v =0e, portanto u = v. ]

wH(u—v)st(u)+wH(v)s[ <dy—1;

Assim conseguimos um algoritmo de correcao de mensagens que tenham sofrido um nu-

mero de erros menor ou igual a capacidade de correcdo do cédigo, que é k = [dﬂz_l ]

Primeiramente determine todos os elementos u € IF;, tais que wy(u) < k. Em seguida, cal-
cule as sindromes desses elementos e coloque esses dados em uma tabela. Seja r uma palavra
recebida.

(1) Calcule a sindrome s =Hr".
(2) Se s estd na tabela, seja [ o elemento lider da classe determinada por s; troque r por r —1.

(3) Se s ndo estéd na tabela, entdo na mensagem recebida foram cometidos mais do que x

€ITros.

Exemplo 1.3. Considere o [6,3,3] c6digo linear definido sobre F, com matriz teste de paridade

dada por
1 00101
H=1 010110
001011
Nesse caso temos dy = 3, logo k = 1. Assim, os vetores de peso < 1 com suas respectivas

sindromes sao

(0,0,0,0,0,0
(0,0,0,0,0,1
(0,0,0,0,1,0
(0,0,0,1,0,0
(0,0,1,0,0,0
(0,1,0,0,0,0
(1,0,0,0,0,0) com sindrome (1,0, 0)

Suponhamos agora que a palavra recebida seja r =(1,0,0,0,1,1). Logo, Hr? =(0,1,0)" e,

com sindrome (0,0,0
com sindrome (1,0, 1
com sindrome (0,1, 1
com sindrome (1,1,0
(
(

com sindrome (0,0, 1

—_— — ~— ) ~— —

)
)
)
)
)
com sindrome (0, 1,0)

portanto, e =(0,1,0,0,0,0). Consequentemente, c =r—e =(1,0,0,0,1,1)
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1.2 Cdédigos Poset

Nesta secdo veremos os conceitos fundamentais sobre conjuntos parcialmente ordenados,
abreviado poset (Partially Ordered set), bem como a definicdao de c6digos poset os quais serdao
de suma importancia no decorrer do trabalho.

Um dos problemas fundamentais da teoria de codigos, sendo F, um corpo finito e Fe
o conjunto das m-uplas sobre F,, € encontrar o maior inteiro d tal que existem n vetores
h,,...,h, € F tal que quaisquer d — 1 sejam linearmente independentes. Assim, tomando
a matriz H cujas colunas sdo os vetores h,, ..., h,,, teremos uma matriz teste de paridade para
algum codigo ¢ de comprimento 7, dimensdo n —m e distancia minima d.
O problema de determinar d foi generalizado por Niederreiter.
Sejam n,, ny, ..., n, inteiros positivose H = {ly; ;;: 1<i<s,1 < j < n;} osistemade n; +n,+
---+ n, vetores em IFZ7 particionado em s conjuntos ordenados de cardinalidades n,, n,, ..., n;

respectivamente, ou seja,

H:{hll"--rhlnl’h'21’-"rh2n2’--"hsl"'-)hsnx EFZZ}. (1.].)

S

Defina d(H) = minz d;, onde este minimo é extendido sobre todos os inteiros d,, ..., d;
i=1

N
talque0<d; <n;(1<i<s)e Zd,- € positivo e para o qual o conjunto de vetores h; ;,: 1 <

i=1
i <s,1<j<d;élinearmente dependente.
Se ndo existem tais inteiros d, ..., d,, ou seja, os vetores h; j)sdo linearmente independen-

tesen, +n,+---+ n, < m, entdo definimos d(H) como sendo n, + n, +---+ n, + 1.

Exemplo 1.4. Consideremos o espago vetorial F; e tomemos 7, =1, n, =3 e n3 =3. Seja

H= {hu’ th hzz» hzg’ h31» hszr h33} =

O =
— = O
—_— O
— = =
o O -
o = O
- o O

3
Como devemos ter 0 < d; < n;, ao analisarmos o namero d(H) = minz d; tal que o conjunto
i=1
de vetores {h; ;;: 1< i <3,1< j<d;}élinearmente dependente, encontramos que d(H)=3
pois caso contrdrio, pelas op¢des dos valores de d; teriamos um ou dois vetores que clara-
mente sdo linearmente independentes, e tomando d, =0, d, = 3 e d3 = 0 teremos o0 conjunto

{hy1, hyy, hy3} que é linearmente dependente, logo d(H) = 3. Note ainda que esta matriz H é
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a matriz teste de paridade do c6digo de Hamming de ordem 3, o qual tem distdncia minima
d=3.

O problema levantado por Niederreiter € estudar o namero d,(n, ..., n,, m)=maxd(H) e
se possivel encontra-lo, onde o méximo é tomado sobre todos os sistemas da forma (1.1). Se
n, =...,n, =1, entdo teremos o problema fundamental da teoria de cédigos.

O problema de Niederreiter também pode ser visto no cendrio de conjuntos parcialmente

ordenados.

Definicao 1.10. Uma relagdo de ordem parcial em um conjunto X é uma relagdo bindria <

satisfazendo, para todo x,y,z € X

(i) x =< x (reflexiva)

(i) x<yeyXx= x=y (anti-simétrica)
(iii) x Xy ey Xz= x X z (transitiva)

Diremos que a relacdo de ordem é total se quaisquer dois elementos do conjunto forem

compardveis, isto é, x < youy X xVx,y € X.

Definicao 1.11. Se <X é uma relagdo de ordem parcial em X, chamaremos o par ordenado P =
(X, X) de poset.

No decorrer do trabalho iremos nos referir ao poset P com elementos {1,2,...,n}, como
sendo o poset P em [n] e a relacao de ordem referente ao poset P por <,. Também podemos

representar o poset geometricamente através do seu diagrama de Hasse.

Exemplo 1.5. Tomemos o poset P em [4] com relacdo de ordem 1 <, 3,2 <, 3 e 2 <Xp 4. Assim

teremos o diagrama de Hasse

3 4

N

Alguns exemplos de poset utilizados no decorrer do trabalho sdao dados a seguir.

Exemplo 1.6 (Poset Cadeia). Um poset P é dito um poset cadeia se tivermos uma relacao de
ordem total, ou seja, quaisquer dois elementos do poset sdo comparaveis. Assim, se tomarmos
o poset P em [n] teremos que 1 <Xp 2 <, --- Xp n—1 <X, n, é uma cadeia para este poset. Tal
poset tem diagrama de Hasse dado por
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n-1

Exemplo 1.7 (Poset Anti-cadeia). Um poset P é dito uma anticadeia se quaisquer dois ele-
mentos do poset forem ndo comparéveis. Assim, se tomarmos o poset P em [n], teremos o
seguinte diagrama de Hasse

Exemplo 1.8 (Niederreiter-Rosembloom-Tsfasman NRT). O poset NRT é uma unido disjunta
de cadeias de mesmo comprimento, ou seja, tomamos unido de cadeias C; de comprimento
mem{i,n+i,2n+1i,...,(m—1)n+i} paral <i<n,logo teremos um poset P em [nm] com
diagrama de Hasse como segue

(m-1)n+1 (m-1)n+2 mn-1 mn
(m-2)n+1 (m-2)n+2 (m-1)n-1 (m-1)n
;1+ 1 ;1+2 .2n- 1 .2n

1 2 n-1 n

Exemplo 1.9 (Poset Hierdrquico). Sejam n,, n,, ..., n; inteiros positivos com n,+n,+---+n;, =
n. Definimos o poset H(n;n,, n,,...,n,;) no conjunto {(i, j)|1 <i < ¢t,1 < j < n;} cuja rela-
¢do de ordem é dada por (i, j) < (I,m) < i < l. O poset H(n;n,, n,,...,n,) é chamado poset
hierdarquico com #-niveis e n-elementos, assim teremos que os niveis sdo anticadeias e cada
elemento de um nivel se relaciona com todos os elementos do nivel anterior.

Para representarmos pelo diagrama de Hasse tomemos o poset H(5; 3, 2) logo teremos

Definicao 1.12. Um subconjunto I de um poset P é dito um idealse x € I e y <Xp x implica que
yel.
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Definicdo 1.13. Seja I umideal de um poset P. Um elemento x € I é dito elemento maximal no
ideal I se, paratodo elemento y € I tal que x <Xp y tivermos x = y. Analogamente, um elemento
x € I édito elemento minimal no ideal I se, para todo elemento y € I tal que y <p x tivermos
¥y = x. Denotaremos o conjunto dos elementos maximais do ideal I por M(I), o conjunto dos
elementos minimais do ideal I por Min(I) e o conjunto dos elementos que ndo sdo maximais
por 1. Note que Min(I) C I;.

Como mencionado no inicio da secao, o problema de Niederreiter pode ser visto no cendrio
dos conjuntos parcialmente ordenados, da seguinte maneira.

Tomamos um poset P(n,...,n,) ={(i,j): 1 <i <s,1 < j < n;}, consistindo de s cadeias
Nj, ..., N; disjuntas, de tamanho n,,..., n; respectivamente. Assim podemos obter um ideal
de P(n,,...,n,) tomando, para cada i = 1,...,s um elemento x; € N; e todos os elementos
abaixo deste em N;. Logo, os ideais de tamanho ¢ de P(n,, ..., n,) estdo em correspondéncia
biunivoca com as particoes t,...,f, de t paraosquais0< ¢; < n; paracadai=1,2,...,s.

Assim buscamos vetores em F7' para os elementos do poset P(n,, ..., n,) tal que estes ve-
tores, para cada ideal de tamanho ¢, formem um conjunto linearmente independente e ¢ seja
maximo (o nimero dq(nl, ..., Ng; M) é entdo um a mais que esse maximo).

Como mencionado anteriormente, se tomarmos n; =1,Yi =1,..., s, teremos o problema
fundamental da teoria de c6digos. Assim podemos pensar em estender o problema de Nieder-

reiter para um poset (finito) abitrario. Para isso, introduzamos o conceito de métrica poset.

1.2.1 Meétrica Poset

Seja P um poset arbitrdrio com cardinalidade n e relacao de ordem <, . Se X C P, entdo
denotamos por (X), o menor ideal de P contendo X.

Considere o espaco vetorial Fe sobre F,. Podemos assumir sem perda de generalidade que
o poset estd definido em [ 7], assim teremos uma correspondéncia biunivoca entre as posicoes

coordenadas dos elementos de F} eos elementos do poset P.

Definicao 1.14. Seja x =(x,,...,x,)€ F7- Definimos o P -peso de x como sendo

wp(x)=[{supp(x))pl,

ondesupp(x)={i: x; #0}

Note que se mudarmos uma ou mais coordenadas ndo nulas de x para zero, é possivel que

obtenhamos um elemento x com wp(x)= wp(x).
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Definicdo 1.15. Sejam x,y € Fe- Definimos a P -distdncia entre x e y por

dp(x,y)=wp(x—y).

Note que se P é uma anticadeia, entdo o P-peso e a P-distancia sdao respectivamente o

peso e a distancia de Hamming.
Lema 1.7. Seja P um poset com n elementos. Entdo a P -distdncia dp(-,-) é uma métrica em IFZ.

Demonstracao: De fato, sejam x,y,z € IFZ. E trivial verificar que dp(x,y)>0edp(x,y) =
dp(y, x). Mostremos a desigualdade triangular, isto é, dp(x, y) < dp(x,z)+dp(z, y).
Note que supp(a + b) C supp(a)Usupp(b), logo segue da definicdo que
dp(x,y)=wp(x—y)={supp(x —y))p| = (supp(x —z+z—y))p| <
<|{supp(x —2))p U (supp(z — y)) p| < [(supp(x — 2)) p| + [(supp(z — y)) p| = m
=wp(x—z)+wplz—y)=dp(x,z)+dp(z,y)

Chamamos a métrica dp(-,-) em ]FZ de métrica poset.

Definicao 1.16. Definimos a P -bola e a P -esfera, com centro x e raio r como sendo, respectiva-
mente, o conjunto
Bp(x;r)={y €F} :dp(x,y)<T}

Sp(x;r)={y E]FZ:dp(x,y):r}

Pela definicao de P-bola, vemos que este é o conjunto de todos os vetores em F7 cuja P-

distancia para x é no maximo igual a r.

Proposicao 1.8. O niimero de vetores em IFZ cuja distdncia para o vetor nulo é exatamente i é
iguala

1 se 1=0
i
D a-1iga ) se i>0 "
j=1
onde(;(i) é o niimero de ideais de P com cardinalidade i tendo exatamente j elementos maxi-

mais.

Demonstracao: De fato, se i =0 entdo Sp(0,0) contém apenas o vetor nulo, logo |S5(0,0)| = 1.
Suponha que i > 1, se x € Sp(0, i) entdo wp(x) = i, ou seja, o ideal gerado pelo suporte de x
possui i elementos. Portanto, sendo I umideal de P tal que |I| = i, devemos encontrar quantos
vetores y € IF‘Z satisfazem (supp(y))p = I. Suponha que |[M(I)| = j, temos que 1 < j <i. Como
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¥y =,..., Vn), s€ ¥, é tal que s € M(I), segue que y, # 0, logo existem g — 1 escolhas para y;
e portanto temos (g — 1)/ escolhas para as posi¢des coordenadas de y € F7 indexadas pelos
elementos maximais de /. Para as posi¢oes coordenadas de y € F7 indexadas pelos elementos
do conjunto I\M(I), temos g~/ escolhas. Como as demais coordenadas sao nulas, temos

(q—1)/ q'~/ vetoresem y € F} tal que (supp(y))p = I. Ainda, como temos Qj('i) ideais de P com

cardinalidade i tendo j elementos maximais e 1 < j < i, teremos Sp(0,7) = Z(q— 1Y g’ (1)

. 7=
sei>1. ]

Note que, como dp(x, y)=dp(0, x — y), segue que o numero de vetores em uma P-bolade

raio r ndo depende do centro e serd | Bp(x, )| = IUSP(O, =1 +ZZ(q — l)jqi_jﬂj(i).
i=1

i=1 j=1

1.2.2 Cédigos Posets

Se IFZ estd munido de uma métrica poset dizemos que IFZ é um P-espaco. Um subconjunto
6 de Fa sera dito um P-c6digo ou c6digo poset.

Assim como na teoria classica de codigos, se ¢ é um subespaco vetorial de um P-espaco
IF;’ com dimensao k, entdo ¢ é um P-codigo linear. Além disso, se dp € a P-distancia minima

entre duas palavras quaisquer de ¢, entdao ¢ é um [n, k, dp] P-cédigo linear.

Definicao 1.17. Seja P um poset em [n]. Definimos o poset dual P* em [n], como sendo o poset

com relagdo de ordem <p. dada por
XZp Yy =y =pX.

Definicdo 1.18. Seja 6 um [n,k,dp] P-cédigo linear. Definimos o P*-cédigo dual 6+ como
sendo
%Lz{veF;’:v-u=0,\7’ue‘€}.

Claramente 6+ é um subespaco vetorial de Fa de dimensdo n — k, logo teremos que 6+ é

um P*-cédigo linear com parametros [n,n—k, dp.].

Exemplo 1.10. Seja P um poset em [3] com relacdo de ordem dada por 1 <, 2 <, 3 e P*o
poset dual, ou seja, o poset em [3] com relagdo de ordem 3 <. 2 <p. 1. Considere o seguinte
P-cédigo linear em F3:

% =1{(0,0,0),(0,0,1)}.
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E facil verificar que o codigo dual de 6 é o [3,2,2] P*-c6digo linear dado por
¢+ =1{(0,0,0),(1,0,0),(0,1,0),(1,1,0)}.

Agora podemos generalizar o problema de Niederreiter.

Seja P um poset em [n]. Considere o sistema de vetores em IF;" dadoporH ={h;:1<i< n},
indexado pelos elementos de P e defina dp(H) como o menor inteiro d tal que existe um ideal
I de P de tamanho d com os vetores {h; : i € [} linearmente dependentes. Se ndo ha tal ideal,
ouseja, n < m, entdo dp(H) é definido como sendo n+1. Como todo conjunto de m+1 vetores
em IE‘;” é linearmente dependente, temos que dp(H)< m+1.

Olhando H como uma matriz teste de paridade de um P-cd6digo linear 6, vemos que dp(H)
é o P-peso minimo de uma palavra nao nula de %. Além disso, temos que dp(H)> d(H).

De fato, se o poset P é uma anticadeia temos a igualdade, pois neste caso a P-métrica se
torna a métrica de Hamming. Suponha que P ndo é uma anticadeia, logo existe ao menos
uma relacao entre elementos de P. Suponha ainda que d(H) = d, logo dada qualquer palavra
do cédigo, temos que pelo menos d coordenadas sdo ndo nulas. Seja x € ¢ tal que x possui
exatamente d coordenadas nio nulas, se nenhuma dessas d coordenadas esta relacionada
com uma coordenada nula da palavra x entdo temos que dp(H) = d(H ), porém se alguma das
d coordenadas esta relacionada com pelo menos uma coordenada nula de x entdo teremos
dp(H)>d(H)+1.

Seja d,(P; m)=maxdp(H), onde o maximo é tomado sobre todos os sistemas H da forma
descrita acima. Assim dp(P; m) é a maior P-distdncia minima atingivel por um [n,n —m] P-
codigo linear sobre F,. Claramente, d,(P; m) < m + 1, além disso, escolhendo um sistema H
de vetores nao nulos, temos que d,(P;m)=dp(H)=2. Logo2< d,(P;m)<m+1.

1.3 Enumerador de Pesos e caracteres

Nesta se¢do daremos a definicao de distribuigdo de pesos de um c6digo bem como a de po-
linomio enumerador de pesos, os quais tem um papel de grande importancia no estudo de
codigos corretores de erros pelas informagdes que os mesmos contém sobre o c6digo. Outro
tema abordado na sec¢do sdo os caracteres, os quais utilizaremos nas demonstracdes de varios

teoremas ao longo do trabalho.
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1.3.1 Enumerador de Pesos

Sejam F7 um P-espago e 6’ um P-c6digo em 7. Denotaremos por A; p(€¢) o nimero de pa-

lavras do c6digo 6 com P-peso i, ou seja

Aip(€)=H{uc € wp(u)=1i}.

/7

. p(6) 0 ntimero de

De forma andloga, se 6+ é o codigo dual de 6, denotamos por A
palavras de 6+ com P*-peso i.

Chamaremos os conjuntos {A; »(6)} e {A;., p(C 1)} de distribuicdo de P-peso do c6digo 6
e P*-peso do codigo 6+ respectivamente.

Quando nao houver possibilidade de confusao, denotaremos de uma forma mais simplifi-
iGN =AL
E f4cil verificar que se P é um poset em [n] e 6 é um [n, k, d,] P-codigo linear entdo A, +

cada os elementos da distribuicao de pesos: A; p(6)=A; e A

A+-+A,=qFealémdisso Ay=1e A =---=4,, ,=0.

Definicao 1.19. Seja 6 um P -cédigo (linear) em Fe- Definimos o enumerador de P -pesos do

codigo 6 como sendo o polinomio
n .
Wé),p(x)zzxwp(“)zz,qix‘. (1.2)
UE® i=0

Analogamente o enumerador de P*-pesos de 6+ serd
Wspo(x)= D xor=>"A'x", (1.3)

Exemplo 1.11. Considere os posets P , P* e os codigos 6 e 6+ dados no Exemplo 1.10. Entédo

os enumeradores de peso serao
Wy p(x)=1+x° e Wi po(x) =14 x> +2x°.

Note que ao considerarmos o poset P como sendo uma anticadeia, temos wp(x)=wg(x)e
dp(x,y)=dy(x,y), onde wy(-) e dy(-) sdo respectivamente o peso e a distancia de Hamming,
teremos também o enumerador de peso para cédigos em espacos de Hamming.

Outro conceito que usaremos no decorrer do trabalho é o chamado Polin6mio de Krawt-
chouk.

Definicao 1.20. Sejam q uma poténcia de primo e n um inteiro positivo. O polinomio de Krawt-
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chouk é definido por

k
. . k=i X n—Xx _
Pk(x.n)—]z:;(q 1) f(j)(k_j),k—o,...,n.

Esses polindmios tem funcao geradora
(1+(g—1x)"Y(1—x) = P(y;n)x". (1.4)
k=0

De fato, chamemos(q—1)=7y. Sendo a(x)=ay+a, x+---+a,x" e b(x)= by+b, x+---+b,, x™

dois polindmios, temos que o produto de a(x) por b(x) é dado por

k
a(x)b(x)=cy+cx+-+Cppx™™ onde c; :Zajbk_j.
=0

Como podemos escrever

n—yr y
(L+yx)'™ = (” y)rmx'” e (1—x)y=Z(y.)(—1)fxf,

teremos
Y[y iy
1—x)Q+yx)"7 = (Z( (=1 x/ ( ( )ymxm)
Jj=0 ] m=0
y . n—y y+n—y=n
=(Zajx])(2bmxm): cpx*
j=0 m=0 k=0
k k n—
onde a; = (})=1Y, by = (" )" e ck= D asbe;= > (J{)(_l)j( y.)Tk_j-
=0 =0 \J k=]
n k
Portanto (1—x)(14+yx)"7 = ZZ(—I)jykj(J]{)(Z _i{)xk, e da igualdade entre polino-
k=0 j=0
k
(x\[n—x
mios e de (1.4) temos P.(x :n)= (q—l)k_’( )( )
¢ ,Z; IAUES

1.3.2 Caracteres

Nessa subsecdo consideraremos G um grupo abeliano finito de ordem |G| com elemento iden-
tidade 1.
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Definicao 1.21. Um caractere y de G é um homomorfismo de G em C* = C\{0}.

Como y(1¢) = y(15)x(1¢) temos que y(15) = 1. Além disso, (y(2))¢' = y(g'Nh= y(15)=1
para todo g € G, logo os valores de y sao |G|-ésimas raizes da unidade.

Se y(g) =1 paratodo g € G chamamos este caractere de caractere trivial e denotamos por
Xo- Todos ou outros caracteres de G sao chamados ndo triviais.

Definicao 1.22. Um caractere aditivo é um caractere de um grupo aditivo G. Um caractere
aditivo de F}, é um caractere do grupo aditivo de F7.

Assim, um caractere aditivo y satisfaz y(h+g)= y(h)y(g) paratodo g,h €G.

Lembremos ainda que um grupo multiplicativo G é dito ciclico se existe um elemento a €
G tal que para qualquer b € G, existe um inteiro j com b = a’. O elemento a é chamado de
gerador do grupo ciclico.

Para um corpo finito F,, denotamos por F, o grupo multiplicativo de elementos ndao nulos
de F,. Além disso, temos que F é um grupo ciclico, resultado que pode ser visto no Teorema
2.8 em [9] pagina 50.

Definicao 1.23. Um gerador do grupo ciclico F, é chamado elemento primitivo deF .

Teorema 1.9. Seja ¥, um corpo finito com p primo eF, uma extensao deF,, ou seja, g = p™

para algum inteiro m. Entao ¥, =T ,[a], onde a é um elemento primitivo deF,.
Demonstracao: Ver [9] pagina 51. |

Tomemos o corpo F, com g elementos e g = p™ com p primo. Em relagao a adigao F, é
um grupo aditivo e pelo teorema acima temos que qualquer elemento f§ € F, pode ser escrito
naforma f§ = B+ B,a+B,a*+-- -+ B,,_,a™ !, ou como uma m-upla = (B, B1,-.., Bm_r), oOnde
@ é um elemento primitivode F, e0< ; <p—1.

Seja { o nimero complexo e » . Este é uma p-ésima raiz primitiva da unidade.

Exemplo 1.12. Para cada 8 = (B, B1,..., 1) € F, defina y5 como sendo a fungao de valor
complexa definida em F, por

xp(y)=PorottPnatma = paratodo ¥ =(r,..., m) EF,.

Entéo y4 € um caractere aditivo.

De fato, temos que

xp (7, 4 7/) — gﬁ0(70+7;)+'“+ﬁm71(7m71+y/m—1) = éfﬁoro+~»+ﬂm47m4 4'/5078+~--+/3m717’/m_1 =y ﬁ()’) x /3(7”,)
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Se colocarmos 3 =0 obtemos o caractere aditivo trivial y,, onde y,(y)=1paratodoy €F,.

Teorema 1.10. Se y é um caractere ndo trivial de um grupo abeliano finito G, entdo

> x2(g)=0

geG
Demonstracao: De fato, como y é nao trivial, existe i € G tal que y(h)# 1 assim teremos

MY x&)=> xhg)=> 1(g)
geG geG geG
pois, como g percorre todo G teremos que hg também percorrerd, logo teremos
2(N)=1)> 7(g)=0
geG

e como y(h)# 1 teremos a igualdade desejada. |

Um resultado que utilizaremos ao longo do trabalho serd colocado como um lema e segue
abaixo.

Lemal.ll. SejamX um conjunto finito ndo vazio, n um inteiro positivo e R umanel. Considere

) (ﬂm) [1(z0-)

(X1, Xy )EX xeX

Demonstracao: De fato, mostremos por inducdo em n. Se n =1 é vdlido. Suponha que vale
para n—1. Logo teremos

S ()3 (ﬁm )

..... X, )EXn x,€X yexn—1\ j=1

DRSNS SHRN 1 ) ) 0 g (5 >2 B o

xp€X (X100 Xp—1)EX 1 xeX j=1 \xeX 1 xeX

Lema 1.12. Seja y um caractere aditivo ndo trivial, x € Fe fixado e x - y o produto escalar de x
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ey. Entao
0 se x#0
Doalxy)=1
= q" se x=0
Demonstracao: De fato, temos que, se x = 0 entdo x; =0 parai =1,...n logo para todo i =
n
1,...,neteremos Z x(x;y;)=q,assim, pelo Lema1.11 teremos Z y(x-y)= n Z x(x;y)=
yi€F, yeFZ i=1 y;€F,
n
l_[ q =q". Por outro lado, se x # 0 entdo x; # 0 para algum 1 < i < n, digamos i = r e teremos
i—1

pelo Teorema 1.10 que Z x(x,y,)=0, portanto Z )((x-y)zl_[ Z x(x;¥:)=0. |

¥r€Fy yeFy i=1 y;€Fy

Lema 1.13. Seja y um caractere aditivo ndo trivial deF,. Entdo, para qualquer codigo linear

6 sobreF,
0 se u¢st
ZZ(U' u)= 1
— 6| se ue<€

Demonstragdo: De fato, se u € ¢+ entdo v - u = 0 logo teremos y(v - u) = y(0) = 1 donde
Z;{(v- u)= Zl = |6|. Suponha agora que u ¢ 6+, logo temos a igualdade Z}((v- u)=

ve? ve? VESG

> >,

aquve%ﬁwu:a
Note que paratodo a €F, existe v € 6 tal que v-u = a, pois, como u ¢ ¢+ temos que v-u =

k # 0logo teremos (av)- u = ak e fazendo a percorrer F, conseguiremos todos os elementos
de F,. Além disso, para cada a € F, o ntimero de vetores v € 6 tal que v - u = a € 0 mesmo.
Para mostrarmos esta afirmacéo, tomemos a =0 e um 0 # k € F, arbitrario e consideremos os
conjuntos A={ve6:v-u=0}eB={ve%:v u=k}, mostremos que |A| =|B|. De fato,
seja w € 6 tal que w - u = k, que existe pois u ¢ 6+*. Considere o quociente 6 /A. Temos que
w+ A€ 6 /Aeportanto |w + A| =|A|. Além disso temos que w + A= B. De fato, se w, e w+ A
entdo w; = w+ x logo, w; - u = (w+x)-u = w-u = k portanto w;, € B. Reciprocamente,
se w, € B entdo podemos escrever w, = w + (w, — w), pois w; —w € A. Portanto temos que
fvebG:v-u=k}l={veb:v- -u=k} paratodo k;, k, € F,. Logo teremos, para u ¢ 6+

quer(wu):Z( > x(a))= > (Zx(@%%Zx(u).

VEE ackF, \ves,v-u=a ves,v-u=a \ack, ackF,

Pelo Teorema 1.10 temos que Z x(a)=0, logo temos o resultado desejado. |
acF,

Definicdo 1.24 (Transformada de Hadamard). Seja [ uma funcdo definida de F7 em umaC-
Algebra e y um caractere aditivo ndo trivial em Fr. A transformada de Hadamard f de f é
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definida por
Ff)=>"yw-v)f ).

n
veF;

Lema 1.14 (Férmula da soma discreta de Poisson). Seja 6 um [n,k] codigo linear sobre F,e f

> = > flw

ueet Uucse

uma fungdo em F7. Entdo

Demonstracao: De fato, pelo Lema 1.13 temos que Z y(u-v)=0sev¢6te Z y(u-v)=|C|
UE6 UEe
se v € 6. Agora pela defini¢do 1.24 temos que

D fw) =D plwn)f)=> fW)D x(u-v)=1%61 D flu)

uee ue%’yeF; yeF; UEEC ueeL

e temos o resultado desejado. |

Lema1.15. Seja f : Fe— Clx] dada por f(u)= x°1"), entao sua transformada de Hadamard
f de f é dada por

f) =" xu-v)f(v)=1+(g—1x)= (1 —x)en.

Demonstracao: De fato, se a # 0 entao Z x(apB)=01logo
BEF,

0= y(0)+ Z y(ap)=1+ Z x(ap),

0£pB€F, 0£B€F,
assim temos Z y(aB)=-1.
0£B€F,
Denotemos os elementos de F, por wy,=0,w,,...,w,_, € definamos a funcao

1 se w,#0
o(v;)=¢(w)= o7 , entdo teremos
0 se w,=0
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fa)=> " zw-v)fw)=> y(u-v)x = (nx(u-v- xf

veF? VG]FZ veF

= ﬁ (qz_ll(ui ws)x‘p(w“‘)) = ﬁ (;{(O)x"’(‘” +

i=1 \s=0 i=1

S|

s=1 u;=0

1 =
+(g —1)x)"=°r(1 — x)nlw)

=

=(

(1 +qz_l)((uiws)x) = l_[ (1 +qz_1)((u,-ws)x) l_[
(



Capitulo 2

Identidades de MacWilliams em posets

Um tema muito estudado na teoria dos c6digos sdo os polindmios enumeradores de peso,
vistos no final do capitulo anterior. Tais polinomios fornecem informac¢6es importantes sobre
os codigos, tais como niimero de palavras, distancia minima entre outras, [10]. Neste capitulo
veremos as identidades de MacWilliams, que nos mostram que o polindmio enumerador do
codigo dual pode ser obtido através do polindmio enumerador do cédigo e vice-versa. O ca-
pitulo é divido em duas secdes. Na primeira se¢ao do capitulo veremos o resultado cldssico
das identidades de MacWilliams para espacos de Hamming. Ja na segunda secdo determina-
remos condi¢des sobre um poset para que o mesmo admita as identidades de MacWilliams.

Uma abordagem mais detalhada sobre esses assuntos podem ser obtidas em [10] e [7].

2.1 Identidades de MacWilliams em espacos de Hamming

Uma das mais importantes identidades na teoria de cédigos é a identidade de MacWilliams
para cddigos lineares em um espaco de Hamming F,a qual expressa o polindmio enumerador
de um c6digo ¢ em termos do enumerador de peso do seu cédigo dual 6+ e vice-versa, visto
que 6 =(61)* .

Teorema 2.1 (Identidade de MacWilliams em espacos de Hamming). Seja F7 um espago de

Hamming. Se ¢ éum|n,k,dy] cédigo linear sobreF , entdo

1 1-
Wi (x)= @(1 +(g—1)x)" Wy (H(q——xl)x)

Demonstracao: De fato, temos por (1.3) que Wy, (x) = Z x“"™ e tomando f(u)=x*nWe

uset

26
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Agora, aplicando o Lema 1.15 teremos

n—on(u won(u) _ L C1=x et
Wi (x |%lZ(H(q D =) = (14 (g =1 Z(H(q_l)x) -

Uuee

1 1—x
=T DX, (1+(q—1)x)

Exemplo 2.1. Considere o cédigo linear ¢ = {000,011,101,110} de comprimento 3 sobre F,.
Assim temos que 6+ = {000,111}, logo Wy (x)=1+3x%e Wy.(x)=1+ x5

Aplicando o Teorema 2.1 temos

1 1—x _l . 3 1—x ? _
Wess ()= 1o (1 + (g = 1)) W‘g(H(c/——l)x)_‘l(H(Z D) (1+3(1+(2—1)x))_

1—x)2): 4_11((1+x)3+3(1+x)(1_x)2):i(4+4x3)=1+x3,

1
=-(1+x)° 1+3(—
4 1+x

como esperado.

Exemplo 2.2. Consideremos o c6digo de Hamming[7,4,3] dado no Exemplo 1.1. Sabemos que
a distribuicao de peso do c6digo de Hamming é dada por Ay(6¢)=A,(6¢)=1e A3(6)=A4(€¢)=
7. Logo temos que o polindmio enumerador de um c6digo de Hamming [7,4,3] é dado por
Wy (x)=1+7x3+7x*+ x7. Sabemos também que o c6digo dual de um cédigo de Hamming

[7,4,3] tem uma palavra nula e as outras 7 com peso 4, logo temos que o polindmio enumerador

1
do codigo dual serd Wy, (x) =1+ 7x*, e assim vemos que, realmente temos Wy (x) = @(1 +
1—x
—Dx)" Wy | ——— |.
(=0 Wi

Coroléario 2.2. Seja F7 um espago de Hamming. Se 6 é um [n,k,dy] codigo linear sobreF,

entdo

1 < ,
Af=@ E A;P(j;n).
=0

Demonstra(;ao De fato, tomando y = g — 1, temos por 1.4 que (1 + yx)"~*#((1 — x)enW) =

Z P(wgy(u);n)x'. Logo teremos
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S
[—

Wi (x ZAL o= |(€|ZZP (wy(u)n)xt = —P(wy(u);n)x'.

uee i=0 i=0 ueé | |

Note agora que Z —P(wy(u);n)x' = Z Z —Pi(j;n) = —JPl-(j;n). Logo

Uee €1 j Oueé swr(u)=] j=0 |

pela igualdade de polindmios temos que Al.L = 3 ZA P(j;n) ]

Isto nos mostra que o polindmio enumerador de peso do c6digo ¢ e consequentemente
sua distribuicdo de peso é unicamente determinado pelo polinomio enumerador de peso do
c6digo dual 6+ e consequentemente sua distribuicdo de peso. Um exemplo sobre isto pode
ser visto considerando-se os c6digos de Hamming.

Exemplo 2.3. O cédigo dual de um c6édigo de Hamming é chamado de c()digo simplex. Seja

(g"-1)
(g—-1)°

De fato, como G = H, é a matriz geradora do cédigo simplex r-dimensional 6 sobre F,

n= entdo todas as palavras do [n, r]-cédigo simplex 6 tem peso g’ ~

temos que 6 ={xG|x € IF;}, se x #0, e assim wy(xG)=n—s, onde s é o nimero de colunas

y de G tal que x - yT =0. Note que o conjunto de vetores de F. ortogonal a x é um subespaco

U colunas y de G satisfazem x - yT = 0.

(r —1)-dimensional de F}, e assim exatamente ¢

Entdo wy(xG)= ‘;__11 "r = =q'"

Assim, a distribuicao de peso de 6 é Ay=1,A, =q"—1, e A; =0 para qualquer outro i.
Logo pelo Corolério 2.2 teremos

At=q~ (ZA;R-U : n)) =g (AP0 )+ Ay P(q " 1 n)) =
7=0

=q " (LPO:n)+(q"—=1P(q" " :n) =g ((g—1(})+(q" = DP(qg"" : n)).
Logo conseguimos facilmente a distribui¢do de pesos do codigo dual 6+ o qual é um
[n,n—r,3]-c6digo de Hamming.

Como podemos considerar um c6digo em um espaco de Hamming como sendo um P-
codigo, onde o poset € uma anticadeia, nos vem a pergunta se conseguimos o mesmo resultado
para posets em geral. O préximo exemplo nos mostra que nem sempre é possivel. Porém na
proxima secdo estudaremos condicdes suficientes e necessdrias para que um poset P admita
as identidades de MacWilliams.

Exemplo 2.4. Sejam P um poset em [3] com relacdo de ordem 1 < 3, sendo esta a tinica relacao
entre elementos de P e o poset dual P*, ou seja, o poset em [3] com relacdo de ordem 3 < 1,

sendo esta a Unica relacao de ordem entre elementos de P*. Considere os P-cddigos lineares
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sobre F, de comprimento 3, dados por
%6, =1(0,0,0),(0,0,1)} %6,=1{(0,0,0),(1,1,0)}.

E facil verificar que os enumeradores de P-peso de €, e 6, sdo

Wy, p(x) =14 x* = Wy, p(x).
Os codigos duais de 6, e 6, sdo, respectivamente, dados por

¢;-=1{(0,0,0),(1,0,0),(0,1,0),(1,1,0)} e 6;-=1(0,0,0),(1,1,0),(0,0,1),(1,1,1)}.
Temos que os enumeradores de P*-peso de ‘gll e ‘6; sdo, respectivamente
Wt po(X)=1+x + x*+x° e Wt po(X)=1+x +2x°.

Vemos entdo que os polindbmios enumeradores dos cédigos duais ndo sdo unicamente
determinados pelos polindmios enumeradores dos codigos, pois se fossem deveriamos ter

2.2 Posets admitindo identidades de MacWilliams

Como vimos no Exemplo 2.4, nem todos os posets admitem as identidades de MacWilli-
ams. Nesta secdo determinaremos condi¢Oes para que um poset as admita. Primeiramente
definamos quando um poset admite tais identidades e depois vejamos que posets satisfazem

a definicao.

Definicao 2.1. Seja P um poset em [n]. Dizemos que P admite identidade de MacWilliams
se 0 enumerador de P*-peso do cédigo dual 6+ de um P -cédigo linear sobre F, é unicamente

determinado pelo enumerador de P -peso de 6 independentemente do P -cédigo linear 6 .

A definicao acima nos diz que um poset P admite identidade de MacWilliams se, e somente
se, 6, e 6, sao dois P-codigos lineares com Wy, p(x)= W, p(x) entdo Wﬁgliyp*(x) = W%;yp*(x).

2.2.1 Condicao Necessaria para admitir Identidade de MacWilliams

Vejamos uma condicdo necessdria para um poset P admitir identidade de MacWilliams.

Lembremos primeiramente do Exemplo 1.9, que um poset hierarquico é uma soma ordinal de
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anticadeias, as quais formam os niveis do poset e onde cada elemento do j-ésimo nivel esta
relacionado com todos os elementos dos niveis anteriores.

Seja H(n; n,, n,,...,n;) o poset hierdrquico com ¢-niveis e n elementos. Paracadal1<i<t
tomamos o conjunto {(i, j)|1 < j < n;} de H(n; n,, n,,...,n,;), o qual é chamado de conjunto
de i-ésimo nivel de H(n; ny, n,,..., n,) e denotado por I''(H), ou seja, I''(H) é uma anticadeia de
cardinalidade n;.

Relacionaremos as posicoes coordenadas de vetores em F7 com os elementos do poset
H(n; ny, n,, ..., n,),identificando o subconjunto {n,+n,+---+n;_;+1,...,n,+n,+---+n,_, +n;}
de [n] com o conjunto de i-ésimo nivel I''(H), colocando nr, = 0.

Para um poset P, definimos min(P) = {i € P|i é um minimal em P} e também max(P) =
{i € P|li éum maximalem P}.

Vejamos agora 4 resultados, que nos auxiliardo a mostrar que uma condicdo necessdria
para que um poset P admita identidade de MacWilliams é que este deve ser um poset hierdr-

quico.

Lema 2.3. Seja P um poset em [n]e P* o poset dual de P. Para x € F7, temos
wp«(x)=n & supp(x) 2 min(P)

Demonstracao: De fato, note primeiramente que min(P)=max(P*). Assim temos que min(P) C

supp(x) < max(P*) C supp(x) & [(supp(x)) p.| = n & wp.(x) = n.

Para um poset P dado, colocamos P’ = P\min(P), o qual é um poset com relacio de ordem

induzida pela relacdo de ordem de P.

Lema 2.4. Seja P um poset de cardinalidade n. Suponha que |min(P)| = n,. Entdo, para cada
vetor x € IF;’ satisfazendo supp(x) € min(P), temos q"" "™ divide |{y € IF;’ :x-y=0 e wp(y)=

n}l.

Demonstracao: Sem perda de generalidade, podemos assumir que min(P) = {1,2,...,m}.
Como supp(x) € min(P), podemos escrever x na forma x =(x,,..., x;,0,...,0), onde 0 # x;€F,
paratodo1< j<iei<n;. Denotemos por Ao conjunto dos vetores sobre F, de comprimento
i definido por A := {(yl,...,y,-)E]F; (X )+ +x;),=0 e y; #0 para 1< j <i}. Entdo temos
{y €F:x-y =0, wply)=n}l=|Alg"™(q—1)"". "

Lema 2.5. Suponha que P admite indentidade de MacWilliams. Entdo, para cada elemento

minimal i € P' = P\min(P) e j € min(P), temosi >p j.
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Demonstracado: Sejam |P| = n e |min(P)| = n,. Se n = n,, o lema é verdadeiro. Suponhamos
que n> n,.

Afirmamos que |(i)p| = 1+ |min(P)| para cada i € min(P").

De fato, suponha o contrario. Entdo podemos escolher i € minP’ tal que |(i)p| < 1 +
|min(P)|, logo podemos escolher dois vetores x;, x, € IFZ tais que supp(x,;) = {i}, supp(x,) C
min(P) e |(supp(x,))p| = [{supp(x2))p |-

Consideremos agora dois P-c6digos lineares 6, e 6, gerados por X, e x, respectivamente.
Como [(supp(x;))p| = [{supp(x,))pl, 6, € 6, tem 0 mesmo enumerador de P-peso. Como por
hipétese P admite MacWilliams, teremos que 6;- e ;- tem mesmo enumerador de P*-peso.
Portanto, devemos ter [{v € 6} : wp.(v)=n}|={v € €;-: wp.(v)=n}|.

Temos que [{v € €;* : wp.(v) = n}| = g" "+ (g —1)" pois, uma vez que supp(x,) = {i},
temos x; =(0,...,0,x/},0,...,0) e como wp.(v) = n devemos ter v; #0paral < j<n;, v;=0e
as outras coordenadas de v podem assumir qualquer valor em IF,.

Assim, segue do Lema 2.4 que q”_”'||{v € 6} wp(v)=n}=Hv e 6 wp(v)=n} =
qn—(n1+1)(q _ l)"l.

Entretanto, como g é uma poténcia de primo isto € impossivel. Portanto temos que |{i)p| =

1+ |min(P)| para cada i € minP’ e assim i > j. (]

Observacdo 2.1. Sei € P’, entdo i > p k para algum k € min(P/). Entretanto, nés obtivemos o
resultado que se P admite identidade de MacWilliams, entdo para i € P’ e j € min(P), temos
i>p].

Lema 2.6. Se P é um poset que admite identidade de MacWilliams, entéo P’ também admite
identidade de MacWilliams.

Demonstracao: Sejam |P| = n e |min(P)| = n;. Se n = n,, o lema é verdadeiro. Assumamos
que n> n,.

Consideremos dois P'-c6digos lineares ‘61’ e ‘62 de comprimento n—n, sobre F, com mesmo
enumerador de P’-peso.

Tomemos dois P-codigos lineares de comprimento n definidos por

6 =F" ® 6, ={(u,v): uqu"I,uesfl’}

<€2=IFZ‘ 69‘62/:{(14, v): uqu”‘,ve‘éZ/}



Capitulo 2. Identidades de MacWilliams em posets 32

Segue da observacao acima que %, e 6, tem mesmo enumerador de P-peso.

De fato, se (u, v) € 6; entdo supp(u,0) € min(P) e como se i € P'e j € min(P) implica
que i >p j, entdo segue do fato que ‘61’ e ‘62' tem mesmo enumerador de P'-peso que 6, e 6,
tem mesmo enumerador de P-peso. Logo, pela hipdtese teremos que ‘65 e <g2L tem mesmo
enumerador de P*-peso.

Como 6 ={(0,v):0€ Fi,ve 6,1} para i =1,2 temos que 6 e ¢} tem mesmo enume-

rador de (P')*. Portanto P’ também admite identidade de MacWilliams. [

Teorema 2.7. Se P admite identidade de MacWilliams, entdo P é um poset hierdrquico.

Demonstracao: Seja P um poset que admite identidade de MacWilliams tal que |P| = n e
|min(P)| = n,. Mostremos por inducio, ou seja, supondo que P’ é um poset hierarquico mos-
tremos que P também o é. Se n = n,;, entdo P é um poset hierdrquico com apenas um nivel. Su-
ponha que n > n;, entéo, pelo Lema 2.6 temos que P’ = P\min(P) é um poset que admite iden-
tidade de MacWilliams e pela hipétese indutiva P’ é hierdrquico. Logo temos P’ definido no
conjunto {(i, j):2<i<t,1<j<n;}comrelacdo de ordem dada por (i, j) Xp (I, m)<=i <p/ [.

Se tomarmos min(P) definido no conjunto {(1, j): 1 < j < n,}, entdo este conjunto é uma
anticadeia e pelo Lema 2.5, para cada elemento minimal j € P’ e I € min(P) temos j >p I,

entao teremos (2, j) >p (1,1) para todo 1 <[ < n;. Portanto P é um poset hierarquico. |

2.2.2 Condicao Suficiente para admitir Identidade de MacWilliams

Veremos nessa subsecao que, a condi¢do necessdria vista na subsecdo anterior também é
uma condicdo suficiente para que o poset admita identidade de MacWilliams. Para isso in-
troduziremos a definicao de polinomio enumerador da distribuicdo de P-peso por nivel e de
polindmio enumerador do i-ésimo nivel.

A menos de mencionarmos o contrdrio, o poset P utilizado nessa subsecao serd o poset
hierarquico P =H(n; n,,..., n;) com n elementos e ¢ niveis.

Utilizaremos as seguintes notacgoes, para simplificar:

n=n—(n,+--+n)=nj,+--+n,

—_—

_ 7ii nj
Ui —(u,-H,...,ut)e]Fq’, onde u;€F, .
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Como vimos anteriormente, podemos relacionar as posi¢coes coordenadas dos vetores de
IE"Z com os conjuntos subjacentes de P. Comon=n,+---+n;, e ]FZ = IFZI GBIF;’Z @ eBIFZf, para
u EIE‘Z podemos escrever u =(uy,..., U;) com u; EIE‘ZZ'.

Definiremos ainda para um P-c6digo linear 4’:
6 ={uee:u.,=0} e ¢'={ue b :u;#0}.

Introduzamos agora o polin6mio enumerador da distribuicdo de P-peso por nivel. Seja €
um P-c6digo linear de comprimento n sobre F,. O polindmio enumerador da distribuicdo de

P-peso por nivel é dado por

W p(X 2 Yoy Vs oo s Vi) = wap w=AopYo+ (A px+-+A, px")n+

UE’e

n;+1 ny+n ny+et+ng_y+1 ny+-+n
(An]+1,Px ! +"'+An]+n2,Px ! Z)yz+"'+(An1+-~~+nt_1,Px ! t +"'+An1+-~~+nt,Px ! Z)Yt:

onde s(u)=max{i: u; #0} com u=(uy,...,u,) e A; p={uc € :wp(u)=1i}.

Para simplificar, utilizando o fato que n —n; =(n, +---+ n;), n, =0, podemos escrever

—7in+1 —77.
We p(X Yoo Vivee s Vi) = wap w=AopYo+(Apsi1,px" ot +eot Ay p X" TN+

UE’e

HA o p X" et Ay p X A (A p X b Ay p Xy, =
_Aopy0+Z(An n; 1+1P n nf 1+ +An I’l le’l n!)y])

—AOPYO+Z(ZA11 A a4 p X lﬂ)yj'

Ou seja, temos que

t n;
We p(X Yo, Vs --o» Vi) = Aop Yo +Z (ZAn—ﬁ,:+j,Pxn_n”+]) Vi 2.1

i=1 \Uj=1

Note que se colocarmos y; =1 para todo 0 < i < ¢ teremos We, p(X : Yo, Y1,-..» Vi) = Weg p(X).
Aqui utilizaremos a mesma notacdo que utilizamos em espacos de Hamming.

Outro polinémio enumerador que introduziremos é o polindbmio enumerador do i-ésimo

nivel, no qual os coeficientes sdao o nimero de palavras do cédigo do i-ésimo nivel do poset
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P. Tal polindbmio é dado por

n; ni
LWg'p(x)= D Ay o X" = (Z A jp X J) X = W p(3) = W, p(x). (2.2)
=1 =1

Colocamos ainda LWcé%(x) = A, p. Note que o polindbmio LW%(l:)P(x) nada mais é que o coefici-
ente de y; no polinémio dado em (2.1).

Com as notacgOes estabelecidas acima, mostremos que € suficiente um poset ser hierdr-
quico para que este admita identidade de MacWilliams.

Para este fim, lembrando que Wi p.(X : 29, 2;...,2,) = Z x‘”P*(”)zsp*(u), apliquemos a for-
ueet
mula da soma discreta de Poisson definida no Lema 1.14 na fung¢ao f(u)= x“»"z,, onde

s*(u)=min{i: u; #0}.
Coloquemos s*(0) = t + 1 e consideremos o conjunto D; = {u =(u,,..., u;) € IFZ U ==
t
u;=0e u; ., #0}para0<i<t.Noteque D, ={0€ IE‘Z} e IB‘Z = UD,- onde a unido é disjunta.

. i=0
Encontremos a transformada de Hadammard, f(u). Pela definicdo 1.24 e das considera-

cOes acima, temos que
t
fa=>"yw-v)f)=>>" ylu-v)x* 'z, (2.3)
veFg i=0 veD;
Vamos denotar a soma interna em 2.3 por S;(u#) para0 < i < t e consideremos i < t logo,
para v € D; temos que
Wp(V) =N+ + 1+ 0y (Vi) = Ny + g (Vi) e s'(v)=i+1.

1—x
Assim teremos, para i < ¢, tomando Q(x)= 1+(q—1) e aplicando o Lema 1.15 que
—1)x
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Si(u)= Z Z(u . v)xﬁ-kam(vt‘ﬂ)ziﬂ — xmziﬂ Z Z(u . l})wa(”"“) _

vED; veD;

=x"Mz Z X(UissVits) ( Z ){(um-vl-ﬂ)x‘”f’(”i“)):

— 7 njt+1
Vi €F, 0#£v; .1 €F,

— xn/i+\lzi+1 Z X(/LZ-T-; /1/7_:2/) ((1 + (q — 1)x)ni+1—COH(ui+1)(1 — x)wH(uiH) — 1) —

VH—ZG]Fq
- 1 —X Niy1 e
= x i+l Zi ((_) Q(x)wH(ui+l) — 1) Z X(qu . Ui+2)
Q(x) o
ViJrZE]FqlJr
Segue do Lema 1.12 que
0 se U ,#0€ ]F?:l

. l_x ni1 .
@z QuII=1]) se Tm=0

N1+ (Vi)

Agora, se i =t teremos Z y(u-v)x Z;41 = Z;41 POis v =0, logo em (2.3) teremos

veD;
—1
fw) =20+ Si(w)
i=0

onde S;(u#) é dado em (2.4).
Consideremos agora o P-c6digo linear ¢ de comprimento n sobre IF, e o subespaco 6; de
¢ dado por 6; ={u € 6 : u;.,; =0}. Assim, segue de (2.4) que

D o Sitw= D Sw)=(qx)"zi D ((;;;)MQ(x)wH(”m)—l) (2.5)

Uee UEbi UEG; 1

1 —_
Lembrando que Q(x)= 1+(q——x1)x’ a soma do lado direito da igualdade em (2.5) fica

Z ((l—x)nm Q(x)wH(u,-H)_l):(H(q_l)x)nm Z QL)) — |6, | 2.6

UEG1 Q(x) UEG; 4

Note ainda que 6,4, = 6., ® 6., onde 6", ={u € G4y : U, =0} e 6, ={u €6y, :
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u;,, 70}, e paracada u e ‘él.lH temos wp(u) = wy(u;4)+(n—n;). Logo teremos
Z Q )wH Uiy1) Z Q )O)H Uiy1) + Z Q(X COH Uiy1) |(g|+ Z Q CUP
UEG] 11 n — uee?,, uese} | uese} @2.7)
1 i .
=161+ (5t9) z Q(x)ert
ue%l

Portanto observando que por (2.2) temos LW% P(x

(2.7) que:

D siw= > Siuw)=

UEese UESGi11

Z Q(x)°r™) segue de (2.5), (2.6) e

ues}

= (qX)™ Zia[(14+(g —1)x) ((ﬁ)"‘ﬁ" > Q(x)wp<”)+|<@|)—|<@+ll]=

ucs?

= (g XV (1+(g—1x)" ()" 2 D

1
UEG;

Hq )" 21 (1611 +(g = 1)x)" = |61]) =

Q(x)r+

= (g XV (1+ (g — 1) ()" 2en LW Q)+

+(qx)n/i+\’zi+1 (|(5l|(1 +(g —1)x)"" _|(gz+1|)
= (V14 (g — 1)) (1+(g — 1))
+(qx)ﬁf:z,-+1 (|(5i|(1 +(g—1)x)"+ — |(5i+1|) =

_ (qx) e =0T
= e T

+(Clx)n/"+\lzi+1 (|(5i|(1 +(g —1)x)"+ — |(5i+1|) =

(2.8)

1—x) "z, LW Q)+

W n QL)+

— ()" (M) (= g LW QEM

Hqx) 20 (1611 +(g = D) x)"1 =[G 1]).

Lembrando que para f(u) = x“*®z ., temos f(

—1

u)= 2z, + ZS,-(u) e para simplificar,

i=0
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1+(g—1)x
qx

S =161z + 33 S =Gz + > S Sw)=

Uues uee i=0 i=0 ues

_ < qgx \*(1+(g—1)x nRisl 77 (i+1)
—|‘€|Zt+1+z (l—x) (1—x) Zi 1 LWy p (Q(x)) +

i~0 qx

Hgx)" 211 (1610 +(g —1)x)"1 =) =

denotando a;(x)= ( )n_nm e b;(x)=(1+ (g —1)x)"+ (g x)" entdo por (2.8), teremos

—1 t—1 t—1

= 161201+ ()" D @)1= 2)7 200 LW EAQUE + D bi(0)2e 61— D (G5 2111 G-
=0 i=0 i=0
. (2.9)
: . _ (1)
Assim, como W p(x: yp,..., Vr) —ZLW%P(x)yi, temos
i=0
qx t—1
(-5 )Y oz W@ =
=0 (2.10)
q i qx \"
-((2) D IWAQUN = (725 ) WerlQU): v )
onde
0 se i=0
fi= o 2.11)
(“(Z—;l)x) ‘(1—x)%1z, se i>1.

Como LW(éi,)p(l) = Wy, p(1) = Wy, p(1) =€l =61l = Ap iy p + -+ Appin, p € 2l€M
t

disso, Wi p(1: Yp,..., i) = ZLW%{)I)(I)yi teremos

i=0

t—1 t .

Z bi(x)[6ilzi1 = ZLW&;I,)p(l)gi =Wep(1:80,-.-,81) (2.12)

i=0 i=0
onde

t—1
(gx)"(1+(g—1)x)"z;,, se 0<j<t—1
8=y =i : (2.13)

0 se j=t
Da mesma forma conseguimos escrever

t—1

Z(qx)”tﬂzlﬂw—ZLWM1)h Wep(1: Iy, o) (2.14)

i=0 i=0
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onde

t
Z(qx)ﬁ"zi se j=0
h=4{ 7 . (2.15)
Z(qx)"izi se 1<j<t—1
i=j
Assim, conseguimos o seguinte teorema:
Teorema 2.8. Seja P um poset hierdrquico com t -niveis e n elementos. Se 6 é um P -cédigo
linear de comprimento n sobreF , entdo

W po(X 2 211,00 20) = g D f (1) =

UEese

=2t ﬁ ((%)n Wé’,P(Q(x) oo fi)+ Wé’,P(l 1800 --r81)— Wg,P(l :hy, ..., ht))

1_
onde Q(x)= 1+(q——x1)x’ ef:, g eh; sdodadosem (2.11), (2.13) e (2.15).

Demonstracao: De fato, de (2.9), (2.10), (2.12) e (2.14) temos que

> F0= 16120+ (T2 ) Wop QO fo S+ W15 0 8= Wos (1 P ).

uee

Agora, aplicando a férmula da soma discreta de Poisson com f(u) = x“r"z, ., teremos

Wisp:200,)= S )= flu)=

ueet |(€| Uese

n
= |_11§| (|(g|2t+1 +(%) Wg,P(Q(x) oo fo)+ Wg,P(l 1800 81)— Wg,P(l hg,.. .y ht))'
E temos assim o resultado desejado. |
Com o resultado do teorema acima e do Teorema 2.7 conseguimos o seguinte teorema:

Teorema 2.9. Um poset P admite identidade de MacWilliams se, e somente se, o poset P é hie-
rdrquico.

Demonstracao:

(=) Segue do Teorema 2.7.

(<) Se colocarmos z; =---= z,,; = 1 no Teorema 2.8, teremos que Wy p.(x :1...,1) se torna
o enumerador de P*-peso Wi p.(x) usual do cédigo dual 6+ no poset P*. Portanto, o
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enumerador de P*-peso do c6digo dual é unicamente determinado pelo enumerador de

P-peso de %. E temos o resultado.
u

Como ilustracdo para o teorema acima, lembrando que o caso de Hamming é um caso
especial de poset quando o mesmo é uma anticadeia, vejamos que o teorema acima pode ser
aplicado para este caso especial e obtemos o resultado encontrado no Teorema 2.1.

Coroldrio 2.10. Seja P uma anticadeia de n elementos e 6¢ um P -codigo linear de comprimento

n sobre F,. Entdo

Wii(x)= Wi pi(x:1,1) = |clg|((1+(q_1)x)nwﬁ(l+tq_—xl)x))'

Demonstracao: De fato, note primeiramente que P é um poset hierdrquico com apenas um
nivel e colocando z, = z, =1 as equagoes (2.11), (2.13) e (2.15) podem ser escritas como

1+(g—1)x\"
fo=0, flz(%) (1—x)" (2.16)
g=0+(g—1x)", g =0 (2.17)
hy=h, =1. (2.18)

Logo, do Teorema 2.8 teremos

Wi (x)=Wgip(x:1,1)=

=1+ ()" Wep(Q(x): i /) +W<gp(1-go,gl) Wi p(1: ho, 1)) =

_1+|<(’|( ) (Ao pfo+ (A1 pQ(x)+---+A, pQ(x)") 1)+ |<g\(A0,PgO+(A1,P+"'+An,P)g1)_
|<g|(A0Ph0 (Ayp+-+App))) =

=1 4 (1) (A1p Q) + -+ + A, p QL)) (U222 ) " (1= 2)) + (A, p (1 + (g — 1))
|<g|(AOP+A1P+ +App)=

—1+|<g|(1+(5/_1) x)"(Agp+A; pQx)+- +AnPQ( ))_%| |:

(14 (g = 1)x)" W p(Q(x) 1 1, 1) = (14 (g — 1)x)" W p (15
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2.2.3 Relacao entre Distribuicoes de Peso

Seja P um poset hierdrquico com f-niveis e n elementos e 6 um P-c6digo linear de com-
primento n sobre F,. Assim como no caso clédssico, também conseguimos rela¢oes entre as

distribui¢oes de P-pesos, {A; p}i—..., € as distribui¢oes de P*-pesos, {A;., petizo,.,n de 6 e seu

..........

dual 6+ respectivamente
Analisemos 0 termo e ( ) We p(Q(x) : fo,..., f;) no Teorema 2.8. Multipliquemos por
|6 | para simplificar e coloquemos z, =z, =---=2z,,; =1 ey =g —1. Utilizando (2.1) e (2.11),

temos que

=

(25 ) W Q) fo )

r nj
Aopfo+ Z (Z An-m4ip Q(x)n_n“H) f]] -
j=1 \i=1

E N
- 1 X = n—n;_ n,_1+i,P +Tx qx -
X n 2 n] . . —
() z(zAn_m,pu+yx)nf—zu—x)wqx)nf—n)=
j=1 \i=1
t—1 ,njn1
X \" . . _
- ( lq ) ( Apgirip(1+7x) 7 (11— x)n+l(qx)nj+l_n) -
— X Am\iE
, ,

i j+1
) m (ZA”_’TJH.PU +7’x)n”‘_l(1—x)”_"j+’).
j=o VT i=1

Definamos LWé,{)IJ(x, ¥) como segue:

LW(3,9) = > Ay p X" y "o (2.19)
j=1
Logo obtemos
qx \" . (qx)"z+1
i+1)
(1_x) W%?,p(Q(x):ﬁ,...,ﬁ)zZWLW(g; (1+7x,1—x). (2.20)

=0

Assim, conseguimos o seguinte teorema:

Teorema 2.11. Seja P um poset hierdrquico com t -niveis e n elementos. Se 6 é um P -cédigo
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linear de comprimento n sobreF , entdo

1 < (qx)ﬁfﬁ (i+1) <
Wi p(X)=14+— > ——— LW (1 +yx,1—x)+ X)) (147 x)" 6| —|%6;
(=1 D e LW 4T |%lZ(q (470" G|~ ])
(2.21)
Demonstracao: De fato, tomemos z, =---= z,,; = 1 no Teorema 2.8 e lembrando que b;(x) =
(1+(g— l)x)”fﬂ(qx)m\1 segue de (2.20), (2.12) e (2.14) que
|6 | W1 p(X)=|C| Wi po(x:1,...,1)=
|(g|+(( ) W%P(Q(x ﬁ)! ;f +W‘FP(]- 8o )gt)_W%’,P(l:hOr---rht)):
—1 (qx)nl+l (i+1) t—1 —1
=|‘5|+ZWLW%P (1472, 1= )+ D (gx) ™ (1+72)" 6] =D (q2)" |G| =
;i? (qx)n/i; (i+1) i? YT -
=161+ 2 5y PWer (7 1= 204 D (@)™ (1 + 7)™ 6=
i=0 i=0
E temos o resultado desejado. |
Segue de (1.4) e (2.19) que
MLW ’+1(1+7,x 1—x)= M %A . (1+7,x)ni+1+j(1_x)n—7l?+j =
(l_x) 6,P (I—X)n_h\l = n—n;+j,P
=(67x)m (ZAn—ﬁ}f-j,P(l+7’x)ni+l+j(1_x)j) _(qx nl“ (ZAn ] +]PZPk ] nH—l ):
j=1
= (qx)"’fHZ(ZAn_mpPk(j : ”i+1)xk)-
k=0 \j=1
Denotemos ZAn_;l}j,pPk(j :ni) por ai(j : niyy), logo, como Py(j: n;,,)=1, teremos
j=1
ag(j:nia)= ZAn—ﬁHj,P =61 — 6] (2.22)
j=1

Portanto substituindo no primeiro somatério do lado direito de (2.21), ficamos com

t—1 —1 141
X) ; 7 .
E q LWW+31(1+yx 1—x)= E (gx) ’“( E ak(]:nm)xk) (2.23)
k=0

i=l i=l

nl+l
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it

n.
Temos também, da série binomial, que (1 + 7y x)"+ = ( ;:l)ykxk. Logo o ultimo soma-
=0

_

by

tério em (2.21) fica

t—1 t—1 Nit]
—_— n;
D (qx) (1 + %) G = |G = D (g x)™ ( ( *1)rkxk|<€i|—|<6i+l|) -
k=0

i=0 i=0
t—

1 ni1
=2 a6~ |<6,+1|+Z( k) Fxk6)

(2.24)

Assim, de (2.22), (2.23) e (2.24) temos que o lado direto de (2.21) ficard

Nit1

r—1 i1
|<€|+Z qx) ”'“(Zakj Ri)X )+Z (q.)™ (16, — il ( ) “xb| ) =
i=0

|(g|+z qx)n'“(“o(] nz+1)+zak] ”z+1)x +16;| — |(5z+1|+2( ;:1) kxk|(gi|):(2-25)

=16 +Z(qx)ﬁf+‘12(ak(j : nl-+1)+( ;’C“)rkvanxk.
i=0

k=1

Por outro lado temos que o lado esquerdo de (2.21) pode ser escrito como

wp* _ nt+1 nt+nt
ng]p* E X 0P*+Aﬁ\+1P* +-- +Aﬁ+n P*x +
ueet
x - i +1 M +ni_, n1+1 m+n;y —
(Aﬁ,\ﬁ—l P+ T +An, 1+, ps )+ +AA+1 peX +- +Aﬁ+n P*x ) -
(2.26)

t
A / n;+1 ni+n; \ _
_AO,P*+ 2 :(A?z‘iﬂ,P* +- +Aﬁ‘+n P*x )_
i=1

i1

t n;
1+ Z (Z(A;ﬁ-ﬁ-k,P* "t+’<) =1+ Z x ZAnmk X
i=1 \‘k=1

Portanto conseguimos o seguinte teorema, que relaciona as distribuicoes de peso do P-

c6digo 6 com seu P*- codigo dual 6.

Teorema 2.12. Seja P um poset hierdrquico com t -niveis e n elementos. Se 6 é um P -cédigo
linear de comprimento n sobreF, entdo, para cada0<i<t—1,1<k <n;,,

T i+l

n—n;
’ q" q" (i O
Aﬁ[Tﬁ—k,P*: |(€| Z (] n’H—l)An n-i—]P+ |(€| ( )7’ ZAj,P
=

j=0
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Demonstracao: De fato, segue de (2.26) e (2.25) que

iyl Mi+1 ] n;
1 +anz+1 ZAnz+1+k P*x =1+ @ (Z(Qx it Z ag(j: ni+1)+( kﬂ)ykl(gil)xk)

Logo da igualdade entre polindmios temos

—1
nt+1 — m ., Ny
Zx Avier =T (Z(qx) (@) nl-+1)+( - )r"l%in)

n— nz Mit1
Agora, lembrando que |6;| = Z Ajpeag(j:ni,)= ZPk J i niy1)An_m+jp € NOVamente

j=0 j=1
da igualdade entre polin6mios temos

/

_qn,+1 < q" (R kn
Aﬁi-ﬁ+k,P*_ |(€| ;Pk(] n+1)An n+]P+ |(g| ( )’)/ jZAj’P



Capitulo 3

Relacoes de Equivaléncia de tipo

MacWilliams

Vimos no capitulo anterior que as identidades de MacWilliams sao satisfeitas se, e somente
se o poset é hierdrquico. Neste capitulo veremos que se possuirmos mais informacdes sobre o
c6digo, podemos relacionar as distribuicoes de pesos através de relacdes de equivaléncias no

conjunto dos ideais do poset.

3.1 Relacoes de equivaléncias em posets

Nesta secao definiremos algumas relacoes de equivaléncia em um poset, bem como alguns
conceitos que utilizaremos ao longo do capitulo.
Seja P um poset em [n] com relacdo de ordem < e P* o poset dual. Denotemos por I[P) ao

conjunto de ideais de ordem de P.

Proposicao 3.1. Seja I um ideal de ordem em I(P). Entdo o complemento I°¢ de I é um ideal de
ordem de P*.

Demonstracao: De fato, seja x € I¢, logo, se y < x em P* entdo x < y em P. Portanto y ¢ I,

caso contrdrio teriamos x € I o que é um absurdo. ]

Do mesmo modo, cada ideal / de P* d4 origem ao ideal /¢ de I[(P*)*) = I[P). Logo temos
uma correspondéncia biunivoca entre I[P) e [ P*).

Denotaremos ainda por I (respec. I¢) a classe de equivaléncia de I (respec. I¢) com res-
peito a uma relacdo de equivaléncia E (respec. E*) em [[P)(respec. [[P*)). Lembremos ainda

44
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da definicdo 1.13 que M(I) denota o conjunto dos elementos maximais do ideal I e I;; denota
o conjunto dos elementos ndo maximais de 1.

Uma permutacdo o de P é chamada um automorfismo se o e o~! preservam relagao de
ordemde P, isto é, x < y & o(x) < o(y) paratodo x, y € P. O conjunto Aut(P) dos automor-
fismos de P forma um grupo o qual é chamado de grupo de automorfismos de P.

Seja P um posetem [n] e E umarelacdo de equivaléncia em I(P) definida pela propriedade
(A), entdo conseguimos umarelacao E "em I[P*), também definida pela propriedade (A). Assim

temos a definicdo de relacao de equivaléncia dual.

Definicdo 3.1. Seja P um posetem|[n] e E uma relagdo de equivaléncia em I P). Dizemos que E’
éarelacdo dualem I[P*) de E, e denotamos por E* se esta satisfaz a seguinte propriedade: (I, ]) €
E é definido pela propriedade (A) em I[P) < (I¢,]°) € E' é também definida pela propriedade
(A) em I(P*).

Introduziremos agora trés tipos de relagdes de equivaléncia no conjunto de ideais de um
poset P.

Lema 3.2. Seja P um posetem|[n]el,] € I(P).

(i) Arelacdo E- em I(P) é definida pelaregra(l,]) € E- < |I|=|]|. Entdo E- é uma relagdo de
equivaléncia e a relagdo dual E}. em I[P*) é naturalmente determinada por|1¢|=|]¢|.

(ii) Seja H um subgrupo de Auf(P). A relacdo Ey em I(P) é definida pela regra (1, ]) € Ey <
o(I)=] paraalgum o € H. Entao Ey é uma relagdo de equivaléncia e a relagdo dual E},

em I(P*) é naturalmente determinada poro(1¢)=J°.

(iii) Arelacdo Es em I(P) édefinida pelaregra(l,])€ Es < I ~ ], ouseja, I éisomorfoa J como
um poset. Entdo Eg é uma relagdo de equivaléncia em I(P).

Demonstracao: Sejam I, J, L € I[P).

(i) Mostremos que E. é uma relacao de equivaléncia:
reflexividade: claramente |I|=|I|,logo I € E;
simetria: se |I| =|J| entdo claramente | J| =|I|,logo I, ] € E;
transitividade: se |I|=|J|e|J|=|L| entdo |I|=|L|,logo I, L € E.

Logo E é umarelagdo de equivaléncia em I(P) e além disso, temos que E é umarela¢ao

de equivaléncia em I(P*):
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reflexividade: como |I|=|I| entdo |I°|=|I°|logo I € E};
simetria: como |I|=|J| entdo [I°| =|]¢| donde segue que |J°| =|I¢|, logo I¢, J° € E};
transitividade: como |I|=|]|e|J|=|L|entdo |I°|=|]¢|e|]¢|=|L¢|logo |I¢|=|L¢|, assim
I°,L° € EZ.

(ii) Como H é um subgrupo de Aut(P), temos que o elemento neutro de Aut(P), que denota-
remos por e, pertence a H, logo teremos
reflexividade: e(I)=1I logo I € Ey;

simetria: como o € H e H é um subgrupo temos que ! € H, logo se (I, J) € Ej; existe

o € H tal que o(I) = J, logo tomando o~! teremos o~!(J) =1 portanto (J,I) € Ey;

transitividade: Sejam (I, J) € E; e (J, L) € Ey, logo existem o, e 0, tais que o,(I) = J
e 0,(J) = L, assim, do fato de H ser um subgrupo, temos que 0,0, € H logo teremos

0,0,(I)=0,(])=L, donde segue que (I, L) € Ey.
Portanto Ej € uma relag¢do de equivaléncia em P, além disso E}; € uma relacdo de equi-
valéncia em I(P*) e a prova é andloga a feita acima para mostrar que Ey é uma relacdo
de equivaléncia.

(iii) Mostremos que Es é uma relacao de equivaléncia em P.
reflexividade: claramente temos I ~ I logo I € E;
simetria: se (I, J) € Es entao I ~ J logo J ~ I donde segue que (J, I) € Es;

transitividade: sejam (I, /)€ Es e (J,L) € Es, logo I ~ J e ] ~ L assim temos pela reflexi-
vidade [ ~ J ~ J ~ L logo I ~ L donde segue que (I, L) € Es.

Portanto Eg é uma relacdo de equivaléncia em I(P).

Vejamos agora um exemplo.

Exemplo 3.1. Seja P um poset em [5] com relagdo de ordem dada por: 1 <2 <3 e4 <5, ou

seja, com diagrama de Hasse dado por:

]
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Temos que o conjunto dos ideais de P é dado por
IP)=1{0,{1},{4},{1,2},{1,4},{4,5},{1,2,3},{1,2,4},{1,4,5},{1,2,3,4},{1,2,4,5}, P}.

Assim, considerando a relagdao de equivaléncia E- temos que

IP)/Ec=1{0,{1},{1,2},{1,2,3},{1,2,3,4}, P},

IP*)/E} = {0, {1}¢,{1,2}¢,{1,2,3}¢,{1,2,3,4}¢, Pc}.

Note que {1} = {{1},{4}}, {1,2} = {{1,2},{1,4},{4,5}} e {1,2,3} = {{1,2,3},{1,2,4},{1,4,5}}.

Por outro lado, se considerarmos a relacao de equivaléncia Eg teremos

IP)/Es=1{0,{1},{1,2},{1,4},{1,2,3},{1,2,4},{1,2,3,4},{1,2,4,5} P},

onde {1} = {{1},{4}}, {1,2} = {{1,2},{4,5}} e {1,2,4} = {{1,2,4},{1,4,5}}. Além disso temos

I(P*)/E; = {0, {1}<,{1,2}<,{1,4}<,{1,2,3}¢,{1,2,4}¢,{1,2,3,4}¢,{1,2,4,5}¢, Pc}.

Notamos porém que a relacdo dual E} nao existe em I[P*) visto que a defini¢do 3.1 néo € satis-
feita, pois ({1,2}, {4,5}) € Es, ou seja, {1,2} ~ {4,5}, mas {1,2}° = {3,4,5} e {4,5}° = {1,2,3} ndo
sdo isomorfos como poset, ou seja, ({1,2}¢,{4,5}¢) ¢ ES'

Motivados por esse exemplo, modificamos a relacdao Eg para dar a seguinte definicao:

Definicdo 3.2. Um poset P é um poset complemento de isomorfismo se satisfaz a seguinte con-
dicao: para qualquer 1 e ] em I[P) temos quel ~ ] & [° ~ J°.

Exemplo 3.2. Alguns exemplos de posets que satisfazem a defini¢do acima sdao dados pelos

ORI

c)

diagramas de Hasse abaixo.

Lema 3.3. Sejam P um poset hierdrquico em [n] eI, ] € I(P). Entdo existe o € Aut(P) tal que

o(I)=] se, esomentese, |I|=]]|.

Demonstracao: De fato, se existe o € Aut(P) tal que o(I) = J entdo claramente teremos |I| =

|J|. Por outro lado, suponha que o poset P € hierdrquico e sejam (I, J) € E., ou seja, |I| =
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|J|, consequentemente |M(I)| = |[M(J)|. Temos ainda que se x <X y entdo o(x) < o(y) para
qualquer o € Aut(P), logo sendo P um poset hierdquico, basta tomarmos o € Aut(P) como
sendo uma permutacdo nos elementos em M (I) de forma que se consiga os elementos em

M (J) e mantendo os demais. Assim teremos o(I)= J. Portanto (I, J)€ Aut(P). [
Com base nas definicoes de Ey, Es e E- apresentadas temos o seguinte resultado:

Proposicao 3.4. Seja H = Auil(P). Entdo Ey,p) C Es C E¢. Além disso, se o poset é hierdrquico
vale a igualdade.

Demonstracao: De fato, sejam (I, J) € Eyyp), logo o(I)= J para algum o € Aut(P). Temos en-
tdo,quese x < yemI,o(x)<o(y)em J, portanto I ~ J, ou seja, (I, J) € Es, além disso, segue
imediatamente que (I, J) € E¢. Portanto Eu,p) € Es € E¢. Por outro lado, se P ¢ hierarquico,
como Eyp) € Es € E; e pelo lema acima temos a igualdade E¢ = Ey,p) Obtemos o resultado

desejado. Um exemplo de que a igualdade ndo vale em geral pode ser vista no Exemplo 3.1. m

Aqui também podemos definir esferas. Seja I um ideal de ordem do poset P em [n]. De-
finimos a I-esfera, denotada por S;(x) e a I°-esfera, denotada por S;.(x) de ]FZ centrada em
X € IFZ como segue:

Si(x)={y €F;|(supp(x —y))p = I}
Sre(x)={y E]FZKSUPP(X —y)p=1°%

Como temos relagoes de equivaléncia, também definimos a I-esfera, S; ;(x) e a I¢-esfera,

Stz g+(x), centrada em x € IFZ, com respeito a E e E*, respectivamente, como segue:
S;,p(x)={y €F}|((supp(x —y))p, ) € E}

Se p:(x)={y €F7|((supp(x — y))p., I°) € E*}.

Observacao 3.1. Note que temos as seguintes igualdades:

@ Spp(x)=[JS(x)
Jel
(i) S p(x)= | Se(x)
Jeelc

De fato, temos que

(i) Seja y € S5 x(x), entdo ({supp(x —y))p,I) € E logo J = (supp(x —y))» €1 eassim y € S;(x)

paraalgum J € I. Portanto S;p(x) < U S;(x). Por outro lado, se y € U S;(x)entdoIj el
Jel Jel
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tal que y € §;(x). Como J €1 entdo ((supp(x —y)p=17J,I)€ Elogo y € §; z(x). Portanto
temos a igualdade S; ;(x) = U S;(x).
Jel

(i) Anélogo ao item (i).

Por simplicidade escreveremos S; e S, (respectivamente S; ;. € Siz .) quanto a esfera estiver
centrada no vetor nulo.

Seja ¢ um P-co6digo em Fe- Definimos

A7 p(€) =S e NG|

W(G, P.E)=[A7 p(6));ep s =| ATp(6) -+ App(6) ]w onde I(P)/E ={T,,...,T.}.

Tel

Chamamos W(%, P, E) a distribuicao de peso de ¢ com respeito a E ou distribuicao de E -
pesode . Em particular, se o poset P é uma anticadeiaem [n] e arelacdo é dada por E, entdao
Az (€¢) € o numero de palavras do codigo com peso de Hamming igual a |I| e a distribui¢do
de E.-peso é a distribuicdo de peso de Hamming de 4.

Definicao 3.3. Seja P um poset em [n], E uma relacdo de equivaléncia em 1(P) que admite
relacdo dual e E* a relagdo dual em 1(P*) de E. Uma relagdo de equivaléncia E em I(P) é de
tipo MacWilliams se, para quaisquer P -codigos 6, e 6, em F[, W(6,,P,E)=W(%,, P,E) im-
plica W(€+, P*, E*) = W(6;, P*, E*), ou seja, a distribuicdo de E*-peso do cédigo dual 6+, é
unicamente determinada pela distribuigdo de E -peso do codigo 6 e vice-versa.

3.1.1 Condicoes Equivalentes para uma Relacdo de Equivaléncia de tipo

MacWilliams

Assim como no Capitulo 2, veremos nesta secdo condicoes necessdrias e suficientes para
que uma relacdo de equivaléncia seja de tipo MacWilliams. Tais identidades segundo essa
caracterizacao serdo apresentadas na forma de matrizes, digamos Pr e Qg.. Além disso expli-
citaremos as entradas de tais matrizes no caso E = Ey e provaremos que uma € unicamente
determinada pela outra.

Lema 3.5. Seja P um poset em[n), E uma relagdo de equivaléncia em I(P) e E* a relagdo dual
de E. Entdo para qualquer P -cédigo linear ¢ em Fe
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(i) A (6 l(ngzx | > ( )3 (Z%(u-v))),

ueeLlveSip Jeel(P*)/Ex ue‘flﬂsﬁ g \VESTE
paral € I(P)/E
1
i) A (€)= — (u-v) u-v) ||,
CRSEET YRS (Do Hopten))
UEG VES)E px eI(P)/E \UECNS; p \ VES)c
para J¢ € I(P*)/E*.
0 se ug¢et
Demonstracao: Sabemos pelo Lema 1.13 que Z y(w-u)= . Além disso,
ves 6| se ue<ect
para um P-cddigo linear 6 em 7 temos que ¢ = U 6 NSt g, onde a unido € disjunta.
Tel(P)/E
De fato, claramente vemos que U 6 NSt € 6. Por outro lado, seja x € 6 e tomemos

IeI(P)/E _ —
(supp(x))p = J. Logo x € S;, com (supp(x))p = J € I(P). Assim existe I em I(P) tal que J € I,

portanto ({(supp(x))p,I) € E, ouseja, x € S; ;, donde segue que x € U 6 NSt . Logo temos

aigualdade. Além disso, se x € (¢ NS; ;)N(6NS; ;) entdo ((supp(x))P, I) e E e ((supp(x))p, J) €
E donde segue que (I, J) € E, ou seja I=7,0u seja, a unido € disjunta.

Analogamente temos que 6+ = U ¢*tn Syz g+ LOogo teremos:
Jeel(P*)/E*

@

Arp(6)=IS;,n6l= > 1= > |<€L|Z“

ye%’ﬁ&w VESt ueet
S DIDWTLEED I D (zm-w))
ue6l vesy Jeel(P+)/Ex \UEGNSs g \VES

(ii)

Ape (6= IS 06 = D) Z Z}((u v)

VEGLNSTE s veSW,E* ue‘v”
S S ey S ( P> x(u-v)))
|<€| UEE VESTT 1y I(P)/E \UEENS; p \ VESSE px

Segue do lema acima o seguinte corolério.
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Coroldrio 3.6. Seja P um poset em [n], E uma relagéo de equivaléncia em 1(P) e E* a relagdo
dual. Entdo para qualquer P -codigo linear 6 1-dimensional sobre F7 gerado por um vetor néo
nulo u temos,

1 se I=0
(i) A;p(6)=1 qg—1 se u€S;y para I€I(P)/E
0 caso contrario

1 _
(i) AF,E*((gl):g(L%,EA"‘(q_U Z }((u-v)) para Jc¢ € I(P*)/E*

VGS]TYE*

Demonstracao:

(i) Temos que 6 ={au | a€F,}. Assim, se I =@ entdo S; ; = {0},logo |S; ;N C|=1.Se u € S;
entao au € Sy paraa € IFZ, logo |S; ;N 6| =|6/{0}| = |IF*;7| = g — 1. Por outro lado, se

u ¢ S;p entdo au ¢ S;  logo |S; N 6| =10 = 0 e temos o resultado desejado.

(i) Segue do Lema 3.5 que para JeeI(P*)/E*,

AF,E*(%%é > ( > (Z "(“"”))):%M( 2 %(w'v)):

TeI(P)/E \WECNS] p \ VESST p« VESTE px
1 1
255 o] S 003 S snrn))-
an]Fq VESTT px q VESTE px acky \VESTe px

zé(ﬁ,pu >y )((u-(av))).

ae]F’f, ue\%yE*
Como Sz p. ={av | v €Sz .} paraa e IF’; temos,

1
AF,E*(%L)=5(|S,C,E*|+(q—1) D x(u-v)).

veS]—c' I
Com isso os autores conseguem o teorema abaixo.

Teorema 3.7. Seja P um poset em [n], E uma relagdo de equivaléncia em I(P) e E* a relacdo
dual em I(P*). Sdo equivalentes:
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(i) Eéuma relagdo de equivaléncia de tipo MacWilliams em I1(P).
(ii) Parale<I(P)/E eJceI(P*)/E*, temos:

(@ Seueu estdo em S; i, entao Z y(u-v)= Z )((u/-v);

UGSIT,E* ve%ﬂ
/ ~ ~ /
(b) Sev ev estdoem Sy . ,entdo Z y(u-v)= Z y(u-v);
UEST UEST

(iii) Existem matrizes Q. e Py sobreF , tal que para qualquer P -cddigo linear 6 € ]F;’

(@) W(6* P* E")= 7 W(C,PEP];
(b) W(6,P,E)=zgW(6*, P*,E*)QL;

onde P] eQ]. denotam a matriz transposta de P e Qg. respectivamente.
Demonstracao:

(i) = (ii) Provemos por absurdo. Seja E uma relacdo de equivaléncia de tipo MacWilliams e
suponha que nao vale (a) ou (b) em (ii). Sem perda de generalidade, assuma que u e
u' estio em Sip € Z y(u-v)# Z )((u/- v). Pelo Coroldrio 3.6 temos que se 6,

VESTT px VESTT g+
e 6, sdo os P-codigos lineares 1-dimensional gerados por u e u respectivamente, en-
tao Az ;(6)) = A7 p(6,), logo W(6,, P, E) = W(6,, P, E) porém, como Z y(u-v)#
UES]TYE*

Z %(u' - v) temos pelo Corolério 3.6 (i) que, Ajz 5.(61) # Aje p.(65). Portanto te-
UES/T'E*
remos W (65, P*, E*) # W(%6;, P*, E*) o que é uma contradi¢do pois assumimos que a

relacao é de tipo MacWilliams. Portanto (i) = (ii).

(i) = (iii) Seja E uma relacao de equivaléncia em I(P) que admite (a), assim Z y(u-v)

VESTT px
€ uma constante para qualquer u € S; ;. Coloque py7 = Z x(u-v)para u € § .

veS]—c‘ B

Segue do Lema 3.5 que

An,E*(‘éLF% > ( )3 (Z X(w'v))):% 2 ( 2 pﬁ'l):(s.l)

Tel(P)/E we‘gﬂ&lf veS+ Iel(P)/E WEECNS;

J¢,E*
Z A7 p(€)pre-

1
6]
el(P)/E
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De forma andloga, como E admite (b) temos que Z x(u - v)é uma constante para

UEST g
v € Sjz i« € colocando g7 7z = Z x(u-v)para v € Siz ., segue do Lema 3.5 que
uesS; g
1
AY,E(%):@ Z ( z (Z Z(W'V)))=
Jeel(P+)/Ex \WEENSz gy \VEST 5

(3.2)

:|?1i| > ( > rme)= J—|7Z Aze (€)1 7z

Jeel(Px)/Ex \WEELNS5z gy Jeel(P*)/Ex

Assim, defina as matrizes Py e Qg. como segue: Py = [pyz7] € Qp. = [¢77z]. Aqui Pg €
uma quadrada |I(P*)/E*| x |I(P)/E|, visto que E* é a relacdo dual de E, com linhas e
colunas rotulados pelos elementos de I(P*)/E* e I(P)/E respectivamente e Q. € uma
|I(P)/E| x |I(P*)/ E*| matriz com linhas e colunas rotulados pelos elementos de I(P)/E
e I(P*)/ E* respectivamente. Segue de (3.1) que

1
W(6*, P EN) = plyeeipye = o | D, Are(€)pren =

|61 |-
Tel(P)/E Tee1(pe)/E* (3.3)

1
= —W(%,PE)P].
|6 |

Analogamente, por (3.2) temos que W(6,P, E)= T W(€+t, P, E*)QS..

(iii) = (i) Suponha que uma relacao de equivaléncia E admita (a) e (b) em (iii). Sejam % e
6, dois P-codigos lineares em ]FZ tais que W(%6,,P, E)= W(%,, P, E). Como arelacdo de
equivaléncia E admite (a) em (iii) temos que

W(%;, P*,E*)= @W(%,P  E)P] = @W(%Z,P ,E)P] =W(6;,P*, E").
1 2

Analogamente, se W(‘éll, P* E*) = W(<€2l, P*, E*), como E admite (b) em (iii) temos que

1
W(%6,,PE)= l—lW(%%P* E"Q}. = ——W(%;, P*, E")QL, = W(6,, PE).

e ‘|<€i|

Portanto arelacdo de equivaléncia E é umarelacdo de equivaléncia de tipo MacWilliams
em I(P).
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Chamamos a matriz P; de P-matriz com respeito a E e a matriz Q. de Q-matriz com

respeito a E*. Vejamos alguns resultados sobre as entradas de tais matrizes.

Lema 3.8. Seja P um poset em [n). Paral € I(P), temos
F: o se ieM(I), )

S; = (vl,vz,...,vn)E]Fslvie{ F, se i€ly, b

L{0} se iel’. )

Demonstracao: De fato, da definicdo de I-esfera temos que S; = {v € ]F;’l(supp(v)) p =1}
Como (supp(v))p = I temos que M(I) € supp(v), assim, se i € M(I) entdo v; € IF’;. Como
supp(v) € I, se i € I, entdo v; € F, e se i € I° entdo v; = {0} pois caso contrdrio teriamos
(supp(v))p # 1. u

Lema 3.9. Seja P um posetem [n). Paral, ] € I(P), sdo equivalente:
@ supp(u)N(J)y =0 paraucs;.

(i) MI)NU ) =0.

(iii) IN(J°)y =0.

(iv) I,nJc=0.

Demonstracao:

(i)= (ii) Suponha que supp(u)N(J°), =0 para u € S;, como M(I) C supp(u) temos que M (I)N
(J)m=0.

(if)= (iii) Note que I =1, UM(I),logo IN(J )y =L,y UMI))NJ)ps =Ty N(T)ar) UM ()N
(J)m) = Iy, N(J¢)u pois estamos admitindo que vale (ii). Suponha que existe x € I, N
(J)um,logo temos que {z € M(I)|x <p z em P}#@pois x € I);. Assim, se x € [, N(J )y,
como (J¢),; € um ideal de ordem em P*, temos que existe y Z0€ M(I)N(J)y, para y €
{zeM(I)|x Zp z em P}, 0o que éum absurdo pois M(I)N(J)y =0. Logo I,;N(J)y, =0
e temos que I N(J¢),, =0.

(iii)=(iv) Suponha que x € I}; N J¢ e considere o conjunto {z € M(I)|x <p z em P} que é

diferente do vazio pois x € I;;. Logo, como /¢ é um ideal de ordem em P* temos que



Capitulo 3. Rela¢des de Equivaléncia de tipo MacWilliams 55

z€(J)y, assimexiste y #0e€ IN(J¢)y paray € {z € M(I)|x <p z em P}. Absurdo pois
estamos supondo que I N(J¢),; =0. Logo I, N J¢ =0.

(iv)=(i) Suponha que x € supp(u)N(J°)y;, entdo temos {z € M(J°)|x <p. z em P*}#0,logo
existe z € M(J°) tal que z € I); N J¢, absurdo pois estamos assumindo que I,; N J¢ = 0.
Portanto supp(u)N(J¢)y =0.

Calculemos agora a soma de caracteres de uma esfera de um ideal de ordem.

Lema 3.10. Seja P um posetem|[n]. Paral,] € I(P) e u € S;, temos
(1)l (g — 1YMUIT I glU Il s [, J€ =0
D xlu-v)=

VESse 0 se IynJjc#0

n
Demonstracao: Das propriedades de caracteres temos que Z y(u-v)= Z l_[ x(u;
UES]C UGS]C i=1
Além disso, tomando |[M(J¢)| = ny, |(J€)y| = n, e |J| = ns, entao pelo Lema 3.8, a menos de

permutar coordenadas, podemos escrever S;. = (IE"";I)”1 x (IF,)™ x {0} logo, segue deste fato e
do Lema 1.11 que

> rtwn= Y ([ Tetwn)= Y (mu o T vt )

UES]L’ UES]C i=1 (l/l Uy, )ES]C i=1 i=m+1

:Z( (nxuunﬁzxu 1/))

v e(FE)" i=n;+1

( l_[)((u U ))( Z (nﬁz X(ui-vf))):
1 €(F%) i=1 we(l,)"2 \i=n+1

q

- Z Ui -a)) +( x(u; -a)):
i=1 \ aeFy i=n+1 \a€F,
(qu a) (Zx(ui-a))=
ieM i€(Je)

acF* m \a€F,

L (5[5

iesupp(u) acF* (u)enM(Jjc) \ acF%

(zx(ui-a)) [ [(Zatwa)
iesupp(u)n(Jec)y \a€lF, iesupp(u)en(Je)y \a€F,
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Agora, se I, N J¢ # () entdo supp(u) N (J )y # 0 logo, pelo Lema 1.12, o terceiro termo na

expressdo acima é nulo e temos Z x(u-v)=0. Por outro lado, se I, J¢ =0 entdo pelo Lema
UGS]C
3.9 temos que supp(u) N (J )y = 0, assim podemos escrever os produtos como poténcias de

(—1), g e(g—1).

De fato, se I, N J¢ =0 entao supp(u)N(J )y =0, assim (J )y, € supp(u)¢, logo |supp(u)° N
(J)ml =1J¢)m| e como supp(u) € I temos que |supp(u)N J¢|=|IN J¢|, além disso temos que
|supp(u)* N M(J°)| = |M(J°)|—|supp(u)NM(J°)| = |M(J°)|—|I N J¢| assim substituindo as
igualdades acima temos Z y(u-v)= (=D (g—1)MUIHIN UM portanto obtemos:

UES]C

(1) (g — 1YMUOHIN I g0l e [, J¢ =@

Z)((u-v): [ ]

UES,C 0 se IM ﬂ ]C # @
Com base no lema anterior, podemos descrever explicitamente as entradas das matrizes

Proposicao 3.11. Seja P um posetem|[n], E umarelagdo de equivalénciaem I(P) e E* arelagdo
dual de E em I(P*), tal que se (I, ]) € E entdo |M(I)|=|M(J)| ese(I¢,]J¢)e E* entdo |M(I¢)| =

IM(J€)|. Entao as entradas de Py e Qg. sdo dadas como segue:

C C _1 \MnKe]
i) p]Tj:(q_l)lM(] )|q|(] Iul Z (—) paraue%'E,

KceJjce, q_l
IMOKC:Q)
. —1 WKl
(i) iy = (g— 1)|M(I)\q|1M| Z (E) parav € SF,E*'
e mnK=0

Demonstracao:

(i) Da observacdo 3.1 (ii), temos que Sy . = U Sk, assim, pelo Lema 3.10 temos, para u €

Keeje
St,p que
pr1= Z y(u-v)= Z (Z}((u_v)): Z (— )IImKC(q l)lMKc \va|q\(KC)M|.
VESSE pa Keeje \VESke Kcejc,
IMOKC:@
Note que de |[M(K°)|=|M(J°)|, se K¢ € Jc entdo |(K ), =|(J )y, logo teremos
—1 \MnK“l
—— (g —1 MU 41U )ml - -
pri=(@—1) q KZ (q—l) para u € S;

IMOKC:(A
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(ii) Analogamente, da observagdo 3.1 (i), temos que S; p = U Sk, epelo Lema 3.10 temos, para
Kel
vV € S5z . que ©

D> xu-v)=

ues; 0 se (I)ynJ#0
Logo teremos, para v € Sy ;. que

Gi e = Z X(”'”):Z(Z X(u'V))Z Z (1)K (g — )M K] 1K,

(1)1 (g — MO gl se (19),,n ] =0

UES; Kel \U€S (]C)]\]/C[EOIK:(A
Como |[M(K)|=|M(I)| se K €1 entdo |Ky,| =|I,,| e assim temos
IM(D)] 1] -1\
—==(g—1)MDlglm (—) ara v € Sz 5.
677,] (q ) q KZL q_l p Je,E

(Je)uNK=0
Assim conseguimos determinar explicitamente as entradas das matrizes Py € Qj..

3.2 Trésrelacoes de equivaléncia de tipo MacWilliams

Nesta secdo veremos em que condicdes, ou seja, para quais posets as trés relacoes de equi-
valéncia vistas na secdo anterior sao de tipo MacWilliams. Além disso relacionaremos as ma-

trizes Py e Q. para tais casos.

Primeiramente, pela féormula de inversao de Mobius temos que se f e g sdo funcdes nos

subconjuntos de um conjunto finito X, entdo
f(A)= Z g(B) se e somente se, g(A) = Z(—l)'Al_lB‘f(B) para AC X.

BCA BCA
A prova pode ser encontrada em [16] e no apéndice deste trabalho.

Assim, podemos agora enunciar e demonstrar o teorema apresentado por Choi et al. em
[2], que classifica os posets admitindo as relagdes de equivaléncia de tipo MacWilliams.

Teorema 3.12. Seja P um poset em [n) e H um subgrupo de Aut(P).
(i) Ey é umarelagdo de equivaléncia de tipo MacWilliams em I(P).
(ii) Sdo equivalentes:

(@) P é um poset hierdrquico.
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(b) Asduas relagoes de equivaléncia E¢ e Ey,ypy SG0 as mesmas.

(¢) E; éumarelagdo de equivaléncia de tipo MacWilliams em I(P).
(iii) Sdo equivalentes:

(@) P é um poset complemento de isomorfismo.

(b) Es é uma relacdo de equivaléncia de tipo MacWilliams em I(P).
Demonstracao:

(i) Note que (I,])€ Ey < (I°,J°) € E},. Assim, para u e u em Si g, sejam I = (supp(u))p €
I, = (supp(u)) p. Existe um automorfismo o € H tal que o(I;) = I,. Seja J € I(P), temos
que |M ()| =|M(L)| logo, segue da Proposicdo 3.11 que

Z g - v)=(g—1)MUNGlU W] Z (—_1)”2%%.
g—1

VESTE px Kceje,
"“H (Iz)Mch:a

Temos que para A, BC P, o(AN B)=0(A)No(B) para todo o € Aut(P).

De fato, se AN B =) ndo temos o que mostrar. Suponha que AN B # () e seja x € AN B,
logo, como x € A temos que o(x) € o(A) e como x € B temos que o(x) € o(B), logo
o(x)eo(A)no(B)eportanto c(ANB)Co(A)Nno(B).

Por outro lado, se x € o(A)No(B), como x € o(A) temos que o }(x) € A e como x €
o(B) temos que o~ !(x) € B, logo o7 '(x) € AN B e temos que x € o(AN B). Portanto
o(A)no(B)Co(ANB).

Além disso, vemos claramente que Aut(P)=Aut(P*). Logo teremos

Z y(U - v)=(g—1)MU N gluml Z (q_—_ll

VESTT px o(KC)eTT,
H (L)mNo(Ke)=p

(g —1)MU glUml Z ( -1 )lv(h)ma(ml
a(KL']eﬁY q_l
o((h)m)No(Ke)=h

= (g —1)MU N glu ] Z (__1
wioge, \d—1
o((h)mNK)=0

-1 |[LNKE|

KCEﬁ‘,‘Z UES]T'EI»;
(L)pNKe=p

)IlzﬂU(K")l

)IU(hﬂK")I

De forma andloga, para v e v em ST'E;; teremos Z y(u-v)= Z x(u- v/).

ues; Eyy ues; Eyy
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Portanto, pelo Teorema 3.7 (ii) temos que a relacao E;; é uma relacao de tipo MacWilli-

ams.

(ii) (@) = (b) Segue diretamente do Lema 3.3.

(b) = (c) Se E; = Eyyp) entdo pelo item (i), como Ej € de tipo MacWilliams, tomando
H = Aut(P) teremos que E¢ = Eyp) € de tipo MacWilliams.

(c) = (a) Pelo Teorema 2.9 temos que P admite identidades de MacWilliams se, e so-
mente se, P é hierdrquico. Assim, se E- é uma relacdo de equivaléncia de tipo
MacWilliams, como a cardinalidade dos ideais é a tinica levada em conta no caso
classico, temos que o poset P admite identidades de MacWilliams, e portanto o
poset P é hierdrquico.

(iii) (a) = (b) Suponha que P é um poset complemento de isomorfismo. Para u,u’ € St gy
existe um isomorfismo de ordem f, satisfazendo f({supp(u))p)= (supp(u))p. Se-
jam I, = (supp(u))p e I, = (supp(u))p. Note que |M(L,)| = |M(L,)|, logo segue do
Lema 3.9 e da Proposicdo 3.11 que, para J¢ € I(P*)/ E temos

Z 1YMU 10l Z —1 e
x(u-v) —1) q- ™ ( ) =
qg—1

VESTE o Kcejc,
/€ ks (I)mNKe=0

1 NIk
— (g —1MUN 41U )ml -
(q—1)MU)g > ( - 1) :

Kceje,

LNKeCM()
Substituindo I, N K¢ por A, teremos

Z Z(u.v):(q—l)lM(quﬂ)M\ Z (q_ )|A| Z .

vESTE pr ACM(I kcele
LNKe=A

Aplicando a férmula de inversao de Mobius a Z 1 teremos

kcejc

ILINKe=A
1 -1\l
V)= _p)AB
(g — 1MU N glTw] 2 2wn= 3 (q_ ) 2D Z =
VESTT ACM(I BCA keeTe

ILNKcCB

Sejam B € A € M(1,), logo |A| = | f(A)], |A\B| = |f(A\f(B)| e (I\B, L\f(B)) € Es,
uma vez que f : I, — I, € um isomorfismo de ordem.

Como P é um poset complemento de isomorfismo, (I;\B)° ~(L\ f(B))°. Logo tere-

m§:1=21=21=21.

kcejc kcejc Kcejc kcejc

LAKCSB  KeC(\BY  Ke<(L\f(B LNK<Cf(B)
Portanto teremos
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! -1)* |A\BI
(g —1)MU NGl Z 2(u-v)= Z (ﬁ) Z(—l) Z 1=

UGS]T,Eg ASM(L) BCA , IZEILELICCB
1 \far inkee
= Z (_) Z (1) /AN B) Z 1=
e 1q_1 e LAK<CF(B)
= _ M(Jc c Z X(u 'V)'
(g —1)MUNgIU ] =2

De forma analoga conseguimos o resultado para v e v' em Sye, gz Lolo, pelo Teo-
rema 3.7 (ii), temos que Eg é uma relacdo de equivaléncia de tipo MacWilliams.
(b) = (a) Provemos pela contrapositiva.
De fato, suponha que o poset P nao é um complemento de isomorfismo, logo exis-
tem I, e I, em I(P) tal que I, ~ [, e (;)° ndo é isomorfo com poset a (I,)°. Sejam
6, e 6, codigos lineares em IFZ tal que 6, ={x € Fglsupp(x) C L}, i =1,2. Como
I, ~ I, temos que Az ; (6) = Az, (65), logo W(6), P, Es) = W(65, P, Eg). Os codi-
gos duais sdo dados por <€il ={xe ]FZI supp(x) € ([;)°},i =1,2. Segue do Lema 3.8
que AW,E;(%lL) = (g —1)MUNlgliOml Note que como I, ~ I, temos |I;| = |I,| e assim
INEViE
Se x € 63 é tal que (supp(x))p. ~ I, entdo |(supp(x)) p.| = |[I| =|Lf|. Segue do fato
de (supp(x))p. € If que I, = (supp(x))p. = If, contradi¢do. Logo W (6}, P*, E¥) #
W(6;, P*, E}) e assim Eg ndo é uma relagéo de equivaléncia de tipo MacWilliams.
Portanto, pela contrapositiva temos que se Eg € uma relacao de equivaléncia de tipo
MacWilliams entdo o poset P é um complemento de isomorfismo.

Vemos no teorema acima que arelacao E. € de tipo MacWilliams se, e somente se, o poset é
hierdrquico, mas que neste caso, arelacao E é igual arelacao Ey,p). Além disso, pelo item (iii)
do teorema vemos que Es é de tipo MacWilliams se, e somente se, o poset € um complemento
de isomorfismo. Porém, conseguimos mostrar que neste caso, todo isomorfismo entre ideais
pode ser estendido a um automorfismo do poset. Apresentaremos tal resultado na forma de
teorema.

Teorema 3.13. Seja P um poset complemento de isomorfismo, sejam I, ] ideais de P e seja [ :

I — J um isomorfismo. Entdo existe um automorfismo f de P tal que f|, = f.

Demonstracao: Seja f : I — J um isomorfismo e x um elemento de M(I°) tal que x ¥ y, para
qualquer y € I. Afirmamos que existe um elemento w em M(J€) tal que w ¥ z para qualquer
ze].
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De fato, como P é um complemento de isomorfismo, se f : [ — J é um isomorfismo entao
existe um isomorfismo g : I° — J¢. Assim, suponha que ndo existe w € M(J¢) tal que w ¥ z
paraqualquer z € J. Denotemos por g arestriciode ga I°—{x}, assimtemosque g : [°—{x} —
J¢—{g(x)} é um isomorfismo, logo como P é um complemento de isomorfismo, existe um
isomorfismo ¢ : IU{x} — JU{g(x)}. Absurdo pois x € I U{x} é tal que x ¥ y, para qualquer
y € I mas em JU{g(x)} temos por hipétese que g(x) se relaciona com ao menos um elemento
de J, logo, como f : I — J é um isomorfismos o nimero de elementos em I e J que ndo
se relacionam devem ser o mesmo, mas em I U {x} temos um elemento a mais que nao se
relaciona com nenhum outro do que em J U {g(x)}, portanto estes conjuntos nao podem ser
isomorfos.

Logo se existe x um elemento de M (I°)tal que x ¥ y, para qualquer y € I temos que existe
w € M(J°) tal que w # z, para qualquer z € I. Assim, basta tomarmos f : TU{x} — J U {w}
com f|; = f e f(x) = w e assim, f é um isomorfismo e preserva ordem. Portanto podemos
estender f para todos os elementos de ¢ dessa forma.

Agora seja x um elemento de M(I°) tal que (x),; € I, onde (x),, denota o conjunto dos
elementos nao maximais do ideal gerado por x com (x),, # 0, e suponha que |M((x))| = k.
Denotemos L = f({x),), entdo temos que existe h : (x){, — L° o qual é um isomorfismo e
assim h : (x){, —{x} — L° —{h(x)} é também um isomorfismo, logo existe um isomorfismo
7 {x)yU{x} = (x) = LU{h(x)}, visto que (x) U{x} = ({x)§,—{x}) e LU{h(x)} = (L*—{h(x)})‘.
Note que se existisse um elemento z € L€ tal que h(x) > z entdo LU {h(x)} ndo seria um ideal,
assim temos que M ((h(x)),;) € L e que se z € L¢ entdo h(x) ¥ z.

Como 7 é um isomorfismo, |M (L U {h(x)})| =1, mas temos que h(x) <€ M(LU{h(x)}), pois
caso contrério existiria um elemento z € L tal que z > h(x) e teriamos que h(x) € L o que é
uma contradicio. Logo temos que |M((h(x)),,)| = k. Assim definimos f : I U{x} — J U{h(x)}
por fl; = f e f(x) = h(x) o qual é um isomorfismo e preserva ordem, pois se x > y entdo
h(x) > f(y)visto que L = (h(x)),,. Além disso, temos que f~': JU{h(x)} — I U{x} é dado por
f‘llj =fle f‘l(h(x)) = x. Portanto podemos estender f a todos os elementos dessa forma
em [°.

Note que |I¢| = r < 0o e o par (I, f) pode ser estendido para (I; = I U{x}, f;), continuando
esse processo 1 vezes, conseguiremos I, = P e o automorfismo f, o qual é uma extensio de f

para o poset todo, ou seja, neste caso temos Eg = Ej;. |

Com base nos resultados obtidos, podemos entdo provar a proposi¢cao abaixo, apresentada
em [2], que diz respeito a relagdo entre as entradas das matrizes P; e Q}, para as trés relacoes
de equivaléncias vistas neste capitulo.
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Proposicao 3.14. Seja P um poset em [n], E uma das trés relagoes de equivaléncia Ec, Eyyyp)
ou Eg e E* a relagdo dual de E. Se E é de tipo MacWilliams em I(P) entao

1] o ]l -~

(g —1)MU)Iglu )l Prer= (g —1)MDi gl e

para 1€I(P)/E e]cel(P*)/E*.

Demonstracao: De fato, do Teorema 3.12 temos que se E é de tipo MacWilliams entdo o poset
€ hierarquico e que neste caso E¢ = Ep,p). Damesma forma temos que se Es € de tipo MacWil-
liams entdo o poset é um complemento de isomorfismo, e pelo Teorema 3.13 temos que neste
caso Eg = Eyyp). Logo, como a hipdtese da proposi¢ao € que a relacdo de equivaléncia € de
tipo MacWilliams, basta mostramos a igualdade para o caso Ey, com H C Aut(P).

Seja H um subgrupo de Aut(P). Lembremos que se A,B C P e o € H entdao c(ANB) =
o(A)no(B), |o(A)|=|Al e c H = H. Considere a relacdao de equivaléncia Ej, a qual é de tipo
MacWilliams em I(P). Temos que se L € 1, entdo existe o € H tal que o(I) = L; da mesma
forma, se K¢ € J¢, entdo existe ¢ € H tal que ¢(J¢)= K°¢. Em outras palavras, I é a 6rbita de
I sobre a acdo de H. Lembramos que o estabilizador de I é o subgrupo H; ={o € J|o(I) =1}
(mais detalhes sobre subgrupos estabilizadores podem ser encontrados no apéndice).

Tomemos o conjunto A={(L,K°)|L=1,K =], [,,NK* =1N(K), =0} e definamos a

1 se (L,K9)eA
aplicagdo 6 : I(P) x I(P*)— R dada por 6(L,K¢) =
0 caso contrario

1| < Z kel
: P]c7=|1| a
— DIMUT) glT€)ml ’
(g—1) q KeeT e, In(K <)y =0

Segue do Teorema A.3 [Teorema da Orbita e Estabilizador] que |I| = Tl logo teremos

D d™s ‘|H]C|Zaw 16(1,0(J%) =

KeeJe,IN(K <)y =0 peH

Denotemos ( ) = @, entao temos:

|H| 1 [Tnp(J [1ng(
= UG, o(J9)) = a1, () =
|HI||H]C|§DEH (‘0 |HI |H]c ;{;{
QU S (T, 0 () =
|H,||H]c|;; v
ot U s (1,07 () =
|H1||H]c|;;, v
1 1 oot ()| 1, 7c
= ] Za (o), o0 p(J9)=
I Jje

o€H peH
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o7 B0 (1), 0T ) =
= i 2 2"
lpp~lo( ﬂsﬂlfl(g((pw O'(I) o(J )=
= 7] 22
lg~to(DNJ€]
a 6(p~o(I),])=
= T 212
1 |H]| ns| e e
8(a(1),J)=1Te o=
lHIHH]C'GGH LeIL;) =0
G B
~ (g —1Migi T
Temos assim o resultado desejado. |



Capitulo 4

Dualidades MacWilliams e a Métrica R-T

Em 1997 Rosenbloom e Tsfasman [12] introduziram na teoria de c6digos uma métrica p em
Mat, ((IF,), o espago das matrizes n x s com entradas em IF,. Estes codigos tem sido estudados
tanto do ponto de vista de combinatéria quanto de aplicacoes em teoria de informacdo. Ebem
conhecido na literatura que a p-métrica é um tipo de métrica poset assim, neste capitulo,
utilizamos os resultados obtidos no capitulo anterior para provar os resultados apresentados
por Dougherty e Skriganov em [3] através da P-métrica. Para isso introduziremos os conceitos
referentes a p-métrica e faremos a conexdo entre esta e a P-métrica apresentada no Capitulo
3.

4.1 A Métricap

Denotaremos por Mat, (IF,) o espaco linear de todas as matrizes n x s com entradas em
F,, munido com as operagodes usuais de soma e produto por escalar de matrizes. Um c6digo
linear, assim como nos casos vistos até aqui, ¢ um subespago vetorial de Mat, ((F,).

Por defini¢do, o peso de Hamming de uma matriz 2 € Mat,, ((F ), indicado por k(£2), € igual
ao nimero de entradas nao nulas da matriz 2. Nesse caso k(€2; —£2,) define a métrica de Ham-
ming em Mat,, ((F,).

Introduzamos o seguinte peso ndao-Hamming, p em Mat, (F,). Primeiramente, seja n =1
ev=(,&,,...,&) € Mat, ((F,), entdo colocamos p(0) =0 e p(v)=max{i : &; # 0} para v # 0.
Agora seja Q = (vy,...,v,)! € Ma’}nys(Fq), v; € Mat, ((F,), 1< j<ne()" denotando a matriz

transposta. Colocamos p(Q2) = Zp(vj) e temos que p € uma métrica em Mat,, ((F,).

j=1
Para um codigo linear 6 C Mat,, ;(F,), chamamos de espectro de p-peso do c6digo 6 o

64
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conjunto de inteiros w,(¢)={Qe€ ¢ : p(Q)=r}|, 0<r <ns.

Defini¢do 4.1. Seja ¢ c Mat,, ((F,) um cddigo linear, definimos o enumerador de p -peso de ¢
por
W(6|z)= Z w,(6)z" = Z ZP@,
r=0 Qe

Introduzamos o seguinte produto interno em Mat,, (F,). Primeiramente, sejan=1¢e v, =
&1,... &) » :(5/1,...,65) € Mat, ((F,). Coloque

(v, w)p :Z§i§;+1_i~ (4.1)
i=1

Agoraseja(2; = (vi(l), i) vl.(”))T € Mat, (F,), i=1,2; vl.(j) € Mat, ((F,), 1< j<n,coloque

n

(0, %) ps = D (v, 1)) (4.2)

j=1

Para um cédigo linear 6 c Mat,, ((F,) dado, definimos seu codigo dual ¢ 1 cMat,, s(Fg) por
(gl - {QZ S Matnys(]Fq) . (Qz, QI)DS == 0 VQ1 € (g}.

Vemos que 6+ é também um codigo linear com (64)' = 6. Além disso, se d é a dimensdo
de €6 e d' é a dimensdo de 6+, entdo d + d* = ns, |6||6*| = g™, |6| = q¢, |6+ = g™
Provaremos tais afirmag¢6es na préxima secao.

Como vimos nos capitulos anteriores, as identidades de MacWilliams trazem relacdes en-
tre o polindmio enumerador dos c6digos mutuamente duais 6 e 6*. Paraocasos=1en
arbitrario temos que a métrica p coincide com a métrica de Hamming e assim os polindmios
satisfazem a identidade de MacWilliams dada no Teorema 2.1. No caso oposto, onde temos
n =1 e s arbitrério, a seguinte identidade foi dada em [15]:

(qz—1)W(€ z)+1—2z= I%llz”l(q(l—z)W(‘glq—lz)+qz— 1).

Assim, objetivo € estender as identidades de MacWilliams para o caso em que 7 e s sao
arbitrdrios. Porém podemos ver no exemplo a seguir que extensoes diretas ndo existem para

o enumerador de p-peso.
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Exemplo 4.1. Considere dois c6digos lineares 6, e 6, em Mat, ,(F,)

(2w )

Assim W(6,|z) =2+ z2 =1+ 2% = W(%6,|z).
Os codigos duais €} e 65 C Mat,,(F,) sdo:

a={lo o) (o )0 DG G0
e oG G G G

Assim o enumerador de p-peso de 6;" e 6;" é respectivamente W(6;"|z) =142z +2z*+4z*

— = o O

e W(6;-|z2)=1+2+3z?+2z%+2z*. Logo os polindmios ndo podem ser relacionados por uma
relacdo de tipo MacWilliams.

Poderiamos pensar que o problema estd no produto interno definido em (4.2), porém ja
para o caso n = 1, utilizando o produto interno usual, vemos que os polindmios ndo podem
ser relacionados por identidades de tipo MacWilliams.

Exemplo 4.2. Considere os c6digos lineares %6, 6, C Mat, 4(IF,) dados por
%, =1{(0000,1100,1001,0101)}, %,=1{0000,0100,0001,0101}.

Seus codigos duais com relagdao ao produto interno definido em (4.1) sao dados por
<€1L ={0000,0100,1111,1011}, ‘5; ={0000,0100,0001,0101}

e assim os 4 c6digos possuem o mesmo enumerador de p-peso dado por

W(6ilz)=W(61z)=1+2z"+2z", i=1,2.

Com respeito ao produto interno usual, denotando os codigos duais por 6} e 6, temos
;" =1{0000,0010,1111,1101}, ¢, ={0000,0010,1000,1010}.

Os enumeradores de p-peso sdo dados por

W(6|z)=1+2>+22", W(6}|z)=1+z+2z"
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Portanto os enumeradores de p-peso W(%6|z) e W(%6*|z) ndo podem ser relacionados por

identidades de tipo MacWilliams.

O objetivo torna-se entao procurar por defini¢cdes de enumeradores de peso mais adequa-
das.
Consideremos bolas e esferas em Mat,, ((IF,) centradas na origem, com respeito a métrica

p:

B("vs)(r) = {Q S Matnys(]Fq) : p(Q) < r};
Sm)(r)={QeMat, ((F,): p(Q)=r}, onde 0<r<ns éum inteiro.

Tomemos n =1, logo, pelas definicdes teremos que
B(r)={(&y,...,&,)€Mat, (F,): £; =0 para i>r}

¢ um subespaco de dimensdo r e S9(0)= B19)(0), S"9(r)= BY9(r)—BY9)(r—1), r > 1. Note
S
ainda que Mat, ((F,) se divide em uma unido disjunta de esferas: Mat, ((F,) = U SEI(r).
r=0

Para n arbitrério, denotamos por Q,, ; C Z" o subconjunto de vetores inteiros
Qns={(r,....,r,): 0<r;<s, 1<j<n}
Consideramos ainda o espago Mat, ((F,) como um produto direto de n copias de Mat (FF,):

Mat, ((F,)=Mat, ((F,) x --- x Mat, ((F,).

n

Introduzamos os subconjuntos F, C Mat, ((F,), dados por

n
Fe=] [8"(r), R=(r,.... 1) € Qus.
j=1
Os subconjuntos F; sdo chamados fragmentos. Note que Mat,, (IF,) se divide em uma unido

disjunta de fragmentos: Mat,, ((F,) = U Fy.

ReQn,s
Seja S, o grupo simétrico de todas as permutagdes de linhas da matriz §2 € Mat,, ,(F,), o

qual preserva p-peso. Para um vetor inteiro R =(ry,...,1,) € Q, 5, € uma permutacdo o € S,,,

escrevemos o R = (7,qy, ..., I'o(n))- O conjunto quociente Q,, /S, pode ser identificado com o
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seguinte subconjunto de vetores inteiros:
Qns/Sp=A(r,....1,): 0 <R<---<r,<sh

De fato, note que tomando qualquer elemento R de Q,, ;, podemos fazer uma permutagdo nas
coordenadas de R de tal forma que cR €Q,, /S,

Paraum R =(ry,...,1,) € Q, ;/S, introduzimos o subgrupo estabilizador S%*) c S, por S®) =
{oc€S,: oR=R}.

Consideremos ainda a seguinte unido disjunta de fragmentos

(I)R: U FO’R’ ReQn,s/Sn!

oes, /S

onde o percorre um conjunto fixado de representantes para as classes laterais (a esquerda) de
S, /S®).

Definicao 4.2. Seja ¢ c Mat, ((F,) um coédigo linear. Definimos os T -espectros e H -espectros
como sendo, respectivamente os inteiros

tR(6)=16Nkl|, ReQ,; e

hg(€)=|6¢N®g|, R€Q, /S,

Note que da definicao de ®j vista, teremos que

ha(6)=16NBpl= D 1a(€)= D aplyr(6), REQ,:/S, (4.3)

0eS, /Sy OESn

onde azé o inverso do nimero de elementos do estabilizador de R.

Definic¢ao 4.3. Seja ¢ c Mat, ((F,). Definimos os T -enumeradores do codigo 6 como sendo
n

T(6|Zy,.... Z) = >, ()] |2, onde Z; =(2,...,2") e Clz; ), 0<i<s1<j<

rj
ReQn,s ) Jj=1
n, comanotagio z;;=z; .

Definicdo 4.4. Seja ¢ C Mat, ((F,). Definimos os H -enumeradores do cédigo 6 por
H(6|Z)= > ha(6)] |2, onde ZeClz], 0<j<s.
Re€Qy,5/Sn
Comparando os dois enumeradores acima vemos que H(6|Z)=T(¢1Z,...,Z).
Em [3], Dougherty e Skriganov introduzem a transformacao linear 0 : C|z, ..., z;,] —

Clzy, ..., zs] colocando 7' = 0,7, onde
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zy=20+(q =)z +q4(g—1)z+q*(q—Dzs++ g g — )z, + g (g —1)z,,
z2,=20+(G—1)z1+q(q—1)z+ q*(g—Dzs++ g g — 1z, — q* 'z,

z,_,=2y+(q -1z, +q(q—1)z,— %z,
Z;_l =2zo+(q—1)z1—q2,,
z, =

20— 2.

Ou seja, a matriz©; =[0,;], 0<1,k < s tem as seguintes entradas:

1 se k=0
=lg—1) se 0<k<s—I
glk: q k—(? ) (44)
—q se l+k=s+1
0 se l+k>s+1

No artigo os autores obtém a matriz O utilizando transformada de Fourier e aplicando a
férmula da soma de Poisson entre outros resultados. Porém, como mostraremos na préoxima
secdo, tal matriz pode ser obtida de forma mais direta aplicando-se os conceitos do capitulo
anterior.

Com os conceitos apresentados nesta secdao, Dougherty e Skriganov conseguem também,
identidades de tipo MacWilliams para os T e H -enumeradores de c6digos mutuamente duais,

dadas pelos seguintes teoremas:

Teorema4.1. Os T -enumeradores dos cédigos lineares mutuamente duais 6 e 6+ C Mat, ((F,)

sao relacionados por

1
T(€6\Z,,...,2,) = @T(%HG)SZD 0,2,).
Teorema4.2. Os H -enumeradores dos cédigos lineares mutuamente duais 6 e 6+ C Mat, (F,)

sdo relacionados por

1
H(6|2)= @H(%HGSZ)

Provaremos tais resultados na préoxima secao, utilizando os conceitos de posets vistos nos

Capitulos 1 e 2 e os resultados obtidos no Capitulo 3. Por ora, vejamos um exemplo englo-

bando os conceitos visto até o momento e as relacoes apresentadas nos teoremas acima.
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Exemplo 4.3. Tomemos o c6digo ¢, dado no Exemplo 4.1, ou seja, tomemos ¢ C Mat, »(F,)

0 0 10 ,
dado por 6 = , e consideremos
00 1 0

Q2,2 = {RO = (0’0)’R1 = (1)0)’R2 = (Z’O)rRB = (0»1)’R4 = (O’Z)rRS = (1»1)’R6 = (1’2)7R7 =
(2,1),Rg=(2,2)}.
Assim, considerando o grupo simétrico das permutacgdes S, teremos

QZ,Z/SZ = {RO = (0’ 0)» RS = (O’ 1))R4 = (0)2)’ RS = (1’ 1)’R6 = (1’2)’R8 = (2r2)}

Logo, pela definicao de fragmentos teremos

o () (o (P L [ (G
o (e () s (e (O
o (T (PR [ [ (Y

Temos ainda, pela definicao 4.2 que t;(6)=|6 NFzl, R€Q,,,logo obtemos
tRO((g) = tRS((g) =1 etRl((g) = tRZ((g): th((g) = tR4((5): tRﬁ((g) = tR7((5): tRB((g) =0.

Ainda por (4.3) temos que hz(6)=|6 NPy| = Z tor(€), R€Q,,/S,, logo obtemos
oeS, /s

hg, (€)=t (€)=1 , hp,(6)= tp,(C)+ 15 (6)=0 , hg(C)=tg,(C)+ t,(€)=0,

hR5((€):tR5((g):1 ,hRﬁ((g):tRﬁ((g)"‘ tR7((€) 0 hRg((g) tRS( )=0.

Portanto pela definicao 4.3 teremos

2
T(€61|2,,2,)= Z tr(6) l_[ zif IR, l_[ 2V + Ir, l_[ W) = z(()l)z((lz) + zil)ziz).
J ]

Pela definicao 4.4 teremos

2 2

2
H(612)= D ()] |2, = (6] |z +hn ] |2, = 2020+ 2121,
j=1

REQ,2/$; j=1 j=1
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evemos que H(6|Z)=T(6|Z,2).

1 1 2
Por (4.4), como q=2, teremos®,=| 1 1 -2
1 -1 0

Pela métrica p temos que o c6digo dual 6+ é dado por

{0 DG GO0 )

Logo teremos
tRo(%L) = tRl((gl) = th((gl) = tR5((€l) =1,
tRZ((gL) = tR4((€l) = tRG((gL) = tR7((€l) =0e th((gL) =4.
Além disso temos

hRo(cgi) = tRO((gl) =1, hRs(ch): th((gl)‘F tr (61)=2 , hg,(6+)=tg,(€1)+ tg,(€1)=0 ,
hR5((€J—) = tRS((gJ—): L, hRS((gL): tRG((gl)'F tR7((€l) =0, hRS((gL): th((gl) =

Assim, aplicando tais resultados na Definicado 4.3, de T-enumerador obtemos

2
T(642,2)= Y, tal6M)] [ =

ReQ, 5—1

j J_
= tg, %L)l_l g (6] [+ g, (6

j=1

—z(() )zé )+z§ )z(() )+z(() )z§ )+z§1)z£ +4z2 zzz).

\:N

2
) 1 () =
er +tR5(‘€ l_l +t (67) l_[zr] =
j=

Da mesma forma, aplicando os resultados na Definicdo 4.4, de H-enumerador obtemos

2

H(€¢Y2)= Z hR(%l)ﬂzr =

R€Q22/52

j:l
:hRU(%l)l_[z + I, L)]_[z + g, L)]_[z + I, (6 )li[zrj:
j=1

j=1
= Z()ZO + 2Z0Z1 + lel + 42222.

Assim, tomando ©, encontrada acima, e considerando Z]/. =0,Z; teremos

1 1 2 z(()j ) z(()j ) + zij ) + 2zéj ) zo(j )

r_ _ 0| — () N | — )
Z;=60,Z;=11 1 =2 Z1]‘ =z + z1 222] = z}].
1 —1 0 Z;j) Z(()]) _ Zi]) zz(])
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Logo, substituindo em T(6*|Z;, Z,) e fazendo calculos basicos encontramos T(%6*|Z;,2,) =
8z\"2% + 82"z e assim temos que T(6|Z,,Z,) = |6_1i| T(642,,2,)= ﬁ T(6+10,2,,0,2,).

4.2 Identidades de MacWilliams para T e H-enumeradores

Nesta secao provaremos os resultados apresentados no final da se¢do anterior. Para isso,
utilizaremos os resultados obtidos nos demais capitulos. Assim, primeiramente precisamos
fazer a ligacdo entre a métrica p e a P-métrica vista no Capitulo 1 e utilizada no Capitulo 3,
bem como a relacdo entre os conceitos apresentados para ambas as métricas.

Considere o poset P em [n5s], unido disjunta de n cadeias de comprimento s, com relacao
deordemdadapori<n+i=<2n+i=xX---2(s—1)n+i, 1<i<n.

Definic¢do 4.5. Seja)€ Mat, ((F,), comS2=]a; ;]. Definamos as seguintes transformagaes line-

ares:
T:Matn,s(Fq)—»IFZS dada por T(Q)=T([a;;])=[v;-1n+i], onde v _y,.;i=a;; e

D . Matn,s(Fq) - Matn,s(Fq) dada por D([ai,j]) = [ai,s—j+1]n,5'

Note que pelas definicoes apresentadas temos que p(2) = wp(T(£2)).

Agora, denotemos R € Qs por ((1,1),...,(n,1,)), ouseja R =((j,r;),1 < j < n). Note que
um ideal I € I(P) é inteiramente determinado pelos seu elementos maximais, assim deno-
temos M(I) = {m,,...,m;}. Pelo algoritmo da divisao de Euclides, podemos escrever cada
elemento maximal na forma m; = x;n+¢;, n> t; >0. Analogamente para J¢ € I(P*).

Conseguimos assim uma aplicagao ¢ : Q,, ; — I(P) dada por

e(R)=@((j,r))=(r;j—Dn+ j;1; #0)p.

Da mesma forma, notando que se I € I(P),temos [ ={a=x,n+t,; n>1t,>0, ac M(I))p,

podemos definir uma aplicacdo ¢ : I(P) — Q,,s dada por o' (D =((j, r;)), ,onde

(j,r))=(n,x,) se t,=0
(J,r))=(te X, +1) se t,#0
(7,0) para as demais posi¢des

Analogamente podemos definir uma aplicacao ¢ : Q,, ; — I(P*) dada por

YR)=yY((j,r))=((s—r)n+j;r; #0)p..
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Notando que se /¢ € I(P*), temos J* =(b=x,n+t,; n>1t,>0, beM(J°))p., conseguimos
uma aplicagio v’ : I(P*) — Q,,s: definida por Y =((J, r;)), onde

(jirj)=(n,s—x,+1) se t,=0

(jyrj)=(ty, s —xp) se 1, #0

(j,0) para as demais posicoes
Assim vemos que para cada R € Q,, ; podemos associar umideal I € I(P) e umideal J¢ € I(P*).

Logo, seja Q = (w;,..., w,) € Matnys(IFq) onde w; € Fqs, conseguimos assim uma relacado entre
Fy e Sj—,r) € entre Fp € Sje_yg).-

Proposi¢ao 4.3. Seja F, C Mat, ((F,), R€Q,,. Entdo:
() T(Fg)= Sy(r)-

(ii) TD(Fz)=Syxr)-

Demonstracao:

(i) De fato, temos que F; = nSE’S) ={QeMat, (F,)|p(w;) = r;}, assim aplicando T em &, ¢
! i

=1
em R e do fato de quejo(wj) = wp(T(w;)) teremos
F,={QeMat, (F,)lp(w;)=r}={T(Q) e ]FZSKSUPP(T(Q)»P =p(R)=1}=S,x)-
(ii) Aplicando TD em 2 e ) em R teremos

Fp ={T(D(Q)) € F};*(supp(T(D () p- = Y(R) =]} = Sym)-

Temos também que &5 = U F;r, R€Q, /S, logo conseguimos o seguinte corolario
oes, /S
n n

Corolério 4.4. Seja®y C Mat, ((F,). Entdo:
D) @r =S,z

(i) ®r=S;m:

Demonstracao: Pela Proposicao 4.3 temos :

(i) oy = U F.p= U Spr) = S,y =Sr onde I=¢(R).
oes, /s ¢(R)ep(R)
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i) ¢= [ FUR— U Sw =S5 onde J¢=1(R).

o€S, /S

Além disso, tomando H = S, = Aut(P), temos que se R € Q,, ;/S,,, podemos restringir ¢ e i
aQ, /S, e conseguimos aplicagoes entre Q, /S, e I(P)/Ey e I(P*)/ E}, respectivamente.

Notemos também que dado um cédigo linear 6’ ¢ Mat,, (IF,), aplicando T aos elementos
de 6, obtemos ¢ = T(6) C IFZS onde v' € ¢ étal que v’ = T(v), com v € 6. Como T é uma
transformacao linear, temos que %’ é um c6digo linear em F7e. Além disso, se a dimensao de
6 € k entdo, como T é uma isometria e preserva dimensao, teremos que a dimensdo de ¢ '
serd k. Analogamente se 6 é o c6digo dual do c6digo 6 entdo, aplicando T D aos elementos
de 6+ obtemos T(D(61)) C F/* onde u' =T(D(u)), com u € 6-.

Denotemos o produto interno usual em I, por (-,-), e definamos o produto interno

n

(2, Q) =D (v, ).

j=1

Assim, utilizando o produto interno dado em (4.2) conseguimos o seguinte resultado:
Lema 4.5. Sejam ); =(vl.(1),..., Ul.(”)) € Mat, (F,), i=1,2; vl.j € Mat, (F,), 1< j<n. Entdo:
@ (21, ) ps = (21, D)) m

(i) Se 6 c Mat, (F,) é um cddigo linear e 6" = T(6) entdo 6"+ = TD(€*).

Demonstracao:

(i) De fato, denotemos vl(j):(i(lj),.. ,EW) Je vy (51 ..., &), logo por (4.2) e (4.1), teremos

n n

(2, %) ps = > (v, v} Z(Za ) (vy”, D) = (1, D)

j=1 j=1
(ii) Sejam u,v € Mat, ((F,)logo temos

UE6+t<=0={(u,v)ps,Vve6 < (D(u),v)y,=0Yves <
(T(D(w), T(v))=0,YT(v)e ¢ < T(D(u)e €.

Note assim que, como T e D sdo isometrias, pelo lema acima, se a dimensao de 6 € k
~ . ~ / 7’ . ~ / e . . ~
entdo a dimensdo de 6 serd k e teremos que a dimensdo de €'+ é ns—k, ou seja, a dimensao

de 6* é ns—k, como mencionamos na se¢io anterior.
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Consideremos agora H = Id € Aut(P), logo teremos I(P) = I(P)/Ey, I(P*) = 1(P*)/E},,
St = Sip, € Sje = Spepr. Assim, podemos denotar AT,EH(%/) por AI,EH(%/) e AF,E;;((@/L) por
Aje, E;;(%'L). Obtemos entao o seguinte coroldrio:

Corolério 4.6. Sejam 6,6 C Mat, ((F,) e H = Id € Aul(P). Entao:
(i) tr(6)= AI,EH((g/)-

() (€)= A (6™)

Demonstracao:

(i) De fato, note que da Proposi¢ao 4.3 (i) temos T (Fg) = Sy (), logo teremos
VECNF & T(v)eT(6)NS,m < T(v)e € NS com I =y(R).
Assim obtemos

tr(€) =16 NFel=|T(6)NSpr)| =16 NS;|=A; 5, (€"), onde I=¢p(R).

(ii) Analogamente, da Proposicao 4.3 (ii) temos que T D(F) = Sy(ry logo teremos
ue €Nk < T(D(w) e T(D(6H)NSyr < T(D(u))€ 6+ NS;c com J¢=1(R).
Assim obtemos

tp(61) =6 N K| =|T(D(EC)N Sy =16"NS;c|=Ajc p: (¢4), onde J© =1)(R).

Vejamos um exemplo englobando as aplicacdes vistas até aqui nesta secao.

Exemplo 4.4. Consideremos o espaco das matrizes 2 x 2 com entradas em F, e tomemos 0s
c6digos 6 e 6+ apresentados no Exemplo 4.3, bem como os conjuntos

QZ,Z = {RO = (0’0)’R1 = (1,0),R2 = (2’0))R3 = (0,1),R4 = (0’2))R5 = (1»1)JR6 = (1’2)’R7 =
(2,1),Rs=(2,2)} e

Q2,2/SZ = {RO = (0,0), RB = (0» 1)’ R4 = (O)Z)r RS = (1’ l)r RG = (1)2)’ R8 = (2’2)}

Aplicando T em %6 obtemos € = {(0,0,0,0),(1,1,0,0)} e aplicando T D em %1 obtemos

¢"+={(0,0,0,0),(1,1,0,0),(1,1,1,1),(1,1,1,0),(1,1,0,1),(0,0,1,0),(0,0,0,1),(0,0, 1, 1)}.

Tomemos entdo o poset P em [4] com relacdo de ordem dada por 1 <3 e 2 <4, ou seja, 0 poset
€ uma unido de duas cadeias disjuntas de comprimento 2.
Aplicando ¢ nos elementos de Q, , teremos:
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P(R)=(0)p=0=1,, @R)=(1)p={1}=1, ¢R)=03)p={1,3}=L,

pR)=(L)p=1{2}=L, @R)=4)p=1{24=L, @[Rs)=(L2)p={1,2}=1I,

P(R)=(L,4)p={1,2,4}=1;, ¢(R)=(3,2)p={1,23}=L, @¢(R)=(3,4)p=P=1I.
Ou seja, temos

I(P) = (;O(QZ,Z) = {@’ {1}7{1’3}’ {2}’ {2’4}’ {1,2},{1,2,4}, {172’3})P}-

Restringindo ¢ aos elementos de Q,,/S, e tomando H = S, teremos

I(P)/ Ey = {¢p(Ry), ¢(Rs), ¢(Ry), p(Rs), ¢(Rs), p(Rs)} = {0, {2}, {2,4},{1,2},{1,2,4}, P}.

Assim, da defini¢do de I-esfera apresentada no Capitulo 3 teremos:
S, = Sp(ry) =1(0,0,0,0)}, S;, =S,y =1(1,0,0,0)}, S, =Sy, =1(0,0,1,0),(1,0,1,0)},

o
S, = Sy(ry =1(0,1,0,0)}, S, =S,r,=1(0,0,0,1),(0,1,0,1)}, S, =S,x,)=1(1,1,0,0)},
S, = Sory =1(1,0,0,1),(1,1,0,1)}, S, =S,,)=1(0,1,1,0),(1,1,1,0)},
S, = Sory =1(0,0,1,1),(1,0,1,1),(0,1,1,1),(1,1,1, 1)}
Assim vemos que aplicando ¢ em R € Q,, e T em v € F; no Exemplo 4.3, obtemos T'(F; ) =
Spry = Si» 0 < i < 8. Logo, tomando H = Id teremos I(P)/Ey = I(P), e lembrando que
A7 £, (6)=|S;N 6| teremos:

/

AIQ,EH((g ):AI;,,EH((g/) =le

AIO,EH((g/) = All,EH((g/) = AIZ,EH((g/) = AI3,EH((€,) = A14,EH((5/) = A16,EH((5/) = AI7,EH((€/) =
Ay, (€)=0.
Logo vemos que tx (6)=A; 5, (6)=Ayr5,(6), 0<i<8.

Da mesma forma, pela definicdo de I-esfera apresentada no Capitulo 3, tomando H = S, te-

mos
St £y = Spe, = (0,0,0,00}, Sz =S5z, =1(0,1,0,0),(1,0,0,0)},
St £y = Sps, = (0,0,1,0),(1,0,1,0),(0,0,0,1),(0, 1,0, 1)},
St.5, = So0 SD ={(1,1,0,0},  Sgz, =S;me, ={1,0,0,1),(1,1,0,1),(0,1,1,0),(1,1,1,0)},
Stp, = ={(0,0,1,1),(1,0,1,1),(0,1,1,1),(1,1,1,1)}.

Assim, obtemos
Ap g, (6)=Ar g (6)=1e
AE,EH((g/) = AI:,EH((g/) = A[},EH((@/) = ATB,EH((g/) =0.
Vemos entdo que hy (6)= Ay ;. (6')= AW_EH(%'), 0<i<8.
Por outro lado, aplicando ¢ nos elementos de Q,, teremos
Y(Ry)=(0)p.=0=Jf, YR)=(@)p-={3}=J5 Y(R)=(1)p.={1,3}=J,
Y(Rs) = (4)p. ={4} = ]30, Y(Ry)= (2)p.=1{2,4}= ]40, Y(Rs)= (3,4)p.=1{3,4} = ]50,
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Y(Re)=(3,2)p.=13,2,4}=J¢, Y(R)=(L,4)p.={1,3,4}=J, YP(Re)=(1L,2)p.=P*=]{.
Logo teremos
Sje =Sypry =1(0,0,0,0)}, Sje =Syr,)=1(0,0,1,0)}, S;c =Sy, =1(1,0,0,0),(1,0,1,0)},
Spe = Sy(ry =1(0,0,0,1)}, Sje =Syry=1(0,1,0,0),(0,1,0,1)}, S;c =Syr,)=1{(0,0,1,1)},
Sje =Sypwy =10,1,1,0),(0,1,1,1)}, §pe =Syr,) =1(1,0,0,1),(1,0,1,1)},
Spe = Sy(ry = {(1,1,0,0),(1,1,1,0),(1,1,0,1),(1,1,1, 1)}.
Assim, vemos que aplicando ¢ em R € Q,, € TD em v € F, obtemos T D(Fg,) = Sy, =
Spe,  0<i<8.
Tomando H = Id teremos I(P*)/E}, = I(P*) e assim obtemos
AJOC,E;‘I((g/l) = A]IC,E;‘I((g/L) = A];,E;;((gl) = A];,E;;((g/L) =1,
A pr (G = Ape pe (€)= Ape g2 (€)= Ape 2 (6) =0
Aje g (€H)=4.
Logo vemos que 5 (61) = A,ic,Eé(%li) = Ay (€.
Porém, se tomarmos H = S, e restringirmos N ao conjunto Q,,/S, teremos

I(P)/E% = {y(R,), Y (Rs), Y(R,), Y (Rs), Y (Re), P (Re)} = {0, {4}, {2, 4}, 3,4}, {3, 2,4}, P*}.

Assim temos

SE,E}_‘I = SW,E;; ={(0,0,0,0)}, ]f By = SW,E;; ={(0,0,0,1),(0,0,1,0)}, }

SE'EZI = SM,E}; ={(1,0,0,0),(1,0,1,0),(0,1,0,0),(0,1,0,1)}, ‘%;,E;} = SW,E}.} ={(0,0,1,1)},
S 5 = Sy e, =100,1,1,0),(0,1,1,1),(1,0,0,1),(1,0,1, 1)},

SEEZ‘; = SW,E;; ={(1,1,0,0),(1,1,1,0),(1,1,0,1),(1,1,1,1)}.

Logo obtemos
AEE}}((@ l):AErEE}((g )=0,
AF.E;}((K l)=2 e ATBCYE}.“I( L)24.

Assim vemos que hy (6+)= AF,E;,((@&/L)’ 0<i<8.

n
Agora, denotemos o produtério l_[ zﬁ’ ) por Xy(r) = X1, logo da definicdo 4.3 teremos
J
j=1

T(6|Zy,..., )=ZrR(<5)r[ Z o (€)X ZAIEH

ReQ, s R)eI(P) Iel(P

Agora, denotando por X o vetor [X;];c;p) € lembrando que W (6, P, Ey) = [A7 g, (6)lierp)/E,,
teremos
T(6|Zy,.... 2, Z A, (€)XT=W(€ P E)X".

Iel(P
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Assim, segue do Teorema 3.7 (iii) que

T(6|Z,,...,Z,)=W(6 ,PE;)X"

_ ‘1 px % T T

=T W(6™, P E; QL. X 4.5)
Pela definicao de Qg temos Qg = [g77c] onde Qg € uma matriz |I(P)/Ey| x |[I(P¥)/E}|.

Como, neste caso temos [ = I e J¢ = J¢ teremos

QETZIXTZI Z qrje

] (4.6)
IGI(P) ]"GI(P*)

Com os resultados obtidos, conseguimos um teorema que mostra que podemos obter as

matrizes Qz: e Py apenas com as entradas referentes a primeira cadeia.
H 'H
Teorema 4.7. Sejam P um poset unido de n cadeias disjuntas de comprimentos eH =1d.
(i) Sen=1, entdo a matriz Qg obtida éa matriz®©;, além disso, Q. = Py .

(ii) Sen > 1, as matrizes Qg e Py, sdo totalmente determinadas pelas entradas obtidas no
item (i) respectivamente.

Demonstracao:

(i) Seja n =1, ou seja, o poset P é uma cadeia de comprimento s. Logo, consideremos [} €
I(P), com I; = ¢(R;) onde R, = k € Q;; = {0,1,...,s}, e a cada R, desta forma estd
também associado um ideal J = y(R;) € I(P*). Assim sejam Ry e R, € Q,, ; da forma
vista acima, com @(Ry) = I; e Y(R;) = J¢. Note que neste caso se k # 0 entdo M([;) =
M(p(Ry) = k, logo [M(I)| = IM(¢(R) = 1 e [(I)u] = [(9(R))u| = k— 1. Segue da Pro-
posicdo 3.11 (ii) que

1 \WRNp(R
qlk:]lc = qw(Rk)vw(Rl) = ( )

g — 1)MER) gl Rl (ﬁ se (Y(R)uNp(R)=0

1,7 = AR yp(R) =0 se (Y(R))mNe(R)#0.
Porém, temos que (Y(R)))yN@(Ry) #0 = k> s—I+1e(Y(R))uN@(R) =0 < k < s—1+1,
e neste caso teremos |Y(R;))N@(Ry)|=0sek<s—Ile|Y(R)Np(Ry)|=1sek=s—1+1,
logo teremos

1 se k=0
) ¥ '(g—1) se 0<k<s—I
n.je = —g*! se k+l=s+1

0 se k+Il>s+1
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Comparando este resultado com as entradas da matriz ©, dadas em (4.4) temos que
0, = 4qr, je ou seja, a matriz O, é a matriz le*{ referente aos ideais da primeira cadeia

do poset P.

Analogamente, tomemos Y(R;) = J e ¢(R;) = I;, assim, se k # 0 entdo entdo M(J) =
M(y(Ry)) = k logo |[M(J )l =M (y(R,))l = 1 e consequentemente |(J)y| = k—1. Segue
da Proposicao 3.11 (i) que

—1 [ (TN (Ry)|
Piea = Pyropry = (g —1 )

YMOR) g Ry (ﬁ se (@R))yNY(RL)=0

Pie1, = Pyroe®) =0 se (@(R)pNY(Ry) #0.
Porém, temos que (¢ (R))), "W (R) ZD = k> s—I+1e(p(R))yNY(R) =0 k <s—1+1
e neste caso teremos |@(R;)NY(Ry)|=0sek <s—Ile|p(R)NY(R)|=1sek=s—1+1,
logo teremo

1 se k=0
) ¥ '(g—-1) se 0<k<s—I
Prcn = —q*1 se k+l=s+1
0 se k+l>s+1

Assim vemos que 6, ; = p;c ;, e obtemos Q. = PETH =0,, como queriamos.
H
(ii) Agoraseja n > 1. Indexemos os ideais referentes a primeira cadeia do poset P da seguinte
maneira: I; = ¢(R;) onde R; =(i,0,...,0)€Q,, ; com0<i<s.
Sejam I € I(P) com I = ¢(R)onde R = (ry,...,1,) € Qu,, 0<1; <se J¢€I(P*) com
Je=y(R)onde R =(r},...,r)€Q,;, 0< r]/. <s.
n
Mostremos que q; ;e = Gy(r),y(r) = n .-
=1
Mostraremos por indu¢do em n. Para n = 1 ndo hd o que se mostrar, vejamos para n = 2.
Sejam R =(r,, ;) e R =(r,,1,) € Q, ; logo teremos:

2

| | qr.,.5 = 41,7541, =
rj Vl 72

]=1 c c
=| (g —1)MUn)l I )] (__l)u’fmnl (g — 1)MUz) gy (__I)Ufz’mrzl —

q-— 1 - \q- 1 4.7)
—(g—1 (lM(Irl)|+|M(1r2)|_(|]r1/ﬂlr1 |+|]r2,ﬂlr2|))q‘(lrl )M|+|(Ir2)M|(_1)|]r{m’1 I+Ur2,mlr2| _

= (g — DM glvl(—1)I Pl = g
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Assim, para n =2 vale. Suponha que vale para n — 1, mostremos que vale para 7.

Note que podemos tomar R = (ry,...,7,) como R = (R_,r,) onde R_ = (ry,...,7,,_;) e da

mesma forma temos R’ =(R’,r ) onde R_ =(r,,...,r, ), assim, por (4.7) teremos q; ;. =
dr,,.15 Dok )p(r’) € Pela hipotese indutiva temos que g, )z ) = | | q; jc,logo teremos
n r/ —) — —) — T’ r{
n j:l J

r.

J

n—1 n
qrjce =4qr_je qi ;o = q:, ;- E temos o resultado desejado.
]:1 ]:1 J

Para o caso da matriz P, a demonstragao € completamente analoga.

Exemplo 4.5. Consideremos os resultados obtidos para o Exemplo 4.4 com H = Id. Logo tere-
mos que os ideais referentes a primeira cadeia do poset P e P* sdo os referentes aos elementos
Ry, Ry, eR; € Q,,, ou seja:

ILy=0=9(Ry), L={1}=¢(R), L={1,3}=¢(R)e

Iy =0=y(R), JF=B}=y[R), JS={13}=y(Ry).

Logo, como neste caso temos g =2 obtemos

1Ml )0l se (J€),, NI =0
qrje =

0 se (JO)uNI#0
Portanto obtemos

e ige o5 I 1 1
Qe:=| qny¢ qngc qnyc |=]1 1 -1

dnj¢ dn,Jc 9,5 2 =2 0

Analogamente, temos que
1MUY ge (1), NTC=0
Prer=

0 se (DyNJC#£D
Logo obtemos
Pica, Pien Pien 1 1
Py, = Prn Pren Pren |51 1 —1
P, Pien Pien 2 =20

Consideremos entdo R = (1,2) e R = (1,1), logo temos que ¢(R) = {1,2,4} =TI e Y(R') =
{3,4} = J¢. Note que (J)y;, =0 logo (J)y NI =0, assim temos q; ;. = 1?-2' - (—1)' = —2. Por
outrq lado temos

i,,.55 = A5 91,75 = qn, g Gn,, ¢ = 1-(=2)=—2, como era esperado.
-1 r]. st Ty

j
Analogamente temos (1), = {2} logo (I)y; N J¢ =0 e temos pj.; = 1#-2°-(—=1)' = —1. Por

outro lado temos
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| | Pyt = Prs,a, Pis.n, = Prgn Prg,, = 1+(=1)=—1, como era esperado.
r. T T
j=1 J 1 2

Analisemos agora o restultado obtido em (4.6) aplicando o Teorema 4.7.

n
Em (4.6) encontramos QbTI,;XT = [ Z q”E] ,onde I = p(R) e X; = Xy = I_[zgj).
Jeel(P*)

I€I(P)

Assim, temos
n

Z e X = Z Do (R) (R ) X p(R) = Z %(R),wm’)l_[zg)-

Iel(P ReQ,, s ReQ, s j=1

Pelo item (ii) do teorema acima temos que ¢ g) yr) = l_[ qi, ;¢ logo teremos
- 7

S = 3 ([To [ 1) 5 (o2

Iel(P ReQ, s = i j=1 ReQ,, s =

e aplicando o resultado obtido no item (i) do mesmo teorema teremos

Zw&ZﬂVWJ

Iel(P ReQ, s =

Agora, aplicando o Teorema 1.11 teremos

> Z([lef )01

Iel(P REQ, j=1

n
Assim, denotando I_[ ) por X = X}C teremos QEZIXT [X))]ecrpy = [X']7. Logo substi-
=1
tuindo em (4.5) teremos

T(6\Z,,...,7Z,)=

‘"1 px * T T _
I%'LIW((@ P ERQ X =

‘1 px * T _
W((g )P)EH)[X ]T_

R

1 /
R D A (67X,

Jeel(Px)
0 _

> 6] [ =
R'€Qy ¢ j=1

———T%ﬂz, ,0,2Z,).
Ichl( [CHA )

Assim, obtemos a demonstracdo do Teorema 4.1 apresentado ao final da secao anterior, o

Icﬁ’il

qual reapresentamos abaixo:
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Teorema4.1. OsT -enumeradores dos cédigos lineares mutuamente duais, 6 e 6+ em Mat,, (F,)

sdo relacionados por
T(€6\Z,,...,2,)= —T(610,2,,...,0,2Z,).

Além disso conseguimos demonstrar o Teorema 4.2, o qual é dado por:
Teorema4.2. Os H -enumeradores dos codigos lineares mutuamente duais, 6 e 6+ em Mat,, (F,)

sdo relacionados por

H(6|2)= @H(%il@ Z)

Demonstracao: De fato, como H(%4|Z)=T(€¢1|Z,...,Z), pelo teorema anterior teremos

1 1
H(v|Z)=T(¥|Z,...,Z —_T%l@)Z L0, 7)=——H(¢"0,Z
(612)=T(%6| )= T e, )= H 6 10:2)

4.2.1 Relacoes entre T e H-espectro para codigos mutuamente duais

Conseguimos também uma relacdo entre o T- e H-espectro do c6digo 6 e do seu dual 6.

Teorema 4.8. Os T -espectros dos codigos lineares mutuamente duais 6 e 6+ c Mat, (F,) sdo

relacionados por
tp(6) = |<€i| Z tp (6 )ﬂe
R'€Qu s
Demonstragao: De fato, temos que #3(6) = Ayr) g, ‘6 ") e pelo Lema 3.5 teremos
(R(€) = Ay, (€)= W' ( / Z x(wv))):
Nel(P*) \ uee Lr\S VES,(R)
1
- |6 NSy | Gor =
|<€L| Z;(P*) pUeTeE
a
= ’il D Ay (6 N pmpowy
R GQHS

Pelo item (ii) do Teorema 4.7 temos que qy(r),y(r) l_[ql ]c ecomo ¢, ]c = 9 ', teremos
j=1

n
= | | 0, . . Assim obtemos
i°7i
.
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1 ,
tg(%)=@ > Ay, (6 NV pmpr = @ > w6 )1_19’

R'€Qys
E temos o resultado desejado. |

Teorema 4.9. Os H -espectros dos cédigos lineares mutuamente duais 6 e 6+ C Mat, (F,) sao

hal6) = |<6i| PIRRILTICE DN [ (2

R'€Qp,s/Sn o€S, j=1

relacionados por

onde ay é o inverso do niimero de elementos do estabilizador de R.

Demonstracao: De fato, segue da deﬁni(;éio 4.2 e do teorema anterior que

)= Z Aplor(C Z R ?H Z tR/((gl)ﬁ gramv’; -
j=1

oS, oS, R’ eQn s

%L|ZO‘R 2 (Zawtm ]_[9 ,):

oESs, R'€Q,, /S, \A€S

ENﬂﬁmm W,D:

R’eQ s/Sn \A€S, \o€S
¢t
E (E ( E Arp b/ (€ )l |5/1r/ ,l{,m))-

R’eQ“/s 2eS, \oeS, j=1 )
L ML, )1yl IR
Note que pela Proposicao 3.11 temos que qr, JE o = (g—1) 27 O (ﬂ) ) .

A)
Como a cardinalidade dos maximais, ndo maximais e a interse¢do em ¢;, ¢ ; é invariante
rA(A] o(j

pela acdo de S, teremos gq;, ;¢ =4, ¢ . Logo, somando sobre todo S,, o resultado da
LN g

() —Lo(f)

soma de A"'o é igual ao da soma de o:

( n n n

2 L e =22 e, =220 L9, |
ry 2 To(f) 72 =10 r. 7 Ta(j)

o \j=1 7 s \jz=1 1Y o \j=1 17

Portanto teremos:

hg(6)= @ Z (Z (Z ARy l‘AR’((gl)Ellchr;Jrgm)) =

R'€Q, 5/S; \AES, \OES,

z(z%zww,ﬂmwdz

1
<€ R/EQns/Sn =N A€S
1
G

)3 (ZaRhRf(% )ﬂe rf):

| R'EQn 5/Sp \OES

S s S o

R'€Qy5/Sy o€S, j=1
E temos o resultado desejado. |



Consideracoes Finais

Neste trabalho, nosso objetivo foi estudar as Identidades de MacWilliams para codigos poset
e em seguida relacionar os trabalhos [3] e [2]. Para este fim, primeiramente apresentamos 0s
conceitos basicos sobre codigos lineares e posets a fim de termos ferramentas para trabalhar
com as identidades de MacWillams. Apresentamos tais identidades para o caso de c6digos
lineares em espacos de Hamming e entdo mostramos que as mesmas s valem no caso de
posets quando o poset P € hierdrquico.

Comecamos entao a estudar o trabalho de Choi et al. [2], o qual deriva tais identidades com
relacao a relacoes de equivaléncia no conjunto de ideais de ordem do poset P. Apresentamos
entdo, trés relacoes de equivaléncia em I(P) bem como, condi¢des suficientes e necessdrias
para que estas relacoes de equivaléncia sejam de tipo MacWilliams, onde tais identidades,
segundo essa caracterizacao, foram apresentadas na forma de matrizes, Py e Qg., sendo as
entradas de tais matrizes explicitadas.

Um resultado importante que encontramos neste estudo foi que, no caso em que a relacao
de equivaléncia que leva em conta os isomorfismos entre ideais do poset P é uma relacdao de
equivaléncia de tipo MacWilliams, entdo tal relacdo €, na verdade, a mesma que a relacao de
equivaléncia dos automorfismos do poset P, ou seja, que todo isomorfismo, neste caso, €é uma
extensdo de um automorfismo.

Em seguida passamos a estudar o trabalho de Dougherty e Skriganov [3], relacionando este,
com os resultados obtidos no estudo de [2], a fim de tentar obter uma prova mais simples
para os resultados em [3]. Para isso, conseguimos relacionar a p-métrica com a P-métrica e
os conceitos referentes a tais métricas através de algumas isometrias obtendo assim todos os
resultados apresentados em [3] utilizando-se os resultados apresentados para posets.

Neste processo, vimos que a p-métrica para o espaco das matrizes n x s com entradas em
IF,, pode ser identificada com a P-métrica, onde o poset P € uma unido disjunta de n cadeias
de mesmo comprimento, neste caso, comprimento s. Com isso conseguimos mostrar que a

matriz ©; apresentada em [3], a qual é utilizada para relacionar os T e H-enumeradores, nada
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mais é que a matriz Py ou Q. para a primeira cadeia do poset P, e que neste caso tais matrizes
sao iguais.
Assim, conseguimos outro resultado muito importante: mostramos que, neste caso, ao

invés de precisarmos encontrar todas as entradas da matriz P; ou Qg., as quais sdo da forma

. . -1 [INK¢|
pre7=(q—1)MU gl E (—) ara a matriz P
w1=(g—1) q P g—1 P E

IMQKC:Q

—1 MWKl
di7e=(q— 1)\M(1)|q|IM| Z (—1) para a matriz Qg.,
k=0 7

e geram um gasto computacional elevado para n grande, mostramos que basta encontramos
tais entradas para os ideais referentes a primeira cadeia, que sao poucas comparadas ao nu-
mero de entradas total, e as demais sdo obtidas através de uma multiplicacao de algumas des-
sas entradas. Assim, conseguimos reduzir consideravelmente o trabalho e consequentemente
o0 gasto, para determinar tais matrizes neste caso.

Por fim ficam algumas perguntas: a relacdo encontrada para determinar as demais entra-
das das matrizes Py e Q} para este poset, pode ser generalizada para outros posets? Como
identificar facilmente se um poset é um complemento de isomorfismos? Existem outras rela-
coes de equivaléncia de tipo MacWilliams?

As respostas a tais perguntas ficam como sugestdes para trabalhos futuros.



Apéndice A

Ac¢oes de Grupos e Formula de inversao de
Moebius

Neste apéndice veremos alguns resultados sobre acdes de grupos utilizadas ao longo do tra-
balho e também, ao final deste, a demonstracdo da férmula de inversao de Moebius.

Acoes de Grupos
Denotemos por G um grupo e X um conjunto nao vazio.

Definicao A.1. Um grupo G age em um conjunto X quando existe uma fungdo ¢ : G x X — X,
chamada agdo de g € G em x € X, satisfazendo:

(A1) (g1, ¢(82 X)) =0(8182 %), V8,8 €G, YxeX.
(A2) ¢(e,x)=x, YxeX (e G éaidentidade de G).

Afim de simplificarmos a notagdo denotaremos ¢ (g, x) por g- x. Logo as propriedades (A1)
e (A2) ficardo:

(A1) g,-(g-x)=(g182) %, Vg,8&<G, VxeX

(A2) e-x=x, YxeX (e eG éaidentidade de G)

Diremos que dois elementos x e x € X sdo equivalentes sob a acdo de G se existe g € G
talque gx = x'.

Se G é um grupo multiplicativo e X = G, a funcéo (g, x) — gxg~! define uma agdo de G
em G chamada acdo por conjugacao.
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Definicao A.2. Se um grupo G age em um conjunto X e x € X, o subconjunto de X,
O(x)={g-x:g€G},

é chamado de 6rbita de x.
Note que a 6rbita de x € X € a classe de equivaléncia de x.

LemaA.l. Seja G um grupo agindo em um conjunto X. Entdo

@ X={Jo(x).

xeX

(b) Sex,yeX,ou0(x)NO(y)=0oud(x)=0(y).
Demonstracao:

(@) Como x € O(x)temos que X = U o(x).

xeX
(b) Suponhaqueze< d(x)N0O(y), entdoz=g,-x =g,-y, paracertos g, 8, € G. Logo, por (A1)
temos que x =(g;'g,)- ¥ eassim x € 0(y). Por outrolado, y =(g,'g;)- x logo y € 0(x) e
temos o resultado desejado.

Chamaremos de conjunto de representantes de 6rbitas, denotado por T, um subconjunto

de X que toma umrepresentante de cada 6rbita. Assim, pelo LemaA.1, temos que X = U 0(x),

o xeT

onde U representa a uniao disjunta.
Denotaremos ainda o conjunto das drbitas da acdo de G em X por G\ X. Assim, é facil ver
que temos uma bijecdo entre T e G\ X dada por x € T — 0(x) € G\ X.

Definicao A.3. Se G age em um conjunto X e x € X, o subgrupo de G
G, ={geG:g-x=x}

é chamado estabilizador de x ou grupo de isotropia de x.

Teorema A.2 (Lagrange). Sejam G um grupo finito e H um subgrupo de G. Entdo |G|=|H||T|,
onde T é um conjunto de representantes de orbitas para a agdo de H em G dada pela multipli-
cagdo pela esquerda.
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Demonstracdao: Tomemos X = G. Assim, a funcdo dada por h-x = hx, paratodo h € H e
todo x € X, é uma agdo de H sobre X. A funcdo o : H — 0(x) definida por o(h) = hx é uma
bijecao.

De fato, é facil ver que o é injetora. Além disso, se x € 0(x), entdo x' = hx para algum
heH,logo x' =o(h). )

Assim temos que |H|=|0(x)| para todo x € X. Como X = U O(x) teremos

xeT

Gl=1X|=I o(x)I=>_|0(x) =D |H|=|T|H|.

xeT xeT xeT

Definicao A.4. Sejam G um grupo, H um subgrupo de G e x € G, o subconjunto de G
Hx={hx:heH}

é chamado de classe lateral a esquerda de H em G.

Analogamente definimos a classe lateral a direitade H em G.

Quando o conjunto das classes laterais de H em G for finito, dizemos que H é um subgrupo
de indice finito em G, e o nimero de classes laterais € chamado o indicede H em G, e denotado
|G : H|.

Teorema A.3 (Teorema da Orbita e Estabilizador). Se um grupo finito G age em um conjunto

X, entdo o nuimero de pontos na orbita de um ponto x € X éo indicede G, em G, |G : G,|.

Demonstracao: De fato, da definicdo de 6rbita temos que esta consiste dos pontos g x, en-
quanto que g1 X =g, X < g, g, € G,, isto €, se, e somente se as classes laterais g,G, e g,G, sdo
iguais. Assim, a funcao definida por gG, — g x € bijetora e temos |G : G| =|0(x)|. |

Note ainda que |T|=|G : G| =|0(x)|, assim, pelo Teorema de Lagrange temos

IGI=IT|G:|=1G : G,[|Gx| =|0(x)]|G,| logo Iﬁ(x)|=|G B

Em particular, com isso podemos escrever o Teorema de Lagrange em sua forma usual:

Teorema A.4 (Lagrange). Sejam G um grupo finito e H um subgrupo de G. Entdo |G|=|H||G :
H|.

Com estes resultados finalizamos a parte referente a acdes de grupos utilizada no trabalho.
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Formula de Inversao de Moebius

Vejamos agora o resultado utilizado no Teorema 3.12 sobre férmula de inversdao de Moebius.

Primeiramente sejam P um poset finito e denotemos por Int(P) o conjunto de intervalos
de P, [x,y]={z € P;x <z < y} (lembrando que o conjunto vazio ndo é um intervalo). Seja F
um corpo. Se f :Int(P)— F, entdo escrevemos f(x, y) para f([x, y]).

Definicao A.5. A dlgebra de Incidéncia I1(P,F) de P sobreF é a F-dlgebra de todas as fungoes
f : Inf{P) — F (com a estrutura usual de espago vetorial sobre F), onde a multiplicagdo (ou

convolugdo) é definida por

(felx,y)= >, flx,2)g(z,y).
x=XzXy
Note que a soma acima é finita pois P € finito.

A identidade nessa F-4dlgebra é dada por

1, se x=y

5(x,y):{0’ se xX#y )

Assim, f € I(P,F)teminversa adireitase fg =0. Logo devemos ter f(x, x)g(x,x)=1 Vx e
P, portanto f(x,x)#0 Yx € P eassim g(x, x) estdbem definida pois g(x, x) = ﬁ Por outro
lado fg(x,y)=0(x,y)=0para x # y. Logo, tomando [ x, y] contendo apenas x e y com x # y

teremos
0=rg(x,y)= >, f(x,2)g(z y)=f(x,x)g(x,y)+ f(x,y)g(y, y) portanto

x=2z=xy
glx,y)=—f(x,x)" f(x,y)g(y,y) que estd bem definido pois f(x,x)# 0 e g(y,y) é bem
definido.
Assim, por inducao recursiva no tamanho do intervalo, que € finito, temos que g estd bem

definida e teremos

felx,y)=0e D flx,2)8(2,y)=0& f(x, x)glx,y)+ D f(x,2)8(2,y)=0&

X=2z=2y x<zXy

glx,y)=—f(x,x)" > f(x,2)g(z,y).

xX<z=y

Analogamente, para a inversa a esquerda teremos:
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gflx,y)=0& > g(x,z)f(z,y)=o<=( > g(x,z)f(z,y))+g(x,y)f(y,y)=o=>

x=2z=xy x=z=y

gx,y)=—f(r,¥)" D &lx,2)f(2,y).
x=z<y

Logo provamos que f tem inversa se e somente se f(x, x)# 0 para todo x € P.

Agora consideremos a funcdo zeta ¢ € I(P,F) definida por {(x, y) =1, paratodo x < y em
P.

Logo temos {(x, x)#0 Vx € P e portanto existe a inversa de { em I(P,F), chamada funcao
de Moebius de P e denotada por u. Utilizando a férmula para inversa a esquerda, temos que
u € definida por

u(x,x)=1, VxeP
ulx,y)=— > u(x,z), VYx<y em P

x=Xz<y

Assim, conseguimos o seguinte teorema:

Teorema A.5 (Formula da inversao de Moebius). Seja P um poset finito. Sejam f,g : P — C.
Entao

gx)=) f(y), VxeP &

yx

Fx)=> gyuly,x), VxeP

y=x
Demonstragao: O conjunto C” de todas as fungdes P — C forma um espaco vetorial no qual
I(P,C) age (a direita) como uma algebra de transformacdes lineares, isto é, C* é um I(P, C)-

modulo a direita. A acdo é dada por

(FR) =D F()h(y, %)

y3x
onde f eC? e heI(P,C).
Um estudo mais detalhado sobre médulos pode ser encontrado em [13].
Assim, consideremos a funcao zeta { € I(P,C), temos entdao que

gx)=> fy)og=flegu=flucgu=f

y=x
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e temos o resultado desejado. |

Note que se consideramos P = X como um conjunto com relacdo de ordem dada pela

inclusdo, teremos pelo teorema acima que

gA)=> f(B), VACX &

BCA

F(A)=> g(B)u(B,4), YACX.

BCA

Provemos por indugéo, que neste caso, u(B, A) = (—1)A-5l,
De fato, temos que se B = A entdo u(B, A) = u(A, A) = 1=(—1)° = (—1)A-4],

Note que

4N a| oSNy X
PASVEED NI =Z(l)(—1)=(1—1) =0. (A1)

ZcX 1=0 \ Z¢X 1=0

Além disso, temos que (—1)* = (—1)7,
Suponha entdo que para B € C C A vale a igualdade u(B, C)=(—1)2-¢l logo teremos

l‘LB’fi)::_' :E: [L(B,(:)::—— :E: (__IYBFﬁchz

BCCcA BCCcA

=— Z (—1)|B|(—1)‘Ic:_( Z (_1)|C|)(_1)B|. (A.2)

BCCcA BCCcA

Note porém que

|Al—=|B| |Al-|B|
(Z (_1)|C)(_1)|B|: Z Z 1) | |(=1)B! = Z Z (—1)/CHBI | =

BCCCA 1=0 BCCcA 1=0 BCCCA
|CI-IBI=I |CI-IBI=I

x|
=> | D" |, onde X=A-B e Z=C—B
=0

ZCX
1Z]=1
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e por A.1 temos ( Z (—l)lc')(—l)W' =0, logo obtemos

BCCCcA
0=(—D)“(-1)" +( Z (—1)|C)(—1)|B|,
BCCCA
e assim —( (—l)lcl)(—l)“g| = (—1)418l e substituindo em A.2 teremos (B, A) = (—1)A-5l
BCCcCA

como desejavamos.

Note que este € o resultado utilizado na demonstracdo do Teorema 3.12.
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