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RESUMO

Nesta dissertagdo apresenta-se o problema de valor préprio inverso, aplicado a
otimizag¢do dos pesos das observacles geodésicas. Discorre-se sobre o emprego de
valores proprios da matriz de covaridncias que dentre outras aplicagGes, existe aquela
que indica a qualidade das redes geodésicas. O problema de valor prdprio inverso
amplia estas aplicagdes possibilitando a determinagdo dos pesos a fim de que se
escolha os instrumentos adequados para efetuar as mensura¢des. O propdsito principal
do trabalho ¢ avaliar a aplicabilidade de tal problema quando se pretende que a rede
geodésica apresente precisio pré-estabelecida e ainda apresente condig¢Oes aos valores
proprios da matriz de covaridncias quando estes sio tomados como fung@o objetivo em
uma otimizagio de pesos. Apresentam-se ainda os conceitos tedricos que conduzem a
formula¢do e solugdo do problema de valor proprio inverso através do método de
Newton.

Palavras-chave: otimiza¢do de redes geodésicas; planejamento de segunda ordem;
valor proprio; valor proprio inverso; teste de igualdade de valores
proprios.
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ABSTRACT

In this dissertation, the inverse eigenvalue problem is presented and applied to the
optimization of the geodesic observation weights. It is explained the use of the
covariance matrix eigenvalues. Among several applications, the one that indicates the
quality of the geodesic networks is presented. The inverse eigenvalue problem
enlarges these applications making easier the determination of the weights so that it is
chosen suitable instrumentation to do measurements. The main purpose of the work is
the evaluation of the usefulness of such problem when it is intended that the geodesic
network shows the pre-established precision besides the conditions to the covariance
matrix eigenvalues when they are taken as objective function in an optimization of
weights. The theoretical concepts that drive to the formulation and solution of the
inverse eigenvalue problem through Newton's method are also shown.

Key-words: geodesic networks optimization; second order design; eigenvalue; inverse
eigenvalue; eigenvalues equality test.
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1 INTRODUCAO

A Geodésia € a ciéncia que tem por objetivo determinar a forma e as dimensdes
da Terra e os parametros definidores do campo de gravidade (GEMAEL, 1994, p. 15).

Qualquer medida tomada apresenta erros, erros estes provenientes de causas
como, falhas humanas, condi¢des ambientais e equipamentos imperfeitos. Para
minimizar tais erros repete-se a mensura¢do varias vezes. Com a pluralidade e
discrepéncia deste conjunto de observa¢des obriga-se a extrair um resultado {inico e
que apresente maior confianca na grandeza medida. Isto é possivel por meio de
técnicas que levam as observagdes obedecer a um modelo matematico (ajustamento de
observagdes), 0s quais permitem a obtencdo de um resultado Gnico e com alto grau de
confiabilidade.

Muitas vezes as observacdes ndo apresentam o mesmo grau de confianga,
entdo, pode-se atribuir pesos diferenciados para elas valorizando as que possuem
maior confiabilidade, com o objetivo de melhorar o ajustamento. A atribuigio de pesos
as observagdes pressupde o conhecimento da precisdo de cada medida. Por exemplo,

sejam duas distincias observadas e em média chegou-se a s; =s, =1000m. Para a
média s; efetuou-se 10 medidas e o desvio padrdo foi de 10 mm e para a média s,

também usou-se 10 medidas e o desvio padrdo foi de 8 mm. Percebe-se que para o
segundo conjunto de medidas a dispersdo entre elas é menor, sendo razoavel que para
medidas desse conjunto seja dado maior peso no ajustamento. Esta situagcdo, colocada
de modo simples, desempenha um papel importante no ajustamento de observagdes.

O problema de otimizag@o de pesos é conhecido na literatura geodésica como
planejamento de segunda ordem, no qual se conhece a matriz planejamento A e os
pesos sio tratados como incognitas.

A partir dai pode-se obter pesos otimizados para as observagdes fazendo-se
uso de modelos para a matriz de covaridncias dos parametros ajustados. Matrizes essas
que refletem, por exemplo, uma situacdo de homogeneidade e isotropia como € o caso
da matriz de covaridncias de Taylor Karman (KUANG, 1996, p.209). Essas matrizes

refletem uma condigido desejada para os parametros. Conhecendo-se a matriz A que



contém informagdes sobre a geometria da rede, pode-se determinar os pesos, os quais,
de forma geral, conduzirdo a situag¢do desejada. Uma discussio sobre as condi¢fes e os
procedimentos para solucdo do problema de segunda ordem baseado em matriz-
critério sdo expostos em GRAFAREND e SANSO (1985, p. 74).
Uma outra possibilidade de otimizag¢do de pesos é o uso de valores proprios.

Tendo em vista que o uso dos valores proprios e vetores proprios é um diagndstico da
qualidade de um ajustamento, pode-se formular a otimizagio de pesos das observagdes
geodésicas por meio de condi¢cdes impostas aos valores proprios da matriz de
covaridncias, ou seja, os valores proprios da matriz de covaridncias apresentam-se
como fung¢do objetivo. Em suma pretende-se que a rede apresente valores proprios pré-
estabelecidos. Esta situacio tem resolucgdo através da solugo iterativa de um Problema
de Valor Proprio Inverso aplicado sobre a matriz dos coeficientes das equacdes
normais.

Alguns métodos para solugdo do problema de valor préprio inverso podem ser
encontrados em FRIEDLAND et. al (1987, p. 639-643). Neste trabalho utiliza-se o
método de Newton.

1.2 CONSIDERACOES PRELIMINARES SOBRE O PROBLEMA

Uma rede geodésica é constituida por um conjunto de pontos materializados no
terreno, com suas posi¢des referenciadas a um sistema de referéncia. Sua determinagio
¢ feita por meio das medi¢cGes geodésicas (observagdes de éangulos, diregdes,
distancias, diferencas de niveis associado a observacdo gravimétrica ou observacdes
GPS) envolvendo estes pontos. O projeto de uma rede tem sua importincia vinculada a
precisdo das posi¢des obtidas através de medicdes efetuadas.

De posse dos valores observados realiza-se o calculo das posi¢des, mediante um
ajustamento pelo Método dos Minimos Quadrados. Com a rede estabelecida realiza-se
a analise de qualidade. Com esta analise, pode-se encontrar falhas ou fragilidades na

rede.



A partir da deteccdo de falhas surgem os questionamentos a respeito do trabalho
realizado: como essas falhas podem ser removidas? Deve-se efetuar um novo
levantamento de campo? O plano de observagGes foi adequado? A instrumentagio
utilizada foi coerente? Quais observagdes cooperaram para tais falhas? A precisio
final ¢ aceitavel?

Melhorar o conhecimento sobre a rede na fase de planejamento e minimizar
tais falhas antes de qualquer campanha de medigio, é parte da Otimizag¢do do Projeto
de Redes Geodésicas, que fornece as informagdes a cerca do trabalho a ser realizado,
de tal forma que seja possivel projetar e conceber melhor a rede. A Otimizagdo do
Projeto de Redes Geodésicas também € denominada pré-andlise, uma vez que é
realizada sem que se efetue qualquer operagdo de medicdo nem o conseqiiente
ajustamento (SA, 1985, p. 9).

Em vista da complexidade de abordagem do problema de forma geral, tal tema
¢ dividido em quatro classes (KALTENBACH, 1992, p. 40):

1) Projeto de Ordem Zero (Zero Order Design): que trata da sele¢@o de um sistema
de referéncia;

2) Projeto de Primeira Ordem (First Order Design): trata da obten¢do de uma melhor
configuracdo para a rede;

3) Projeto de Segunda Ordem (Second Order Design): trata da escolha dos pesos das
observagdes;

4) Projeto de Terceira Ordem (Third Order Design): trata do melhoramento de uma
rede ja existente, por meio da introducéo de novos pontos ou de novas observagdes.

Métodos para a solugdo de projetar uma rede de forma otimizada tém sido
buscados, por exemplo, nos trabalhos de CROSS e THAPA (1979), SCHAFFRIN
(1981), JAGER (1988), ZHANG e LI (1990), DEREN e YIONQIAN (1991),
KALTENBACH (1992), KUANG (1996), SCHMITT (1997), SCHWIEGER (2001) e
STOPAR (2001), os quais se ocuparam com o projeto de segunda ordem.

Este trabalho visa o estudo do problema projeto de segunda ordem, ou obtenc¢do

dos pesos das observacgdes geodésicas mediante um problema de valor préprio inverso.



1.3 PLANEJAMENTO DE SEGUNDA ORDEM

O Projeto de Segunda Ordem em redes geodésicas € definido como o problema
para determinar a precisdo 6tima das observagdes concordando com os requerimentos
otimos da rede ( SCHMITT, 1985, p. 6).

De acordo com KUANG (1996, p.195), o primeiro passo a fim de estabelecer
uma rede geodésica € o planejamento dela.

O propdsito de um planejamento otimizado de uma rede geodésica €
compreendido em termos gerais como o planejamento da configura¢do e do plano de
observagdes, os quais devem satisfazer um conjunto de critérios 6timos. As técnicas de
otimizac¢do servem para ajudar a tomar decisGes como, por exemplo, instrumentos que
podem ser selecionados dentre os modelos disponiveis, onde eles podem ser
posicionados e como a rede pode ser concebida com o intuito de estimar os parametros
incdgnitos e ainda apresentar a qualidade desejada.

A precisio € o critério mais importante na otimiza¢do de pesos em redes
geodésicas. O uso de matrizes-critérios é um procedimento adotado para se extrair
pesos otimizados. A idéia € estabelecer critérios de precisdo na forma de uma matriz-
critério ideal e solucionar a equagdo Q, = (AtPA)—] em que P € a incognita, Q, éa
matriz-critério e A que inclui a configuracdo da rede é fixa.

Outra possibilidade de se obter pesos otimizados, é o uso dos valores proprios
associados a matriz dos cofatores de covaridncia dos pardmetros ajustados, em termos
de Componentes Principais, os quais possuem informagdes sobre a qualidade da rede.
A idéia é estabelecer valores proprios que conduzam a matriz de covaridncias a

apresentacdo de uma estrutura ideal e de forma que possua os valores proprios

requeridos.



1.4 OBJETIVOS

1.4.1 Objetivo Geral

O objetivo deste trabalho é apresentar uma metodologia para a otimizacdo de

pesos em levantamentos geodésicos pelo problema de valor proprio inverso.

1.4.2 Objetivos Especificos

a) explicitar conceitos teéricos utilizados na construgdo de modelos
matematicos que conduzem a formulagio e solu¢do do problema de valor
proprio inverso;

b) pormenorizar a utilizacdo do problema de valor préprio inverso na
otimizagéo de levantamentos geodésicos;

c) verificar condi¢Ges para otimizar os pesos por meio de uma fungio objetivo;

d) apresentar uma metodologia para a solugdo do problema de valor proprio

inverso.

1.5 CONTRIBUICAO E ESTRUTURACAO DA PESQUISA

Com este trabalho pretende-se contribuir com uma metodologia para a
otimizacdo de pesos em levantamentos geodésicos, quando estes necessitam de uma
precisdo pré-estabelecida. Na literatura h4d a necessidade do tratamento do
planejamento e controle de levantamentos geodésicos com qualidade pré-definida.
Esta dissertacdo torna facilitado o estudo deste tema, a qual estd estruturada da
seguinte forma:

O segundo capitulo apresenta os conceitos basicos necessarios ao
desenvolvimento do assunto;

No terceiro capitulo apresenta-se o conceito de valor proprio inverso bem como

os conceitos tedricos para a sua formulacdo e solugéo;



No quarto capitulo é apresentado o problema de valor préprio inverso aplicado
ao problema de otimizag@o dos pesos em levantamentos geodésicos;
No quinto capitulo sdo apresentados, os experimentos e seus resultados;

No sexto capitulo as conclusdes e recomendacdes.



2 CONCEITOS BASICOS

Neste capitulo estdo tratados os topicos da Algebra Matricial incluindo o
problema de valor proprio e suas propriedades principais, conceitos da Estatistica, o
ajustamento de observagdes pelo método dos minimos quadrados expresso na forma
paramétrica, a matriz de covaridncias dos pardmetros ajustados e 0s conceitos
relacionados ao valor proprio dessa matriz. Estes conceitos estdo relacionados a

aplicabilidade do problema de valor proprio inverso na otimizagdo dos pesos das

observagOes geodésicas.

2.1 CONCEITOS DA ALGEBRA MATRICIAL

2.1.1 Matriz

Uma matriz é um arranjo retangular de numeros, distribuidos em linhas e
colunas, representado da seguinte forma :
411 0 A
mAq =(a5)=| : : 2.1
ag g
onde:
m € n representam, respectivamente, o numero de linhas e de colunas que define a
dimensio da matriz;
aj; sdo os elementos da matriz, os quais ocupam uma determinada posigdo definida
poriejcom i=1l..m e j=1..n.
Convencionalmente representa-se a matriz por letras maiasculas e seus
elementos, em geral, por letras minusculas.
Uma matriz 1xn é um vetor linha e uma matriz m x1 € um vetor na forma de

coluna. Caso n3o haja nenhuma notagdo contraria, os vetores usados nesse trabalho

serdo vetores na forma de colunas.



Uma matriz mxm, com o nimero de linhas igual ao nimero de colunas, é

denominada matriz quadrada, e em caso contrario, a matriz € dita retangular.

Uma matriz quadrada da forma:
a;; 0 - 0]
0 a e 0
nAm=G@y=| . 2 . . 2.2)
L 0 0 amm_

com zeros fora da diagonal principal, ¢ denominada matriz diagonal. Um caso
particular de uma matriz diagonal é a matriz identidade denotada pelo simbolo I, que
possui em sua diagonal principal somente a unidade no valor de seus elementos.

A transposta da matriz A, de ordem mxn, dada na equagdo (2.1) é uma

matriz n x m como segue

a;; ap v A |

t a1 az - azm
(nAn) =pAn =(aji)= . . . R (2.3)

[8n1 @p2 7 Qpm |

As n linhas de A' sdo as n colunas de A.

Uma matriz quadrada A € simétrica se A=A,
2.1.1.1 OperagGes com matrizes

Seja A=(a;) e B=(b;) duas matrizes de mesma dimensdo mxn e ¢ uma
constante real. Duas matrizes sdo iguais, A = B se aj; =bj; para todo i e j. As

seguintes operacdes entre matrizes s@o basicas:
(1) adigdo:
A+B=(a;+by) 2.4)

(2) subtragio:



A-B=(a;-by) 2-3)
(3) multiplicagdo por escalar

CA = Ac = (cay) (2.6)

Seja C= (cg) uma matriz de dimens&o n xr. O produto AC ¢ dado por,
n
AC= (.Zlaijcjk) (27)
J=

cuja dimensdo é mxr.

Se o0 niimero de colunas de A € igual ao nimero de linhas de C, entdo A e C
podem ser multiplicadas; em caso contrario o produto néo é factivel. No produto AC, a
matriz C é pré-multiplicada por A e A é pés-multiplicada por C.

Supondo que A, B e C sejam matrizes com a mesma dimensio, € ¢ € um

escalar entfo as seguintes operagdes sdo validas :

a) A+B=B+A; (2.8)
b) (A+B)+C=A+(B+C); 2.9
c) AB+C)=AB+AC; (2.10)
d) c(A+B)=cA+cB ; (2.11)
e) AB # BA, aigualdade ocorre somente em casos particulares; (2.12)
f) (AB)C=A(BC) ; (2.13)
g) (AB)' =B'A" ; (2.14)
h) AI=IA=A; 2.15)
i) AA' e A'A sdo matrizes simétricas. (2.16)

2.1.1.2 Determinante

O determinante de uma matriz quadrada A =(a;;), de ordem mxm, € um

numero que se obtém da soma dos produtos resultantes da multiplicagéo dos elementos
de qualquer linha (coluna) por seus respectivos cofatores:

det mAm = ailAil +..+ aimAim, (2.17)
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m i+j
det A = Zay (- det Ay (2.18)
J:

det Ay =a;A;. (2.19)
Ao numero Ay (que € o determinante afetado pelo sinal (-1)"™ da submatriz

Aij, obtida de A retirando-se a i-ésima linha e a j-ésima coluna) chama-se cofator ou
complemento algébrico do elemento aj;.

Para as matrizes A=(a;) e B=(b;), ambas de dimensdo mxm, e ¢ um
escalar sdo validas as seguintes propriedades:

(a) o determinante de uma matriz identidade € igual a 1;

(b) se A ¢ uma matriz diagonal, detA =ajja5..am;

(c) se A é uma matriz triangular inferior ou superior detA =a;j..apm;

(d) se A contém pelo menos uma linha ou coluna de zeros, seu determinante

sera nulo;

(e) se A tem duas linhas ou colunas idénticas seu determinante sera nulo;
(f) det(cA)=c™det(A), onde m é a dimensio de A;
(g) det(AB) =det(A)det(B).

2.1.1.3 Inversa ordinaria

Uma matriz quadrada A de dimensio mxm € ndo-singular ou regular ou

inversivel se existe uma unica matriz B de dimensfio m x mtal que AB=1. A matriz B

¢ denotada por Al e diz-se que B € a inversa de A e vale a relagdo:

AAT=ATA=T (2.20)
A partir do determinante da matriz A e da matriz de cofatores de A, obtém-se
sua inversa pela relacdo:
1.1 (2.21)
det(A)

onde A”denota a matriz cofatora de A .
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Observa-se a partir de (2.21) que se det(A)=0, A ndo possui inversa

ordinaria.

2.1.1.4 Matriz ortogonal

Uma matriz real A é ortogonal se for valida a relag@o,

At=A"1 (2.22)

ou de forma equivalente
AA'=A'A=T. (2.23)
Uma matriz ortogonal € necessariamente quadrada e inversivel, tendo em vista a

definicdo (2.22)

A condicio A'A=I mostra que as colunas de A formam um conjunto

ortonormal de vetores.

2.1.1.5 Inversa generalizada de Moore-Penrose

Seja A uma matriz de dimensdo mxn. Qualquer matriz B satisfazendo
ABA = A é uma inversa generalizada de A. Em geral uma inversa generalizada ndo ¢
unica.

Uma matriz B é chamada inversa generalizada de Moore-Penrose de A ou
pseudo-inversa de A, se satisfaz as quatro condi¢Ges seguintes (RAO e MITRA, 1971,
p. vii):

ABA=A, (2.24)
BAB=B - (2.25)
(AB)' = AB , (2.26)
(BA)' = BA . (2.27)

A inversa generalizada de Moore-Penrose ou pseudo-inversa de A, denotada

pelo simbolo A™, existe para qualquer matriz m x n e é tinica.

Propriedades da pseudo-inversa:
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A" =A7! | se A éndo - singular, (2.28)
(A*) = A | (2.29)
AHr =AM ; (2.30)
ATAAY = ATAA' =AY (2.31)
AYAH'AT =AT(AM) AT = A" ; (2.32)
(A'A)Y =AT(AT); (2.33)
At =(ATA)TAT = AT (AAYT; (2.34)

t = a = —a—t—, se a ¢ um vetor ndo nulo. (2.35)

ol a'a

A pseudo-inversa, do ponto de vista pratico, responde uma pergunta bastante

natural que ocorre em diferentes aplicagGes. Se é impossivel encontrar x tal que

Ax=Db, entdo quais s3o os vetores X tais que 0 erro ||Ax— b“ é o menor possivel e

qual entre esses vetores X € a solugdo 6tima, ou seja, tem a menor norma?
A pseudo-inversa pode ser usada em redes livres, ou seja, uma rede que possa
ser ajustada sem a fixacdo de nenhuma injungdo inicial. A rede livre produz

singularidade na matriz das equagGes normais, isto €, ndo admite a inversa ordinaria.
2.1.1.6 Problema de valor proprio geral e valor proprio especial

Dois problemas de valor proprio sdo definidos: o problema de valor proprio
especial e o problema de valor préprio generalizado (ZURMUHL, 1950, p.120).

Dada uma matriz quadrada A de ordem n, sobre o corpo C. Diz-se que um
escalar A € C é um valor proprio de A se existe um vetor nio nulo m € C" para o
qual
Am=\m m=x0 (2.36)

Todo vetor m # 0 que satisfaz (2.36) é chamado vetor proprio de A associado

ao valor proprio A.
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Na literatura encontram-se sinénimos de valor proprio como autovalor, valor
caracteristico, auto raiz, raiz caracteristica, raiz propria e raiz latente.

A expressao,
(A-ADm=0 (2.37)
¢ equivalente a (2.36) e representa um sistema linear de equagdes homogéneas.

Escrevendo a (2.37) explicitamente obtém-se:

an -A ann e @15 e d1n le 0
an dnyy — Ao adon X9 0
= ,i,je{l,2,...n}. (2.38)
L anl an2 .o oo .ee ann - }\‘_ _Xn_ LO_

Na (2.38) chamando de B a primeira matriz, e de m o primeiro vetor, entfo
Bm=0. (2.39)
Se o det(B) = 0, (2.40)
sabe-se que o posto da matriz B é n e, portanto, o sistema de equages lineares
homogéneo (2.39) tem solugdo unica, e sera m = 0 . Assim, a Ginica maneira de serem

obtidos vetores proprios m, com m # 0 é ter

det(B) =0, (2.41)
ou seja
det(A-AL)=0 (2.42)

Impondo a condi¢do (2.42), determina-se, primeiramente, os valores proprios A

que satisfazem a equag&o e, depois, os vetores proprios a eles associados.

Tem-se que
P(L)=det(A-AI) (2.43)
P(A) = (a11-A).(az2-A)...(ag-A) + termos de grau menor que n (2.44)

¢ um polinémio de grau n. Como a equagdo algébrica do n-ésimo grau tem-se
exatamente n raizes reais ou complexas, os valores proprios procurados sdo as raizes

do polinémio.
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P(A) é chamado polindmio caracteristico da matriz A e o conjunto de todos os
valores proprios da matriz A é chamado de espectro de A.
Os vetores proprios sdo determinados ap6s a substitui¢do do valor proprio em
(2.37). O vetor proprio associado a um valor proprio nio € unico, ou seja, se m; € um
vetor proprio, qualquer escalar ¢ multiplicado por m; sera solugéo de (2.37).
Obtém-se vetores préprios normalizados pela normalizacio mim; =1dos
vetores proprios.
Os vetores proprios desta forma normalizados sdo chamados versores.
Se em vez da matriz identidade em (2.37) tiver uma matriz C, havera como

ampliacdo do problema de valor proprio especial o problema de valor proprio geral
definido por:

A-ACm=0, (2.45)
em que A e C possuem as mesmas dimensdes, n x n. Em particular, no caso em que C
for ndo-singular serd possivel reconduzir (2.45) a um problema de valor proprio

especial. Com efeito, pré- multiplicando ambos os membros da equacio (6.44) por C !

(C'A-AC'C)m =0, (2.46)
fazendo C'A =D e ainda como C'C =1 tem-se
(D-ADm = 0. (2.47)

Na seqiiéncia estdo reunidos principios e formulas da teoria sobre valor e vetor
proprio:
a) os valores proprios da matriz A, de dimensdo nxn, sd0 Aj,A7,...;Aj5- Ay
b) o produto dos n valores prorpios da matriz A ¢ o determinante de A
n
det A=Ay xAy XX XooXAp =TTA 5 (2.48)
i=1
c) a soma dos n valores proprios da matriz A € o trago de A
n
A=A +Ao +..+ A+ + Ay = DA (2.49)
i=1
d) a matriz A é regular quando detA # 0, o que significa que todos os valores
proprios sdo diferentes de zero;

e) a matriz A tem deficiéncia d quando apresentar d valores proprios nulos;
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f) os vetores proprios associados a valores proprios distintos A; sio sempre
linearmente independentes;

g) todos os valores proprios de uma matriz simétrica sdo reais;

h) dois vetores proprios pertencentes a valores proprios distintos de uma
matriz simétrica sdo, um para com o outro, ortogonais, e ainda levando em

conta a normalizagdo tem-se,

m%mj =0 parad; #24; (2.50)

mim; =1 para k;=1j; (2.51)

i) com essas consideragdes, reunindo os vetores proprios de uma matriz
simétrica em  uma matriz, a qual sera chamada matriz modal
M=(m; m,---m;---m;) e considerando (2.50) e (2.51) vale a seguinte
propriedade:

M'M=1I. (2.52)

2.1.1.7 Diagonalizagdo

Diz-se que uma matriz A nxn é diagonalizivel se existirem uma matriz
inversivel X e uma matriz diagonal D satisfazendo
X'AX=D. (2.53)
Observagdes:

a) Se A ¢ diagonalizavel, entdo os vetores colunas da matriz X que diagonaliza A
sdo vetores proprios de A e os elementos diagonais de D sdo os valores proprios
associados aos vetores proprios.

b) A matriz X ndo é unica. Trocando-se a ordem das colunas de uma matriz
diagonalizante X, ou multiplicando-as por escalares ndo nulos, obtém-se outra
matriz diagonalizante.

c) Se A é nxn e tem n valores proprios distintos, entdo A ¢ diagonalizavel. Se os
valores préoprios ndo forem distintos, entio A pode ser ou ndo diagonalizivel,

dependendo se A tem ou ndo tem n vetores proprios linearmente independentes.
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d) Se A ¢ diagonalizavel, entdo A pode ser fatorada como,
XDX!=A (2.54)
Se A, de dimensdo nxn, é uma matriz real e simétrica, entio existe uma matriz
ortogonal M que diagonaliza A (LEON J.L., 1999, p. 247),

A ]
M'AM=A = A (2.55)
L A‘n_
ou
A =MAM', (2.56)

onde A € uma matriz diagonal formada pelos valores proprios da matriz Ae M é a
matriz cujas colunas sdo os vetores proprios normalizados (versores).

Observagoes :
a) da relacdo de ortogonalidade tem-se Ml=M'e (Mt)_l =M e da (2.56)
escreve-se
Al =MAIMY, (2.57)
b) a representagdo (2.56), onde a matriz A deve ser regular, € chamada representagdo

espectral da matriz A e a express30(2.57) € a expressdo da sua inversa A1
c) denotado a i-ésima coluna de M por m; e usando (2.56 ) pode-se
n
A=MAM' = yA;m;m! ; (2.58)
i=1
d) a expressdo (2.57) colocada em forma de somatorio torna-se
1 n1l n 1
A7 = ¥ —mm{ = Tpyym;m; comp; =—; (2.59)
i=1 Ki i=1 7\.1
e) particionando-se a matriz modal M e a matriz espectral A nas partes pertencentes
aos valores proprios nulos e valores proprios nido nulos M;,A; =0 eM, eA, a

matriz A pode ser escrita como,
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A, 0 M
A=M, Mz][ R Az]{;l{tl} (2.60)
2

2.1.1.8 Decomposic¢io de valor singular

Seja A uma matriz real de dimensdio mxn, entdo existe uma matriz ortogonal

U de dimensdo mxm e V de dimensdo nxn, de modo que

»=U'AV (2.61)

¢ uma matriz mxn na forma

r= = 0 2.62
Lo o (262)

com X, =diaglo; o, - o; - or), c; >0.

O posto da matriz A ¢ designado por r € ©,,0,,...,0;,...,6, sd0 os valores

singulares diferentes de zero da matriz A. Entre o valor singular ¢; da matriz A e o
valor préprio A; da matriz A'A tem-se a relagio

o7 =, (2.63)
Chama-se decomposi¢io de valor singular da matriz A, a decomposig¢do
A=UzV', (2.64)
na forma de somatério
A= iciuiv; : (2.65)
i=1
As colunas de V sdo os vetores proprios de A'A e as colunas de U sdo os

vetores proprios de AA'.

Denotando por ** a matriz nxm cujos elementos nio nulos da diagonal

. . . . . 1 1 1 1
principal sfo o inverso dos valores singulares, ou seja, —,—,...,—,...,—
o1 O G O,

a

pseuso-inversa de A, representada por A", é dada pela expressdo
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At =vztU! (2.66)
ou entao

-1
At = V[z(; ﬂU‘. 2.67)

A solugdo do sistema de equagdes' lineares Ax=b, com o uso da pseudo-

inversa, ou seja, Xx=A"b corresponde & solugio de comprimento minimo, isto &,

x* ) = minimo .

2.2 FUNDAMENTOS DA ESTATISTICA
2.2.1 Estatistica Univariada

2.2.1.1 Variavel aleatoria

Chama-se varidvel aleatéria a funcdo que associa um nimero real a cada
elemento de um espago amostral, ou seja, uma fun¢do que assume um valor real em
cada ponto de um espago amostral. O espago amostral é o conjunto de todos os
resultados possiveis para cada experimento. Uma varidvel aleatéria é continua se essa
assume qualquer valor real entre dois numeros distintos, e sera discreta se assume

somente valor pontual ou isolado.
2.2.1.2 Esperan¢a matematica

Seja x uma varidvel aleatéria discreta com valores Xj,Xo,...,Xj,..-sXp -

Chama-se esperanca matematica da variavel aleatéria x, a expresséo,
n
iy = E(x) = I x;£(%;) iefl,2,...,n} (2.68)
i=1

onde f(x;), também escrita como p(x;), designa a fungdo de probabilidade associada

a variavel aleatéria x no ponto i e deve satisfazer as seguintes condi¢des:
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f(x;)>0paraVi; (2.69)
.ﬁlf(xi )=1. (2.70)

A (2.68) € interpretada como uma média ponderada. Se todos os valores
X1,X2,...,Xj,...,Xp forem equiprovaveis entio (2.68) se torna a média aritmética dos

n valores,
] n

E(x)=—Yx;. @.71)
n =

Se a variavel aleatoria x for continua com fungio de densidade de probabilidade
f(x;) no intervalo (-0 ,c), entdo o valor esperado de x é definido pela integral

impropria

ny =E(x)= +<jmx.f (x)dx (2.72)

—o0

se esta existir.
2.2.1.2.1 Propriedades

Se ¢ e k forem constantes:

a) E(c)=c; 2.73)
b) E(cx)= cE(x); (2.74)
c¢) E(k+cx)=k+cE(x); (2.75)

d) E(x;+Xp+-+Xj+--+%xp)=E(x;)+E(x,)+---+E(x;)+---+E(x,). (2.76)
2.2.1.3 Variancia

Chama-se variancia da variavel aleatéria x o niimero resultante da expressao:
var (x) = 62 = E[x —E(x)]°. 2.77)

A raiz quadrada positiva da varidncia é denominada desvio padrdo, cuja

expressdo €,
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Gx =|oy] =\/g=,/var (x). (2.78)

A unidade do desvio padrdo é expressa na unidade original da variavel.

2.2.1.3.1 Propriedades

a) var(c) =0; (2.79)
b) var(x +c) = var(x); (2.80)
c) se x e y forem variaveis aleatérias independentes:

v(x + y) = Var(x)+ Var(y) . (2.81)
2.2.2 Estatistica Multivariada

2.2.2.1 Vetor aleatorio multivariado

Ao vetor
xt=fx; xp o x; e xp) (2.82)
cujas componentes s3o p variaveis aleatorias da-se o nome de vetor aleatério. Se cada
X; € de tamanho n, tem-se uma amostra de tamanho n proveniente de uma populagéo p
variada. E uma amostra do vetor aleatério x pode ser representada por uma matriz,

chamada matriz de dados.

A matriz de dados € representada como,

Xn Xpp -0 X ot X1p7
X21 X22 v Xk 7t X2p
X=| ' | ’ ’ ) (2.83)
Xjr X vt Xx v Xjp
_xnl an oo Xnk cee xnp—

A matriz X contém n observacdes de p variaveis.
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A esperanca matematica do vetor aleatdrio p-variado, generalizando o conceito
dado em (2.68) ou (2.71), torna-se

(%17 [BGD] [w]
X2 E(x2)| |M2

E(x)=E/ X; b= E(x;) = " = (2.84)
Xpl) [EGp)] [Mp]

2.2.2.2 Matriz de covariancias

Generalizando o conceito de varidncia de uma distribuicdo unidimensional ou
univariada, chega-se ao conceito de matriz de covariancias representada pelo simbolo

2 e escrita da seguinte forma

% =E[x-E®)]° =E[(x—p)(x-w)'] (2.85)
sendo X um vetor p-variado.

A (2.85) é usualmente representada por

2
61 ©O12 *° O1 °° Op
2
G2;1 O©2 = Opi *°* Opp
Z: . . . .2 . . (2.86)
Cip Oi2 = Oi - Ojp
0 coe G . coe 62
| Opt Op2 pi P

onde ciz representa a varidncia da i-ésima observagdo e 6,; representa a covariancia
entre a p-ésima e a i-ésima observacao.
Na (2.86) o det(Z) ¢ a medida denominada varidncia generalizada e o tr(Z) éa

medida denominada varidncia total (MORAES, 2001, p. 108).
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2.2.2.3 Distribuigdo Normal Multivariada

A distribuicdo normal p-variada é uma generalizac¢do da distribuigio univariada.

A distribui¢do normal univariada com média p e variancia o’ tem a seguinte funcio
de densidade de probabilidade,

1 _1[9_—2]2
f(x)=———2—e 2L o com —oo < X < 0 (2.87)

27o

E para o caso geral tem-se

— 2wz e
f(x)=f(x1,x2,...,xi,...,x ©

° (2n)"% (det z) % .
onde —0<x; <00 ,1=1,2,3,...,p .
Simboliza-se a distribui¢do normal p-variada por
N, (1.2) (2.89)

Analogamente ao caso univariado, em que a area sob a curva da fungdo de
densidade de probabilidade é unitiria, o volume sob a superficie da fungdo de
densidade multivariada € unitario. No caso multivariado as probabilidades sio
representadas por volumes sob a superficie sobre regides definidas por intervalos dos
valores de x;.

Da expressdo (2.88) para a fungio de densidade de probabilidade p-variada,
tem-se densidade de probabilidade constantes em regides cujos limites sdo elipses,
elipsdides ou hiperelipséides, chamados contornos de densidade de probabilidade

constante. Isto é, a funcdo de densidade normal multivariada € constante em

superficies onde o quadrado da distancia (x— u)t Z'l(x— n) € constante (JOHNSON e
WICHERN, 1998, p.160).

Os eixos de cada elipsdide de densidade constante estdo na direcdo do vetor
P -1 . ~ . . ’ .
proprio de £, e seus comprimentos s3o proporcionais ao reciproco da raiz quadrada

dos valores proprios de =1
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Os contornos de densidades constantes para a distribui¢do normal p-variada sdo
elipsdides definidos por x tal que,

(x-p)' =tx-pw=c2. (2.90)
Estes elipsoides sdo centrados em p e tém a expressdo dos eixos dado por

+c/A;m;, (2.91)

onde

m; =A;m; paratodo i=1,2,3,...,p. (2.92)

A representacdo grafica para os contornos de densidade constantes da

distribuic@o bivariada (p = 2) é dada pela figura 2.1

FIGURA 2.1 - FUNCAO DE DENSIDADE DE PROBABILIDADE BIVARIADA
fxy)

1L

:(p'x ’ p'y)

X

As curvas de mesma densidade de distribui¢do de probabilidade sdo elipses.

2.3 MATRIZ DOS PESOS

Diz-se que a precisdo de uma medida é tanto melhor quanto menor for sua
variancia, refletindo o grau de cuidado e refinamento instrumental. Inversamente, uma

medida com baixa precisdo tem uma varidncia maior.
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Outra medida usada que quantifica a qualidade da observagio é o peso dado a
uma observacdo. Assim sendo, para qualquer medida ou observagdo, maiores pesos
refletem uma melhor precisdo, em contrapartida pesos menores refletem menor
precisio.

Desta maneira o peso p dado a uma observagdo é definidlo como uma
quantidade que € inversamente proporcional a varidncia desta observagio (MIKHAIL

e GRACIE, 1981, p. 66), ou seja, tem-se mais confianga nas observagdes com menor

variancia. De forma geral,

k

p= prr (2.93)

onde k é uma constante de proporcionalidade.
Se é atribuido a uma observacdo peso unitario (p =1), sua varidncia é definida

pelo simbolo &> . Desta maneira de (2.93) decorre,

1= —kz— (2.94)
00

com iSso

k= og ) (2.95)

Substituindo (2.95) em (2.93) o peso dado a observagido é definido como,

o N
.

(2.96)

QN| Q

p:

Desta forma, a constante de proporcionalidade o ¢ a variincia da observagio
de peso unitario. Esta varidncia é referida por outras designagdes tais como, varidncia
da unidade de peso e fator de variancia.

Quando duas ou mais grandezas observadas estdo envolvidas (como distincia e
angulos), outras quantidades chamadas covaridncias podem ser determinadas. A
covaridncia expressa a dependéncia entre as observacgdes, por exemplo, a dependéncia
entre a observagio de uma distidncia e de um angulo. Para trabalhos praticos onde a
covaridncia ndo é completamente determinada assume-se que as observagdes sdo nao

correlacionadas, ou seja, as covariancias sdo iguais a zero.
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Considerando um conjunto de medidas nfo correlacionadas, x;,X»,...,X,, COM

suas respectivas variancias of‘,o%,...,cﬁ , a matriz de covariancias das observagdes €

assumida ser uma matriz diagonal, como

of

%y, = % . (2.97)

I on_

Os pesos dados, concordando com a equacdo (2.97), para estas medidas ndo

correlacionadas sio:

2 2
(0] (6] (0)
PI=—x: P2=—5 .. > Pn=—v. (2.98)
G1 G2 On

Sendo 0(2) uma constante de proporcionalidade obtém-se considerando (2.91) a
seguinte relacdo:

P10} =P205 == PyOa = Gg. (2.99)

Colocando os pesos em uma matriz diagonal e designando-a por P, chamada

matriz dos pesos, tem-se

P1
P= P2 _ (2.100)
L Pn |
Em vista do exposto em (2.98) a matriz P torna-se,
_g%- .
of
%%
P= o2 . . (2.101)
)
i oa._

Fatorando 6(2) na (2.101) resulta,
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1
2
3]

1
P=c} o2 . (2.102)

1
! o1 |

Com isso escreve-se (2.102) como,
_ 2¢-1
P= cozeb . (2.103)

A relagdo (2.103) é geral e aplica-se igualmente para observagdes
correlacionadas e ndo correlacionadas (MIKHAIL e GRACIE, 1981, p. 68; GEMAEL,
1994, p. 105).

No caso particular em que c% =1, caso que é assumido no estagio de

planejamento de uma rede geodésica (KUANG, 1996, p. 221), a relagdo (2.103) torna-

se
P= z;}‘) (2.104)

ou seja, o peso dado a cada observagdo ¢ estritamente o inverso da varidncia da
observacdo. Esta condi¢do permite considerar a varidncia da observagdo e em
conseqiiéncia sua precisio como incognita, em processos de otimizagdo de
levantamentos geodésicos.

SCHMITT (1985, p.76) apresenta o peso dado, a uma observagéo, associado ao

numero de repetigdes efetuadas sobre a grandeza medida,
pPi =n —5' (2 105)

a qual possibilita obter o niamero de repeti¢des necessarias a observagéo em situagdes
de planejamento.

O exemplo abaixo consta de GRAFAREND e SANSO (1985, p. 75) e ilustra a
aplicagio de (2.105) na otimizagdo de pesos.
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Uma rede deve ser densificada a partir do ponto 4 como na figura 2.2. Trés
observacdes de distdncia sdo planejadas sendo que as distincias 1-4, 2-4 e 3-4

medindo respectivamente 13580,00 m, 9150,00 m e 6940,00 m.

A precisdo requerida para os pardmetros é um circulo de raio 1 cm. Com isso a

matriz critério de covariancias € dada pela matriz identidade

10
Q":[o 1}'

Dada
N=A'PA=Q;}

com a matriz planejamento obtida das derivadas parciais das equagdes de observagéo
de distancia (ver Apéndice 1)

-0,454 -0,891
A=|-0809 0,588
0,707 0,707

FIGURA 2.2 — REDE GEODESICA BIDIMENSIONAL

Al
/
4
7
R
4
SN
/
/
4
y A P
N N
s'qu -~ \5 R
-~ N io’oo
34 N

FONTE: ADAPTADA DE SHMITT (1985, p. 74).

Aplicando a otimizagdo de pesos, com base em matriz critério, obtém-se 0s

pesos dados a cada observagéo

p; =0,511; p; =0,974 e p; = 0,515 respectivamente.
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Supondo que o equipamento a disposicdo possua a precisio de
; =(0,5+1ppm)cm, para uma tnica medida, pode—se medir as trés distancias com
precisdo de 1,86 cm , 1,42 cm e 1,19 cm. Usando a relagdo (2.105) chega-se ao
numero necessario de repeticdes com base no planejamento otimizado 1,76, 1,96 e

0,73 respectivamente, as quais aproximadas para inteiros tornam-se 2, 2 e 1.

2.4 AJUSTAMENTO DE OBSERVACOES PELO METODO DOS MINIMOS
QUADRADOS NA FORMA PARAMETRICA

Um dos objetivos das medi¢cdes geodésicas é a determinagdo de pardmetros
como, por exemplo, as coordenadas de pontos sobre a superficie da Terra.

A aplicagdo do ajustamento pelo método dos minimos quadrados na forma
paramétrica possibilita calcular quantidades indiretamente, se estas se vinculam
matematicamente a outras medidas as quais s3o obtidas de forma direta. Em geral os
pardmetros tém valores aproximados no inicio do ajustamento e obtém-se melhores
estimativas ao final do procedimento. Estes pardmetros representam incOgnitas
funcionais e sdo tratados como variaveis aleatdrias.

O modelo funcional que representa a ligagdo entre as m observagdes € as n
incognitas ou parametros €
2, =1(x,) (2.106)
onde: f:R®™ 5>R™ € o modelo funcional, ¢, representa o vetor dos valores

observados ajustados e X, vetor dos pardmetros ajustados.

No modelo (2.106) os valores observados ajustados s3o expressos
explicitamente como fung¢do dos pardmetros ajustados, modelo que caracteriza a forma
paramétrica do método dos minimos quadrados.

Designando por v o vetor dos residuos que conduzem os valores observados em
valores ajustados rescreve-se a (2.106) como
Ly +v=1£(x,). (2.107)

A fun¢do do segundo membro em (2.107) normalmente € n3o-linear, neste caso,

podera ser linearizada em algum ponto X, pelo do desenvolvimento da fung¢do em



29

série de Taylor, desprezando os termos de ordem igual e superior a dois. Assim a

equacgdo (2.107) se torna

of

Ly +v=1(xy+Xx)=f(xy)+ X, (2.108)

alxa =x0
onde X, representa os valores aproximados e x vetor das corre¢bes 0s quais
transformam os pardmetros aproximados em ajustados.
Designando a fun¢io dos parametros aproximados por
f(xg)=4 (2.109)

e por A a matriz dos coeficientes, cujos elementos sdo derivadas parciais,

A=L , (2.110)

a1xa =X(

Pode-se reescrever a (2.108) como,

v=Ax+/{y— /. (2.111)
Fazendo
bo—Ly =1 (2.112)

a equacdo (2.111) torna-se
v=Ax+/. (2.113)
Impondo a condi¢do de minimos quadrados ponderado
v'Pv = minimo (2.114)
ao sistema (2.113), obtém-se
x=—(A'PA)T AP/ (2.115)
como solugdo geral do sistema (2.113).
Os parametros aproximados sdo convertidos em ajustados por
X, =X +X (2.116)
O tratamento do método dos minimos quadrados linear e ndo linear pode ser
encontrado, por exemplo, em GARNES (2001).

Na fase preparatoria usam-se valores aproximados X, dos pardmetros X,

como ponto de expansdo da fungdo f(x,) em série de Taylor, e , com o objetivo de
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linearizar a fungfio, tomam-se apenas os dois primeiros termos da série. Tem-se
consciéncia do erro de aproximag#o introduzido com esta linearizac#o, erro este tanto
menor quanto melhor forem os valores aproximados do vetor x, (DALMOLIN, 2002,
p. 94).

Melhora-se as estimativas de X, com iteragGes, sendo os primeiros resultados

obtidos utilizados como valores aproximados melhorados na solugio seguinte, e assim
sucessivamente até que o processo atinja, caso exista, a convergéncia.
Apés a obtencdo dos pardmetros ajustados, calcula-se a sua matriz de
covariancias dos pardmetros ajustados, a qual permitira a analise do ajustamento.
As observagoes efetuadas podem ser compreendidas como a realiza¢do de uma
variavel aletoria. Do ponto de vista estatistico as observagdes provém de uma amostra
de uma populacgiio de média p e varidncia 6> , cujos parimetros amostrais que estimam

a média e a varidncia da populagio respectivamente sio [1 e &2. Com essas

consideragcGes o vetor / =[ £y Ly el e En]t ¢ interpretado como um

vetor aleatorio n-dimensional cujas propriedades estatisticas estdo descritas na matriz

de covaridncias X, a qual reine as varidncias e covaridncias das componentes

isoladas £;. Se as observagdes ndo sdo correlacionadas tem-se para X, uma matriz

com covariancias nulas e variancias ndo nulas na diagonal principal.

Admita-se que as observagdes ndo possuam a mesma confiabilidade, entdo faz-
se necessaria a atribui¢do de pesos a essas observagdes, com a finalidade de valorizar
as observagdes que inspiram maior confiabilidade. Se as observagbes inspiram a
mesma confianga os pesos dados sdo iguais. Neste caso, cada peso pode ser a unidade.

A matriz dos coeficientes de peso € dada por:

1

Q=—3 . @2.117)
0(2) £y

A matriz dos pesos sera

P=Q'= o%z;; : (2.118)
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Obtém-se pela lei de propagacdo de covariancias (ver Apéndice 2) a matriz de
covaridncias dos pardmetros ajustados, que para o caso geral, é expressa por (ver
Apéndice 3):

2 -+
Sy, = cO(AtPA) =63N* (2.119)

O valor estimado da varidncia da unidade de peso c% € obtida ap0s ajustamento
pela expressdo
viPv

s
n-u

65 = (2.120)

onde n—u representa o nimero de graus de liberdade.
2.5 MATRIZ DE COVARIANCIAS DOS PARAMETROS AJUSTADOS

As informacdes a respeito da precisdo de uma rede geodésica estdo contidas na
matriz de covaridncias dos parametros ajustados dada pela equagéo (2.119).

Todas as modificagdes na geometria da rede e na precisdo das observagdes
agem diretamente sobre (2.119), desta forma os critérios de andlise recaem sobre esta
matriz.

A andlise da matriz de covariadncias divide-se em medida de acuricia local e
global (DUPRAZ e NIEMEIER, 1981, p.394).

O critério de acuracia local é dependente das submatrizes da matriz de
covaridncias e descreve a situagido de acuracia de um ponto ou de dois pontos. Como
representantes das medidas locais tem-se por exemplo: elipse de erros, elipse de
confianga, elipse de erro relativa e elipse de confianca relativa.

O critério de acuracia global é dependente da matriz de covariancias completa e
apresenta 0 comportamento estocastico da rede geodésica como um todo. Como
representante das medidas globais citam-se: hiperelipséide de confianga, quociente
Rayleigh, critério valor proprio e analise de componentes principais.

A decomposi¢do espectral completa da matriz dos cofatores de covariancia Q,,

representada por
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Q, =M'AM com A = diag(0,...,0, iy, 1o, ... By_q) (2.121)
ou entido

2 t

2. uim;m; (2.122)
i=d+1

onde d representa o defeito da rede, ou seja, Q, sendo singular apresenta d valores
proprios iguais a zero (KALTENBACH, 1992, p. 26). Sendo d =0, Q, possui posto
completo.

Dos valores proprios resultam os comprimentos dos semi-eixos do
hiperelipséide (n —d)-dimensional e os vetores proprios m; indicam as direcdes dos
Semi-eixos ;.

A expressao,

(x-x,)' Q7' (x-%,)=c? (2.123)
representa o elipsdide de confianca n-dimensional, para n =2 representa um grupo

de elipses, elipsdides para n =3 ou hiperelipsoides para n > 4 centrados em X, , onde

o grupo de pardmetros c¢? tem distribui¢do xﬁ (JOHNSON e WICHERN,1998,

p-164) dado por,

¢ = %21 (2.124)

na qual n designa o nimero de pardmetros e o o nivel de significancia.

Qualquer vetor x testado, que seja interno ao elipsdide n-dimensional, €

considerado compativel com X, na probabilidade 1-a (KUANG, 1996, p.152), ou
seja

P[(x-X,)' Q5 (X—X,)<Xr1o]=1-0. (2.125)
onde r é o posto da matriz Q3 e xil _o, €0 valor critico da distribuigdo qui-quadrado.

Uma representagio grafica do espectro da matriz de covaridncias, como na
figura 2.3, é um recurso utilizado para anlise da situagdo de acuracia global da rede

geodésica.
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Quanto maior um valor proprio, comparativamente em relagdio aos outros

elementos do espectro, mais desfavoravel e ndo homogéneo € a acurécia da rede.

FIGURA 2.3 - REPRESENTACAO GRAFICA DO ESPECTRO DE UMA MATRIZ

+ — ; ; ; t ; : » Indice de valor préprio

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10-
Para uma fung@o linear ou ndo linear y=f(x1,x2,...,xi,...,xn) resulta a
variancia correspondente cf, através da lei de propagacéo de covaridncias como,
o7 =f'Q,f. (2.126)
Com o auxilio do Quociente Rayleigh ¢é obtida uma estimativa para c?, pela
expressao
' Anin <05 < A, (2.127)

o qual fornece o limite superior para a varidncia da fungdo y. Este valor ¢ dependente
do valor proprio maximo de Q,. Disto decorre a exigéncia que o valor proprio
maximo deve ser minimo.

Considerando p; = pups como valor proprio dominante e a expressdo de

somatorio dada em (2.59), a matriz de cofatores Q, pode ser descrita pela parte
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dominante, isto é, Q, = p;m;m;, onde o vetor proprio m; corresponde a chamada
forma de fraqueza principal da rede (KALTENBACH, 1992, p. 27).
A forma de fraqueza principal, como na figura 2.4, indica a dire¢do 6 na qual os

pontos sdo piores determinados, e pode ser obtida através da andlise das componentes

principais.

FIGURA 2.4 - FORMA DE FRAQUEZA PRINCIPAL DA REDE

Y
4 (x - xa)tQ;:(x -x)=c2
/ ~
A Y,
0
Va - > Il x
P :
»
0) Xa X

A primeira componente principal é dada por (NIEMEIER,1982, p.281),

Pr=myyi  COMY; = fmp (2.128)

as componentes de p; fixam em comprimento e dire¢do o semi eixo maior da elipse
de erros.
A decomposi¢io espectral da submatriz referente ao i-ésimo ponto €

representada por,

Q; =MjA;M, (2.129)
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Para uma rede bi-dimensional Q; é de dimensdo 2x2, possuindo dois valores

proprios e dois vetores proprios. Para os semi-eixos da elipse de erros em um ponto P;

vale,

ai = og(u), e bi= oou); (2.130)
ou entido

ai =65(u); e b =63(12); (2.131)

conforme o fator de varidncia aplicado.

Analogamente ao hiperelipséide de erros, os valores proprios definem o
comprimento e os vetores proprios definem a orientagdo do semi-eixo da elipse de erro

de ponto.

2.6 CLASSIFICACAO DOS PROBLEMAS DE OTIMIZACAO

Em geral uma rede geodésica é estabelecida dentro de uma seqiiéncia de
atividades ou passos descritos aqui de forma simplificada. Apés o reconhecimento no
campo a rede é projetada, os pontos sdo materializados e as medi¢Ges executadas.
Finalmente as coordenadas dos vértices sdo calculadas resolvendo-se o sistema de
equagdes superabundante, empregando o ajustamento pelo método dos minimos
quadrados e por fim interpretam-se os resultados.

A otimizagdo de redes geodésicas visa obter um planejamento 6timo da rede
quanto a acuracia, a confiabilidade e aos custos.

A classificagdo dos problemas de otimizagdo de redes geodésicas baseia-se na

estrutura da matriz de cofatores de covariancia
N* =Q, =(A'PA)*. (2.132)

o planejamento da rede geodésica estd subdividida nas ordens de zero a trés, como

exposto no quadro 2.1.
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QUADRO 2.1 - CLASSIFICACAO DA OTIMIZACAO GEODESICA

GRANDEZA(S) ,
PLANEJAMENTO GRANDEZAS VARIAVEIS
FIXA(S)
zero ordem A, P fixagdo de wum sistema de
referéncia , isto é, x e Q4
A, isto é,
-posi¢io de ponto;
-estrutura de entrelacamento dos
Primeira ordem P pontos da rede (grafico de rede);
-tipo de observag@o.
Segunda ordem A P
Terceira ordem A, P parcialmente A, P parcialmente

FONTE: KALTENBACH, 1992, p.40.

No quadro 2.1, A € a matriz planejamento, P é a matriz dos pesos, X € o vetor

das correcGes aos pardmetros aproximados do ajustamento de observagbes pelo

método dos minimos quadrados e Q, é a matriz de cofatores de covaridncia dos

parametros ou corre¢des.

2.7 CRITERIOS DE OTIMALIDADE PARA REDES GEODESICAS

Em geral, os critérios de otimalidade para precisdo sdo descritos pelas medidas

de precisdo usadas para descrever a qualidade da rede. Na fase de planejamento da

rede geodésica € possivel avaliar o tamanho e a forma do elipsbide de confianga, visto

que estas grandezas s3o dependentes apenas dos valores proprios e vetores proprios da
matriz X, ( PELZER, 1980, p. 57) .

No caso onde os requerimentos de precisdo ndo sdo facilmente definidos,

alguns conceitos de rede ideal s3o propostos.




37

Alguns dos mais importantes critérios de otimalidade e exigéncias para a rede
geodésica (DUPRAZ & NIEMEIER, 1981, p. 387-389; WELSH et al. 2000, p.133-
134) sdo:

!
- = mi 2.133
[Th; =det(®,, )=21 xAy x...xhy, =min, (2.133)

i=1
é a medida denominada varidncia generalizada que deve ser minima;

!
P -,
YA =Sy, )= A+, +..42, =min. (2.134)
i=1

é a medida denominada variincia total e deve ser minima;

!
- 6.135
A max = min. (6.135)

significa que o quadrado do semi-eixo maior deve ser minimo, indicando que a
acuracia de uma rede sera tanto mais alta quanto menor for o valor préprio maximo da

matriz de covariancia do vetor dos parimetros estimados X,;

Mmax | (2.136)
A min

¢ conhecida como a condi¢do de isotropia, ou seja, a medida de acuréacia do ponto € a
mesma em todas as diregdes;

A max —kminimin. (2.137)
€ a condicdo de homogeneidade, ou seja, as elipses se aproximam de uma

circunferéncia e

P1=my Ampg . (2.138)

fornece a diregdo e o comprimento do semi-eixo maior do elipséide de confianga em
termos da primeira componente principal.

Uma rede que é somente homogénea (figura 2.5 a), as elipses (ou elipséides) de
erro locais sd0 os mesmos em todos os pontos. Uma rede que é apenas isotropica
(figura 2.5 b), as elipses (ou elipsoides) variam de ponto para ponto, embora sejam

todas reduzidas a circulos (redes bidimensionais) ou esferas (redes tridimensionais).
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Assumindo-se uma rede geodésica bidimensional como sendo homogénea e isotropica

(figura 2.5 c), entdo as elipses de erro locais reduzem-se a circulos de mesmo raio.

FIGURA 2.5 — REDE HOMOGENEA E ISOTROPICA

O
O

OO0

(a) (b) (c)
Os valores proprios representam a medida para o juizo quantitativo da rede

geodésica e seus vetores proprios representam as grandezas geométricas qualitativas
correspondentes (JAGER, 1988, p. 83).

2.8 TESTE PARA A IGUALDADE DE VALORES PROPRIOS

A fim de verificar se, sob um nivel de significancia o, existe um conjunto de p
valores proprios iguais entre si utiliza-se o teste da igualdade de valores proprios.
Tem-se o conjunto A; <A, <---<Ap. O teste pode ser usado para qualquer
subconjunto consecutivo de valores proprios. Se um subconjunto de b valores
proprios € dado, Ayi; < Apyo <--- <Ay, ahipotese nula € (JACKSON, 1991, p.86-
87):

Hy : A =Aiso == Aia

Para esta hipdtese, a estatistica é
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v[— lf) 1n(7L-)+bln( lf }‘—’H 2 2.139
J b ~.X ? ( . )

jok+1 jok+1
onde v denota o niimero de graus de liberdade associado com a matriz de covariincias
e a distribuigdo x2 tem (b-1)(b+2)/2 graus de liberdade. Fixado o nivel de

significancia o, se a estatistica calculada for maior que a estatistica X(Zb—l)(b+2) /25

rejeita-se a hip6tese nula.
Para o caso em que p=2, caso bivariado, o teste da igualdade dos valores
proprios sob a hipotese nula é:
Hy: A=),
tem a estatistica

e (@=2)0 ~1y)
8 A1

(2.140)

Na (2.134) a estatistica F a ser testada tem distribuicdo F central com niimero

de graus de liberdade no numerador igual a 2 e o nimero de graus de liberdade no

3 - * r r ~
denominador n—2, ou seja, F ~F, ,_» e né o numero de observagdes.
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3 PROBLEMA DE VALOR PROPRIO INVERSO

Um problema de valor proprio inverso diz respeito a construgdo de uma matriz
com dados espectrais pré-estabelecidos. Os dados espectrais podem consistir de
informagdes parciais ou completas dos valores proprios ou dos vetores proprios. O
objetivo principal de um problema de valor préprio inverso é obter uma matriz que

preserva as propriedades espectrais dadas.

No problema de valor proprio determinam-se os valores proprios para uma
matriz quadrada. Em se tratando de valor proprio inverso o problema consiste em
determinar uma matriz que possua valores proprios pretendidos, ou seja, se o problema

¢ direto os valores préprios serdo incdgnitas e no problema inverso a matriz sera a

incognita.
3.1 DEFINICAO DO PROBLEMA DE VALOR PROPRIO INVERSO

Seja A(c) uma matriz nx n, simétrica e real cujos elementos sdo fun¢Ses de
t .
um vetor c¢. Sendo ¢ = [cl Cy -* Cg - cn] tem-se como valores proprios e

vetores proprios de A(c), X(c)=[x(c)1 Ae), - Ae) - 7\.(c)n]t e
m(c);,m(c),,---,m(e),, respectivamente. O problema consiste em encontrar 0s

parimetros c;,C,,...,Ck,.-.,Cq tal que a matriz A(c), apresente os valores proprios

pretendidos A= k; 7&*2 7:; X*H]

3.1.1 Problema Aditivo de Valor Proprio Inverso

O problema aditivo de valor préprio inverso ¢ escrito na forma (NOCEDAL e
OVERTON, 1983, p. 213):

Ale)=Aq + %CiAi : (3.1)
=1

Desenvolvendo o somatorio escreve-se
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Alc)=Ag +cijA; +CrA, +--+C Ay +---+ChA, . (32)
Na expressédo (3.1) considerando A, =0 obtém-se
n
Alc)= LCiA;. (3.3)
1=
O problema aditivo de valor préprio inverso dado em (3.3) € o fundamento da

aplicabilidade de tal problema na otimiza¢cdo de pesos no planejamento de

levantamentos geodésicos, quando se utiliza de valores proprios.

A fim de exemplificar a defini¢do acima, considera-se o caso simples aplicado a

uma matriz diagonal de dimensdo 2x2,

2
Ale)=YcA;, (3.4)

i=l
onde A; é uma matriz diagonal. Por exemplo, pretende-se que A(c) apresente os

valores proprios X*l =14e k*z =20.

A(c)=c1[3 4:\+c2|:2 3] (3.5)

A(c)— 3C1 +202
- 4Cl+302 ’

Os valores proprios de uma matriz diagonal coincidem com os elementos da diagonal

(3.6)

principal, obtém-se desta forma um sistema de equagdes lineares,
{3c1 +2¢c, =14

3.7
4C1 +3C2 =20 ( )

com solugdo ¢; =2ec, =4.
O problema de valor proprio inverso torna-se menos simples a medida que as

matrizes A; tenham seus elementos nio nulos ou ainda que a quantidade de

parametros a determinar difere do numero de valores proprios pretendidos. Desta

forma o problema aditivo de valor proprio inverso é considerado no contexto de

minimos quadrados.
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3.2 DIFERENCIACAO DOS VALORES PROPRIOS E VETORES PROPRIOS

O procedimento numérico para a formulagdo e solugdo do problema de valor
proprio inverso necessita das expressdes diferenciais dos valores proprios A;(¢) e dos
vetores proprios m;(c) em relago ao parametro ¢, . As dedugdes sdo indicadas para
o caso do valor préprio especial. Para efeito de simplicidade utiliza-se a seguinte

OA4 om; A . ~ x
notagdo: —+=Ajy, ——=M;; € —a—=Ak e ainda, que A;,m; e A sdo funcdes
8ck ’ aCk Ck

do vetor c.

Para a variagdo do valor proprio A; em relacdo ao pardmetro c; parte-se da
relagdo de normalidade entre dois vetores
mim; = 1. (39
Multiplicando (3.8) por A;

mjAm; = A;. (3.9)
Da defini¢do de valor proprio

Am; =);m;. (3.10)
Substituindo (3.10) em (3.9) tem-se

m{Am; = A;. (3.11)
Diferenciando ambos os membros da relagio (3.8) em relacdo ao pardmetro ¢y
?é'cif)mi +m§a§—:1ki—)=0 (.12)
ou

m; ,m; + mim; , =0 (3.13)

tem-se entdo da propriedade (2.14)
mikmi = m;‘mi,k (3.14)
e (3.13) escreve-se

m{m;; =0. (3.15)
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Logo (3.15) indica que m! e m. , sdo ortogonais.

Diferenciando a rela¢do (3.11), obtém-se a variagdo do valor proprio A; em

relacdo cy . Com efeito

o(mjAm;) A4

ocy dcy (3.16)
a—g:%Ami +m! aachk) m; +m}A agc"ki) = 2:; (3.17)
ou ent3o,

m{, Am; +m{Am; +m{Am;, =A;y. (3.18)
Substitui-se (3.10) em (3.18)

m{ Am; +A;mimyy +miAgm; =4 (3.19)
Sendo A; um escalar rescreve-se a (3.19) como

Ajmjm; +A;mim;y +m{A;m; = Ay (3.20)
Substitui-se (3.15) em (3.20) obteém-se

m! OA(e) ~_ M (3.21)

dcy, | Ocy
A (3.21) indica a variagdo do valor proprio A; em relacdo ao pardmetro cy,

sendo o fundamento para a otimiza¢do de redes geodésicas, com base em valor

proprio, quando aplicada as equagGes normais.

A derivagdo dos vetores proprios segue-se a partir do problema de valor proprio

especial
(A(c)-A;D)m; =0. (3.22)
Efetua-se a diferenciagdo total de (3.22) em relagido ao pardmetro ¢y

Al(A(c)-ADm; | _ 5(0)
6ck 8ck

(Ak - ki,kl)mi + (A(C) - kll)ml’k =0. (324)
E ainda da (3.24) segue-se a igualdade

(3.23)



44

(A(c) - AD)m;  =—(Ay — A D)m,;. (3.25)
Para simplificar o desenvolvimento usa-se a abrevia¢io

E = (A(0)-7;]) (3.26)

OF; =1 (Ag —Ai kD) (3.27)

e reescreve-se a (3.25) na forma
Fm; =—-0Fm;. (3.28)
A matriz Fjtem o posto n-1, e para o caso de valores proprios multiplos
aumenta-se o defeito de posto de F;. Com efeito, na equagdo (3.26) substitui-se a
(2.58) e a (2.52) e tem-se
(MAM' -, MMY). (3.29)
Coloca-se M e M' em evidéncia a esquerda e 2 direita respectivamente:

A — A
Ay —Aj

M - M! (3.30)

Na equagio (3.29) a matriz F;, para um valor proprio A;, tem posto n—1(um
valor proprio nulo). Isso vale tanto para quando a matriz A € singular como para
quando a matriz A é nfo singular. No caso de A ter valores proprios multiplos

aumenta-se o defeito de posto de F;. Conclui-se que a matriz F; nio possui inversa
ordinaria.

A solugdo de (3.28) com a ajuda da pseudo-inversa €
m;, =-F'oF;m;. (3.31)
Com a equagdo (3.31) interpreta-se a variagdo do vetor proprio m;em relagcdo
ao parametro c, . E ainda substituindo-se (3.27) na (3.31) obtém-se
m;, =-F Aym; + F'A;  Im; (3.32)

Visto que E;'m; =0 a (3.32) torna-se
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; A
my, =2 8O g a9 -ayt AO
? 6ck aCk Bck

m, . (3.33)

A diferencial m;; pode ser também escrita como (LANCASTER, 1964,
p-380; KALTENBACH, 1992, p. 16):

n
m; = %(amm i) (3.34)
J:

O p-ésimo coeficiente € obtido substituindo a equagio (3.34) na equagdo (3.25)

e multiplicando a esquerda por m; segue-se que

a; =— CcOm ¢ 1 e . ¢ . .
ikp Ki }Vp p i P ( )
Inserindo a equagﬁo (3.35) na (3.34) resulta,

m; Akm

m; = Z m; eA; #A;, (3.36)
l Ai—h;
i
8"\ o
O célculo da segunda derivada PP =Mk, é obtida apés a diferenciagio
k“¥p
total de (3.21)
t t t
}\‘i,k,p =mi,pAkmi +my Ak,pmi +y Akmi,p (337)
ou entdo
t t t
Aicp =My Ag oy +my Ay 1 Ay (3.38)

na qual Ak’p e m;, significam a derivagdo de Ayx e m; em relagdo a c,

respectivamente.

Substituindo a equagio (3.37) na (3.38) obtém-se a expressdo

m; A m; n miA m,
t m' t Jhp
Migp =M Ay pM +Z———_—X Y m; A m; +Zmi A EE m; (3.39)
1—1 1 j J=l i j
J# J#

ou entio pela propriedade (2.14), a expressao



n im‘A m. kmiA.m.
t (m mIXm kml)
ki,k,p = miAk,pmi +2Z P J

g M

j#i

com A #Aj

No caso em que A(c) é uma fungo afim, tem-se
Ak,p = 0
e (3.40) torna-se

n (mt-A m; th-A m-)
JOpTI ATk
}\'i,k,p =2Z s com }“i ¢}‘_]
il i
A
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(3.40)

(3.41)

(3.42)

Estas equagdes serdo tuteis na formulagdo e solugdo do problema de valor

proprio inverso e em caso especifico quando aplicado & matriz de covariancias dos

parametros ajustados.
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4 PROBLEMA DE VALOR PROPRIO INVERSO APLICADO NA
OTIMIZACAO DE PESOS EM LEVANTAMENTOS GEODESICOS

Considere-se a matriz dos coeficientes das equagdes normais
t
N=(4Ay) nPunAy 4.1)
onde A, é matriz de planejamento conhecida e P é matriz diagonal tomada como
incognita.

A matriz N assim definida é fun¢io dos elementos diagonais da matriz P, por

1 0 Pi
exemplo, sejam as matrizes ; A, ={0 1 | e 3P; = P
1 -1 P3
Substituindo essas matrizes em (4.1) resulta
P1tP3  —P3
N(p) = |: } 4.2)
—P3 P2+P3

A matriz N é funcdo dos elementos diagonais de P e escreve-se N(p). As
modifica¢des nos elementos diagonais de P agem diretamente sobre a magnitude dos

valores proprios da matriz N e como conseqiiéncia em Q,, os quais sdo usados em

analises da qualidade de redes geodésicas. Com isso podem ser formuladas condi¢Ges
para tais valores proprios e determinar os pesos que levam a (4.2) a apresentar

caracteristicas 6timas em termos de valores proprios.

4.1 CONDICOES PARA OTIMIZACAO DE PESOS COM BASE EM VALORES
PROPRIOS

O problema de valor proprio inverso quando aplicado na otimizagdo de redes
geodésicas responde a seguinte questdo: quais pesos devem ser atribuidos as
observagdes para que Q, apresente valores proprios pré-determinados?

Para isto consideram-se os valores proprios A; de N e u; de Qy , onde pela

(2.126) vale a seguinte relagéo,

)\.i =—1— com u; # 0. (43)

Hi
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Com base em (4.3) é formulada a otimizagio relativa a matriz dos coeficientes
das equacGes normais. Mediante observacdo de (4.3), verifica-se que um aumento no
valor proprio A; de N corresponde a um decréscimo no valor proprio p; de Q,,ou
seja, para p;tendendo para seu valor maximo tem-se A;tendendo para seu valor
minimo. Como critério para a qualidade de uma rede ou como fungfo objetivo em uma

otimizag@o pode ser exigido, por exemplo, que os critérios de otimalidade (ver secio

2.7) sejam satisfeitos.
Baseando-se nos critérios de otimalidade e no teste de igualdade de valores

proprios sdo formuladas as condigdes, em um sentido 6timo, para os valores proprios
de Q,.

A formulagdo e solucdo do problema de valor proprio inverso tém o seu
desenvolvimento baseado nas expressdes diferenciais dos valores proprios e vetores

proprios expressos em funcdo dos pesos das observagdes.

4.2 DEFINICAO DO PROBLEMA DE VALOR PROPRIO INVERSO APLICADO
AS EQUACOES NORMAIS

Seja N(p)uma matriz de dimens3o u x u, real e simétrica, cujos elementos sdo

t

fungbes do vetor p=[p1 p2 - Py - pn] , Pj € o peso atribuido a j-ésima

observagio. Tem-se como valores proprios e vetores proprios de N(p)

AP =M@ 2@ - M@ o M@ e myE) mo@)-.,mu(P)

respectivamente. O problema consiste em determinar o vetor Pp tal que a matriz
. . * * * * *

N(p) apresente valores proprios pretendidos A = [}\.1 Ay oo Ay e ku] .

Para determinar o vetor de pesos p que conduz (4.1) a ter os valores proprios

pretendidos tem-se a seguinte situagdo: em geral devem existir pesos p tais que
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A (P) - Ay
Ar(P)-2A,

F(p)= =0. (4.4)

i (P) — A;

A (@)~ 2y |
Para cada vetor de pesos p, em geral, existe um conjunto de valores proprios
A; (p). Entdo, qual vetor de pesos p conduz (4.4) a zero ou proximo de zero sob um
critério de aproximagdo pré-estabelecido?
A obtencdo dos valores proprios pretendidos requer a solugdo do sistema de

equacdes nio-lineares (4.4).
4.2.1 Solugéo do Problema de Valor Préprio Inverso pelo Método de Newton

Uma das técnicas sugerida por FRIEDLAND et al (1987, p. 639) para
solucionar o sistema (4.4) é através do Método de Newton.

O método de Newton é, na sua forma basica, um método iterativo local, no
sentido que se pode garantir convergéncia a uma soluc@o usando como ponto inicial
uma aproximagdo suficientemente boa, isto €, deve-se partir de uma vizinhanga da
solu¢do. Se o ponto inicial ndo for suficientemente bom ndo havera garantia de
solucdo. Em geral afirmagdes no sentido que o ponto inicial estd préximo da solugio
tem sentido tedrico pois, em geral, ndo se conhece a priori a solu¢do e nem sequer de
qudo proximo pode-se estar desta solugdo. Portanto, partindo-se de um ponto inicial, 0
método pode convergir ou no.

A aplicagdo do método de Newton na solucdo de um problema de valor
proprio inverso, aplicado ao problema dos pesos das observagdes geodésicas tem seu
desenvolvimento baseado nas seguintes consideragoes.

A partir da relagdo de normalidade (3.8) tem-se

m; (p)m;(p) =1, 4.5)
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em quem;(p) € o vetor proprio, em fungdo de p, correspondente ao valor préprio
Ai(p).

Multiplicando (4.5) por A;(p) tem-se

mj (p) A (P) m; () = 4 (P). (4.6)
Aplicando a definico de valor proprio (2.36) na (4.6) obtém-se
m; (p)N(p)m; (p) = A; (P)- (4.7)

Escrevendo N(p) na forma de produto,
2 t
N(p) = le 52 (4.8)
J=

onde a j ¢ a j-ésima linha da matriz A escrita na forma de vetor coluna e p jé um

escalar e corresponde ao j-ésimo peso atribuida a j-ésima observacao.
Substituindo a (4.7) em (4.6) tem-se

n
m}(p){zlp jajaﬁ}mxp)di(p). (4.9)
J:
Inserindo (4.9) no sistema de equagdes (4.4) vem

™ T 7]

n *

m; (p) zlpjajag m, (p) -},
\...J=

n
m}(p)| Y.p;asa} (m,(p)—1;
i=1

F(p)= =0. (4.10)

i n
m; (p) zpjajag}mi(p)—x’i
=1

m .
mfl (P)Lzlpjaja} ]mu P)-A,
J:

O k-ésimo passo do método de Newton é definido como (RUGGIERO e
LOPES, 1996, p.198; MARTINEZ e SANTOS, 1995, p. 75).

J(p)dpy =-F(py)., 4.11)
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em que

J(py ) € a matriz de Jacobi ou a matriz Jacobiana de F(py )que avaliada no k-ésimo

passo dp, fica

k+1 k]

P1 —P1

k+1 k

P2 —P2

APy =| 1 k|-
Pi ~—Pi

(4.12)

k+1 k
| Pn —Pn |

e o segundo membro da igualdade (4.11) fica

B * ] *
Mm@)-A1 | [ A=A |
Ar(Px)—2As Ao —A2(Pk)

-F(p')=dr=- o, . (4.13)
Ai(Px)—A4 Ai —Ai(Pk)

F .
L)"u(pk)_xu_ _xu‘xu(pk)_

Para aplicagdo do método de Newton faz-se uso das derivadas parciais de
Ai(P1,P2>---Pn) que sdo denominadas vetor gradiente de A;(p) e sera denotado

doravante por VA;(p),i=1,2,...,u:

t
wi(p)z[axi(p) M) axi(p)] 4.14)

opy 2  Opa
A formacdo da matriz Jacobiano de F(p) requer-se a diferenciagdo da a (4.9)

em relagdo a p;. Assim

%m}(p)aja}mi(p), 4.15)

em que m%(p)aj = a}mi(p).

Rescrevendo a (4.15) com essa consideragdo tem-se
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t

2
OA; . .
—‘=|:mi(p)aj} i=12,...,u ej=L2,...,n (4.16)
op;

e a matriz Jacobiana de F(p) torna-se

vM@E)' ) | (mia)® (mjay)® - (mja,)’
2 2
I(p)= VA(p)' |_|(m3a)® (mjay)® - (mja,) 4.17)
VA@)') [(mya))? (myaz)® - (myag)?)
A (4.11) considerando a (4.17), (4.12) e (4.13) escreve-se:
(mia)? (mla,)> - (mla)? - (mia)?|[dp, T [dr,]
(m}a,)* (may)® - (mha;)® - (mha )?||dpy | |dA,
: : : : : : _ : ’ (4.18)
(m{a,)* (mfa,)*> - (mja;)> - (mfa,)’||dp;| |d}
L(mflal)2 (mflaz)2 (mflaj)2 (mLaj)z_den_ (A,

onde dA; = 7;; - Xlic , dp; = p%‘“ - p%( e a; representa a j-ésima linha da matriz A
escrita como vetor na forma decoluna e k representa o passo da iteragio. A (4.18) pode
ser escrita de forma simplificada como dA=Udp.

Uma iteragdo do método de Newton consiste nos passos seguintes:

1) Escolha do vetor inicial p°, calculo de N(po) e os valores proprios e vetores

proprios correspondentes.

Para k=0,1,2,...
2) Formagdo de J(py ) e F(py) e obter dp, solucionando o sistema

[J(py)ldp, =dn.

A fim de obter os pesos no k-ésimo passo da iteragdo faz-se py,; =Py +4dpy
3) Célculo de N(py ),A;(Py)em;(Px)-

4) Como critério de parada tem-se:
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Se “k(pk)—k’k " =|ldr(py )| <& péra o processo iterativo, onde ¢ representa a

qualidade da aproximagdo, dado em um critério de parada estabelecido e | (o) | €
qualquer norma de um vetor.

Como em qualquer processo iterativo, necessita-se estabelecer critérios de

parada para se aceitar um ponto py como aproximacdo de uma solugdo p. O

critério de parada adotado no passo 4 acima é equivalente a verificar se o modulo

de F(py ) é suficiente pequeno.
Outro critério de parada ¢ verificar se ||py,; —Px| estd proximo de zero, ou
seja, Pk € escolhido como aproximagdo de p , por exemplo, [Py —Pk[ <&

Com a finalidade de se interromper o processo iterativo, considerando que ha

divergéncia, pode ser usado o critério que para algum k, "dk" ¢ maior que uma

tolerancia permitida, por exemplo [[dA|> 108.
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5 EXPERIMENTOS E RESULTADOS

5.1 EXPERIMENTO 1

O sistema ndo-linear dado na (4.10) é influenciado pelo estabelecimento da
matriz planejamento A. Definida a geometria da rede, ou o tipo de observagio que sera
feita, a obtencdo da matriz A é dependente da escolha do vetor dos pardmetros iniciais.
Tendo em vista que iteragdes ndo sdo possiveis no planejamento de segunda ordem,
verificou-se neste experimento a influéncia do vetor dos pardmetros inicias na precisdo
de uma rede horizontal.

A configura¢do geométrica da rede é dada na figura 5.1. A rede foi ajustada,
pelo método dos minimos quadrados na forma paramétrica, a partir de 7 observagdes

de distincia.

FIGURA 5.1 - REDE HORIZONTAL

& ,

As 7 observacdes de distAncia foram consideradas de mesma precisdo

(o; =1mm). As coordenadas dos pontos fixos 1, 2, 3 e 4 (consideradas isentas de

erros) e as coordenadas aproximados dos pontos 5 e 6 estdo constando na tabela 5.1.
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TABELA 5.1 - COORDENADAS HORIZONTAIS 1

Ponto Coordenadas Fixas
x (m) y (m)
1 8 44
2 19 17
3 57 24
4 48 52
Ponto Coordenadas Aproximadas
5 26 36
6 44 31

A matriz de covaridncias e as submatrizes que fornecem subsidios para analise
do ajustamento pelo método dos minimos quadrados e da qualidade da rede estdo

descritas a seguir.

[ 10,4040 —0,0242 0 0
-0,0242 0,6596 0 0
=(A'PA)Y =| ’ ,
Q= ( ) 0 0 0,6323 -01015
.0 0 -0,1015 0,7394 |

As submatrizes que fornecem a situagio da acuracia local sdo:

o 0,4040 —0,0242 [06323 -01015
X371 00242 0,6596 X6 7101015 0,7394

As matrizes que definem a decomposi¢io espectral completa da matriz Q, (ver

equagdo 2.121) sdo,
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10,9956 —0,0936 0 0 [0,4017 i
0,0936 0,9956 0 0 0,66
M- A= 16619
0 0 -0,8563 -0,5166 0,5711
0 0 ~0,5166 0,8563 | i 0,8006

O numero de valores proprios fornece a dimensdo do hiperelipséide de

confianca. Neste caso sdo 4, as componentes principais.

Aplicando (2.128), a primeira componente principal é dada por :

S,
0
= ,/0,8006 .
P1 ~0,5166
| 0,8563 |

A fim de verificar se a rede € homogénea e isotrOpica aplicou-se o teste da
igualdade de valores proprios cuja hipdtese nula é:
H03k1=;\.2 =7\.3 =7\.4 .

A estatistica xz( ver equacdo 2.139) com v=3 e b=4 forneceu o resultado

0,3671 a um nivel de significincia de 5% e a estatistica calculada XS,O.% =16,92. Da

desigualdade 0,3671 < 16,92 tem-se que a hipdtese nula ndo ¢ rejeitada e, portanto, a
rede é homogénea e isotropica. Com essa situacdo as submatrizes que fornecem a
acuracia local da rede, apresentam circulos de erros para cada ponto ajustado e para a
acuracia global uma hiperesfera de erro.

Quando o peso é fixado, a influéncia do vetor dos pardmetros aproximados X

na qualidade global da rede com iteragio e sem iteragdo estd mostrado na tabela 5.2
indicando que no planejamento de segunda ordem necessita-se de estimativas
melhoradas para o vetor dos pardmetros iniciais, de forma que os pesos das

observacgdes sejam obtidos com o minimo de influéncia da matriz planejamento A.
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TABELA 5.2 - INFLUENCIA DE Xg NA QUALIDADE GLOBAL DA REDE

CRITERIO SEM ITERACAO COM-
ITERACAO
A maximo 6,6031 0,8006
Determinante 0,9032 0,1216
Trago 8,5125 2,4354
A maximo
P UE— 21,1096 1,993
A minimo

Estimativas melhoradas para os pardmetros iniciais podem ser obtidas, por
exemplo, por transporte de coordenadas, ver por exemplo Santos Jr (2002), com base
em observacdes provisérias ou entdo extraidas de uma carta. As estimativas para

x serdo melhoradas apos se efetivar o ajustamento com iteragdes.

Por meio da aplicagdo da estatistica x2 (ver equagdo 2.139) os valores proprios

da situagdo sem iteracdo definem uma hiperesfera de erro, fato que ocorre também
quando se aplica a iteragdo. Com o uso dos critérios de optimalidade porém verifica-
se que a melhora no vetor dos pardmetros aproximados implica numa melhor

concepgdo da rede.

Decompondo espectralmente a submatriz Q,s e aplicando a (2.56) tem-se,

[0,9956 - 0,0936}
= e

0,4017
10,0936  0,9956

0,6619] '
as componentes principais sd0 escritas através da equagdo (2.128) da seguinte forma:

—-0,0936

a) primeira componente principal Pp; =,/0,6619[ 0.9956

} . Analisando as

componentes deste vetor (cosseno diretor) observa-se que este encontra-se no segundo
quadrante da circunferéncia trigonométrica com um angulo de rotagdo, em relagdo ao

eixo original, igual 95,37° ,e comprimento do semi-eixo maior da elipse igual a

10,6619 .
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Os parimetros Xseys estdo pior determinados na direcio 95,37° em relagio a base
original cuja direcdo apresenta a varidncia maxima igual a 0,6619.

0,9956

b) segunda componente principal p, = ,/0,4017{0 0936

]. Analisando as componentes

deste vetor (cosseno diretor) observa-se que este se encontra no primeiro quadrante da
circunferéncia trigonométrica com um angulo de rota¢do, em relagdo ao eixo original,
igual a 5,37°. Esta dire¢io representa a melhor determinagdo dos parimetros com
variancia minima igual a 0,4017.

A figura 5.2 mostra a representagdo geométrica das elipses de erro local, elipses

estas que se degeneraram em circulos de erro em vista da aplicagdo da estatistica
(2.133).

FIGURA 5.2 — CIRCULOS DE ERRO LOCAL

As componentes principais se apresentam de acordo com a analise global ou local
requerida. A matriz de covaridncias completa permite a analise global do ajustamento
enquanto as submatrizes obtidas da matriz de covaridncias completa permitem a

analise local da rede, ou seja, pontualmente.
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Segundo o teste realizado verifica-se que quando as estimativas s3o melhoradas
para os pardmetros iniciais, melhor é a concep¢io da rede. Em situagdes de
planejamento recomenda-se “boas estimativas” para os pardmetros iniciais, visto que

estes influenciam na obtengdo do peso dado a modificagdo, que estes efetuam, na

matriz planejamento A.
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5.2 EXPERIMENTO 2

Neste experimento estuda-se a otimizacdo dos pesos das observagdes
geodésicas com o problema de valor proprio inverso aplicado & matriz das equagdes
normais. O problema de valor proprio inverso sera aplicado ao projeto para ajustar as
coordenadas cartesianas de um ponto a partir de quatro observagdes. Avaliar-se-a a
solucdo na obtencdo dos pesos pelo processo iterativo utilizando valores iniciais
po distintos.

A representacdo geométrica do planejamento € dada na figura 5.3, sendo as
observa¢des planejadas constituidas de duas observagdes de distincia e duas de
direcéo.

FIGURA 5.3 - REPRESENTACAO GEOMETRICA DO PLANEJAMENTO
DE UM PONTO EM COORDENADAS CARTESIANAS

YA

>
X

Os valores proprio méaximo e minimo tolerados para o ponto B sdo

Amax = Glznéx =0,0001m? e Amin = cﬁﬁn = 0,000064 m? sendo estes os valores

proprios pretendidos para a matriz de covariadncias das coordenadas do ponto A.
As coordenadas conhecidas dos pontos R e S e as coordenadas aproximadas do

ponto A s3o dados na tabela 5.3.



61

TABELA 5.3 — COORDENADAS HORIZONTAIS II

Coordenadas
Ponto
X (m) y (m)
R 200 500
S 400 300
Ponto Coordenadas aproximadas
B 600 582

A matriz de planejamento A é obtida das derivadas parciais das equacbes de
observag@o (Apéndice 1), avaliadas nas coordenadas aproximadas do ponto A. Para a
rede representada pela figura 5.3 é
097963 0,20082 ]
0,57850 0,81568

0,00049 —0,00240 |’
0,00236  —0,00167 |

Pretende-se que a matriz dos coeficientes das equagdes normais apresente os

valores proprios A; =15625 e A, =10000, os quais s3o obtidos através da relacdo
43.

O sistema de equagdes ndo-lineares, para este caso, é

F(p)= [mti (P)N(p)m, (p) - 15625 ] ~0
m; (p)N(p)m , (p) - 10000
Na aplicagdo do método de Newton, dois pesos iniciais distintos sdo escolhidos
com a finalidade de buscar a solugio para o valor proprio pretendido.
A escolha dos pesos iniciais deu-se de forma aleatéria com intuito de verificar
solugGes distintas para 0 mesmo planejamento.
O peso inicial dado é

879878787
7944578789
1023639948
5417483453 |
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A solugfio obtida com [[dA| < 1078 foi

[—2316,29681
16206,36005
—-1225051773,88439

2280842996,20493 |

que apresentou dois valores negativos para os pesos. Neste caso a recomendagio € que

se escolha um novo peso inicial. Escolheu-se ento,

PO =

e a solugdo obtida com [[dA| < 1078 foi,

[6892,5712 ]
9769,9167
507262383,0921
707580180,6211 |

A primeira solug@o com dois pesos negativos, ndo tem sentido pratico, tendo em

vista a definicdo de peso dada pela relagdo (2.104), onde X, € uma matriz de

covariancias. Entdo, a melhor solu¢do, do ponto de vista pratico, entre as duas € a
segunda, pois possibilita com a inversdo da matriz dos pesos, P, o calculo da variincia
de cada observacgdo planejada. A precisdo requerida para cada observagio é mostrada

na tabela 5 4.
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TABELA 5.4 - PRECISAO OBTIDA COM A INVERSAO DA MATRIZ

DOS PESOS
observac¢iao planejada precisiao
distancia (milimetros)
R-B 1,20
S-B 1,01
direciio precisao
(segundos)
B 9,16
Y 7,75

Para a determinacdo de diferentes solugdes, pode-se escolher diferentes valores

iniciais para p®. A obtencdo de diferentes solugdes pode ser utilizada para se evitar

pesos negativos, como exposto no experimento acima.
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5.3 EXPERIMENTO 3

Neste experimento, a otimizagdo dos pesos sera aplicada em uma rede
horizontal com o propésito de densifica-la a partir de 3 pontos conhecidos. O projeto
prevé dois pontos novos a serem determinados, com precisdo previamente estabelecida
mantendo as caracteristicas de homogeneidade e isotropia da rede.

Considera-se o projeto, cuja configuracio geométrica é dada na figura 5.4, com
os pontos 1, 2 e 3 sendo fixos (considerados isentos de erros) e os pontos 4 € 5 a serem

determinados, por meio de cinco observagdes de distincia e uma de diregéo .

FIGURA 5.4 —- REPRESENTACAO GEOMETRICA DO PLANEJAMENTO
DE DOIS PONTOS EM COORDENADAS CARTESIANAS

y? 0

O projeto prevé como valores proprios para a matriz de covariancias
n =5x10°m?, uy =6,4x10°m?, p3=10"*m? e p, =1,25x10*m?
e ainda que a rede apresente caracteristicas de homogeneidade e isotropia.

As coordenadas conhecidas para os pontos 1, 2 e 3 e as coordenadas

aproximadas dos pontos 4 e 5 sdo dados na tabela 5.5.



TABELA 5.5 - COORDENADAS HORIZONTAIS IIT

Ponto Coordenadas
x () y (m)

1 400 500

2 810 900

3 1100 400

Ponto Coordenadas aproximadas
4 600 700

5 700 300
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A matriz planejamento A ¢ definida pelo tipo de observacdo que sera feita,

representada pela sua equagdo de observacdo e as coordenadas aproximadas, a qual
para a rede representada na figura 5.4 € obtida pela equagdo (2.104), apds serem

determinadas as equagdes de observagio (ver Apéndice 1).

[ 0,7071
0
0

0

0,7071
0
0

-0,8575 0,5145
-0,0024 0,0025

0

0
0,8320
-0,9701
0
0
-0,1803

0
~0,5547
~0,2425
. |
0
—~0,9836 |

A condi¢do de homogeneidade e isotropismo pode ser aplicada na fase de

planejamento, visto que a estatistica 12 (ver equagdo 2.139) é dependente dos valores

proprios pretendidos para a matriz de covaridncias e o numero de graus de liberdade

definido pelo projeto da rede.

A condi¢do de homogeneidade e isotropismo € testada com a aplica¢do da

estatistica x2 (ver equagdo 2.139) com v=2,b=4 e a =5%, cuja hipdtese nula é

H1 =H2 =H3 =g,

da qual resulta

2% =051 e %3005 =16,92;
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tem-se que

X2 < X%, 0,95

A condicdo de homogeneidade e isotropismo ndo é rejeitada a um nivel de
confianca de 95%.

Na aplicacdo do problema de valor préprio inverso, os valores proprios

pretendidos para a matriz dos coeficientes das incdgnitas determinados pela relagdo
4.3 sdo Ay =20000, A, =15625, A3 =10000 e A, =8000.

Os pesos obtidos com a aplicagdo do problema de valor proprio inverso sdo

mostrados na tabela 5.6.

TABELA 5.6 — PESOS OBTIDOS COM A OTIMIZACAO

Observacgoes planejadas
distancias pesos
1-4 17758,883
1-5 5978,827
3-5 5975,374
3-4 9849,763
5-2 6045,798
direcao peso
2-4 674175376,357

Os resultados apresentados indicam que somente duas observagdes (1-4 e 3- 4),
necessitam uma precisdo melhor comparativamente com as demais. A matriz dos
pesos obtida como solucdo do problema de valor proprio inverso representa a
qualidade das observacGes, que devem ser obtidas no levantamento. A precisdo a ser
alcangada para cada observagdo € definida com a inversdo da matriz dos pesos P, e

esta exposta na tabela 5.7, visto a defini¢do de peso dada pela relagdo (2.104).



TABELA 5.7 - PRECISAO REQUERIDA PARA AS OBSERVACOES

Observacio planejada precisiao

distancias (milimetros)
1-4 7,50
1-5 12,93
3-5 12,94
3-4 10,08
5-2 12,86

distancias precisa

(segundos)

2-4 7,94

A matriz de covariancias obtidas com os pesos otimizados é

[ 5,0209 -0,16977 0 0
-0,16977  6,3791 0 0 _
Q, = x107>
0 0 10 0,35142
0 0 0,35142 12

cujos valores proprios e vetores proprios so, respectivamente,

4,999 i
6,4 s
A= x10
10

i 12,5

[-0,9950 —0,1222 0 0 ]
M|~ 01222 09950 0 0

0 0 ~-0,9899 -0,1420
0 0 0,1420 —0,9899 |

admitindo o critério de parada do método de Newton como [[dA] < 10738,

Na tabela 5.8 sdo apresentadas as situagGes dos semi-eixos maiores € menores €
também a orientacdo das elipses dos erros para as submatrizes obtidas da matriz de

covariancias completa.
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TABELA 5. 8 — ELIPSES DE ERRO LOCAL

Semi-eixo maior

Semi-eixo menor

Orientacio do

Ponto semi-eixo maior
(mm) (mm) 0
)
4 8 7 97,018
5 11,2 10 81,838

Os resultados obtidos concordam com a situacdo pretendida inicialmente para o

planejamento, sendo que os desvios padrio, maximo e minimo, tolerados para os

parametros podem ser obtidos com os pesos dados na tabela 5.6.
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5.4 EXPERIMENTO 4

Neste experimento o problema de valor proprio inverso sera aplicado para
reduzir a forma de fraqueza principal da rede, considerando o projeto dado no
experimento 3. Pretende-se reduzir a fraqueza principal da rede (A5, m3) e (Ag,my),
referentes ao ponto 5, em torno de 20% , e conseqiientemente melhorar a precisdo
dela. Aplicando a otimizacdo dos pesos calculam-se os pesos que conduzirdo a
situacdo pretendida.

A forma de fraqueza principal da rede é dada pelos maiores valores proprios,
que neste caso sd0 pj3 ey . A figura 5.5 apresenta a representagdo geométrica da
reducdo da fraqueza principal da rede, onde a elipse pontilhada representa a situagio

atual da precisdo e as elipses ndo pontilhadas a situa¢do pretendida na otimizag3o.

FIGURA 5.5 - REDUCAO DA FRAQUEZA PRINCIPAL DA REDE

A

A matriz de covariancias deve apresentar apos a otimizag¢io os valores proprios,
n; =5x107m?, u, =64x10°m?, pu3 =8x10>m? e py =10""m?.
Para a otimizagdo dos pesos a fim de alcangar a situagdo acima descrita,

pretende-se que a matriz dos coeficientes das equa¢Ges normais apresente os seguintes
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valores proprios: A =20000, A, =15625, A; =12500 e A, =10000, obtidos com
o uso da relagdo 4.3.

Na aplicacdo do método de Newton para este experimento os pesos iniciais
dados, no processo iterativo, foram os constantes da tabela 5.5.

Os pesos resultantes da aplicacdo da otimizagdo dos pesos pelo problema de

valor proprio inverso, com solucdo pelo método de Newton estdo apresentados na
tabela 5.9.

TABELA 5.9 - PESOS OBTIDOS NA REDUCAO DA FRAQUEZA

PRINCIPAL DA REDE
Observacoes planejadas

distancias pesos
1-4 17758,885
1-5 7473,534
3-5 7469,218
3-4 9849,76
5-2 7557,248

direcio Peso

24 674175376,357

Comparativamente com a situa¢do anterior os pesos de trés observagdes, duas
de distincias que sdo 1-4 e 3-4, e uma de dire¢do ndo variaram, as quais podem ser
atribuidos os mesmos pesos da rede representada pela figura 5.4. Sendo que 3
observacdes que sdo 1-5, 3-5 e 5-2 devem ser refeitas com uma precisdo melhor do
que as anteriores (ver tabela 5.10) devido ao acréscimo dado aos pesos em relacdo a
situacdo anterior.

A precisdo para cada observagdo, calculada com a inversdo da matriz dos pesos

obtida no processo de otimizacdo esta mostrada na tabela 5.10.
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TABELA 5.10 - PRECISAO REQUERIDA NA REDUCAO DA FRAQUEZA

PRINCIPAL DA REDE
Observacéo planejada Precisido
distancia (milimetros)
1-4 7,50
1-5 11,57
3-5 11,57
3-4 10,08
5-2 11,50
Ll Precisao
Diregio (segundos)
2-4 7,94

A matriz de covaridncias obtidas com os pesos otimizados constantes da tabela

59,¢

[ 5,0209 -0,16977 0 0
-0,16977 63791 0 0 _
Q, = x107>
0 0 8,040 0,2811
0 0 0,2811 19,9597 |

cujos valores proprios e vetores proprios sdo, respectivamente,

5
6,4 5
A= x10
8

. 10_

[-0,9950 -0,1222 0 0 |
Mol 01222  0,9950 0 0

0 0 —0,9899 —0,1420
.0 0 0,1420 —0,9899 |

adotando-se como critério de parada do processo iterativo como “d?\.“ <1078,
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Na tabela 5.11 s3o apresentadas as situa¢des dos semi-eixos maiores € menores

e também a orientacio das elipses dos erros para as submatrizes obtidas da matriz de

covariancias completa.

TABELA 5.11 — ELIPSES DE ERRO LOCAL COM REDUGCAO DA FORMA FRACA

PRINCIPAL
Semi-eixo maior Semi-eixo menor Orientac¢io do semi-
Ponto 0
(mm) (mm) eixo maior ()
4 8 7 97,018
5 10 9 81,838

Os pesos obtidos com a otimizac¢do dados na tabela 5.9 satisfazem os
requerimentos pré-estabelecidos para a rede. E a tabela 5.11 mostra esta situagido onde
os valores proprios das submatrizes obtidas da matriz de covariancias calculadas com

pesos otimizados da tabela 5.9 apresentam a situagio pré-definida no planejamento.
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5.5 EXPERIMENTO 5

Neste experimento serd analisado a influéncia de uma observagdo feita entre os
dois pontos variaveis, 4 e 5, da rede dada pela figura 5.5. Pretende-se que a rede
apresente os valores proprios pretendidos do experimento 4, contudo o projeto de uma
observagdo de direcéo € substituida por uma de distincia entre os pontos 4 € 5.

O novo projeto para a rede é dado na figura 5.6. As coordenadas aproximadas e

as dos pontos fixos sdo as constantes da tabela 5.4.

FIGURA 5.6 - PROJETO MODIFICADO DA REDE

A

A matriz planejamento A, obtida apds serem determinadas as equagdes de

observagdo (ver Apéndice 1) que para o projeto atual é,

[ 0,7071 0,7071 0 0
0 0 08321 —0,5547
0 0 —09701 -0,2425
A=l _08575 05145 0 0o |
~02425 09701 02425 —09701
0 0  -01803 —09836

A solucio obtida apds a otimizagio, cujos pesos iniciais dados foi a unidade e o

critério de parada [|dA] <10™® , ¢ dado na tabela 5.12.
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TABELA 5.12 - PESOS OBTIDOS NO PROJETO MODIFICADO

Observacées planejadas
distancias pesos
1-4 13173,390
1-5 7947,330
3-5 7471,818
3-4 17013,432
4-5 2826,857
2-5 6865,316

Os resultados na tabela 5.12 indicam que a observag@o planejada 4-5 é a
observagdo, que comparativamente em relacdo as demais, € a que menos coopera para
a precisdo. Este fato decorre desta observacdo conectar dois pontos varidveis. As
observagfes relacionadas ao ponto 4 apresentam os maiores pesos. Observando o
projeto da rede verifica-se que as observagdes planejadas que se relacionam ao ponto 4
estdo em menor nimero do que as planejadas para o ponto 5. Com isso as observagoes
conectadas ao ponto 4 necessitam maiores pesos.

Com os pesos obtidos no processo de otimizag&o obtém-se a precis@o necesséria

a cada observacdo para que se alcance a precisdo requerida para a rede como mostra a
tabela 5.13.

TABELA 5.13 — PRECISAO PARA AS OBSERVACOES NO PROJETO

MODIFICADO
Observacoes planejadas Precisdo
distancias (milimetros)
1-4 8,71
1-5 11,22
3-5 11,57
34 7,67
4-5 18,81
2-5 12,07




Qx =

75

Neste projeto a matriz de covariancias dos parimetros é

[ 0,5244
0,00572
0,0021

|~ 0,0159

0,0572
0,7662
-0,0217
0,1617

0,0021
-0,02171
0,7836
0,0824

-0,0159]
0,1617
0,0824

0,8659 |

x1074.

A qual apresenta as covaridncias entre os pontos 4 e 5, covaridncia esta

fornecida pela observagdo de distdncia entre estes pontos. No projeto anterior as

observacdes relacionadas ao ponto 4 e as relacionadas ao ponto 5 s3o independentes,

fato que ndo ocorre no projeto atual.
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6 CONCLUSAO E RECOMENDACOES

O objetivo desta pesquisa consistiu em apresentar fundamentos sobre a
formulacdo e a solucdo do problema de valor proprio inverso aplicado a otimizagio
dos pesos em levantamentos geodésicos.

O planejamento de segunda ordem ou obtengdo dos pesos das observacgdes
geodésicas, neste trabalho, foi estudado sob o enfoque do problema de valor proprio
inverso. Verificou-se a aplicabilidade deste procedimento por meio de experimentos
realizados em redes geodésicas horizontais.

Uma das vantagens em se trabalhar com valores proprios pré-estabelecidos é
que se pode determinar, em regra, os pesos a partir da defini¢do da precisdo pretendida
para os levantamentos geodésicos, por exemplo, os definidos em lei. Desta forma a
otimizagdo dos pesos com o problema de valor proprio inverso indica por meio da
inversdo da matriz dos pesos, tipos de instrumentos que poderdo ser usados para
efetuar as mensuragdes.

Os critérios de otimalidade da rede integrado com o teste de igualdade de
valores proprios formam um conjunto de ferramentas auxiliares a tomada de decisGes
sobre as caracteristicas da rede que se pretende estabelecer.

O teste de igualdade de valores proprios permite que as caracteristicas de
homogeneidade e isotropia sejam verificadas previamente ainda na fase de
planejamento, visto que a utilizagdo de tal teste é dependente do projeto da rede, o qual
inclui o nimero de graus de liberdade e os valores proprios pretendidos.

No método de Newton aplicado, a tomada do ponto inicial para a solu¢do nio
garante a priori, se havera convergéncia ou ndo. Se houver convergéncia, ndo se sabe
também para qual solugdo o ponto inicial conduzira e tampouco se o ponto inicial esta
préximo da solu¢do. Como ndo ha informagdo a priori se o ponto inicial escolhido
conduziré o problema a uma solug@o, recomenda-se ap0s a falha na convergéncia fazer
outras tentativas com outros valores iniciais, porém como exposto acima a falha na
busca pela solugido pode ocorrer sucessivamente. Portanto, para o peso inicial tomado
na busca da soluc¢do do problema de valor préprio inverso, o método de Newton nio

garante a convergéncia para a solugdo.
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Recomenda-se para trabalhos futuros, a aplicagdo de métodos globalmente
convergentes, a fim de solucionar o problema de valor préprio inverso, visto que
independem do ponto inicial utilizado como aproximacio da solugfo.

As observacles que se apresentam, a partir de uma otimizag¢do, com pesos
pequenos tém um menor significado quanto a realizagdo da precisdo pretendida
valendo também para observa¢des com pesos negativos. STOPAR (2001) propde a
eliminagdo das observa¢Bes com pesos negativos, condicionadas ao numero de graus
de liberdade, refazendo a otimizacdo e desconsiderando-as do planejamento inicial.

Para evitar pesos negativos recomenda-se ainda como critério adicional a
otimizagdo a controlabilidade das observa¢des representadas pelo seu nimero de
redundancia, visto que estas sdo dependentes dos pesos das observagdes.

Nos experimentos realizados pode-se ainda extrair as seguintes conclusdes:

Quando a geometria de uma rede é fixada, caso do planejamento de segunda
ordem, a precisdo dela é fungdo do vetor dos pardmetros iniciais. Como mostra o
experimento 1, necessita-se de estimativas melhoradas para os pardmetros iniciais a
fim de se obter os pesos em um procedimento de otimizagdo.

Ao se aplicar o problema de valor proprio inverso na matriz das equagdes

normais deve-se utilizar valores iniciais p° que ndo conduzam a solugdo com pesos

negativos. Ao se obter pesos negativos em uma solu¢do recomenda-se arbitrar outros

valores iniciais p0 a fim de buscar solugbes distintas para os valores proprios
pretendidos.

O problema de valor proprio inverso se comporta muito bem no planejamento e
na configuragdo geométrica para garantir a densificacdo de redes com precisdo pré-
estabelecidas como se comprovou no experimento 3.

No experimento 4 comprovou-se a aplicabilidade da metodologia para melhorar
arigidez de redes a fim de atender situacGes pré-definidas no planejamento.

No experimento 5 € mostrado que a inser¢do de observagles entre pontos
variaveis pode ndo contribuir na precisdo de uma rede, visto que os extremos destas

observagdes nio apresentam rigidez geométrica.
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Com base nos experimentos realizados, pode-se ainda concluir que a otimizac¢do
de pesos com o problema de valor proprio inverso pode ser aplicado em situagdes onde
se faz necessério definir a qualidade do ajustamento antes de se realizar qualquer
observacdo na rede. Estas aplicacdes estendem-se ainda a redes de monitoramento e as

redes de controle que necessitam de levantamentos em épocas diferentes.
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APENDICE 1 - METODO DE VARIACAO DE COORDENADAS -
FORMULAS DIFERENCIAIS

O ajustamento pelo Método de Variagdo de Coordenadas enquadra-se no
ajustamento de observagdes indiretas ou na forma paramétrica. Nele as coordenadas
finais dos vértices sdo obtidas no proprio processo de ajustamento. As incognitas sdo
as correcdes a serem somadas as coordenadas provisorias dos vértices.

O método de variagdo de coordenadas pode ser interpretado como a aplicagdo
da forma paramétrica do método dos minimos quadrados a triangulagdo, trilateracio
ou a combinagido de ambos.

As equagdes de observagdo, uma para cada observagdo, assumirdo diferentes
aspectos de acordo com a natureza da grandeza observada; dessa forma podem existir
em um mesmo ajustamento, equagdes de observacdo relativas a distancias, diregdes,
angulos e azimutes.

As equagdes de observagdo no método de variagdo de coordenadas representam
um modelo matematico que envolve as incOgnitas, que sdo as corregdes as
coordenadas provisorias e a diferenga entre os valores observados e calculados, de
forma geral expressa por

0 ; 0 ;

dX1+ dy1+---+2—idxk+a i
1 1 OXy K

Vi=

dy, + €5 - 5, (AL1)

onde k representa o niimero de vértices, E? valor observado da i-ésima equacfo e £5
valor correspondente calculado na i-ésima equagdo. O residuo v; € decorrente dos
erros de observacdo os quais deverdo ser minimizados.

Cada equagio reline, como incognitas, as corregdes das coordenadas dos
vértices envolvidos: dois vértices no caso de distincia, azimute ou diregdo observada
ou trés vértices no caso de angulos. O termo independente de qualquer equagdo poder
representado simbolicamente por
00 8. (A1.2)

As equagdes normais s3o obtidas como na forma paramétrica, sendo o seu

namero igual ao nimero de vértices a determinar.
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APENDICE 1 - METODO DE VARIACAO DE COORDENADAS -
FORMULAS DIFERENCIAIS

As formulas diferenciais usadas em Geodésia em termos da variacdo das
coordenadas elipsoidicas podem ser encontradas em GEMAEL (1994, p.216). O
desenvolvimento das formulas a seguir estd em fungdo da variagdo de coordenadas
planas que constam de CHRZANOSWKI (1977, p. 22). As equagdes de observagdo

apresentadas representam seus respectivos modelos funcionais.

1) Observagdo de distancia entre os pontos i e j
Da figura Al

FIGURA Al — REPRESENTACAO GEOMETRICA DO AZIMUTE DA DIRECAO i - j
orientagdo
A
Y A

>
X
s =40~ %)% + (5= ¥1)° (A13)
e sua expressdo diferencial é dada por
x.—x. . — . x.—x. y.—y
dsij=( j l)de+(yJ yl)dyj—( j l)dXi"‘( j l)de. (A1.4)

Sij Sij Sij Sij
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APENDICE 1 - M]}]TODO DE VARIACAO DE COORDENADAS -
FORMULAS DIFERENCIAIS

2) Observagio de azimute entre i € j

Da figura A1 decorre,

Xj = Xj
o = arctan (AL5)
Yij—Yi

e a expressdo diferencial

X — X;j Yi—Yi X; —Xj X i —Xj
(12 l)dxj—(Jz 1)dyj+(12 I)dyi—(Jz l)dXi (A1.6)
Sij Sij Sij Sij

ds=

3) Observagdo da direcdo entre i e j
Decorre da figura Al que,

X5 — X4
0 = o — o =arctan - (AL.7)

diferenciando (A1.7) obtém-se,

X-—-X. y. —y.
ds=(—171‘)dxj—(;z‘¢)dyj+“‘z—dyi‘ >
sij Sij Sij sij

(x; —x;i) (x; —xi)

dx; —do (A1.8)
O 4ngulo de orientagdo ® adiciona uma incognita a mais, em conseqiiéncia uma

coluna a mais na matriz A com coeficiente igual a —1 para cada grupo de diregdes

medidas.

4) Observacdo de angulo
Na figura A2, considera-se o ponto E com coordenadas (x, Y ) como ponto visado

a esquerda do ponto C, e o ponto D cujas coordenadas € representado por

(x4,Y4 )como ponto visado & direita de C
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APENDICE 1 - METODO DE VARIACAO DE COORDENADAS -
FORMULAS DIFERENCIAIS

FIGURA A2 — OBSERVACAO DE ANGULO

YA
E
D
P
C
>
X
B=ay4—0ae= arctan(ﬁ—_—)-(—‘lj - arctan(—)fe———xc—) (A1.9)
Yd —Y¥c Ye = Yec
e a correspondente expressdo diferencial
VY4 — X4 — X -y Xe — X
dB:( d ZYC)dXd—( d 5 e)dyd_(Ye . C)dxe+( e . C)dye+
Sd Sd Se Se
(Al1.10)
((Ye - YC) _ (}’d - YC))dx +[_ (Xe - xc) + (xd - xc)}d
2 2 c 2 2 Ye
Se Sd Se Sd

No caso de equacdo de observacdo de 4ngulo a constante de orientacdo €
eliminada. Este fato decorre que a constante de orienta¢do é a mesma para ambas as

dire¢Ges, resultando em

B=ayg—0-(a - ). (A1.11)
B=ag-—o0—a,+® (Al.12)
logo

B=og — 0. (Al.13)
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APENDICE 1 - METODO DE VARIACAO DE COORDENADAS -
FORMULAS DIFERENCIAIS

Os coeficientes das equagdes s3o os elementos da matriz A. Nota-se que se uma
observacdo ¢é feita para um ponto fixo ( considerado isento de erro) na rede, as
derivadas parciais de suas coordenadas sdo nulas e as colunas correspondentes na

matriz A sdo omitidas.
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Sejam duas varidveis aleatérias n-dimensionais representadas por X e Y, ligadas

por um modelo linear,

Y=GX+C. (A2.1)
Aplicando o operador esperanga matematica a ambos 0os membros tem-se
E{Y}=E{GX + C} (A2.2)

usando as propriedades deste operador, dado na se¢io 2.2, obtém-se
E{Y}=GE{X}+C. (A2.3)
Da (2.70),

3, =E{Y-E(Y)) (Y - E(Y))'}. (A2.4)

Substituindo Y e E(Y) por seus respectivos valores dado em (A2.1 ) e (A2.3 ) na
(A2.4), decorre

5, =E{[6X - GE{X}][GX - GE(X]]' | (A2.5)
5, =E|[¢[X - EXJ][GIX - EX)] | (A2.6)
z, =EGIX-EX)]X-EX}c' | (A2.7)
£, =GE{X-E{X}][X-E{X}]G" (A2.8)
onde

5, =E{X-EX}][X-EX]]'| (A2.9)

a qual representa a matriz de covariancias da variavel aleatéria X, com isso rescreve-se
(A2.4)

t

2, =G2,G'. (A2.10)
Da (A2.10 ) resulta a interpretagdo que, obtém-se a matriz de covaridncias da variavel
aleatoria Y a partir do conhecimento da matriz de covariéncias da variavel aleatéria X.

A expressdo (A2.10) pode ser generalizada para o caso ndo linear. Para isso

considera-se o modelo nio linear,

y=£(x) . (A2.11)



93

APENDICE 2 - LEI DE PROPAGACAO DE COVARIANCIAS

e linearizando o modelo (A2.11 ), utilizando o desenvolvimento em série de Taylor,
em um ponto X, , e ainda desprezando os termos de ordem maior ou igual a dois,
of
y=f(®)=f(xo)+— (x-x) (A2.12)
OX|x,

Procedendo de forma analoga a anterior obtém-se,

z,=Dz,D' (A2.13)
onde
(o1 1 %1
2S W23} 23 OXp
%, 92 Oy 0y 2
ox, 0%, ox; ox,,
of : : . : : :
oxy, |Mi % %Mo %
ox; 0 23 O%Xp
¥m Hm  Ym . m
| X1 OX2 2.8 OXn Ix,

na qual m representa o numero de equagdes € n o nimero de incognitas.
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APENDICE 3 - MATRIZ DE COVARIANCIAS DOS PARAMETROS

AJUSTADOS OBTIDA PELA LEI DE PROPAGACAO DE
COVARIANCIAS.

Apoés a aplicagdo do método paramétrico e a obtencéo dos pardmetros, resta

calcular a matriz de covariancias destes parametros a fim de analisar os resultados do

ajustamento.

Sabe-se que,
X, =Xo +X (A3.1)
ou

—1
X, =X, —(A‘PA) A'Py (A3.2)
substituindo ¢ por (2.106 ),
-1 —1
X, =X, -(A‘PA) A'Ps, +(A‘PA) A'Pzy, (A3.3)
fazendo
-1

C=x, —(AtPA) APz, e (A3.4)

toa LAt
G=(A PA) A'P (A3.5)

rescreve-se ( A3.3) como

x, =Gt +C. (A3.6)
Tem-se por analogia a (A2.13)

%y, =GZ,, G' (A3.7)

A expressio da matriz de covaridncias dos pardmetros € obtida apos
substitui¢do de (A3.5) na (A3.7),

-1 1 t
Sy =(A‘PA) A'Pz,, ((A‘PA)‘ AtP) (A3.8)
Da (2.96 ) resulta
ooP T =%, (A3.9)

substitui-se (A3.9 ) na (A3.8)
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APENDICE 3 - MATRIZ DE COVARIANCIAS DOS PARAMETROS
AJUSTADOS OBTIDA PELA LEI DE PROPAGACAO DE

COVARIANCIAS.
>, =04 A‘PA)_1 atpp(atpa) atp)
xg =00 (A3.10)

e com a aplicacéo das propriedades dadas na se¢fo 2.1.1 resulta

2{xtoa !
Zy,-C0\A PA (A3.11)
e para o caso geral, caso em , esta apresentar deficiéncia de posto
5,63 (a'PA) (A3.12)
com

t
6% =2 SPV (A3.13)

e S=n-u o niamero de graus de liberdade associado a matriz de covariancias.

A expressdo (A3.12) acima é a matriz de covaridncias dos pardmetros ajustados.



