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“E a diferenca entre um categorico Levanta-te e um dubidativo E se tu te
levantasses. Ha mesmo quem sustente que esta sequnda frase, € nao a
primeira, foi a que jesus realmente proferiu, prova provada de que a
ressureicao, afinal, estava, sobretudo, dependente da livre vontade de
lazaro e nao dos poderes milagrosos, por mais sublimes que fossem, do

nazareno. Se ldzaro ressuscitou foi porque lhe falaram com bons modos,

tao simples como isto”.

JOSE SARAMAGO
em “A Viagem do Elefante”, 2008

i



AGRADECIMENTOS

Agradecimentos a professora Mildred Ballin Hecke, pelos longos anos de aprendizado,

amizade, convivéncia e pela oportunidade de realizar este trabalho.

A Familia Carvalho, pelo acolhimento nas primeiras semanas da minha estadia em Porto
e em especial a professora Lidia Carvalho cuja orientacao em Portugal foi fundamental

para o desenvolvimento do estudo.

Ao professor Mario Vaz pelo espaco cedido dentro do LOME (Laboratério de Otica e

Mecanica Experimental) da Faculdade de Engenharia da Universidade do Porto, Portugal.

Ao Centro de Estudos de Engenharia Civil Professor Inaldo Ayres Vieira (CESEC), casa
do Programa de Pés-Graduagao em Métodos Numéricos em Engenharia (PPGMNE), pela
estrutura sempre disponivel. A todos os professores do PPGMNE, pela dedicacao e pelo

incentivo.

Ao bidlogo, colega e amigo André Luiz Daniel, pelas discussoes e contribui¢oes do ponto

de vista biologico a respeito do tema da tese.

A minha familia: aos meus pais Edison Mercuri e Erica Lopes Ferreira e ao meu irmao

Eduardo Galeano Ferreira Mercuri, pela educacao, amor, companheirismo e amizade.

A semioticista Antonia Schwinden, pela cuidadosa revisao e sistematizacao do texto e pela

formatacao da escrita do documento nos padroes da lingua portuguesa.
A querida Tamires de Almeida Sfeir e aos meus amigos, pela paciéncia e amor.

A CAPES e ao CNPq pelo apoio financeiro na forma de bolsas, equipamentos e passagens

adreas.

il



RESUMO

O estudo do comportamento auto-adaptativo dos 6ssos é um grande desafio que a co-
munidade cientifica internacional tem encontrado nas ltimas décadas. O tecido 6sseo é
um 6rgao vivo capaz de se adaptar ao ambiente mecanico e é caracterizado como um
material compdsito por sua complexa composicao e niveis hierarquicos de organizacao. Os
fatores biolégicos que influenciam o equilibrio de remocao e reposicao éssea sao diversos,
entre eles estao células, citocinas, fatores de crescimento, hormonios, proteinas e lipidios
que interagem neste complexo fenomeno local que sofre influéncias sistémicas e estimulos
externos. A micromecanica do continuo ¢é o ferramental tedrico escolhido de caracterizar
o comportamento constitutivo anisotrépico, heterogéneo e multiescala do tecido dsseo.
Para lidar com os processos biolégicos foi adotado um modelo de interacao celular que
descreve as interacoes celulares e a influéncia da sinalizacao paracrina em uma das esca-
las do osso. Através do procedimento de homogeneizacao baseado na micromecanica do
continuo podemos obter as propriedades mecanicas macroscopicas baseadas na composi-
¢ao da microestrutura do material. Um coédigo computacional intitulado Remold 2D foi
desenvolvido e programado em MATLAB. A discretizagao espacial das geometrias bidi-
mensionais ¢é realizada através do Método dos Elementos Finitos e a evolugao temporal
das variaveis biologicas e da densidade 6ssea é resolvida pelo método de Runge-Kutta
de quarta ordem. Exemplos bidimensionais ilustram a teoria aplicada em trés casos: for-
magao da camada cortical no fémur, reabsor¢ao éssea peri-implantar (implantodontia) e
movimentagao ortodontica. O estimulo mecanico utilizado para desencadear a atividade
celular é a densidade de energia de deformacao na micro-escala. Os resultados mostram
a evolucao temporal da distribuicao de densidade nos modelos bidimensionais. Essa dis-
tribuicao mostrou-se apropriada comparada com outros modelos da literatura. O estudo
desenvolvido é um primeiro passo no desenvolvimento de outras pesquisas relacionadas ao
desequilibrio da homeostase dssea e a utilizacao de farmacos no tratamento de doencas
bsseas.
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A MULTISCALE MODELING OF MINERALIZED TISSUES
CONSIDERING THE DYNAMICS OF CELL MICROMECHANICS

ABSTRACT

Bone tissue is a dynamic system capable of changing its own density in response to bio-
mechanical stimuli. The biological system studied herein consists of three cellular types,
responsive osteoblasts, active osteoblasts and osteoclasts, and four types of signaling mo-
lecules, PTH, TGF-3, RANKL and OPG. This study examines the biological response to
a specific mechanical stimulus in a cellular model for bone remodeling. Two-dimensional
examples are proposed with spatial discretization performed through the finite element
method. The temporal evolution of the biological variables and bone density is obtained
using the Runge-Kutta method. A computational code named Remold 2D is created in
MATLAB. The strain energy density at the microscale served as mechanical stimulus to
trigger cellular activity demonstrating the temporal evolution of density distribution in
three diferent models. This distribution is in agreement with other models in the litera-
ture. The main contribution of this thesis is the coupling of mechanical and biological
models in a multiscale framework. Another important fact is that the results can repre-
sent the local behavior of the proposed biological variables. The study is a first step in the
development of more advanced models to represent the imbalance of bone homeostasis.
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Capitulo 1 - Introducao

1 Introducao

Tecidos mineralizados sao tecidos biolégicos que incorporam minerais na sua estrutura em
conjunto com a matéria organica (matriz mole). Alguns exemplos encontrados na natureza
sao: ossos, esmalte dentario, cemento dentario, dentina, cartilagem, tendao, concha de

molusco, esponjas do mar, chifres, diatomdceas e radiolarios (FONSECA et al., 2011).

A selecao natural ao longo de bilhoes de anos produziu materiais naturais extremamente
eficientes, que sao fonte de inspiracao para engenheiros. Esses compdsitos naturais combi-
nam proteinas e minerais em estruturas hierarquicas para alcancar combinagoes especificas

de rigidez, resisténcia e tenacidade (resisténcia a fissura¢ao) (BARTHELAT, 2007).

O tecido 6sseo é um material vivo que tem a funcao de formar o esqueleto e, consequen-
temente, proporcionar locomocao e protecao ao organismo. Ele é sujeito a carregamentos
permanentes e transientes causados por atividades diarias e eventualmente a carregamen-
tos extremos como consequéncia de acidentes. Ao contrario dos materiais inertes, esses
tecidos sao capazes de responder e se adaptar ao seu ambiente. O crescimento ésseo e a
cura de uma fratura sao processos de carater temporario, ja a estrutura interna dos ossos

é mantida e adaptada por um processo denominado remodelagao Gssea (FROST, 1969).

Esse processo é responsavel pela remocao do microdano e consequentemente pelo aumento
da vida 1til de um tecido dsseo. Além disso, a adaptacao estrutural a mudancgas no am-
biente mecanico desempenha um papel importante no contexto de implantes e proteses.
Devido ao enorme impacto social causado por doencas como a osteoporose e a falha dos
implantes e das proteses, avangos no entendimento tedérico e na simulagao computacional

da remodelacao dssea sao de grande importancia (COWIN, 1986).

O processo dinamico de adaptagao dssea, conhecido como remodelamento, requer a ati-
vidade sincronizada de pelo menos trés tipos celulares: os osteoblastos, os osteoclastos e
os ostedcitos, responsaveis pela formagao, reabsorcao e reconhecimento de estimulos no
tecido, respectivamente (COWIN; HEGEDUS, 1976).

A geometria, composicao e hierarquizacao do tecido dsseo sdo caracteristicas que foram
sendo adaptadas através dos anos de evolugao nos vertebrados (RUBEN; BENNETT, 1987).
A geometria é otimizada para minimizar o peso, reduzir a concentragao de tensoes nas
juntas e ligamentos, permitindo que o corpo possa resistir a altas cargas funcionais (CAR-
TER; HAYES, 1977). O osso tem a combinacao ideal de propriedades para ser um material
estrutural: alta rigidez e resisténcia, tonacidade a fratura e pouco peso. As excelentes

propriedades mecanicas sao atribuidas a complexa estrutura hierarquica e compésita que
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se estende desde a nanoescala até a macroescala (NOWLAN; PRENDERGAST, 2005).

A capacidade de se auto remodelar nao é uma caracteristica tinica do tecido 6sseo. Diversos
trabalhos mostram o papel dos cementoblastos na fagocitose de colageno na interface do
ligamento periodontal e do cemento dentério (BOSSHARDT, 2005; YAJIMA et al., 2006). Sa-
saki et al. (1990) sugerem o possivel papel dos odontoclastos, cementoblastos, fibroblastos

e macréfagos na proeminente formagao de lacunas de reabsor¢ao na dentina radicular.
1.1 Objetivos

Propor um modelo constitutivo para tecidos mineralizados usando a teoria da multiescala.
A formulagao matematica é baseada na micromecanica do continuo e os processos biolé-
gicos sao descritos por um modelo de interagao celular (entre osteoclastos, osteoblastos e

ostedcitos).
1.1.1 Objetivos Especificos

a) Realizar o acoplamento do modelo constitutivo da elasticidade linear com o
modelo da evolucao temporal das concentragoes celulares e densidade aparente
Gssea (sistema de equagoes diferenciais acopladas). O resultado do acoplamento é

uma analise transiente da evolucao da distribuicao da densidade aparente éssea.

b) Propor um modelo de mecanoregulacao celular baseado na densidade de energia
de deformagao na microescala como estimulo mecanico. Exemplificar o modelo

celular para diferentes estimulos mecanicos e bioldgicos.

c¢) Aplicar a teoria desenvolvida (acoplamento mecanico e biol6gico) para problemas

envolvendo o tecido ésseo humano. Sao propostos trés exemplos bidimensionais:

i Fémur proximal humano. Aplicacao do carregamento exercido por musculos
e ligamentos durante o caminhar na regiao proximal do fémur humano, onde

é observada a formacgao da camada de osso cortical.

ii Remodelamento dsseo ao redor de um implante dentario. Estimar a reabsor-

¢ao 6ssea peri-implantar devido as cargas da implantodontia.

iii Remodelamento dsseo na movimentacao ortodontica. Estudar a acao dos os-
teoclastos e osteoblastos em casos de deformacao volumétrica de compressao

e tracao nas regioes mesial e distal de um incisivo central.
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1.2 Estrutura do Trabalho

A estrutura do presente trabalho compreende oito capitulos especificados a seguir. A
introdugao (Capitulo 1) contém os objetivos, a contextualizagdo e uma segao detalhando

qual é a contribuicao do trabalho.

No Capitulo 2 é apresentada uma revisao bibliografica sobre os principios variacionais
que validam as hipdteses da micromecanica do continuo. Algumas classes de modelos
multiescala sao analisadas de acordo com as restrigoes aplicadas no Elemento de Volume
Representativo (EVR). Muitos conceitos fundamentais para o entendimento da formulagao
da micromecanica do continuo sao apresentados no Anexo A. Nesse anexo é apresentada
uma breve revisao bibliografica da mecanica do continuo partindo da teoria de potenci-
ais termodinamicos, enfatizando-se a utilizacao de fungoes de Green como base para a

definicao dos tensores de Eshelby e Hill.

Um importante representante dentre os tecidos mineralizados que possuem atividade ce-
lular é o tecido 6sseo. Uma revisao sobre o modelo matematico para a interagao entre
as células dsseas e as caracteristicas biolégicas do remodelamento dsseo é realizada no
Capitulo 3.

O Capitulo 4 apresenta as técnicas de localizacao e homogenizagao utilizadas para carac-

terizar os ossos cortical e trabecular.

Os materiais e métodos necessarios para a realizacao deste estudo estao descritos no
Capitulo 5. O enfoque maior é dado ao algoritmo criado com o detalhamento de algumas

funcoes.

Os resultados sao ilustrados no Capitulo 6 e uma discussao € realizada sobre a relevancia

deles no Capitulo 7.
No Capitulo 8 sao apresentadas a conclusao e as sugestoes para trabalhos futuros.
1.3 Contribuicao do trabalho

A principal contribuicao deste trabalho é a proposicao de um novo modelo de mecanor-
regulacao da dinamica celular apresentado na subsecao 3.7.2. Este modelo de mecanorre-
gulagao foi implementado em um modelo multiescala construindo tensores constitutivos

que levam em consideracao caracteristicas da microescala.
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1.4 As escalas da bioengenharia

Em varios campos da engenharia, da fisica, da meteorologia, da ciéncia da computacao,
dentre outras areas, a modelagem multiescala é utilizada na resolucao de problemas fisicos
que tém caracteristicas importantes em varias escalas, particularmente escalas espaciais
e temporais. Diversos problemas importantes dessas areas incluem relagoes entre escalas

diferentes (BAEURLE et al., 2006; BAEURLE, 2009).

Modelagem multiescala na fisica, matematica e engenharia destina-se ao cdlculo das pro-
priedades dos materiais ou caracterizagao do comportamento de sistemas em uma escala
utilizando informacoes de outras escalas. Em cada escala especifica, certas abordagens e
aproximacoes sao utilizadas para a descricao do sistema. Os seguintes niveis gerais sao

normalmente identificados:

a) Mecanica quantica (teoria fisica do estudo dos sistemas fisicos cujas dimensoes
sao proximas ou abaixo da escala atomica, tais como moléculas, atomos, elétrons,

prétons e de outras particulas subatomicas).

b) Mecanica molecular (uso da mecanica newtoniana para descrever sistemas mo-

leculares).

¢) Mesoescala (estudo de processos e fenémenos que ocorrem em escalas entre o

nivel do continuo e o atémico).

d) Mecanica do continuo (ramo da mecanica que abrange o estudo da cinematica
dos corpos e das propriedades mecanicas dos materiais considerando a matéria

como uma massa continua e nao como particulas discretas).

e) Macroescala (escala muito grande quando comparada a escala de estudo da
ciéncia dos materiais). Essa é a escala do estudo dos escoamentos geofisicos,
em que se podem utilizar as equacoes de conservacao de energia da mecanica
do continuo adicionando termos importantes como, por exemplo, a Forca de

Coriolis.

O conceito de modelagem multiescala é utilizado na descricao de sistemas fisicos cujos
processos termodinamicos envolvem fenomenos em diferentes escalas de comprimento e
tempo. Os sistemas em que a modelagem multiescala possui aplicacao imediata sao os
chamados sistemas heterogéneos. Um exemplo canonico sao os meios porosos hierarqui-

cos, que apresentam variagoes nas suas propriedades fisicas em uma hierarquia de escalas
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Tempo
Anos
Macroescala
Horas (Escoamentos Geoffsicos)
Minutos Mecéanica do Continuo
(Ciéncia dos Materiais)
Segundos

Modelo Mesoescala

Microsegundos (Meio Intermedidrio)
Mecéanica Molecular
Nanosegundos (Moléculas)

Picosegundos

Femtosegundos

1A 1 nm 1 pm 1 mm Metros Distancia

Figura 1.1 - As escalas da modelagem em engenharia

de comprimento, que podem variar de angstrons até quilometros. Nesta classe de siste-
mas fisicos os modelos macroscépicos sao resultantes da superposicao de fendomenos que
ocorrem desde a escala de poro (na qual valem as equagoes da mecéanica do continuo) pas-
sando pela escala de laboratério (em que a lei da Darcy é respaldada experimentalmente)
até a escala de campo (quilometros). A modelagem computacional multiescala baseia-se
no entendimento do mapeamento que leva a microfisica (definida em uma escala “pe-
quena”), considerada fundamental, & macrofisica (definida em uma escala “grande”), mais
apropriada para uma descricao pratica do problema. Dentre as técnicas de “upscaling”
desenvolvidas, destaca-se a teoria de homogeneizacao de estruturas periddicas, técnicas

baseadas na média volumétrica (volume averaging techniques) e métodos estocasticos.

Na discretizacao de sistemas de equacoes diferenciais tem sido muito comum a aplicacao do
Método dos Elementos Finitos baseado em formulagoes variacionais consistentes acopladas

a técnicas de aproximacgao estaveis e convergentes.

Um grande desafio da natureza dos sistemas é a sua complexidade em resultado das
varias escalas no espaco e no tempo ao longo das quais sao caracterizados. Os problemas
da bioengenharia desenvolvem-se ao longo de varias escalas, algumas das escalas estao

ilustradas na Figura 1.2.
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Tempo
A Macroescala
nos
Dias Mesoescala
Horas
Microescala Tecido Osseo
Segundos ,
Nanoescala ﬁ Trabéculas e Osteons
Microsegundos ﬁ a ¥
off R -
& .
Nanosegundos ) Células Osseas
Picosegundos Proteinas e Citosinas
pm nm pum mm Metros Distancia

Figura 1.2 - Multiescalas na Bioengenharia
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2 Micromecanica do Continuo

Ao longo dos tltimos anos a comunidade cientifica mundial tem demonstrado enorme
interesse e esforco em desenvolver modelos multiescala, o que pode ser comprovado pela
enorme producao cientifica na area e pela quantidade de congressos e encontros que englo-
bam o assunto (STAINIER et al., 2012; VAZ JUNIOR et al., 2011). Trabalhos pioneiros na area
que contribuiram para a andlise do comportamento dos sélidos levando em consideragao
informagoes de duas escalas de comprimentos diferentes sao apresentados em Hill (1965a),
Hill (1965b), Benveniste (1987), Budiansky (1965). O comportamento mecanico de teci-
dos vivos, de materiais porosos, de compositos ou dos metais com grandes deformacgoes é
altamente complexo por apresentar caracteristicas inelasticas relacionadas com a microes-
trutura. As demandas relacionadas a esses materiais tém sido resolvidas com a utilizacao
de softwares comerciais utilizando o Método dos Elementos Finitos simulando modelos
constitutivos classicos da engenharia envolvendo as teorias da elasticidade, plasticidade,
hiperelasticidade e viscoelasticidade. Entretanto, a utilizacao dessas teorias conhecidas
como fenomenoldgicas resulta em algumas discrepancias entre a previsao e a observacao
da resposta constitutiva, especialmente quando o histérico das deformagoes no corpo é
complexo. A utilizagao de modelos multiescala nos casos citados anteriormente parece ser
uma alternativa promissora para melhorar as aproximacoes fenomenolégicas cldssicas e

descrever respostas constitutivas mais realisticas (SOUZA NETO; FEIJ60, 2006).
2.1 Principios variacionais

Nesta secao sao enumerados os principios variacionais dos modelos constitutivos multi-
escala para solidos. O enfoque é dado para a formulagao cinematica da micromecanica
para pequenas deformacoes de acordo com o trabalho desenvolvido por Souza Neto e

Feijéo (2006).

Ao adotar a hipdtese do “determinismo constitutivo” (TRUESDELL, 1969), considera-se
que o tensor de tensoes o em um dado ponto é determinado unicamente pela histéria de
deformagoes nesse ponto. Portanto, ele pode ser escrito como um funcional constitutivo
§ simétrico, tal que, para todo t:

o(t) = (e (2.1)

sendo que €t é o tensor que representa o histérico das deformacoes até o tempo t. A

deformagao atual é dada pela expressao

e=Vu==(Vu+ (Vu)") (2.2)

N | —
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ou seja, é a parte simétrica do gradiente de deslocamentos w. A relacao constitutiva é

dada pela relacao:

o(t) =c:e(t) (2.3)

onde C representa o tensor constitutivo eldstico na microescala de quarta ordem.
2.1.1 Modelos multiescala infinitesimais

Existe um grande nimero de abordagens multiescala na literatura. Neste trabalho serd
adotada a abordagem da utilizacao de um elemento de volume representativo para repre-
sentar a microescala. A Figura 2.1 apresenta um elemento de volume representativo para
um material poroso, com poros em formatos esféricos e elipsoidais, representados em duas

dimensoes por elipses e circulos.

MICROESCALA (EVR) MACROESCALA (CONTINUO)

Q. = QU

Figura 2.1 - O Elemento de Volume Representativo (EVR)

O elemento de volume representativo (EVR), cujo dominio é denotado por 2, é a repre-
sentacao microscopica de um ponto & da macroescala ou do nivel do continuo. O dominio
pode ser escrito como a uniao da parte solida {2}, com os vazios {2, ou seja, {2, = (1) UQ7.
Serda adotada a simplificacao de que os vazios nao tém intersecao com a fronteira do

EVR, ou seja, 09, N QZ = 0. Onde QZ significa o fechamento do conjunto {2, ou seja,

Q= Q, U o,

Na micromecanica do continuo (HILL, 1963; SUQUET, 1997; ZAOUI, 2002), o material como
um todo é entendido como macro-homogéneo, porém na sua estrutura interna é enten-
dido como micro-heterogéneo nos elementos de volume representativos (EVR). Em geral,
a microestrutura do EVR é tao complicada que nao pode ser descrita completamente, en-

tretanto, sao escolhidos subdominios quase homogéneos com grandezas fisicas conhecidas
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(fragoes de volume e propriedades constitutivas). Os subdominios sd@o conhecidos como as

fases do material.

A ideia central da micromecanica do continuo no estudo de deformacoes em sélidos é que
o observador deve escolher um elemento de volume representativo, que contenha carac-
teristicas fisicas e constitutivas de uma determinada escala do material. O comprimento
caracteristico do EVR (o segmento ¢ da Figura 2.1) deve ser considerado grande quando
comparado as dimensoes das heterogeneidades dentro do EVR (de tamanho d) e sufici-
entemente pequeno comparado ao comprimento caracteristico da geometria ou do carre-
gamento da estrutura na qual estd definido o EVR, o comprimento £. Matematicamente,

esta separacao de escalas pode ser escrita como d < { < L.

De acordo com o proposto por Souza Neto e Feijéo (2006), sera apresentada uma base

tedrica para os modelos que utilizam o EVR, que se fundamenta em quatro principios:

a) O equilibrio do EVR.
b) O principio de macro-homogeneidade de Hill-Mandel.
¢) A homogeneizagao dos tensores de tensao e deformagao.

d) A conjectura de que o conjunto X das flutuacoes dos deslocamentos cinemati-
camente admissiveis dentro do EVR é um subespago do espaco das flutuagoes
de deslocamentos minimamente restritos compativeis com a hipétese de média

das deformacoes.

A formulagao que serd descrita nos préximos itens fornece axiomas estruturados para as
diferentes classes de modelos constitutivos multiescala. A principal diferenca entre essas
classes ¢ a escolha das restricoes cinemaéticas aplicadas na fronteira 02, do elemento de

volume representativo.
2.2 Elementos basicos da modelagem micro-macro

No contexto da elasticidade linear, as propriedades constitutivas de um material microhe-
terogéneo sao caracterizadas pelo tensor de elasticidade C variavel espacialmente. A ca-
racterizagao da resposta macroscopica efetiva (homogenizada) do material pode ser obtida

por meio da relacao das médias:

(o) =C*: (e) (2.4)

ou de maneira equivalente,

>2=C:FE (2.5)
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As médias sao calculadas por meio da convencao:

()= Viu/ av (2.6)

Qpu
sendo (o) e (g) as médias dos tensores de tensao e deformagao na microescala, que estatis-
ticamente representam os tensores dentro do elemento de volume representativo (EVR),
de volume V,,. A quantidade C* é uma propriedade efetiva, e é conhecida como o tensor
constitutivo da elasticidade na macroescala. E enfatizado aqui que a quantidade efetiva C*
nao ¢ uma propriedade material, mas uma relacao entre médias, uma propriedade “apa-
rente” (ZOHDI; WRIGGERS, 2008). Entretanto, para ser consistente com a literatura, no
presente documento sera feita referéncia a C* como uma propriedade efetiva do material,

e de agora em diante C* = C.
2.3 Fundamentos da micromecanica do continuo

De acordo com Hellmich et al. (2004) e Fritsch (2009), os trés elementos da micromecanica

do continuo sdo:

a) Representa¢do, que ¢é a identificagdo das diferentes fases dentro do EVR, e sua
caracterizagao mecanica, também chamada de morfologia mecanica; uma fase no
sentido da micromecanica do continuo nao é necessariamente uma caracteristica
reconhecivel em uma imagem microscopica (como um désteon ou uma lamela),
mas um dominio dentro do EVR que pode ser identificado em certa escala, com

propriedades fisicas constantes (como as constantes de elasticidade);

b) Localizagao, que estabelece uma relagao entre o estado de deformagcao constante
prescrito na fronteira do EVR (resultante de ¢ < L) e o estado de deformagao nas
fases individuais (homogéneas) que compoem o EVR, além de definir a interagao

entre as fases;

¢) Homogeneizagao, que é baseado em médias no volume das relagdes constitutivas
definidas nas escalas das fases dentro do EVR. A Homogeneizagao define as
propriedades fisicas (como a rigidez) no EVR como fungao das propriedades das

fases, das fragoes de volume e da sua morfologia (HELLMICH et al., 2004).

2.3.1 Homogeneizagcao do tensor de deformacgoes

A formulacao cinemaética da teoria constitutiva multiescala assume que o tensor de defor-

macoes E no ponto & da macroescala é a média volumétrica do campo de deformacoes
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microscopicas representado pelo tensor de microdeformacao €, em todo o EVR. E im-
portante ressaltar a notacao que esta sendo utilizada: quantidades microscopicas serao
representadas por letras gregas minusculas e as respectivas quantidades macroscopicas

serao representados pelas versoes maitsculas das mesmas letras.

1
Blat) = () = - [ ewav (2.7
Vi
Qp
sendo que € = V*u e V), representa o volume do dominio €2,,. Este procedimento ¢ conhe-

cido como homogeneizagao ou uma etapa de homogenizacao.
2.3.2 Restricoes cinematicas minimas para o EVR

Uma condicao necessaria para que o campo de deslocamentos w seja cinematicamente

admissivel é

uwe X" (2.8)

onde £ * representa o conjunto de deslocamentos microscopicos com restrigoes minimas

para que os mesmos sejam cinematicamente admissiveis!

A" = ¢ v, suficientemente regular | VivdV =V, E (2.9)
Qu
Considerando que m é o vetor unitario normal a superficie 92, e v é o vetor de desloca-

mentos no EVR, pode-se escrever a definicao para -#* de maneira equivalente de acordo
com Souza Neto e Feijéo (2006):

" = < v, suficientemente regular | vendA=V,E (2.10)
o9,

Uma forma de mostrar a igualdade |, 90, VOM dA = fQu Vv dV é por meio da identidade
tensorial:

/ (Sn)@vdA = / [(divS) @ v + S(Vv)'] dV (2.11)
o,

Qu

LA expressao “suficientemente regular” foi utilizada por Souza Neto e Feijéo (2006), que evitaram o uso
de definigoes rigorosas, no intuito de mostrar que as operacoes realizadas com as entidades matemaéticas
envolvidas fazem sentido. Vale notar que as fungoes sdo consideradas suaves, continuas e suficientemente
derivéveis.

12
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Sendo m um vetor unitdrio normal a fronteira 02, S = I (o tensor identidade) e v = wu.

/ (In) @ udA = / [(divD) @ uw+ I(Vu)"] dV = / (Vu)' dv (2.12)

Qu

A prova da identidade vetorial é apresentada a seguir:

89, 89, o,
/Q (S,-kvj)k dV = /Q (Sik’kvj —|— Sikvj,k) dV = (214)
/ [(divS)v; + Su(Vo)l] dV = / [(divS) @ v + (V)] dV (2.15)
Qu Qp

2.3.3 Decomposicao do deslocamento microscépico

O deslocamento microscépico pode ser decomposto em um deslocamento linear, Ey, so-

mado a flutuagao dos deslocamentos u(y,t):
u(y,t) = (e)y + u(y,t) = E(x,t)y + u(y,t) (2.16)
De maneira semelhante pode-se escrever a decomposicao da deformacao:
e(y,t) = (e) + &(y,t) = E(x,t) + &y, t) (2.17)

onde e representa a deformacgao microscopica, E representa a deformagao macroscépica

(constante em y) e € ¢ a flutuacao nas deformagoes microscépicas €(y,t) = Vu(y, t).

Dada a definicao do conjunto dos deslocamentos microscopicos cinematicamente admis-
siveis com minimas restri¢oes (Equacao 2.9) e a decomposigao da Equagao 2.16, pode-se
formular que as flutuagoes dos deslocamentos cinematicamente admissiveis, w(y,t), satis-

fazem a expressao:

we X (2.18)
sendo J£* o espaco vetorial de flutuacoes de deslocamentos cinematicamente admissiveis
minimamente restritas.

H = {'v, suficientemente regular | vndA= 0} (2.19)

09,
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2.3.3.1 Restricoes Cinematicas Atuais

No desenvolvimento de modelos constitutivos multiescala, pode-se impor restrigoes adi-
cionais sobre a cinematica do EVR. Como descrito por (SOUZA NETO; FELJ6O, 2006),
diferentes tipos de restrigoes aplicadas sobre o EVR levam a definigao de diferentes clas-
ses de modelos constitutivos multiescala. Considera-se J# o conjunto vigente ou “atual”

de restrigoes cinematicas aplicadas no EVR.
H C A (2.20)

Como é de se esperar, esse conjunto é um subconjunto de .#*. De agora em diante,
serd considerado que, dada uma deformagao macroscépica, E, o conjunto de restrigoes

cinemdticas vigentes ou atuais é:
%:{u:Eermfae%*} (2.21)

sendo . um subespago de A, ou seja, A C A

Pode-se definir um espaco associado ao espaco %, conhecido como o espaco dos deslo-
camentos virtuais cinematicamente admissiveis do EVR, conhecido como ¥/, e definido

COIMo:

YV ={n=v;—vy | v, € X} (2.22)

De acordo com a Equacao 2.21, podemos escrever n = (Ey, + 1) — (Ey, + @) =
E(y, —y,) + (1, — u2) = Ey; + a3, ou seja:

V= (2.23)

O espaco funcional de deslocamentos virtuais e o espago funcional de flutuagoes de deslo-

camentos cinematicamente admissiveis coincidem.
2.3.4 Equilibrio do Elemento de Volume Representativo

O Elemento de Volume Representativo estd em equilibrio em cada instante ¢ da sua historia
de deformagoes. Na estdtica (ramo da mecéanica) um método alternativo ao somatério de
forcas nulo para garantir o equilibrio é a utilizacao do Principio do Trabalho Virtual, a

seguir explicado.

Seja o o campo de tensoes microscopicas, b o vetor forca de corpo, t¢ o vetor tragao

referente as pressoes externas exercidas na superficie 0€2,. O principio do trabalho virtual
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estabelece que o EVR estd em equilibrio se, e apenas se, a equacao variacional 2.24 for

verdadeira para cada t.

/ o(y,t): VndV —/ b(y,t) -ndV —/ t°(y,t) - mdA=0 ¥Ynev (2.24)
Q Q, o9,

onde 7 é o espago de deslocamentos virtuais do EVR, sujeito as restri¢oes discutidas na

secao anterior.
2.3.5 A homogeneizacao do tensor de tensoes

Assume-se que o tensor de tensdes na macroescala (continuo), X, é definido como a ho-

mogeneizacao do tensor de tensoes na microescala, o.

St @) = (o,) — — / o(t,y) dV (2.25)

1 1
X(t,x) = v/a(t,y) dVv + v o(t,y)dV (2.26)
" "

Reescrevendo a identidade vetorial da Equagao 2.11,

/ﬂu S(Vv)' dV = /{mu(Sn) ®vdA — / (divS) @ vdV (2.27)

Q.

Pode-se adotar S = o, v = y e é possivel escolher apropriadamente Vy = I para chegar

na expressao:

/QHO'(Vy)TdV:/QHO'dV:/{99“(0n)®yd14—/m(divo-)®ydv (2.28)

Utilizando o resultado anterior na Equacao 2.26, obtem-se:

EVM:/ (o"n)®ydA—/
o0, Q

No presente trabalho serao analisadas apenas as situagoes em que as forcas de corpo

(dive)®@y dV—I—/

(on)®y dA—/ (dive)®@y dV (2.29)
o0y

i 2

atuando em 2¥ podem ser negligenciadas, ou seja, assume-se que b(y,t) = 0 Yy € Q.
A forma forte da equagao do equilibrio é (dive = b), também nota-se que a fronteira do
volume sélido é a prépria fronteira do EVR, isto é, 9§, = 0€2,. Outra consequéncia do

equilibrio é que, como nao hd forgas internas nos espagos vazios, [o(y,t)n] =0 Vy € 0.
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Na fronteira 02, pode-se realizar a substitui¢do o(y,t)n = t°. Finalmente, fazendo as

substituicoes, a Equacao 2.29 fica:

(x,t) = 1

2.30
" (2:30)

/ te(y,t)®ydz4—/ by, t) ®ydV
o, Q

s
o

2.3.6 O principio de macro-homogeneidade de Hill-Mandel

O principio de macro-homogeneidade de Hill-Mandel é um argumento fisico que estabelece
a igualdade entre a poténcia macroscopica (produto entre a tensao macroscopica e taxa

de deformagao macroscépica) e a média volumétrica da poténcia microscépica:
. 1 .
>:E=— | o:dV (2.31)
Qpu

essa identidade deve valer para qualquer taxa de deformagao microscépica cinematica-
mente admissivel €. De acordo com Souza Neto e Feijéo (2006), a taxa de deformacao

microscopica é considerada cinematicamente admissivel, se:
e=Viu=FE+V°u uwey (2.32)

sendo ¥ o espaco de flutuacoes de velocidades cinematicamente admissiveis, que é o

mesmo espaco dos deslocamentos virtuais cinematicamente admissiveis.
2.3.7 Classes de modelos multiescala

A base tedrica apresentada neste Capitulo até a presente secao pode ser aplicada para
diversas classes de modelos multiescala baseadas no tipos de restricoes, ou condicoes de
contorno, aplicada no EVR. O trabalho de Souza Neto e Feijéo (2006) apresenta uma

classificacao com quatro tipos de modelos multiescala, baseados na escolha do espago 7:

(a) Modelo de Taylor. Nele a deformagao na micro e na macroescala sao as mes-
mas, ou seja, E(x,t) = e(y, t). Considera-se que as flutuagoes de deslocamentos
sao nulas @(y,t) = 0, Vy € Q, e, portanto, ¥ = ¥ Tler = {0}

(b) Modelo de deslocamentos lineares na fronteira do EVR. Esse  modelo
considera que os deslocamentos na fronteira do EVR sao lineares em y, ou seja,
u(y,t) = E(x,t)y, Yy € 0. O espago vetorial de deslocamentos virtuais
cinematicamente admissiveis 6 ¥ = ylinear = fq(y ) =0 Vy € 9Q}.

(c) Modelo das flutuagoes de deslocamento peridédicas na fronteira do EVR.
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Essa classe de modelos constitutivos é apropriada para representar o comporta-
mento de materiais que possuem microestrutura peridédica. Cada EVR estd em
contato com outros EVR e a condicao de contorno que é aplicada na fronteira
de um EVR I't deve ser igual a condicao de contorno do EVR adjacente I'",
ou seja u(yt,t) = uw(y ,t). Matematicamente o espaco ¥ é definido como
¥ = yPeritdico — fa(y t) € | aly*,t) = w(y~,t) Vpar {y* y}}.

(d) Modelo da tragao uniforme na fronteira do EVR. Esse modelo é conhe-
cido por ter a restricao cinematica minima no EVR, isto é, o espago vetorial
¥ é definido como ¥ = yUniforme — 77 A trac30 externa t¢ compativel com o
modelo é dada por t°(y,t) = o(y,t)n = X(x,t)n(y) Vy € 0. A escolha do
espago ¥ implica forga de corpo nula, ou seja, b(y,t) =0 Vy € Q.

As diferentes escolhas de ¥ para um dado EVR produzem, em geral, diferentes estimativas
para o resposta constitutiva macroscépica. Uma regra geral pode ser identificada (SOUZA
NETO; FEILJ60, 2006):

aj/Taylor C %Linear C %Periédico C 7/Uniforme (233)

ou seja, o modelo de Taylor apresenta solu¢ao mais rigida (mais restrito), enquanto o

modelo de tragoes uniformes produz uma solucao menos restrita e, portanto, menos rigida.
2.3.8 EVR multifasico

Nas secoes anteriores foram realizadas deducoes e levantadas hipdteses para um EVR
poroso, ou seja, com inclusoes vazias. As proposicoes ja levantadas sao validas para as
secoes subsequentes. De agora em diante sera considerado um EVR composto por varias

fases como mostra a Figura 2.2.
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MICROESCALA (EVR) MACROESCALA (CONTINUO)
>=C:E
or=Crie, _/ "  _T @ @\ . T TTTTm------ |
LN

Or4+1 =Cril ! Ertl

Or+2 =Cry2 ! Ery2

1 Vy € 0Q : u(y,t) = E(z,t)y
VyeQ:b(y,t)=0

og=2Cp:€&p

Figura 2.2 - EVR multifésico e macroescala

As fases r = 1, ..., N, possuem certas propriedades fisicas como as fragoes de volume f,,
as propriedades constitutivas elasticas e os respectivos limites de resisténcia. Assim como
as fases, ou inclusoes, a matriz também ocupa uma fragao do volume, é caracterizada por
uma lei constitutiva e esta representada pelo indice 0. Cada fase pode ser entendida como
um meio elastico caracterizado por um tensor de rigidez de quarta ordem C,., que relaciona
o tensor de deformacoes de segunda ordem €, com o tensor de tensoes de segunda ordem

o,. Os tensores sao avaliados em valores médios no meio microscopico.
o.=C,:&, (2.34)

Em relacao a resisténcia das fases, um critério de falha pode ser associado com a fronteira

do dominio eldstico f(o) < 0. Esse critério é definido pela superficie de falha:
flo) =0 (2.35)

definido no espago das microtensoes o (y,t), y sendo o vetor posi¢ao apontando para den-
tro ou para o limite do EVR. Além disso, o arranjo espacial das fases deve ser especificado.

Existem dois casos particulares de interesse:

(i) uma ou varias inclusoes (fases) com diferentes formatos incorporadas na matriz,

ou fase contigua (como em um material compésito reforgado);

(ii) contato mituo entre todas as fases desordenadas (como em um policristal).

2.3.9 Homogeneizagao

O objetivo principal da micromecanica do continuo é estimar as propriedades mecani-

cas (eldsticas e limites de resisténcia) de um material definido no EVR (sendo o meio
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macro-homogéneo, mas micro-heterogéneo) a partir das propriedades das fases. Esse pro-
cedimento é conhecido como homogeneizagao ou uma etapa de homogenizacao. Para tal,
deformagoes homogéneas (macroscopicas) E sao impostas no EVR, em termos dos deslo-

camentos na sua fronteira 9$2:
Vy € 00 : u(y,t) = E(x,t)y (2.36)

As microdeformagoes €(y, t) compativeis cinematicamente no EVR de volume V), comple-

tam a condicao da média relacionando a micro com a macrodeformacao:
1
E = = — dV = +Er 2.37
©= [ev=Y re 237
Q T

Analogamente, as tensoes (macroscépicas) homogeneizadas ¥ sdo definidas como uma

média espacial, dentro do EVR, das microtensoes o (y,t)
5 = (o) = /ﬁ av=3r (2.38)
= () = — g e 7»0-7« .
Vi
Q T

As tensoes e deformagoes (macroscépicas) homogeneizadas, ¥ e E, sao relacionadas pelo

tensor de rigidez (macroscdpico) homogeneizado,
YX=C:FE (2.39)

A lei de localizagao relaciona o tensor de deformagoes (macroscépicas) homogeneizadas E
com a deformagao (microscépica) média g,, e é enunciada pela Equacao 2.40. Essa relagao
¢ expressa em termos do tensor de concentragao de quarta ordem A, para cada uma das
fases r.

e.=A ' E (2.40)

Substituindo a Equacao 2.40 na Equacao 2.34 e fazendo a média para todas as fases de

acordo com a Equagao 2.38, chega-se a:
=) fc:A:E (2.41)

Das Equacgoes 2.41 e 2.39 podemos identificar a relagao entre os tensores de rigidez das

fases C, e o tensor de rigidez homogeneizado C:

C=> fc:A (2.42)
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Os tensores de concentracao A, podem ser adequadamente estimados por meio do pro-
blema de matriz-inclusdo de Eshelby (1957), de acordo com Zaoui (2002), Benveniste
(1987).

At = [I+PY: (c, — C°)] {Zfs [1+PY%: (c,—C" }_l (2.43)

sendo que |, L = 1/2(6;x6j; + 0465 ), € o tensor identidade de quarta ordem, d;; (delta de
Kronecker) é o tensor identidade de segunda ordem, e P? é o tensor de Hill de quarta ordem
que representa o formato da fase r, considerada como uma inclusao elipsoidal incorporada
na matriz de rigidez C°. Para matrizes isotrépicas, P? é escrito por meio do tensor de
Eshelby (ESHELBY, 1957).

sesh0 — po. 0 (2.44)

PY = om0 (%) (2.45)

Substituindo a Equacao 2.43 na Equacao 2.42 chega-se na estimativa para o tensor de

rigidez (macroscopico) homogeneizado, C**, como
-1
Cest = Zfr - [T+ P (e, — CY)] {Zfs 1+P%:(c,—C" } (2.46)

A escolha do tensor de rigidez C° determina qual o tipo de interacao entre as fases é con-
siderado. Para C° coincidindo com um dos tensores de rigidez de uma das fases (Esquema
de Mori-Tanaka) (MORI; TANAKA, 1973), um material compdsito é representado (matriz
contigua com inclusoes); para C° = C®! (Esquema Autoconsistente, um arranjo disperso
de fases é considerado, tipico de policristais). Assim como as deformagoes médias das fases
g, sao relevantes para o critério de falha de um material fragil, resultando na falha global
do EVR, a relacao de concentracao 2.40 permite a translacao do critério de falha fragil
da fase mais fraca r = w para um critério de falha de um material fragil macroscopico

(homogenizado).

fuw(0) =0 =Fu,(Cy : €4) =fuw(Cw: Ay : E) =

(2.47)
= fuw(Cuw : c . Y) =3(2)
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3 Remodelamento 6sseo

A formulacao matematica apresentada neste trabalho pode ser aplicada a diversos bioma-
teriais, dos quais destacam-se os tecidos mineralizados. Pode-se encontrar diversos tecidos
nos organismos vivos que tém essa caracteristica, entre eles: os o0ssos cortical e trabecular,

o cemento dentario e a dentina.

A seguir serao discutidos aspectos importantes relacionados aos processos biolégicos
que permeiam o remodelamento ésseo. E realizada uma breve revisao dos conceitos da
microbiologia que sao importantes para a formulacao de um modelo matematico repre-

sentativo do fenomeno multiescala.
3.1 Fatores Locais e Sistémicos

Durante o remodelamento ésseo quantidades de calcio mineralizado sao removidas e de-
positadas no esqueleto adulto, em um processo também chamado de turnover. O primeiro
evento do remodelamento é a ativagao, no qual as lining cells saem da superficie do osso
para permitir o acesso dos osteoclastos ou seus precursores até a matriz mineralizada. A
regulacao da ativagao é pouco conhecida, mas a natureza do remodelamento indica que
esse processo € sensivel a estimulos locais como, por exemplo, a deformacgao da matriz
dssea. Adicionalmente, fatores sistémicos, como o horménio da paratiredide (PTH), sao
conhecidos por aumentar a taxa de ativacao. Entao, o remodelamento é um processo que

combina a agao de fatores locais e sistémicos (BOWLER et al., 2001).
3.2 Conceitos basicos do remodelamento Gsseo

O anatomista e cirurgiao alemao Julius Wolff (1836-1902) publicou em 1892 um trabalho
intitulado Das Gesetz der Transformation der Knochen, cuja traducao pode ser feita como
“a lei da transformacao dos ossos”, no qual apresentou uma série de conceitos a respeito
do comportamento adaptativo dos 6ssos (RiBERG, 2003 apud WOLFF, 1892). Entre suas
ideias esta a proposicao de que os ossos de uma pessoa ou animal saudavel se adaptam aos
carregamentos no local onde eles acontecem. Se o carregamento sobre um osso aumenta,
o orgao ira se remodelar ao longo do tempo para se tornar mais resistente. Esse conceito
ficou posteriormente conhecido como Lei de Wolff. Além desse conceito, Wolff sugere que
a adaptacao dssea funcional reorienta as trabéculas de maneira a alinha-las as diregoes

das tensoes principais (COWIN, 1986).

Harold Frost, em 1969, descreveu como grupos celulares possivelmente se uniriam para
remodelar o tecido, na conhecida teoria do mecanostato, em que a perda e o ganho de

massa 0ssea dependem da deformacao mecanica elastica local. Esse refinamento da teoria
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de Wolff diferencia os conceitos de modelamento e remodelamento. A teoria preve que o
aumento do esfor¢o mecanico de um osso aumenta sua resisténcia e densidade, e o desuso
mecanico de uma parte do corpo leva ao aumento da taxa de remocao de tecido e a

consequente perda de densidade (FROST, 1969).
3.3 Estimulo mecanico do remodelamento 6sseo

A aproximacao da teoria do mecanostato classifica o remodelamento em trés etapas de
acordo com a densidade de energia de deformagao, conforme pode-se observar na Fi-
gura 3.1. Primeiramente temos uma regiao de reabsorcao conhecida como zona difusa
com baixa energia de deformacao. A segunda etapa, conhecida como “zona morta”, é ca-
racterizada como a zona de equilibrio da acao osteoclastica e osteobldstica onde nao ha

remodelamento. Por ultimo, temos a zona de formagao (aposigao Gssea).

gqain '
i
Disuse I
Zone 1
> j 2s
.G T
O -
o l U Strain
> ML ; Energy
2 ! ! Density
o— i Lazy !
. - z0ne i QOveruse
% ; ; zone
S i ;
] i i
o ; ;
_i |
Toss :

Figura 3.1 - Modelo de remodelamento 6sseo de Huiskes.

Fonte: (HUISKES et al., 1987).

Diversos modelos da literatura (HUISKES et al., 1987), (JACOBS et al., 1997), (GARCIA-
AZNAR et al., 2005), (MCNAMARA; PRENDERGAST, 2007) utilizam a ideia da “zona morta”

e da teoria do mecanostato para o estimulo mecanico.

McNamara e Prendergast (2007) elaboraram um modelo matematico para o remodela-

mento no qual o estimulo mecanico pode ser tanto a deformacao quanto a danificacao

dssea (Figuras 3.2 e 3.3).
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+ve

dp /dt

>

_Aoo 2000 3000 40%

Strain (ue)

-VE |

Figura 3.2 - Modelo de remodelamento (adaptacao dssea) de McNamara e Prendergast (2007)

A Figura 3.3 mostra os casos onde para w < Weiy (0 dano w é inferior ao dano critico
Wait) @ deformagao é estimulo para o remodelamento, porém quando w > wei; 0 processo

de danificagao passa a ser o estimulo que controla o remodelamento dsseo.

g = = O< O

/
(AR RT RN w>wcri[ / N
+ve /
/
/
/
/
/
dp /dt 7
P /
7
u — — y y T ™ ™
D _ — 1000 2000 3000 5 4000
Strain (pe) B
-ve ‘.‘

Figura 3.3 - Modelo de remodelamento (adaptacao dssea) de acordo com lei de mecano-regulagao
de deformacao ou dano.

Fonte: (MCNAMARA; PRENDERGAST, 2007).

3.4 As células Gsseas

As células dsseas estao presentes na origem de qualquer tipo de dinamica dssea. Existem

dois ramos de origem para células dsseas: as pertencentes ao conjunto de células tronco
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mesenquimais e as pertencentes ao conjunto de células tronco hematopoiéticas.

A linhagem celular mesenquimal tem a ordem: pré-osteoblasto, osteoblasto e ostedcito
ou célula éssea viva. Todos estes membros tém um tnico nucleo. Células mesenquimais
nao diferenciadas (pré-osteoblastos) sao localizadas em canais do osso, na medula ou na
superficie do mesmo. Elas podem aparecer de outras fontes (BUCKWALTER et al., 1995)
e sao de formato irregular. Antes de serem estimuladas para migrar, se proliferar e se

diferenciar em osteoblastos, elas permanecem no seu estado original.

Seus sucessores, os osteoblastos, surgem de um processo que dura entre 2 e 3 dias. Eles
tém um formato cuboidal, e estao bem préximos um ao outro na superficie do tecido. A
sintese e a excrecao da matriz organica é a principal funcao destas células e eles excretam
aproximadamente 1 um/dia. Esta velocidade é chamada de taxa de aposicao e descreve

a pilha diaria de osteon que esta sendo depositada.

Um grande ntimero de osteoblastos desaparece por um processo desconhecido (BUCKWAL-
TER et al., 1995) depois de sua vida ttil. Mas alguns permanecem no tecido e sobrevivem
como ostedcitos, o tipo de célula dssea que compoe cerca de 90% das células dsseas huma-
nas. Eles estao envoltos por osteoides e formam parte da rede celular. Os seus relativos
mais proximos, que vivem nas superficies mais externas do tecido, sao a linhagem celular
chamada de ostedcitos de superficie. Estas células funcionam na iniciacao da reabsorcao

Ossea, que é o propdsito dos membros de outra linhagem celular.

O primeiro passo no processo de reabsorcao pode ser a atividade da linhagem celular
que, quando estimulada, remove a fina camada de osteoides que cobre a matriz mineral.
Adicionalmente, é adotada a hipétese de que a rede de células da linhagem mesenquimal
é capaz de sentir deformacoes e fluxos potenciais de sangue e desse modo controlar a

dindmica de comunicagao celular no osso (RiBERG, 2003).

Monécitos e osteoclastos sao dependentes da linhagem celular hematopoiética. Mondcitos
mononucleares podem ser estimulados para se diferenciar em células precursoras que for-
mam os osteoclastos multinucleares pela fusao. A fim de cumprir sua funcao de células de
reabsorc¢ao Ossea, elas ligam-se a superficie do osso e secretam um acido que desmineraliza
a matriz inorganica. Além disso, eles produzem algumas enzimas que dissolvem o coladgeno
organico. Isto é geralmente feito em uma velocidade chamada taxa de reabsorcao que é
uma magnitude maior que a taxa de aposi¢ao. Terminando sua atividade, eles se dividem
em células mononucleares que podem ser reativadas (RiBERG, 2003). A Figura 3.4 mostra

ilustracoes de alguns tipos de células dsseas.
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Preosteoblasto Osteoblasto Ostedcito Osteoclasto

Figura 3.4 - Células Osseas.
Fonte: Adaptado de Simoes (2007).

3.4.1 A linhagem celular osteoblastica

Durante a diferenciacao osteoblastica estao caracterizados na literatura sete estagios de
maturacao celular e diferenciacao: das células mesenquimais indiferenciadas até os osted-
citos e as células de revestimento (AUBIN, 1998b). O modelo apresentado por Lemaire et
al. (2004) considera quatro estagios, sendo dois representados por varidveis. Essas duas

variaveis representam as fungoes do osteoblasto de acoplamento e formacao dssea.

A origem da linhagem celular de osteoblastos é um grande reservatério de células mesen-
quimais progenitoras indiferenciadas capazes de se diferenciar em células osteoblasticas
(também conseguem se diferenciar em miécitos e adipdcitos) (AUBIN, 1998a). Uma vez
iniciada a diferenciacao da linhagem osteobldstica, os progenitores se diferenciam para
um conjunto de células: osteoblastos imaturos ou pré-osteoblastos. Os pré-osteoblastos
sao altamente sensiveis a sinais de diferenciacdo (AUBIN, 1998a). As células sao estimula-
das a se diferenciar sobre o complexo efeito de fatores especificos como o PTH e o TGF-f3
(AUBIN, 1998a). A tltima caracteristica contribui, em parte, para a criagdo de um reser-
vatorio de osteoblastos potencialmente ativos, e este fenomeno é fundamental no controle

do remodelamento ésseo (MUNDY, 1999).

A densidade de células desse reservatério estd sob o controle dos osteoclastos (MUNDY,
1999). Uma vez que um pré-osteoblasto se diferencia em um osteoblasto ativo, ele pode
entao realizar a formacao Ossea. Apds essa etapa os osteoblastos podem sofrer apoptose
celular ou se transformar em um osteécito ou célula de revestimento. Conforme o mo-
delo de Lemaire et al. (2004) ndo é possivel que uma célula de revestimento volte a ser

osteoblasto, uma vez que a célula se diferencia, ela nao pode mais formar osso.
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3.4.2 A linhagem celular osteoclastica

A linhagem celular osteoclastica é composta por pelo menos quatro estagios de diferen-
ciagao: do precursor hematopoiético até o osteoclasto diferenciado e a apoptose celular
(ROODMAN, 1999; TEITELBAUM, 2000). No modelo de Lemaire et al. (2004) apenas trés
tipo de osteoclastos sao considerados, sendo um deles uma varidvel. Os precursores se
diferenciam em osteoclastos ativos que reabsorvem osso a uma taxa proporcional ao seu

numero. A apoptose é o ultimo estdgio no final da diferenciacao celular.

Células do tecido conjuntivo diferenciadas pertencentes a linhagem osteoblastica estimu-
lam, pelo contato célula-a-célula, a diferenciacao dos precursores de osteoclastos e a sua

fusdo em osteoclastos ativos multinucleados (MARTIN; NG, 1997).
3.5 Sinalizagao Celular

Quando uma célula sintetiza uma proteina sinalizadora, essa proteina pode (i) cair na
corrente sanguinea e se ligar a células em outros tecidos distantes (interagao enddcrina),
que é o caso da grande maioria dos hormoénios, por exemplo, PTH; (ii) se ligar a uma
célula vizinha (paracrino), é o caso de um fator de crescimento que influencia o tecido ao
seu redor; e (iii) pode se ligar a ela mesma, neste caso ocorre um feedback (autécrina) que

pode ser positivo ou negativo.

Os agentes correspondentes ao contato celular (interagao pardcrina) sdo o receptor RANK,
um receptor membranar tipo citosina expresso por progenitores hematopoiéticos de oste-
oclastos (AUBIN; BONNELYE, 2000), e RANKL, uma citosina transmembranar relacionada
a familia TNF expressa por células pré-osteoblasticas (BURGESS; QIAN, 1999). RANKL
é expresso na superficie de células osteoblésticas e de células do tecido da medula Ossea,
assim, estimulando a diferenciagao e ativagao de osteoclastos (BURGESS; QIAN, 1999; AU-
BIN; BONNELYE, 2000; HOFBAUER; KHOSLA, 2000). A acao do RANKL é negativamente
regulada pela osteoprotegerina (OPG), um receptor solivel que sequestra RANKL e que
antagoniza a sua ligagao com o receptor RANK (FILVAROFF; DERYNCK, 1998; GREENFI-
ELD; BI, 1999; GUNTHER; SCHINKE, 2000). OPG ¢é produzido e liberado por osteoblastos
(FILVAROFF; DERYNCK, 1998; AUBIN; BONNELYE, 2000; HOFBAUER; KHOSLA, 2000).

A matriz dssea é a maior fonte de TGF-$ no corpo (ROODMAN, 1999). O TGF-3, assim
como outros fatores de crescimento e componentes especificos embebidos na matriz dssea,
sao liberados por osteoclastos durante a reabsor¢ao dssea (BONEWALD; DALLAS, 1994).
O efeito do TGF-f nos osteoblastos é bidirecional, dependendo do estado de maturacao
dos osteoblastos (HAUSCHKA, 1989; SIMMONS; GRYNPAS, 1990). Por um lado, o TGF-3
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tem o potencial de estimular o recrutamento de osteoblastos, a migracao e a prolifera-
¢ao de precursores de osteoblastos (ERIKSEN; KASSEM, 1992; BONEWALD; DALLAS, 1994;
MUNDY; BOYCE, 1996). Por outro, o TGF-5 inibe a diferenciacdo dos pré-osteoblastos
em osteoblastos ativos (ALLISTON; CHOY, 2001). Portanto, o nimero de pré-osteoblastos
aumenta sob a influéncia do TGF-3. Quando o TGF-f é removido ou se torna inativo,
o grande compartimento de pré-osteoblastos sofre diferenciacao, e entao o niimero de os-
teoblastos ativos aumenta (MUNDY, 1999). O efeito inibitério do TGF-4 é mediado pelo
core binding factor al (Cbfal), que é um potente fator de diferenciacdo osteoblastico
(DUCY; SCHINKE, 2000; ALLISTON; CHOY, 2001). TGF-$ é também conhecido por induzir
a apoptose osteocldstica (GREENFIELD; BI, 1999; ROODMAN, 1999).

A via de comunicacao celular RANK-RANKL-OPG, acoplada a acao dual do TGF-/ nos
osteoblastos, constitui uma rede de controle bésico, capaz de regular o remodelamento
dsseo, e é o nucleo do modelo de Lemaire et al. (2004). As interagoes moleculares e
celulares geradas por esse sistema complexo cria a dinamica responsavel por manter o
forte acoplamento entre os osteoclastos e osteoblastos no remodelamento fisiolégico do

0SS0.
3.6 O Hormonio PTH

O osso, maior reservatério de calcio do corpo, esta sempre sob regulacao hormonal do
hormoénio PTH. O hormoénio da paratireoide (ou paratormoénio) é um hormoénio secre-
tado pelas glandulas da paratireoide. Ele atua aumentando a concentracao de célcio no
sangue, ao passo que a calcitonina (um hormoénio produzido pela glandula tireoide) atua
diminuindo a concentracao de calcio. O paratormonio estimula a atividade osteolitica
(destruidora do cristal apatita do osso), aumenta a absorgao renal e intestinal de célcio e

aumenta a absor¢ao de vitamina D (KROLL, 2000).

A regulacao da glandula paratireoide é autonoma. Sao as proprias células da paratireoide
que analisam a concentracao de fon calcio no sangue que as irriga e respondem aumentando
(se é baixa) ou diminuindo (se é alta) a sintese e liberacao de paratormona, de forma a
manter a homeostasia do cdlcio contribuindo para a homeostase 6ssea. A Figura 3.5 mostra

uma ilustracao da localizagao das glandulas da tireoide e da paratireoide.

O PTH estimula a proliferacao de precursores de preosteoblastos em preosteoblastos e
inibe a proliferacao de preosteoblastos em osteoblastos. O fator IL-6 inibe a proliferacao
de preosteoblastos em osteoblastos, porém estimula a proliferacao de preosteoclastos em
osteoclastos. A Interleucina-6 (IL-6) é um fator critico no controle dos sistemas imune

e hematopoiético (KROLL, 2000). Os osteoclastos reabsorvem o osso e liberam cdlcio,
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Glandulas da Tireoide

K

Glandulas da Paratireoide

Figura 3.5 - Glandulas da Paratireoide

Os dois pares de glandulas endécrinas da paratireoide situam-se embebidas na glandula tireoide.

entretanto eles nao possuem receptores do hormonio PTH.

E possivel estimar a concentracao de células dsseas considerando populacoes de osteoclas-
tos, osteoblastos e precursores de osteoblastos e respectivas taxas de variagao regidas por
equagoes diferenciais ordinarias (KROLL, 2000; LEMAIRE et al., 2004). A razao entre o ni-
mero de osteoblastos e osteoclastos indica o efeito liquido do horménio PTH na absorc¢ao
ou deposicao dssea (KROLL, 2000).

3.7 Interacoes entre osteoclastos e osteoblastos

O tecido dsseo é um sistema dinamico capaz de adaptar sua geometria e propriedades
mecanicas em resposta a estimulos fisicos. Esse processo de adaptagao, conhecido como
remodelamento, requer a atividade sincronizada de pelo menos trés tipos celulares: oste-
oblastos, osteoclastos e ostedcitos — responsaveis pela formacao de tecido, reabsorcao e

reconhecimento de estimulos, respectivamente (ROBLING et al., 2006).

O remodelamento é descrito como um ciclo composto por trés etapas, como mostrado
na Figura 3.6: (i) diferenciagdo de mondcitos em osteoclastos, iniciando o processo de
reabsor¢ao que dura em torno de trés semanas (HARADA; RODAN, 2002). Em seguida os
osteoclastos sinalizam a transicao (ii), que consiste da ativacao de osteoblastos e o comego
da deposicao do tecido, se prolongando por pelo menos trés meses (MATSUO; IRIE, 2008).

E, por fim, a formagao do tecido é gradualmente interrompida até ser finalizado (iii).

O tamanho populacional de osteoblastos e osteoclastos depende da concentracao de duas
moléculas sinalizadoras produzidas por osteoblastos conhecidas como RANKL (ligante
do receptor RANK) e osteoprotegerina (OPG). O RANKL promove a proliferacao de

osteoclastos e a reabsorcao de tecido, enquanto o OPG atua como um falso receptor
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Iniciacao Transicao Terminagéo

osteoclastos osteoblastos

Figura 3.6 - Etapas do Remodelamento. (MATSUO; IRIE, 2008)

para RANKL, diminuindo sua concentragao efetiva e consequentemente a diferenciagao
de osteoclastos (MATSUO:; IRIE, 2008).

O balango da sintese de RANKL e OPG ¢é fungao do contexto e dos sinais que essas cé-
lulas recebem. Por exemplo, a regulacao do célcio plasmatico pelo paratormonio (PTH) é
dada por sua capacidade de inibir a expressao de OPG e induzir a de RANKL em osteo-
blastos, assim, aumentando reabsor¢ao de célcio nos ossos por osteoclastos (SILVESTRINT
et al., 2005). De fato, qualquer agente pré-reabsor¢ao e antirreabsor¢ao, como interleuci-
nas, fatores de crescimento locais ou hormonios sistémicos estimulam a concentracao de
OPG e RANKL, que por sua vez controlam o tamanho da populagao de osteoblastos e
osteoclastos (AUBIN; BONNELYE, 2000).

3.7.1 Modelos matematicos para as interacoes celulares

Lemaire et al. (2004) apresentam um sistema de equagoes diferenciais ordinarias que
modelam as interagoes celulares. A estrutura légica do modelo, apresentada na Figura 3.7,
representa a estrutura basica do modelo. Os desenhos ovais representam o compartimento
de células dsseas. As linhas sélidas representam os fluxos dos elementos representados.
As linhas sélidas com sinais (4) ou (-) representam uma agao estimuladora ou inibidora,
respectivamente. As linhas em zigue-zague representam a sinalizacao celular indicando um
aumento ou diminui¢ao da producao do agente indicado. As pequenas flechas apontando
a um “X” indicam um fluxo de eliminacao. As linhas duplas pontilhadas representam a
ligacao do receptor com o ligante. Os retangulos representam as células que nao estao

inclusas no modelo.

A diferenciacao de osteoblastos, osteoclastos e ostedcitos sao processos complexos com

inimeras etapas e fatores envolvidos. No modelo foram considerados sete grupos celulares
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Sintese

Ostedcitos, Linning cells
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Figura 3.7 - Estrutura do modelo de Lemaire, adaptado de Lemaire et al. (2004).

que representam as etapas temporais do BMU. A linhagem osteoblastica é composta
por quatro grupos que incluem as células precursoras indiferenciadas, os osteoblastos
precursores (OB,), os osteoblastos ativos (OB,) e um estagio final com osteécitos (néo
efetivos), Linning cells (células de revestimento) e osteoblastos apoptdticos. A linhagem
osteoclastica consiste de precursores inativos, osteoclastos ativos (OC,) e apoptdticos (ver
Figura 3.7). A quantidade de progenitores de osteoblastos e osteoclastos é considerada

ilimitada no modelo.

Os receptores de PTH estao expressos em grande parte da superficie dos osteoblastos
(FUJIMORI; CHENG, 1991; TEITELBAUM, 2000). Niveis quase constantes de PTH no san-
gue, mediante ligacao com esses receptores, estimulam a producao de RANKL e inibem a
produgao de OPG por osteoblastos (AUBIN; BONNELYE, 2000; TEITELBAUM, 2000; HALLA-
DAY; MILES, 2001; MA; CAIN, 2001), o que causa um aumento no nimero de Osteoclastos
ativos. Efeitos diretos de PTH nos osteoblastos tém sido observados experimentalmente
(ISOGAI; AKATSU, 1996; FUJIMORI; CHENG, 1991; DU; YE, 2000). No modelo, os efeitos da
sinalizacao osteoblasto-osteoclasto por inducao do PTH sao controladas apenas pelo eixo
de comunicacao celular RANK-RANKL-OPG.

No modelo da Figura 3.7, as interagoes celulares sao mediadas por ativagao de receptores
celulares. Os diferentes tipos celulares representados no modelo respondem a ativacao dos

seus receptores produzindo novas moléculas, diferenciando-se ou morrendo.
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Apesar do avango significativo que o modelo de Lemaire trouxe a literatura, muitos aspec-
tos da interagao celular ainda permanecem em aberto. Pivonka et al. (2008) elaboraram
alguns complementos para esse modelo como, por exemplo, uma nova equacao diferencial
para descrever a variagdo do volume 6sseo. Scheiner et al. (2012) inseriram novas fungoes
que permitem alterar a sensibilidade do sistema para sinais mecanicos como a energia
da deformacao. A principal influéncia da energia de deformacao estd na proliferacao de
osteoblastos e na producao de RANKL.

Seguindo a notagao adotada por Scheiner et al. (2012) para as células 6sseas: OB, re-
presenta progenitores de osteoblastos indiferenciados, OB, indica os precursores de osteo-
blastos ou osteoblastos responsivos ou pré-osteoblastos, OB, é o simbolo para osteoblastos
ativos, OC,, denota os pré-osteoclastos e OC, representa os osteoclastos ativos. As popu-
lagoes celulares sao expressas em termos das concentragoes C; definidas como o nimero
de células em um elemento de volume representativo do osso dividido pelo seu volume,
o subindice ¢ indica o tipo de célula. A unidade adotada para as concentragoes é o pM,

Picomolar (107'2 mol/dm?).

As concentracoes das células osteoblasticas e osteoclasticas influenciam no aumento e na
reducao das fragoes de volume f;. Essa fragdo é definida por f; = V;/Viota, sendo V; o

volume da fracdo de volume i e Vi 0 volume total, Viga = >, Vi.

Tanto para o osso cortical como para o trabecular pode-se utilizar a expressao:

fbm+fvas: 1 (31)

sendo fu, a fragao de volume da matriz ssea extravascular (Gsteon ou trabécula) e fyas

a fracao de volume dos canais haversianos ou espaco intertrabecular.

O sistema de equagoes diferenciais ordinarias acopladas do modelo é apresentado a seguir:

dCop,

dt = QOBHOOBUW;?:E)@“ + gOBpCOBpHebm — @OBpOOBpW;l;S,IZ)—gp (32)
dC :
d(;Ba = @OBPCOBPWI"ES,FO‘EP - %OB(IOOB(I (33)
dCoc, — Dne O RANKL _ TGF-g (3 4)
dt - Ocp Ocpﬂ—aCt,OCp 0C, OCaTFact,OCa :
d fom
" = htormCon, — kuesCoc, (3.5)

sendo Yog,, Yo, ¢ Zoc, as taxas de diferenciagao de progenitores de osteoblastos indi-

ferenciados, pré-osteoblastos e pré-osteoclastos, respectivamente. Pop, ¢ a taxa de pro-
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liferagao dos pré-osteoblastos. @op, € o, representam as taxas de apoptose dos osteo-
. : TGF-3 _TGF-B TGF-8 .~ ~ .
blastos ativos e osteoclastos ativos. T, op, Tact.0C, € Mrep,0B, SA0 as funcoes de ativacao
e inibicao que regulam a diferenciacao dos osteoblastos e a apoptose dos osteoclastos por
TGF-3, enquanto wiﬁ%@ é a funcao de ativacao regulando a diferenciagao dos osteoclas-
tos pelo eixo de sinalizacao do sistema RANK-RANKL-OPG. Os parametros keorm € Kres
representam as taxas de formacao e reabsorcao dssea, ou seja, porcentagem de mudanca
do volume ésseo por pM de células por tempo. A funcao de mecanorregulagao II., = serd

discutida na préxima subsecgao.

A Equacao 3.5 pode ser desacoplada do sistema de equagoes, uma vez que nenhuma das
Equacoes 3.2, 3.3 e 3.4 depende da fracao de volume ésseo fy,. Apds a resolucao do
sistema de Equagoes 3.2, 3.3 e 3.4, onde se obtém Cop,, Cos, ¢ Coc, no tempo t, a
Equagao 3.5 pode ser resolvida integrando ambos os lados da igualdade do tempo ¢; até

o tempo 7.
Ly

fomltr) = fom(t;) — / [kresCoc, (£) — ko Cos, ()] dt (3.6)

tj

As fungoes que relacionam a ligagdo do TGF-£ aos seus receptores celulares sao:

TGF-8 _ CTGF-,B (3 7)
wetOB KaTcig_gu + Crar-p
TGF-3
TGF-8 rep,0By
T 5= - (3.8)
rep OBy Kiﬁggp + Crar-p
TGF-8 CTGF-B
act,0C, — (39)

TGF-A
Koetoc, T Crars

~ TGF-3 TGF-3 TGF-8 _~ .
sendo Crgr-g a concentragao de TGF-5. K, op,, Kep 0B, € Kact.oc, 580 coeficientes rela-
cionados com a agao do TGF-/ se ligando aos receptores das células envolvidas. A fungao
de ativacao que regula a diferenciacao dos precursores de osteoclastos para osteoclastos

ativos é definida por:

RANKL __ CRANKL-RANK (3.10)

e =
act,0C RANKL
P act,0C,, CRANKL—RANK

sendo CraNKL-RANK & concentracao do composto RANKL-RANK e K iﬁggi o coeficiente

de diferenciacdo. A Figura 3.8 ilustra o modelo de Scheiner et al. (2012).

O artigo de Pivonka et al. (2010) apresenta a base tedrica para as equagoes mostradas

a seguir. A equacado para a concentracao do composto RANKL-RANK pode ser escrita
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Figura 3.8 - Estrutura do modelo (MERCURI et al., 2013).

como:
BrANKL + PRANKL ey, + PrANKL,d ()

BrankL, + 5RANKLRANKLeff

RANKLeg
1+ KFANKEOPG 4 KEANKLRANK

CRANKL-RANK = ARANKL

ARANKL =

RANKL,g = 727 (RRANKLCOBp RRANKLCOBQ>

Aopa = Biopa - Cos, + B2,0ra - Cog,

PTH
ﬂ-rep’OBAOPG + POPG,d

PTH Aopg N
ﬂ-rep,OB (OPGmaX) + DOPG

OPG =

(3.11)

(3.12)

(3.13)

(3.14)

(3.15)

Os simbolos ArankL € Aopg sdo apenas variaveis auxiliares que foram utilizados para

reduzir o tamanho das equacoes e facilitar o entendimento e a visualizacao.

A concentracao do composto Cranki-rank depende da disponibilidade dos receptores
RANK nos osteoclastos e da concentracao de OPG. Ambos, o RANKL e o OPG, sao

regulados pelo hormoénio da paratireoide (PTH). O Srankr representa a taxa de produgao

de RANKL na superficie dos osteoblastos que ¢é limitada pelo nimero maximo de ligantes

por superficie de célula (REENN":
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e REANKL: n® maximo de ligantes na superficie dos osteoblastos).

Os termos PrankLd € PRANKL,, representam respectivamente o doseamento externo de
RANKL soluvel e a produgao de RANKL devido a estimulos micromecanicos. No presente
estudo o estimulo micramecanico é representado pela densidade de energia de deformagcao
da matriz éssea na microescala. A funcao Wi‘?gléi foi construida de maneira que um
aumento rapido da concentracao de PTH leva a um aumento do RANKL na superficie
das células e reducao da concentracao de OPG, o que faz com que rapidamente a funcao

: RANKL _
receba o valor da unidade, m,; o, = 1.

As variagoes relativas nas populacoes de osteoblastos e osteoclastos ao longo do tempo
afetam o volume dsseo. Essa mudanca nas fragoes de volume é o output do modelo da
dinamica celular. Na Equagao 3.5 assume-se que mudancas na fragao de volume dssea sao

proporcionais a concentracao das células ativas de osteoblastos e osteoclastos.

As fungoes necessarias para contabilizar a acao do PTH no modelo sao apresentadas a
seguir. Para mais detalhes na formulacao, consultar Pivonka et al. (2010) e Pivonka et al.

(2008).

PTH

PTH
= 3.16
ﬂ-act,OB KDi’pTH + PTH ( )

1
WE;II)‘%B = T PTH (317)
’ 1+ Kb, pri

PTH — Brankr, + Ppri,a(t) (3.18)

DPTH

sendo Kp, .., a constante de dissociagao de equilibrio para a ligacao do PTH aos seus
receptores expressos nos precursores de osteoblastos (i=1) e osteoblastos ativos (i=2).
As fungoes de adigao externa (dosagem por capsula ou intravenosa) de PTH (Pprpgq) €

RANKL (Prankr.a) foram consideradas nulas no modelo.

As Tabelas 3.1 e 3.2 apresentam os parametros utilizados nas simulacées do trabalho.
Por se tratar de um numero grande de parametros, os mesmos foram organizados em
duas tabelas, a primeira contendo valores globais e a segunda valores mais especificos das

funcoes.
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Tabela 3.1 - Parametros globais do modelo da dinamica das células désseas

Simbolo Valor Unidade Descricao

Kform §5.00 x 103 (pM dia)~! taxa de reabsorcdo 6ssea

Kres 8.3186 x 1073 (pM dia)~! taxa de formacao dssea

P08, §8.0 x 1071 dia~! taxa de diferenciacao de progenitores de osteoblastos

Y08, *2.674 x 1071 dia~! taxa de diferenciacdo de osteoblastos responsivos

@ocp *2.1x 1071 dia~1! taxa de diferenciacdo de osteoclastos responsivos

Z0B, §2.0 x 107! dia~! taxa de proliferacao de osteoblastos responsivos

OB, *1.89 x 107! dia™! taxa de apoptose de osteoblastos ativos

oc, §9.0 x 10! dia~! taxa de apoptose de osteoclastos ativos

Ki?ggu 15.6328 x 107* pM coeficiente de ativacao do ligante do TGF-8 em OBu
;iigl’gp 11,7543 x 1074 pM coeficiente de ativacao do ligante do TGF-8 em OBp

K;fcfgga 15.6328 x 107* pM coeficiente de ativacao do ligante do TGF-5 em OCa
oy 156797 x10°  pM coef. de ativ. do ligante do RANK-RANKL em OBp

Legenda: * Parametros do modelo de Pivonka et al. (2010). 8 Parametros calibrados. T Parametro calculado para garantir

o equilibrio das fracdes volumétricas. ¥ Parametros do modelo de Scheiner et al. (2012).

Tabela 3.2 - Parametros especificos do modelo da dinamica das células ésseas

Simbolo Valor Unidade Descricao

RANK 1.0 x 10! pM concentragao de RANK constante

BrANKL ~ 1.684 x 10>  (pM dia)~! taxa de producio de RANKL

ERANKL 1.013 x 10! dia~! taxa de degradacao de RANKL

ﬁpTH 8.6 x 10* dia~! taxa de degradacao de PTH

]_N)OPG 3.5 x 1071 dia~! taxa de degradacao de OPG

5TGF_5 1.0 x 10° dia~! taxa de degradacao de TGF-g

KE?NKL 1.0 x 1073 pM~! constante de associacao da ligagao RANKL-OPG
KE?NKL 3.412 x 1072 pM~! constante de associagao da ligaggo RANKL-RANK
BpTH 2.5 x 102 pM dia—! taxa de producao sistémica do PTH

KD, pry 1.5 %107 pM coeficiente de ativagao que regula o RANKL
Kp,pry 15X 10? pM coeficiente de ativagao que regula o OPG
RBANKL 2703 x 106 — méx. n® de RANKL na superficie celular (OB))
Rg%?KL 2.703 x 10 — méx. n® de RANKL na superficie celular (OB,)
B1,0PG 1.625 x 10 (pM dia)~! taxa de produgao de OPG por OB,

B2.0pG 1.625 x 108 (pM dia)~! taxa de producdo de OPG por OB,

OPGpax 2.0 x 108 pM maxima concentracao de OPG possivel

Cog, 1.0 x 1072 pM concentracao fixa de progenitores de osteoblastos
Coc, 1.0 x 1072 pM concentracao fixa de pré-osteoclastos

Fonte: (PIVONKA et al., 2010).

3.7.2 Mecanorregulacao do estimulo mecanico

A mecanorregulacao do estimulo mecanico é um fenomeno caracterizado pela capacidade

que as células tém de atuar como sensores da microdeformacao no nivel da matriz dssea
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extravascular e sinalizar para que outras células trabalhem no remodelamento 6sseo. A

densidade de energia de deformagao na microescala é o estimulo para uma célula produzir

citosinas que, depois de sinalizadas, estimulam a diferenciacao celular. A Figura 3.9 ilustra

a modelagem matemadtica das fungoes de mecanorregulagao.

PRANKL ¢y, [PM/dia] I,
reabsorcao zona morta formacgao reabsorcao
max __
Habm =1
Legenda:
--- PRANKL e, ~ 7
- Hébm \\ /’
> \’i‘ 7z ‘
0% Y
\\ ,/
Y 7 ’
< ’ Hgbm,st
e
PRANKL ¢y, =0 Rt LE R SELELEEEEET LT ‘
rl f1 2 3 fa _ 12 Wey
€bm €bm €bm €bm €bm €bm

Figura 3.9 - Funcao de controle e regulacao da proliferacao celular dependente da energia de

microdeformacao.

As funcoes de mecanorregulacao, Il., e PrankLe,, , a0 apresentadas a seguir. A fungao

de mecanorregulacao anabdlica (formagao dssea), Il

I1

€bm,st

H‘Ebm,st |:1 + )\1 (

max
€bm

€bm

I1

€bm,st

Ao (wabm — wgg’m) +

Wepm
f1
€bm

)

Hmax

€bm

se

se

se

Se

se

< wl?

wabm Ebm

f1
wabm

f2
wabm

< Wey,,

< wabm

’U)f3

€bm < wsbm

> wi*

wEbm €bm

, é definida como:

< wl?

€bm

< wl?

€bm

< wl?

€bm

(3.19)

sendo II., _ o valor em estado estaciondrio da funcao de mecanorregulacao anabdlica. As

constantes A\; e Ay representam as inclinagoes das retas continuas (Figura 3.9) e II1*
o valor méaximo da fun¢ao de mecanorregulagao anabdlica (a proliferacao osteoblastica

limitada, TI2% = 1). Os valores de wgllm, wgfm,wf

€bm

3

[©N

é

e wg}iﬂ representam as densidades de

energia de deformacao na microescala de inicio, meio e fim da fase de formagao (ou proli-

feracao osteobléstica). A constante Ay pode ser escrita em fungao dos outros parametros:
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A _ HEbm,st - HIEI}ljj( 3 20
1 73 (3.20)

wabm - wsbm

A funcao de mecanorregulagao catabdlica (reabsorgao 6ssea), PRANKL e, » ¢ definida como:

_ Wepm rl
K1 (1 w§&m> se  We, < WL
_ rl r2
PrankLe,,, = 0 se  wl < we, <wl (3.21)
We 2
Ko (wggm — 1> se  We, > w;’bm
bm

sendo K; e ks as inclinagoes das retas tracejadas (Figura 3.9). Os parametros w;";m e wgfm
representam as densidades de energia de deformacao de inicio e fim da fase de reabsorcao

(ou fase catabdlica), ou seja, na qual prevalece a atividade osteocléstica.

A Tabela 3.3 apresenta os valores dos parametros utilizados na simulagao numérica.

Tabela 3.3 - Parametros do modelo para a mecanorregulacao do estimulo ésseo

Simbolo Valor Unidade Descricao

ey o 0.5 x 100 — valor de equilibrio (estado estacionario) para Il
22 1.0x100 — max. da funcdo de mecanorregulagao anabdlica

A1 2.0x107% — inclinacao 1 da reta de formacao

Ao 1.0 x 1016 — inclinacao 2 da reta de formacao

K1 1.0 x 103 — inclinacao 1 da reta de reabsorcao

Ko 1.0 x 10t — inclinacao 2 da reta de reabsorcao

wglm 2.0x 10> Pa *DED da matriz éssea inferior

wéém 1.0 x 10'6  Pa *DED da matriz éssea superior

wim 9.8 x 105  Pa *DED da matriz 6ssea no inicio da fase de formacao
wgam 7.0x 10"  Pa *DED da matriz éssea de formagao maxima 1

wg’am 1.2 x10®  Pa *DED da matriz 6ssea de formagao méaxima 2

wgﬁm 1.0 x 106 Pa *DED da matriz éssea no final da fase de formagao

Legenda: ¥ Parametros do modelo de Scheiner et al. (2012). *Densidade de energia de deformagio (DED).
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4 Modelagem de Tecidos Mineralizados

Como discutido anteriormente existem diversos tecidos mineralizados nos seres vivos e a
teoria a seguir pode ser direcionada para cada caso. Entretanto, sera abordado em especial

o tecido ésseo.
4.1 Caracterizacao

O tecido dsseo é caracterizado por uma surpreendente variabilidade e diversidade em suas
propriedades. Suas organizagoes hierarquicas sao geralmente bem adaptadas e otimizadas
para cumprir fungoes especificas de mecanica. Isso tem despertado o interesse e motivado

a pesquisa de outras dreas como a bidnica e a biomimética (FRITSCH, 2009).

A geometria, composi¢ao e hierarquizacao do tecido dsseo sao caracteristicas que foram
sendo adaptadas através dos anos de evolugao de acordo com selecao natural nos verte-
brados. A geometria é otimizada para minimizar o peso, reduzir a concentracao de tensoes
nas juntas e ligamentos, permitindo que o corpo possa resistir a altas cargas funcionais
(HAMED et al., 2010). O osso tem a combinagao ideal de propriedades para ser um mate-
rial estrutural: alta rigidez, resisténcia, tonacidade a fratura e pouco peso. As excelentes
propriedades mecanicas sao atribuidas a complexa estrutura hierarquica e compdsita que
se estende desde a nanoescala até a macroescala. Entretanto, ainda nao é muito bem
compreendida como a hierarquia de microestruturas e as propriedades mecanicas nas di-
ferentes escalas afetam o comportamento mecanico do tecido ésseo de uma maneira geral
(FRITSCH, 2009).

Katz et al. (1984) distinguirak cinco niveis de organizacao hierarquica, que tém sido bem

aceitos pela comunidade cientifica:

e A macroestrutura: em uma escala de observagao que varia entre o milimetro e o
centimetro (1 mm - 1 ¢m). O osso cortical (ou compacto) e trabecular (esponjoso) podem

ser distinguidos facilmente.

e A microestrutura: numa escala de observacao que varia entre 100 um - 1 mm. Nela,
unidades cilindricas chamadas de ésteons formam o osso cortical, e onde estruturas cha-

madas trabéculas podem ser observadas.

e A ultraestrutura (ou matriz éssea extracelular): numa escala de observagao da ordem
de grandeza de alguns um. Compreende o material no qual sao construidos as trabéculas

e 0s Osteons.
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e Dentro da ultraestrutura: pode ser distinguida numa escala de observagao da ordem
de grandeza do 10 nm. Regido onde se podem identificar dreas ricas em coldgeno e areas

sem colageno, e comumente este dominio é referido como espago de fibras.

e Nanoestrutura: numa escala de observacao de aproximadamente 10 nm, os chamados

componentes elementares dos tecidos mineralizados podem ser distinguidos. Eles sao:

- Cristais minerais em forma de placa ou agulha, consistindo de hidroxiapatita (HA;
Ca1g[PO4)6[OH]s) com espessura tipica de 1 - 5 nm e 25 - 50 nm de comprimento (WEI-
NER; WAGNER, 1998).

- Moléculas de colageno longas de formato cilindrico, com diametro de cerca de 1,2
nm e comprimento de cerca de 300 nm (LEES, 1987), que s@o auto-organizadas em fibras

com diametros caracteristicos de 50 a 500 nm.

- Diferentes moléculas organicas (ndo colagenosas), principalmente lipidios e protei-

nas.
- Agua.
4.1.1 Estruturas hierarquicas no tecido 6sseo

O tecido ésseo é um material compdsito com estrutura hierdrquica. Existem diferencas na
hierarquizacao do osso trabecular e do osso cortical. A Figura 4.2 ilustra a separacao das

fases sélida e fluida do tecido dsseo.
4.1.2 Osso Trabecular

Em um nivel nanoestrutural, o osso trabecular é composto de moléculas de colageno, con-
tendo agua e proteinas nao colagenosas nas suas lacunas, reforcadas com nanocristais de
hidroxiapatita. No nivel submicroestrutural (alguns microns), as fibrilas de coldgeno mi-
neralizado formam uma matriz de hidroxiapatita fibrilar (ou lamela), que também contém
cavidades lacunares. Em um nivel microestrutural (centenas de micron), vérias lamelas
sao aleatoriamente orientados em diregoes diferentes para formar uma trabécula. Em um
nivel mesostructural (alguns milimetros), o osso trabecular é representado por uma rede

porosa aleatoria de trabéculas.
4.1.3 Osso Cortical

Em um nivel nanoestrutural, o osso cortical é composto de moléculas de colageno, con-

tendo dgua e proteinas nao colagenosas nas suas lacunas, reforcado com nanocristais de
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hidroxiapatita. Essa estrutura representa um nanocompésito fibrilar de colageno mine-
ralizado, que serve como um bloco de construgao principal do osso. No nivel submicro-
estrutural (alguns microns), as fibrilas de coldgeno mineralizado formam uma matriz de

hidroxiapatita (ou lamela), que também contém cavidades lacunares.

Em um nivel microestrutural (centenas de microns), podem-se distinguir duas estruturas
lamelares no osso cortical maduro: ésteons (camadas concéntricas de lamelas ao redor
dos longos canais de Havers) e lamelas intersticiais (retalhos de osteons idade). Em um
nivel mesoestructural (alguns milimetros), o osso cortical é representado por um conjunto

aleatorio de dsteons e cavidades de reabsorcao na lamelas intersticiais.

Nanoescala Sub-microescala Microescala Mesoescala Macroescala

Osso Trabecular

- Canais Haversianos
Fibra de Colageno

Moléculade  Mineralizada I Lamela
. Colageno ® #. intersticial

L4 PR A T
) | I

L
0sso Cortical

. (Cristais Mineral Fibrilar Poroso Lamela

® Minerais Circuferencial

Fibra de Colageno

Mineralizado Lamela Osteon Osso Cortical Osso completo

L.
>
<1pm 1-10pm 10 -500 pm 500 pm -10 10 mm - poucos cm

Figura 4.1 - Estrutura hierarquica de um osso cortical
Fonte: Adaptado de Fritsch (2009).

No nivel macroestrutural pode-se distinguir visualmente o osso cortical (compacto) do

trabecular (esponjoso).

Na representacao da micromecanica as propriedades elasticas elementares dos 0ssos sao
independentes do tecido dsseo em questao e podem ser denominadas de fases dentro de
um EVR do material. Uma primeira candidata para uma fase material que seja tecido-
independente na escala de alguns milimetros em que o osso cortical e trabecular podem
ser identificados é a medula Gssea (no espago intratrabecular, assim como nos canais de

Havers e de Volksmann).

A matriz sélida dos ossos é composta de coladgeno tipo I, hidroxiapatita (impura) gerada
biologicamente e matéria organica nao colagenosa em ambiente liquido. Para todos os dife-
rentes tipos de 0ssos, a natureza usou esses componentes elementares que se colocam como
bons candidatos para fases elementares tecido-independentes. A Tabela 4.1 (HELLMICH et

al., 2004) mostra as propriedades eldsticas dessas fases.
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[ B ' L &

\’ Volume de Osso  Volume Sdlido

“olume Ligquido

Figura 4.2 - Volumes do osso na macroescala

Tabela 4.1 - Tabela das propriedades constitutivas elasticas

Fase Modulo Volumétrico Moddulo Cisalhante Cijkl
K [GPa| G [GPa]

Hidroxiapatita Kggqa =826 Gpya=44.9 -

Agua e matéria

organica

nao colagenosa K,=23 G,=0 -

Microporos Kpor,pis = 2.3 Gpor,fis = 0 -

(cond. fisioldgica)

Microporos Kpor,vazios =0 Gpor,vazios =0 -

(vazios)

Colégeno - - Ceol, 1111 = 17.7

Ceol,3333 = 17.9
Ceol, 1133 = 7.1
Ceol,1122 = 5.1
Ceol, 1313 = 3.3

4.2 Homogeneizacao micromecanica do tecido 6sseo

A caracterizagdo do EVR que serd adotado na modelagem ¢ ilustrado na Figura 4.3.

A seguir serd adotado o subindice cort que se refere ao osso cortical, mas as mesmas

expressoes também sao validas para o osso trabecular.
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CANAIS HAVERSIANOS

Ovas = Cyas€vas

MATRIZ OSSEA EXTRAVASCUIAR
Obm = CbmEbm

Figura 4.3 - EVR do Osso Cortical

O EVR é composto de uma fase vascularizada (Canais Haversianos) e por uma matriz
6ssea extravascular. A fragdo de volume e constante de rigidez da fase vascularizada sao
escritos como fyas € Cyas, respectivamente. Para a matriz dssea, temos a fracao de volume
fom € a constante de rigidez Cy,,. As relagoes elasticas para a tensao e deformacao de cada

fase estao ilustrada na Figura 4.3.

O tensor de rigidez para a matriz dssea extravascular Cy,, é definido baseado no trabalho
de Fritsch e Hellmich (2007). Usando a notacao de Voigt, o tensor pode ser escrito da

seguinte maneira:

185 10.3 104 O 0 0
10.3 20.8 11.0 O 0 0
104 11.0 284 O 0 0
Cbm,ijkl = Cbm,ap = 0 0 0 129 0 0 GPa (4.1)
0 0 0 0 115 0
0 0 0 0 0 93

O tensor de rigidez para os poros dos canais Haversianos preenchidos por agua, células e

proteinas nao colagenosas é:

Cvas = kégua+células\] + HaﬁguaJrcélulasK (42)

sendo ksguatcétutas = 2.3 GPa, figguatcéiuas = 0, J € a parte volumétrica do tensor identidade
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de quarta-ordem | (I;j = 1/2(6;x0; + 0i10k;)), € K é a parte desviadora do mesmo tensor,
K=1-J. As componentes de J sao Jjp = 1/3 6;;0k.

As deformagoes homogéneas (macroscépicas) Eeo¢ 880 impostas no EVR, em termos dos

deslocamentos na sua fronteira OV':
Ve € OV 1 &(x) = Ecory - @ (4.3)

Como uma consequéncia, as resultantes microdeformacoes e(x) compativeis cinematica-
mente no EVR com volume V), completam a condi¢ao da média:

1
Ecort - <€>cort T /st - fbmebm + fvassvas (44)

Vi
Vi
relacionando a micro com a macrodeformacao. Analogamente, as tensoes (macroscépicas)
homogeneizadas ¥ sao definidas como média espacial, dentro do EVR, das microtensoes
o(x).
1
Z:cort == <a'>cort = 7 odV = fbma-bm + fvaso-vas (45)
o
v,
As tensoes e deformagdes (macroscopicas) homogeneizadas, 3oy € Eeor, $20 relacionadas
pelo tensor de rigidez (macroscépico) homogeneizado,

Ecort - Chom : Ecort (46)

cort

que precisa ser relacionado com as constantes de rigidez, os formatos e o arranjo espacial
dos Canais Haversianos e da matriz éssea extravascular. A deformacao da matriz dssea

extravascular pode ser escrita em funcao da deformacao do osso cortical:
est .
€bm == Abm . ECOI‘t (47)

Podemos identificar a relacao entre os tensores de rigidez das fases C, e a rigidez homoge-
neizada global C do EVR como:

Chom = frCy : A (4.8)

Os tensores de concentracao A, podem ser adequadamente estimados por meio do pro-

blema de matriz-inclusdo de Eshelby (1957), de acordo com Zaoui (2002), Benveniste
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(1987) em termos do esquema de Mori-Tanaka (MORI; TANAKA, 1973).
) -1
At = [I4+PP™: (c, — Cpm)] {Z fo[l+PP™: (¢, — cbm)]‘l} (4.9)

O tensor de Hill de quarta ordem PP™ representa o formato da fase 7, considerada como
uma inclusao elipsoidal incorporada na matriz de rigidez Cy,. Para matrizes isotropicas
(que serdo consideradas nesse trabalho), PP™ ¢ escrito por meio do tensor de Eshelby
(ESHELBY, 1957). Para maiores detalhes no tensor de Hill, ver Fritsch et al. (2006).

4.3 Densidade de energia de deformacao na microescala

A densidade de energia de microdeformacao para um material eldstico isotropico sujeito

a um estado de tensoes arbitrario pode ser escrita, em notacao indicial, como:

w = §€ijcijkl€kl (410)
1
w = 557;]'07;]' (411)

Em notagao compacta (produto escalar entre tensores de 2% ordem):

1
w=-0-¢€ (4.12)
2
Em notagao matricial:
1 €xz Ezy Ezz Ozz Ozy Ogzz
W= 5| % S Cyz | | Tuy Tyy Oy (4.13)
€xz Eyz Ezz Ozz Oyz Oz
= 3 (€22020 + 2€0y0uy + EyyOyy + 26420y, + €220, + 2€4,04) (4.14)
1
- 5 (5xw0xm + EyyOTyy + gzzo-zz) + (gxyo-xy + Eyz0yz + 5:rz0-mz) (415)

Para o estado plano de tensoes (0., = 0, = 0,, = 0), temos que:

1
w = 3 (€22022 + EyyOyy) + ExyOuy (4.16)

4.4 Relagao entre a densidade aparente e o médulo de elasticidade

A cada iteracao didria a fracao de volume da matriz dssea é alterada e o processo de

homogeneizacao gera um novo tensor constitutivo ortotropico. A partir desse novo tensor
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é possivel estimar um moédulo de elasticidade isotrépico médio E e calcular a densidade

aparente na macroescala p com base nas fragoes de volume do EVR.

Sem o ferramental da micromecanica do continuo sé é possivel relacionar densidade e
modulo de elasticidade por meio de relagoes empiricas. A Equacao 4.17 descreve a relagao
entre a densidade aparente dssea e o médulo de elasticidade (CARTER; HAYES, 1977).

E = 3790p° (4.17)

Na Equacao 4.17 o médulo de elasticidade E é dado em MPa e a densidade aparente p é
dada em g/cm3. Para evitar problemas de remodelamento excessivo foram estabelecidos

limites méximo e minimo para a densidade, que sao pyin = 0.2 g/ em?® € poax = 2.0 g / cm?.
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5 Materiais e Métodos

Este capitulo aborda uma breve descricao dos métodos numéricos utilizados nas simulagoes
computacionais e a listagem dos programas de computador e da configuragao da maquina

utilizados.

O c6digo do programa principal, intitulado Remold 2D 3.0, foi programado no Matlab®
(MATLAB, 2010), versao 7.10. Foi utilizado um computador com processador Intel(R)
Core(TM) i7-2600K, CPU @ 3.40 GHz 3.70 GHz. A quantidade de meméria (RAM)

instalada foi de 32 GB no sistema operacional Windows 7 Professional de 64 bits.
5.1 Algoritmo do cédigo desenvolvido

O algoritmo do codigo Remold 2D 3.0 desenvolvido é exposto na forma de um diagrama
na Figura 5.1. Ele representa o acoplamento de um modelo micromecanico com o modelo
bioldgico de interacao celular. A discretizacao espacial das geometrias é realizada pelo Mé-
todo dos Elementos Finitos e a evolugao temporal das variaveis biologicas e da densidade
Ossea é resolvida pelo método de Runge-Kutta. A simulacao é dividida em trés etapas:

pré-processamento, processamento e pds-processamento.
5.1.1 Pré-Processamento

No pré-processamento sao definidas as caracteristicas globais da andlise como, por exem-
plo, o niimero de ciclos de carga, a malha de elementos finitos e o nimero de pontos de
gauss. Em todas as andlises foram adotados elementos planos triangulares com 6 pontos
de gauss em estado plano de tensoes. As malhas de elementos finitos foram geradas no

programa de computador Ansys® (ANSYS, 2000) e importadas no Matlab.

Em seguida sao definidas as propriedades macroscépicas dos materiais, essencialmente: o

moédulo de elasticidade e o coeficiente de poisson.

Ainda no pré-processamento é realizada a leitura de trés arquivos de entrada. O primeiro
arquivo contém as coordenadas dos nés; o segundo, a conectividade dos elementos da
malha de elementos finitos, e o terceiro contém todos os nés do contorno que sofrem a

aplicacao de forgas (Neumann) e deslocamento nulo (Dirichlet).
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Algoritmo do cédigo Remold 2D 3.0

pré-processamento microSED

e e e e e e e e o T L T T e e — -

' > definicdo das propriedades globais da analise

= mi SED(E
- n? de ciclos de carga w = microSED(E, fim)

- n2 de pontos de gauss no elemento plano triangular
- estado plano de deformacgdes ou de tensoes

> definicdo das propriedades macroscépicas dos materiais )
. - fase 2: matriz dssea
- médulo de young

- coeficiente de poisson . .
> determina tensores da microescala

> leitura dos arquivos de entrada:
- tensor de Eshelby

- B coordenadas dos nés . tensor de Hill

- El conectividade dos elementos

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
: - tensor de Concentragao
|

- B nés com condigio de contorno (Dirichlet e Neumann)

> regra de homogeneizagao

- determina tensor constitutivo Cho™
> regra de localizagao

| -~ . e s e »
| b geracdo de matrizes e vetores iniciais: - determina € e o (microescala)

- matriz das coordenadas dos elementos

- matrizes de rigidez elementares . determina w — %o’ e
- alocacdo das matrizes elementares na matriz global [K]
- matriz das condi¢bes de contorno (deslocamento) [bc]
- vetor forga global [£]

> resolve o sistema de equacdes do equilibrio entradas: CoB,, CoBgs COCq s fom, W

- [al=solveq(X,f,bc) (problema eldstico inicial)

- vetor com a solugdo dos deslocamentos [a]

|
|
|
|
|
: > define parametros do modelo
| . wrl wl w2 w3 w4
| €bm’ fbm’ fbm’ fbm’ fbm
|
> geragao de matrizes e vetores elementares t
- alocacdo das matrizes elementares na matriz global
> resolve o sistema de equagdes do equilibrio
- determina deslocamento, deformagao e tensao nodais Cchom _ 11 croHOOKE( fim )
> determina energia de micro-deformagao: microSED
> atualiza modelo de dinamica celular: interact0Bx0C fracdes de volume fuas € fom

> atualiza tensores constitutivos: microHOOKE > determina tensores da microescala
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. |
> escreve resultados em arquivos E| I
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|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
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|
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|
|
|
| , o~ .
i D> célculo das condigGes de contorno para o ciclo
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
I

- tensor de Hill

- tensor de Concentragao

> geragao de figuras

!

|

|

|

|

|

|

|

: - tensor de Eshelby
!

!

|

|

1 > regra de homogeneizagao
|

|

> resultados em formato VTK (Visualization Toolkit) - determina tensor constitutivo C**™

- cédigos de pés-processamento em Python

Figura 5.1 - Algoritmo do c6digo REMOLD 2D 3.0

5.1.2 Processamento

> atualiza propriedades das fases na microescala
- fase 1: canais haversianos ou espagos intertrabeculares

fragao de volume fyas € tensor constitutivo Cyas

fragao de volume fpy, e tensor constitutivo Cppm,

> calculo da densidade de energia de deformagao

r
atualiza as varidveis COBP7COBQ7 Coc, € fom

> define passo de tempo h e nimero de iteracbes N

> executa o lago do Método Runge-Kutta de 4% ordem

{ calcula o novo tensor constitutivo homogeneizado

> atualiza propriedades das fases na microescala

Na etapa do processamento sao realizados todos os calculos do modelo. A aplicagao nu-

mérica consiste em uma andlise bidimensional transiente da variacao das propriedades

constitutivas dsseas em ciclos de carga que representam ciclos de remodelamento dsseo.

Em cada ciclo de carga é realizada uma anélise estrutural estdtica em conjunto com a
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solugao da evolucao temporal do modelo acoplado de equacoes diferenciais da dinamica

celular.

Durante o ciclo inicial é realizada uma analise mecanica puramente elastica. Nessa primeira
analise sao geradas as matrizes de rigidez elementares, essas sao alocadas na matriz de
rigidez global e sao criados os vetores de forca e de condicoes de contorno de deslocamento
nulo. O sistema de equagoes algébricas é resolvido e sao obtidos os deslocamentos nodais,

procedimento que sera realizado em cada ciclo de carga subsequente.

Em cada ciclo de remodelamento sdo obtidos os resultados mecanicos (deslocamentos,
deformagoes e tensoes) nos ponto de gauss e sdo chamadas trés fungdes: microSED, inte-

ract0Bx0C e microHOOKE, que sao ilustradas na Figura 5.1 e detalhadas a seguir.
5.1.2.1 Funcao microSED

O objetivo da funcao microSED é calcular a densidade de energia de microdeformagao por
elemento finito. As entradas da funcao sao o vetor com as deformacoes na macroescala E e
a fracao de volume da matriz éssea fi,,, em todos os seis ponto de gauss de cada elemento.
A funca@o contém a definicao dos tensores constitutivos das duas fases da microescala. A
fase 1 consiste nos canais haversianos (osso cortical) ou espagos intertrabeculares (osso

trabecular) e a fase 2 representa a matriz dssea (osso cortical ou trabecular).

Inicialmente a funcao atualiza as fracoes de volume e em seguida calcula os tensores de
Eshelby, de Hill e de Concentracao. Utilizando a regra de homogeneizagao calcula o novo
tensor constitutivo homogeneizado. Com a regra de localizacao sao obtidas as deformacoes
e tensoes na microescala. Por fim, a densidade de energia de microdeformacao é calculada

nos 6 pontos de gauss e em seguida é realizada a média no elemento.
5.1.2.2 Funcao interact0Bx0C

O objetivo da funcao interact0Bx0C é calcular a nova fracao de volume de matriz dssea
por elemento de acordo com o modelo de interacao entre osteoblastos e osteoclastos. As
entradas dos modelo sao as concentracoes de pré-osteoblastos, osteoblastos, osteoclastos,
a densidade de energia de microdeformacao e a fracao de volume de matriz dssea. As
saidas da funcao sao as novas concentracoes dos trés tipos celulares e a nova fracao de

volume de matriz dssea.

O método iterativo explicito de Runge-Kutta de quarta ordem foi utilizado para a resolu-
¢ao numérica (aproximagao) do sistema de equagoes diferenciais ordindrias acopladas que

regem a dinamica das células dsseas. O problema de valor inicial estudado (Equagoes 3.2,
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3.3 e 3.4) pode ser reescrito na seguinte forma:

dCog, (1)

TR f1(Cog,, Cog,, Coc,), Cog, (0) = Cop, (5.1)
dC t
Conl) _ 1(Con,. Con.,Coc).  Con,(0) = Ch, 52
dC, t
%() = f3(Cos,, Cos,. Coc, ) Coc, (0) = Cd¢, (5.3)

Nas Equacoes 5.1, 5.2 e 5.3 as fungoes fi, fo e f3 se referem ao caso mais geral dos lados
direitos das Equacgoes 3.2, 3.3 e 3.4, caso em que pode ocorrer interdependéncia entre

todas as variaveis representando as concentragoes celulares.

As férmulas de Runge-Kutta envolvem uma média ponderada de valores de
f1(Cog,, Cog,,Coc,), f2(Cos,,Cog,,Coc,) € f3(Cos,,Con,; Coc,) em pontos diferen-
tes no intervalo t" < t < t"*1. Essas férmulas iterativas sao apresentadas nas Equacoes
5.4, 5.5 e 5.6. A notacao utilizada no presente trabalho emprega o sobrescrito como o

identificador da iteracao n.

h
Cot, = Com, + ¢ (K + 2k3 + 2k5 + ki) (5.4)
n+1 n h n n n n
Cos, = Cog, + 6(11 + 205 + 2[5 + 1) (5.5)
n+1 n h’ n n n n
Coc, = Coc, T g(ml + 2my + 2mf§ + my) (5.6)

sendo h o incremento de tempo.

n n
ivlz‘

As expressoes para os coeficientes k e m; foram derivadas das expressoes encontradas
no livro Boyce e DiPrima (1986). Os coeficientes k™ em cada iteracao sao dados pelas

expressoes:
K =1(Cls, . O, Cic,)
h h h
K =f1(CBp, + ki, Clp, + 15, Ce, +mi5)
h h h (5:7)
K =£1(Cla, + k35, Cop, + 135 Clc, +mi3)

ki =h(Cop, + k3h, Cp, + I5h, Coe, +mzh)
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os coeficientes [™ sdo:

l? :fQ(Cng7 CgBa7 CgC,l)

ly =12(Cop, + ki 5 Cop, + 11 §’COCG +my 5)
h h WP
ly =f2(Cdp, + ks - OOB ‘Hga’cgca +m 2)

ZZ —fQ(OOB + knh OOB +lnh COC _’_mgh)
e os coeficientes m™ sdo:

my =f3(Cog,, Cop,: Coc,)
my =[f3(Cop, + ki §>OOBu + 0 5 Coc, +mi 5)
my =[3(Cop, + ks §>OOBa + 15 5 Coc, + m2§)

my =f3(Cop, + kzh, Cop, +I3h, Coc, + mish)

(5.8)

(5.9)

As somas (kY + 2kL + 2k5 + k7)/6, (I7 + 215 + 215 +1})/6 e (m} + 2mb + 2m% + m})/6

podem ser interpretadas como coeficientes angulares médios para a aproximacao, passo a

passo.

O algoritmo do método ¢ ilustrado na Tabela 5.1.

Tabela 5.1 - Algoritmo do Método de Runge-Kutta

Passo 1. Defina fi(Cog,, Cos,,Coc,), f2(Cos,,Cos,,Coc,) ¢ f3(Cos,, Cos,, Coc,)

Passo 2. Insira os valores iniciais ¢°, CgB , C(O)B e C’gc
D a a
Passo 3. Insira o tamanho do passo h e o ntimero de passos N
Passo 4. Escreva t°, C'(O)Bp, C?)Ba e C'(O)Ca
Passo 5. Para i de 0 até N Calcule
Passo 6. kT, [}, m}
k3, 15, ms
kg, 13, m3
ki, Uf, my
Cot = Cop, + B (KT + 2K + 2k + K])
Cotl =Cog, + &Iy + 215 + 215 +17)
C5&s = Coe, + ¢ (mf +2mg + 2mj +m})

t=t+h
+1 +1 +1
Passo 7. Escreva t, C’SB , Cog, € Coc,

Passo 8. Fim
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A Equacgao 3.5 pode ser resolvida numericamente de forma desacoplada das equagoes de
concentracao celular. O Método de Euler explicito é utilizado para calcular a fragao de

volume da matriz dssea:

b = Jom  (Frorm OO, — kresCoE, ) B (5.10)

5.1.2.3 Funcgao microHOOKE

A func¢ao microHOOKE tem como finalidade determinar o novo tensor constitutivo homo-
geneizado. A entrada da funcao é a nova fracao de volume ésseo e a saida é o tensor
constitutivo. O passo a passo do codigo é igual ao inicio do algoritmo da fungao micro-
SED, a diferenca é que a fragao de volume dsseo esta atualizada pelo modelo de populagoes

celulares.
5.1.3 Pébs-Processamento

A dltima etapa do cédigo desenvolvido tem como foco a geracao dos resultados a partir
dos arquivos, vetores e matrizes gerados no processamento. As figuras sao geradas em
duas plataformas: o Matlab e o software livre Paraview® (PARAVIEW, 2013). Rotinas em
Python foram desenvolvidas para adaptar as saidas do Matlab em arquivos de visualizagao

na linguagem VTK (Visualization Toolkit), os quais servem de entrada para o Paraview.
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6 Resultados

O Capitulo dos resultados esté organizado em duas secoes, a primeira apresenta os resul-
tados da dinamica de interacao celular na microescala e a segunda ilustra os resultados da
aplicagao do modelo multiescala. O modelo da primeira se¢ao esté inserido na formulacao

de cada elemento finito dos exemplos da segunda secao.
6.1 Exemplos do modelo microescala

A seguir sao apresentados os resultados do modelo de interacao celular (Equagoes 3.2, 3.3,
3.4 e 3.5) para diferentes estimulos micromecanicos e variagoes de parametros biolégicos.
O algoritmo de resolucao do sistema de equacoes por meio do método de Runge Kutta de

quarta ordem esta descrito no Capitulo 5, se¢ao 5.1.

Para ilustrar a resposta do modelo na microescala foi adotado o incremento temporal
h = 0.1 dia e 800 iteragoes, totalizando 80 dias de simulacao da evolugao das concentragoes
celulares. O tempo computacional de execucao de uma simulacao desse tipo é de 4.27
segundos, sendo que o processamento do método numérico demora 0.019 segundos e a

geracao da imagem demora 4.251 segundos.

A Tabela 6.1 ilustra os valores iniciais das populacoes celulares e da fracao de volume
6sseo utilizados em todas as simulacoes. Nos graficos da evolucao das concentragoes das
células a seguir, a populagao de osteoclastos ativos esta representada em linha pontilhada
vermelha, a populagao de osteoblastos ativos esta representada em linha tracejada verde e

a populacao de pré-osteoblastos esta representada pela linha pontilhada e tracejada azul.

Tabela 6.1 - Condigoes iniciais do modelo de dinamica celular.

Parametro Simbolo Valor

concentracao de pré-osteoblastos  Cop, 7.682 x 107° pM
concentracao de osteoblastos Con, 1.081 x 10~ pM
concentracao de osteoclastos Coc, 1.799 x 10~4 pM

fracao de volume Gsseo Sfom 0.5%

A Tabela 6.2 apresenta as “janelas” de densidade de energia de derformacao na microescala
para as simulagoes a seguir. A Figura 6.1 ilustra a resposta do modelo para uma densidade
de energia de deformagao na microescala (DED da matriz dssea) dentro da zona morta,

ou seja, Wil < wg, < wi

€bm’

ver Figura 3.9.
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Figura 6.1 - Evolucao temporal das concentragoes de células e da fragao de volume ésseo para a

DED da matriz 6ssea na zona morta (we, = 3.0 x 10? Pa).

Tabela 6.2 - Valores de densidade de energia de derformacao na microescala do modelo celular.

Simbolo Valor Unidade Descricao

wéim 2.0 x 10> Pa DED da matriz éssea inferior

wgim 1.0 x 1019 Pa DED da matriz 6ssea superior

wg)m 9.8 x 10° Pa DED da matriz 6ssea no inicio da fase de formacao
wgm 7.0 x 10"  Pa DED da matriz éssea maxima 1 da fase de formacao
w?m 1.2x 10 Pa DED da matriz 6ssea maxima 2 fase de formagao
wgfbm 1.0 x 10'%  Pa DED da matriz 6ssea no final da fase de formacao

Para analisar o comportamento do modelo em varias situacoes de estimulos mecanicos e

bioldgicos, foi escolhido o periodo do dia 5 ao dia 50 para alteragao de parametros. Na

Figura 6.2 temos a influéncia de uma energia de deformagao baixa (desuso) entre os dias

5 e 50 de simulagao. Matematicamente pode-se escrever a seguinte alteracao do DED:

3.0 x 10% Pa se
1.8 x 102 Pa se

webm =

93

dia < 5 ou dia > 50
5 < dia < 50

(6.1)
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Figura 6.2 - Evolugao temporal das concentragoes de células e da fragao de volume ésseo para a
DED da matriz 6ssea na zona de reabsorcgao.

A Figura 6.3 ilustra uma DED da matriz dssea na zona de formacao (ver Figura 3.9), ou
seja:

3.0 x 10> Pa se dia < 5 ou dia > 50
We,, = (6.2)
70x 10" Pa se b5 < dia < 50
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Figura 6.3 - Evolugao temporal das concentracoes de células e da fracao de volume 4sseo para a
DED da matriz éssea na zona de formagao.

A Figura 6.4 ilustra uma DED da matriz dssea alta na zona de reabsorgao (ver Figura
3.9), ou seja:
3.0 x 10> Pa se dia <5 ou dia > 50

wsbm = (63)
1.0 x 10" Pa se 5 < dia < 50

Os resultados das Figuras 6.1, 6.2, 6.3 e 6.4 ilustram, respectivamente, a nao alteracao da

fom, a reducao da fy,, o aumento da fi,, e a reducao da fi,.
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Figura 6.4 - Evolucao temporal das concentracoes de células e da fracao de volume dsseo para a
DED da matriz 6ssea na zona de reabsorcgao.

As Figuras 6.5 e 6.6 mostram a resposta do modelo para variagoes na taxa de produgao
de OPG entre os dias 5 e 50. No presente trabalho foi considerado que a taxa de producao

de OPG por osteoblastos ativos é igual a taxa de producao dos pré-osteoblastos.

A taxa normal de producao de OPG por essas células é Bopc = Piopc = Beorc =
1.625 x 108 pM dia™!). Na simulacao da Figura 6.5 foi adotado Sopg = 1.625 x 107 entre
os dias 5 e 50 e na simulacao da Figura 6.6 foi adotado Bopg = 1.625 x 10° entre os dias
5 e 50.
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Figura 6.5 - Evolucao temporal das concentracoes de células e da fragao de volume ésseo para
uma reducao na taxa de producao de OPG.

o7



Capitulo 6 - Resultados

Concentragéao de células [pM]
T T T T T

OBa
““““““““““ OCa

0.0001 -

Concentragéo de células [pM]

0 | | | | 1 1 |
0 10 20 30 40 50 60 70 80
tempo [dias]
Fragdo de Volume 6sseo (%)
0.55 T T T T
_ fom (%)
X
[=]
@
0
1]
o
[
£
=}
S 0.5
[0}
e
(=]
G
On
©
('
0.45 | | | | | | |
0 10 20 30 40 50 60 70 80

tempo [dias]

Figura 6.6 - Evolucao temporal das concentragoes de células e da fragao de volume désseo para
um aumento na taxa de producao de OPG.
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A fracao de volume ésseo teve uma reducao no caso da Figura 6.5 e um aumento no caso
da Figura 6.6.

6.2 Exemplos da modelagem multiescala

Os modelos numérico-computacionais apresentados a seguir consistem de uma anélise
multiescala transiente da variacao das propriedades constitutivas do tecido ésseo nas ge-
ometrias bidimensionais: do fémur humano, do osso cortical ao redor do incisivo frontal

humano e do osso cortical ao redor de um implante dentario.
6.2.1 Aplicacao 1: modelo bidimensional de um fémur humano

A primeira aplicagdo consiste no estudo do remodelamento ésseo nos ossos cortical e
trabecular durante a aplicacao de forcas que representam o caminhar humano sobre o

femur.

O modelo geométrico da regiao proximal do fémur foi obtida a partir do modelo Standar-
dized Femur solid model pertencente ao repositério BEL (Biomechanics European Labo-
ratory) (VICECONTI et al., 1996). A adaptagao para a andlise bidimensional foi realizada

na secao no plano frontal na parte central do fémur, conforme mostra a Figura 6.7.

238.17 mm

33.22 mm

Figura 6.7 - Modelo bidimensional do fémur humano. A - Dimensées e condigoes de contorno do
modelo: vetores das forgas aplicadas e restricbes do movimento nas direcoes x e y
na base. B - Malha de Elementos Finitos com elementos triangulares.
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A malha de elementos finitos possui 5.414 elementos triangulares (com fungoes de interpo-
lagao quadraticas) e 11.137 nds, e as dimensoes do problema sao ilustradas na Figura 6.7.
A Tabela 6.3 apresenta os valores da magnitude e diregao das forcas aplicadas no modelo,
enquanto a Tabela 6.4 mostra as propridades constitutivas na macroescala (os valores ini-
ciais do médulo de young e coeficiente de poisson) para o fémur, sem diferenciagao entre

a regiao cortical e trabecular.

Tabela 6.3 - Forgas aplicadas no modelo do fémur

Parametro Simbolo Valor
forga de compressao Fy, 2317 N
angulo da forca de compressao ¢y 24°
forca de tracao F, 702 N
angulo da forga de tracgao Va 28°

Tabela 6.4 - Propriedades constitutivas iniciais na macroescala do fémur, sem diferenciagao entre
a regiao cortical e trabecular.

Parametro Simbolo Valor
moédulo de elasticidade  FEramur 1.37 GPa
coeficiente de poisson Vfemur 0.3

-0.02-0.01 0 0.01 0.02

Deformagdes na diregao X Deformagdes na diregao Y Deformagdes cisalhantes XY

Figura 6.8 - Distribuicao de deformagoes nas diregoes x, y e zy para o fémur
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-40  -20 0 20 40

.

Tensoes na diregdo X [MPa] Tensodes na diregéo Y [MPa] Tensdes cisalhantes XY [MPa]

-100 -50 0 50 100

Figura 6.9 - Distribuigdo de tensoes nas diregoes x, y e xy para o féemur

A 0 50 100 B -100  -50 0

tensdes principais maximas [MPa]  tensdes principais minimas [MPa]

022 022
0.2 0.2
0.18 0.18
0.16 0.16
0.14 0.14
E o1 E o1
= BN
0.1 0.1
0.08 0.08
0.06 0.06
0.04 0.04
0.02 0.02
0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14
x [m] x [m]

Figura 6.10 - Distribuicao de tensoes principais para o fémur no dia 1. A - Tensbes principais
maximas. B - Tensoes principais minimas.
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Densidade de Energia de Micro-deformacgéao [Pa]

Figura 6.11 - Distribuicao da densidade de energia de microdeformagao no dia 1 para o fémur

Dia: 100 400

[rrrr

Densidade Aparente g/cm

Valor Maximo: 1.5071458 g/cm’
Valor Minimo : 1.2465415 g/cm

124 128 132 136 142 144 148 1.50

Figura 6.12 - Distribuicao da densidade aparente do dia 100 ao dia 500 para o fémur
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Dia: 600 700 800 900

Densidade Aparente g/cm3

Valor Maximo: 1.5071458 g/cm3
124 128 132 1.36 142 144 148 150  \gior Minimo : 1.2465415 glcm’

Figura 6.13 - Distribuicao da densidade aparente do dia 500 ao dia 1000 para o fémur

6.2.2 Aplicagcao 2: Movimento Ortodontico

A segunda aplicacao multiescala consiste no estudo do remodelamento dsseo no osso cor-
tical ao redor do incisivo frontal durante a aplicacao de for¢as do movimento ortodontico.
O modelo bidimensional representa um corte no sentido vestibulo-lingual na se¢ao média
do incisivo central. Por esse motivo, foi omitida a visualizacao do bracket ortodontico,

onde geralmente ocorre a aplicacao das forcas.

O modelo geométrico utilizado nesta segunda aplicacao foi digitalizado no software Au-
tocad a partir de uma radiografia dos incisivos frontais (Figura 6.14) gentilmente cedida

pela dentista Erica Lopes Ferreira.
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Figura 6.14 - Radiografia dos incisivos frontais

Foram modelados os seguintes materiais na representacao geométrica: ossos cortical e
trabecular, ligamento periodontal, dentina, polpa e esmalte dentario, conforme mostra a
Figura 6.15.

[ Osso Cortical

[ Osso Trabecular

[ Ligamento Periodontal
[ Dentina

Bl Polpa

[ Esmalte

Figura 6.15 - Diferentes materiais considerados no modelo bidimensional do incisivo frontal hu-
mano.

A malha de elementos finitos do modelo do incisivo frontal possui 9.975 elementos trian-

gulares com funcoes de interpolagao quadraticas, contabilizando ao todo 20.268 nds. A

64



Capitulo 6 - Resultados

malha e as dimensoes do problema sao ilustradas na Figura 6.16.

35.8 mm

32.0 mm

Figura 6.16 - Modelo bidimensional do incisivo frontal humano. A imagem ilustra a Malha de
Elementos Finitos com elementos triangulares, as dimensoes e as condicoes de
contorno do modelo.

A forga aplicada no modelo do incisivo frontal tem moédulo de F,; = 2.0 Newtons e diregao
horizontal, como mostra a Figura 6.16. Na mesma figura é possivel visualizar a restrigao
ao movimento das direcoes = e y dos ndés do contorno do osso trabecular. A Tabela
6.5 apresenta o valor das constantes constitutivas usadas na modelagem do inicio da

movimentagao ortodontica.

Tabela 6.5 - Propriedades constitutivas iniciais na macroescala do modelo do incisivo frontal.

Material Moédulo de Young Coeficiente de Poisson
0sso trabecular 1.37 GPa 0.30
osso cortical 13.7 GPa 0.30
ligamento periodontal 18.6 GPa 0.30
dentina 0.68 MPa 0.31
polpa 1.37 GPa 0.30
esmalte 20.0 GPa 0.49

O estimulo mecanico do modelo ¢ ilustrado na Figura 6.17.
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A 100 200 300 400 500 B o 10 20 30 40 50 C o 10 20 30 40
Micro SED [Pa] Micro SED na Compressdo [Pa] Micro SED na Tragdo [Pa]

y[m]
y[m]
y[m]

-5 0 5 10 15 20

5 10 15 20
X [m] x10 X [m] x10 x [m] x10

N -5 0 5 10 15 20

3

Figura 6.17 - Densidade de energia de deformagao na microescala: A - em todo o modelo, B -
no osso cortical (compressao), C - no osso cortical (tragao).

As Figuras 6.18 e 6.19 apresentam a evolucao da distribuicao da fracao de volume no osso
trabecular nas semanas 1, 2, 3 e 4. Foi considerado que o osso cortical tinha fracao de
volume da matriz éssea inicial de 0.5 %. Os outros materiais estao representados com a
cor referente a fragao de volume da matriz 6ssea inicial de 0.5 % apesar de nao terem sido

modelados com a teoria da micromecanica do continuo.

0.4985 0.499 0.4995

0.4965 0.497 0.4975 0.498 0.4985 0.499 0.4995 0.5 0.5005

Fragdo de Volume Osseo [%] Fragdio de Volume Osseo [%]

¥ [m]

Figura 6.18 - Evolucao da distribuigao da fracao de volume no osso trabecular nas duas primeiras
iteracoes.
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Figura 6.19 - Evolucao da distribuicao da fragdo de volume no osso trabecular nas iteragoes trés

e quatro.

Os parametros do modelo do movimento ortodontico para a mecanorregulacao do estimulo

la sao diferentes dos apresentados no Capitulo 3 e sao apresentados na Tabela

na microesca.

6.6. Dependendo do estado de tensoes na microescala, o modelo responde de maneiras

diferentes, os subindices ¢ e t representam os parametros para o estado de compressao ou

, adota-se um

ja positivo

0es Sej

te de tens

11me1ro 1mvarialn

tracao, respectivamente. Caso o pr

a0.

se um estado de compress

, tem-

1VOo

iante for negat

S€ O Imesmo 1nvar

I

3

estado de tracao
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Tabela 6.6 - Parametros da mecanorregulacao do estimulo micromecanico no modelo do movi-
mento ortodontico

Simbolo Valor Unidade Descricao

ey o 1.5 x 100 — valor de equilibrio (estado estaciondrio) para II,,
1z 1.0 x 100 — méx. da funcao de mecanorregulacao anabdlica

A1 20x 107 - inclinacao 1 da reta de formacao

A2 1.0 x 1016 — inclinacao 2 da reta de formacao

K1 1.0 x 10° — inclinacao 1 da reta de reabsorcao

K2 1.0 x 10! — inclinagao 2 da reta de reabsorcao

wit 1.0x 1071 Pa DED da matriz éssea inferior

wgz’bm 1.0x 1073 Pa DED da matriz dssea superior

wg,bm 1.0 x 1075 Pa DED da matriz éssea no inicio da fase de formagao
wf_?c,bm 1.0x10™° Pa DED da matriz 6ssea no inicio da formacao maxima
wgbm 1.0 x107* Pa DED da matriz éssea no final da formacao maxima
wg’bm 1.0x 1073  Pa DED da matriz dssea no final da fase de formacao
wgybm 1.0x 1078 Pa DED da matriz éssea inferior

wgzbm 1.0 x 107 Pa DED da matriz éssea superior

wg’bm 2.0 x 10° Pa DED da matriz dssea no inicio da fase de formacao
wgybm 2.0 x 103 Pa DED da matriz éssea no inicio da formagao maxima
wg”bm 1.0 x 108 Pa DED da matriz 6ssea no final da formagao maxima
w 1.0 x 107 Pa DED da matriz dssea no final da fase de formacao

Legenda: ¥ Parametros do modelo de Scheiner et al. (2012).

6.2.3 Aplicacao 3: Remodelamento peri-implantar

A terceira aplicagdo multiescala consiste no estudo do remodelamento 6sseo peri-implantar

no osso cortical durante a aplicagao de forcas odontoldgicas de intrusao.

O modelo geométrico do implante dentario foi gentilmente cedido pelo dentista e professor
Bruno Sotto Maior da Universidade Federal de Juiz de Fora, Departamento de Odontologia

Restauradora.

A malha de elementos finitos do modelo do incisivo frontal possui 14.181 elementos e
28.721 nés. Os elementos sao triangulares com fungoes de interpolacao quadraticas e cada
elemento possui 6 nés e 6 pontos de gauss. A malha, as dimensoes e as condicoes de

contorno do problema sao ilustradas na Figura 6.16.
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24.05 mm
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Figura 6.20 - Malha de elementos finitos, dimensoes e condigbes de contorno do modelo bidi-
mensional de um implante dentéario.

A Figura 6.21 mostra os diferentes materiais considerados na analise e a Tabela 6.7 apre-

senta suas propriedades constitutivas.

\ﬁ B Osso trabecular
\ ] Osso cortical

) B implante
/

[T Componente protético 1
] Componente protético 2
[ Coping (zirconia)

O Porcelana feldspatica

Figura 6.21 - Diferentes materiais do modelo bidimensional de um implante dentario.
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Tabela 6.7 - Propriedades constitutivas iniciais na macroescala do modelo do implante dentério.

Material Moédulo de Young Coeficiente de Poisson
osso trabecular 1.148 GPa 0.26
0sso cortical 14.95 GPa 0.3
implante 110.0 GPa 0.35
componente protético 110.0 GPa 0.35
coping (zirconia) 205.0 GPa 0.22
porcelana feldspéatica 70.0 GPa 0.19

A Tabela 6.8 apresenta os parametros do modelo para a mecanorregulacao do estimulo

0sseo no estudo do remodelamento peri-implantar.

Tabela 6.8 - Parametros do modelo para a mecanorregulagao do estimulo 6sseo no modelo do

implante
Simbolo Valor Unidade Descricao
IL,, . .. 10.5 x 100 — valor de equilibrio (estado estaciondrio) para Il
Hgfﬂ’é 1.0x100 — méax. da funcao de mecanorregulacao anabdlica
Al 2.0x107* — inclinacao 1 da reta de formacao
A2 1.0 x 1016 — inclinacao 2 da reta de formacao
K1 1.0 x 103 — inclinacao 1 da reta de reabsorcao
Ko 1.0 x 10! — inclinacao 2 da reta de reabsorcao
wgim 1.0 x 1078 Pa DED da matriz 6ssea inferior
w}fbm 1.0 x 10*  Pa DED da matriz 6ssea superior
ngm 1.0x 1072 Pa DED da matriz dssea no inicio da fase de formacao
wgm 1.0x 107! Pa DED da matriz éssea (valor maximo 1)
w?m 1.0 x 10°  Pa DED da matriz déssea (valor maximo 2)
wgbm 1.0 x 10*  Pa DED da matriz dssea no final da fase de formagao

Legenda: ¥ Parametros do modelo de Scheiner et al. (2012).

As Figuras 6.22, 6.23, 6.24 e 6.25 ilustram a evolucao da fragao de volume no osso trabe-

cular nas doze primeiras iteragoes de remodelamento.
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04999 05 05 05001 05001 0.5002 05002 0.5003 0.5003 0.5004 04999 05 0.5 05001 0.5001 05002 0.5002 0.5003 0.5003 0.5004 0.5004 05 05001 05002 0.5003 05004 0.5005
Fragdo de Volume Osseo %] Fragdo de Volume Osseo [%] Fragdo de Volume Osseo (%]

¥ [m]
¥ [m]

x[m] *[m] x[m]

Figura 6.25 - Evolucao da fragao de volume no osso cortical da iteracao dez até a iteragao doze.
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7 Discussao

A organizacao da discussao seguiu a ordem de apresentacao dos resultados. A primeira
secao aborda a discussao sobre o modelo celular e a secao subsequente trata de aspectos

relacionados as aplicacoes dos modelos multiescala.
7.1 Modelo microescala

Os resultados do modelo da dinamica de interacao celular mostraram a influéncia da
variacao de parametros do ambiente micromecanico no comportamento de sinalizagao e
diferenciacao celular, o que influencia diretamente a agao dos osteoclastos e osteoblastos no
remodelamento. De maneira geral, o modelo celular foi capaz de responder bem a variacao
de estimulos micromecanicos e bioquimicos. Foi possivel visualizar a sensivel variacao da
fracao de volume da matriz 6ssea em um elemento de volume representativo do tecido

0sseo.

A escolha do método de Runge-Kutta de quarta ordem mostrou-se adequada pela eficiencia
na resolucao do sistema de equagoes diferenciais ordindrias e acopladas. Esse método
classico tem um erro de truncamento da ordem de h° ou At°, ou seja, ¢ duas ordens de
grandeza mais preciso do que o método de Euler aprimorado ou o método de Heun e
trés ordens de grandeza mais preciso do que o método de Euler classico. Para a resolugao
da equacao diferencial desacoplada da fracao de volume da matriz dssea, foi utilizado o

método de Euler classico, e este nao apresentou instabilidade numérica.

A modificagao proposta para as funcoes de mecanorregulacao do modelo da dinamica de
interacao celular permitiu estender para a microescala o que os modelos de Huiskes et al.
(1987), Jacobs et al. (1997), Garcia-Aznar et al. (2005) e McNamara e Prendergast (2007)
ja faziam na macroescala. Com a nova proposi¢ao tornou-se possivel aplicar a teoria do
mecanostato de Frost no nivel celular. A abordagem da mecanossensibilidade celular apre-
sentada torna possivel realizar uma estimativa da magnitude do estimulo micromecanico

que é “sentido” pelas células embebidas na matriz dssea.

A Figura 6.1 mostra que o modelo celular permanece em equilibrio para um valor de
densidade de energia de deformagao na microescala dentro da zona morta (ZM), ou seja,
as concentracoes das células de pre-osteoblastos, osteoblastos e osteoclastos e a fracao de

volume da matriz 6ssea permanecem constantes.

Na simulacao da Figura 6.2 o valor da DEDM esta abaixo da ZM, na regiao onde ocorre
reabsor¢ao devido ao aumento da producao de RANKL pelos osteoblastos ativos (meca-

norregulagao catabdlica). A fracdo de volume da matriz éssea apresentou um decréscimo
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a partir do dia 5 até aproximadamente o dia 52. Apéds o dia 52 a fi,,, volta a crescer até

atingir um valor préoximo ao seu valor inicial no dia 80.

Na simulacao da Figura 6.3 o valor da DEDM estd acima da ZM, na regiao onde ocorre
formacao pelo aumento na taxa de proliferacdo de pré-osteoblastos (mecanorregulagao
anabdlica). A fragdo de volume da matriz 6ssea apresentou um aumento a partir do dia

10 até aproximadamente o dia 70, estabilizando na nova fragao de volume apds o dia 70.

Na simulacao da Figura 6.4 o valor da DEDM esta acima da ZM, na regiao onde ocorre
reabsor¢ao devido ao aumento da producao de RANKL pelos osteoblastos ativos (meca-
norregulagao catabdlica). A fracao de volume da matriz éssea apresentou um decréscimo
a partir do dia 5 até aproximadamente o dia 52, voltando a crescer depois desse dia e

atingindo o valor inicial por volta do dia 80.

A resposta do modelo para o aumento e a reducao da taxa de producao de OPG sao
os mesmos ja descritos pelos trabalhos de Lemaire et al. (2004), Pivonka et al. (2010) e
Scheiner et al. (2012).

7.2 Modelos multiescala

Os padroes de remodelamento calculados nos trés exemplos multiescala propostos indicam
uma previsao do aumento progressivo da densidade dssea em algumas areas e uma reducao

progressiva da densidade dssea em outras regides das geometrias.
7.2.1 Remodelamento 6sseo no fémur humano

Os resultados do remodelamento no modelo bidimensional de um fémur humano mostram
a evolucao da distribuicao da densidade aparente do dia 1 ao dia 1000 em intervalos de
100 dias. O resultado do remodelamento é avaliado de forma qualitativa, tendo como

referéncia a radiografia do fémur proximal da Figura 7.1.

Diversos pesquisadores realizaram estudos quantitativos utilizando leis fenomenolégicas
para a evolucao da densidade aparente d0ssea. A novidade deste trabalho é a adocgao ex-
plicita de um modelo para a dinamica de interagao celular que leva em consideracao
estimulos que ocorrem no nivel celular para executar o remodelamento. Os resultados
obtidos apds 1000 dias mostraram concordancia com a distribuicao de densidades encon-
trada em modelos da literatura (JACOBS, 1994), (DOBLARé; GARCIA, 2002) e (WEINANS
et al., 1992).

Apoés realizado o processo de homogeneizacao e obtido o novo tensor constitutivo foi
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estimado o médulo de elasticidade em cada elemento da malha de elementos finitos para
entao calcular a densidade aparente por meio da Equagao 4.17. A utilizagao dessa equagao
¢ uma aproximacao grosseira, uma vez que o expoente ciibico para uma densidade aparente
fornece uma aproximagao do moédulo de elasticidade muito alta, conforme discutido nos
trabalhos de Weinans et al. (1992) e Rice et al. (1988). Por esse motivo os resultados
das aplicagoes odontoldgicas da ortodontia e implantodontia nao utilizam a densidade

aparente na visualizacao dos resultados.

A escolha da densidade de energia de deformagcao na microescala (DEDM) como estimulo
para o remodelamento foi baseada no fato de que essa grandeza fisica é um escalar fisica-
mente interpretavel relacionado diretamente com a deformacao e tensao no nivel da matriz
6ssea, onde os ostedcitos estao “enterrados”. O nivel de tensao e deformacao que as células
“sentem” é estimado pelas regras de localizacao da micromecanica. Outras medidas como o
dano e o fluxo de fluidos intersticiais sao apontadas como possiveis candidatos a estimulos
micromecanicos do remodelamento, entretanto, o modelo proposto apenas considerou a
DEDM. Malone et al. (2007b) definem mecanotransdugdo como a conversao do estimulo
mecanico externo em sinais bioquimicos intracelulares. Mecanismos de mecanossensacao
do sinal das células podem depender das interagoes que ocorrem no citoesqueleto celular

como o fluxo de fluidos.

Os ostedcitos sao as células mais abundantes nos ossos, 90% a 95% de todas as células
dsseas em um esqueleto adulto (BONEWALD, 2011), e desenvolvem um papel fundamental
na sensibilidade e mecanotransdugao do sinal mecanico, todavia existem evidéncias de
que nao sao as unicas células a desempenhar o papel de sensor (MALONE et al., 2007a).
You et al. (2008) sugerem que o carregamento mecanico reduz o potencial dos ostedcitos

a induzir a formacao osteoclastica por interacao paracrina.

Os resultados apresentados nas Figuras 6.12 e 6.13 mostram a formacao da camada de
osso cortical apos 1000 iteragoes. A simulagao partiu da condigao inicial de uma densidade
aparente tnica de 1.24 g/cm?® para todo o féemur e foi considerado que a densidade aparente
do osso cortical varia entre os limiares de 1.48 e 2.4 g/cm® (MARTIN et al., 1998). A regido
em azul escuro da Figura 6.13 mostra a fina camada de osso cortical gerada pelo algoritmo.

A distribuicao de densidades apds o dia 1.000 convergiu para uma situagao de equilibrio.

Um modelo bidimensional apresenta limitagoes na representacao dos modos fisioldgicos
de carregamento do femur. A posicao, duracao e variacao dos carregamentos sao fatores
que determinam a distribuicao de densidades final. Como a intengao da modelagem foi
realizar o acoplamento entre os modelos mecanico e bioldgico, nao foram realizados estudos

mais aprofundados quanto a variagoes no carregamento mecanico. Entretanto, apesar das
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simplificagoes, o resultado se assemelha ao padrao normal de distribuicao de densidades

da regiao proximal do fémur tendo como base a Figura 7.1.

Nao foi observado o fenémeno conhecido como checker boarding, “tabuleiro de xadrez”,
caracterizado por uma instabilidade numérica descrito por Weinans et al. (1992) e Roesler
(2006). Por esse motivo nao foi inserida uma segunda malha de elementos finitos (placa
lateral) que liga o peridsteo das regices lateral e mesial do fémur, conforme procedimento

realizado pelos autores citados.

Figura 7.1 - Radiografia do fémur proximal (DOBLARé; GARCIA, 2002)

A distribuicao de tensoes principais (Figura 6.10) se assemelha aos resultados apresenta-
dos por Carter et al. (1989). Os resultados das deformagoes e tensoes, Figuras 6.8 e¢ 6.9

respectivamente, ilustram a flexao do fémur devido ao carregamento aplicado.

A Figura 6.11 ilustra a distribuicao da DEDM para o primeiro dia de simulagao. As regioes

nas bordas do modelo apresentam os maiores estimulos para o remodelamento.
7.2.2 Remodelamento no osso cortical ao redor do incisivo frontal

Os resultados do remodelamento no modelo bidimensional do movimento ortodontico de
um incisivo frontal mostram a evolugao temporal da distribuicao da fragao de volume da
matriz 6ssea ao longo de quatro iteragdes para o osso cortical. O modelo representou o

remodelamento no osso cortical ao redor do dente.

Foi necesséria a realizacao de uma extensa calibracao dos parametros da Tabela 6.6 para a
obtencao dos resultados de distribuicao da fracao de volume. As intensidades de estimulo

nas regioes de tracao e compressao nao sao as mesmas, como pode ser observado na Figura

6.17.

As Figuras 6.18 e 6.19 mostram as regioes onde a fracao de volume da matriz dssea
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diminuiu na regiao de compressao e aumentou na regiao de tragao. Esses resultados estao
de acordo com a teoria que explica a movimentacao dentaria induzida descrita por Reitan

(2007).

Nas areas da cortical proximas do contorno da geometria, o modelo de remodelamento
foi “desligado” para impedir que efeitos indesejados das condicoes de contorno gerassem

estimulos que nao fossem representativos.
7.2.3 Remodelamento 6sseo peri-implantar

Os resultados do remodelamento no modelo bidimensional de forcas intrusivas na adap-
tagao biomecanica de implantes mostram a evolucao temporal da distribuicao da fragao
de volume da matriz dssea para o osso cortical. O modelo representou o remodelamento

peri-implantar ao longo de doze iteragdes (ciclos de carga ou de remodelamento).

As Figuras 6.22, 6.23, 6.24 e 6.25 ilustram a evolugao da fragao de volume da matriz dssea
no osso cortical nas doze iteragoes do modelo. Na discussao a seguir serd utilizado o termo

genérico densidade para representar a fracao de volume da matriz dssea.

A analise mostra que as areas mais proximas ao implante apresentam maiores estimulos
micromecanicos. Nas primeiras iteracoes a agao dos osteoclastos proxima ao implante é
maior e ocorre uma perda de densidade na regiao. Em seguida, ocorre uma perda de densi-
dade nas regioes intermedidrias (entre a fronteira e o implante) e existe uma estabilizagao

de uma nova densidade para toda a redondeza do implante.

Efeitos indesejados das condicoes de contorno podem ser observados nas variagoes da

densidade proximas aos extremos superiores direito e esquerdo do osso cortical.

Diversos autores (MELLAL et al., 2004; ESER et al., 2009; OJEDA et al., 2011) desenvolveram
trabalhos do remodelamento ésseo ao redor de implantes, entretanto os resultados mos-
trados sao os primeiros a considerar o acoplamento mecanico-biolégico com a formulagao

multiescala.
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8 Conclusoes

Com base nas atividades de revisao bibliografica, de formulacao mateméatica do modelo

constitutivo multiescala, da implementacao do codigo computacional e da obtencao dos

resultados, pode-se concluir que:

a)

A aplicacao das regras de localizagao e homogeneizacao da micromecanica do
continuo permitiram trafegar entre duas escalas representativas de materiais

mineralizados, enriquecendo a analise constitutiva.

A aplicacao da teoria da micromecanica do continuo com o modelo de interagao
celular na microescala permitiu desenvolver uma metodologia para estimar o re-
modelamento dsseo explorando aspectos da microestrutura dssea. O resultado do
acoplamento dos modelos micromecanico e biologico fornece uma ferramenta de
investigagao para a analise transiente da evolucao da distribuicao da densidade

0ssea devido a acao dos ostedcitos, osteoblastos e osteoclastos.

O modelo de mecanorregulacao celular proposto permitiu generalizar a teoria do
mecanostado de Frost para a escala celular. E essencial considerar a densidade
de energia de deformacao na microescala como estimulo para a sinalizagao e
interacao celular, pois é na escala de observacao da matriz éssea extravascular

que a atividade de mecanossensibilidade celular realmente acontece.

A aplicacao do Método dos Elementos Finitos a discretizagao espacial do pro-
blema elastico permitiu acompanhar a evolucao das deformacoes, das tensoes,
do estimulo micromecanico e da distribuicao da densidade dssea ao longo dos

ciclos de carga ou dias de remodelamento.

A aplicagao do Método de Runge Kutta de quarta ordem e do Método de Euler
permitiram resolver o sistema de equacoes diferenciais ordindrias acopladas que
governam a dinamica de interagao celular, fornecendo as concentracoes celulares

e fragoes de volume em cada elemento da malha de elementos finitos.

As simulagoes computacionais desenvolvidas permitiram uma visualizagao da va-
riagao espacial e temporal das propriedades constitutivas ortotropicas dos 0ssos.
O algoritmo da aplicacao foi capaz de criar padroes de distribuigao de densidade
aparente dssea similares aos encontrados em radiografias, como no exemplo da
regiao proximal do fémur. Paralelamente, o modelo estudado também mostrou
certo avanco comparado aos modelos cléssicos do remodelamento dsseo, aparen-

tando ter obtido maior concordancia considerando uma analise qualitativa da
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morfologia dssea, por convergirem para geometrias tipicas como a do cilindro

cortical e da regiao trabecular.

8.1 Sugestao de trabalhos futuros

Como sugestoes para trabalhos futuros, destacam-se:

a)

A necessidade do desenvolvimento de um modelo constitutivo multiescala que
considere a interacao solido-fluido na microescala e permita simular efeitos de
fluxo de fluidos intersticiais, transporte e dispersao das proteinas ao longo da

geometria 6ssea.

O desenvolvimento de modelos tridimensionais para as aplicagbes propostas,
pois assim pode-se obter uma melhor caracterizacao do estado de tensoes nos

materiais envolvidos nas andlises.

A inclusao no modelo de variaveis bioldgicas para representar outras variagoes
hormonais, estagios de diferenciacao celular, proteinas e vias de sinalizagao ce-
lular. Em especial a inclusao dos ostedcitos como variavel explicita do modelo e

a representacao da via de sinalizacao Wnt.

A inclusao no modelo de varidveis que possam representar a acao de farmacos
sobre as células ésseas para o desenvolvimento de ferramentas de investigacao

de patologias e novos medicamentos.
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Anexo A - Fundamentos da Mecanica do Continuo

Um dos fundamentos das mecanica dos sélidos é a adocao da hipotese do continuo. Essa
suposicao estabelece que, apesar da matéria ser constituida de moléculas, atomos, e parti-
culas subatomicas, seu estudo se dard considerando-a como um meio continuo (LAT et al.,
1978).

Um sistema termodinamico é uma quantidade de matéria continua e invariante. A noc¢ao
de continuidade permite considerar subsistemas que ocupam volumes muito pequenos
e enunciar leis relacionadas ao balanco de energia que podem ser expressas na forma

diferencial e consideradas vélidas para um ponto no espago (PROENCA, 2000).
A.1 Primeira Lei da Termodinamica

A primeira lei da termodinamica é conhecida como a lei de conservacao da energia. As
conversoes entre trabalho, calor, e energia interna (processos fisico-quimico-biolégicos) sdo
regidas pela primeira lei. Para um sistema fechado ela estabelece que a taxa de variagao
da energia total (desconsiderando a energia potencial), K + Z, é igual a taxa de trabalho
(ou poténcia das forcas externas), P, somado com a taxa de calor introduzida no sistema
por conducao ou gerado por fontes internas Q (ZOHDI; WRIGGERS, 2008).

d .
E(IC—}—I):P—FQ (A.1)
O sistema termodinamico considerado possui dominio {2 com volume V e é delimitado
pela superficie 002 de area A. Os deslocamentos e velocidades dos pontos internos dos
sistema sao representados pelos vetores u e ©. Entretanto, a densidade de energia interna

por unidade de massa é representada pela quantidade escalar e.

A energia total do sistema ¢é igual a soma da energia cinética K com a energia interna Z.

A definicao delas é apresentada nas Equacoes A.2 e A.3, respectivamente.

E%/pu-udv (A2)
Q

IE/pedV (A.3)
Q

onde p é a densidade de massa.

A poténcia mecanica pode ser transferida por forcas t = o - n distribuidas por unidade de

superficie e por forcas de corpo b por unidade de massa. Essa grandeza estd representada
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pela Equacao A.4.
PE/pb-udV—i-/a-n-udA (A4)
Q Gl9)
sendo n o vetor unitdrio normal a superficie 92 (o vetor unitario n é um versor que
em cada ponto do contorno aponta para o exterior do corpo) e o o tensor de tensoes de
Cauchy. A taxa de calor transferido ou retirado por conduc¢ao no sistema e a taxa de calor

gerado por fontes internas sao definidos pela Equacao A.5.

Qz/q-ndA—l—/prdV:—/V-qu—l—/prdV (A.5)

oN Q Q Q

onde g é o vetor fluxo de calor da Lei de Fourier (definido como positivo o quando o
fluxo de calor ocorre de fora para dentro do sistema) e r representa a taxa de fonte de
calor devido as reacoes quimicas por unidade de massa. Substituindo as defini¢oes acima

apresentadas no lado direito da Equacao A.1:

d

dt(K+I) /pb-udV—l—/a-n-udA—/V-qu—i-/prdV (A.6)

Q R} Q Q
Pelo teorema da divergéncia de Gauss:

d

Sk +1) = /(pb-u+V~(0'~u)—V-q+pr)dV (A7)

Q

Substitui-se agora o lado esquerdo da Equagao A.1 pela definicdo das energias cinética e

interna:

d |1
Gl [rwadvs [pcav) = [pboasvoeia) -V giprjav (a9
Q Q

Segundo a regra de Leibniz, a derivada temporal pode ser aplicada dentro da integral e a

equagao reorganizada fica:

/(pﬂ-'ii+pe ) dV = /pb u+(V-o)-au+o:(Vu)—V-q+pr]dV (A9)
Q QO

A Equacao A.9 pode ser reescrita da seguinte forma:

/{pz’ril—l—pé—[pb~u+(V'a)'u—|—a:(V’L’L)—V'q—i-pr]}d‘/:() (A.10)
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/{pé+u-(p'i),—pb—v-0')—azvu+V-q—pr}dV:O (A.11)

Uma das nogoes primordiais de equilibrio pode ser exprimida pela segunda lei de Newton,

escrita aqui na forma integral:

d
/ o-ndA + /de :—/p'udV (A.12)
o9 0 dt Jo
N————— N—— N————
forcas de superficie  forgas de corpo forcas inerciais

ou, pelo teorema da divergéncia de Gauss e agrupando as integrais,
/(V-a—f—b—p’&)deO (A.13)
Q

Portanto, o contetdo entre parénteses na Equacao A.11 é nulo. O tensor de deformacao
pode ser escrito como € = (Vu)® = 1[Vu + (Vu)'], e utilizando a relagio o : (V) =
tr(o?Va) = tr(o”é) = o : &€, (LAl et al., 1978) obtém-se:

/{pé—a:é+V-q—pr}dV:O (A.14)

Assim sendo, considera-se que a Equacao A.14 deve valer para qualquer dominio €2 do

sistema e, portanto, chega-se na forma local para a primeira lei:
peE—0d:e€+V-q—pr=>0 (A.15)

A seguir é apresentada a deducao utilizada em A.14, fazendo L = Vu e utilizando a
simetria do tensor de tensoes de Cauchy, obtém-se em notacao indicial o : L = 0;;L;; =

O'Z‘jéji =0 €&

0 : L =0,1Li1 +012L91 + 013L31+
091L12 + 099 L9y + 093 L3a+

03113 + 032 L93 + 033L33 =

oy n Ols n 8113
o o o
118X1 128)(1 138X1
oy Ols n Oug n
o o o
218X2 228X2 238X2
(9u1 i 8u2 i 3U3
o o O33—— =
316’X3 326X3 33(‘3X3
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8u1 8u2 au?)
011 ~<— + 012~ + 0'13—+

00X, 0X4 0X1
Oty Oty Oug
00— + 03+

ox, " 72ox,  7Pox,
(9u1 8uz au?)
0135y T 02857 T 0335 =

0X3 0X3 0X3

Oy (Ol O\ 1 (0 O
ox, T \ax; T ax, ) 72\ ox, T X,

2o \ox, " ox, 20X, P2\ 0X, " 0X;

1 [ 0us N 0 N 1 [ Ous N Ols N Ous
o13= | —— 4+ — O93— | —— + —= Ogg——n =
Bo\ox, " ox; 29\ 0x, " 0X;, B0X;

O11€11 + 012€21 + 013€31+

021€12 + 022E922 + 023E32+ (A.16)

031613 + 032€23 + 033633 = O : €

A.2 Segunda Lei da Termodinamica

A segunda lei da termodinamica estabelece o conceito de que a quantidade de entropia de
qualquer sistema isolado termodinamicamente tende a incrementar-se com o tempo, até
alcancar um valor maximo. A desigualdade de Clausius fornece a base para o entendimento
de duas ideias instrumentais que sao fundamentais para quantificar os processos de um
sistema sob a perspectiva da segunda lei, elas sao a entropia e a geracao de entropia
(MORAN; SHAPTRO, 1999). A famosa inequagao pode ser escrita como:

() = A

onde 0 Q representa a transferéncia de calor em uma parte da fronteira do sistema durante
uma etapa do ciclo, e T' é a temperatura absoluta na mesma parte da fronteira. O simbolo
0 é usado para distinguir diferenciais inexatos, 0, de diferenciais exatos d. Os diferenciais
de grandezas fisicas que sao propriedades termodinamicas como energia interna, entro-
pia ou volume, sao diferenciais exatos d, e independem do histéorico ou caminho. Ja os
diferenciais de grandezas que nao sao propriedades termodinamicas como o trabalho e a
quantidade de calor sao representados por diferenciais inexatos, d, pois dependem do his-
torico ou caminho percorrido. O subscrito ¢ indica que a integral é avaliada na fronteira do

sistema executando um ciclo, e como a integral é fechada o ciclo é fechado. Uma maneira
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alternativa de enunciar a desigualdade de Clausius é apresentada na Equagao A.18.

() - s

sendo S, a entropia gerada (ou produzida) por irreversibilidades internas durante o ciclo
termodinamico. Uma forma conveniente para apresentar o balanco de entropia & em

algumas andlises é sua forma em taxas (MORAN; SHAPIRO, 1999):

dSQ

1
dt =T (A.19)

ou, acrescentando o termo da taxa de Entropia gerada (Sg > 0), que serve como uma

medida da desigualdade,

s Q

=7 +S, (A.20)

Define-se a entropia no dominio €2 e no instante ¢ como:

S = /ps av (A.21)
Q

onde s = s(x,t) representa a entropia especifica por unidade de massa da particula na

posicao « e no instante t.

Substituindo as Equacgoes A.21 e A.5 na Equacao A.19, chega-se a:

d
dt psdV > — /—v qu—i—/p;dV (A.22)
Q

Reagrupando os termos, pode-se escrever:

ds

—+V - =—p= > A2
/( dt+ pT)dV 0 (A.23)
Q

Como essa desigualdade deve ser valida para qualquer volume V' do corpo, o integrando
deve ser maior ou igual a zero independentemente da escolha de V. Portanto, torna-se

valida a forma local da segunda lei da termodinamica:

ps+v.(%)—%zo (A.24)
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A.2.1 A desigualdade de Clausius-Duhem

A desigualdade de Clausius-Duhem, definida pela combinacao da primeira e da a segunda
lei da termodinamica, estabelece requisitos basicos para que um processo seja termodina-

micamente admissivel.

As relagbes que exprimem localmente a primeira e a segunda lei, sao reapresentadas nas

Equacoes A.25 e A.26, para um melhor prosseguimento da deducao.

peE—0c:e€+V-q—pr=>0 (A.25)
. q\  pr
=) - = > .
pi+V (T) 20 (A.26)

Dada a seguinte identidade tensorial,

V(L) -Liv.g- 2

7)) =7 VT q (A.27)

cuja prova é:

V()= (F) 5 (B)+ 5 (7)

Txm_ me T - T Tzz_ sz
e =T Ty — Ty | T4 — ¢:T

T T T (A.28)
1 1
:T(qa:,a: + Qyy + QZ,Z) - ﬁ(QxT,z + QyT,y + QZT,z)

1 1
e . - T,
TV q TQV q

Fazendo a substituicao da Equagao A.27 em A.26, obtem-se:

o1 1 pr
—V-q— =VT.-q— = > A2
ps—i—TV q TQV q T_O (A.29)
Isolando o termo V - g da primeira lei:
V.-g=pr—pé+o:€ (A.30)
Substituindo A.30 em A.29
s+ L o)Vl g >0 (A.31)
S+ =(pr— o€)— — q— — .
p 7 \PT =P To 9= 7 =2

Por fim, multiplicando-se a tultima expressao por T' e fazendo algumas simplificagoes,
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obtem-se a desigualdade de Clausius-Duhem:
: ) .1
Tps—pe—l—o’:s—TVT-qZO (A.32)

A Equacgao A.32 pode ainda ser reescrita considerando a taxa de produgao de entropia
especifica, $,, gerada no sistema (COLEMAN; GURTIN, 1967):

: . € 1 ) 1
sg:s—f—l—p—Ta:s—ﬁVTq (A.33)

Algumas implicagoes da desigualdade de Clausius-Duhem podem ser enunciadas:
$>0 sempreque €=0, é=0, e VI'=0 (A.34)

€¢<0 sempreque €=0, $=0, e VI'=0 (A.35)

A.2.2 Energia Livre de Helmholtz

A energia livre especifica ¢* (também chamada de energia livre de Helmholtz por unidade
de massa) é definida por (COLEMAN; GURTIN, 1967):

V*=e—Ts (A.36)
Tomando a Equacao A.36 em taxas:
Y =é—Ts—Ts (A.37)
Substituindo a Equagao A.37 na Equacao A.33:
T3 U* Ts+i0:é— —vT (A.38)
Sg=—Y" —Ts+—-0:6 — — . .
g P o7 q
Sendo assim, pode-se concluir que:

Y*<0 sempreque €=0, T=0 e VI=0 (A.39)

A.3 Potenciais Termodinamicos

A escolha do potencial termodinamico é um passo muito importante na definicao do
modelo constitutivo de interesse. A seguir serao apresentados alguns potenciais e a dedugao

dos mesmos em taxas e incrementos a fim de se determinar leis associadas para a evolucao
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das varidveis internas.

Substituindo a derivada da energia livre em relacao ao tempo na desigualdade de Clausius-
Duhem, tem-se:
. . 1 1
—¢*—Ts+-0:6——=VT-q>0 (A.40)
p pT

Pode-se utilizar a energia livre ¢ = py*:
. . . 1
—¢—T5p+0':€—TVT~qZO (A.41)

Apoés a escolha das varidaveis de estado importantes para uma analise, ou modelagem,
define-se o potencial termodinamico a partir do qual serao derivadas as leis de estado.
Utilizando-se o potencial da energia livre de helmholtz 1, escrito como fungao do tensor
de deformacoes €, da temperatura T e das variaveis de estado internas «y associadas a

processos irreversiveis, tem-se:

=1y, T, ay) (A.42)

Nessa condicao, a taxa de energia livre pode ser expressa por:

. o i, 0

@b—%-é‘—i—a—T' +aTOzk'O% (A.43)
Combinando as Equagoes A.43 e A.41, obtem-se:
oY ) o oY 1
27 ) e — it I AT S .q > )
(o’ 85) € (ps + 8T) T o ag TVT qg>0 (A.44)

sendo que essa desigualdade deve valer para qualquer processo, inclusive os processos

reversiveis.

Como um caso particular, considera-se um processo reversivel, adiabatico e com tempe-
ratura uniforme. Nesse caso, a tinica variavel nao nula é o tensor de deformacoes elasticas

e a desigualdade A.44 é atendida somente se:

_o
e

g

(A.45)
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A.4 Elasticidade Linear Isotrépica

A energia livre de Helmholtz pode ser obtida através da desigualdade de Clausius-Duhem

para solidos com temperatura constante:

1
Y= §5ijcijkl5kl (A.46)

A tensao é obtida pela derivada da Equacao A.46 em relacao a deformagao.

0
O35 = % = Cijklgkzl (A47)

No caso de materiais isotropicos temos que as propriedades constitutivas desses materiais
sao independentes da dire¢ao no espaco. Qualquer tensor pode ser decomposto como a
soma do trago (primeiro invariante, parcela volumétrica) mais a parcela desviadora. O

tensor de deformagoes é um tensor simétrico e pode ser escrito como:
eij = (Erndis) + (€5 — Erndij) (A.48)

1 1
Eij = (§€kk(5ij) + (Eij — gekkéij) (A_49)

Em termos do moédulo volumétrico K e do médulo cisalhante G, a relacao da Equacao

A.47 pode ser reescrita como:
1 1
O35 = 3K (gekk&]> +2G <5z’j — g&kk(si]) (A50)

Existem diversas maneiras de escrever a Equacao A.51. Outra forma é em funcao das
constantes de Lamé, A = K —2/3G e u = G.

0ij = Negrlij + 2UEsj = CijriChl (A.51)

A equacao de equilibrio para um corpo elastico estatico é dada pela soma do divergente

da tensao com as forgas de corpo como mostra a Equagao A.52.
Oiji + bj =0 (A52)

A relagao entre tensao e deformacao dada pela Equagao A.47 é conhecida como a lei de
Hooke generalizada.
05 = Cijki€ki (A.53)
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Substituindo A.53 em A.52, obtemos:
Cijki€iii +b; =0 (A.54)

Para pequenas deformagoes o tensor de deformacao € é obtido por meio da derivada dos

deslocamentos ¢;; = %(u,] +u;;) a Equacao A.54 fica:

1
5 Gk (Wi +w i) +0; =0 (A.55)

Usando da propriedade distributiva:
1
i(cz‘jkluk,li + Cijritiy i) +b; =0 (A.56)

Sabe-se que o tensor constitutivo € ¢é simétrico, uma das simetrias dele é Cijp = Cjj.
Usando esse resultado e trocando os indices ficticios C;juit ki = CijikWi ki = CijkiUi,ii, Pode-

mos reescrever a Equacao acima como:

CijkiUrzi +bj =0 (A.57)

A.4.1 Fungao de Green para um corpo elastico considerando pequenas de-

formacoes

A funcao de Green para um corpo elastico, G;;(x, '), é definida como o deslocamento na

direcao i em x devido a uma forca pontual atuando em «’ na direcao j.
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/// F \\\
/ " Corpo Infinito

!
\ n )

Figura A.1 - Uma forca pontual aplicada no ponto @’ dentro de um corpo eldstico infinito. V' é
o volume finito dentro do corpo e S é a sua superficie.

A funcao de Green tem esse nome em homenagem ao cientista britanico George Green!,
que desenvolveu o conceito na década de 1830 para resolver equacgoes diferenciais nao

homogéneas sujeitas a condi¢oes iniciais ou condigoes de contorno determinadas.

Por meio da Fungao de Green podemos encontrar a solugao u;(x) para a Equagao A.57

quando a forca de corpo é uma fungao delta de dirac, ou seja by(x) = 6(x — x’)djy.

Considerando um corpo homogéneo infinito, a funcao de Green depende apenas da dis-
tancia relativa entre o ponto de aplicacao de forca pontual &’ e do ponto onde queremos

saber o deslocamento x’, o que pode ser escrito como:
Gij(z,x') = Gij(x — ') (A.58)

Para construir a formulagao do campo de deslocamentos em resposta a uma forca pontual
aplicada em um corpo infinito, considere o problema da Figura A.1. O deslocamento u de

um ponto x devido a aplicacao de uma forca pontual F' em x’ é:

uj(x) = Gij(x — ') F} (A.59)

LGeorge Green (14 de julho de 1793 - 31 de maio de 1841) foi um matematico e fisico inglés. Entre
suas contribuicoes para a fisica-matemética moderna podemos citar o teorema de Green, demonstrado
em 1828, que facilitou bastante o estudo das fungoes. No estudo das equagoes diferenciais parciais, as
fungoes de Green sao estudadas principalmente do ponto de vista das solugoes fundamentais.
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A variacao do deslocamento é dada pela derivada da Expressao A.59 em relagao a a:

Ui () = Gijm(x — ') F; (A.60)
A Equagao A.53 pode ser reescrita em termos dos deslocamentos:

Okp = CrpimTijm (€ — ') Fj (A.61)

De acordo com a Figura A.1, se o volume V' envolvendo o ponto @’ estiver em equilibrio,

a forca F' deve ser balanceada por forcas de superficie t = o - n ou t; = oy,n, atuando

em S.
Fi+ /S b(z) dS(z) = 0 (A.62)
Fi, + / okp(T)ny(x) dS(x) =0 (A.63)
s
Fi, + / ChpimGijm (T — ') Fjny(x) dS(x) =0 (A.64)
S

O Teorema da Divergéncia (ou Teorema de Gauss) para uma grandeza tensorial qualquer

A pode ser escrito como (GREEN; ZERNA, 2002):

/V-Advz]{A-nds (A.65)
14 S

em notacgao indicial:
1% s
podemos reescrever a Equacao A.64:

Fk -+ / Ckpimgij,mp(w — CE,)FJ’ dV(JJ) =0 (A67)
\%

A definicao da funcao Delta de Dirac em trés dimensoes é:

/V Sz — ') dV (z) — { (1) 22 z Z K (A.68)

Usando a seguinte propriedade da fungao Delta de Dirac:

/V S(e — ) f(z) dV (x) = f(a) (A.69)

101



Anexo A - Fundamentos da Mecanica do Continuo

a Equacao A.67 pode ser escrita como:
/ CopmGiim(@ — &) F; + 8@ — @) F] dV (@) = 0 (A.70)
v

Substituindo Fj, por Fjdx; e reorganizando, obtemos:
/ [ChpimGijmp(® — ') + 6( — ')k F; dV () =0 (A.71)
1%

A expressao acima é véalida para qualquer volume arbitrario V' contendo o ponto &’ e para
qualquer forca constante F'. Portanto, a expressao dentro dos colchetes é nula ponto a

ponto no dominio V:
Ckpimgijymp(w — .’D/) + (Skj(S(.’B — CE/) =0 (A72)

A Equacao A.72 é a equacao de equilibrio que satisfaz a funcao de Green em um corpo
elastico infinito. Ela é equivalente a Equagao A.52 para by, = d;;,0(x — ') e pode ser

resolvida utilizando a técnica de transformada de Fourier.

Define-se a transformada de Fourier e a inversa da transformada de Fourier de f(z) como:

F{f(z) /f )™ da (A.73)

FUF0} = o) = 5 [ e ai (A7)

Como o problema estudado é tridimensional, a transformada de Fourier de G;; () deve

ser escrita na forma vetorial:

Gij(k / Gij(x)e™™ dz (A.75)
Gij(z / Gij(k)e e dk (A.76)
A funcao de Dirac tridimensional é:
S(w) = — / ik g (A7)
@) ) '

Outra propriedade das transformadas de Fourier é a transformada da derivada de grau n
da fungao f(x):
FL ()} = @R) ™ f(k) (n=0,1,2,..) (A.78)
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Fazendo a transformada de Fourier na Equacao A.72 e adotando &’ = 0, temos que:

}"{Ckpimgij,mp(az) + (5]@]5(1,')} =0 (A79)
/ (ChpimGisor () + 51;0()] €% daz — 0 (A.80)
/ Ckpimgij,mp(fB)@ikm dx + / 5;”5(:13)6“” dr =20 (Agl)
o 0? " © "
Ckpim /oo mgzj(m)el T dx + O /OO o(x)e™® dx =0 (A.82)
62 * ik-x
Ckpimm Gij ()™ dm + 0 = 0 (A.83)
mUdp J o
2
Ckplma a g@]( ) + 5kj =0 (A84)

Aplicando a transformada de Fourier inversa, obtemos:

0?
S !
! /OO {c o g()+5]ei’“'mdk 0 (A.86)
kpim i kj = .
2m)? ) | OOz, !
Define-se o vetor z como z = |%| Utiliza-se a definicao em conjunto com a Equacao A.78
para obter:
1 = 9 . 5 —ik-x
(27r)3 Ckpim%(’LZpk)gij(k) + 5kj e dk =0 (A87)
1 o 5 ,
o / Chpim(—2m2pk2)Gis () + 8 | €% dle = 0 (A.88)

Para que a integral em todo o dominio das frequéncias acima seja nula o contetido dentro

dos colchetes deve ser zero ponto a ponto, portanto:
k2ckpimzmngij(k) = Og;j (A.89)

Define-se o tensor (j; como (i = Crpim2m2p € @ Equacao A.89 pode ser reescrita da seguinte

forma:
CiGis (k) K* = by (A.90)
Multiplicando ambos os lados da equagao pela inversa de (i;, sabe-se que C;,jcki = Opi,
portanto:
—1
(k) = % (A.91)
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Aplicando novamente a transformada inversa de Fourier na Equagao A.91 pode-se encon-

trar a expressao integral para a funcao de Green no espago real.

Gy(@) = / Gk gy (A.92)
” 2m)? J o K '

A expressao da fungdo de Green pode ser escrita para um meio anisotrépico no sistema

de coordenadas esféricas mostrado na Figura A.2.

Figura A.2 - Sistema de Coordenadas esféricas (z, 0, ¢).

Em termos de coordenadas esféricas, a integral da Equagao A.92 pode ser escrita como:

o) =gy [ [ e

Pode-se fazer a integral em k variar de —oo até oo se multiplicada pelo fator 1/2.

2sen ¢)e ks dg do dk (A.93)

Gij(x / / / (e ™ P sen ¢ df do dk (A.94)

A integral em k é a versao unidimensional da transformada inversa de Fourier da funcao

Delta.
Gij(x / / U [% / ¢ thwcosd dk} sen ¢ df d¢ (A.95)
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Gij(x) = ﬁ /07r /027T (i 0(x cos @) sen ¢ db) dep (A.96)
Adota-se a seguinte transformacao de coordenadas s = cos ¢, portanto ds = — sen ¢ d¢.
Y
Gij(x) = ﬁ[ /0 — i;15(x3) de ds (A.97)
A seguir serd aplicada a propriedade da fungao Delta de Dirac §(bx) = &;):
1 -1 pom
Gy (@) = g /1 /0 G 6(s) db ds (A.98)
1 1 por
Gy(@) = o / 1 /0 C:16(s) b ds (A.99)
Pela definicao da fungao Delta:
1 2
Gij(®) = o5 /0 G;'0(s) db B (A.100)

A Equagao A.100 representa a fungao de Green para um meio infinito com caracteristicas

anisotrépicas (MURA, 1987).

A.5 Inclusao e autodeformacao

Considerando um solido elastico linear homogéneo com volume V e area superficial S

como mostrado na Figura A.3. Supoe-se que o estado de tensoes e deformacoes do sélido

¢ governado pela lei constitutiva que é funcao do tensor elastico C;j.

Figura A.3 - O Problema Matriz - Inclusao.

Um subvolume V; interno com area superficial Sy sofre uma deformagao (inelastica) per-

manente, como na transformacao de fase martensitica. O material dentro de Vj é chamado
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de inclusao e o material exterior a V{, é chamado de matriz. Se o volume V; for removido
da matriz que o circunda, ele ird assumir uma deformagao uniforme £;; e, por estar isento
de cargas exteriores, apresentara tensao zero. E importante ressaltar que ambas, a inclu-
sao e a matriz, tém as mesmas constantes elasticas. As autotensoes sao definidas como

* . *

O método desenvolvido por Eshelby (1957) é nada mais do que um exercicio imaginativo.
A inclusao, rodeada pela matriz, nao é capaz de atingir um estado de autodeformacao e
tensao zero, entretanto ambas a inclusao e a matriz vao se deformar e experimentar um
campo de tensoes eldsticas. O problema da transformacao da inclusao de Eshelby! é um
método para resolver os campos de deslocamento, deformagao e tensao na matriz e na

inclusao.
A.6 Funcoes de Green e o Tensor de Eshelby S;;

Eshelby mostrou que o problema acima enunciado pode ser resolvido elegantemente pela
superposicao do principio da elasticidade linear com o uso das fungoes de Green. O enge-
nheiro britanico criou um experimento “virtual” utilizando quatro passos para construir a

solugao desejada.

Passo 1. Remova a inclusao da matriz.

Figura A.4 - Passo 1: Remocao da inclusao.

Apds a remocao da inclusao de dentro da matriz, ambas nao estao sujeitas a nenhuma

forca. Naturalmente, a inclusao ira sofrer uma deformacao prépria para se livrar da pré-

! John Douglas Eshelby (21 de dezembro de 1916 - 28 de dezembro de 1981) foi um engenheiro britanico
e cientista na area da mecéanica dos solidos. Seu trabalho é referéncia na micromecéanica do continuo para
o estudo de s6lidos nao homogéneos. Durante os ultimos 50 anos suas publicagoes serviram de base para
o estudo de materiais compésitos e para o estudo dos mecanismos de controle de deformagcao plastica e
fratura.
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tensao criada pelo “defeito” da inclusao. Os campos de deslocamento, deformacao e tensao

na matriz e na inclusao sao mostrados na Tabela A.1.

Tabela A.1 - Passo 1: Campos Vetoriais na Matriz e na Incluséo.

Grandeza fisica Matriz Inclusao

deslocamento u; =0 u; = €;;7;
5y JRP— U

deformagao gij =0 &5 =cj

tensao oij=0 0y5=0

Passo 2. Aplique forgas de superficie em Sy de maneira que a inclusao retorne para a sua

forma original.

Figura A.5 - Passo 2: Forcas de superficie na inclusao.

As deformagoes elasticas na inclusao devem cancelar exatamente as autodeformacoes, ou
seja, efjl- = €};. Os campos de deslocamento, deformagao e tensao na matriz e na inclusao
sao mostrados na Tabela A.2.

Tabela A.2 - Passo 2: Campos Vetoriais na Matriz e na Inclusao.

Grandeza fisica Matriz Inclusao

deslocamento u; =0 u; =0
x R o el *
deformacao €ij =0 &5 = €; + glij =0
tensao oij =0 0ij = Cijuie;; = —Cijk:lEfj = _U;kj
, . ’ o _ *
A forca de superficie em Sy é T; = o;;n; = —05n;.

Passo 3. Coloque a inclusao novamente na matriz.
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Figura A.6 - Passo 3: Insergao da inclusao na matriz.

Ao colocar novamente a inclusao dentro da matriz, faz-se a “solda” da inclusao na matriz
como (ESHELBY, 1957) descreveu. A mesma forca T é aplicada na superficie interna Sy.
Nao existe mudanca nos campos de deslocamento, deformacao e tensao tanto na inclusao

como na matriz desde o passo 2.

Passo 4. Remova a forca de superficie T. Essa operacao faz com que apareca uma forca
de corpo F cancelando a forga interna T (F = —T) na superficie interna Sy do corpo

elastico.

Figura A.7 - Passo 4: Retirada da forca T e consequente aparecimento da forca F.

Seja uf(x) o campo de deslocamentos gerado por uma forca de corpo F; em Sy. Pode-
se chamar u$(x) de campo de deslocamentos restritos e o mesmo pode ser expresso em

termos da funcao de Green para um corpo elastico como mostra a Equacao A.101.

() = / F(a')Gy (, ')dS(a) (A.101)
So
Sabendo que F; = —T; = o, ni(x'):
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ui(x) :/s o () Gi(x, x')dS (') (A.102)

A seguir sao apresentadas as expressoes para o gradiente do deslocamento, a deformacao

e a tensao do volume sujeito a restricao gerada pela tentativa de expansao da inclusao:

uf j(x) = /S op.ne(x) G j(x, 2" )dS(x') (A.103)
efj(w) = % (ufj(a:) + ujz(a:)) = %/S o k()G (e, ') + Gjj(x, 2')]dS(x') (A.104)
afj(az) = Cijuch () (A.105)

A Tabela A.3 apresenta os campos de deslocamento, deformacao e tensao na matriz e na

inclusao

Tabela A.3 - Passo 4: Campos Vetoriais na Matriz e na Inclusao.

Grandeza fisica Matriz Inclusao

deslocamento u; = U u; = U

3 ..o — C . — oC

deformacao €ij =€  Eij =&
5 L 4C L gC o g* o (oC o

A experiéncia de Eshelby ajudou a caracterizar os campos de tensao e deformacgao na
inclusao e na matriz. Porém, para determinar explicitamente as tensoes e deformacoes
em todo o dominio, os campos vetoriais restritos pela imperfeicao geométrica devem ser
determinados tanto dentro quanto fora da inclusao. Costuma-se utilizar o tensor de quarta
ordem S;j;; para relacionar as deformacoes restritas dentro da inclusao com as autodefor-
macoes:

el = SiijSZl (A106)

vj

O tensor S;j; ¢ conhecido como o tensor de Eshelby e é uma transformagao linear entre
dois tensores de deformacao simétricos. O tensor de Eshelby possui algumas propriedades

com relagao as suas simetrias:

Sijkl = Sjikl = Sijlk entretanto Sijkl 7é Sklij (Al()?)

109



Anexo A - Fundamentos da Mecanica do Continuo

A.7 O Tensor de Hill

O tensor de Hill é um tensor auxiliar que relaciona os gradientes de deslocamento restritos

com as autotensoes dentro da inclusao, e é definido pela relacao:
uiy(x) = —0p;Piji () (A.108)

Naturalmente, o tensor P;;i; pode ser relacionado com o tensor de Eshelby,

1 1
SijmnEiun = €5 = 5 (uly +u5s) = =5 (0P + 03Pswi)
1 1 (A.109)
= Eal*k (Pirtj + Pjrii) = —§Cmmn€;m (Pirtj + Pjrii)
portanto:
1

Sijmn(@) = =5 Cukmn (Pikij () + Pjpii()) (A.110)

Comparando as Equacoes A.108 e A.103 nota-se que é possivel escrever o tensor de Hill

a partir da integral envolvendo a fungao de Green:
Pikj(x) = —/ ni ()G j(x — 2')dS (') (A.111)
So
ou, equivalentemente:

Pijkl(w) = - Qij,l(zc - Jil)nk<3§/)d5($/) (A.112)
So
onde foi usado o fato G;j(x, «’) = G;;(x — ') para um meio homogéneo infinito. Aplicando

o teorema de Gauss, obtém-se:

0 0
Pijkl(w) = —/ —Qijyl(w — w’)dV(w’) = / a—mgij7l(w — m')dV(m') (All?))
Vo
ou seja,
Pijm(xz) = | Gijm(x—a')dV(x') (A.114)

Vo

Reescrevendo a fungao de Green para um meio anisotrépico, Equacao A.92:

L (6 ke
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Substituindo a Equagao A.115 na Equagao A.114, e utilizando novamente z = k/k:

Ci;1 —ik-x /
e dk | dV (@)

0? 1 o
Piji(x) = v 01011 [(Qﬂ):@ /OO

= (2;)3 /V 0 / Z [(—mk)(—ml)%e—m dk | dV (z') (A.116)
Sendo o tensor Z-El = (Cipjmzm2p) + = (zmzp)_lci_p;-m = zp_l,z;llcg,}m,
Piju(x) = — (271r)3 /VO /:: [C;,;me’ik'wzglz;fzkzl dk:} av(x') (A.117)
O tensor de Hill P;;; apresenta algumas simetrias:
Pijrt = Pjirt = Pijik (A.118)

Entretanto, em geral o tensor nao apresenta a simetria P;jz # Pyj, caracteristicas simi-

lares as do tensor de Eshelby S;j;.

Um importante resultado que relaciona o tensor de Eshelby e o tensor de Hill é apresentado
por Gruescu et al. (2006) e Suvorov e Dvorak (2002):

Sijkl = Pijmncmnkl (Allg)

A.8 Estimativas das propriedades elasticas de compésitos

Métodos para calculo de estimativas das constantes elasticas para compositos podem ser
tanto implicitos como explicitos. Os métodos implicitos podem ser resolvidos em iteragoes
ou por integracao. Por outro lado, os métodos explicitos sao mais faceis de resolver, pois

eles se baseiam em formulas para estimativa das constantes por substituicao direta.

A seguir serd estudado o desenvolvimento de esquemas de aproximacao das propriedades
elasticas de compositos. Os constituintes do material composto em consideragao serao
considerados lineares e isotrépicos. As relacoes constitutivas relacionando as tensoes e

deformagoes para cada constituinte i sao:

o, =2¢C; ¢ (A120)
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Nas equacoes acima nao ¢é utilizada a soma implicita para indices repetidos, e o niimero
total de constituintes é N. As componentes do tensor de rigidez de quarta ordem C; sao
definidas por:

(Ci)mnpg = ANiOmnOpq + 1i (OmpOng + Onpdmg) (A.122)

sendo \; e p; os parametros de Lamé para o constituinte i. Os indices m,n, p, ¢ assumem
os valores 1,2,3 correspondentes aos eixos cartezianos. O tensor compliancia m; é o inverso
do tensor de rigidez (m; = ¢, 1), e portanto, satisfaz a igualdade envolvendo o tensor
identidade I:

c;m; = | = m;c; (A.123)

Assume-se, inicialmente, que o comportamento do compdsito como um todo também é

linear e isotrépico, e as leis constitutivas efetivas sao dadas por:

>=C:FE (A.124)
E=M:%X (A.125)

também valendo a condicao:
C'M* =1 =M*C" (A.126)

Pretende-se encontrar meios de relacionar os tensores efetivos C* e M* com os tensores de

cada constituinte do material composto c; e m;.
Relacoes Gerais

A fracdo de volume para o constituinte i é f; e assume-se que > f; = 1. As médias das
i
deformagoes e tensoes podem ser escritas como:

E=)fe (A.127)
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Substituindo A.120 e A.125 em A.128, obtem-se:
Substituindo agora A.127 em A.129:

As mesmas substituicoes podem ser realizadas para a equagao relacionando os tensores
compliancia:
> fimi = M9)e; =0 (A.132)
Como g; é uma funcao linear de E e o; é uma funcao linear de 3, pode-se escrever:
e;=A"E (A.133)
o; =B"X% (A.134)

sendo A* e B* tensores desconhecidos de quarta-ordem que nao possuem dimensao e sao
dependentes de propriedades e da microgeometria do compdsito e seus constituintes. A
partir das equacoes A.127 e A.128, os tensores devem satisfazer a seguinte condigao de

normalizacao:

D fAT=1=3 " fB" (A.135)

A partir das Equacoes A.133, A.134, A.124, A.125, A.120 e A.121 é possivel escrever
condicao de consisténcia:
B* = ¢;A"M* (A.136)

Substituindo as Equagoes A.133, A.134 em A.131, A.132 e levando em consideracao que
os tensores X e E sao arbitrédrios, obtém-se (BERRYMAN, 1997):

> fi(m; — M)B* =0 (A.138)

As duas Equacoes acima nao sao aproximacoes, ou seja, sao exatas, porém sao limitadas e

inutilizaveis uma vez que os tensores A* e B* sao desconhecidos. Se for possivel encontrar
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aproximacoes para A* e B* serd vidvel escrever aproximacoes para C* e M*.
O Tensor de Wu e o problema de uma tnica inclusao

O trabalho de (ESHELBY, 1957) mostra o campo de deformagoes em uma inclusao elipsoi-
dal elastica inserida em um material eldstico submetido a condi¢oes de contorno uniformes.
Um resultado importante de Eshelby é que para todas as inclusoes elipsoidais a deforma-
¢ao resultante na inclusdo é homogénea. Para uma inclusao esferoidal (Figura A.8), Wu
(1966) encontrou as componentes do tensor T™ relacionando a deformacio no material

hospedeiro (matriz) &, com a deformagao na inclusao g; de acordo com:
e, = Thigy, (A.139)

Diferentes tipos de Esferoides sao apresentados na Figura A.9. Se o compdsito de interesse

Figura A.8 - Problema de uma tnica inclusdo num material hospedeiro (matriz)

é isotrépico, nenhuma orientacao preferencial dos Esferoides deve existir. O tensor T% pode
ser escrito como a soma da sua parcela hidrostética Y e desviadora Q™. respectivamente

pode-se escrever:

Y = % (0 - (A.140)
Q=L Ly (A.141)
- 5 mnmn 3 mmpp :

onde a notacao indicial de soma implicita para indices repetidos é utilizada. O tensor

isotrépico T? pode ser escrito como:

(T) = 1 (Y - Q) 5mn5pq + %Q (5mp5nq + 5mq5np) (A'142)

mnpq 3

As expressoes para Y e Q para inclusoes em formato de esfera, agulha e disco s@ao apresenta-

das na tabela A.4, onde K é médulo de compressibilidade volumétrica e p é uma constante
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Figura A.9 - Tipos de esferoides
Esferoides sdo corpos semelhantes a esferas mas nao necessariamente esféricos, um caso particular de um Esferoide é um
elipséide. Uma agulha é um elipséide com um semi-eixo muito maior que os outros dois. Uma placa pode ser vista como

um elipséide com dois semi-eixos muito maiores do que um terceiro semi-eixo.

3K+p
3K+71

de Lamé. Para reduzir o tamanho da equagao foi utilizada a expressao v = u nas

inclusoes tipo agulha.

Tabela A.4 - Exemplos dos coeficientes Y e Q para inclusoes esféricas e elipsoidais.

Formato da inclusio Y th
ES 2
Tipo esférica % 6'“1'(Kh‘léihhl)(i:f(oé%ﬁﬁiuh)
. Kp4pn+ 2 K14
P ethe et 8 (s + 25+ D)
M7 . . . . 2
Tipo disco % 6“hKl""11€)i/j%:z:‘2%i}Kz+8ﬂi

Legenda: O subindice h representa hospedeiro e o subindice 7 representa inclusdo. Fonte:(BERRYMAN, 1997)

Equacoes gerais usando um material de referéncia

Considerando um material de referéncia r (com tensores de rigidez e compliancia c, e
m,.) que pode ou nao ser um dos constituintes do material composto em estudo. Se existe
um material no compédsito que serve como matriz para os outros, o material de referéncia
pode ser escolhido como o material hospedeiro ou matriz h. Entretando, por ora, nao
sera realizada nenhuma escolha quanto a isso. Pode-se definir tensores relacionando as
deformacgoes g, e tensoes o, com as deformagoes e tensoes médias nas fases do compdsito
pelas relacoes lineares:

g; =G"e, (A.143)
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=H"0, (A.144)
A relacao de consisténcia entre esses dois novos tensores é:
H™ = ¢,G"'m, (A.145)

Substituindo A.143 e A.144 em A.131 e A.132, respectivamente, pode-se chegar em:

> file;—C)Ge, + > fic,Ge, — Y fi6,GMe, =0 (A.146)

onde foram adicionados e subtraidos termos iguais em cada equagao. Reorganizando os

termos, chega-se a:

Z filci—¢,)G"%, = (C* —c,) Y _ fiG", (A.148)

Z fimi = m)H" e, = (M —m,) > fiH"o, (A.149)

As equacoes A.148 e A.149 sao exatas, entretanto, os tensors G e H™ continuam sendo
incégnitas. A seguir serao discutidas aproximagcoes para esses tensores. A presente secao
mostra o desenvolvimento das equacoes A.148 e A.149 que sao uma base unificada para o

desenvolvimento dos varios esquemas de aproximagao.
Esquema Autoconsistente

A aproximagao do esquema Autoconsistente pode ser obtida supondo que o material de
referéncia ¢ um meio com a mesma rigidez e compliancia que o compdésito de interesse.
Portanto, fazendo r — * nas equagoes A.148 e A.149 e usando a aproximacao para o

tensor G — T* por meio do tensor de Wu, obtém-se.

Z filei = Cie) T =0 (A.150)

Z Fi(mi = M)W =0 (A.151)

sendo W* = ¢, T*M* . As duas equagdes acima tém o mesmo formato que as Equagoes
A.137 e A.138, entretanto nao sao exatas, pois apresentam aproximagoes para os tensores
A e B. E suficiente resolver apenas uma das equagoes A.150 ou A.151, uma vez que basta

encontrar a inversa do tensor correspondente, que € um tnico tensor, para resolver a outra
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equacao.
Esquema de Mori-Tanaka

Na formulacao de Mori-Tanaka considera-se que o compésito tem um material hospedeiro
com inclusoes e o material de referéncia é escolhido como sendo o material hospedeiro. A
partir das Equacoes A.148 e A.149 utiliza-se o tensor de Wu na aproximacao G" — T,

portanto:

Z filci = Cipp) T =0 (A.152)

D fimi = M3 )W =0 (A.153)

sendo W" = ¢;T"M;, a condicdo de consisténcia. Para encontrar o tensor Cj,, pode-se

também escrever a equacio na seguinte forma:
(Chur —Cn) Y LT = filci — cu)TH (A.154)

onde foram subtraidos os termos redundantes ¢, Y f;G" em ambos os lados da Equacao.

Esquema de Kuster-Toksoz
Em seu artigo de 1974, Kuster e Toks6z mostraram um segundo método explicito para

aproximacao das constantes elasticas. Utilizando as Equacoes A.127 e A.128 em conjunto
com A.143 e A.144, obtemos:

E=) fG"s, (A.155)
=) fH'o, (A.156)
Reescrevendo as Equagoes A.148 e A.149:
Z fi(ci —¢,)G", = (C* —¢,)E (A.157)
Z fi(m; = m)H"e, = (M* —m,)x (A.158)

Considere a relacao existente entre a deformacao média no compédsito E e a deformagao
g, no material de referéncia, supondo que o compdsito estd incorporado no material de

referéncia.

E =G"¢, (A.159)
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3 = Ho, (A.160)

Portanto, combinando as Equacgoes A.155 e A.159 e as Equacoes A.156 e A.160, obtemos:

= fiG" (A.161)

= Z fiH" (A.162)

Substituindo A.159 em A.157 e A.160 em A.158, adotando o material de referéncia como

o material hospedeiro e adotando a aproximacao usual G &~ T, obtemos:

(Chr —Cn) T = Z filci — cp)T" (A.163)

(M — my, )W = Z fi(m; — mj,)Wh (A.164)

onde W = C}TTh*mh e W = ¢;T"m), sdo as condicoes de consisténcia. Kuster e Toksoz
também assumiram que o tensor T"* é sempre o tensor para inclusoes esféricas, entao o
modulo de compressibilidade volumétrica K e a constante de Lamé p podem ser encon-

trados de acordo com:

Ky + %Mh

Ky — Kj)———2— = (K — K,)PM A.165
(K h)K}kmJr I EZ fil ) ( )
1505 K, 4 2045, hi
: (i i A.166
(Hicr = )GNz(Kh + 2pn) + pn (9K + 8pn) XZ: Jilu HQ ( )

. ’ s’ . * *
que podem ser rearranjadas em férmulas explicitas para Ky, e pyp.

118



	CAPA
	FOLHA DE ROSTO
	EPÍGRAFE
	AGRADECIMENTOS
	RESUMO
	ABSTRACT
	LISTA DE FIGURAS
	LISTA DE TABELAS
	LISTA DE ABREVIATURAS E SIGLAS
	LISTA DE SÍMBOLOS
	SUMÁRIO
	1 Introdução
	1.1 Objetivos
	1.1.1 Objetivos Específicos

	1.2 Estrutura do Trabalho
	1.3 Contribuição do trabalho
	1.4 As escalas da bioengenharia

	2 Micromecânica do Contínuo
	2.1 Princípios variacionais
	2.1.1 Modelos multiescala infinitesimais

	2.2 Elementos básicos da modelagem micro-macro
	2.3 Fundamentos da micromecânica do contínuo
	2.3.1 Homogeneização do tensor de deformações
	2.3.2 Restrições cinemáticas mínimas para o EVR
	2.3.3 Decomposição do deslocamento microscópico
	2.3.3.1 Restrições Cinemáticas Atuais

	2.3.4 Equilíbrio do Elemento de Volume Representativo
	2.3.5 A homogeneização do tensor de tensões
	2.3.6 O princípio de macro-homogeneidade de Hill-Mandel
	2.3.7 Classes de modelos multiescala
	2.3.8 EVR multifásico
	2.3.9 Homogeneização


	3 Remodelamento ósseo
	3.1 Fatores Locais e Sistêmicos
	3.2 Conceitos básicos do remodelamento ósseo
	3.3 Estímulo mecânico do remodelamento ósseo
	3.4 As células ósseas
	3.4.1 A linhagem celular osteoblástica
	3.4.2 A linhagem celular osteoclástica

	3.5 Sinalização Celular
	3.6 O Hormônio PTH
	3.7 Interações entre osteoclastos e osteoblastos
	3.7.1 Modelos matemáticos para as interações celulares
	3.7.2 Mecanorregulação do estímulo mecânico


	4 Modelagem de Tecidos Mineralizados
	4.1 Caracterização
	4.1.1 Estruturas hierárquicas no tecido ósseo
	4.1.2 Osso Trabecular
	4.1.3 Osso Cortical

	4.2 Homogeneização micromecânica do tecido ósseo
	4.3 Densidade de energia de deformação na microescala
	4.4 Relação entre a densidade aparente e o módulo de elasticidade

	5 Materiais e Métodos
	5.1 Algoritmo do código desenvolvido
	5.1.1 Pré-Processamento
	5.1.2 Processamento
	5.1.2.1 Função microSED
	5.1.2.2 Função interactOBxOC
	5.1.2.3 Função microHOOKE

	5.1.3 Pós-Processamento


	6 Resultados
	6.1 Exemplos do modelo microescala
	6.2 Exemplos da modelagem multiescala
	6.2.1 Aplicação 1: modelo bidimensional de um fêmur humano
	6.2.2 Aplicação 2: Movimento Ortodôntico
	6.2.3 Aplicação 3: Remodelamento peri-implantar


	7 Discussão
	7.1 Modelo microescala
	7.2 Modelos multiescala
	7.2.1 Remodelamento ósseo no fêmur humano
	7.2.2 Remodelamento no osso cortical ao redor do incisivo frontal
	7.2.3 Remodelamento ósseo peri-implantar


	8 Conclusões
	8.1 Sugestão de trabalhos futuros

	REFERÊNCIAS BIBLIOGRÁFICAS
	A Anexo A - Fundamentos da Mecânica do Contínuo
	A.1 Primeira Lei da Termodinâmica
	A.2 Segunda Lei da Termodinâmica
	A.2.1 A desigualdade de Clausius-Duhem
	A.2.2 Energia Livre de Helmholtz

	A.3 Potenciais Termodinâmicos
	A.4 Elasticidade Linear Isotrópica
	A.4.1 Função de Green para um corpo elástico considerando pequenas deformações

	A.5 Inclusão e autodeformação
	A.6 Funções de Green e o Tensor de Eshelby Sijkl
	A.7 O Tensor de Hill
	A.8 Estimativas das propriedades elásticas de compósitos


