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“É a diferença entre um categórico Levanta-te e um dubidativo E se tu te
levantasses. Há mesmo quem sustente que esta segunda frase, e não a
primeira, foi a que jesus realmente proferiu, prova provada de que a
ressureição, afinal, estava, sobretudo, dependente da livre vontade de

lázaro e não dos poderes milagrosos, por mais sublimes que fossem, do
nazareno. Se lázaro ressuscitou foi porque lhe falaram com bons modos,

tão simples como isto”.

José Saramago
em “A Viagem do Elefante”, 2008
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RESUMO

O estudo do comportamento auto-adaptativo dos óssos é um grande desafio que a co-
munidade cient́ıfica internacional tem encontrado nas últimas décadas. O tecido ósseo é
um órgão vivo capaz de se adaptar ao ambiente mecânico e é caracterizado como um
material compósito por sua complexa composição e ńıveis hierárquicos de organização. Os
fatores biológicos que influenciam o equiĺıbrio de remoção e reposição óssea são diversos,
entre eles estão células, citocinas, fatores de crescimento, hormônios, protéınas e liṕıdios
que interagem neste complexo fenômeno local que sofre influências sistêmicas e est́ımulos
externos. A micromecânica do cont́ınuo é o ferramental teórico escolhido de caracterizar
o comportamento constitutivo anisotrópico, heterogêneo e multiescala do tecido ósseo.
Para lidar com os processos biológicos foi adotado um modelo de interação celular que
descreve as interações celulares e a influência da sinalização parácrina em uma das esca-
las do osso. Através do procedimento de homogeneização baseado na micromecânica do
cont́ınuo podemos obter as propriedades mecânicas macroscópicas baseadas na composi-
ção da microestrutura do material. Um código computacional intitulado Remold 2D foi
desenvolvido e programado em MATLAB. A discretização espacial das geometrias bidi-
mensionais é realizada através do Método dos Elementos Finitos e a evolução temporal
das variáveis biológicas e da densidade óssea é resolvida pelo método de Runge-Kutta
de quarta ordem. Exemplos bidimensionais ilustram a teoria aplicada em três casos: for-
mação da camada cortical no fêmur, reabsorção óssea peri-implantar (implantodontia) e
movimentação ortodôntica. O est́ımulo mecânico utilizado para desencadear a atividade
celular é a densidade de energia de deformação na micro-escala. Os resultados mostram
a evolução temporal da distribuição de densidade nos modelos bidimensionais. Essa dis-
tribuição mostrou-se apropriada comparada com outros modelos da literatura. O estudo
desenvolvido é um primeiro passo no desenvolvimento de outras pesquisas relacionadas ao
desequiĺıbrio da homeostase óssea e a utilização de fármacos no tratamento de doenças
ósseas.
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A MULTISCALE MODELING OF MINERALIZED TISSUES
CONSIDERING THE DYNAMICS OF CELL MICROMECHANICS

ABSTRACT

Bone tissue is a dynamic system capable of changing its own density in response to bio-
mechanical stimuli. The biological system studied herein consists of three cellular types,
responsive osteoblasts, active osteoblasts and osteoclasts, and four types of signaling mo-
lecules, PTH, TGF-β, RANKL and OPG. This study examines the biological response to
a specific mechanical stimulus in a cellular model for bone remodeling. Two-dimensional
examples are proposed with spatial discretization performed through the finite element
method. The temporal evolution of the biological variables and bone density is obtained
using the Runge-Kutta method. A computational code named Remold 2D is created in
MATLAB. The strain energy density at the microscale served as mechanical stimulus to
trigger cellular activity demonstrating the temporal evolution of density distribution in
three diferent models. This distribution is in agreement with other models in the litera-
ture. The main contribution of this thesis is the coupling of mechanical and biological
models in a multiscale framework. Another important fact is that the results can repre-
sent the local behavior of the proposed biological variables. The study is a first step in the
development of more advanced models to represent the imbalance of bone homeostasis.
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Ė – derivada do tensor de deformações na macroescala
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Ė – derivada do tensor de deformações na macroescala
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` – comprimento caracteŕıstico do EVR
L – gradiente da velocidade
L – comprimento caracteŕıstico da geometria macroscópica
mn – coeficiente do método de Runge Kutta de quarta ordem no tempo n
n – vetor unitário normal a superf́ıcie ∂Ω
P – potência mecânica das forças externas
P – tensor de Hill
POBp – taxa de proliferação dos pré-osteoblastos
PPTH,d – adição externa de PTH
PRANKL,d – adição externa de RANKL
PRANKL,εbm – função de mecanoregulação catabólica (reabsorção óssea)
PRANKL,d – doseamento externo de RANKL solúvel
q – vetor fluxo de calor
Q – quantidade de calor

Q̇ – taxa de quantidade de calor
r – taxa da fonte de calor por unidade de massa
RRANKL

OBp – no máximo de ligantes na superf́ıcie dos pré-osteoblastos

RRANKL
OBa – no máximo de ligantes na superf́ıcie dos osteoblastos

s – entropia espećıfica por unidade de massa ou variável de integração auxiliar
ṡ – taxa de entropia espećıfica por unidade de massa
S – entropia
S – área da superf́ıcie do volume finito dentro do corpo infinito
S – grandeza tensorial
STGF-β – fontes e sumidouros para o TGF-β
sg – entropia espećıfica gerada no sistema
ṡg – taxa de entropia espećıfica gerada no sistema
Sg – entropia gerada no sistema
S – tensor de Eshelby
t – tempo
tj – tempo na iteração j
tj – tempo na iteração k
t – vetor tração
te – vetor tração na fronteira do EVR
T – temperatura
T – forças de superf́ıcie
u – vetor dos deslocamentos
uc – vetor dos deslocamentos restritos
u̇ – vetor velocidade ou taxa de deslocamento
ü – vetor aceleração ou taxa de velocidade
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ũ – vetor das flutuações dos deslocamentos no EVR
˙̃u – derivada do vetor das flutuações dos deslocamentos no EVR
v – grandeza vetorial
V – volume
V0 – volume da inclusão
Vµ – volume do EVR
Vi – volume da fração de volume i
Vtotal – volume da somatória de Vi para todas as frações de volume
V – espaço dos deslocamentos virtuais cinematicamente admisśıveis do EVR
w – densidade de energia de deformação na micro-escala
wεbm – densidade de energia de deformação na matriz óssea extravascular (DED)
wf1
εbm

– DED no ińıcio da fase de formação
wf2
εbm

– DED máxima 1 da fase de formação
wf3
εbm

– DED máxima 2 da fase de formação
wf4
εbm

– DED no final da fase de formação
wr1εbm – DED da fase de reabsorção 1
wr2εbm – DED da fase de reabsorção 2
x – vetor posição cujas componentes são x1, x2 e x3 num sistema cartesiano

ortogonal na macroescala
y – vetor posição no EVR (microescala)
z – vetor auxiliar k/k
z – módulo do vetor no sistema de coordenadas esféricas

Matemáticos

∇ – operador gradiente
∇S – parte simétrica do operador gradiente
(·)T – transposta de (·)
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2.1 Prinćıpios variacionais . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

2.1.1 Modelos multiescala infinitesimais . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

2.2 Elementos básicos da modelagem micro-macro . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

2.3 Fundamentos da micromecânica do cont́ınuo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

2.3.1 Homogeneização do tensor de deformações . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
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3.4.1 A linhagem celular osteoblástica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
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3.7.1 Modelos matemáticos para as interações celulares . . . . . . . . . . . . . . . 29

3.7.2 Mecanorregulação do est́ımulo mecânico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

4 Modelagem de Tecidos Mineralizados . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

4.1 Caracterização . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
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Caṕıtulo 1 - Introdução

1 Introdução

Tecidos mineralizados são tecidos biológicos que incorporam minerais na sua estrutura em

conjunto com a matéria orgânica (matriz mole). Alguns exemplos encontrados na natureza

são: ossos, esmalte dentário, cemento dentário, dentina, cartilagem, tendão, concha de

molusco, esponjas do mar, chifres, diatomáceas e radiolários (FONSECA et al., 2011).

A seleção natural ao longo de bilhões de anos produziu materiais naturais extremamente

eficientes, que são fonte de inspiração para engenheiros. Esses compósitos naturais combi-

nam protéınas e minerais em estruturas hierárquicas para alcançar combinações espećıficas

de rigidez, resistência e tenacidade (resistência à fissuração) (BARTHELAT, 2007).

O tecido ósseo é um material vivo que tem a função de formar o esqueleto e, consequen-

temente, proporcionar locomoção e proteção ao organismo. Ele é sujeito a carregamentos

permanentes e transientes causados por atividades diárias e eventualmente a carregamen-

tos extremos como consequência de acidentes. Ao contrário dos materiais inertes, esses

tecidos são capazes de responder e se adaptar ao seu ambiente. O crescimento ósseo e a

cura de uma fratura são processos de caráter temporário, já a estrutura interna dos ossos

é mantida e adaptada por um processo denominado remodelação óssea (FROST, 1969).

Esse processo é responsável pela remoção do microdano e consequentemente pelo aumento

da vida útil de um tecido ósseo. Além disso, a adaptação estrutural a mudanças no am-

biente mecânico desempenha um papel importante no contexto de implantes e próteses.

Devido ao enorme impacto social causado por doenças como a osteoporose e à falha dos

implantes e das próteses, avanços no entendimento teórico e na simulação computacional

da remodelação óssea são de grande importância (COWIN, 1986).

O processo dinâmico de adaptação óssea, conhecido como remodelamento, requer a ati-

vidade sincronizada de pelo menos três tipos celulares: os osteoblastos, os osteoclastos e

os osteócitos, responsáveis pela formação, reabsorção e reconhecimento de est́ımulos no

tecido, respectivamente (COWIN; HEGEDUS, 1976).

A geometria, composição e hierarquização do tecido ósseo são caracteŕısticas que foram

sendo adaptadas através dos anos de evolução nos vertebrados (RUBEN; BENNETT, 1987).

A geometria é otimizada para minimizar o peso, reduzir a concentração de tensões nas

juntas e ligamentos, permitindo que o corpo possa resistir a altas cargas funcionais (CAR-

TER; HAYES, 1977). O osso tem a combinação ideal de propriedades para ser um material

estrutural: alta rigidez e resistência, tonacidade à fratura e pouco peso. As excelentes

propriedades mecânicas são atribúıdas à complexa estrutura hierárquica e compósita que

2



Caṕıtulo 1 - Introdução

se estende desde a nanoescala até a macroescala (NOWLAN; PRENDERGAST, 2005).

A capacidade de se auto remodelar não é uma caracteŕıstica única do tecido ósseo. Diversos

trabalhos mostram o papel dos cementoblastos na fagocitose de colágeno na interface do

ligamento periodontal e do cemento dentário (BOSSHARDT, 2005; YAJIMA et al., 2006). Sa-

saki et al. (1990) sugerem o posśıvel papel dos odontoclastos, cementoblastos, fibroblastos

e macrófagos na proeminente formação de lacunas de reabsorção na dentina radicular.

1.1 Objetivos

Propor um modelo constitutivo para tecidos mineralizados usando a teoria da multiescala.

A formulação matemática é baseada na micromecânica do cont́ınuo e os processos bioló-

gicos são descritos por um modelo de interação celular (entre osteoclastos, osteoblastos e

osteócitos).

1.1.1 Objetivos Espećıficos

a) Realizar o acoplamento do modelo constitutivo da elasticidade linear com o

modelo da evolução temporal das concentrações celulares e densidade aparente

óssea (sistema de equações diferenciais acopladas). O resultado do acoplamento é

uma análise transiente da evolução da distribuição da densidade aparente óssea.

b) Propor um modelo de mecanoregulação celular baseado na densidade de energia

de deformação na microescala como est́ımulo mecânico. Exemplificar o modelo

celular para diferentes est́ımulos mecânicos e biológicos.

c) Aplicar a teoria desenvolvida (acoplamento mecânico e biológico) para problemas

envolvendo o tecido ósseo humano. São propostos três exemplos bidimensionais:

i Fêmur proximal humano. Aplicação do carregamento exercido por músculos

e ligamentos durante o caminhar na região proximal do fêmur humano, onde

é observada a formação da camada de osso cortical.

ii Remodelamento ósseo ao redor de um implante dentário. Estimar a reabsor-

ção óssea peri-implantar devido às cargas da implantodontia.

iii Remodelamento ósseo na movimentação ortodôntica. Estudar a ação dos os-

teoclastos e osteoblastos em casos de deformação volumétrica de compressão

e tração nas regiões mesial e distal de um incisivo central.

3
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1.2 Estrutura do Trabalho

A estrutura do presente trabalho compreende oito caṕıtulos especificados a seguir. A

introdução (Caṕıtulo 1) contém os objetivos, a contextualização e uma seção detalhando

qual é a contribuição do trabalho.

No Caṕıtulo 2 é apresentada uma revisão bibliográfica sobre os prinćıpios variacionais

que validam as hipóteses da micromecânica do cont́ınuo. Algumas classes de modelos

multiescala são analisadas de acordo com as restrições aplicadas no Elemento de Volume

Representativo (EVR). Muitos conceitos fundamentais para o entendimento da formulação

da micromecânica do cont́ınuo são apresentados no Anexo A. Nesse anexo é apresentada

uma breve revisão bibliográfica da mecânica do cont́ınuo partindo da teoria de potenci-

ais termodinâmicos, enfatizando-se a utilização de funções de Green como base para a

definição dos tensores de Eshelby e Hill.

Um importante representante dentre os tecidos mineralizados que possuem atividade ce-

lular é o tecido ósseo. Uma revisão sobre o modelo matemático para a interação entre

as células ósseas e as caracteŕısticas biológicas do remodelamento ósseo é realizada no

Caṕıtulo 3.

O Caṕıtulo 4 apresenta as técnicas de localização e homogenização utilizadas para carac-

terizar os ossos cortical e trabecular.

Os materiais e métodos necessários para a realização deste estudo estão descritos no

Caṕıtulo 5. O enfoque maior é dado ao algoritmo criado com o detalhamento de algumas

funções.

Os resultados são ilustrados no Caṕıtulo 6 e uma discussão é realizada sobre a relevância

deles no Caṕıtulo 7.

No Caṕıtulo 8 são apresentadas a conclusão e as sugestões para trabalhos futuros.

1.3 Contribuição do trabalho

A principal contribuição deste trabalho é a proposição de um novo modelo de mecanor-

regulação da dinâmica celular apresentado na subseção 3.7.2. Este modelo de mecanorre-

gulação foi implementado em um modelo multiescala construindo tensores constitutivos

que levam em consideração caracteŕısticas da microescala.

4
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1.4 As escalas da bioengenharia

Em vários campos da engenharia, da f́ısica, da meteorologia, da ciência da computação,

dentre outras áreas, a modelagem multiescala é utilizada na resolução de problemas f́ısicos

que têm caracteŕısticas importantes em várias escalas, particularmente escalas espaciais

e temporais. Diversos problemas importantes dessas áreas incluem relações entre escalas

diferentes (BAEURLE et al., 2006; BAEURLE, 2009).

Modelagem multiescala na f́ısica, matemática e engenharia destina-se ao cálculo das pro-

priedades dos materiais ou caracterização do comportamento de sistemas em uma escala

utilizando informações de outras escalas. Em cada escala espećıfica, certas abordagens e

aproximações são utilizadas para a descrição do sistema. Os seguintes ńıveis gerais são

normalmente identificados:

a) Mecânica quântica (teoria f́ısica do estudo dos sistemas f́ısicos cujas dimensões

são próximas ou abaixo da escala atômica, tais como moléculas, átomos, elétrons,

prótons e de outras part́ıculas subatômicas).

b) Mecânica molecular (uso da mecânica newtoniana para descrever sistemas mo-

leculares).

c) Mesoescala (estudo de processos e fenômenos que ocorrem em escalas entre o

ńıvel do cont́ınuo e o atômico).

d) Mecânica do cont́ınuo (ramo da mecânica que abrange o estudo da cinemática

dos corpos e das propriedades mecânicas dos materiais considerando a matéria

como uma massa cont́ınua e não como part́ıculas discretas).

e) Macroescala (escala muito grande quando comparada à escala de estudo da

ciência dos materiais). Essa é a escala do estudo dos escoamentos geof́ısicos,

em que se podem utilizar as equações de conservação de energia da mecânica

do cont́ınuo adicionando termos importantes como, por exemplo, a Força de

Coriolis.

O conceito de modelagem multiescala é utilizado na descrição de sistemas f́ısicos cujos

processos termodinâmicos envolvem fenômenos em diferentes escalas de comprimento e

tempo. Os sistemas em que a modelagem multiescala possui aplicação imediata são os

chamados sistemas heterogêneos. Um exemplo canônico são os meios porosos hierárqui-

cos, que apresentam variações nas suas propriedades f́ısicas em uma hierarquia de escalas
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Distância

Tempo

Macroescala

(Escoamentos Geof́ısicos)

Mecânica do Cont́ınuo

(Ciência dos Materiais)

Modelo Mesoescala

(Meio Intermediário)

Mecânica Molecular

(Moléculas)

Mecânica Quântica

(Elétrons)

Anos

Horas

Minutos

Segundos

Microsegundos

Nanosegundos

Picosegundos

Femtosegundos

Metros1 mm1 µm1 nm1 Å

Figura 1.1 - As escalas da modelagem em engenharia

de comprimento, que podem variar de angstrons até quilômetros. Nesta classe de siste-

mas f́ısicos os modelos macroscópicos são resultantes da superposição de fenômenos que

ocorrem desde a escala de poro (na qual valem as equações da mecânica do cont́ınuo) pas-

sando pela escala de laboratório (em que a lei da Darcy é respaldada experimentalmente)

até a escala de campo (quilômetros). A modelagem computacional multiescala baseia-se

no entendimento do mapeamento que leva a microf́ısica (definida em uma escala “pe-

quena”), considerada fundamental, à macrof́ısica (definida em uma escala “grande”), mais

apropriada para uma descrição prática do problema. Dentre as técnicas de “upscaling”

desenvolvidas, destaca-se a teoria de homogeneização de estruturas periódicas, técnicas

baseadas na média volumétrica (volume averaging techniques) e métodos estocásticos.

Na discretização de sistemas de equações diferenciais tem sido muito comum a aplicação do

Método dos Elementos Finitos baseado em formulações variacionais consistentes acopladas

a técnicas de aproximação estáveis e convergentes.

Um grande desafio da natureza dos sistemas é a sua complexidade em resultado das

várias escalas no espaço e no tempo ao longo das quais são caracterizados. Os problemas

da bioengenharia desenvolvem-se ao longo de várias escalas, algumas das escalas estão

ilustradas na Figura 1.2.
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Distância

Tempo
Macroescala

Mesoescala

Microescala

Nanoescala

Anos

Dias

Horas

Segundos

Microsegundos

Nanosegundos

Picosegundos

Metrosmmµmnmpm

Tecido Ósseo

Trabéculas e Ósteons

Células Ósseas

Protéınas e Citosinas

Figura 1.2 - Multiescalas na Bioengenharia

7
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2 Micromecânica do Cont́ınuo

Ao longo dos últimos anos a comunidade cient́ıfica mundial tem demonstrado enorme

interesse e esforço em desenvolver modelos multiescala, o que pode ser comprovado pela

enorme produção cient́ıfica na área e pela quantidade de congressos e encontros que englo-

bam o assunto (STAINIER et al., 2012; VAZ JUNIOR et al., 2011). Trabalhos pioneiros na área

que contribúıram para a análise do comportamento dos sólidos levando em consideração

informações de duas escalas de comprimentos diferentes são apresentados em Hill (1965a),

Hill (1965b), Benveniste (1987), Budiansky (1965). O comportamento mecânico de teci-

dos vivos, de materiais porosos, de compósitos ou dos metais com grandes deformações é

altamente complexo por apresentar caracteŕısticas inelásticas relacionadas com a microes-

trutura. As demandas relacionadas a esses materiais têm sido resolvidas com a utilização

de softwares comerciais utilizando o Método dos Elementos Finitos simulando modelos

constitutivos clássicos da engenharia envolvendo as teorias da elasticidade, plasticidade,

hiperelasticidade e viscoelasticidade. Entretanto, a utilização dessas teorias conhecidas

como fenomenológicas resulta em algumas discrepâncias entre a previsão e a observação

da resposta constitutiva, especialmente quando o histórico das deformações no corpo é

complexo. A utilização de modelos multiescala nos casos citados anteriormente parece ser

uma alternativa promissora para melhorar as aproximações fenomenológicas clássicas e

descrever respostas constitutivas mais reaĺısticas (SOUZA NETO; FEIJóO, 2006).

2.1 Prinćıpios variacionais

Nesta seção são enumerados os prinćıpios variacionais dos modelos constitutivos multi-

escala para sólidos. O enfoque é dado para a formulação cinemática da micromecânica

para pequenas deformações de acordo com o trabalho desenvolvido por Souza Neto e

Feijóo (2006).

Ao adotar a hipótese do “determinismo constitutivo” (TRUESDELL, 1969), considera-se

que o tensor de tensões σ em um dado ponto é determinado unicamente pela história de

deformações nesse ponto. Portanto, ele pode ser escrito como um funcional constitutivo

F simétrico, tal que, para todo t:

σ(t) = F(εt) (2.1)

sendo que εt é o tensor que representa o histórico das deformações até o tempo t. A

deformação atual é dada pela expressão

ε = ∇Su =
1

2

(
∇u+ (∇u)T

)
(2.2)
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ou seja, é a parte simétrica do gradiente de deslocamentos u. A relação constitutiva é

dada pela relação:

σ(t) = c : ε(t) (2.3)

onde c representa o tensor constitutivo elástico na microescala de quarta ordem.

2.1.1 Modelos multiescala infinitesimais

Existe um grande número de abordagens multiescala na literatura. Neste trabalho será

adotada a abordagem da utilização de um elemento de volume representativo para repre-

sentar a microescala. A Figura 2.1 apresenta um elemento de volume representativo para

um material poroso, com poros em formatos esféricos e elipsoidais, representados em duas

dimensões por elipses e ćırculos.

x

L

`

d

MACROESCALA (CONTÍNUO)MICROESCALA (EVR)

∂Ωµ

Ωµ = Ωv
µ ∪ Ωs

µ

Ωs
µ

Ωv
µ

y

n

Figura 2.1 - O Elemento de Volume Representativo (EVR)

O elemento de volume representativo (EVR), cujo domı́nio é denotado por Ωµ, é a repre-

sentação microscópica de um ponto x da macroescala ou do ńıvel do cont́ınuo. O domı́nio

pode ser escrito como a união da parte sólida Ωs
µ com os vazios Ωv

µ, ou seja, Ωµ = Ωv
µ∪Ωs

µ.

Será adotada a simplificação de que os vazios não têm interseção com a fronteira do

EVR, ou seja, ∂Ωµ ∩ Ω̄v
µ = 0. Onde Ω̄v

µ significa o fechamento do conjunto Ωv
µ, ou seja,

Ω̄v
µ = Ωv

µ ∪ ∂Ωv
µ.

Na micromecânica do cont́ınuo (HILL, 1963; SUQUET, 1997; ZAOUI, 2002), o material como

um todo é entendido como macro-homogêneo, porém na sua estrutura interna é enten-

dido como micro-heterogêneo nos elementos de volume representativos (EVR). Em geral,

a microestrutura do EVR é tão complicada que não pode ser descrita completamente, en-

tretanto, são escolhidos subdomı́nios quase homogêneos com grandezas f́ısicas conhecidas
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(frações de volume e propriedades constitutivas). Os subdomı́nios são conhecidos como as

fases do material.

A ideia central da micromecânica do cont́ınuo no estudo de deformações em sólidos é que

o observador deve escolher um elemento de volume representativo, que contenha carac-

teŕısticas f́ısicas e constitutivas de uma determinada escala do material. O comprimento

caracteŕıstico do EVR (o segmento ` da Figura 2.1) deve ser considerado grande quando

comparado as dimensões das heterogeneidades dentro do EVR (de tamanho d) e sufici-

entemente pequeno comparado ao comprimento caracteŕıstico da geometria ou do carre-

gamento da estrutura na qual está definido o EVR, o comprimento L. Matematicamente,

esta separação de escalas pode ser escrita como d� `� L.

De acordo com o proposto por Souza Neto e Feijóo (2006), será apresentada uma base

teórica para os modelos que utilizam o EVR, que se fundamenta em quatro prinćıpios:

a) O equiĺıbrio do EVR.

b) O prinćıpio de macro-homogeneidade de Hill-Mandel.

c) A homogeneização dos tensores de tensão e deformação.

d) A conjectura de que o conjunto K̃ das flutuações dos deslocamentos cinemati-

camente admisśıveis dentro do EVR é um subespaço do espaço das flutuações

de deslocamentos minimamente restritos compat́ıveis com a hipótese de média

das deformações.

A formulação que será descrita nos próximos itens fornece axiomas estruturados para as

diferentes classes de modelos constitutivos multiescala. A principal diferença entre essas

classes é a escolha das restrições cinemáticas aplicadas na fronteira ∂Ωµ do elemento de

volume representativo.

2.2 Elementos básicos da modelagem micro-macro

No contexto da elasticidade linear, as propriedades constitutivas de um material microhe-

terogêneo são caracterizadas pelo tensor de elasticidade C variável espacialmente. A ca-

racterização da resposta macroscópica efetiva (homogenizada) do material pode ser obtida

por meio da relação das médias:

〈σ〉 = C∗ : 〈ε〉 (2.4)

ou de maneira equivalente,

Σ = C∗ : E (2.5)
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As médias são calculadas por meio da convenção:

〈·〉 ≡ 1

Vµ

∫
Ωµ

· dV (2.6)

sendo 〈σ〉 e 〈ε〉 as médias dos tensores de tensão e deformação na microescala, que estatis-

ticamente representam os tensores dentro do elemento de volume representativo (EVR),

de volume Vµ. A quantidade C∗ é uma propriedade efetiva, e é conhecida como o tensor

constitutivo da elasticidade na macroescala. É enfatizado aqui que a quantidade efetiva C∗

não é uma propriedade material, mas uma relação entre médias, uma propriedade “apa-

rente” (ZOHDI; WRIGGERS, 2008). Entretanto, para ser consistente com a literatura, no

presente documento será feita referência a C∗ como uma propriedade efetiva do material,

e de agora em diante C∗ = C.

2.3 Fundamentos da micromecânica do cont́ınuo

De acordo com Hellmich et al. (2004) e Fritsch (2009), os três elementos da micromecânica

do cont́ınuo são:

a) Representação, que é a identificação das diferentes fases dentro do EVR, e sua

caracterização mecânica, também chamada de morfologia mecânica; uma fase no

sentido da micromecânica do cont́ınuo não é necessariamente uma caracteŕıstica

reconhećıvel em uma imagem microscópica (como um ósteon ou uma lamela),

mas um domı́nio dentro do EVR que pode ser identificado em certa escala, com

propriedades f́ısicas constantes (como as constantes de elasticidade);

b) Localização, que estabelece uma relação entre o estado de deformação constante

prescrito na fronteira do EVR (resultante de `� L) e o estado de deformação nas

fases individuais (homogêneas) que compõem o EVR, além de definir a interação

entre as fases;

c) Homogeneização, que é baseado em médias no volume das relações constitutivas

definidas nas escalas das fases dentro do EVR. A Homogeneização define as

propriedades f́ısicas (como a rigidez) no EVR como função das propriedades das

fases, das frações de volume e da sua morfologia (HELLMICH et al., 2004).

2.3.1 Homogeneização do tensor de deformações

A formulação cinemática da teoria constitutiva multiescala assume que o tensor de defor-

mações E no ponto x da macroescala é a média volumétrica do campo de deformações
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microscópicas representado pelo tensor de microdeformação εµ em todo o EVR. É im-

portante ressaltar a notação que está sendo utilizada: quantidades microscópicas serão

representadas por letras gregas minúsculas e as respectivas quantidades macroscópicas

serão representados pelas versões maiúsculas das mesmas letras.

E(x, t) = 〈εµ〉 =
1

Vµ

∫
Ωµ

ε(y, t) dV (2.7)

sendo que ε = ∇su e Vµ representa o volume do domı́nio Ωµ. Este procedimento é conhe-

cido como homogeneização ou uma etapa de homogenização.

2.3.2 Restrições cinemáticas mı́nimas para o EVR

Uma condição necessária para que o campo de deslocamentos u seja cinematicamente

admisśıvel é

u ∈ K ∗ (2.8)

onde K ∗ representa o conjunto de deslocamentos microscópicos com restrições mı́nimas

para que os mesmos sejam cinematicamente admisśıveis1

K ∗ ≡

{
v, suficientemente regular |

∫
Ωµ

∇sv dV = VµE

}
(2.9)

Considerando que n é o vetor unitário normal à superf́ıcie ∂Ωµ e v é o vetor de desloca-

mentos no EVR, pode-se escrever a definição para K ∗ de maneira equivalente de acordo

com Souza Neto e Feijóo (2006):

K ∗ ≡

{
v, suficientemente regular |

∫
∂Ωµ

v ⊗ n dA = VµE

}
(2.10)

Uma forma de mostrar a igualdade
∫
∂Ωµ

v ⊗n dA =
∫

Ωµ
∇v dV é por meio da identidade

tensorial: ∫
∂Ωµ

(Sn)⊗ v dA =

∫
Ωµ

[
(divS)⊗ v + S(∇v)T

]
dV (2.11)

1A expressão “suficientemente regular” foi utilizada por Souza Neto e Feijóo (2006), que evitaram o uso
de definições rigorosas, no intuito de mostrar que as operações realizadas com as entidades matemáticas
envolvidas fazem sentido. Vale notar que as funções são consideradas suaves, cont́ınuas e suficientemente
deriváveis.
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Sendo n um vetor unitário normal à fronteira ∂Ω, S = I (o tensor identidade) e v = u.∫
∂Ωµ

(In)⊗ u dA =

∫
Ωµ

[
(divI)⊗ u+ I(∇u)T

]
dV =

∫
Ωµ

(∇u)T dV (2.12)

A prova da identidade vetorial é apresentada a seguir:∫
∂Ωµ

[(Sn)⊗ v]ij dA =

∫
∂Ωµ

(Sn)ivj dA =

∫
∂Ωµ

Siknkvj dA = (2.13)

∫
Ωµ

(Sikvj),k dV =

∫
Ωµ

(Sik,kvj + Sikvj,k) dV = (2.14)∫
Ωµ

[
(divS)ivj + Sik(∇v)Tkj

]
dV =

∫
Ωµ

[
(divS)⊗ v + S(∇v)T

]
ij
dV (2.15)

2.3.3 Decomposição do deslocamento microscópico

O deslocamento microscópico pode ser decomposto em um deslocamento linear, Ey, so-

mado a flutuação dos deslocamentos ũ(y, t):

u(y, t) = 〈ε〉y + ũ(y, t) = E(x, t)y + ũ(y, t) (2.16)

De maneira semelhante pode-se escrever a decomposição da deformação:

ε(y, t) = 〈ε〉+ ε̃(y, t) = E(x, t) + ε̃(y, t) (2.17)

onde ε representa a deformação microscópica, E representa a deformação macroscópica

(constante em y) e ε̃ é a flutuação nas deformações microscópicas ε̃(y, t) = ∇sũ(y, t).

Dada a definição do conjunto dos deslocamentos microscópicos cinematicamente admis-

śıveis com mı́nimas restrições (Equação 2.9) e a decomposição da Equação 2.16, pode-se

formular que as flutuações dos deslocamentos cinematicamente admisśıveis, ũ(y, t), satis-

fazem a expressão:

ũ ∈ K̃ ∗ (2.18)

sendo K̃ ∗ o espaço vetorial de flutuações de deslocamentos cinematicamente admisśıveis

minimamente restritas.

K̃ ∗ =

{
v, suficientemente regular |

∫
∂Ωµ

v ⊗ n dA = 0

}
(2.19)
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Caṕıtulo 2 - Micromecânica do Cont́ınuo

2.3.3.1 Restrições Cinemáticas Atuais

No desenvolvimento de modelos constitutivos multiescala, pode-se impor restrições adi-

cionais sobre a cinemática do EVR. Como descrito por (SOUZA NETO; FEIJóO, 2006),

diferentes tipos de restrições aplicadas sobre o EVR levam à definição de diferentes clas-

ses de modelos constitutivos multiescala. Considera-se K o conjunto vigente ou “atual”

de restrições cinemáticas aplicadas no EVR.

K ⊂ K ∗ (2.20)

Como é de se esperar, esse conjunto é um subconjunto de K ∗. De agora em diante,

será considerado que, dada uma deformação macroscópica, E, o conjunto de restrições

cinemáticas vigentes ou atuais é:

K =
{
u = Ey + ũ | ũ ∈ K̃ ∗

}
(2.21)

sendo K̃ um subespaço de K̃ ∗, ou seja, K̃ ⊂ K̃ ∗.

Pode-se definir um espaço associado ao espaço K , conhecido como o espaço dos deslo-

camentos virtuais cinematicamente admisśıveis do EVR, conhecido como V , e definido

como:

V = {η = v1 − v2 | v1,v2 ∈ K } (2.22)

De acordo com a Equação 2.21, podemos escrever η = (Ey1 + ũ1) − (Ey2 + ũ2) =

E(y2 − y1) + (ũ1 − ũ2) = Ey3 + ũ3, ou seja:

V = K̃ (2.23)

O espaço funcional de deslocamentos virtuais e o espaço funcional de flutuações de deslo-

camentos cinematicamente admisśıveis coincidem.

2.3.4 Equiĺıbrio do Elemento de Volume Representativo

O Elemento de Volume Representativo está em equiĺıbrio em cada instante t da sua história

de deformações. Na estática (ramo da mecânica) um método alternativo ao somatório de

forças nulo para garantir o equiĺıbrio é a utilização do Prinćıpio do Trabalho Virtual, a

seguir explicado.

Seja σ o campo de tensões microscópicas, b o vetor força de corpo, te o vetor tração

referente as pressões externas exercidas na superf́ıcie ∂Ωµ. O prinćıpio do trabalho virtual
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estabelece que o EVR está em equiĺıbrio se, e apenas se, a equação variacional 2.24 for

verdadeira para cada t.∫
Ωµ

σ(y, t) : ∇η dV −
∫

Ωµ

b(y, t) · η dV −
∫
∂Ωµ

te(y, t) · η dA = 0 ∀η ∈ V (2.24)

onde V é o espaço de deslocamentos virtuais do EVR, sujeito as restrições discutidas na

seção anterior.

2.3.5 A homogeneização do tensor de tensões

Assume-se que o tensor de tensões na macroescala (cont́ınuo), Σ, é definido como a ho-

mogeneização do tensor de tensões na microescala, σ.

Σ(t,x) = 〈σµ〉 =
1

Vµ

∫
Ωµ

σ(t,y) dV (2.25)

Separando os domı́nios sólido Ωs
µ e vazio Ωv

µ, pode-se escrever:

Σ(t,x) =
1

Vµ

∫
Ωsµ

σ(t,y) dV +
1

Vµ

∫
Ωvµ

σ(t,y) dV (2.26)

Reescrevendo a identidade vetorial da Equação 2.11,∫
Ωµ

S(∇v)T dV =

∫
∂Ωµ

(Sn)⊗ v dA−
∫

Ωµ

(divS)⊗ v dV (2.27)

Pode-se adotar S = σ, v = y e é posśıvel escolher apropriadamente ∇y = I para chegar

na expressão:∫
Ωµ

σ(∇y)T dV =

∫
Ωµ

σ dV =

∫
∂Ωµ

(σn)⊗ y dA−
∫

Ωµ

(divσ)⊗ y dV (2.28)

Utilizando o resultado anterior na Equação 2.26, obtem-se:

ΣVµ =

∫
∂Ωsµ

(σn)⊗y dA−
∫

Ωsµ

(divσ)⊗y dV +

∫
∂Ωvµ

(σn)⊗y dA−
∫

Ωvµ

(divσ)⊗y dV (2.29)

No presente trabalho serão analisadas apenas as situações em que as forças de corpo

atuando em Ωv podem ser negligenciadas, ou seja, assume-se que b(y, t) = 0 ∀y ∈ Ωv.

A forma forte da equação do equiĺıbrio é (divσ = b), também nota-se que a fronteira do

volume sólido é a própria fronteira do EVR, isto é, ∂Ωs
µ = ∂Ωµ. Outra consequência do

equiĺıbrio é que, como não há forças internas nos espaços vazios, [σ(y, t)n] = 0 ∀y ∈ ∂Ωv
µ.
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Na fronteira ∂Ωµ pode-se realizar a substituição σ(y, t)n = te. Finalmente, fazendo as

substituições, a Equação 2.29 fica:

Σ(x, t) =
1

Vµ

[∫
∂Ωµ

te(y, t)⊗ y dA−
∫

Ωsµ

b(y, t)⊗ y dV

]
(2.30)

2.3.6 O prinćıpio de macro-homogeneidade de Hill-Mandel

O prinćıpio de macro-homogeneidade de Hill-Mandel é um argumento f́ısico que estabelece

a igualdade entre a potência macroscópica (produto entre a tensão macroscópica e taxa

de deformação macroscópica) e a média volumétrica da potência microscópica:

Σ : Ė =
1

Vµ

∫
Ωµ

σ : ε̇ dV (2.31)

essa identidade deve valer para qualquer taxa de deformação microscópica cinematica-

mente admisśıvel ε̇. De acordo com Souza Neto e Feijóo (2006), a taxa de deformação

microscópica é considerada cinematicamente admisśıvel, se:

ε̇ = ∇su̇ = Ė +∇s ˙̃u ˙̃u ∈ V (2.32)

sendo V o espaço de flutuações de velocidades cinematicamente admisśıveis, que é o

mesmo espaço dos deslocamentos virtuais cinematicamente admisśıveis.

2.3.7 Classes de modelos multiescala

A base teórica apresentada neste Caṕıtulo até a presente seção pode ser aplicada para

diversas classes de modelos multiescala baseadas no tipos de restrições, ou condições de

contorno, aplicada no EVR. O trabalho de Souza Neto e Feijóo (2006) apresenta uma

classificação com quatro tipos de modelos multiescala, baseados na escolha do espaço V :

(a) Modelo de Taylor. Nele a deformação na micro e na macroescala são as mes-

mas, ou seja, E(x, t) = ε(y, t). Considera-se que as flutuações de deslocamentos

são nulas ũ(y, t) = 0, ∀y ∈ Ω, e, portanto, V = V Taylor = {0}.

(b) Modelo de deslocamentos lineares na fronteira do EVR. Esse modelo

considera que os deslocamentos na fronteira do EVR são lineares em y, ou seja,

u(y, t) = E(x, t)y, ∀y ∈ ∂Ω. O espaço vetorial de deslocamentos virtuais

cinematicamente admisśıveis é V = V Linear = {ũ(y, t) = 0 ∀y ∈ ∂Ω}.

(c) Modelo das flutuações de deslocamento periódicas na fronteira do EVR.
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Essa classe de modelos constitutivos é apropriada para representar o comporta-

mento de materiais que possuem microestrutura periódica. Cada EVR está em

contato com outros EVR e a condição de contorno que é aplicada na fronteira

de um EVR Γ+ deve ser igual a condição de contorno do EVR adjacente Γ−,

ou seja ũ(y+, t) = ũ(y−, t). Matematicamente o espaço V é definido como

V = V Periódico = {ũ(y, t) ∈ K̃ ∗| ũ(y+, t) = ũ(y−, t) ∀ par {y+,y−}}.

(d) Modelo da tração uniforme na fronteira do EVR. Esse modelo é conhe-

cido por ter a restrição cinemática mı́nima no EVR, isto é, o espaço vetorial

V é definido como V = V Uniforme = K̃ ∗. A tração externa te compat́ıvel com o

modelo é dada por te(y, t) = σ(y, t)n = Σ(x, t)n(y) ∀y ∈ ∂Ω. A escolha do

espaço V implica força de corpo nula, ou seja, b(y, t) = 0 ∀y ∈ Ω.

As diferentes escolhas de V para um dado EVR produzem, em geral, diferentes estimativas

para o resposta constitutiva macroscópica. Uma regra geral pode ser identificada (SOUZA

NETO; FEIJóO, 2006):

V Taylor ⊂ V Linear ⊂ V Periódico ⊂ V Uniforme (2.33)

ou seja, o modelo de Taylor apresenta solução mais ŕıgida (mais restrito), enquanto o

modelo de trações uniformes produz uma solução menos restrita e, portanto, menos ŕıgida.

2.3.8 EVR multifásico

Nas seções anteriores foram realizadas deduções e levantadas hipóteses para um EVR

poroso, ou seja, com inclusões vazias. As proposições já levantadas são válidas para as

seções subsequentes. De agora em diante será considerado um EVR composto por várias

fases como mostra a Figura 2.2.
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MACROESCALA (CONTÍNUO)MICROESCALA (EVR)

σr = cr : εr

σr+2 = cr+2 : εr+2

σr+1 = cr+1 : εr+1

σ0 = c0 : ε0 ∀y ∈ ∂Ω : u(y, t) = E(x, t)y

∀y ∈ Ω : b(y, t) = 0

x
y

Σ = C : E

Figura 2.2 - EVR multifásico e macroescala

As fases r = 1, ..., Nr possuem certas propriedades f́ısicas como as frações de volume fr,

as propriedades constitutivas elásticas e os respectivos limites de resistência. Assim como

as fases, ou inclusões, a matriz também ocupa uma fração do volume, é caracterizada por

uma lei constitutiva e está representada pelo ı́ndice 0. Cada fase pode ser entendida como

um meio elástico caracterizado por um tensor de rigidez de quarta ordem cr, que relaciona

o tensor de deformações de segunda ordem εr com o tensor de tensões de segunda ordem

σr. Os tensores são avaliados em valores médios no meio microscópico.

σr = cr : εr (2.34)

Em relação à resistência das fases, um critério de falha pode ser associado com a fronteira

do domı́nio elástico f(σ) < 0. Esse critério é definido pela superf́ıcie de falha:

f(σ) = 0 (2.35)

definido no espaço das microtensões σ(y, t), y sendo o vetor posição apontando para den-

tro ou para o limite do EVR. Além disso, o arranjo espacial das fases deve ser especificado.

Existem dois casos particulares de interesse:

(i) uma ou várias inclusões (fases) com diferentes formatos incorporadas na matriz,

ou fase cont́ıgua (como em um material compósito reforçado);

(ii) contato mútuo entre todas as fases desordenadas (como em um policristal).

2.3.9 Homogeneização

O objetivo principal da micromecânica do cont́ınuo é estimar as propriedades mecâni-

cas (elásticas e limites de resistência) de um material definido no EVR (sendo o meio
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macro-homogêneo, mas micro-heterogêneo) a partir das propriedades das fases. Esse pro-

cedimento é conhecido como homogeneização ou uma etapa de homogenização. Para tal,

deformações homogêneas (macroscópicas) E são impostas no EVR, em termos dos deslo-

camentos na sua fronteira ∂Ω:

∀y ∈ ∂Ω : u(y, t) = E(x, t)y (2.36)

As microdeformações ε(y, t) compat́ıveis cinematicamente no EVR de volume Vµ comple-

tam a condição da média relacionando a micro com a macrodeformação:

E = 〈ε〉 =
1

Vµ

∫
Ω

ε dV =
∑
r

frεr (2.37)

Analogamente, as tensões (macroscópicas) homogeneizadas Σ são definidas como uma

média espacial, dentro do EVR, das microtensões σ(y, t)

Σ = 〈σ〉 =
1

Vµ

∫
Ω

σ dV =
∑
r

frσr (2.38)

As tensões e deformações (macroscópicas) homogeneizadas, Σ e E, são relacionadas pelo

tensor de rigidez (macroscópico) homogeneizado,

Σ = C : E (2.39)

A lei de localização relaciona o tensor de deformações (macroscópicas) homogeneizadas E

com a deformação (microscópica) média εr, e é enunciada pela Equação 2.40. Essa relação

é expressa em termos do tensor de concentração de quarta ordem Ar para cada uma das

fases r.

εr = Ar : E (2.40)

Substituindo a Equação 2.40 na Equação 2.34 e fazendo a média para todas as fases de

acordo com a Equação 2.38, chega-se a:

Σ =
∑
r

frcr : Ar : E (2.41)

Das Equações 2.41 e 2.39 podemos identificar a relação entre os tensores de rigidez das

fases cr e o tensor de rigidez homogeneizado C:

C =
∑
r

frcr : Ar (2.42)
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Os tensores de concentração Ar podem ser adequadamente estimados por meio do pro-

blema de matriz-inclusão de Eshelby (1957), de acordo com Zaoui (2002), Benveniste

(1987).

Aestr =
[
I + P0

r : (cr − C0)
]−1

:

{∑
s

fs[I + P0
s : (cs − C0)]−1

}−1

(2.43)

sendo que I, Iijkl = 1/2(δikδjl+δilδkj), é o tensor identidade de quarta ordem, δij (delta de

Kronecker) é o tensor identidade de segunda ordem, e P0
r é o tensor de Hill de quarta ordem

que representa o formato da fase r, considerada como uma inclusão elipsoidal incorporada

na matriz de rigidez C0. Para matrizes isotrópicas, P0
r é escrito por meio do tensor de

Eshelby (ESHELBY, 1957).

Sesh,0r = P0
r : C0 (2.44)

P0
r = Sesh,0r :

(
C0
)−1

(2.45)

Substituindo a Equação 2.43 na Equação 2.42 chega-se na estimativa para o tensor de

rigidez (macroscópico) homogeneizado, Cest, como

Cest =
∑
r

frcr :
[
I + P0

r : (cr − C0)
]−1

:

{∑
s

fs[I + P0
s : (cs − C0)]−1

}−1

(2.46)

A escolha do tensor de rigidez C0 determina qual o tipo de interação entre as fases é con-

siderado. Para C0 coincidindo com um dos tensores de rigidez de uma das fases (Esquema

de Mori-Tanaka) (MORI; TANAKA, 1973), um material compósito é representado (matriz

cont́ıgua com inclusões); para C0 = Cest (Esquema Autoconsistente, um arranjo disperso

de fases é considerado, t́ıpico de policristais). Assim como as deformações médias das fases

εr são relevantes para o critério de falha de um material frágil, resultando na falha global

do EVR, a relação de concentração 2.40 permite a translação do critério de falha frágil

da fase mais fraca r = w para um critério de falha de um material frágil macroscópico

(homogenizado).

fw(σ) = 0 = fw(cw : εw) = fw(cw : Aw : E) =

= fw(cw : C−1 : Σ) = F(Σ)
(2.47)
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3 Remodelamento ósseo

A formulação matemática apresentada neste trabalho pode ser aplicada a diversos bioma-

teriais, dos quais destacam-se os tecidos mineralizados. Pode-se encontrar diversos tecidos

nos organismos vivos que têm essa caracteŕıstica, entre eles: os ossos cortical e trabecular,

o cemento dentário e a dentina.

A seguir serão discutidos aspectos importantes relacionados aos processos biológicos

que permeiam o remodelamento ósseo. É realizada uma breve revisão dos conceitos da

microbiologia que são importantes para a formulação de um modelo matemático repre-

sentativo do fenômeno multiescala.

3.1 Fatores Locais e Sistêmicos

Durante o remodelamento ósseo quantidades de cálcio mineralizado são removidas e de-

positadas no esqueleto adulto, em um processo também chamado de turnover. O primeiro

evento do remodelamento é a ativação, no qual as lining cells saem da superf́ıcie do osso

para permitir o acesso dos osteoclastos ou seus precursores até a matriz mineralizada. A

regulação da ativação é pouco conhecida, mas a natureza do remodelamento indica que

esse processo é senśıvel a est́ımulos locais como, por exemplo, a deformação da matriz

óssea. Adicionalmente, fatores sistêmicos, como o hormônio da paratireóide (PTH), são

conhecidos por aumentar a taxa de ativação. Então, o remodelamento é um processo que

combina a ação de fatores locais e sistêmicos (BOWLER et al., 2001).

3.2 Conceitos básicos do remodelamento ósseo

O anatomista e cirurgião alemão Julius Wolff (1836-1902) publicou em 1892 um trabalho

intitulado Das Gesetz der Transformation der Knochen, cuja tradução pode ser feita como

“a lei da transformação dos ossos”, no qual apresentou uma série de conceitos a respeito

do comportamento adaptativo dos óssos (RüBERG, 2003 apud WOLFF, 1892). Entre suas

ideias está a proposição de que os ossos de uma pessoa ou animal saudável se adaptam aos

carregamentos no local onde eles acontecem. Se o carregamento sobre um osso aumenta,

o órgão irá se remodelar ao longo do tempo para se tornar mais resistente. Esse conceito

ficou posteriormente conhecido como Lei de Wolff. Além desse conceito, Wolff sugere que

a adaptação óssea funcional reorienta as trabéculas de maneira a alinhá-las às direções

das tensões principais (COWIN, 1986).

Harold Frost, em 1969, descreveu como grupos celulares possivelmente se uniriam para

remodelar o tecido, na conhecida teoria do mecanostato, em que a perda e o ganho de

massa óssea dependem da deformação mecânica elástica local. Esse refinamento da teoria
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de Wolff diferencia os conceitos de modelamento e remodelamento. A teoria prevê que o

aumento do esforço mecânico de um osso aumenta sua resistência e densidade, e o desuso

mecânico de uma parte do corpo leva ao aumento da taxa de remoção de tecido e à

consequente perda de densidade (FROST, 1969).

3.3 Est́ımulo mecânico do remodelamento ósseo

A aproximação da teoria do mecanostato classifica o remodelamento em três etapas de

acordo com a densidade de energia de deformação, conforme pode-se observar na Fi-

gura 3.1. Primeiramente temos uma região de reabsorção conhecida como zona difusa

com baixa energia de deformação. A segunda etapa, conhecida como “zona morta”, é ca-

racterizada como a zona de equiĺıbrio da ação osteoclástica e osteoblástica onde não há

remodelamento. Por último, temos a zona de formação (aposição óssea).

Figura 3.1 - Modelo de remodelamento ósseo de Huiskes.

Fonte: (HUISKES et al., 1987).

Diversos modelos da literatura (HUISKES et al., 1987), (JACOBS et al., 1997), (GARCÍA-

AZNAR et al., 2005), (MCNAMARA; PRENDERGAST, 2007) utilizam a ideia da “zona morta”

e da teoria do mecanostato para o est́ımulo mecânico.

McNamara e Prendergast (2007) elaboraram um modelo matemático para o remodela-

mento no qual o est́ımulo mecânico pode ser tanto a deformação quanto a danificação

óssea (Figuras 3.2 e 3.3).
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Figura 3.2 - Modelo de remodelamento (adaptação óssea) de McNamara e Prendergast (2007)

A Figura 3.3 mostra os casos onde para ω < ωcrit (o dano ω é inferior ao dano cŕıtico

ωcrit) a deformação é est́ımulo para o remodelamento, porém quando ω > ωcrit o processo

de danificação passa a ser o est́ımulo que controla o remodelamento ósseo.

Figura 3.3 - Modelo de remodelamento (adaptação óssea) de acordo com lei de mecano-regulação
de deformação ou dano.

Fonte: (MCNAMARA; PRENDERGAST, 2007).

3.4 As células ósseas

As células ósseas estão presentes na origem de qualquer tipo de dinâmica óssea. Existem

dois ramos de origem para células ósseas: as pertencentes ao conjunto de células tronco
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mesenquimais e as pertencentes ao conjunto de células tronco hematopoiéticas.

A linhagem celular mesenquimal tem a ordem: pré-osteoblasto, osteoblasto e osteócito

ou célula óssea viva. Todos estes membros têm um único núcleo. Células mesenquimais

não diferenciadas (pré-osteoblastos) são localizadas em canais do osso, na medula ou na

superf́ıcie do mesmo. Elas podem aparecer de outras fontes (BUCKWALTER et al., 1995)

e são de formato irregular. Antes de serem estimuladas para migrar, se proliferar e se

diferenciar em osteoblastos, elas permanecem no seu estado original.

Seus sucessores, os osteoblastos, surgem de um processo que dura entre 2 e 3 dias. Eles

têm um formato cuboidal, e estão bem próximos um ao outro na superf́ıcie do tecido. A

śıntese e a excreção da matriz orgânica é a principal função destas células e eles excretam

aproximadamente 1 µm/dia. Esta velocidade é chamada de taxa de aposição e descreve

a pilha diária de osteon que está sendo depositada.

Um grande número de osteoblastos desaparece por um processo desconhecido (BUCKWAL-

TER et al., 1995) depois de sua vida útil. Mas alguns permanecem no tecido e sobrevivem

como osteócitos, o tipo de célula óssea que compõe cerca de 90% das células ósseas huma-

nas. Eles estão envoltos por osteoides e formam parte da rede celular. Os seus relativos

mais próximos, que vivem nas superf́ıcies mais externas do tecido, são a linhagem celular

chamada de osteócitos de superf́ıcie. Estas células funcionam na iniciação da reabsorção

óssea, que é o propósito dos membros de outra linhagem celular.

O primeiro passo no processo de reabsorção pode ser a atividade da linhagem celular

que, quando estimulada, remove a fina camada de osteoides que cobre a matriz mineral.

Adicionalmente, é adotada a hipótese de que a rede de células da linhagem mesenquimal

é capaz de sentir deformações e fluxos potenciais de sangue e desse modo controlar a

dinâmica de comunicação celular no osso (RüBERG, 2003).

Monócitos e osteoclastos são dependentes da linhagem celular hematopoiética. Monócitos

mononucleares podem ser estimulados para se diferenciar em células precursoras que for-

mam os osteoclastos multinucleares pela fusão. A fim de cumprir sua função de células de

reabsorção óssea, elas ligam-se a superf́ıcie do osso e secretam um ácido que desmineraliza

a matriz inorgânica. Além disso, eles produzem algumas enzimas que dissolvem o colágeno

orgânico. Isto é geralmente feito em uma velocidade chamada taxa de reabsorção que é

uma magnitude maior que a taxa de aposição. Terminando sua atividade, eles se dividem

em células mononucleares que podem ser reativadas (RüBERG, 2003). A Figura 3.4 mostra

ilustrações de alguns tipos de células ósseas.
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Figura 3.4 - Células Ósseas.

Fonte: Adaptado de Simoes (2007).

3.4.1 A linhagem celular osteoblástica

Durante a diferenciação osteoblástica estão caracterizados na literatura sete estágios de

maturação celular e diferenciação: das células mesenquimais indiferenciadas até os osteó-

citos e as células de revestimento (AUBIN, 1998b). O modelo apresentado por Lemaire et

al. (2004) considera quatro estágios, sendo dois representados por variáveis. Essas duas

variáveis representam as funções do osteoblasto de acoplamento e formação óssea.

A origem da linhagem celular de osteoblastos é um grande reservatório de células mesen-

quimais progenitoras indiferenciadas capazes de se diferenciar em células osteoblásticas

(também conseguem se diferenciar em miócitos e adipócitos) (AUBIN, 1998a). Uma vez

iniciada a diferenciação da linhagem osteoblástica, os progenitores se diferenciam para

um conjunto de células: osteoblastos imaturos ou pré-osteoblastos. Os pré-osteoblastos

são altamente senśıveis a sinais de diferenciação (AUBIN, 1998a). As células são estimula-

das a se diferenciar sobre o complexo efeito de fatores espećıficos como o PTH e o TGF-β

(AUBIN, 1998a). A última caracteŕıstica contribui, em parte, para a criação de um reser-

vatório de osteoblastos potencialmente ativos, e este fenômeno é fundamental no controle

do remodelamento ósseo (MUNDY, 1999).

A densidade de células desse reservatório está sob o controle dos osteoclastos (MUNDY,

1999). Uma vez que um pré-osteoblasto se diferencia em um osteoblasto ativo, ele pode

então realizar a formação óssea. Após essa etapa os osteoblastos podem sofrer apoptose

celular ou se transformar em um osteócito ou célula de revestimento. Conforme o mo-

delo de Lemaire et al. (2004) não é posśıvel que uma célula de revestimento volte a ser

osteoblasto, uma vez que a célula se diferencia, ela não pode mais formar osso.
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3.4.2 A linhagem celular osteoclástica

A linhagem celular osteoclástica é composta por pelo menos quatro estágios de diferen-

ciação: do precursor hematopoiético até o osteoclasto diferenciado e a apoptose celular

(ROODMAN, 1999; TEITELBAUM, 2000). No modelo de Lemaire et al. (2004) apenas três

tipo de osteoclastos são considerados, sendo um deles uma variável. Os precursores se

diferenciam em osteoclastos ativos que reabsorvem osso a uma taxa proporcional ao seu

número. A apoptose é o último estágio no final da diferenciação celular.

Células do tecido conjuntivo diferenciadas pertencentes à linhagem osteoblástica estimu-

lam, pelo contato célula-a-célula, a diferenciação dos precursores de osteoclastos e a sua

fusão em osteoclastos ativos multinucleados (MARTIN; NG, 1997).

3.5 Sinalização Celular

Quando uma célula sintetiza uma protéına sinalizadora, essa protéına pode (i) cair na

corrente sangúınea e se ligar a células em outros tecidos distantes (interação endócrina),

que é o caso da grande maioria dos hormônios, por exemplo, PTH; (ii) se ligar a uma

célula vizinha (parácrino), é o caso de um fator de crescimento que influencia o tecido ao

seu redor; e (iii) pode se ligar a ela mesma, neste caso ocorre um feedback (autócrina) que

pode ser positivo ou negativo.

Os agentes correspondentes ao contato celular (interação parácrina) são o receptor RANK,

um receptor membranar tipo citosina expresso por progenitores hematopoiéticos de oste-

oclastos (AUBIN; BONNELYE, 2000), e RANKL, uma citosina transmembranar relacionada

à famı́lia TNF expressa por células pré-osteoblásticas (BURGESS; QIAN, 1999). RANKL

é expresso na superf́ıcie de células osteoblásticas e de células do tecido da medula óssea,

assim, estimulando a diferenciação e ativação de osteoclastos (BURGESS; QIAN, 1999; AU-

BIN; BONNELYE, 2000; HOFBAUER; KHOSLA, 2000). A ação do RANKL é negativamente

regulada pela osteoprotegerina (OPG), um receptor solúvel que sequestra RANKL e que

antagoniza a sua ligação com o receptor RANK (FILVAROFF; DERYNCK, 1998; GREENFI-

ELD; BI, 1999; GUNTHER; SCHINKE, 2000). OPG é produzido e liberado por osteoblastos

(FILVAROFF; DERYNCK, 1998; AUBIN; BONNELYE, 2000; HOFBAUER; KHOSLA, 2000).

A matriz óssea é a maior fonte de TGF-β no corpo (ROODMAN, 1999). O TGF-β, assim

como outros fatores de crescimento e componentes espećıficos embebidos na matriz óssea,

são liberados por osteoclastos durante a reabsorção óssea (BONEWALD; DALLAS, 1994).

O efeito do TGF-β nos osteoblastos é bidirecional, dependendo do estado de maturação

dos osteoblastos (HAUSCHKA, 1989; SIMMONS; GRYNPAS, 1990). Por um lado, o TGF-β

26
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tem o potencial de estimular o recrutamento de osteoblastos, a migração e a prolifera-

ção de precursores de osteoblastos (ERIKSEN; KASSEM, 1992; BONEWALD; DALLAS, 1994;

MUNDY; BOYCE, 1996). Por outro, o TGF-β inibe a diferenciação dos pré-osteoblastos

em osteoblastos ativos (ALLISTON; CHOY, 2001). Portanto, o número de pré-osteoblastos

aumenta sob a influência do TGF-β. Quando o TGF-β é removido ou se torna inativo,

o grande compartimento de pré-osteoblastos sofre diferenciação, e então o número de os-

teoblastos ativos aumenta (MUNDY, 1999). O efeito inibitório do TGF-β é mediado pelo

core binding factor a1 (Cbfa1), que é um potente fator de diferenciação osteoblástico

(DUCY; SCHINKE, 2000; ALLISTON; CHOY, 2001). TGF-β é também conhecido por induzir

a apoptose osteoclástica (GREENFIELD; BI, 1999; ROODMAN, 1999).

A via de comunicação celular RANK-RANKL-OPG, acoplada à ação dual do TGF-β nos

osteoblastos, constitui uma rede de controle básico, capaz de regular o remodelamento

ósseo, e é o núcleo do modelo de Lemaire et al. (2004). As interações moleculares e

celulares geradas por esse sistema complexo cria a dinâmica responsável por manter o

forte acoplamento entre os osteoclastos e osteoblastos no remodelamento fisiológico do

osso.

3.6 O Hormônio PTH

O osso, maior reservatório de cálcio do corpo, está sempre sob regulação hormonal do

hormônio PTH. O hormônio da paratireoide (ou paratormônio) é um hormônio secre-

tado pelas glândulas da paratireoide. Ele atua aumentando a concentração de cálcio no

sangue, ao passo que a calcitonina (um hormônio produzido pela glândula tireoide) atua

diminuindo a concentração de cálcio. O paratormônio estimula a atividade osteoĺıtica

(destruidora do cristal apatita do osso), aumenta a absorção renal e intestinal de cálcio e

aumenta a absorção de vitamina D (KROLL, 2000).

A regulação da glândula paratireoide é autônoma. São as próprias células da paratireoide

que analisam a concentração de ı́on cálcio no sangue que as irriga e respondem aumentando

(se é baixa) ou diminuindo (se é alta) a śıntese e liberação de paratormona, de forma a

manter a homeostasia do cálcio contribuindo para a homeostase óssea. A Figura 3.5 mostra

uma ilustração da localização das glândulas da tireoide e da paratireoide.

O PTH estimula a proliferação de precursores de preosteoblastos em preosteoblastos e

inibe a proliferação de preosteoblastos em osteoblastos. O fator IL-6 inibe a proliferação

de preosteoblastos em osteoblastos, porém estimula a proliferação de preosteoclastos em

osteoclastos. A Interleucina-6 (IL-6) é um fator cŕıtico no controle dos sistemas imune

e hematopoiético (KROLL, 2000). Os osteoclastos reabsorvem o osso e liberam cálcio,
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Figura 3.5 - Glândulas da Paratireoide

Os dois pares de glândulas endócrinas da paratireoide situam-se embebidas na glândula tireoide.

entretanto eles não possuem receptores do hormônio PTH.

É posśıvel estimar a concentração de células ósseas considerando populações de osteoclas-

tos, osteoblastos e precursores de osteoblastos e respectivas taxas de variação regidas por

equações diferenciais ordinárias (KROLL, 2000; LEMAIRE et al., 2004). A razão entre o nú-

mero de osteoblastos e osteoclastos indica o efeito ĺıquido do hormônio PTH na absorção

ou deposição óssea (KROLL, 2000).

3.7 Interações entre osteoclastos e osteoblastos

O tecido ósseo é um sistema dinâmico capaz de adaptar sua geometria e propriedades

mecânicas em resposta a est́ımulos f́ısicos. Esse processo de adaptação, conhecido como

remodelamento, requer a atividade sincronizada de pelo menos três tipos celulares: oste-

oblastos, osteoclastos e osteócitos — responsáveis pela formação de tecido, reabsorção e

reconhecimento de est́ımulos, respectivamente (ROBLING et al., 2006).

O remodelamento é descrito como um ciclo composto por três etapas, como mostrado

na Figura 3.6: (i) diferenciação de monócitos em osteoclastos, iniciando o processo de

reabsorção que dura em torno de três semanas (HARADA; RODAN, 2002). Em seguida os

osteoclastos sinalizam a transição (ii), que consiste da ativação de osteoblastos e o começo

da deposição do tecido, se prolongando por pelo menos três meses (MATSUO; IRIE, 2008).

E, por fim, a formação do tecido é gradualmente interrompida até ser finalizado (iii).

O tamanho populacional de osteoblastos e osteoclastos depende da concentração de duas

moléculas sinalizadoras produzidas por osteoblastos conhecidas como RANKL (ligante

do receptor RANK) e osteoprotegerina (OPG). O RANKL promove a proliferação de

osteoclastos e a reabsorção de tecido, enquanto o OPG atua como um falso receptor
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Figura 3.6 - Etapas do Remodelamento. (MATSUO; IRIE, 2008)

para RANKL, diminuindo sua concentração efetiva e consequentemente a diferenciação

de osteoclastos (MATSUO; IRIE, 2008).

O balanço da śıntese de RANKL e OPG é função do contexto e dos sinais que essas cé-

lulas recebem. Por exemplo, a regulação do cálcio plasmático pelo paratormônio (PTH) é

dada por sua capacidade de inibir a expressão de OPG e induzir a de RANKL em osteo-

blastos, assim, aumentando reabsorção de cálcio nos ossos por osteoclastos (SILVESTRINI

et al., 2005). De fato, qualquer agente pró-reabsorção e antirreabsorção, como interleuci-

nas, fatores de crescimento locais ou hormônios sistêmicos estimulam a concentração de

OPG e RANKL, que por sua vez controlam o tamanho da população de osteoblastos e

osteoclastos (AUBIN; BONNELYE, 2000).

3.7.1 Modelos matemáticos para as interações celulares

Lemaire et al. (2004) apresentam um sistema de equações diferenciais ordinárias que

modelam as interações celulares. A estrutura lógica do modelo, apresentada na Figura 3.7,

representa a estrutura básica do modelo. Os desenhos ovais representam o compartimento

de células ósseas. As linhas sólidas representam os fluxos dos elementos representados.

As linhas sólidas com sinais (+) ou (-) representam uma ação estimuladora ou inibidora,

respectivamente. As linhas em zigue-zague representam a sinalização celular indicando um

aumento ou diminuição da produção do agente indicado. As pequenas flechas apontando

a um “X” indicam um fluxo de eliminação. As linhas duplas pontilhadas representam a

ligação do receptor com o ligante. Os retângulos representam as células que não estão

inclusas no modelo.

A diferenciação de osteoblastos, osteoclastos e osteócitos são processos complexos com

inúmeras etapas e fatores envolvidos. No modelo foram considerados sete grupos celulares
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Figura 3.7 - Estrutura do modelo de Lemaire, adaptado de Lemaire et al. (2004).

que representam as etapas temporais do BMU. A linhagem osteoblástica é composta

por quatro grupos que incluem as células precursoras indiferenciadas, os osteoblastos

precursores (OBp), os osteoblastos ativos (OBa) e um estágio final com osteócitos (não

efetivos), Linning cells (células de revestimento) e osteoblastos apoptóticos. A linhagem

osteoclástica consiste de precursores inativos, osteoclastos ativos (OCa) e apoptóticos (ver

Figura 3.7). A quantidade de progenitores de osteoblastos e osteoclastos é considerada

ilimitada no modelo.

Os receptores de PTH estão expressos em grande parte da superf́ıcie dos osteoblastos

(FUJIMORI; CHENG, 1991; TEITELBAUM, 2000). Nı́veis quase constantes de PTH no san-

gue, mediante ligação com esses receptores, estimulam a produção de RANKL e inibem a

produção de OPG por osteoblastos (AUBIN; BONNELYE, 2000; TEITELBAUM, 2000; HALLA-

DAY; MILES, 2001; MA; CAIN, 2001), o que causa um aumento no número de Osteoclastos

ativos. Efeitos diretos de PTH nos osteoblastos têm sido observados experimentalmente

(ISOGAI; AKATSU, 1996; FUJIMORI; CHENG, 1991; DU; YE, 2000). No modelo, os efeitos da

sinalização osteoblasto-osteoclasto por indução do PTH são controladas apenas pelo eixo

de comunicação celular RANK-RANKL-OPG.

No modelo da Figura 3.7, as interações celulares são mediadas por ativação de receptores

celulares. Os diferentes tipos celulares representados no modelo respondem à ativação dos

seus receptores produzindo novas moléculas, diferenciando-se ou morrendo.
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Apesar do avanço significativo que o modelo de Lemaire trouxe à literatura, muitos aspec-

tos da interação celular ainda permanecem em aberto. Pivonka et al. (2008) elaboraram

alguns complementos para esse modelo como, por exemplo, uma nova equação diferencial

para descrever a variação do volume ósseo. Scheiner et al. (2012) inseriram novas funções

que permitem alterar a sensibilidade do sistema para sinais mecânicos como a energia

da deformação. A principal influência da energia de deformação está na proliferação de

osteoblastos e na produção de RANKL.

Seguindo a notação adotada por Scheiner et al. (2012) para as células ósseas: OBu re-

presenta progenitores de osteoblastos indiferenciados, OBp indica os precursores de osteo-

blastos ou osteoblastos responsivos ou pré-osteoblastos, OBa é o śımbolo para osteoblastos

ativos, OCp denota os pré-osteoclastos e OCa representa os osteoclastos ativos. As popu-

lações celulares são expressas em termos das concentrações Ci definidas como o número

de células em um elemento de volume representativo do osso dividido pelo seu volume,

o sub́ındice i indica o tipo de célula. A unidade adotada para as concentrações é o pM,

Picomolar (10−12 mol/dm3).

As concentrações das células osteoblásticas e osteoclásticas influenciam no aumento e na

redução das frações de volume fi. Essa fração é definida por fi = Vi/Vtotal, sendo Vi o

volume da fração de volume i e Vtotal o volume total, Vtotal =
∑

i Vi.

Tanto para o osso cortical como para o trabecular pode-se utilizar a expressão:

fbm + fvas = 1 (3.1)

sendo fbm a fração de volume da matriz óssea extravascular (ósteon ou trabécula) e fvas

a fração de volume dos canais haversianos ou espaço intertrabecular.

O sistema de equações diferenciais ordinárias acopladas do modelo é apresentado a seguir:

dCOBp

dt
= DOBuCOBuπ

TGF-β
act,OBu

+ POBpCOBpΠεbm −DOBpCOBpπ
TGF-β
rep,OBp

(3.2)

dCOBa

dt
= DOBpCOBpπ

TGF-β
rep,OBp

−AOBaCOBa (3.3)

dCOCa

dt
= DOCpCOCpπ

RANKL
act,OCp −AOCaCOCaπ

TGF-β
act,OCa

(3.4)

dfbm

dt
= kformCOBa − kresCOCa (3.5)

sendo DOBu , DOBp e DOCp as taxas de diferenciação de progenitores de osteoblastos indi-

ferenciados, pré-osteoblastos e pré-osteoclastos, respectivamente. POBp é a taxa de pro-
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liferação dos pré-osteoblastos. AOBa e AOCa representam as taxas de apoptose dos osteo-

blastos ativos e osteoclastos ativos. πTGF-β
act,OBu

, πTGF-β
act,OCa

e πTGF-β
rep,OBp

são as funções de ativação

e inibição que regulam a diferenciação dos osteoblastos e a apoptose dos osteoclastos por

TGF-β, enquanto πRANKL
act,OCp é a função de ativação regulando a diferenciação dos osteoclas-

tos pelo eixo de sinalização do sistema RANK-RANKL-OPG. Os parâmetros kform e kres

representam as taxas de formação e reabsorção óssea, ou seja, porcentagem de mudança

do volume ósseo por pM de células por tempo. A função de mecanorregulação Πεbm será

discutida na próxima subseção.

A Equação 3.5 pode ser desacoplada do sistema de equações, uma vez que nenhuma das

Equações 3.2, 3.3 e 3.4 depende da fração de volume ósseo fbm. Após a resolução do

sistema de Equações 3.2, 3.3 e 3.4, onde se obtêm COBp , COBa e COCa no tempo t, a

Equação 3.5 pode ser resolvida integrando ambos os lados da igualdade do tempo tj até

o tempo tk.

fbm(tk) = fbm(tj)−
tk∫
tj

[kresCOCa(t)− kformCOBa(t)] dt (3.6)

As funções que relacionam a ligação do TGF-β aos seus receptores celulares são:

πTGF-β
act,OBu

=
CTGF-β

KTGF-β
act,OBu

+ CTGF-β

(3.7)

πTGF-β
rep,OBp

=
KTGF-β

rep,OBp

KTGF-β
rep,OBp

+ CTGF-β

(3.8)

πTGF-β
act,OCa

=
CTGF-β

KTGF-β
act,OCa

+ CTGF-β

(3.9)

sendo CTGF-β a concentração de TGF-β. KTGF-β
act,OBu

, KTGF-β
rep,OBp

e KTGF-β
act,OCa

são coeficientes rela-

cionados com a ação do TGF-β se ligando aos receptores das células envolvidas. A função

de ativação que regula a diferenciação dos precursores de osteoclastos para osteoclastos

ativos é definida por:

πRANKL
act,OCp =

CRANKL-RANK

KRANKL
act,OCp

+ CRANKL-RANK

(3.10)

sendo CRANKL-RANK a concentração do composto RANKL-RANK e KRANKL
act,OCp o coeficiente

de diferenciação. A Figura 3.8 ilustra o modelo de Scheiner et al. (2012).

O artigo de Pivonka et al. (2010) apresenta a base teórica para as equações mostradas

a seguir. A equação para a concentração do composto RANKL-RANK pode ser escrita
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Figura 3.8 - Estrutura do modelo (MERCURI et al., 2013).

como:

CRANKL-RANK = ARANKL
βRANKL + PRANKL,εbm + PRANKL,d(t)

βRANKL + D̃RANKLRANKLeff

(3.11)

ARANKL =
RANKLeff

1 +KRANKL
A1

OPG +KRANKL
A2

RANK
(3.12)

RANKLeff = πPTH
act,OB

(
RRANKL

OBp COBp +RRANKL
OBa COBa

)
(3.13)

AOPG = β1,OPG · COBp + β2,OPG · COBa (3.14)

OPG =
πPTH

rep,OBAOPG + POPG,d

πPTH
rep,OB

(
AOPG

OPGmax

)
+ D̃OPG

(3.15)

Os śımbolos ARANKL e AOPG são apenas variáveis auxiliares que foram utilizados para

reduzir o tamanho das equações e facilitar o entendimento e a visualização.

A concentração do composto CRANKL-RANK depende da disponibilidade dos receptores

RANK nos osteoclastos e da concentração de OPG. Ambos, o RANKL e o OPG, são

regulados pelo hormônio da paratireoide (PTH). O βRANKL representa a taxa de produção

de RANKL na superf́ıcie dos osteoblastos que é limitada pelo número máximo de ligantes

por superf́ıcie de célula (RRANKL
OBp : no máximo de ligantes na superf́ıcie dos pré-osteoblastos
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e RRANKL
OBa : no máximo de ligantes na superf́ıcie dos osteoblastos).

Os termos PRANKL,d e PRANKL,εbm representam respectivamente o doseamento externo de

RANKL solúvel e a produção de RANKL devido a est́ımulos micromecânicos. No presente

estudo o est́ımulo micramecânico é representado pela densidade de energia de deformação

da matriz óssea na microescala. A função πRANKL
act,OCp foi constrúıda de maneira que um

aumento rápido da concentração de PTH leva a um aumento do RANKL na superf́ıcie

das células e redução da concentração de OPG, o que faz com que rapidamente a função

receba o valor da unidade, πRANKL
act,OCp = 1.

As variações relativas nas populações de osteoblastos e osteoclastos ao longo do tempo

afetam o volume ósseo. Essa mudança nas frações de volume é o output do modelo da

dinâmica celular. Na Equação 3.5 assume-se que mudanças na fração de volume óssea são

proporcionais à concentração das células ativas de osteoblastos e osteoclastos.

As funções necessárias para contabilizar a ação do PTH no modelo são apresentadas a

seguir. Para mais detalhes na formulação, consultar Pivonka et al. (2010) e Pivonka et al.

(2008).

πPTH
act,OB =

PTH

KDi,PTH
+ PTH

(3.16)

πPTH
rep,OB =

1

1 + PTH
KDi,PTH

(3.17)

PTH =
βRANKL + PPTH,d(t)

D̃PTH

(3.18)

sendo KDi,PTH
a constante de dissociação de equiĺıbrio para a ligação do PTH aos seus

receptores expressos nos precursores de osteoblastos (i=1) e osteoblastos ativos (i=2).

As funções de adição externa (dosagem por cápsula ou intravenosa) de PTH (PPTH,d) e

RANKL (PRANKL,d) foram consideradas nulas no modelo.

As Tabelas 3.1 e 3.2 apresentam os parâmetros utilizados nas simulações do trabalho.

Por se tratar de um número grande de parâmetros, os mesmos foram organizados em

duas tabelas, a primeira contendo valores globais e a segunda valores mais espećıficos das

funções.
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Tabela 3.1 - Parâmetros globais do modelo da dinâmica das células ósseas

Śımbolo Valor Unidade Descrição

kform
§5.00× 10−3 (pM dia)−1 taxa de reabsorção óssea

kres
†8.3186× 10−3 (pM dia)−1 taxa de formação óssea

DOBu
§8.0× 10−1 dia−1 taxa de diferenciação de progenitores de osteoblastos

DOBp
∗2.674× 10−1 dia−1 taxa de diferenciação de osteoblastos responsivos

DOCp
∗2.1× 10−1 dia−1 taxa de diferenciação de osteoclastos responsivos

POBp
§2.0× 10−1 dia−1 taxa de proliferação de osteoblastos responsivos

AOBa
∗1.89× 10−1 dia−1 taxa de apoptose de osteoblastos ativos

AOCa
§9.0× 101 dia−1 taxa de apoptose de osteoclastos ativos

KTGF-β
act,OBu

‡5.6328× 10−4 pM coeficiente de ativação do ligante do TGF-β em OBu

KTGF-β
rep,OBp

‡1.7543× 10−4 pM coeficiente de ativação do ligante do TGF-β em OBp

KTGF-β
act,OCa

‡5.6328× 10−4 pM coeficiente de ativação do ligante do TGF-β em OCa

KRANKL
act,OCp

‡5.6797× 100 pM coef. de ativ. do ligante do RANK-RANKL em OBp

Legenda: ∗ Parâmetros do modelo de Pivonka et al. (2010). § Parâmetros calibrados. † Parâmetro calculado para garantir

o equiĺıbrio das frações volumétricas. ‡ Parâmetros do modelo de Scheiner et al. (2012).

Tabela 3.2 - Parâmetros espećıficos do modelo da dinâmica das células ósseas

Śımbolo Valor Unidade Descrição

RANK 1.0× 101 pM concentração de RANK constante
βRANKL 1.684× 102 (pM dia)−1 taxa de produção de RANKL

D̃RANKL 1.013× 101 dia−1 taxa de degradação de RANKL

D̃PTH 8.6× 101 dia−1 taxa de degradação de PTH

D̃OPG 3.5× 10−1 dia−1 taxa de degradação de OPG

D̃TGF-β 1.0× 100 dia−1 taxa de degradação de TGF-β
KRANKL
A1

1.0× 10−3 pM−1 constante de associação da ligação RANKL-OPG

KRANKL
A2

3.412× 10−2 pM−1 constante de associação da ligação RANKL-RANK

βPTH 2.5× 102 pM dia−1 taxa de produção sistêmica do PTH
KD1,PTH 1.5× 102 pM coeficiente de ativação que regula o RANKL
KD2,PTH 1.5× 102 pM coeficiente de ativação que regula o OPG
RRANKL

OBp
2.703× 106 − máx. no de RANKL na superf́ıcie celular (OBp)

RRANKL
OBa

2.703× 106 − máx. no de RANKL na superf́ıcie celular (OBa)

β1,OPG 1.625× 108 (pM dia)−1 taxa de produção de OPG por OBp

β2,OPG 1.625× 108 (pM dia)−1 taxa de produção de OPG por OBa

OPGmax 2.0× 108 pM máxima concentração de OPG posśıvel
COBu 1.0× 10−2 pM concentração fixa de progenitores de osteoblastos
COCp 1.0× 10−2 pM concentração fixa de pré-osteoclastos

Fonte: (PIVONKA et al., 2010).

3.7.2 Mecanorregulação do est́ımulo mecânico

A mecanorregulação do est́ımulo mecânico é um fenômeno caracterizado pela capacidade

que as células têm de atuar como sensores da microdeformação no ńıvel da matriz óssea
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extravascular e sinalizar para que outras células trabalhem no remodelamento ósseo. A

densidade de energia de deformação na microescala é o est́ımulo para uma célula produzir

citosinas que, depois de sinalizadas, estimulam a diferenciação celular. A Figura 3.9 ilustra

a modelagem matemática das funções de mecanorregulação.

Legenda:

Πεbm

PRANKL,εbm

wr1
εbm wf1

εbm
wf2
εbm

wf3
εbm

wf4
εbm

= wr2
εbm

ΠεbmPRANKL,εbm [pM/dia]

wεbm

PRANKL,εbm = 0

Πmax
εbm

= 1

Πεbm,st

κ
1 κ 2

λ 1

λ
2

reabsorção zona morta formação reabsorção

Figura 3.9 - Função de controle e regulação da proliferação celular dependente da energia de
microdeformação.

As funções de mecanorregulação, Πεbm e PRANKL,εbm , são apresentadas a seguir. A função

de mecanorregulação anabólica (formação óssea), Πεbm , é definida como:

Πεbm =



Πεbm,st
se wεbm < wf1

εbm

Πεbm,st

[
1 + λ1

(
wεbm
wf1εbm

− 1

)]
se wf1

εbm
< wεbm < wf2

εbm

Πmax
εbm

se wf2
εbm

< wεbm < wf3
εbm

λ2

(
wεbm − wf3

εbm

)
+ Πmax

εbm
se wf3

εbm
< wεbm < wf4

εbm

Πεbm,st
se wεbm > wf4

εbm

(3.19)

sendo Πεbm,st
o valor em estado estacionário da função de mecanorregulação anabólica. As

constantes λ1 e λ2 representam as inclinações das retas cont́ınuas (Figura 3.9) e Πmax
εbm

é

o valor máximo da função de mecanorregulação anabólica (a proliferação osteoblástica é

limitada, Πmax
εbm

= 1). Os valores de wf1
εbm
, wf2

εbm
, wf3

εbm
e wf4

εbm
representam as densidades de

energia de deformação na microescala de ińıcio, meio e fim da fase de formação (ou proli-

feração osteoblástica). A constante λ2 pode ser escrita em função dos outros parâmetros:
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λ2 =
Πεbm,st

− Πmax
εbm

wf4
εbm − w

f3
εbm

(3.20)

A função de mecanorregulação catabólica (reabsorção óssea), PRANKL,εbm , é definida como:

PRANKL,εbm =


κ1

(
1− wεbm

wr1εbm

)
se wεbm < wr1εbm

0 se wr1εbm < wεbm < wr2εbm

κ2

(
wεbm
wr2εbm

− 1
)

se wεbm > wr2εbm

(3.21)

sendo κ1 e κ2 as inclinações das retas tracejadas (Figura 3.9). Os parâmetros wr1εbm e wr2εbm
representam as densidades de energia de deformação de ińıcio e fim da fase de reabsorção

(ou fase catabólica), ou seja, na qual prevalece a atividade osteoclástica.

A Tabela 3.3 apresenta os valores dos parâmetros utilizados na simulação numérica.

Tabela 3.3 - Parâmetros do modelo para a mecanorregulação do est́ımulo ósseo

Śımbolo Valor Unidade Descrição

Πεbm,st
‡0.5× 100 − valor de equiĺıbrio (estado estacionário) para Πεbm

Πmax
εbm

‡1.0× 100 − máx. da função de mecanorregulação anabólica
λ1 2.0× 10−4 − inclinação 1 da reta de formação
λ2 1.0× 1016 − inclinação 2 da reta de formação
κ1 1.0× 103 − inclinação 1 da reta de reabsorção
κ2 1.0× 101 − inclinação 2 da reta de reabsorção
wr1
εbm

2.0× 102 Pa ∗DED da matriz óssea inferior
wr2
εbm

1.0× 1016 Pa ∗DED da matriz óssea superior
wf1
εbm

9.8× 106 Pa ∗DED da matriz óssea no ińıcio da fase de formação
wf2
εbm

7.0× 107 Pa ∗DED da matriz óssea de formação máxima 1
wf3
εbm

1.2× 108 Pa ∗DED da matriz óssea de formação máxima 2
wf4
εbm

1.0× 1016 Pa ∗DED da matriz óssea no final da fase de formação
Legenda: ‡ Parâmetros do modelo de Scheiner et al. (2012). ∗Densidade de energia de deformação (DED).
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4 Modelagem de Tecidos Mineralizados

Como discutido anteriormente existem diversos tecidos mineralizados nos seres vivos e a

teoria a seguir pode ser direcionada para cada caso. Entretanto, será abordado em especial

o tecido ósseo.

4.1 Caracterização

O tecido ósseo é caracterizado por uma surpreendente variabilidade e diversidade em suas

propriedades. Suas organizações hierárquicas são geralmente bem adaptadas e otimizadas

para cumprir funções espećıficas de mecânica. Isso tem despertado o interesse e motivado

a pesquisa de outras áreas como a biônica e a biomimética (FRITSCH, 2009).

A geometria, composição e hierarquização do tecido ósseo são caracteŕısticas que foram

sendo adaptadas através dos anos de evolução de acordo com seleção natural nos verte-

brados. A geometria é otimizada para minimizar o peso, reduzir a concentração de tensões

nas juntas e ligamentos, permitindo que o corpo possa resistir a altas cargas funcionais

(HAMED et al., 2010). O osso tem a combinação ideal de propriedades para ser um mate-

rial estrutural: alta rigidez, resistência, tonacidade à fratura e pouco peso. As excelentes

propriedades mecânicas são atribúıdas à complexa estrutura hierárquica e compósita que

se estende desde a nanoescala até a macroescala. Entretanto, ainda não é muito bem

compreendida como a hierarquia de microestruturas e as propriedades mecânicas nas di-

ferentes escalas afetam o comportamento mecânico do tecido ósseo de uma maneira geral

(FRITSCH, 2009).

Katz et al. (1984) distinguirak cinco ńıveis de organização hierárquica, que têm sido bem

aceitos pela comunidade cient́ıfica:

• A macroestrutura: em uma escala de observação que varia entre o miĺımetro e o

cent́ımetro (1 mm - 1 cm). O osso cortical (ou compacto) e trabecular (esponjoso) podem

ser distinguidos facilmente.

• A microestrutura: numa escala de observação que varia entre 100 µm - 1 mm. Nela,

unidades ciĺındricas chamadas de ósteons formam o osso cortical, e onde estruturas cha-

madas trabéculas podem ser observadas.

• A ultraestrutura (ou matriz óssea extracelular): numa escala de observação da ordem

de grandeza de alguns µm. Compreende o material no qual são constrúıdos as trabéculas

e os ósteons.
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• Dentro da ultraestrutura: pode ser distinguida numa escala de observação da ordem

de grandeza do 102 nm. Região onde se podem identificar áreas ricas em colágeno e áreas

sem colágeno, e comumente este domı́nio é referido como espaço de fibras.

• Nanoestrutura: numa escala de observação de aproximadamente 10 nm, os chamados

componentes elementares dos tecidos mineralizados podem ser distinguidos. Eles são:

- Cristais minerais em forma de placa ou agulha, consistindo de hidroxiapatita (HA;

Ca10[PO4]6[OH]2) com espessura t́ıpica de 1 - 5 nm e 25 - 50 nm de comprimento (WEI-

NER; WAGNER, 1998).

- Moléculas de colágeno longas de formato ciĺındrico, com diâmetro de cerca de 1,2

nm e comprimento de cerca de 300 nm (LEES, 1987), que são auto-organizadas em fibras

com diâmetros caracteŕısticos de 50 a 500 nm.

- Diferentes moléculas orgânicas (não colagenosas), principalmente liṕıdios e protéı-

nas.

- Água.

4.1.1 Estruturas hierárquicas no tecido ósseo

O tecido ósseo é um material compósito com estrutura hierárquica. Existem diferenças na

hierarquização do osso trabecular e do osso cortical. A Figura 4.2 ilustra a separação das

fases sólida e fluida do tecido ósseo.

4.1.2 Osso Trabecular

Em um ńıvel nanoestrutural, o osso trabecular é composto de moléculas de colágeno, con-

tendo água e protéınas não colagenosas nas suas lacunas, reforçadas com nanocristais de

hidroxiapatita. No ńıvel submicroestrutural (alguns mı́crons), as fibrilas de colágeno mi-

neralizado formam uma matriz de hidroxiapatita fibrilar (ou lamela), que também contém

cavidades lacunares. Em um ńıvel microestrutural (centenas de mı́cron), várias lamelas

são aleatoriamente orientados em direções diferentes para formar uma trabécula. Em um

ńıvel mesostructural (alguns miĺımetros), o osso trabecular é representado por uma rede

porosa aleatória de trabéculas.

4.1.3 Osso Cortical

Em um ńıvel nanoestrutural, o osso cortical é composto de moléculas de colágeno, con-

tendo água e protéınas não colagenosas nas suas lacunas, reforçado com nanocristais de
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hidroxiapatita. Essa estrutura representa um nanocompósito fibrilar de colágeno mine-

ralizado, que serve como um bloco de construção principal do osso. No ńıvel submicro-

estrutural (alguns mı́crons), as fibrilas de colágeno mineralizado formam uma matriz de

hidroxiapatita (ou lamela), que também contém cavidades lacunares.

Em um ńıvel microestrutural (centenas de microns), podem-se distinguir duas estruturas

lamelares no osso cortical maduro: ósteons (camadas concêntricas de lamelas ao redor

dos longos canais de Havers) e lamelas intersticiais (retalhos de osteons idade). Em um

ńıvel mesoestructural (alguns miĺımetros), o osso cortical é representado por um conjunto

aleatório de ósteons e cavidades de reabsorção na lamelas intersticiais.

Figura 4.1 - Estrutura hierárquica de um osso cortical

Fonte: Adaptado de Fritsch (2009).

No ńıvel macroestrutural pode-se distinguir visualmente o osso cortical (compacto) do

trabecular (esponjoso).

Na representação da micromecânica as propriedades elásticas elementares dos ossos são

independentes do tecido ósseo em questão e podem ser denominadas de fases dentro de

um EVR do material. Uma primeira candidata para uma fase material que seja tecido-

independente na escala de alguns miĺımetros em que o osso cortical e trabecular podem

ser identificados é a medula óssea (no espaço intratrabecular, assim como nos canais de

Havers e de Volksmann).

A matriz sólida dos ossos é composta de colágeno tipo I, hidroxiapatita (impura) gerada

biologicamente e matéria orgânica não colagenosa em ambiente ĺıquido. Para todos os dife-

rentes tipos de ossos, a natureza usou esses componentes elementares que se colocam como

bons candidatos para fases elementares tecido-independentes. A Tabela 4.1 (HELLMICH et

al., 2004) mostra as propriedades elásticas dessas fases.
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Figura 4.2 - Volumes do osso na macroescala

Tabela 4.1 - Tabela das propriedades constitutivas elásticas

Fase Modulo Volumétrico Módulo Cisalhante cijkl
K [GPa] G [GPa]

Hidroxiapatita KHA = 82.6 GHA = 44.9 -

Água e matéria
orgânica
não colagenosa Ka = 2.3 Ga = 0 -
Microporos Kpor,fis = 2.3 Gpor,fis = 0 -
(cond. fisiológica)
Microporos Kpor,vazios = 0 Gpor,vazios = 0 -
(vazios)
Colágeno - - ccol,1111 = 17.7

ccol,3333 = 17.9
ccol,1133 = 7.1
ccol,1122 = 5.1
ccol,1313 = 3.3

4.2 Homogeneização micromecânica do tecido ósseo

A caracterização do EVR que será adotado na modelagem é ilustrado na Figura 4.3.

A seguir será adotado o sub́ındice cort que se refere ao osso cortical, mas as mesmas

expressões também são válidas para o osso trabecular.
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σvas = cvasεvas

CANAIS HAVERSIANOS

MATRIZ ÓSSEA EXTRAVASCULAR

σbm = cbmεbm

Figura 4.3 - EVR do Osso Cortical

O EVR é composto de uma fase vascularizada (Canais Haversianos) e por uma matriz

óssea extravascular. A fração de volume e constante de rigidez da fase vascularizada são

escritos como fvas e cvas, respectivamente. Para a matriz óssea, temos a fração de volume

fbm e a constante de rigidez cbm. As relações elásticas para a tensão e deformação de cada

fase estão ilustrada na Figura 4.3.

O tensor de rigidez para a matriz óssea extravascular cbm é definido baseado no trabalho

de Fritsch e Hellmich (2007). Usando a notação de Voigt, o tensor pode ser escrito da

seguinte maneira:

cbm,ijkl = cbm,αβ =



18.5 10.3 10.4 0 0 0

10.3 20.8 11.0 0 0 0

10.4 11.0 28.4 0 0 0

0 0 0 12.9 0 0

0 0 0 0 11.5 0

0 0 0 0 0 9.3


GPa (4.1)

O tensor de rigidez para os poros dos canais Haversianos preenchidos por água, células e

protéınas não colagenosas é:

cvas = kágua+célulasJ + µágua+célulasK (4.2)

sendo kágua+células = 2.3 GPa, µágua+células = 0, J é a parte volumétrica do tensor identidade
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de quarta-ordem I (Iijkl = 1/2(δikδjl + δilδkj)), e K é a parte desviadora do mesmo tensor,

K = I− J. As componentes de J são Jijkl = 1/3 δijδkl.

As deformações homogêneas (macroscópicas) Ecort são impostas no EVR, em termos dos

deslocamentos na sua fronteira ∂V :

∀x ∈ ∂V : ξ(x) = Ecort · x (4.3)

Como uma consequência, as resultantes microdeformações ε(x) compat́ıveis cinematica-

mente no EVR com volume Vµ completam a condição da média:

Ecort = 〈ε〉cort =
1

Vµ

∫
Vµ

εdV = fbmεbm + fvasεvas (4.4)

relacionando a micro com a macrodeformação. Analogamente, as tensões (macroscópicas)

homogeneizadas Σ são definidas como média espacial, dentro do EVR, das microtensões

σ(x).

Σcort = 〈σ〉cort =
1

Vµ

∫
Vµ

σdV = fbmσbm + fvasσvas (4.5)

As tensões e deformações (macroscópicas) homogeneizadas, Σcort e Ecort, são relacionadas

pelo tensor de rigidez (macroscópico) homogeneizado,

Σcort = Chom
cort : Ecort (4.6)

que precisa ser relacionado com as constantes de rigidez, os formatos e o arranjo espacial

dos Canais Haversianos e da matriz óssea extravascular. A deformação da matriz óssea

extravascular pode ser escrita em função da deformação do osso cortical:

εbm = Aest
bm : Ecort (4.7)

Podemos identificar a relação entre os tensores de rigidez das fases cr e a rigidez homoge-

neizada global C do EVR como:

Chom
cort =

∑
r

frcr : Aestr (4.8)

Os tensores de concentração Ar podem ser adequadamente estimados por meio do pro-

blema de matriz-inclusão de Eshelby (1957), de acordo com Zaoui (2002), Benveniste
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Caṕıtulo 4 - Modelagem de Tecidos Mineralizados

(1987) em termos do esquema de Mori-Tanaka (MORI; TANAKA, 1973).

Aestr =
[
I + Pbm

r : (cr − cbm)
]−1

:

{∑
s

fs[I + Pbm
s : (cs − cbm)]−1

}−1

(4.9)

O tensor de Hill de quarta ordem Pbm
r representa o formato da fase r, considerada como

uma inclusão elipsoidal incorporada na matriz de rigidez cbm. Para matrizes isotrópicas

(que serão consideradas nesse trabalho), Pbm
r é escrito por meio do tensor de Eshelby

(ESHELBY, 1957). Para maiores detalhes no tensor de Hill, ver Fritsch et al. (2006).

4.3 Densidade de energia de deformação na microescala

A densidade de energia de microdeformação para um material elástico isotrópico sujeito

a um estado de tensões arbitrário pode ser escrita, em notação indicial, como:

w =
1

2
εijcijklεkl (4.10)

w =
1

2
εijσij (4.11)

Em notação compacta (produto escalar entre tensores de 2a ordem):

w =
1

2
σ · ε (4.12)

Em notação matricial:

w =
1

2

εxx εxy εxz

εxy εyy εyz

εxz εyz εzz

 ·
σxx σxy σxz

σxy σyy σyz

σxz σyz σzz

 (4.13)

=
1

2
(εxxσxx + 2εxyσxy + εyyσyy + 2εyzσyz + εzzσzz + 2εxzσxz) (4.14)

=
1

2
(εxxσxx + εyyσyy + εzzσzz) + (εxyσxy + εyzσyz + εxzσxz) (4.15)

Para o estado plano de tensões (σzz = σyz = σxz = 0), temos que:

w =
1

2
(εxxσxx + εyyσyy) + εxyσxy (4.16)

4.4 Relação entre a densidade aparente e o módulo de elasticidade

A cada iteração diária a fração de volume da matriz óssea é alterada e o processo de

homogeneização gera um novo tensor constitutivo ortotrópico. A partir desse novo tensor
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é posśıvel estimar um módulo de elasticidade isotrópico médio E e calcular a densidade

aparente na macroescala ρ com base nas frações de volume do EVR.

Sem o ferramental da micromecânica do cont́ınuo só é posśıvel relacionar densidade e

módulo de elasticidade por meio de relações emṕıricas. A Equação 4.17 descreve a relação

entre a densidade aparente óssea e o módulo de elasticidade (CARTER; HAYES, 1977).

E = 3790ρ3 (4.17)

Na Equação 4.17 o módulo de elasticidade E é dado em MPa e a densidade aparente ρ é

dada em g/cm3. Para evitar problemas de remodelamento excessivo foram estabelecidos

limites máximo e mı́nimo para a densidade, que são ρmin = 0.2 g/cm3 e ρmax = 2.0 g/cm3.
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5 Materiais e Métodos

Este caṕıtulo aborda uma breve descrição dos métodos numéricos utilizados nas simulações

computacionais e a listagem dos programas de computador e da configuração da máquina

utilizados.

O código do programa principal, intitulado Remold 2D 3.0, foi programado no Matlab®

(MATLAB, 2010), versão 7.10. Foi utilizado um computador com processador Intel(R)

Core(TM) i7-2600K, CPU @ 3.40 GHz 3.70 GHz. A quantidade de memória (RAM)

instalada foi de 32 GB no sistema operacional Windows 7 Professional de 64 bits.

5.1 Algoritmo do código desenvolvido

O algoritmo do código Remold 2D 3.0 desenvolvido é exposto na forma de um diagrama

na Figura 5.1. Ele representa o acoplamento de um modelo micromecânico com o modelo

biológico de interação celular. A discretização espacial das geometrias é realizada pelo Mé-

todo dos Elementos Finitos e a evolução temporal das variáveis biológicas e da densidade

óssea é resolvida pelo método de Runge-Kutta. A simulação é dividida em três etapas:

pré-processamento, processamento e pós-processamento.

5.1.1 Pré-Processamento

No pré-processamento são definidas as caracteŕısticas globais da análise como, por exem-

plo, o número de ciclos de carga, a malha de elementos finitos e o número de pontos de

gauss. Em todas as análises foram adotados elementos planos triangulares com 6 pontos

de gauss em estado plano de tensões. As malhas de elementos finitos foram geradas no

programa de computador Ansys® (ANSYS, 2000) e importadas no Matlab.

Em seguida são definidas as propriedades macroscópicas dos materiais, essencialmente: o

módulo de elasticidade e o coeficiente de poisson.

Ainda no pré-processamento é realizada a leitura de três arquivos de entrada. O primeiro

arquivo contém as coordenadas dos nós; o segundo, a conectividade dos elementos da

malha de elementos finitos, e o terceiro contém todos os nós do contorno que sofrem a

aplicação de forças (Neumann) e deslocamento nulo (Dirichlet).
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Algoritmo do código Remold 2D 3.0

pré-processamento

. definição das propriedades globais da análise

· nº de ciclos de carga

· nº de pontos de gauss no elemento plano triangular

· estado plano de deformações ou de tensões

. definição das propriedades macroscópicas dos materiais

· módulo de young

· coeficiente de poisson

. leitura dos arquivos de entrada:

· � coordenadas dos nós

· � conectividade dos elementos

· � nós com condição de contorno (Dirichlet e Neumann)

processamento

. geração de matrizes e vetores iniciais:

· matriz das coordenadas dos elementos

· matrizes de rigidez elementares

· alocação das matrizes elementares na matriz global [K]

· matriz das condições de contorno (deslocamento) [bc]

· vetor força global [f]

. resolve o sistema de equações do equiĺıbrio

· [a]=solveq(K,f,bc) (problema elástico inicial)

· vetor com a solução dos deslocamentos [a]

ciclos de carga (ciclos de remodelamento)

. cálculo das condições de contorno para o ciclo

. geração de matrizes e vetores elementares

· alocação das matrizes elementares na matriz global

. resolve o sistema de equações do equiĺıbrio

· determina deslocamento, deformação e tensão nodais

. determina energia de micro-deformação: microSED

. atualiza modelo de dinâmica celular: interactOBxOC

. atualiza tensores constitutivos: microHOOKE

. escreve resultados em arquivos �

microSED
calcula a densidade de energia de deformação na microescala

w = microSED(E,fbm)

. atualiza propriedades das fases na microescala

· fase 1: canais haversianos ou espaços intertrabeculares

fração de volume fvas e tensor constitutivo cvas

· fase 2: matriz óssea

fração de volume fbm e tensor constitutivo cbm

. determina tensores da microescala

· tensor de Eshelby

· tensor de Hill

· tensor de Concentração

. regra de homogeneização

· determina tensor constitutivo Chom

. regra de localização

· determina ε e σ (microescala)

. cálculo da densidade de energia de deformação

· determina w = 1
2σ · ε

interactOBxOC

atualiza as variáveis COBp , COBa , COCa e fbm

entradas: COBp , COBa , COCa , fbm, w

. define passo de tempo h e número de iterações N

. define parâmetros do modelo

· wr1
εbm

, ww1
εbm

, ww2
εbm

, ww3
εbm

, ww4
εbm

. executa o laço do Método Runge-Kutta de 4a ordem

microHOOKE
calcula o novo tensor constitutivo homogeneizado

Chom = microHOOKE(fbm)

. atualiza propriedades das fases na microescala

frações de volume fvas e fbm

. determina tensores da microescala

· tensor de Eshelby

· tensor de Hill

· tensor de Concentração

. regra de homogeneização

· determina tensor constitutivo Chom

pós-processamento

. geração de figuras

. resultados em formato VTK (Visualization Toolkit)

· códigos de pós-processamento em Python

Figura 5.1 - Algoritmo do código REMOLD 2D 3.0

5.1.2 Processamento

Na etapa do processamento são realizados todos os cálculos do modelo. A aplicação nu-

mérica consiste em uma análise bidimensional transiente da variação das propriedades

constitutivas ósseas em ciclos de carga que representam ciclos de remodelamento ósseo.

Em cada ciclo de carga é realizada uma análise estrutural estática em conjunto com a
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solução da evolução temporal do modelo acoplado de equações diferenciais da dinâmica

celular.

Durante o ciclo inicial é realizada uma análise mecânica puramente elástica. Nessa primeira

análise são geradas as matrizes de rigidez elementares, essas são alocadas na matriz de

rigidez global e são criados os vetores de força e de condições de contorno de deslocamento

nulo. O sistema de equações algébricas é resolvido e são obtidos os deslocamentos nodais,

procedimento que será realizado em cada ciclo de carga subsequente.

Em cada ciclo de remodelamento são obtidos os resultados mecânicos (deslocamentos,

deformações e tensões) nos ponto de gauss e são chamadas três funções: microSED, inte-

ractOBxOC e microHOOKE, que são ilustradas na Figura 5.1 e detalhadas a seguir.

5.1.2.1 Função microSED

O objetivo da função microSED é calcular a densidade de energia de microdeformação por

elemento finito. As entradas da função são o vetor com as deformações na macroescala E e

a fração de volume da matriz óssea fbm em todos os seis ponto de gauss de cada elemento.

A função contém a definição dos tensores constitutivos das duas fases da microescala. A

fase 1 consiste nos canais haversianos (osso cortical) ou espaços intertrabeculares (osso

trabecular) e a fase 2 representa a matriz óssea (osso cortical ou trabecular).

Inicialmente a função atualiza as frações de volume e em seguida calcula os tensores de

Eshelby, de Hill e de Concentração. Utilizando a regra de homogeneização calcula o novo

tensor constitutivo homogeneizado. Com a regra de localização são obtidas as deformações

e tensões na microescala. Por fim, a densidade de energia de microdeformação é calculada

nos 6 pontos de gauss e em seguida é realizada a média no elemento.

5.1.2.2 Função interactOBxOC

O objetivo da função interactOBxOC é calcular a nova fração de volume de matriz óssea

por elemento de acordo com o modelo de interação entre osteoblastos e osteoclastos. As

entradas dos modelo são as concentrações de pré-osteoblastos, osteoblastos, osteoclastos,

a densidade de energia de microdeformação e a fração de volume de matriz óssea. As

sáıdas da função são as novas concentrações dos três tipos celulares e a nova fração de

volume de matriz óssea.

O método iterativo expĺıcito de Runge-Kutta de quarta ordem foi utilizado para a resolu-

ção numérica (aproximação) do sistema de equações diferenciais ordinárias acopladas que

regem a dinâmica das células ósseas. O problema de valor inicial estudado (Equações 3.2,
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3.3 e 3.4) pode ser reescrito na seguinte forma:

dCOBp(t)

dt
= f1(COBp , COBa , COCa), COBp(0) = C0

OBp (5.1)

dCOBa(t)

dt
= f2(COBp , COBa , COCa), COBa(0) = C0

OBa (5.2)

dCOCa(t)

dt
= f3(COBp , COBa , COCa), COCa(0) = C0

OCa (5.3)

Nas Equações 5.1, 5.2 e 5.3 as funções f1, f2 e f3 se referem ao caso mais geral dos lados

direitos das Equações 3.2, 3.3 e 3.4, caso em que pode ocorrer interdependência entre

todas as variáveis representando as concentrações celulares.

As fórmulas de Runge-Kutta envolvem uma média ponderada de valores de

f1(COBp , COBa , COCa), f2(COBp , COBa , COCa) e f3(COBp , COBa , COCa) em pontos diferen-

tes no intervalo tn ≤ t ≤ tn+1. Essas fórmulas iterativas são apresentadas nas Equações

5.4, 5.5 e 5.6. A notação utilizada no presente trabalho emprega o sobrescrito como o

identificador da iteração n.

Cn+1
OBp

= Cn
OBp +

h

6
(kn1 + 2kn2 + 2kn3 + kn4 ) (5.4)

Cn+1
OBa

= Cn
OBa +

h

6
(ln1 + 2ln2 + 2ln3 + ln4 ) (5.5)

Cn+1
OCa

= Cn
OCa +

h

6
(mn

1 + 2mn
2 + 2mn

3 +mn
4 ) (5.6)

sendo h o incremento de tempo.

As expressões para os coeficientes kni , lni e mn
i foram derivadas das expressões encontradas

no livro Boyce e DiPrima (1986). Os coeficientes kn em cada iteração são dados pelas

expressões:

kn1 =f1(Cn
OBp , C

n
OBa , C

n
OCa)

kn2 =f1(Cn
OBp + kn1

h

2
, Cn

OBa + ln1
h

2
, Cn

OCa +mn
1

h

2
)

kn3 =f1(Cn
OBp + kn2

h

2
, Cn

OBa + ln2
h

2
, Cn

OCa +mn
2

h

2
)

kn4 =f1(Cn
OBp + kn3h,C

n
OBa + ln3h,C

n
OCa +mn

3h)

(5.7)
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os coeficientes ln são:

ln1 =f2(Cn
OBp , C

n
OBa , C

n
OCa)

ln2 =f2(Cn
OBp + kn1

h

2
, Cn

OBa + ln1
h

2
, Cn

OCa +mn
1

h

2
)

ln3 =f2(Cn
OBp + kn2

h

2
, Cn

OBa + ln2
h

2
, Cn

OCa +mn
2

h

2
)

ln4 =f2(Cn
OBp + kn3h,C

n
OBa + ln3h,C

n
OCa +mn

3h)

(5.8)

e os coeficientes mn são:

mn
1 =f3(Cn

OBp , C
n
OBa , C

n
OCa)

mn
2 =f3(Cn

OBp + kn1
h

2
, Cn

OBa + ln1
h

2
, Cn

OCa +mn
1

h

2
)

mn
3 =f3(Cn

OBp + kn2
h

2
, Cn

OBa + ln2
h

2
, Cn

OCa +mn
2

h

2
)

mn
4 =f3(Cn

OBp + kn3h,C
n
OBa + ln3h,C

n
OCa +mn

3h)

(5.9)

As somas (kn1 + 2kn2 + 2kn3 + kn4 )/6, (ln1 + 2ln2 + 2ln3 + ln4 )/6 e (mn
1 + 2mn

2 + 2mn
3 + mn

4 )/6

podem ser interpretadas como coeficientes angulares médios para a aproximação, passo a

passo.

O algoritmo do método é ilustrado na Tabela 5.1.

Tabela 5.1 - Algoritmo do Método de Runge-Kutta

Passo 1. Defina f1(COBp , COBa , COCa), f2(COBp , COBa , COCa) e f3(COBp , COBa , COCa)
Passo 2. Insira os valores iniciais t0, C0

OBp
, C0

OBa
e C0

OCa

Passo 3. Insira o tamanho do passo h e o número de passos N
Passo 4. Escreva t0, C0

OBp
, C0

OBa
e C0

OCa

Passo 5. Para i de 0 até N Calcule
Passo 6. kn1 , ln1 , mn

1

kn2 , ln2 , mn
2

kn3 , ln3 , mn
3

kn4 , ln4 , mn
4

Cn+1
OBp

= CnOBp
+ h

6 (kn1 + 2kn2 + 2kn3 + kn4 )

Cn+1
OBa

= CnOBa
+ h

6 (ln1 + 2ln2 + 2ln3 + ln4 )

Cn+1
OCa

= CnOCa
+ h

6 (mn
1 + 2mn

2 + 2mn
3 +mn

4 )

t = t+ h

Passo 7. Escreva t, Cn+1
OBp

, Cn+1
OBa

e Cn+1
OCa

Passo 8. Fim
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A Equação 3.5 pode ser resolvida numericamente de forma desacoplada das equações de

concentração celular. O Método de Euler expĺıcito é utilizado para calcular a fração de

volume da matriz óssea:

fn+1
bm = fnbm +

(
kformC

n+1
OBa
− kresC

n+1
OCa

)
h (5.10)

5.1.2.3 Função microHOOKE

A função microHOOKE tem como finalidade determinar o novo tensor constitutivo homo-

geneizado. A entrada da função é a nova fração de volume ósseo e a sáıda é o tensor

constitutivo. O passo a passo do código é igual ao ińıcio do algoritmo da função micro-

SED, a diferença é que a fração de volume ósseo está atualizada pelo modelo de populações

celulares.

5.1.3 Pós-Processamento

A última etapa do código desenvolvido tem como foco a geração dos resultados a partir

dos arquivos, vetores e matrizes gerados no processamento. As figuras são geradas em

duas plataformas: o Matlab e o software livre Paraview® (PARAVIEW, 2013). Rotinas em

Python foram desenvolvidas para adaptar as sáıdas do Matlab em arquivos de visualização

na linguagem VTK (Visualization Toolkit), os quais servem de entrada para o Paraview.
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6 Resultados

O Caṕıtulo dos resultados está organizado em duas seções, a primeira apresenta os resul-

tados da dinâmica de interação celular na microescala e a segunda ilustra os resultados da

aplicação do modelo multiescala. O modelo da primeira seção está inserido na formulação

de cada elemento finito dos exemplos da segunda seção.

6.1 Exemplos do modelo microescala

A seguir são apresentados os resultados do modelo de interação celular (Equações 3.2, 3.3,

3.4 e 3.5) para diferentes est́ımulos micromecânicos e variações de parâmetros biológicos.

O algoritmo de resolução do sistema de equações por meio do método de Runge Kutta de

quarta ordem está descrito no Caṕıtulo 5, seção 5.1.

Para ilustrar a resposta do modelo na microescala foi adotado o incremento temporal

h = 0.1 dia e 800 iterações, totalizando 80 dias de simulação da evolução das concentrações

celulares. O tempo computacional de execução de uma simulação desse tipo é de 4.27

segundos, sendo que o processamento do método numérico demora 0.019 segundos e a

geração da imagem demora 4.251 segundos.

A Tabela 6.1 ilustra os valores iniciais das populações celulares e da fração de volume

ósseo utilizados em todas as simulações. Nos gráficos da evolução das concentrações das

células a seguir, a população de osteoclastos ativos está representada em linha pontilhada

vermelha, a população de osteoblastos ativos está representada em linha tracejada verde e

a população de pré-osteoblastos está representada pela linha pontilhada e tracejada azul.

Tabela 6.1 - Condições iniciais do modelo de dinâmica celular.

Parâmetro Śımbolo Valor

concentração de pré-osteoblastos COBp 7.682× 10−5 pM
concentração de osteoblastos COBa 1.081× 10−4 pM
concentração de osteoclastos COCa 1.799× 10−4 pM
fração de volume ósseo fbm 0.5%

A Tabela 6.2 apresenta as“janelas”de densidade de energia de derformação na microescala

para as simulações a seguir. A Figura 6.1 ilustra a resposta do modelo para uma densidade

de energia de deformação na microescala (DED da matriz óssea) dentro da zona morta,

ou seja, wr1
εbm

< wεbm < wf1
εbm

, ver Figura 3.9.
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Figura 6.1 - Evolução temporal das concentrações de células e da fração de volume ósseo para a
DED da matriz óssea na zona morta (wεbm = 3.0× 102 Pa).

Tabela 6.2 - Valores de densidade de energia de derformação na microescala do modelo celular.

Śımbolo Valor Unidade Descrição

wr1
εbm

2.0× 102 Pa DED da matriz óssea inferior
wr2
εbm

1.0× 1010 Pa DED da matriz óssea superior
wf1
εbm

9.8× 106 Pa DED da matriz óssea no ińıcio da fase de formação
wf2
εbm

7.0× 107 Pa DED da matriz óssea máxima 1 da fase de formação
wf3
εbm

1.2× 108 Pa DED da matriz óssea máxima 2 fase de formação
wf4
εbm

1.0× 1010 Pa DED da matriz óssea no final da fase de formação

Para analisar o comportamento do modelo em várias situações de est́ımulos mecânicos e

biológicos, foi escolhido o peŕıodo do dia 5 ao dia 50 para alteração de parâmetros. Na

Figura 6.2 temos a influência de uma energia de deformação baixa (desuso) entre os dias

5 e 50 de simulação. Matematicamente pode-se escrever a seguinte alteração do DED:

wεbm =

 3.0× 102 Pa se dia < 5 ou dia > 50

1.8× 102 Pa se 5 < dia < 50
(6.1)
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Figura 6.2 - Evolução temporal das concentrações de células e da fração de volume ósseo para a
DED da matriz óssea na zona de reabsorção.

A Figura 6.3 ilustra uma DED da matriz óssea na zona de formação (ver Figura 3.9), ou

seja:

wεbm =

 3.0× 102 Pa se dia < 5 ou dia > 50

7.0× 107 Pa se 5 < dia < 50
(6.2)
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Figura 6.3 - Evolução temporal das concentrações de células e da fração de volume ósseo para a
DED da matriz óssea na zona de formação.

A Figura 6.4 ilustra uma DED da matriz óssea alta na zona de reabsorção (ver Figura

3.9), ou seja:

wεbm =

 3.0× 102 Pa se dia < 5 ou dia > 50

1.0× 1013 Pa se 5 < dia < 50
(6.3)

Os resultados das Figuras 6.1, 6.2, 6.3 e 6.4 ilustram, respectivamente, a não alteração da

fbm, a redução da fbm, o aumento da fbm e a redução da fbm.
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Figura 6.4 - Evolução temporal das concentrações de células e da fração de volume ósseo para a
DED da matriz óssea na zona de reabsorção.

As Figuras 6.5 e 6.6 mostram a resposta do modelo para variações na taxa de produção

de OPG entre os dias 5 e 50. No presente trabalho foi considerado que a taxa de produção

de OPG por osteoblastos ativos é igual à taxa de produção dos pré-osteoblastos.

A taxa normal de produção de OPG por essas células é βOPG = β1,OPG = β2,OPG =

1.625× 108 pM dia−1). Na simulação da Figura 6.5 foi adotado βOPG = 1.625× 107 entre

os dias 5 e 50 e na simulação da Figura 6.6 foi adotado βOPG = 1.625× 109 entre os dias

5 e 50.
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Figura 6.5 - Evolução temporal das concentrações de células e da fração de volume ósseo para
uma redução na taxa de produção de OPG.
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Figura 6.6 - Evolução temporal das concentrações de células e da fração de volume ósseo para
um aumento na taxa de produção de OPG.

58
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A fração de volume ósseo teve uma redução no caso da Figura 6.5 e um aumento no caso

da Figura 6.6.

6.2 Exemplos da modelagem multiescala

Os modelos numérico-computacionais apresentados a seguir consistem de uma análise

multiescala transiente da variação das propriedades constitutivas do tecido ósseo nas ge-

ometrias bidimensionais: do fêmur humano, do osso cortical ao redor do incisivo frontal

humano e do osso cortical ao redor de um implante dentário.

6.2.1 Aplicação 1: modelo bidimensional de um fêmur humano

A primeira aplicação consiste no estudo do remodelamento ósseo nos ossos cortical e

trabecular durante a aplicação de forças que representam o caminhar humano sobre o

fêmur.

O modelo geométrico da região proximal do fêmur foi obtida a partir do modelo Standar-

dized Femur solid model pertencente ao repositório BEL (Biomechanics European Labo-

ratory) (VICECONTI et al., 1996). A adaptação para a análise bidimensional foi realizada

na seção no plano frontal na parte central do fêmur, conforme mostra a Figura 6.7.

Fh

Fa

ϕh

ϕa

238.17 mm

33.22 mm

A B

Figura 6.7 - Modelo bidimensional do fêmur humano. A - Dimensões e condições de contorno do
modelo: vetores das forças aplicadas e restrições do movimento nas direções x e y
na base. B - Malha de Elementos Finitos com elementos triangulares.
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A malha de elementos finitos possui 5.414 elementos triangulares (com funções de interpo-

lação quadráticas) e 11.137 nós, e as dimensões do problema são ilustradas na Figura 6.7.

A Tabela 6.3 apresenta os valores da magnitude e direção das forças aplicadas no modelo,

enquanto a Tabela 6.4 mostra as propridades constitutivas na macroescala (os valores ini-

ciais do módulo de young e coeficiente de poisson) para o fêmur, sem diferenciação entre

a região cortical e trabecular.

Tabela 6.3 - Forças aplicadas no modelo do fêmur

Parâmetro Śımbolo Valor

força de compressão Fh 2317 N
ângulo da força de compressão ϕh 24◦

força de tração Fa 702 N
ângulo da força de tração ϕa 28◦

Tabela 6.4 - Propriedades constitutivas iniciais na macroescala do fêmur, sem diferenciação entre
a região cortical e trabecular.

Parâmetro Śımbolo Valor

módulo de elasticidade Efêmur 1.37 GPa
coeficiente de poisson νfêmur 0.3

Figura 6.8 - Distribuição de deformações nas direções x, y e xy para o fêmur
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Figura 6.9 - Distribuição de tensões nas direções x, y e xy para o fêmur

Figura 6.10 - Distribuição de tensões principais para o fêmur no dia 1. A - Tensões principais
máximas. B - Tensões principais mı́nimas.
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Figura 6.11 - Distribuição da densidade de energia de microdeformação no dia 1 para o fêmur

Figura 6.12 - Distribuição da densidade aparente do dia 100 ao dia 500 para o fêmur
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Figura 6.13 - Distribuição da densidade aparente do dia 500 ao dia 1000 para o fêmur

6.2.2 Aplicação 2: Movimento Ortodôntico

A segunda aplicação multiescala consiste no estudo do remodelamento ósseo no osso cor-

tical ao redor do incisivo frontal durante a aplicação de forças do movimento ortodôntico.

O modelo bidimensional representa um corte no sentido vest́ıbulo-lingual na seção média

do incisivo central. Por esse motivo, foi omitida a visualização do bracket ortodôntico,

onde geralmente ocorre a aplicação das forças.

O modelo geométrico utilizado nesta segunda aplicação foi digitalizado no software Au-

tocad a partir de uma radiografia dos incisivos frontais (Figura 6.14) gentilmente cedida

pela dentista Erica Lopes Ferreira.
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Figura 6.14 - Radiografia dos incisivos frontais

Foram modelados os seguintes materiais na representação geométrica: ossos cortical e

trabecular, ligamento periodontal, dentina, polpa e esmalte dentário, conforme mostra a

Figura 6.15.

Figura 6.15 - Diferentes materiais considerados no modelo bidimensional do incisivo frontal hu-
mano.

A malha de elementos finitos do modelo do incisivo frontal possui 9.975 elementos trian-

gulares com funções de interpolação quadráticas, contabilizando ao todo 20.268 nós. A
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malha e as dimensões do problema são ilustradas na Figura 6.16.

35.8 mm

32.0 mm

Fd

Figura 6.16 - Modelo bidimensional do incisivo frontal humano. A imagem ilustra a Malha de
Elementos Finitos com elementos triangulares, as dimensões e as condições de
contorno do modelo.

A força aplicada no modelo do incisivo frontal tem módulo de Fd = 2.0 Newtons e direção

horizontal, como mostra a Figura 6.16. Na mesma figura é posśıvel visualizar a restrição

ao movimento das direções x e y dos nós do contorno do osso trabecular. A Tabela

6.5 apresenta o valor das constantes constitutivas usadas na modelagem do ińıcio da

movimentação ortodôntica.

Tabela 6.5 - Propriedades constitutivas iniciais na macroescala do modelo do incisivo frontal.

Material Módulo de Young Coeficiente de Poisson

osso trabecular 1.37 GPa 0.30
osso cortical 13.7 GPa 0.30
ligamento periodontal 18.6 GPa 0.30
dentina 0.68 MPa 0.31
polpa 1.37 GPa 0.30
esmalte 20.0 GPa 0.49

O est́ımulo mecânico do modelo é ilustrado na Figura 6.17.
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Figura 6.17 - Densidade de energia de deformação na microescala: A - em todo o modelo, B -
no osso cortical (compressão), C - no osso cortical (tração).

As Figuras 6.18 e 6.19 apresentam a evolução da distribuição da fração de volume no osso

trabecular nas semanas 1, 2, 3 e 4. Foi considerado que o osso cortical tinha fração de

volume da matriz óssea inicial de 0.5 %. Os outros materiais estão representados com a

cor referente à fração de volume da matriz óssea inicial de 0.5 % apesar de não terem sido

modelados com a teoria da micromecânica do cont́ınuo.

Figura 6.18 - Evolução da distribuição da fração de volume no osso trabecular nas duas primeiras
iterações.
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Figura 6.19 - Evolução da distribuição da fração de volume no osso trabecular nas iterações três
e quatro.

Os parâmetros do modelo do movimento ortodôntico para a mecanorregulação do est́ımulo

na microescala são diferentes dos apresentados no Caṕıtulo 3 e são apresentados na Tabela

6.6. Dependendo do estado de tensões na microescala, o modelo responde de maneiras

diferentes, os sub́ındices c e t representam os parâmetros para o estado de compressão ou

tração, respectivamente. Caso o primeiro invariante de tensões seja positivo, adota-se um

estado de tração; se o mesmo invariante for negativo, tem-se um estado de compressão.

67
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Tabela 6.6 - Parâmetros da mecanorregulação do est́ımulo micromecânico no modelo do movi-
mento ortodôntico

Śımbolo Valor Unidade Descrição

Πεbm,st
‡0.5× 100 − valor de equiĺıbrio (estado estacionário) para Πεbm

Πmax
εbm

‡1.0× 100 − máx. da função de mecanorregulação anabólica
λ1 2.0× 10−4 − inclinação 1 da reta de formação
λ2 1.0× 1016 − inclinação 2 da reta de formação
κ1 1.0× 103 − inclinação 1 da reta de reabsorção
κ2 1.0× 101 − inclinação 2 da reta de reabsorção
wr1
εc,bm

1.0× 10−15 Pa DED da matriz óssea inferior

wr2
εc,bm

1.0× 10−3 Pa DED da matriz óssea superior

wf1
εc,bm

1.0× 10−6 Pa DED da matriz óssea no ińıcio da fase de formação

wf2
εc,bm

1.0× 10−5 Pa DED da matriz óssea no ińıcio da formação máxima

wf3
εc,bm

1.0× 10−4 Pa DED da matriz óssea no final da formação máxima

wf4
εc,bm

1.0× 10−3 Pa DED da matriz óssea no final da fase de formação

wr1
εt,bm

1.0× 10−8 Pa DED da matriz óssea inferior

wr2
εt,bm

1.0× 107 Pa DED da matriz óssea superior

wf1
εt,bm

2.0× 100 Pa DED da matriz óssea no ińıcio da fase de formação

wf2
εt,bm

2.0× 103 Pa DED da matriz óssea no ińıcio da formação máxima

wf3
εt,bm

1.0× 106 Pa DED da matriz óssea no final da formação máxima

wf4
εt,bm

1.0× 107 Pa DED da matriz óssea no final da fase de formação
Legenda: ‡ Parâmetros do modelo de Scheiner et al. (2012).

6.2.3 Aplicação 3: Remodelamento peri-implantar

A terceira aplicação multiescala consiste no estudo do remodelamento ósseo peri-implantar

no osso cortical durante a aplicação de forças odontológicas de intrusão.

O modelo geométrico do implante dentário foi gentilmente cedido pelo dentista e professor

Bruno Sotto Maior da Universidade Federal de Juiz de Fora, Departamento de Odontologia

Restauradora.

A malha de elementos finitos do modelo do incisivo frontal possui 14.181 elementos e

28.721 nós. Os elementos são triangulares com funções de interpolação quadráticas e cada

elemento possui 6 nós e 6 pontos de gauss. A malha, as dimensões e as condições de

contorno do problema são ilustradas na Figura 6.16.
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24.05 mm

30.84 mm

Fi

Figura 6.20 - Malha de elementos finitos, dimensões e condições de contorno do modelo bidi-
mensional de um implante dentário.

A Figura 6.21 mostra os diferentes materiais considerados na análise e a Tabela 6.7 apre-

senta suas propriedades constitutivas.

Osso trabecular

Osso cortical

Implante

Componente protético 1

Componente protético 2

Coping (zircônia)

Porcelana feldspática

Figura 6.21 - Diferentes materiais do modelo bidimensional de um implante dentário.
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Tabela 6.7 - Propriedades constitutivas iniciais na macroescala do modelo do implante dentário.

Material Módulo de Young Coeficiente de Poisson

osso trabecular 1.148 GPa 0.26
osso cortical 14.95 GPa 0.3
implante 110.0 GPa 0.35
componente protético 110.0 GPa 0.35
coping (zircônia) 205.0 GPa 0.22
porcelana feldspática 70.0 GPa 0.19

A Tabela 6.8 apresenta os parâmetros do modelo para a mecanorregulação do est́ımulo

ósseo no estudo do remodelamento peri-implantar.

Tabela 6.8 - Parâmetros do modelo para a mecanorregulação do est́ımulo ósseo no modelo do
implante

Śımbolo Valor Unidade Descrição

Πεbm,st
‡0.5× 100 − valor de equiĺıbrio (estado estacionário) para Πεbm

Πmax
εbm

‡1.0× 100 − máx. da função de mecanorregulação anabólica
λ1 2.0× 10−4 − inclinação 1 da reta de formação
λ2 1.0× 1016 − inclinação 2 da reta de formação
κ1 1.0× 103 − inclinação 1 da reta de reabsorção
κ2 1.0× 101 − inclinação 2 da reta de reabsorção
wr1
εbm

1.0× 10−8 Pa DED da matriz óssea inferior
wr2
εbm

1.0× 104 Pa DED da matriz óssea superior
wf1
εbm

1.0× 10−2 Pa DED da matriz óssea no ińıcio da fase de formação
wf2
εbm

1.0× 10−1 Pa DED da matriz óssea (valor máximo 1)
wf3
εbm

1.0× 100 Pa DED da matriz óssea (valor máximo 2)
wf4
εbm

1.0× 104 Pa DED da matriz óssea no final da fase de formação
Legenda: ‡ Parâmetros do modelo de Scheiner et al. (2012).

As Figuras 6.22, 6.23, 6.24 e 6.25 ilustram a evolução da fração de volume no osso trabe-

cular nas doze primeiras iterações de remodelamento.
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Figura 6.22 - Evolução da fração de volume no osso cortical nas três primeiras iterações.

Figura 6.23 - Evolução da fração de volume no osso cortical da iteração quatro até a iteração
seis.

Figura 6.24 - Evolução da fração de volume no osso cortical da iteração sete até a iteração nove.
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Figura 6.25 - Evolução da fração de volume no osso cortical da iteração dez até a iteração doze.
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7 Discussão

A organização da discussão seguiu a ordem de apresentação dos resultados. A primeira

seção aborda a discussão sobre o modelo celular e a seção subsequente trata de aspectos

relacionados às aplicações dos modelos multiescala.

7.1 Modelo microescala

Os resultados do modelo da dinâmica de interação celular mostraram a influência da

variação de parâmetros do ambiente micromecânico no comportamento de sinalização e

diferenciação celular, o que influencia diretamente a ação dos osteoclastos e osteoblastos no

remodelamento. De maneira geral, o modelo celular foi capaz de responder bem à variação

de est́ımulos micromecânicos e bioqúımicos. Foi posśıvel visualizar a senśıvel variação da

fração de volume da matriz óssea em um elemento de volume representativo do tecido

ósseo.

A escolha do método de Runge-Kutta de quarta ordem mostrou-se adequada pela eficiência

na resolução do sistema de equações diferenciais ordinárias e acopladas. Esse método

clássico tem um erro de truncamento da ordem de h5 ou ∆t5, ou seja, é duas ordens de

grandeza mais preciso do que o método de Euler aprimorado ou o método de Heun e

três ordens de grandeza mais preciso do que o método de Euler clássico. Para a resolução

da equação diferencial desacoplada da fração de volume da matriz óssea, foi utilizado o

método de Euler clássico, e este não apresentou instabilidade numérica.

A modificação proposta para as funções de mecanorregulação do modelo da dinâmica de

interação celular permitiu estender para a microescala o que os modelos de Huiskes et al.

(1987), Jacobs et al. (1997), Garćıa-Aznar et al. (2005) e McNamara e Prendergast (2007)

já faziam na macroescala. Com a nova proposição tornou-se posśıvel aplicar a teoria do

mecanostato de Frost no ńıvel celular. A abordagem da mecanossensibilidade celular apre-

sentada torna posśıvel realizar uma estimativa da magnitude do est́ımulo micromecânico

que é “sentido” pelas células embebidas na matriz óssea.

A Figura 6.1 mostra que o modelo celular permanece em equiĺıbrio para um valor de

densidade de energia de deformação na microescala dentro da zona morta (ZM), ou seja,

as concentrações das células de pre-osteoblastos, osteoblastos e osteoclastos e a fração de

volume da matriz óssea permanecem constantes.

Na simulação da Figura 6.2 o valor da DEDM está abaixo da ZM, na região onde ocorre

reabsorção devido ao aumento da produção de RANKL pelos osteoblastos ativos (meca-

norregulação catabólica). A fração de volume da matriz óssea apresentou um decréscimo
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a partir do dia 5 até aproximadamente o dia 52. Após o dia 52 a fbm volta a crescer até

atingir um valor próximo ao seu valor inicial no dia 80.

Na simulação da Figura 6.3 o valor da DEDM está acima da ZM, na região onde ocorre

formação pelo aumento na taxa de proliferação de pré-osteoblastos (mecanorregulação

anabólica). A fração de volume da matriz óssea apresentou um aumento a partir do dia

10 até aproximadamente o dia 70, estabilizando na nova fração de volume após o dia 70.

Na simulação da Figura 6.4 o valor da DEDM está acima da ZM, na região onde ocorre

reabsorção devido ao aumento da produção de RANKL pelos osteoblastos ativos (meca-

norregulação catabólica). A fração de volume da matriz óssea apresentou um decréscimo

a partir do dia 5 até aproximadamente o dia 52, voltando a crescer depois desse dia e

atingindo o valor inicial por volta do dia 80.

A resposta do modelo para o aumento e a redução da taxa de produção de OPG são

os mesmos já descritos pelos trabalhos de Lemaire et al. (2004), Pivonka et al. (2010) e

Scheiner et al. (2012).

7.2 Modelos multiescala

Os padrões de remodelamento calculados nos três exemplos multiescala propostos indicam

uma previsão do aumento progressivo da densidade óssea em algumas áreas e uma redução

progressiva da densidade óssea em outras regiões das geometrias.

7.2.1 Remodelamento ósseo no fêmur humano

Os resultados do remodelamento no modelo bidimensional de um fêmur humano mostram

a evolução da distribuição da densidade aparente do dia 1 ao dia 1000 em intervalos de

100 dias. O resultado do remodelamento é avaliado de forma qualitativa, tendo como

referência a radiografia do fêmur proximal da Figura 7.1.

Diversos pesquisadores realizaram estudos quantitativos utilizando leis fenomenológicas

para a evolução da densidade aparente óssea. A novidade deste trabalho é a adoção ex-

pĺıcita de um modelo para a dinâmica de interação celular que leva em consideração

est́ımulos que ocorrem no ńıvel celular para executar o remodelamento. Os resultados

obtidos após 1000 dias mostraram concordância com a distribuição de densidades encon-

trada em modelos da literatura (JACOBS, 1994), (DOBLARé; GARĆıA, 2002) e (WEINANS

et al., 1992).

Após realizado o processo de homogeneização e obtido o novo tensor constitutivo foi
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estimado o módulo de elasticidade em cada elemento da malha de elementos finitos para

então calcular a densidade aparente por meio da Equação 4.17. A utilização dessa equação

é uma aproximação grosseira, uma vez que o expoente cúbico para uma densidade aparente

fornece uma aproximação do módulo de elasticidade muito alta, conforme discutido nos

trabalhos de Weinans et al. (1992) e Rice et al. (1988). Por esse motivo os resultados

das aplicações odontológicas da ortodontia e implantodontia não utilizam a densidade

aparente na visualização dos resultados.

A escolha da densidade de energia de deformação na microescala (DEDM) como est́ımulo

para o remodelamento foi baseada no fato de que essa grandeza f́ısica é um escalar fisica-

mente interpretável relacionado diretamente com a deformação e tensão no ńıvel da matriz

óssea, onde os osteócitos estão “enterrados”. O ńıvel de tensão e deformação que as células

“sentem” é estimado pelas regras de localização da micromecânica. Outras medidas como o

dano e o fluxo de fluidos intersticiais são apontadas como posśıveis candidatos a est́ımulos

micromecânicos do remodelamento, entretanto, o modelo proposto apenas considerou a

DEDM. Malone et al. (2007b) definem mecanotransdução como a conversão do est́ımulo

mecânico externo em sinais bioqúımicos intracelulares. Mecanismos de mecanossensação

do sinal das células podem depender das interações que ocorrem no citoesqueleto celular

como o fluxo de fluidos.

Os osteócitos são as células mais abundantes nos ossos, 90% a 95% de todas as células

ósseas em um esqueleto adulto (BONEWALD, 2011), e desenvolvem um papel fundamental

na sensibilidade e mecanotransdução do sinal mecânico, todavia existem evidências de

que não são as únicas células a desempenhar o papel de sensor (MALONE et al., 2007a).

You et al. (2008) sugerem que o carregamento mecânico reduz o potencial dos osteócitos

a induzir a formação osteoclástica por interação parácrina.

Os resultados apresentados nas Figuras 6.12 e 6.13 mostram a formação da camada de

osso cortical após 1000 iterações. A simulação partiu da condição inicial de uma densidade

aparente única de 1.24 g/cm3 para todo o fêmur e foi considerado que a densidade aparente

do osso cortical varia entre os limiares de 1.48 e 2.4 g/cm3 (MARTIN et al., 1998). A região

em azul escuro da Figura 6.13 mostra a fina camada de osso cortical gerada pelo algoritmo.

A distribuição de densidades após o dia 1.000 convergiu para uma situação de equiĺıbrio.

Um modelo bidimensional apresenta limitações na representação dos modos fisiológicos

de carregamento do fêmur. A posição, duração e variação dos carregamentos são fatores

que determinam a distribuição de densidades final. Como a intenção da modelagem foi

realizar o acoplamento entre os modelos mecânico e biológico, não foram realizados estudos

mais aprofundados quanto a variações no carregamento mecânico. Entretanto, apesar das
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simplificações, o resultado se assemelha ao padrão normal de distribuição de densidades

da região proximal do fêmur tendo como base a Figura 7.1.

Não foi observado o fenômeno conhecido como checker boarding, “tabuleiro de xadrez”,

caracterizado por uma instabilidade numérica descrito por Weinans et al. (1992) e Roesler

(2006). Por esse motivo não foi inserida uma segunda malha de elementos finitos (placa

lateral) que liga o periósteo das regiões lateral e mesial do fêmur, conforme procedimento

realizado pelos autores citados.

Figura 7.1 - Radiografia do fêmur proximal (DOBLARé; GARĆıA, 2002)

A distribuição de tensões principais (Figura 6.10) se assemelha aos resultados apresenta-

dos por Carter et al. (1989). Os resultados das deformações e tensões, Figuras 6.8 e 6.9

respectivamente, ilustram a flexão do fêmur devido ao carregamento aplicado.

A Figura 6.11 ilustra a distribuição da DEDM para o primeiro dia de simulação. As regiões

nas bordas do modelo apresentam os maiores est́ımulos para o remodelamento.

7.2.2 Remodelamento no osso cortical ao redor do incisivo frontal

Os resultados do remodelamento no modelo bidimensional do movimento ortodôntico de

um incisivo frontal mostram a evolução temporal da distribuição da fração de volume da

matriz óssea ao longo de quatro iterações para o osso cortical. O modelo representou o

remodelamento no osso cortical ao redor do dente.

Foi necessária a realização de uma extensa calibração dos parâmetros da Tabela 6.6 para a

obtenção dos resultados de distribuição da fração de volume. As intensidades de est́ımulo

nas regiões de tração e compressão não são as mesmas, como pode ser observado na Figura

6.17.

As Figuras 6.18 e 6.19 mostram as regiões onde a fração de volume da matriz óssea
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diminuiu na região de compressão e aumentou na região de tração. Esses resultados estão

de acordo com a teoria que explica a movimentação dentária induzida descrita por Reitan

(2007).

Nas áreas da cortical próximas do contorno da geometria, o modelo de remodelamento

foi “desligado” para impedir que efeitos indesejados das condições de contorno gerassem

est́ımulos que não fossem representativos.

7.2.3 Remodelamento ósseo peri-implantar

Os resultados do remodelamento no modelo bidimensional de forças intrusivas na adap-

tação biomecânica de implantes mostram a evolução temporal da distribuição da fração

de volume da matriz óssea para o osso cortical. O modelo representou o remodelamento

peri-implantar ao longo de doze iterações (ciclos de carga ou de remodelamento).

As Figuras 6.22, 6.23, 6.24 e 6.25 ilustram a evolução da fração de volume da matriz óssea

no osso cortical nas doze iterações do modelo. Na discussão a seguir será utilizado o termo

genérico densidade para representar a fração de volume da matriz óssea.

A análise mostra que as áreas mais próximas ao implante apresentam maiores est́ımulos

micromecânicos. Nas primeiras iterações a ação dos osteoclastos próxima ao implante é

maior e ocorre uma perda de densidade na região. Em seguida, ocorre uma perda de densi-

dade nas regiões intermediárias (entre a fronteira e o implante) e existe uma estabilização

de uma nova densidade para toda a redondeza do implante.

Efeitos indesejados das condições de contorno podem ser observados nas variações da

densidade próximas aos extremos superiores direito e esquerdo do osso cortical.

Diversos autores (MELLAL et al., 2004; ESER et al., 2009; OJEDA et al., 2011) desenvolveram

trabalhos do remodelamento ósseo ao redor de implantes, entretanto os resultados mos-

trados são os primeiros a considerar o acoplamento mecânico-biológico com a formulação

multiescala.
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8 Conclusões

Com base nas atividades de revisão bibliográfica, de formulação matemática do modelo

constitutivo multiescala, da implementação do código computacional e da obtenção dos

resultados, pode-se concluir que:

a) A aplicação das regras de localização e homogeneização da micromecânica do

cont́ınuo permitiram trafegar entre duas escalas representativas de materiais

mineralizados, enriquecendo a análise constitutiva.

b) A aplicação da teoria da micromecânica do cont́ınuo com o modelo de interação

celular na microescala permitiu desenvolver uma metodologia para estimar o re-

modelamento ósseo explorando aspectos da microestrutura óssea. O resultado do

acoplamento dos modelos micromecânico e biológico fornece uma ferramenta de

investigação para a análise transiente da evolução da distribuição da densidade

óssea devido à ação dos osteócitos, osteoblastos e osteoclastos.

c) O modelo de mecanorregulação celular proposto permitiu generalizar a teoria do

mecanostado de Frost para a escala celular. É essencial considerar a densidade

de energia de deformação na microescala como est́ımulo para a sinalização e

interação celular, pois é na escala de observação da matriz óssea extravascular

que a atividade de mecanossensibilidade celular realmente acontece.

d) A aplicação do Método dos Elementos Finitos à discretização espacial do pro-

blema elástico permitiu acompanhar a evolução das deformações, das tensões,

do est́ımulo micromecânico e da distribuição da densidade óssea ao longo dos

ciclos de carga ou dias de remodelamento.

e) A aplicação do Método de Runge Kutta de quarta ordem e do Método de Euler

permitiram resolver o sistema de equações diferenciais ordinárias acopladas que

governam a dinâmica de interação celular, fornecendo as concentrações celulares

e frações de volume em cada elemento da malha de elementos finitos.

f) As simulações computacionais desenvolvidas permitiram uma visualização da va-

riação espacial e temporal das propriedades constitutivas ortotrópicas dos ossos.

O algoritmo da aplicação foi capaz de criar padrões de distribuição de densidade

aparente óssea similares aos encontrados em radiografias, como no exemplo da

região proximal do fêmur. Paralelamente, o modelo estudado também mostrou

certo avanço comparado aos modelos clássicos do remodelamento ósseo, aparen-

tando ter obtido maior concordância considerando uma análise qualitativa da
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morfologia óssea, por convergirem para geometrias t́ıpicas como a do cilindro

cortical e da região trabecular.

8.1 Sugestão de trabalhos futuros

Como sugestões para trabalhos futuros, destacam-se:

a) A necessidade do desenvolvimento de um modelo constitutivo multiescala que

considere a interação sólido-fluido na microescala e permita simular efeitos de

fluxo de fluidos intersticiais, transporte e dispersão das protéınas ao longo da

geometria óssea.

b) O desenvolvimento de modelos tridimensionais para as aplicações propostas,

pois assim pode-se obter uma melhor caracterização do estado de tensões nos

materiais envolvidos nas análises.

c) A inclusão no modelo de variáveis biológicas para representar outras variações

hormonais, estágios de diferenciação celular, protéınas e vias de sinalização ce-

lular. Em especial a inclusão dos osteócitos como variável expĺıcita do modelo e

a representação da via de sinalização Wnt.

d) A inclusão no modelo de variáveis que possam representar a ação de fármacos

sobre as células ósseas para o desenvolvimento de ferramentas de investigação

de patologias e novos medicamentos.
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Anexo A - Fundamentos da Mecânica do Cont́ınuo

Um dos fundamentos das mecânica dos sólidos é a adoção da hipótese do cont́ınuo. Essa

suposição estabelece que, apesar da matéria ser constitúıda de moléculas, átomos, e part́ı-

culas subatômicas, seu estudo se dará considerando-a como um meio cont́ınuo (LAI et al.,

1978).

Um sistema termodinâmico é uma quantidade de matéria cont́ınua e invariante. A noção

de continuidade permite considerar subsistemas que ocupam volumes muito pequenos

e enunciar leis relacionadas ao balanço de energia que podem ser expressas na forma

diferencial e consideradas válidas para um ponto no espaço (PROENCA, 2000).

A.1 Primeira Lei da Termodinâmica

A primeira lei da termodinâmica é conhecida como a lei de conservação da energia. As

conversões entre trabalho, calor, e energia interna (processos f́ısico-qúımico-biológicos) são

regidas pela primeira lei. Para um sistema fechado ela estabelece que a taxa de variação

da energia total (desconsiderando a energia potencial), K + I, é igual a taxa de trabalho

(ou potência das forças externas), P , somado com a taxa de calor introduzida no sistema

por condução ou gerado por fontes internas Q̇ (ZOHDI; WRIGGERS, 2008).

d

dt
(K + I) = P + Q̇ (A.1)

O sistema termodinâmico considerado possui domı́nio Ω com volume V e é delimitado

pela superf́ıcie ∂Ω de área A. Os deslocamentos e velocidades dos pontos internos dos

sistema são representados pelos vetores u e u̇. Entretanto, a densidade de energia interna

por unidade de massa é representada pela quantidade escalar ε.

A energia total do sistema é igual à soma da energia cinética K com a energia interna I.

A definição delas é apresentada nas Equações A.2 e A.3, respectivamente.

K ≡ 1

2

∫
Ω

ρ u̇ · u̇ dV (A.2)

I ≡
∫
Ω

ρ ε dV (A.3)

onde ρ é a densidade de massa.

A potência mecânica pode ser transferida por forças t = σ ·n distribúıdas por unidade de

superf́ıcie e por forças de corpo b por unidade de massa. Essa grandeza está representada
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pela Equação A.4.

P ≡
∫
Ω

ρ b · u̇ dV +

∫
∂Ω

σ · n · u̇ dA (A.4)

sendo n o vetor unitário normal a superf́ıcie ∂Ω (o vetor unitário n é um versor que

em cada ponto do contorno aponta para o exterior do corpo) e σ o tensor de tensões de

Cauchy. A taxa de calor transferido ou retirado por condução no sistema e a taxa de calor

gerado por fontes internas são definidos pela Equação A.5.

Q̇ ≡
∫
∂Ω

q · n dA+

∫
Ω

ρ r dV = −
∫
Ω

∇ · q dV +

∫
Ω

ρ r dV (A.5)

onde q é o vetor fluxo de calor da Lei de Fourier (definido como positivo o quando o

fluxo de calor ocorre de fora para dentro do sistema) e r representa a taxa de fonte de

calor devido as reações qúımicas por unidade de massa. Substituindo as definições acima

apresentadas no lado direito da Equação A.1:

d

dt
(K + I) =

∫
Ω

ρ b · u̇ dV +

∫
∂Ω

σ · n · u̇ dA−
∫
Ω

∇ · q dV +

∫
Ω

ρ r dV (A.6)

Pelo teorema da divergência de Gauss:

d

dt
(K + I) =

∫
Ω

(ρ b · u̇+∇ · (σ · u̇)−∇ · q + ρ r ) dV (A.7)

Substitui-se agora o lado esquerdo da Equação A.1 pela definição das energias cinética e

interna:

d

dt

1

2

∫
Ω

ρ u̇ · u̇ dV +

∫
Ω

ρ ε dV

 =

∫
Ω

[ρ b · u̇+∇ · (σ · u̇)−∇ · q + ρ r ] dV (A.8)

Segundo a regra de Leibniz, a derivada temporal pode ser aplicada dentro da integral e a

equação reorganizada fica:∫
Ω

(ρ u̇ · ü+ ρ ε̇) dV =

∫
Ω

[ρ b · u̇+ (∇ · σ) · u̇+ σ : (∇u̇)−∇ · q + ρ r ] dV (A.9)

A Equação A.9 pode ser reescrita da seguinte forma:∫
Ω

{ρ u̇ · ü+ ρ ε̇− [ρ b · u̇+ (∇ · σ) · u̇+ σ : (∇u̇)−∇ · q + ρ r ]} dV = 0 (A.10)
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∫
Ω

{ρ ε̇+ u̇ · (ρ ü− ρ b−∇ · σ)− σ : ∇u̇+∇ · q − ρ r} dV = 0 (A.11)

Uma das noções primordiais de equiĺıbrio pode ser exprimida pela segunda lei de Newton,

escrita aqui na forma integral:∫
∂Ω

σ · n dA︸ ︷︷ ︸
forças de superf́ıcie

+

∫
Ω

b dV︸ ︷︷ ︸
forças de corpo

=
d

dt

∫
Ω

ρ u̇ dV︸ ︷︷ ︸
forças inerciais

(A.12)

ou, pelo teorema da divergência de Gauss e agrupando as integrais,∫
Ω

(∇ · σ + b− ρ ü)dV = 0 (A.13)

Portanto, o conteúdo entre parênteses na Equação A.11 é nulo. O tensor de deformação

pode ser escrito como ε = (∇u)S = 1
2
[∇u + (∇u)T ], e utilizando a relação σ : (∇u̇) =

tr(σT∇u̇) = tr(σT ε̇) = σ : ε̇, (LAI et al., 1978) obtém-se:∫
Ω

{ρ ε̇− σ : ε̇+∇ · q − ρ r} dV = 0 (A.14)

Assim sendo, considera-se que a Equação A.14 deve valer para qualquer domı́nio Ω do

sistema e, portanto, chega-se na forma local para a primeira lei:

ρ ε̇− σ : ε̇+∇ · q − ρ r = 0 (A.15)

A seguir é apresentada a dedução utilizada em A.14, fazendo L = ∇u̇ e utilizando a

simetria do tensor de tensões de Cauchy, obtém-se em notação indicial σ : L = σijLji =

σij ε̇ji = σ : ε̇:

σ : L =σ11L11 + σ12L21 + σ13L31+

σ21L12 + σ22L22 + σ23L32+

σ31L13 + σ32L23 + σ33L33 =

σ11
∂u̇1

∂X1

+ σ12
∂u̇2

∂X1

+ σ13
∂u̇3

∂X1

+

σ21
∂u̇1

∂X2

+ σ22
∂u̇2

∂X2

+ σ23
∂u̇3

∂X2

+

σ31
∂u̇1

∂X3

+ σ32
∂u̇2

∂X3

+ σ33
∂u̇3

∂X3

=
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σ11
∂u̇1

∂X1

+ σ12
∂u̇2

∂X1

+ σ13
∂u̇3

∂X1

+

σ12
∂u̇1

∂X2

+ σ22
∂u̇2

∂X2

+ σ23
∂u̇3

∂X2

+

σ13
∂u̇1

∂X3

+ σ23
∂u̇2

∂X3

+ σ33
∂u̇3

∂X3

=

σ11
∂u̇1

∂X1

+ σ12
1

2

(
∂u̇2

∂X1

+
∂u̇1

∂X2

)
+ σ13

1

2

(
∂u̇3

∂X1

+
∂u̇1

∂X3

)
+

σ12
1

2

(
∂u̇1

∂X2

+
∂u̇2

∂X1

)
+ σ22

∂u̇2

∂X2

+ σ23
1

2

(
∂u̇3

∂X2

+
∂u̇2

∂X3

)
+

σ13
1

2

(
∂u̇3

∂X1

+
∂u̇1

∂X3

)
+ σ23

1

2

(
∂u̇3

∂X2

+
∂u̇2

∂X3

)
+ σ33

∂u̇3

∂X3

=

σ11ε̇11 + σ12ε̇21 + σ13ε̇31+

σ21ε̇12 + σ22ε̇22 + σ23ε̇32+

σ31ε̇13 + σ32ε̇23 + σ33ε̇33 = σ : ε̇

(A.16)

A.2 Segunda Lei da Termodinâmica

A segunda lei da termodinâmica estabelece o conceito de que a quantidade de entropia de

qualquer sistema isolado termodinamicamente tende a incrementar-se com o tempo, até

alcançar um valor máximo. A desigualdade de Clausius fornece a base para o entendimento

de duas ideias instrumentais que são fundamentais para quantificar os processos de um

sistema sob a perspectiva da segunda lei, elas são a entropia e a geração de entropia

(MORAN; SHAPIRO, 1999). A famosa inequação pode ser escrita como:∮ (
δQ
T

)
c

≥ 0 (A.17)

onde δQ representa a transferência de calor em uma parte da fronteira do sistema durante

uma etapa do ciclo, e T é a temperatura absoluta na mesma parte da fronteira. O śımbolo

δ é usado para distinguir diferenciais inexatos, δ, de diferenciais exatos d. Os diferenciais

de grandezas f́ısicas que são propriedades termodinâmicas como energia interna, entro-

pia ou volume, são diferenciais exatos d, e independem do histórico ou caminho. Já os

diferenciais de grandezas que não são propriedades termodinâmicas como o trabalho e a

quantidade de calor são representados por diferenciais inexatos, δ, pois dependem do his-

tórico ou caminho percorrido. O subscrito c indica que a integral é avaliada na fronteira do

sistema executando um ciclo, e como a integral é fechada o ciclo é fechado. Uma maneira
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alternativa de enunciar a desigualdade de Clausius é apresentada na Equação A.18.∮ (
δQ
T

)
c

= −Sg (A.18)

sendo Sg a entropia gerada (ou produzida) por irreversibilidades internas durante o ciclo

termodinâmico. Uma forma conveniente para apresentar o balanço de entropia S em

algumas análises é sua forma em taxas (MORAN; SHAPIRO, 1999):

dS
dt
≥ Q̇
T

(A.19)

ou, acrescentando o termo da taxa de Entropia gerada (Ṡg ≥ 0), que serve como uma

medida da desigualdade,

dS
dt

=
Q̇
T

+ Ṡg (A.20)

Define-se a entropia no domı́nio Ω e no instante t como:

S =

∫
Ω

ρ s dV (A.21)

onde s = s(x, t) representa a entropia espećıfica por unidade de massa da part́ıcula na

posição x e no instante t.

Substituindo as Equações A.21 e A.5 na Equação A.19, chega-se a:

d

dt

∫
Ω

ρ s dV ≥ −
∫
Ω

1

T
∇ · q dV +

∫
Ω

ρ
r

T
dV (A.22)

Reagrupando os termos, pode-se escrever:∫
Ω

(
ρ
ds

dt
+∇ · q

T
− ρ r

T

)
dV ≥ 0 (A.23)

Como essa desigualdade deve ser válida para qualquer volume V do corpo, o integrando

deve ser maior ou igual a zero independentemente da escolha de V . Portanto, torna-se

válida a forma local da segunda lei da termodinâmica:

ρ ṡ+∇ ·
( q
T

)
− ρr

T
≥ 0 (A.24)
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A.2.1 A desigualdade de Clausius-Duhem

A desigualdade de Clausius-Duhem, definida pela combinação da primeira e da a segunda

lei da termodinâmica, estabelece requisitos básicos para que um processo seja termodina-

micamente admisśıvel.

As relações que exprimem localmente a primeira e a segunda lei, são reapresentadas nas

Equações A.25 e A.26, para um melhor prosseguimento da dedução.

ρ ε̇− σ : ε̇+∇ · q − ρ r = 0 (A.25)

ρ ṡ+∇ ·
( q
T

)
− ρr

T
≥ 0 (A.26)

Dada a seguinte identidade tensorial,

∇ ·
( q
T

)
=

1

T
∇ · q − 1

T 2
∇T · q (A.27)

cuja prova é:

∇ ·
( q
T

)
=
∂

∂x

(qx
T

)
+

∂

∂y

(qy
T

)
+

∂

∂z

(qz
T

)
=
Tqx,x − qxT,x

T 2
+
Tqy,y − qyT,y

T 2
+
Tqz,z − qzT,z

T 2

=
1

T
(qx,x + qy,y + qz,z)−

1

T 2
(qxT,x + qyT,y + qzT,z)

=
1

T
∇ · q − 1

T 2
∇T · q

(A.28)

Fazendo a substituição da Equação A.27 em A.26, obtem-se:

ρ ṡ+
1

T
∇ · q − 1

T 2
∇T · q − ρr

T
≥ 0 (A.29)

Isolando o termo ∇ · q da primeira lei:

∇ · q = ρ r − ρ ε̇+ σ : ε̇ (A.30)

Substituindo A.30 em A.29

ρ ṡ+
1

T
(ρ r − ρ ε̇+ σ : ε̇)− 1

T 2
∇T · q − ρr

T
≥ 0 (A.31)

Por fim, multiplicando-se a última expressão por T e fazendo algumas simplificações,
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obtem-se a desigualdade de Clausius-Duhem:

Tρ ṡ− ρ ε̇+ σ : ε̇− 1

T
∇T · q ≥ 0 (A.32)

A Equação A.32 pode ainda ser reescrita considerando a taxa de produção de entropia

espećıfica, ṡg, gerada no sistema (COLEMAN; GURTIN, 1967):

ṡg = ṡ− ε̇

T
+

1

ρT
σ : ε̇− 1

ρT 2
∇T · q (A.33)

Algumas implicações da desigualdade de Clausius-Duhem podem ser enunciadas:

ṡ ≥ 0 sempre que ε̇ = 0, ε̇ = 0, e ∇T = 0 (A.34)

ε̇ ≤ 0 sempre que ε̇ = 0, ṡ = 0, e ∇T = 0 (A.35)

A.2.2 Energia Livre de Helmholtz

A energia livre espećıfica ψ∗ (também chamada de energia livre de Helmholtz por unidade

de massa) é definida por (COLEMAN; GURTIN, 1967):

ψ∗ = ε− Ts (A.36)

Tomando a Equação A.36 em taxas:

ψ̇∗ = ε̇− Ṫ s− T ṡ (A.37)

Substituindo a Equação A.37 na Equação A.33:

T ṡg = −ψ̇∗ − Ṫ s+
1

ρ
σ : ε̇− 1

ρT
∇T · q (A.38)

Sendo assim, pode-se concluir que:

ψ̇∗ ≤ 0 sempre que ε̇ = 0, Ṫ = 0, e ∇T = 0 (A.39)

A.3 Potenciais Termodinâmicos

A escolha do potencial termodinâmico é um passo muito importante na definição do

modelo constitutivo de interesse. A seguir serão apresentados alguns potenciais e a dedução

dos mesmos em taxas e incrementos a fim de se determinar leis associadas para a evolução
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das variáveis internas.

Substituindo a derivada da energia livre em relação ao tempo na desigualdade de Clausius-

Duhem, tem-se:

− ψ̇∗ − Ṫ s+
1

ρ
σ : ε̇− 1

ρT
∇T · q ≥ 0 (A.40)

Pode-se utilizar a energia livre ψ = ρψ∗:

− ψ̇ − Ṫ sρ+ σ : ε̇− 1

T
∇T · q ≥ 0 (A.41)

Após a escolha das variáveis de estado importantes para uma análise, ou modelagem,

define-se o potencial termodinâmico a partir do qual serão derivadas as leis de estado.

Utilizando-se o potencial da energia livre de helmholtz ψ, escrito como função do tensor

de deformações ε, da temperatura T e das variáveis de estado internas αk associadas a

processos irreverśıveis, tem-se:

ψ = ψ(ε, T, αk) (A.42)

Nessa condição, a taxa de energia livre pode ser expressa por:

ψ̇ =
∂ψ

∂ε
· ε̇+

∂ψ

∂T
· Ṫ +

∂ψ

∂αk
· α̇k (A.43)

Combinando as Equações A.43 e A.41, obtem-se:(
σ − ∂ψ

∂ε

)
: ε̇−

(
ρs+

∂ψ

∂T

)
· Ṫ − ∂ψ

∂αk
· α̇k −

1

T
∇T · q ≥ 0 (A.44)

sendo que essa desigualdade deve valer para qualquer processo, inclusive os processos

reverśıveis.

Como um caso particular, considera-se um processo reverśıvel, adiabático e com tempe-

ratura uniforme. Nesse caso, a única variável não nula é o tensor de deformações elásticas

e a desigualdade A.44 é atendida somente se:

σ =
∂ψ

∂ε
(A.45)
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A.4 Elasticidade Linear Isotrópica

A energia livre de Helmholtz pode ser obtida através da desigualdade de Clausius-Duhem

para sólidos com temperatura constante:

ψ =
1

2
εijcijklεkl (A.46)

A tensão é obtida pela derivada da Equação A.46 em relação à deformação.

σij =
∂ψ

∂εij
= cijklεkl (A.47)

No caso de materiais isotrópicos temos que as propriedades constitutivas desses materiais

são independentes da direção no espaço. Qualquer tensor pode ser decomposto como a

soma do traço (primeiro invariante, parcela volumétrica) mais a parcela desviadora. O

tensor de deformações é um tensor simétrico e pode ser escrito como:

εij = (εkkδij) + (εij − εkkδij) (A.48)

εij =

(
1

3
εkkδij

)
+

(
εij −

1

3
εkkδij

)
(A.49)

Em termos do módulo volumétrico K e do módulo cisalhante G, a relação da Equação

A.47 pode ser reescrita como:

σij = 3K

(
1

3
εkkδij

)
+ 2G

(
εij −

1

3
εkkδij

)
(A.50)

Existem diversas maneiras de escrever a Equação A.51. Outra forma é em função das

constantes de Lamé, λ = K − 2/3G e µ = G.

σij = λεkkδij + 2µεij = cijklεkl (A.51)

A equação de equiĺıbrio para um corpo elástico estático é dada pela soma do divergente

da tensão com as forças de corpo como mostra a Equação A.52.

σij,i + bj = 0 (A.52)

A relação entre tensão e deformação dada pela Equação A.47 é conhecida como a lei de

Hooke generalizada.

σij = cijklεkl (A.53)

98



Anexo A - Fundamentos da Mecânica do Cont́ınuo

Substituindo A.53 em A.52, obtemos:

cijklεkl,i + bj = 0 (A.54)

Para pequenas deformações o tensor de deformação ε é obtido por meio da derivada dos

deslocamentos εij = 1
2
(ui,j + uj,i) a Equação A.54 fica:

1

2
cijkl(uk,li + ul,ki) + bj = 0 (A.55)

Usando da propriedade distributiva:

1

2
(cijkluk,li + cijklul,ki) + bj = 0 (A.56)

Sabe-se que o tensor constitutivo c é simétrico, uma das simetrias dele é cijkl = cijlk.

Usando esse resultado e trocando os ı́ndices fict́ıcios cijklul,ki = cijlkul,ki = cijkluk,li, pode-

mos reescrever a Equação acima como:

cijkluk,li + bj = 0 (A.57)

A.4.1 Função de Green para um corpo elástico considerando pequenas de-

formações

A função de Green para um corpo elástico, Gij(x,x′), é definida como o deslocamento na

direção i em x devido a uma força pontual atuando em x′ na direção j.
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Corpo Infinito

F

x′

x

V

n

S

Figura A.1 - Uma força pontual aplicada no ponto x′ dentro de um corpo elástico infinito. V é
o volume finito dentro do corpo e S é a sua superf́ıcie.

A função de Green tem esse nome em homenagem ao cientista britânico George Green1,

que desenvolveu o conceito na década de 1830 para resolver equações diferenciais não

homogêneas sujeitas a condições iniciais ou condições de contorno determinadas.

Por meio da Função de Green podemos encontrar a solução ui(x) para a Equação A.57

quando a força de corpo é uma função delta de dirac, ou seja bk(x) = δ(x− x′)δjk.

Considerando um corpo homogêneo infinito, a função de Green depende apenas da dis-

tância relativa entre o ponto de aplicação de força pontual x′ e do ponto onde queremos

saber o deslocamento x′, o que pode ser escrito como:

Gij(x,x′) = Gij(x− x′) (A.58)

Para construir a formulação do campo de deslocamentos em resposta a uma força pontual

aplicada em um corpo infinito, considere o problema da Figura A.1. O deslocamento u de

um ponto x devido a aplicação de uma força pontual F em x′ é:

ui(x) = Gij(x− x′)Fj (A.59)

1George Green (14 de julho de 1793 - 31 de maio de 1841) foi um matemático e f́ısico inglês. Entre
suas contribuições para a f́ısica-matemática moderna podemos citar o teorema de Green, demonstrado
em 1828, que facilitou bastante o estudo das funções. No estudo das equações diferenciais parciais, as
funções de Green são estudadas principalmente do ponto de vista das soluções fundamentais.
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A variação do deslocamento é dada pela derivada da Expressão A.59 em relação a x:

ui,m(x) = Gij,m(x− x′)Fj (A.60)

A Equação A.53 pode ser reescrita em termos dos deslocamentos:

σkp = ckpimGij,m(x− x′)Fj (A.61)

De acordo com a Figura A.1, se o volume V envolvendo o ponto x′ estiver em equiĺıbrio,

a força F deve ser balanceada por forças de superf́ıcie t = σ · n ou tk = σkpnp atuando

em S.

Fk +

∫
S

tk(x) dS(x) = 0 (A.62)

Fk +

∫
S

σkp(x)np(x) dS(x) = 0 (A.63)

Fk +

∫
S

ckpimGij,m(x− x′)Fjnp(x) dS(x) = 0 (A.64)

O Teorema da Divergência (ou Teorema de Gauss) para uma grandeza tensorial qualquer

A pode ser escrito como (GREEN; ZERNA, 2002):∫
V

∇ ·A dV =

∮
S

A · n dS (A.65)

em notação indicial: ∫
V

Aij,i dV =

∮
S

Aijni dS (A.66)

podemos reescrever a Equação A.64:

Fk +

∫
V

ckpimGij,mp(x− x′)Fj dV (x) = 0 (A.67)

A definição da função Delta de Dirac em três dimensões é:

∫
V

δ(x− x′) dV (x) =

{
1 se x′ ∈ V
0 se x′ /∈ V

(A.68)

Usando a seguinte propriedade da função Delta de Dirac:∫
V

δ(x− x′)f(x) dV (x) = f(x′) (A.69)
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a Equação A.67 pode ser escrita como:∫
V

[ckpimGij,mp(x− x′)Fj + δ(x− x′)Fk] dV (x) = 0 (A.70)

Substituindo Fk por Fjδkj e reorganizando, obtemos:∫
V

[ckpimGij,mp(x− x′) + δ(x− x′)δkj]Fj dV (x) = 0 (A.71)

A expressão acima é válida para qualquer volume arbitrário V contendo o ponto x′ e para

qualquer força constante F . Portanto, a expressão dentro dos colchetes é nula ponto a

ponto no domı́nio V :

ckpimGij,mp(x− x′) + δkjδ(x− x′) = 0 (A.72)

A Equação A.72 é a equação de equiĺıbrio que satisfaz a função de Green em um corpo

elástico infinito. Ela é equivalente à Equação A.52 para bk = δjkδ(x − x′) e pode ser

resolvida utilizando a técnica de transformada de Fourier.

Define-se a transformada de Fourier e a inversa da transformada de Fourier de f(x) como:

F{f(x)} = f̂(k) =

∫ ∞
−∞

f(x)eikx dx (A.73)

F−1{f̂(k)} = f(x) =
1

2π

∫ ∞
−∞

f̂(k)e−ikx dk (A.74)

Como o problema estudado é tridimensional, a transformada de Fourier de Gij,mp(x) deve

ser escrita na forma vetorial:

Ĝij(k) =

∫ ∞
−∞
Gij(x)eik·x dx (A.75)

Gij(x) =
1

(2π)3

∫ ∞
−∞
Ĝij(k)e−ik·x dk (A.76)

A função de Dirac tridimensional é:

δ(x) =
1

(2π)3

∫ ∞
−∞

e−ik·x dk (A.77)

Outra propriedade das transformadas de Fourier é a transformada da derivada de grau n

da função f(x):

F{f (n)(x)} = (ik)(n)f̂(k) (n = 0, 1, 2, . . .) (A.78)
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Fazendo a transformada de Fourier na Equação A.72 e adotando x′ = 0, temos que:

F{ckpimGij,mp(x) + δkjδ(x)} = 0 (A.79)∫ ∞
−∞

[ckpimGij,mp(x) + δkjδ(x)] eik·x dx = 0 (A.80)∫ ∞
−∞

ckpimGij,mp(x)eik·x dx+

∫ ∞
−∞

δkjδ(x)eik·x dx = 0 (A.81)

ckpim

∫ ∞
−∞

∂2

∂xm∂xp
Gij(x)eik·x dx+ δkj

∫ ∞
−∞

δ(x)eik·x dx = 0 (A.82)

ckpim
∂2

∂xm∂xp

∫ ∞
−∞
Gij(x)eik·x dx+ δkj = 0 (A.83)

ckpim
∂2

∂xm∂xp
Ĝij(k) + δkj = 0 (A.84)

Aplicando a transformada de Fourier inversa, obtemos:

F−1

{
ckpim

∂2

∂xm∂xp
Ĝij(k) + δkj

}
= 0 (A.85)

1

(2π)3

∫ ∞
−∞

[
ckpim

∂2

∂xm∂xp
Ĝij(k) + δkj

]
e−ik·x dk = 0 (A.86)

Define-se o vetor z como z = k
|k| . Utiliza-se a definição em conjunto com a Equação A.78

para obter:
1

(2π)3

∫ ∞
−∞

[
ckpim

∂

∂xm
(izpk)Ĝij(k) + δkj

]
e−ik·x dk = 0 (A.87)

1

(2π)3

∫ ∞
−∞

[
ckpim(−zmzpk2)Ĝij(k) + δkj

]
e−ik·x dk = 0 (A.88)

Para que a integral em todo o domı́nio das frequências acima seja nula o conteúdo dentro

dos colchetes deve ser zero ponto a ponto, portanto:

k2ckpimzmzpĜij(k) = δkj (A.89)

Define-se o tensor ζki como ζki = ckpimzmzp e a Equação A.89 pode ser reescrita da seguinte

forma:

ζkiĜij(k)k2 = δkj (A.90)

Multiplicando ambos os lados da equação pela inversa de ζki, sabe-se que ζ−1
nk ζki = δni,

portanto:

Ĝij(k) =
ζ−1
ij

k2
(A.91)
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Aplicando novamente a transformada inversa de Fourier na Equação A.91 pode-se encon-

trar a expressão integral para a função de Green no espaço real.

Gij(x) =
1

(2π)3

∫ ∞
−∞

ζ−1
ij

k2
e−ik·x dk (A.92)

A expressão da função de Green pode ser escrita para um meio anisotrópico no sistema

de coordenadas esféricas mostrado na Figura A.2.

m

n

x

θ

φ

z

k

Figura A.2 - Sistema de Coordenadas esféricas (z, θ, φ).

Em termos de coordenadas esféricas, a integral da Equação A.92 pode ser escrita como:

Gij(x) =
1

(2π)3

∫ ∞
0

∫ π

0

∫ 2π

0

ζ−1
ij

k2
(k2 senφ)e−ikx cosφ dθ dφ dk (A.93)

Pode-se fazer a integral em k variar de −∞ até ∞ se multiplicada pelo fator 1/2.

Gij(x) =
1

2(2π)3

∫ ∞
−∞

∫ π

0

∫ 2π

0

ζ−1
ij e

−ikx cosφ senφ dθ dφ dk (A.94)

A integral em k é a versão unidimensional da transformada inversa de Fourier da função

Delta.

Gij(x) =
1

2(2π)2

∫ π

0

∫ 2π

0

ζ−1
ij

[
1

(2π)

∫ ∞
−∞

e−ikx cosφ dk

]
senφ dθ dφ (A.95)
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Gij(x) =
1

2(2π)2

∫ π

0

∫ 2π

0

ζ−1
ij δ(x cosφ) senφ dθ dφ (A.96)

Adota-se a seguinte transformação de coordenadas s = cosφ, portanto ds = − senφ dφ.

Gij(x) =
1

8π2

∫ −1

1

∫ 2π

0

−ζ−1
ij δ(xs) dθ ds (A.97)

A seguir será aplicada a propriedade da função Delta de Dirac δ(bx) = δ(x)
b

:

Gij(x) =
1

8π2x

∫ −1

1

∫ 2π

0

−ζ−1
ij δ(s) dθ ds (A.98)

Gij(x) =
1

8π2x

∫ 1

−1

∫ 2π

0

ζ−1
ij δ(s) dθ ds (A.99)

Pela definição da função Delta:

Gij(x) =
1

8π2x

∫ 2π

0

ζ−1
ij δ(s) dθ

∣∣∣∣
s=0

(A.100)

A Equação A.100 representa a função de Green para um meio infinito com caracteŕısticas

anisotrópicas (MURA, 1987).

A.5 Inclusão e autodeformação

Considerando um sólido elástico linear homogêneo com volume V e área superficial S

como mostrado na Figura A.3. Supõe-se que o estado de tensões e deformações do sólido

é governado pela lei constitutiva que é função do tensor elástico cijkl.

V0
S0

V
S

Figura A.3 - O Problema Matriz - Inclusão.

Um subvolume V0 interno com área superficial S0 sofre uma deformação (inelástica) per-

manente, como na transformação de fase martenśıtica. O material dentro de V0 é chamado
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de inclusão e o material exterior a V0 é chamado de matriz. Se o volume V0 for removido

da matriz que o circunda, ele irá assumir uma deformação uniforme ε∗ij e, por estar isento

de cargas exteriores, apresentará tensão zero. É importante ressaltar que ambas, a inclu-

são e a matriz, têm as mesmas constantes elásticas. As autotensões são definidas como

σ∗ij = cijklε∗ij.

O método desenvolvido por Eshelby (1957) é nada mais do que um exerćıcio imaginativo.

A inclusão, rodeada pela matriz, não é capaz de atingir um estado de autodeformação e

tensão zero, entretanto ambas a inclusão e a matriz vão se deformar e experimentar um

campo de tensões elásticas. O problema da transformação da inclusão de Eshelby1 é um

método para resolver os campos de deslocamento, deformação e tensão na matriz e na

inclusão.

A.6 Funções de Green e o Tensor de Eshelby Sijkl

Eshelby mostrou que o problema acima enunciado pode ser resolvido elegantemente pela

superposição do prinćıpio da elasticidade linear com o uso das funções de Green. O enge-

nheiro britânico criou um experimento “virtual” utilizando quatro passos para construir a

solução desejada.

Passo 1. Remova a inclusão da matriz.

V0

V

Figura A.4 - Passo 1: Remoção da inclusão.

Após a remoção da inclusão de dentro da matriz, ambas não estão sujeitas a nenhuma

força. Naturalmente, a inclusão irá sofrer uma deformação própria para se livrar da pré-

1John Douglas Eshelby (21 de dezembro de 1916 - 28 de dezembro de 1981) foi um engenheiro britânico
e cientista na área da mecânica dos sólidos. Seu trabalho é referência na micromecânica do cont́ınuo para
o estudo de sólidos não homogêneos. Durante os últimos 50 anos suas publicações serviram de base para
o estudo de materiais compósitos e para o estudo dos mecanismos de controle de deformação plástica e
fratura.
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tensão criada pelo “defeito” da inclusão. Os campos de deslocamento, deformação e tensão

na matriz e na inclusão são mostrados na Tabela A.1.

Tabela A.1 - Passo 1: Campos Vetoriais na Matriz e na Inclusão.

Grandeza f́ısica Matriz Inclusão

deslocamento ui = 0 ui = ε∗ijxj
deformação εij = 0 εij = ε∗ij
tensão σij = 0 σij = 0

Passo 2. Aplique forças de superf́ıcie em S0 de maneira que a inclusão retorne para a sua

forma original.

V0

V

T

Figura A.5 - Passo 2: Forças de superf́ıcie na inclusão.

As deformações elásticas na inclusão devem cancelar exatamente as autodeformações, ou

seja, εelij = ε∗ij. Os campos de deslocamento, deformação e tensão na matriz e na inclusão

são mostrados na Tabela A.2.

Tabela A.2 - Passo 2: Campos Vetoriais na Matriz e na Inclusão.

Grandeza f́ısica Matriz Inclusão

deslocamento ui = 0 ui = 0
deformação εij = 0 εij = εelij + ε∗ij = 0

tensão σij = 0 σij = cijklεelij = −cijklε∗ij = −σ∗ij

A força de superf́ıcie em S0 é Tj = σijni = −σ∗ijni.

Passo 3. Coloque a inclusão novamente na matriz.
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V0

V

T

Figura A.6 - Passo 3: Inserção da inclusão na matriz.

Ao colocar novamente a inclusão dentro da matriz, faz-se a “solda” da inclusão na matriz

como (ESHELBY, 1957) descreveu. A mesma força T é aplicada na superf́ıcie interna S0.

Não existe mudança nos campos de deslocamento, deformação e tensão tanto na inclusão

como na matriz desde o passo 2.

Passo 4. Remova a força de superf́ıcie T. Essa operação faz com que apareça uma força

de corpo F cancelando a força interna T (F = −T) na superf́ıcie interna S0 do corpo

elástico.

V0

V

F

Figura A.7 - Passo 4: Retirada da força T e consequente aparecimento da força F.

Seja uci(x) o campo de deslocamentos gerado por uma força de corpo Fj em S0. Pode-

se chamar uci(x) de campo de deslocamentos restritos e o mesmo pode ser expresso em

termos da função de Green para um corpo elástico como mostra a Equação A.101.

uci(x) =

∫
S0

Fj(x
′)Gij(x,x′)dS(x′) (A.101)

Sabendo que Fj = −Tj = σ∗jknk(x
′):
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uci(x) =

∫
S0

σ∗jknk(x
′)Gij(x,x′)dS(x′) (A.102)

A seguir são apresentadas as expressões para o gradiente do deslocamento, a deformação

e a tensão do volume sujeito à restrição gerada pela tentativa de expansão da inclusão:

uci,j(x) =

∫
S0

σ∗lknk(x
′)Gil,j(x,x′)dS(x′) (A.103)

εcij(x) =
1

2

(
uci,j(x) + ucj,i(x)

)
=

1

2

∫
S0

σ∗lknk(x
′)[Gil,j(x,x′) + Gjl,j(x,x′)]dS(x′) (A.104)

σcij(x) = cijklε
c
kl(x) (A.105)

A Tabela A.3 apresenta os campos de deslocamento, deformação e tensão na matriz e na

inclusão

Tabela A.3 - Passo 4: Campos Vetoriais na Matriz e na Inclusão.

Grandeza f́ısica Matriz Inclusão

deslocamento ui = uci ui = uci
deformação εij = εcij εij = εcij
tensão σij = σcij σij = σcij − σ∗ij = cijkl(εcij − ε∗ij)

A experiência de Eshelby ajudou a caracterizar os campos de tensão e deformação na

inclusão e na matriz. Porém, para determinar explicitamente as tensões e deformações

em todo o domı́nio, os campos vetoriais restritos pela imperfeição geométrica devem ser

determinados tanto dentro quanto fora da inclusão. Costuma-se utilizar o tensor de quarta

ordem Sijkl para relacionar as deformações restritas dentro da inclusão com as autodefor-

mações:

εcij = Sijklε
∗
kl (A.106)

O tensor Sijkl é conhecido como o tensor de Eshelby e é uma transformação linear entre

dois tensores de deformação simétricos. O tensor de Eshelby possui algumas propriedades

com relação as suas simetrias:

Sijkl = Sjikl = Sijlk entretanto Sijkl 6= Sklij (A.107)
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A.7 O Tensor de Hill

O tensor de Hill é um tensor auxiliar que relaciona os gradientes de deslocamento restritos

com as autotensões dentro da inclusão, e é definido pela relação:

uci,l(x) = −σ∗kjPijkl(x) (A.108)

Naturalmente, o tensor Pijkl pode ser relacionado com o tensor de Eshelby,

Sijmnε
∗
mn = εcij =

1

2

(
uci,j + ucj,i

)
= −1

2
(σ∗lkPiklj + σ∗lkPjkli)

=− 1

2
σ∗lk (Piklj + Pjkli) = −1

2
clkmnε

∗
mn (Piklj + Pjkli)

(A.109)

portanto:

Sijmn(x) = −1

2
clkmn (Piklj(x) + Pjkli(x)) (A.110)

Comparando as Equações A.108 e A.103 nota-se que é posśıvel escrever o tensor de Hill

a partir da integral envolvendo a função de Green:

Pilkj(x) = −
∫
S0

nk(x
′)Gil,j(x− x′)dS(x′) (A.111)

ou, equivalentemente:

Pijkl(x) = −
∫
S0

Gij,l(x− x′)nk(x′)dS(x′) (A.112)

onde foi usado o fato Gij(x,x′) = Gij(x−x′) para um meio homogêneo infinito. Aplicando

o teorema de Gauss, obtém-se:

Pijkl(x) = −
∫
V0

∂

∂x′k
Gij,l(x− x′)dV (x′) =

∫
V0

∂

∂xk
Gij,l(x− x′)dV (x′) (A.113)

ou seja,

Pijkl(x) =

∫
V0

Gij,kl(x− x′)dV (x′) (A.114)

Reescrevendo a função de Green para um meio anisotrópico, Equação A.92:

Gij(x) =
1

(2π)3

∫ ∞
−∞

ζ−1
ij

k2
e−ik·x dk (A.115)
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Substituindo a Equação A.115 na Equação A.114, e utilizando novamente z = k/k:

Pijkl(x) =

∫
V0

∂2

∂xk∂xl

[
1

(2π)3

∫ ∞
−∞

ζ−1
ij

k2
e−ik·x dk

]
dV (x′)

=
1

(2π)3

∫
V0

∫ ∞
−∞

[
(−ikk)(−ikl)

ζ−1
ij

k2
e−ik·x dk

]
dV (x′)

= − 1

(2π)3

∫
V0

∫ ∞
−∞

[
ζ−1
ij e

−ik·xzkzl dk
]
dV (x′)

(A.116)

Sendo o tensor ζ−1
ij = (cipjmzmzp)−1 = (zmzp)

−1c−1
ipjm = z−1

p z−1
m c−1

ipjm,

Pijkl(x) = − 1

(2π)3

∫
V0

∫ ∞
−∞

[
c−1
ipjme

−ik·xz−1
p z−1

m zkzl dk
]
dV (x′) (A.117)

O tensor de Hill Pijkl apresenta algumas simetrias:

Pijkl = Pjikl = Pijlk (A.118)

Entretanto, em geral o tensor não apresenta a simetria Pijkl 6= Pklij, caracteŕısticas simi-

lares as do tensor de Eshelby Sijkl.

Um importante resultado que relaciona o tensor de Eshelby e o tensor de Hill é apresentado

por Gruescu et al. (2006) e Suvorov e Dvorak (2002):

Sijkl = Pijmncmnkl (A.119)

A.8 Estimativas das propriedades elásticas de compósitos

Métodos para cálculo de estimativas das constantes elásticas para compósitos podem ser

tanto impĺıcitos como expĺıcitos. Os métodos impĺıcitos podem ser resolvidos em iterações

ou por integração. Por outro lado, os métodos expĺıcitos são mais fáceis de resolver, pois

eles se baseiam em fórmulas para estimativa das constantes por substituição direta.

A seguir será estudado o desenvolvimento de esquemas de aproximação das propriedades

elásticas de compósitos. Os constituintes do material composto em consideração serão

considerados lineares e isotrópicos. As relações constitutivas relacionando as tensões e

deformações para cada constituinte i são:

σi = ci : εi (A.120)
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εi = mi : σi (A.121)

Nas equações acima não é utilizada a soma impĺıcita para ı́ndices repetidos, e o número

total de constituintes é N . As componentes do tensor de rigidez de quarta ordem ci são

definidas por:

(ci)mnpq = λiδmnδpq + µi(δmpδnq + δnpδmq) (A.122)

sendo λi e µi os parâmetros de Lamé para o constituinte i. Os ı́ndices m,n, p, q assumem

os valores 1,2,3 correspondentes aos eixos cartezianos. O tensor compliância mi é o inverso

do tensor de rigidez (mi = c−1
i ), e portanto, satisfaz a igualdade envolvendo o tensor

identidade I:

cimi = I = mici (A.123)

Assume-se, inicialmente, que o comportamento do compósito como um todo também é

linear e isotrópico, e as leis constitutivas efetivas são dadas por:

Σ = C∗ : E (A.124)

E = M∗ : Σ (A.125)

também valendo a condição:

C∗M∗ = I = M∗C∗ (A.126)

Pretende-se encontrar meios de relacionar os tensores efetivos C∗ e M∗ com os tensores de

cada constituinte do material composto ci e mi.

Relações Gerais

A fração de volume para o constituinte i é fi e assume-se que
∑
i

fi = 1. As médias das

deformações e tensões podem ser escritas como:

E =
∑
i

fiεi (A.127)

Σ =
∑
i

fiσi (A.128)
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Substituindo A.120 e A.125 em A.128, obtem-se:

C∗E =
∑
i

ficiεi (A.129)

Substituindo agora A.127 em A.129:

C∗
∑
i

fiεi =
∑
i

ficiεi (A.130)

∑
i

fi(ci − C∗)εi = 0 (A.131)

As mesmas substituições podem ser realizadas para a equação relacionando os tensores

compliância: ∑
i

fi(mi − M∗)σi = 0 (A.132)

Como εi é uma função linear de E e σi é uma função linear de Σ, pode-se escrever:

εi = A∗iE (A.133)

σi = B∗iΣ (A.134)

sendo A∗i e B∗i tensores desconhecidos de quarta-ordem que não possuem dimensão e são

dependentes de propriedades e da microgeometria do compósito e seus constituintes. A

partir das equações A.127 e A.128, os tensores devem satisfazer à seguinte condição de

normalização: ∑
i

fiA
∗i = I =

∑
i

fiB
∗i (A.135)

A partir das Equações A.133, A.134, A.124, A.125, A.120 e A.121 é posśıvel escrever

condição de consistência:

B∗i = ciA
∗iM∗ (A.136)

Substituindo as Equações A.133, A.134 em A.131, A.132 e levando em consideração que

os tensores Σ e E são arbitrários, obtém-se (BERRYMAN, 1997):∑
i

fi(ci − C∗)A∗i = 0 (A.137)

∑
i

fi(mi − M∗)B∗i = 0 (A.138)

As duas Equações acima não são aproximações, ou seja, são exatas, porém são limitadas e

inutilizáveis uma vez que os tensores A∗i e B∗i são desconhecidos. Se for posśıvel encontrar
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aproximações para A∗i e B∗i será viável escrever aproximações para C∗ e M∗.

O Tensor de Wu e o problema de uma única inclusão

O trabalho de (ESHELBY, 1957) mostra o campo de deformações em uma inclusão elipsoi-

dal elástica inserida em um material elástico submetido a condições de contorno uniformes.

Um resultado importante de Eshelby é que para todas as inclusões elipsoidais a deforma-

ção resultante na inclusão é homogênea. Para uma inclusão esferoidal (Figura A.8), Wu

(1966) encontrou as componentes do tensor Thi relacionando a deformação no material

hospedeiro (matriz) εh com a deformação na inclusão εi de acordo com:

εi = Thiεh (A.139)

Diferentes tipos de Esferoides são apresentados na Figura A.9. Se o compósito de interesse

(i)
inclusão esferoidal

(h)material hospedeiro

Figura A.8 - Problema de uma única inclusão num material hospedeiro (matriz)

é isotrópico, nenhuma orientação preferencial dos Esferoides deve existir. O tensor Thi pode

ser escrito como a soma da sua parcela hidrostática Yhi e desviadora Qhi, respectivamente

pode-se escrever:

Yhi =
1

3

(
Thi
)
mmpp

(A.140)

Qhi =
1

5

[(
Thi
)
mnmn

− 1

3

(
Thi
)
mmpp

]
(A.141)

onde a notação indicial de soma impĺıcita para ı́ndices repetidos é utilizada. O tensor

isotrópico Thi pode ser escrito como:

(T)mnpq =
1

3
(Y− Q) δmnδpq +

1

2
Q (δmpδnq + δmqδnp) (A.142)

As expressões para Y e Q para inclusões em formato de esfera, agulha e disco são apresenta-

das na tabela A.4, onde K é módulo de compressibilidade volumétrica e µ é uma constante
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Agulha
x

y

x

z

Placa x

y

x

z

Esfera x

y

x

z

Figura A.9 - Tipos de esferoides

Esferoides são corpos semelhantes a esferas mas não necessariamente esféricos, um caso particular de um Esferoide é um

elipsóide. Uma agulha é um elipsóide com um semi-eixo muito maior que os outros dois. Uma placa pode ser vista como

um elipsóide com dois semi-eixos muito maiores do que um terceiro semi-eixo.

de Lamé. Para reduzir o tamanho da equação foi utilizada a expressão γ = µ 3K+µ
3K+7µ

nas

inclusões tipo agulha.

Tabela A.4 - Exemplos dos coeficientes Y e Q para inclusões esféricas e elipsoidais.

Formato da inclusão Yhi Qhi

Tipo esférica
Kh+ 4

3
µh

Ki+
4
3
µh

15µhKh+20µ2h
6µi(Kh+2µh)+µh(9Kh+8µh)

Tipo agulha
Kh+µh+ 1

3
µi

Ki+µh+ 1
3
µi

1
5

(
4µh
µh+µi

+ 24µh+γh
µi+γh

+
Ki+

4
3
µh

Ki+µh+ 1
3
µi

)
Tipo disco

Kh+ 4
3
µi

Ki+
4
3
µi

6µhKi+12µhµi+9µiKi+8µ2i
15µiKi+20µ2i

Legenda: O sub́ındice h representa hospedeiro e o sub́ındice i representa inclusão. Fonte:(BERRYMAN, 1997)

Equações gerais usando um material de referência

Considerando um material de referência r (com tensores de rigidez e compliância cr e

mr) que pode ou não ser um dos constituintes do material composto em estudo. Se existe

um material no compósito que serve como matriz para os outros, o material de referência

pode ser escolhido como o material hospedeiro ou matriz h. Entretando, por ora, não

será realizada nenhuma escolha quanto a isso. Pode-se definir tensores relacionando as

deformações εr e tensões σr com as deformações e tensões médias nas fases do compósito

pelas relações lineares:

εi = Griεr (A.143)
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σi = Hriσr (A.144)

A relação de consistência entre esses dois novos tensores é:

Hri = ciG
rimr (A.145)

Substituindo A.143 e A.144 em A.131 e A.132, respectivamente, pode-se chegar em:∑
i

fi(ci − C∗)Griεr +
∑
i

ficrG
riεr −

∑
i

ficrG
riεr = 0 (A.146)

∑
i

fi(mi − M∗)Hriσr +
∑
i

fimrH
riσr −

∑
i

fimrH
riσr = 0 (A.147)

onde foram adicionados e subtráıdos termos iguais em cada equação. Reorganizando os

termos, chega-se a: ∑
i

fi(ci − cr)G
riεr = (C∗ − cr)

∑
i

fiG
riεr (A.148)

∑
i

fi(mi − mr)H
riσr = (M∗ − mr)

∑
i

fiH
riσr (A.149)

As equações A.148 e A.149 são exatas, entretanto, os tensors Gri e Hri continuam sendo

incógnitas. A seguir serão discutidas aproximações para esses tensores. A presente seção

mostra o desenvolvimento das equações A.148 e A.149 que são uma base unificada para o

desenvolvimento dos vários esquemas de aproximação.

Esquema Autoconsistente

A aproximação do esquema Autoconsistente pode ser obtida supondo que o material de

referência é um meio com a mesma rigidez e compliância que o compósito de interesse.

Portanto, fazendo r → ∗ nas equações A.148 e A.149 e usando a aproximação para o

tensor Gri → T∗i por meio do tensor de Wu, obtêm-se.∑
i

fi(ci − C∗AC)T∗i = 0 (A.150)

∑
i

fi(mi − M∗AC)W∗i = 0 (A.151)

sendo W∗i = ciT∗iM∗AC . As duas equações acima têm o mesmo formato que as Equações

A.137 e A.138, entretanto não são exatas, pois apresentam aproximações para os tensores

A e B. É suficiente resolver apenas uma das equações A.150 ou A.151, uma vez que basta

encontrar a inversa do tensor correspondente, que é um único tensor, para resolver a outra
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equação.

Esquema de Mori-Tanaka

Na formulação de Mori-Tanaka considera-se que o compósito tem um material hospedeiro

com inclusões e o material de referência é escolhido como sendo o material hospedeiro. A

partir das Equações A.148 e A.149 utiliza-se o tensor de Wu na aproximação Ghi → Thi,

portanto: ∑
i

fi(ci − C∗MT )Thi = 0 (A.152)

∑
i

fi(mi − M∗MT )Whi = 0 (A.153)

sendo Whi = ciThiMh a condição de consistência. Para encontrar o tensor C∗MT pode-se

também escrever a equação na seguinte forma:

(C∗MT − ch)
∑
i

fiT
hi =

∑
i

fi(ci − ch)T
hi (A.154)

onde foram subtráıdos os termos redundantes ch
∑
i

fiGhi em ambos os lados da Equação.

Esquema de Kuster-Toksöz

Em seu artigo de 1974, Kuster e Toksöz mostraram um segundo método expĺıcito para

aproximação das constantes elásticas. Utilizando as Equações A.127 e A.128 em conjunto

com A.143 e A.144, obtemos:

E =
∑
i

fiG
riεr (A.155)

Σ =
∑
i

fiH
riσr (A.156)

Reescrevendo as Equações A.148 e A.149:∑
i

fi(ci − cr)G
riεr = (C∗ − cr)E (A.157)

∑
i

fi(mi − mr)H
riσr = (M∗ − mr)Σ (A.158)

Considere a relação existente entre a deformação média no compósito E e a deformação

εr no material de referência, supondo que o compósito está incorporado no material de

referência.

E = Gr∗εr (A.159)
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Σ = Hr∗σr (A.160)

Portanto, combinando as Equações A.155 e A.159 e as Equações A.156 e A.160, obtemos:

Gr∗ =
∑
i

fiG
ri (A.161)

Hr∗ =
∑
i

fiH
ri (A.162)

Substituindo A.159 em A.157 e A.160 em A.158, adotando o material de referência como

o material hospedeiro e adotando a aproximação usual G ≈ T, obtemos:

(C∗KT − ch)T
h∗ =

∑
i

fi(ci − ch)T
hi (A.163)

(M∗KT − mh)W
h∗ =

∑
i

fi(mi − mh)W
hi (A.164)

onde Wh∗ = C∗KTTh∗mh e Whi = ciThimh são as condições de consistência. Kuster e Toksöz

também assumiram que o tensor Th∗ é sempre o tensor para inclusões esféricas, então o

módulo de compressibilidade volumétrica K e a constante de Lamé µ podem ser encon-

trados de acordo com:

(K∗KT −Kh)
Kh + 4

3
µh

K∗KT + 4
3
µh

=
∑
i

fi(Ki −Kh)P
hi (A.165)

(µ∗KT − µh)
15µhKh + 20µ2

h

6µi(Kh + 2µh) + µh(9Kh + 8µh)
=
∑
i

fi(µi − µh)Qhi (A.166)

que podem ser rearranjadas em fórmulas expĺıcitas para K∗KT e µ∗KT .
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