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Resumo

Esta dissertacao trata de métodos de projecao baseados em subespacos de
Krylov, tendo como principal enfoque o método de Biortogonalizagao de
Lanczos para matrizes nao simétricas. Este método gera duas bases biorto-
gonais para subespacos de Krylov associados a uma matriz e sua transposta.
Por ser um método suscetivel a possiveis quebras e instabilidades numéricas,
apresenta-se uma versao do algoritmo com a estratégia look ahead, que su-
pera esses problemas pulando os passos em que ocorrem quebras ou que
estao na iminéncia de quebras. Para tanto, esta estratégia constréi dois
tipos de vetores (regulares e internos), que sao agrupados de forma a se-
rem biortogonais por blocos. Um estudo da relagao entre tais vetores com
polinomios ortogonais formais (FOPs) também é apresentado, e exemplos
numéricos comparam o algoritmos de Biortogonalizacao de Lanczos com e

sem a estratégia look ahead.

Palavras chave: Algebra linear numérica, Biortogonalizacao de Lanczos,

Look ahead, Polinomios ortogonais formais, Métodos de projecao.

vi



Abstract

This work concerns projection methods based on Krylov subspaces, with
emphasis on the Lanczos biorthogonalization method for unsymmetric ma-
trices. This method generates two biorthogonal bases for Krylov subspaces
associated with a matrix and its transpose. However, this method is sus-
ceptible to possible breakdowns and numerical instabilities. We present
a version of the algorithm with the look ahead strategy, which overcomes
these problems skipping the steps where breakdown or near-breadown oc-
curs. This strategy constructs two types of vectors (regular and inner vec-
tors) which are grouped in blocks that are set to be biorthogonal. A study
of the relationship between such vectors and formal orthogonal polynomi-
als (FOPs) is also presented, and numerical examples compare the Lanczos

Biorthogonalization algorithm with and without look ahead.

Keywords: Numerical linear algebra, Lanczos Biorthogonalization, Look

ahead, Formal orthogonal polynomials, Projection Methods
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Introducao

A solucao de problemas em ciéncias e engenharias por meio de métodos compu-
tacionais de otimizacao e métodos numéricos para equagoes diferenciais parciais geral-
mente requer a resolucao de sistemas lineares de grande porte. Por exemplo, a simulacao
numérica de modelos eletromagnéticos tridimensionais em geofisica pode envolver cente-
nas de milhdes de varidveis [25]. Nestes casos, torna-se inviavel o uso de métodos diretos
em sua resolucgao, e precisamos recorrer a métodos iterativos.

Para a solugao iterativa de sistemas lineares simétricos em que a matriz é posi-
tiva definida, tornou-se consensual [29] a utilizagdo do método de gradientes conjugados,
propostos por Hestenes and Stiefel [23]. Embora a sequéncia gerada pelo método de gra-
dientes conjugados convirja para a solucao exata em n passos, sendo n a ordem da matriz
[27], desejamos que, em problemas de grande porte, a convergéncia ocorra muito antes
do m-ésimo passo. Por este motivo, usualmente o método de gradientes conjugados ¢é
utilizado em conjunto com um precondicionador, por exemplo o precondicionador gerado
pela decomposigao incompleta de Choleski [19] 29].

Para sistemas lineares nao simétricos, nao é clara a existéncia de um método
consensual [I5, Sec. 5.7], embora o método GMRES, proposto por Saad e Schultz [28],
seja um dos métodos mais populares. Este método tem a desvantagem do seu custo com-
putacional crescer (sobretudo em termos de memoéria RAM) com o ntmero de iteragoes
[29].

Além do GMRES, foram propostos diversos métodos baseados no processo de
biortogonalizagao de Lanczos [21], tais como o método de gradientes biconjugados (BGG,
[9, 22]), o método de residuo quase-minimal (QMR, [13]), e o0 método BGC estabilizado
(Bi-CGSTAB, [31]). Dada uma matriz A e dois vetores ndo-ortogonais v; e wy, 0 processo
de biortogonalizacao de Lanczos gera duas sequéncias biortogonais que formam bases para
subespacos de Krylov K, (A, v1) e K, (AT, wl). Entretanto, o calculo destas sequéncias
pode ser abortado devido a divisoes por zero, causadas por um problema conhecido como
quebra no algoritmo.

H&a muitos estudos que seguem na linha de evitar quebras no algoritmo de bior-
togonalizagao de Lanczos. Em [5] Brezinski, Sadok e Zaglia propoem duas variantes do
método de zoom recursivo (MRZ, [6]), que pulam quebras que ocorrem nos algoritmos tipo
Lanczos. Em seguida, eles estendem tais métodos para os casos de “quase-quebras” (near-

breakdowns). Ye e Tong [32], B0] propuseram substituir os vetores que geram as quebras
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por vetores que a evitam (new-start vectors).

Vérios estudos envolvendo métodos para resolver sistemas lineares estao ligados
a teoria de polinoémios ortogonais formais (FOPs) [§]. Brezinski e Sadok [7] sintetizam os
algoritmos tipo Lanczos para resolver sistemas lineares, mostrando que esses algoritmos
consistem em utilizar diferentes relagoes de recorréncia para calcular os FOPs envolvidos
no método de Lanczos. Baheux [2] apresenta todas as combinagoes possiveis de obter
algoritmos de Lanczos que sao caracterizados pela escolha de uma ou duas relacoes de
recorréncia. Brezinski e Zaglia [3] também estudam casos de quebras no caso de célculos
recursivos de membros de uma familia de FOPs, analisando e classificando tais quebras,
além de mostrarem como evitar algumas quebras particulares. Ja em [4], eles mostram que
a teoria de FOPs pode ser usada para curar quebras e quase-quebras na implementacao
da transformacao-G.

Parlett, Taylor e Liu [24] propuseram uma estratégia de biortogonalizagdo em
blocos que denominaram look ahead. Em [16], Gutknecht relaciona a teoria de FOPs com
aproximacao de Padé e aplica tais resultados para generalizar a estratégia look ahead.
Gutknecht, Freund e Nachtigal [I7] desenvolveram a implementacao da estratégia apre-
sentada em [16].

Freund [I1] apresenta uma versao do algoritmo de Lanczos com estratégia look
ahead baseada na conexao com FOPs associados a formas bilineares Hankel, vindo ao
encontro da abordagem que trazemos neste trabalho. Ele também descreve algoritmos
relacionados a construgao de FOPs. Baseado no algoritmo de Lanczos nao simétrico com
estratégia look ahead, Freund, Roland e Nachtigal [13] propdem uma implementacao do
método QMR que supera os problemas de quebras e instabilidades numéricas apresentadas
pelo método BCG.

Em alguns casos, utiliza-se estratégias look ahead para calcular elementos de uma
familia de polinomios ortogonais. Ayachour [I] mostra como evitar utilizar estratégias
look ahead usando um novo método chamado ALA (Avoiding Look Ahead) e discute a
aplicacao do ALA ao método de Lanczos para resolver sistemas lineares.

Neste trabalho, veremos a dedugao do método de Biortogonalizacao de Lanczos
do ponto de vista dos métodos de projegao [27]. Para superar os problemas de quebras e
instabilidades numéricas, consideramos a versao do algoritmo de Lanczos com estratégia
look ahead apresentada em [I7]. A dissertacao estd organizada da seguinte maneira:

No Capitulo 1, estudamos métodos de projegoes gerais e algumas de suas pro-
priedades. Vimos que tais métodos extraem solugoes aproximadas para o sistema linear
Ax = b em um determinado subespaco do IR" e expressamos a solucao aproximada do
sistema linear na forma matricial.

No Capitulo 2, apresentamos o Método de Arnoldi, que corresponde ao processo
de ortogonalizacao de Gram-Schmidt para os vetores que geram um subespaco de Krylov.
[ustramos dois métodos de projegao baseados neste processo, o Método de Ortogona-
lizagao Completa (FOM) e o Método de Residuo Minimo Generalizado (GMRES). Em
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seguida, particularizamos esse método para o caso da matriz A ser simétrica, obtendo
assim o Método de Lanczos Simétrico.

Iniciamos o Capitulo 3 estendendo para matrizes nao simétricas o Método de
Lanczos Simétrico, resultando no método de Biortogonalizacao de Lanczos. Assim como
no Método de Arnoldi, podemos obter métodos de projecao a partir da Biortogonalizagao
de Lanczos, em particular os métodos BCG e QMR. Em seguida, discutimos dois tipos
de quebra no algoritmo de biortogonalizacao, a quebra favordavel e a quebra séria. No
caso de quebra favoravel, podemos garantir que a solugao aproximada pelos métodos de
projecao associados ao processo de Biortogonalizagao de Lanczos coincidem com a solugao
exata do sistema linear Az = b. Isso j4 nao ocorre no caso de quebra séria. Neste caso,
introduzimos a estratégia look ahead, cuja idéia é “pular” a quebra e continuar a calcular
vetores Lanczos no algoritmo.

Para entendermos a idéia do algoritmo com a estratégia look ahead, veremos no
Capitulo 4 um estudo sobre a relacao entre o método de Lanczos e a teoria de polinomios
ortogonais formais (FOPs). Vimos que, em termos de FOPs, a estratégia look ahead con-
siste em pular polinomios ortogonais regulares nao existentes, associando vetores internos
ao algoritmo nesses casos e vetores regulares nos casos da existéncia. Vimos ainda que
para verificagao da existéncia de um FOP regular de grau n, basta analisarmos a singula-
ridade de uma determinada matriz de Hankel de dimensao n. Em seguida, apresentamos o
algoritmo de Lanczos com look ahead, construindo vetores internos e regulares de forma a
serem agrupados em blocos biortogonais. Por fim, apresentamos exemplos numéricos que
nos permitiram comparar o algoritmo de Lanczos nao simétrico com o algoritmo Lanczos
look ahead, bem como validar os resultados obtidos pela teoria de polinomios ortogonais.

Tais exemplos foram implementados no pacote computacional Octave for Windows.



Capitulo 1

Métodos de Projecao

Neste capitulo, abordaremos inicialmente o conceito de um projetor, bem como
algumas de suas propriedades. Em seguida, veremos algumas técnicas de projecao, que
sao utilizadas para extrairmos solucoes aproximadas de um sistema linear em um dado

subespago.

1.1 Projetores

Definicao 1.1 Um projetor P : IR" — IR" € uma aplicacao linear que € idempotente, ou
seja, P? = P.

Proposicao 1.2 Se P é um projetor, entao:
(i) (I — P) € um projetor;

(ii) Ker(P)=1Im(I — P);

(iii) Ker (P)NnIm(P)={0}.

Demonstracao.
(i) A linearidade de I — P segue da linearidade de I e P. Além disso, de P> = P, temos

(I-PP’=(I-P)I-P)=I-P—-P+P*=[-P—-P+P=I-P
(ii) (C€) se x € Ker (P), entdao Pz = 0, de modo que
r=x—Pr=(I—-P)z=x€Im(l—-P).

(D) se y € Im (I — P), entao existe z € IR" tal que (I — P)x = y. Aplicando P a

ambos os lados desta igualdade, obtemos

P(x—Pz) = Py
Px — P’z = Py,
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o que resulta em 0 = Py, pois P>z = Px. Portanto, y € Ker (P).

(iii) Por hipétese, P é um projetor. Entao, da linearidade de P, segue que P (0) = 0,
donde 0 € Ker (P)NIm(P). Agora, seja x € Ker (P)NIm (P). Entdo, Px = 0 e existe
y € R" tal que Py = x. Assim, P(Py) = Pr=0= 2= Py = P>’y =0. 0O

Note que, se P é um projetor, todo elemento z € IR" pode ser escrito como

r= Px +x— Px.
~ =
€Im(P)  €Ker(P)
Como Ker (P)NIm(P) = {0}, temos que R" = Im (P) & Ker (P).
Assim, se P é um projetor, temos que IR" = I'm (P) @ Ker (P). Veremos agora
que, se M e S sao subespacos quaisquer tais que IR" = M @ S, entao existe um 1nico
projetor P tal que Im (P) = M e Ker (P) = S. Dizemos que a aplicacao linear P projeta

x em M e paralelamente ao subespaco S.

Proposicao 1.3 Sejam M e S subespagos quaisquer tais que R" = M & S. Entao, existe
um unico projetor P tal que Im (P) =M e Ker (P)=S.

Demonstracao. Dado x € IR", temos que = é escrito de forma tnica como = = x,, + x4,
com z,, € M ez, € S. Considere P : R" — IR" dado por Px = x,,, ou seja, P associa
cada elemento x € IR" ao componente pertencente a M da decomposicao associada a
soma direta. Mostremos que P assim definido é projetor. De fato, dados x,y € IR" e

a € R, temos que © = 2, + 5 € Y = Y + Ys, COM Ty, Y € M € x4, ys € .S. Assim,

Plaz+y) = Plo(zm+ )+ (Ym + ys)]
= Pllazm +ym) + (azs + y,)]
= (axy + ym) = aPz + Py.

Logo, P é linear. Além disso, como x,, € M, temos x,, = z,, + 0, com x,, € M e € S e

entao, Px,, = ©,,. Assim,
P’z = P(Px) = P(v,) =2, =PrVr € R" = P*=P.

Agora, mostremos que Im (P) = M e Ker(P) = S. Para tanto, note que

qualquer = € IR" satisfaz as seguintes condigoes:

(1.1)

Pre M
x— Pxes.

De fato, dado =z € R", temos que = = x,,, + =, com z,,, € M e z, € S. Assim,

temos que Px =z, € M e x — Pz = (x,, + ©5) — T, = x5 € S.
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Suponha x € Ker(P), ou seja, Pr = 0. Entao, + — Pxr = z € S. Logo,
Ker (P) C S. Por outro lado, se x € S, entdo Pr = v — (x — Pz) € S, ja que S é
subespago. Assim, Pxr € M NS e entdao Pxr = 0, jd que M & S = M NS = {0}. Dali,
x € Ker (P) e temos S C Ker (P). Portanto, S = Ker (P).

Como M & S = IR", temos que dim (M) = n — dim(S). Por outro lado,
dim Ker (P) + dimIm (P) = n pelo Teorema do Nucleo e da Imagem, e portanto,
dimIm (P) = n — dim(S) = dim(M). Por outro lado, de (l.1) temos que Pz €
M Vx € C, donde Im (P) C M. Como esses conjuntos tém mesma dimensdo, segue
que M = Im (P).

Resta mostrarmos a unicidade de P.

Suponha que @ é um projetor que satisfaz Im (Q) = M e Ker (Q) = S e seja
xr € R" dado por x = z,,, + 24, com z,,, € M e x5 € S. Entao, de z, € S e Ker (Q) =S5,
segue que @ (zs) = 0. De x,, € M e Im(Q) = M, segue que existe y € IR" tal que
Qy = . Assim, Q (Qy) = Qz,, = Q*y = Qx,, = Qy = Qx,,,. Logo, Qz,,, = 7.

Da linearidade de P e @), temos:

Pxr =P (z, +x5) = Tp.

Assim, Qx = Pz Vx € R". Logo, P = Q. 0

Seja posto (P) = m e {p1, pa..., pm } base de Im (P) = M. Entao, dado = € R",
podemos escrever Px = aip1 + asps + ... + apPpm, com «; € R Vi =1, ...,m. Assim, note
que em ({1.1]), na primeira expressao temos m coeficientes a determinar para obtermos Px.
Para determina-los, precisamos impor m condigoes. Do Teorema do Nucleo e Imagem,

temos que

dim Ker (P) + posto(P) = dimR"
dimS+m = n

dimS = n—m.

Como dim S+ = m, é interessante reescrevermos a segunda expressao de (1.1]) em
funcao de R = S*, pois assim teremos as m condicdes de que precisamos. Podemos fazer

isso da seguinte maneira:
r—PreSer—PreStt or—PrlSt=R
Assim, (|1.1]) pode ser reescrita como

Pre M
r— Px 1 R.
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As condigoes (1.2)) definem um projetor P em M ortogonal ao subespago R.

Agora, o que podemos nos perguntar é se, dados dois subespagos arbitrarios M e
R com dim M = dim R = m, serd sempre possivel definir um projetor em M e ortogonal
a R através das condigdes (|1.2))7 Veremos na proposicao a seguir que isto é possivel desde

que M N R+ ={0}.

Proposicao 1.4 Dados dois subespacos M e R do IR" com dim M = dim R = m, temos
que M N R = {0} se, e somente se, para qualquer x € R", existe um tnico vetor u = Px

que satisfaz as condicoes (|1.2]).

Demonstracao. Como R é de dimensao m, temos que R+ é de dimensdo n — m e entéo,
a condicao M N Rt = {0} é equivalente a condicao IR" = M & R*, que é equivalente a
afirmacao que qualquer z € IR" pode ser escrito de forma tnica como r = u + w, onde
ueEMew=z—u€c R 0O

Assim, se M e R sdo subespacos de mesma dimensao que satisfazem M N R+ =
{0}, entao existe um projetor em M e ortogonal a R definido através das condigoes (1.2)).

Além disso, vale a seguinte propriedade:
Pr=0&2x LR (1.3)

De fato, a segunda condigao de ([1.2) nos diz que (z — Pz,y) = 0 Vy € R. Assim,
se Pz =0, temos que (x,y) =0 Yy € R, ou seja, x L R. Por outro lado, se z L R entdo

(x—Px,y)=0 V yeR
(Pr,y) =0 V y€ R= Px € R".

Assim, Pz € M N Rt = {0}, logo Pz = 0.
Observe que se M N R+ # {0}, entdo nao temos a unicidade do vetor u = Pz que
satisfaz ((1.2)). De fato, se 2 € M N R*, entdo 2 € M e (z,y) = 0V y € R. Agora, dado

r € IR™, seja u tal que u € M e x —u € R* e considere % = u + oz, com o € C. Entao,
zeEMeueM=td=ut+azeEMexr—1u=(r—u)—az€ R,

ou seja, & também satisfaz (1.2)).

1.2 Projetores Obliquos e Ortogonais

Definigao 1.5 Um projetor P € dito ortogonal se os subespagos M = Im (P) e R =
(KerP)" sio iguais. Caso contrdrio (R # M), o projetor ¢ dito obliquo.
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Assim, um projetor ortogonal é definido pelas seguintes condicoes:

P M
re (1.4)
x— Px 1 M,
ou, equivalentemente,
Pre M
(I —P)z,yy =0V ye M.
J\RJ‘z MJ_

1.2.1 Propriedades de Projetores Ortogonais

Se P é um projetor ortogonal, entdao, por (1.4]), temos que Pz e (I — P) sao
ortogonais. Assim, aplicando a norma-2 em ambos os lados da decomposicao z = Pz +
(I — P)z, temos

2} = [IP2+ (I - P)al}
= (Pr+(I—P)zx,Pxr+ (I — P)x) (1.5)
— (Pz, Px) +2(Pz,(I — P)2) + (I — P)x,(I — P)x)
— NP2l + I~ Palld > | Pal?.

Assim,

P 2 P 2
1Pelly ) vpemr—(0y — P2 =suplZ2lz <
1l 20 ||zl

Além disso, o valor 1 é atingido para qualquer = € I'm (P) = M, pois neste caso

teremos Pr = x. Logo, se P é um projetor ortogonal, entdo || P||; = 1.

Teorema 1.6 Seja P um projetor ortogonal em um subespaco M FEntao, para qualquer

x € IR", vale a sequinte relacao:

miy o = yll, = |}z = Pl



Revisao de Conceitos 9

Demonstracao. Seja y € M arbitrario. Como Px —y € M e, por (1.4), = — Px 1L M,
temos que x — Pz é ortogonal a Px — y. Analogamente a (|1.5]), encontramos

2 2 2 2
[z = ylly = Iz = Px) + (Pz —y)ll, = [z = Py + [Pz -yl
Assim, ||z —y||3 > ||z — Pz|> ¥V y € M e entdo,
i - > ||l — Px|, .
g&f}”x ylly > [l zl,

Agora, note que o minimo é atingido tomando y = Px, donde segue o resultado. 0O

Se definirmos y* = Px, onde P é um projetor ortogonal, podemos reformular o
resultado do teorema acima através das condigoes de ([1.4]) da seguinte maneira: Dados

x € IR" um subespaco M, temos que

min ||z —yll, =[lz -y, ey e Mex—y" L M.
yeM

1.3 Métodos de Projecao

Seja A uma matriz n x n e b € IR". Os métodos de projecao extraem solugoes

aproximadas para o sistema linear

Ax =b (1.6)

em um determinado subespaco K de IR" com dim K = m.

Para extrairmos uma solu¢ao aproximada de (|1.6) no subespago K, teremos m
incognitas a determinar, visto que = sera escrito como combinagao linear de m vetores
da base de K. Assim, devemos impor m restricoes para podermos extrair uma solucao
aproximada em K. Vamos fazer isso impondo que b — Az seja ortogonal a m vetores LI,
que definem um subespaco R com dim R = m.

O método de projecao pode ser ortogonal (quando R = K') ou obliquo (quando
R # K). Tendo em vista a Proposicao , vamos considerar daqui em diante somente os
métodos de projecao tais que K N R+ = {0}.

Dado um chute inicial zy € IR" para a solugao de , vamos buscar uma solucao
aproximada 7 de dada por

Texy+K={zeR"; z2=20+0, € K}
b— Az L R.

(1.7)

Se definirmos o residuo inicial como rq = b — Axy, entao teremos T = zg + 0,
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0 € Kerg— Ad L R. Isto permite expressar a solucao aproximada Z na forma

T=x9+09,0 € K

(1.8)
(ro — Ad,w) =0 VYw € R.

No caso particular em que z¢o = 0, temos que T =x9g+ 90 =0 e

Assim, (1.8) pode ser reformulado como encontrar & € K tal que (b — Az, w) =
0 Yw € R, isto é, encontrar & € K tal que b — A7 L R. Por (1.3), isto é equivalente a

encontrar ¥ € K tal que QF (b — A%) = 0, sendo Q& um projetor definido por

Qire K
r—QFr L R.

Dizemos que K é um conjunto invariante sobre A se x € K =— Ax € K. A
proposicao a seguir mostra que neste caso a solucao aproximada pelo método de projecao

coincide (sob condigoes adicionais) com a solucdo exata do problema (|1.8)).

Proposicao 1.7 Assuma que K € invariante sobre A, xo =0 e b € K. Entdo, a solucdo

aprozimada obtida de qualquer método de proje¢ao (obliquo ou ortogonal) em K € exata.

Demonstragdo. A solucio aproximada 7 € K satisfaz Q& (b — A%) = 0. Como b € K,
segue que Qb = b. Como K é invariante sobre A, segue que A7 € K, donde QE AT = AZ.
Assim,

0=QR(b— AZ) = QRkb— QRAT =b— Af.

Portanto, AT = b, isto é, T é solucao exata. 0

1.3.1 Representacao Matricial dos Métodos de Projecao

Sejam vy, v, ..., v, € IR" uma base de K e wy,ws, ..., w, € IR" uma base de R.
Vamos denotar respectivamente por V' e W as matrizes cujas colunas sao formadas por
estas bases:

V=1lv,v2,.. 0, W=[w,we,. ..,wn,.., - (1.9)

A seguir vamos expressar o vetor Z (|1.8) gerado por um método de projecao em termos

das matrizes Ve W

Proposigao 1.8 Seja & dado por (1.8) e y € R™ tal que & = xo + Vy. Temos que
WTAVy = WTTO
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Demonstracao. De fato, temos da condicao de ortogonalidade que

(ro—AVy,w) =0 V weR
wh (rg—AVy)=0 V weR
wlry =wT AVy vV w e R.

Em particular, para os vetores da base de R, temos:

wlirg =wl AVy wl wl
wlry =wlAVy wl wl
= . o = . AVy
wlhry=w! AVy wl wl
Na forma matricial, temos W'r, = WTAVy. 0

Assim, se WT AV for nao singular, podemos escrever a aproximacao @ = xo+ Vy
como

F=axo+V (WTAV) T W (1.10)

Vejamos dois casos em que WT AV é nao singular na proposicio a seguir:

Proposigcao 1.9 Sejam A uma matrizn xn e K, R dois subespacos de R" de dimensao

m satisfazendo uma das sequintes condigoes:
(i) A € positiva definida e R = K;
(ii) A € nao singular e R = AK.

Entdo, a matriz B = WTAV ¢ nao singular, sendo V e W dadas por (1.9), e

{v1,v9, ..., 0} e {wi,we, ..., wy} bases quaisquer de K e R, respectivamente.

Demonstracao.

(i) Como R = K, temos que existe G nao singular tal que W = VG. Assim,
B=WTAV = (VG)TAV = GTVT AV,

Mostremos que VT AV é positiva definida. De fato, como A é positiva definida,
temos que z7 Az > 0 Va # 0. Assim, 27V AVz = (Vz)" A (Vz) > 0 para todo Va # 0.
Mas V' é nao singular, donde Vo = 0 & x = 0. Assim, 27 VTAVz > 0V 2 # 0. Logo,
VT AV ¢é positiva definida, e portanto, nao singular. Dai, segue que B é nao singular, ja

que é produto de matrizes nao singulares.
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(ii) Como R = AK, temos que existe G nao singular m x m tal que W = AVG. Assim,
B=WTAV = (AVG) AV = GTATVTAV = GT(AV)T AV.

Mostremos agora que (AV)TAV é nao singular, e dai segue o resultado. Suponha
que (AV)TAV seja singular. Logo, existe z # 0 tal que (AV)TAVx =0 e entao

(AV'AVz =0 = 27 (AV)TAV:U = 0= |[|[AVz||’ =0= AVz =0, com z # 0.

Como A é nao singular, segue que Vax =0 e x # 0, o que contradiz a nao singu-

laridade de V. Logo, (AV)" AV é nao singular. O

1.4 Meétodos de Projecao Unidimensionais

Vamos considerar o caso particular do método de projecao em uma dimensao
(m = 1), ou seja, K = span{v} e R = span{w}. Seja 7 € IR" o chute inicial e
ro = b — Axg o vetor residuo inicial. Temos Z = z¢y + 6 com § = av, a € IR, enquanto a
condicao rg — Ad L z Vz € R nos da:

(ro— Aad,z) =0, V 2€R
(ro,z) —a{Av,z) =0 V z€R.

Mas dado z € R, temos que z = Sw com (3 € IR, donde segue que

_ <T0,ﬂw> _ <7‘0,w>

(Av, pw)  (Av,w)’

Na forma iterativa, definimos K = span{v;}, R = span{wy} e

(T1, W)

[Ave, wg)’ (1.11)

Tyl = T + OV, O =
com r, = b— Az, para k = 1,2, ... Note que a condic¢ao ([1.7)) corresponde a (ry.1,v) = 0.
Tendo em vista a Proposigao[1.9] vamos apresentar métodos de projegao definidos

por R = K (ou seja, wy =v;) e R=AK (ou seja, wy = Avg):

e Método de Maxima Descida: o algoritmo de maxima descida consiste em tomar
em cada etapa vy = 1 e wy = rg. Com esta escolha, temos que (ry,1,75) = 0, ou seja, o

residuo da iteracao atual é ortogonal ao residuo da iteragao anterior. Além disso, pode-se



Revisao de Conceitos 13

mostrar que a solugao aproximada xp,1 em ((1.11)) minimiza a forma quadrética

- 1. 9 1 - -
F@) =5 W= 2l = 5 A G - 0,3 - )
sobre todos os vetores da forma & = zj + ary e além disso, temos r, = —V f(z1), que

corresponde a direcao de méaxima descida.

Algoritmo 1 Método de Maxima Descida
1: Parak=0,1,..., faca
2: 1 =0b— Axy;
3 = (rp, ) [ (Arg, Ti);
4 Ty = T + QT
5: Fim

e Iteracdo MR: analogamente ao Método de Maxima Descida, a iteragado MR (deno-
minada Orthomin(1) em [15]) também utiliza vy = 7y, porém escolhe wy = Ary,. Para
este método, a condicao corresponde a (11, Arg) = 0, ou seja, 741 € rg s@o veto-
res A—conjugados. Pode-se mostrar que cada passo da iteragao MR minimiza o residuo

f(z) = ||b— AZ||, sobre todos os vetores da forma & = xj, + ary.

Algoritmo 2 Iteracao MR
Para k£ =0,2,..., faga
T = b— Al‘k;
ag = (ry, ) | (Arg, Arg);
Tht1 = Th + OpTg;
Fim

A convergéncia dos dois métodos ¢ descrita pelos seguintes resultados:

Teorema 1.10 Seja A simétrica positiva definida. Para todo k > 0, o vetor-erro e, =

Ty — X satisfazem a sequinte relagdo:

)\maa; - /\mm

e < e
|| k+1HA — Amax—i_)\min H kHA

e o método de mazrima descida converge para qualquer valor inicial xg.

Demonstragao. vide [27, Teor. 5.9].

Teorema 1.11 Seja A uma matriz positiva definida (mas nao necessariamente simétrica)
e sejam = Apin((A + AT)/2) e 0 = ||A|,. Os vetores residuais do algoritmo MR

satisfazem a relacao
1

P\ 2
Il < (1) Il
e o algoritmo converge para qualquer vetor inicial xg.

Demonstragao. vide [27), Teor. 5.10].



Capitulo 2

Método de Arnoldi

Vimos no final do capitulo anterior uma forma de se escolher espacos K e L de
dimensao 1 para métodos de projecao. Estas escolhas foram motivadas por problemas de
minimizacao de formas quadraticas associadas a medidas do erro da solucao aproximada
Z. Neste capitulo veremos como construir espacos K e L de dimensao maior que 1 e
introduzir um método que ortogonaliza estes espagos, tornando mais estavel e eficiente o

calculo da aproximagao .

2.1 Subespacos de Krylov

Sejam A € R™" e 0 # v € IR". O subespago K, = K,,,(A,v) de IR" gerado pelos

produtos sucessivos de A por v,
K,, = span {v, Av, A?%v, ..., Am_lv} , (2.1)

¢é dito subespago de Krylov de ordem m.

Note que K,, é o subespaco de IR" de todos os vetores que podem ser escritos
como = = p(A)v, onde p é um polinémio de grau no maximo m — 1.

Veremos a seguir duas proposicoes que relacionam o grau do polinomio minimal
de um vetor v com um subespaco de Krylov. O polinémio minimal de um vetor v é o
polindmio moénico de menor grau tal que p (A)v = 0. O grau do polinémio minimal de v

com respeito a A serd chamado grau de v com respeito a A.

Proposicao 2.1 Seja p1 o grau de v com respeito a A. Entao, K, € invariante sobre A
e Ky, = K, Vm > pu.

Demonstragao. Mostremos que K, é invariante sobre A. Seja p(z) = By + frz + ... +

Bu—1xt~t 4+ 2 o polindmio minimal de v com respeito a A. Entao, p (A) v = 0, logo

p(A)U = ﬁo’U + 51141] + ...+ 5“,1./4“711] + Aty =0
Ay = —Byv — B1Av — ... — B, 1 AP . (2.2)

14
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Agora, seja x = apv + a1 Av + ... + a1 AP 1o € K. Segue de (2.2) que

Ar = apAv+ o A%v+ .. + a1 A
= apAv+a A%+ ... + o1 (—Bov — B1Av — ... — Bu_lA“_lv)
= (_a,u—lﬂ()) v+ (O./O — Oé,u—lﬂl) AU + ...+ (—au_lﬁu_l) A“_lv - KM'

Portanto, K, ¢ invariante sobre A. Mostremos agora que K,, = K, Vm > pu.
Como p < m, temos K, C K,,. Mostremos que K,, C K, Vm > p por inducao.
Param = p, temos K,,, C K, trivialmente. Suponha que K, ; C K, e mostremos

que K411 € K. De fato, dado € K, arbitrario, temos que

ptg ‘ ptj—1 ‘ | i1 | |
T = ZOZZ'AZU = Z a; A + a#+jA“+]U — Z QA + o A (A“ﬂ_lv) '
=1 i=1 P
Note que Av € K,i; € K, para todo i = 1,...u+ j — 1. Além disso,
Abti=ly, K,+; € K,, e como K, ¢ invariante sobre A, segue que A (Ar+i—1y) € K,.

Logo, x € K, para x € K, ;41 arbitrario, ou seja, K,,;41 C K. 0O

Proposicao 2.2 O subespaco de Krylov K,, € de dimensao m se, e somente se, 0 grau

w1 de v com respeito a A nao € menor do que m, ou seja,
dim K,,, = m < grau (v) > m.

Além disso, dim K, = min {m, u} .

m=1y geram o espaco K,,. Para que

Demonstragao. Por definicao, os vetores v, Av, ..., A
estes vetores formem uma base de K, a combinacao linear cgv +aq Av+. . .+ 1 A™ o
deve ser nula se, e somente se, os escalares «;, © = 0,...,m — 1, sao todos nulos. Isto é
equivalente a dizer que o unico polindbmio com grau menor ou igual a m — 1 tal que
p(A)v = 0 é o polinémio nulo, ou seja, o grau u do polindmio minimal ndo pode ser
menor ou igual a m — 1.

Vejamos agora que dim K,,, = min {m, u}. De fato, se p > m, entdo dim K,,, =
m = min{m, u} pelo que acabamos de provar. Caso u = grau(v) < m, entdo, pela
Proposicao , segue que K,,, = K,, donde dim K,,, = p = min {m, u}. 0

2.2 Método de Arnoldi

O método de Arnoldi é um método de projecao ortogonal em K, para uso em
geral de matrizes nao hermitianas. O algoritmo gera uma base ortogonal para o subespaco

de Krylov K,, pelo processo de ortogonalizagao de Gram-Schmidt.
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Algoritmo 3 Método de Arnoldi
Escolha um vetor vy tal que ||vy]|, = 1;
Para j =1,2,...,m faga
Calcule h;; = (Av;,v;) parai = 1,2, ..., 7;

J
Calcule wj; = AUj — E hijvi;
i=1
hivig = llw;lly;
Se hjy1; = 0, pare;
Vi1 = Wi/
Fim

Proposicao 2.3 Assuma que o algoritmo de Arnoldi nao pdra antes do passo m, ou seja,
hjy1; # 0 paral < j < m na linha 5 do algoritmo. Entdo, os vetores vy, va, ..., U, formam

uma base ortonormal para o subespaco de Krylov
K,, = span {vl, Avq, ..., Am_lvl} )

Demonstracao. Por construcao, os vetores vy, v, ..., v, sa0 ortonormais, ja que o algoritmo
utiliza o processo de Gram-Schmidt para determina-los. Assim, basta mostrarmos que
eles geram K,,. Para tanto, mostremos que cada vetor v; é da forma g;_; (A) v, onde
¢j—1 ¢ um polinoémio de grau j — 1. A prova serd feita por inducao em j.

Se j =1, entdo v; = gy (A) vy, com g (t) = 1.

Assuma agora que o resultado é vélido para todos os inteiros menores ou iguais

a j e mostremos que vale para j + 1. Temos que

J j
vsihying = wy = Avy =y hyoy = Agior (A)vr = Y hyggiea (A) v,
=1 =1

logo

vipr =q; (A v,  g(t) = ! <tqj—1(t) - Z hz’jqz‘—l(t)) :

hji1

Proposicao 2.4 Sejam V,, a matriz n x m com vetores coluna vs, ..., Upm; Hy, a matriz
(m + 1) x m Hessenberg cujas entradas nao nulas h;; sdo definidas pelo algoritmo de
Arnoldi e H,, a matriz obtida de H,, deletando a dltima linha. Entdo, valem as sequintes

relagoes:

AV, = Vi H,, +wpel (2.3)
AV, = Vi1 H, (2.4)
viav, = H,. (2.5)

m
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Demonstracgao.
o AV,, =V, H,, + wpel:

Das linhas 4 e 7 do algoritmo de Arnoldi temos, para j = 1,2, ...,m,
J J
AUj = UJj + Z hkj’uk = ?}j+1hj+17j + Z hkjvk.
k=1 k=1

Sejam

B=V,=[vyvy - vp] C = AV, = [Avy Avy -+ Avy,]

nxm? nxm

e vy, a posigao i do vetor vi. Entao
J
Cij = [Avj], = [vjalihjrg + Y huglvel;.
k=1
Se j <m:

j+1 j+1

17

(2.6)

j m
Cyy = [Avy], = [gmlihyeng + Y hugloel; = D [oal by = ZBmhka > Bithij, (2.8)
k=1 k=1

k=1

sendo que a ultima igualdade em (2.8 ocorre porque hy; = 0 para j+1 < k < m.

Se j=m

C Avm Z Uk hkm + hm+1 m Uerl Z B; khkm m]z .
k=1

A dltima igualdade acima segue da linha 7 do algoritmo.

Para escrevermos uma tnica expressao para Cj;, com j = 1, ..., m, defina a matriz

{0, sel<i<mel<j<m-—1
Zij:

(wi]; sej=m

ou, equivalentemente, Z = wy,el . Entao, para j = 1,...,m temos

NE

Cij = Bihim + Zij,

£
Il

1

ou na forma matricial, C = V,, H,,, + Z = V;, H,, + wpel .

® AVm = Vm+1Hm .



Método de Arnoldi 18

Por (2.6)), temos que

Jj+1

> o, j=1,2,...m. (2.9)
k=1

Seja C' dado por (2.7), D = Vi1 = [U1 V2 = Umyi],ymi © [Uk]; @ POsicao 4 do
vetor vg. Segue de (2.9) que

j+1 m+1

C AU] Z hk] Uk Z hk] Uk

A ultima igualdade da expressao acima ocorre porque para 1 <j<mej+1<

k <m+1, temos que hy; = 0, j& que H,, é Hessenberg. Assim,

m—+1
Cij =Y Dixhyj = AV, = C = Vi Hyp.
k=1

e VI'AV,, = H,,

Multiplicando ambos os lados de (2.3)) (que ja foi demonstrada) por V.1, temos
VAV, = VIV, Hy + Viw,el

Pela ortonormalidade dos vetores v;’s, segue que VIV, = I. Além disso, pela

linha 7 do algoritmo de Arnoldi temos
VEiwmel = Vv, hmiimert, = hgim (vz;vmﬂ) = Npy1m - 0=0.

Assim, VT AV,, = H,,. O

Proposicao 2.5 O algoritmo de Arnoldi quebra no passo j (ou seja, ||w;|l, = hjp1; =0
na linha 5 do algoritmo) se, e somente se, o polinomio minimal de v, com respeito a A

tem grau j.

Demonstragao. (<) Suponha que o grau g do polinomio minimal de v; é j e mostremos
que w; = 0. De fato, suponha w; # 0. Dali, v;;1 pode ser definido e entao Kji; tem
dimensao j + 1. Assim, pela Proposi¢ao 2.2 © > j + 1, o que contradiz p = j. Logo,
w; = 0 e o algoritmo quebra no passo j.

(=) Suponha w; = 0. Entao, dim K1 # j + 1 e da Proposigao segue que
grau(vy) < j+ 1, ou seja, p = grau(v) < j. Por outro lado, pela proposicao [2.3] os
vetores vy, g, ..., v; formam uma base para K, donde dim K; = j. Novamente pela Pro-

posigao temos p > j. Logo, u = grau (vy) = j. O
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2.2.1 Métodos de Projecao Baseados no Método de Arnoldi

Dado um chute inicial zy para solu¢ao do sistema linear Ax = b, e dadas as
matrizes V,, e H,, geradas pelo Método de Arnoldi, vamos considerar métodos de projecao
que utilizam o espago K = K, (A, o).

Note que os vetores-coluna da matriz V,, definem uma base para o espaco K neste
caso. Assim, podemos representar os vetores T € xg+ K, (A, ry) na forma Z = zo+ V,,y,
com y € R™.

Analogamente & Secao [[.4] vamos apresentar dois métodos de projecao definidos
pelas escolhas L = K e L = AK, para as quais, sob algumas condicoes, se garante que a
solu¢ao aproximada Z pode ser escrita na forma ((1.10)).

e Método de Ortogonalizagao Completa (FOM): este método de projegdo toma
L =K = K, (A, ), onde r9p = b — Azg. De acordo com (1.7)), temos uma solugao
aproximada T € xg + K,,(A,19) tal que b — AZ 1 K,,(A,ro).

Se v1 = 1o/ ||ro||, no método de Arnoldi e 5 = ||ro],, entao
VTSTO = Vg (Bur) = 5‘/,5 (v1) = Bey. (2.10)

Na tultima igualdade da expressao acima usamos o fato dos vetores vy, ..., v, serem

ortonormais. Agora, assumindo A positiva definida, temos por (1.10)), (2.5) e (2.10) que
a solugao aproximada no subespaco xg + K,,(A,rg) é dada por

7 = a0+ Vi (VEAV,) " 'Virg = 20 + Vi, (H;') Ben,

ou, equivalentemente:
T =20+ VinlYm,
{ Ym = H,,' (Ber) .
e Método de Residuo Minimo Generalizado (GMRES): neste método tomamos
K =K, e L = AK,,, sendo K,, o subespaco de Krylov com vy = /|70,
Assim, buscamos T € xg + K,,(A, 1) tal que b — Az L AK,,(A,rg), ou seja,

buscamos y € R™ tal que
(b— Az, AVy,y) = (b— A(xo + V@), AVpy) =0 Vy € R™. (2.11)
A condigao ([2.11)) corresponde a encontrar ¢ € IR™ que minimiza o funcional

J(y) = b= Azlly = |[b = A(zo + Viny) 5 (2.12)
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Algoritmo 4 Método de Ortogonalizagao Completa (FOM)
1 rg = b— Awo; B = [[rolly; vi =70/85;
2: Para j =1,2,...,m faga
3wy = Avy;

4:  Paraj=1,2,..,m faga
5 hij = (w;, vs);

6: w; = wWj — hij/Ui;

7 Fim

8 hjrig = llwlly;

9:  Se hjy1,; =0 entao

10: Faca m = j e vé para linha 15;
11:  Senao

12: Vjt1 = wj/thrl,j;

13: Fim

14: Fim

15: Hm:(h”), 1 Sz,jﬁm,
16: Resolva o sistema linear H,,y,, = fe1;
170 2 =20 + VinYm;

Por ({2.4), temos

b—Ax = b—A(l’o—i‘me) :TO_Ame
= fu; — Verlme = Vi1 (ﬁel - Hmy) .

Como os vetores coluna de V1 sao ortonormais, entao V,2\ Vi1 = I e daf

J(y) = |b—Az;
= |Viuer (Ber = Hog) 5
= (Vm+1 (561 - Hmy))T (Vm+1 (561 - ﬁmy))
- (661 - ﬁmy)TVTzL—‘+1Vm+1 (561 — me)

= (561 - Hmy)T (561 -
=[x = Hu.

H,y)

assim, a aproximacgao GMRES é dada por £ = xg + V,,ym, sendo que 7, minimiza a
fungao J (y) = ||ﬁel — meHz.
No caso em que a matriz A é diagonalizavel e tem espectro o(A), a convergéncia

dos métodos FOM e GMRES pode ser expressa em termos do parametro

™ = min  max |p())|.
pEPm ; p(0)=1 A€o (A)
Teorema 2.6 Seja A uma matriz diagonalizdvel com autovetores uy, . ..u,, € sejam ay, ...,y

as coordenadas do vetor x solug¢ao do sistema Ax = b com respeito a base {uy,...u,}, ou
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Algoritmo 5 Método GMRES
L rg=0b—Axy; B = ||7"0||2§ v = 7"0/5;
2: Para j =1,2,...,m faca
3: wj = Avj;

4:  Parai=1,.., 7 faca

5: hz’j = <wz,vz),

6: W; = W; — hijvi;

7 Fim

8 hjpy = llwslly;

9:  Se hjy1; =0 entao
10: Faca m = j e vé para linha 15;
11:  Senao
122 vy = wj/ by
13: Fim
14: Fim

15: Hy = (hij), 1<i<m+1lel<j<m;
16: Y, = min, ||ﬁ61 — Hmy’
17: = 2o + Vinlm;

2

seja,

T =o1Ui + ...+ oy,

Seja o = a1 + ... ap,. A solugao T gerada pelo algoritmo FOM satisfaz

|2 — 2|2 < ay/1 +~2K2,e™),
sendo v2, = ||[PA — PAP|3, Ky, = |[(PAP) |2 e P o projetor ortogonal em K,,(A, o).

Demonstragao. vide [20], p. 115].

Teorema 2.7 Seja A = XDX ™' uma matriz diagonalizdvel. O residuo ¥ = b — AZ da

solucdo T gerada pelo algoritmo GMRES satisfaz
[17]l2 < £(X)NIroll2e™,  K(X) = [ X[2][(X) " |2

Demonstragao. vide [28, Prop. 4].

No caso particular em que a matriz A é positiva definida e seu espectro esta
contido em um circulo com centro em C' > 0 e raio R < C, temos que €™ < (R/C)™
[28, Teor. 5.

Embora as estimativas apresentadas acima possam ser usadas para matrizes nao-

normais, elas podem nao indicar precisamente a taxa de convergéncia dos métodos [15]29].
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2.3 Algoritmo de Lanczos Simétrico

O algoritmo de Lanczos simétrico pode ser visto como uma simplificacao do
método de Arnoldi para o caso particular em que a matriz é simétrica. O que vere-
mos a seguir é que quando tomamos A simétrica, a matriz Hessenberg torna-se entao uma

matriz tridiagonal simétrica.

Proposigao 2.8 Assuma que o método de Arnoldi é aplicado em uma matriz simétrica

A. Entao, os coeficientes h;; gerados pela matriz sao tais que

hij =0, 1<i<j—1
hjjs1=hjtiy, 7=12,...,m.

Em outras palavras, a matriz H,, obtida do processo de Arnoldi € tridiagonal e simétrica.

Demonstragio. Como AT = A, segue que (H,,)" = (VTZAVm)T = VTAV,, = H,,, ou seja,
H,, ¢ simétrica. Como H,, também ¢é Hessenberg, ou seja, h;; = 0 para ¢ > j + 1, segue
que hj;; = h;; = 0 para ¢ > j+ 1. Assim, h;; = 0 para |[i — j| > 1, ou seja, H,, é uma

matriz tridiagonal. 0
Para descrever o algoritmo de Lanczos, usaremos a seguinte notacgao:
o =hj;e B =hj1; =hj;

e a matriz resultante de H,, é a matriz tridiagonal T, dada por

ap B
Ba s P
T, = B3 B
Qp—1 ﬁm
B Qm

Os métodos FOM e GMRES, baseados no método de Arnoldi, possuem versoes
equivalentes deduzidas do algoritmo de Lanczos simétrico: os métodos de gradientes con-
jugados (CG) e o método de residuos conjugados (CR, ou Orthomin(2) em [15]), respec-
tivamente (vide [27, Sec. 6.7-6.8]).
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Algoritmo 6 Algoritmo de Lanczos Simétrico

1: Escolha um vetor vy tal que ||v]|, = 1. Tome 1 =0 e vy = 0;
2: Para j =1,2,...,m facga

3: w; = AU]' - /Bj’l}jfl;
4 oy = (wj,v);
50 Birr = [Jwjlly;
6: Se 841 =0 entao
7: Péare;
8: Senao
9: U+1 fr —] .
! Biy1’
10:  Fim

11: Fim




Capitulo 3

Processo de Biortogonalizacao de

Lanczos

Os métodos de projecao descritos na Se¢ao tém uma elevada demanda por
memoria em sistemas lineares de grande porte, pois devemos armazenar a matriz de
Hessenberg H,,. Uma alternativa para reduzir esta demanda é considerar m < n e utilizar
as versoes com restart dos algoritmos [27]. Nestas versoes, calculamos , redefinimos z <
Z, analogamente a , e repetimos este processo até que a solugao r seja satisfatoria.
Entretanto, este processo costuma convergir lentamente [13].

Vimos no final do capitulo anterior que a matriz de Hessenberg gerada pelo
método de Arnoldi se reduz a uma matriz tridiagonal no caso em que A é uma matriz
simétrica, logo o problema de demanda por memoéria nao se aplica a este caso.

O algoritmo de Biortogonalizacao de Lanczos é uma extensao do algoritmo de
Lanczos simétrico para matrizes nao simétricas que também resulta em uma matriz tri-
diagonal, mas que nao impoe a ortogonalidade entre os vetores-coluna da matriz V,,. Ao
invés desta propriedade, impoe-se a biortogonalidade com respeito a um outro conjunto

de vetores associado ao espaco de Krylov K,, (AT, wl).

3.1 Descricao do Algoritmo

Dados dois vetores iniciais v; € RY e w; € RY nao nulos tais que (vy,w;) # 0,
o método de biortogonalizacao de Lanczos gera duas sequéncias de vetores {v,}._, e

{w,}7 | tais que

span {vy, va, ..., U} = K (A1), (3.1)
span {wy, wy, ..., w,}t = Kp (AT,wl) , (3.2)

24
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) 0i#0 sei=j
<vi,wj> = { 0 o i 7& ] (33)

A construcao desses vetores v, e w, é baseada nas seguintes féormulas de recursao

com trés termos:

Un+1 = Avn — QpUy — ﬁnvn—b (34)

Wnp4+1 = ATwn - &nwn - B/nwnfla (35)

sendo que as constantes oy, 8, Gn € B, sao escolhidas impondo que a condicao de bior-
togonalidade (3.3]) seja valida. Para n = 1, tomaremos vy = wy = 0.
Vamos determinar as constantes «,, e 3, em (3.4]). Segue da condicao (3.3)) que

(031, w5) = 0, logo

0= (vjp1,w;) = (Av; — au; — Bjvj_1,w;)
= (Avj,wy) — o (v, ws) — B (vj—1, w;),
0

ou seja, (Av;,w;) — a;0; = 0. Como J; # 0, segue que

(Avy, wj>.

; (3.6)

Oéj =
Agora, levando-se em conta que (vjiq1,w;) = 0 para ¢ < j, temos:

0= (vj1,wi) = (Avj,wi) — a; (v, wi) =5 (vj—1, wi)
0
= <“jv ATwi> — Bj {vj—1, w;)
= <Uj7 Wiy + Qw; + B¢w¢f1> — B (vj—1, w;)
= (vj,wiy1) + &; (v, w;) +Bi (vj, wi—1) =B (Vj_1, w;)
0 0
= <Uj>wi+l> — B; <Uj71a w;) .

Se i < 7 — 1, entao todos os produtos internos na expressao acima sao nulos. Se

1t =7 — 1, entao teremos:
0 = (v, w;) — Bj (Vj—1, wj—1) = 6; — B;0;-1.

Como 9;_1 # 0, segue que
5.
B = 5—J (3.7)
j—1

Por raciocinio analogo ao anterior, determinaremos agora &, e 3, em 1} Temos
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novamente de (3.3) que (v;, w;j4+1) = 0 para i < j. Para i = j, temos:

0= (vj,wjs1) = (vj,ATw; —aw; — Bjw;_1)
= (v, A"w;) — a; (vj,w;) — B (v, wj_1),

0

de modo que <Uj, Aij> — a;0; = 0. Como 6; # 0, segue que

& — <Uj,AT"LUj> _ <AUj,U)j>
’ 0; o

(3.8)
Agora, tomando i < j, obtemos

0= (v, wjt1) = (v, Aij> — & (v, wj) —Bi (v, wj_1)
0
= (A% wj) - B@ <Ui7 wj—1>
= (Vip1 + av; + Bivisg, wj) — B@ (vi, wj—1)
= (Vip1, w;) + a; (v, w;) +6; (Vi_1, wy) —Bi (vi, wj—1)

0 0

= (vit1, wj) — Bi (vi, wj—1) .

Se i < j — 1, entao os produtos internos na expressao acima sao nulos. Se 1 = j — 1, entao

teremos:

0= (vj,w;) — B(vj_1,wj_1) = & — B;d;1.

Como 9,_1 # 0, segue que

N 5;
= 3.9
bi=5- (3.9
Por (3.7), (3.6), (3.8) ¢ (3.9), segue que
o (Avg,wy) s 0y
Ay = Oy = 5 eﬂn_ﬁn_én_l.

Algoritmo 7 Algoritmo de Biortogonalizacao de Lanczos
1: Escolha dois vetores v; € RY e w; € RY tais que (v, w;) # 0
2: Sejam 0p = 1 e wy = vg = 0;
3: Paran=1,2,...,N faga

On = (Up, wy). Se d, =0, pére.

ap = (Avy, wy) [on;

Bn = 6n/5n—1;

Upa1 = Avy — v, — Bptn_1;

Wyt = ATw, — apw, — Bpn_1;

: Fim

>
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Se 0, # 0 para 1 < n < m na linha 4 do algoritmo, entao os vetores v; e w;
(i =1,...,m) gerados pelo algoritmo satisfazem (3.3]) por construgao, ou seja, formam um
sistema biortogonal. Dai vem o nome para esse algoritmo.

Os vetores vy, v, ...., v, gerados pelo algoritmo de Lanczos sao chamados vetores
de Lanczos a direita e wy, wa, ..., W,,, vetores de Lanczos a esquerda. Na proposicao a seguir
veremos que esses vetores satisfazem — e considerando a matriz tridiagonal 7T;,
dada por

o Ba 0 - 0
1 o /33
T, = 0 . e el 0 , (3.10)

1 Ap—1 ﬁm
o --- 0 1 T

mostraremos que valem algumas relacoes similares as que mostramos para o Método de

Arnoldi na Proposicao [2.4

Proposicao 3.1 Se 9, # 0 para 1 < n < m na linha 4 do algoritmo, entao os vetores
v, 1 = 1,...,m formam uma base de K,, (A,v1) e os vetores w;, i = 1,...,m formam uma
base de K, (AT, wy).

Além disso, sendo V,, a matriz n x m com vetores coluna vy, ..., vy; W, a matriz
nxm com vetores coluna wy, ..., Wy ; T a matriz tridiagonal definida em (3.10) e D™ =

diag (01, 0a, ..., 0), valem as sequintes relagoes:

AVyy = VT + viyrel (3.11)
AW, = W, TE + wpiel, (3.12)
WAV, = D™T,,. (3.13)

Demonstra¢ao. Mostremos que {vy, vy, ...,v,,} é base de K, (A,v1). De fato, sejam

Qaq, Qo, ...,y constantes tais que
a1U1 + Uy + ... + o, = 0.

Tomando o produto interno em ambos os lados por w; (1 < i < m), encontramos

(v + Vg + .U, w) = 0

aq (v, w;) +ag (Vg, w;) +... + @ (v, W)+ + g (U, wi)) = 0
0 0 5 0

CYZ'(Si = O,

e como §; # 0, temos o; = 0 para i = 1,...,m. Logo, {vy,vs,...,v,,} é LI, e como
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dim K, (A4,v1) < m, resta mostrarmos que v, € K, (A,v1)Vn = 1,...,m. Para tanto,
mostraremos que v, € K, (A,v1)Vn e dai, como K, (4,v1) C K, (A,v1)¥n < m, segue
que v, € K, (A,v1)¥n < m.

A prova serd feita por inducdo. Para n = 1, temos v; € K (A, v;) trivialmente.
Supondo que v; € K; (A, vy) para todo i < n, mostremos que v,41 € K11 (A, v1). Como

v, € K, (A, v1), temos que

Un = QUi+ aAv + ..+ a1 A"y

A'Un = OéoA?)l -+ 041A2’U1 + ..+ CYnflAn’Ul € Krn+1 (A, ’Ul) . (314)
Além disso,

anv, € Kp(Awv) C Ky (A o), (3.15)
Brvn—1 € Kn_1(A01) C Koy (A v). (3.16)

Segue de (3.4) que vp11 € Kyp1 (A, 01).

Mostremos agora as relagoes (3.11))-(3.13)):

o AV, =V, Ty + Vppyrel
Da linha 7 do algoritmo, temos:
Avp, = vpa1 + v + Buvpo1, n=1,2,...,m.
Note que os elementos da matriz 7T;, podem ser escritos da seguinte forma:
aj, set=]
Bi sei=j—1

1 sei=7j54+1
0, sei<j—1loui>jy+1.

tij =

Assim, voltando na expressao acima, encontramos

m

katkja j <m

k=1

AUj =

m
E ’Uktkj =+ ’Uj+1, j =m.
k=1

Sejam C' = AV,,,, B =1V, e [v], a posicao i do vetor v.
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Se j < m:

A’U] Z Uk tk] ZBlktkj (317)
k=1

Sej=m

C Avm Z tk:m Um+1 Z sztkm Um—i—l]i . (318)
k=1
Definindo
7 _ 0, sel<i1<mel<j<m-1
T\ foma; sej=m

podemos escrever (3.17))-(3.18]) como sendo

NE

Cij = Bity; + Zij, 1,5 =1,....,m,

B
Il

1
ou na forma matricial, C' =V, T,,, + Z = V., Ty, + 1€l .
o ATW,, =W, TL + Bni1wmirel:
Temos de (3.5) que
ATwj = wj1 + oy +wjq,j =1,2,...,m.
Escrevendo os elementos da matriz T, como
aj, set1=]
1 se1 =7 —1

ﬁj+1 SeZ:j+1
0, set<j—1lout>j+1,

tij =

a demonstragao da relagao (3.13|) torna-se andloga a anterior.
e WLAV,, = DM™T,,:

Para mostrarmos essa relagao, partiremos da relagao (3.13)), que ja foi demons-
trada. Multiplicando ambos os lados de (3.13]) por W2 temos:

WELAV,, = WiV, T+ Wrv, el .

Da condicdo de biortogonalidade (3.3)), segue que WV, = D™ = diag (61, 6a, ..., 6,,).
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Voltando na equagao acima e usando as linhas 5 e 7 do algoritmo, temos:

WEAV, = DT, + W, el

— D(m)Tm + (Wg;Avm) eﬁ — Qyp, (Wg;vm) 62 — B (Wivm—l) Gﬁ

= DT + wanvm - amwﬁAvm - wnTlvm_l

= DT + a0, — oy — 0= DT, .

30

O

A seguir, apresentamos um exemplo em que aplicamos o Algoritmo de Biortogo-

nalizagao de Lanczos.

Exemplo 3.2 Sejam A =

N O N O e W

[ =)

W © ~J © NN O

10

N W 0o = N ©

, eV =W ::[ 1 2 3 4 5 6

T

Ao implementarmos o algoritmo de Biortogonalizacao de Lanczos, obtemos os

seguintes resultados:

deltal = 1.00000
delta2 = 200.52
delta3 = 4345.6
V6 =
0.1048 10.323
0.2097 4.0826
0.3145 4.8659
0.4193 4.1816
0.5241 -2.8972
0.629 -5.8877
W6 =

0.10483 10.742
0.20966 6.7033
0.31449 2.979

delta4 = 5390.9
deltab = -8.7818e+006
delta6 = -1.6075e+007
-22.685 -171.91 7209.8
21.39 453.22 -18636
51.18 -31.975 1460.6
-55.935 -170.46 6077.9
39.97 -214.74 9853.6
-24.957 186.15  -7983.2
-35.654 -84.261 3274.8
-14.8 308.76 -11777
74.843 -391.62 152561

-1591.6
-438.71
-1083.4
7118.9
-4723.2
143.28

2539.6
-2695.5
2389.6
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0.41931 2.2947 -7.533 178.09  -70569.9 -3215.9
0.52414 -1.6392 -15.395 348.78 -13786 -2490.9
0.62897 -5.678 -8.694 -302.44 11949 3500.1

Como 6, # 0 para 1 < n < 6, pela Proposigao (3.1]) segue que os vetores colunas
de Vg formam uma base para Kj(A,v;) e os vetores colunas de Wy formam uma base
para K5 (A, vy).

Ao calcularmos a matriz W AV;, obtemos uma matriz nao singular dada por

Columns 1 through 4:

26.527 200.52 2.1032e-012 6.5938e-011
200.52 1083.2 4345.6 4.7839e-010
1.5916e-012 4345.6 8727 .1 5390.9
4.718e-011 3.3901e-010 5390.9 2.1598e+005
-2.6284e-010 -1.5862e-009 -2.7358e-009 -8.7818e+006
5.7614e-008 4.3205e-007 2.7847e-007 -3.1749e-006
Columns 5 and 6:
-4.6566e-010 7.155e-008
-3.376e-009 5.1893e-007
-4.191e-009 2.665e-007
-8.7818e+006 -3.4204e-006
3.5952e+008 -1.6075e+007
-1.6075e+007 4.922e+007

Veremos a seguir que em geral é necessdrio que W AV}, seja nao singular em um
dos métodos de projecao propostos para a solucao de sistema lineares da forma Az = b.

Além disso, sabendo que D) = diag (d1,dy, ...,d) vamos utilizar a Proposicao para

obter a matriz tridiagonal T§:

Columns 1 through 4:

2.6527e+001
1.0000e+000
3.6626e-016
8.7518e-015

2.0052e+002
5.4019e+000
1.0000e+000
6.2886e-014

2.1032e-012
2.1671e+001
2.0082e+000
1.0000e+000

6.5938e-011
2.3857e-012
1.2405e+000
4.0064e+001
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2.9931e-017 1.8062e-016 3.1153e-016 1.0000e+000
-3.5841e-015 -2.6877e-014 -1.7323e-014 1.9750e-013

Columns 5 and 6:

-4.6566e-010 7.1550e-008
-1.6836e-011 2.5879e-009
-9.6441e-013 6.1327e-011
-1.6290e+003 -6.3448e-010
-4.0940e+001 1.8305e+000

1.0000e+000 -3.0619e+000

Para fins de comparacgao, a matriz Ty segundo a definicao (3.10f) é dada por

26.527  200.52 0 0 0 0
1 5.4019 21.671 0 0 0
0 1 2.0082 1.2405 0 0
0 0 1 40.064 -1629 0
0 0 0 1 -40.94 1.8305
0 0 0 0 1 -3.0619

3.1.1 Meétodos de Projecao Baseados na Biortogonalizagao de

Lanczos

Dado um chute inicial zy para solucao do sistema linear Ax = b, considere um
método de projecao que toma K = K,, (A,v1) e L = K,, (AT, wl). Este método nos da
uma solucao aproximada & de forma que ¥ € zo+ K e b — AT 1. L. Assumindo que a
matriz W AV, é nao singular, temos de que 7 é dada por:

F = w0+ Vi (WEAV,,) ™ Wr, (3.19)

sendo rg = b — Az é o residuo inicial.
Tomando 5 = ||ro|| e v1 = 19/ ||ro||, e usando a condigao de biortogonalidade

(3-3), temos
Wlre=WZE(Bv) = BWL (v;) = Bdier. (3.20)

Por (3.19) , (3.13) e (3.20)), a solu¢ao aproximada no subespaco z + K, (A, v1)
¢ dada por

T=u1x0+ V,ﬁ,,,(D(m)Tm)_1 (Bdrer),
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ou, equivalentemente,

T = To + mema

B (3.21)
Ym = (D(m)Tm) (Bd1e1) .

A implementacao do céalculo das equacgoes baseadas na decomposicao LU
do produto D™T,, (vide [27, Sec. 7.3.1]) conduz ao método de gradientes biconjugados
(BCG).

Por outro lado, em analogia com o GMRES, vamos considerar K = K, (4,v;) e
L = AK,, (A,v1). Neste caso, buscamos & = xg + V;,,§ tal que b — AZ L AK,, (A,v1), o
que corresponde a encontrar § € IR™ que minimiza o funcional J (y) = ||b — Az||,.

Tomando novamente v, = ro/f3, segue da Proposicao que

b—Ax = ro— AV,y
= pu; — Vm-i—ley = Vi1 (56’1 - Tmy) )

sendo T, a matriz m + 1 x m tal que V,,, T}, + vm+1eﬁ = m+1Tm. Entretanto, temos em

geral que VIV, 11 # I, ou seja

T @) =1b = Azlly = [|[Vier (Ber = To) [, # [1er = Tt

Podemos entretanto abrir mao de minimizar .J(y) e escolher o vetor § que mini-

miza o funcional “quase” residuo

J(y) = ||Ber = Tyl - (3.22)

Esta é a filosofia do método de residuo quase-minimal (QMR). A vantagem deste
método sobre o método BCG é que nao precisamos assumir que a matriz W2 AV, seja
nao-singular. Além disso, a matriz 7T, tem posto completo [11], de modo que o sistema

de equagbes normais associado ao problema de minimizagao de (3.22)),
T T = BT per,

possui solucao tnica.
Convém observar que, quando a matriz W AV,, ¢ mal-condicionada, o método
BGC apresenta um padrao instavel de convergéncia [I1]. De fato, diversos trabalhos

relatam oscilagoes na curva de convergéncia deste método (vide, por exemplo, [13]).

3.2 Quebras no Algoritmo

Dizemos que o Algoritmo [7] quebra quando 9, = 0 na linha 4. Neste caso, o

coeficiente o, envolve uma divisao por zero, impossibilitando o cdlculo dos novos vetores
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Un41 € W41

Podemos também ter valores para 9,, muito préximos de zeros, que chamamos
de quase-quebras (near-breakdowns). O que ocorre nestes casos é que para obtermos as
constantes «,, e 3,, aparecem divisoes por quantidades muito pequenas e depois de alguns
passos, o efeito acumulativo dessas divisoes pode introduzir erros de arredondamento
grandes.

Seja L o menor inteiro tal que d;41 = (vr41, wry1) = 0 na linha 4 no algoritmo.
Note que L < N, ja que dimRY = N.

Temos que (vp.1,wry1) = 0 pode ocorrer de duas maneiras diferentes:

e Caso 1 (quebra favordvel): vy =0 ou w1 = 0.

Neste caso, ou os vetores de Lanczos a direita geram um subespacgo A-invariante ou

os vetores de Lanczos a esquerda geram um subespaco AT-invariante:

Se vry1 = 0, temos de (3.4) que Avy, = apvp+Prvp—1 € span{vy, v, ...,vup}, ou seja,
span {vy, vg, ...,v .} = K (v, A) é invariante sobre A. Neste caso, pela Proposicao
[1.7, a solugdo aproximada do sistema linear Az = b é exata tomando como chute

inicial xg =0 e vy = b/ ||b]|.

Se wry1 = 0, temos de (3.5)) que ATwy = apwp+dpwr_1 € span {w;, ws, ...,wr}, ou
seja, span {w;, ws, ...,wr} é invariante sobre AT e novamente a solugao do sistema

linear ATz = b é exata tomando como chute inicial zo = 0 e v; = b/ ||b]|.

e Caso 2 (quebra séria): vpi1 #0e wpyy # 0.

Neste caso, os vetores de Lanczos vy, v, ..., vy, nao geram um subespaco A-invariante

e Wy, Wy, ..., wy, nao geram um subespaco AT-invariante de RY.

De fato. Temos que é satisfeita para 1 < 4,5 < L. Além disso, se vy # 0, é
possivel mostrarmos que (v i1, w;) = 0 para ¢ < L por raciocinio andlogo ao feito
para encontrarmos as contantes «,, e 3, do algoritmo, mas desta vez substituindo
essas constantes no calculo. Utilizando esses resultados, mostremos, primeiramente,
quese vy # 0ewryq # 0, entdao {vq1, v, ..., 41} € {wy, wy, ..., w41 } &0 conjuntos

linearmente independentes (LI).

Sejam «q, g, ..., a1 escalares tais que aqv; + agvs + ... + apvp; = 0. Fazendo

o produto interno em ambos os lados por w;, ¢ =1, ..., L, temos

QélwiTl)l—I—...—f-OéZ‘wiTUZ‘—|—...+C¥L+1U}l~TUL+1:0$Qi5i20$(1/i:0, 1<i< L.

Assim, aqv; + ...+ apvp + apvpe; = 0= apvp1 = 0. Como vy 1 # 0, segue
que ar,1 = 0 e portanto, {vy,vq,...,vr11} é LI. De forma andloga, mostra-se que

{wl,wg, e ,wL+1} é LI
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Temos de (3.4) que Avy = vpy1 + apvrp + frvp—1. Como {vy, v, ...,vr+1} é LI,
segue que vy 1 ¢ span{vy, vy, ...,vr} e entdao, Avy ¢ span{vy,vs,...,vr}, isto é,
vy, Vg, ..., v, Nao geram um subespago A-invariante. De forma analoga, mostra-se

que wi, Wy, ..., wy, Nao geram um subespaco AT-invariante de RV .

A seguir, vamos denotar por L, = L, (v1,A) e Ly = L, (wl, AT) o grau de v; com

respeito a A e o grau de w; com respeito a AT, respectivamente.

Lema 3.3 Seja 0111 = (vpy1,wr1) = 0 uma quebra favordvel no algoritmo de Biorto-

gonalizacao de Lanczos. Valem as sequintes relacoes:

UL_H:O = L:LT,
wL+1:O = L=1,.

Demonstra¢ao. Como o algoritmo nao quebra antes do passo L + 1, pela Proposicao
, temos que {vy,vq,...,vr} formam uma base para K, (A4,v1), com v; € K; (A, vy),
1 < 5 < L, conforme visto na demonstracao dessa proposicao.

Suponha que ocorra uma quebra favoravel no algoritmo, com vy, = 0. Entao,
{vi,...,vr} é A-invariante. Assim, Alv; € span {vy,...,v;}. Como v; € K; (A, vy) para
1 <5< L, temos

i=0 i=0
ou seja,
L—1
p(A)v =0, p)=z"=) az'
1=0

Como p é moénico e p(A)v; = 0, segue que o grau do polinémio minimal de v;
com respeito a A é no méximo L, ou seja, L, < L. Por outro lado, como {vy,vs, ..., vz}
formam uma base para K (A, v;), temos dim K (A,v1) = L e entao, pela Proposigao
2.2 segue que L, > L. Portanto, L, = L. De forma andloga, mostra-se que se a quebra

for favoravel, com wy,, = 0, entao L = L;. 0O

Lema 3.4 Valem as sequintes relacoes:

vpr1=0cewr #0 = L > L,
UL_H;AOGUJL_H:O = L1<Lr.

Demonstra¢ao. Suponha v 1 =0 e wp # 0. Como vy = 0, pela proposicao anterior
temos que L = L, . Vimos também que se wr; # 0, entdo {wy,ws, ..., w1} é LI,
donde dim Ky (A", w;) > L+1. Por outro lado, pela Proposi¢ao , dim Ky (AT, wy) =
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min {N, L;} < L;. Assim,
Ly >dimKy (A", w1) > L+1=L,+1> L,

Analogamente, mostra-se que se vy, 1 # 0 e wp1 =0, entao L; < L,. 0O

Proposicao 3.5 Se ocorre uma quebra favoravel no algoritmo de Biortogonalizacao de

Lanczos, entao
L=L,=min{l;,L,}.

Se a quebra for séria, entdo
L <L,=min{L;,L,}.

Demonstracao. Se ocorre uma quebra favoravel no algoritmo de Biortogonalizacao de
Lanczos, entao (vg41,wr1) = 0 pode ocorrer de duas maneiras: ou ambos os vetores sao
nulos ou apenas um deles é nulo. Se ocorrer o primeiro caso, entao, pelo Lema [3.3] temos
L, =L,,donde L = L, =min{L;, L,.}. Por outro lado, se ocorrer o segundo caso, temos

duas possibilidades:

e vy .1 =0ewpy # 0: Neste caso, pelo Lema temos L = L, e pelo Lema [3.4]
Ly > L,. Assim, L, = min{L;, L.} = L, = L.

e v 1 #0cwpy =0: Neste caso, pelo Lemal3.3] temos L = L; e Lema3.4] L, < L.
Assim, L, = min{L;, L.} = L; = L.

Portanto, na quebra favoravel ocorre L = L, = min{L;, L.}. Suponha agora
que ocorra uma quebra séria, ou seja, vr11 # 0 e wry; # 0. Vimos que neste caso,
{v1,...,vpe1} e{wy, ..., w1} sdo LI, Além disso, pela demonstragao da Proposicao ,
temos que

vj € K, (A,u1) C Ky (A,v) V1<j<L,

jdque K, (A, v1) C K41 (A, v1). Obtendo para vy, expressoes semelhantes a ([3.14)-(3.15),
segue de que vp1 € Kryq. Assim, {v1,...,vp41} é base para K41 (A, v1). Logo,
dim K41 (A,v1) = L+ 1 e pela Proposicao 2.2] segue que L, > L+1> L.

Pode-se mostrar de forma anédloga que {ws, ..., w1} é base para K, (AT, Ul),
de modo que dim K7, (AT, vl) =L+1=L;>L+1>L. Assim,

L, >L+1>1L
Li>L+1>1L,

ou seja, L < L, =min{L;, L,}. O
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As quebras sérias, ou no caso da aritmética de precisao finita, as quase-quebras
sérias, colocaram o algoritmo de Lanczos nao simétrico em descrédito [12]. No entanto,
pelo processo look ahead, que veremos adiante, ¢ possivel “pular” a iteragao em que o

algoritmo quebra.



Capitulo 4

Algoritmo de Lanczos com
Estratégia Look Ahead

Para descrevermos a idéia basica do algoritmo Lanczos look ahead, usaremos uma
conexao entre o processo de Lanczos e os polindmios ortogonais formais (FOPs).

Da definicao de subespaco de Krylov ([2.1)), note que podemos escrever:

K (v, A) = {o(A)vi/p € Poi},
K, (0w, A") = {¢(A")wi/¢ € Poy}.

Isto nos diz que os vetores de um subespaco de Krylov K, estao associados a polinomios
de grau no maximo n — 1. Veremos na proposicao a seguir que, em particular, os vetores
de Lanczos v,, e w, do algoritmo podem ser escritos em termos de um mesmo polindémio

de grau n — 1.

Proposicao 4.1 Sejam v, e w, vetores gerados pelo algoritmo de biortogonalizacdao de

Lanczos. Existe um unico polinomio monico ¢,_1 € P,_1 tal que
Un = ¢n—1 (A) U1 € Wy = ¢n—1 (AT) wi. (41)

Demonstragao. A prova serd feita por induc¢do. Para n = 1, temos vy = ¢q (A4) v1, com

b0 (A) = 1.
Suponha que v; = ¢;_1 (A) vy para i = 2,3,...,n — 1, com ¢;_; moénico de grau
i — 1. Mostremos que v, = ¢,_1 (A)v;. Temos de (3.4) que

Uy = AUy 1 — ap_1Un_1 — Bn_1Un_2
= A(¢n2(A)v1) — ap1(dn2(A)v1) = Bt (Pn-3 (A) v1)
= Op-1(A)vi — an-1(Pn-2(A) v1) = Bp-1 (Pn-3 (A) v1)
= n1 (A) vy.

38
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Note que ¢, (A) vy é ménico de grau n — 1, j& que ¢n_o (A) vy é um polindémio
monico de grau n — 2 e quando multiplicado por A, continua monico e passa a ter grau
n — 1. Analogamente, mostra-se que w, = ¢,_1 (AT) wy.

Mostremos agora a unicidade de ¢,,_1 € P,_1. Suponha que ¢,,_; nao seja unico.

Entao, v, = ¢p_1 (A) vy e v, = o (A) vy, com ¢, € $n_1 monicos. Assim,

Un = ¢n—1 (A) V1 = QU1 + OélAvl + . + an—2An_2U1 + An_lvl,
Un = én*1 (A) V1 = 501)1 + ﬁlA/Ul + ...+ Bn72An_2?Jl + An—lvl'

[gualando as expressoes acima, obtemos:

UVn = (QoUp + ...+ (Xn_QAn_2U1 + A”_lvl = 601}1 + ...+ 5n_2An_2U1 + An_l’Ul
= (a0 — fo)v1 + (a1 — 1) Avy + ... + (ap—s — Baz) A" %01 = 0. (4.2)

Por outro lado, como o algoritmo nao quebra antes do passo L + 1, segue da
Proposicao que {v1,...,v.} formam base de K, (v;, A) = span {vl, Avy, ... ,AL_lvl},
assim, dim K, (v, A) = L e entao, {vl, Avy, ... ,ALilvl} é LI.

Em particular, {vy, Avy,..., A" 20} é LI, logo temos de que o; — 3; = 0,
Ogjgn—Q,istoé,¢n,1:<5. 0

Note que a proposicao acima vale para todos os vetores gerados pelo algoritmo,
o que inclui os vetores vy € wr11, que nao sao vetores de Lanczos.

Considere a seguinte forma bilinear

(@,9) = (® (A7) w1)" (¢ (A) v1) = Wl D (A) ¥ (A) v, (4.3)

A seguir, mostraremos que a partir dessa forma bilinear, podemos reescrever a
condicao de biortogonalidade (3.3) em funcao dos polindmios monicos ¢; associados aos
vetores v; segundo a relacao (4.1)). Para tanto, enunciaremos primeiro um resultado que

sera usado na proposicao a seguir.

Lema 4.2 Sejam ¢y, 0 < k < j polinémios méonicos de grau k. O conjunto {¢o, ..., ¢;}

¢ uma base para P;.

Demonstragao. Como dim P; = j + 1, basta mostrarmos que {¢y,...,¢;} é LL
Se j = 0, temos ¢y = 1 e entao ¢y é base para F,. Suponha j # 0 e sejam

g, aq, ..., a;  tals que

f(x) = appo (x) + anr () + ... + aj¢; (x) = 0.
Como ¢y, é monico para 0 < k < j, temos que o coeficiente do termo z* é 1. Assim,

f (l’) =0= f, (ZE) =0= ng_Q ((L’) + jOCjJIj_l = (0, com ggj_g S f)j_g.
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Como j # 0, entao a; = 0. Assim,

f(I) = Oéoqbo (I’) + 0619251 (l’) +...+ Oéj_lgbj_l (l’) = 0.

Repetindo recursivamente esse processo j vezes, obtemos a, = 0, 0 < k < j e portanto,

{¢o, ..., p;} é LL 0

Proposicao 4.3 A condi¢cao de biortogonalidade

0; #0, i=7
<Uj?wi>: . .
0, i F

pode ser reescrita em termos dos polinomios ¢; definidos em (4.1)) da sequinte forma:

(¢im1,0) = 0, Vo€ Py, (4.4)
(pi1,0i1)=0; # 0, 1<i,j<n. (4.5)

Demonstracao. De fato, segue da Proposi(;éoe de (4.1]) que existe um polin6mio moénico
¢i—1 € P tal que

w]v; = (¢i-1 (A7) wl)T (dj—1 (A)v1) = (Pi-1,Pj-1), 1=<4,5 <n.
Assim, a condicao de biortogonalidade equivale a

0; #0 sei=j

<¢i—1a¢j—1>:{ 0 seisj

Portanto, se i = j, vale (4.5). Mostremos que (¢;_1,¢;—1) = 0 para i # j se, e
somente se,(¢;_1,¢) =0 Vo € P;_,.
(=) Suponha (¢;_1,¢;—1) =0, com i # j, e seja ¢ € P;_y arbitrario. Pelo Lema

[4.2] existem escalares ag, o, ..., ;g tais que ¢ = aggo + ar¢1 + ... + @;_2¢;_o. Entdo,

(Gic1,0) = (i1, 0P + 11 + ... + i_2i—2)
= ag (Pi-1,00) + ...+ a2 (Pi_1, Pi—2) = 0.

Portanto, (¢;_1,¢) =0 V¢ € P,_o.

(<) Suponha que (¢;_1,0) =0 V¢ € P,_o paral <i,j <n, comi# j.

Se j <i,entdao j—1 <i—1<i—2implica ¢;_1 € P;_5. Assim, (¢;_1,¢j_1) =0
por hipdtese.

Se j > i, entdo, pelo caso anterior, (¢;_1,¢;—1) = 0. Como (¢;_1,Pi—1) =
(Giz1, Pj—1), segue que (p;_1,¢;_1) = 0. O
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Definigao 4.4 Um polinomio nao nulo ¢,—1 € P,—1 de grau exato n — 1 que cumpre
(4.4), isto é, (pn_1,0) =0 Vo € P,_o, € dito um polinémio ortogonal formal (FOP) de
grau n — 1 com respeito a forma bilinear (4.3)).

Note que se n = 1 em (4.4)), temos (¢, ¢) = 0 Ve € P_;. E entdo, por nao existir
polinomio de grau negativo, a condicao é vazia para n = 1. Assim, por vacuidade,
qualquer ¢g = v # 0 é um FOP de grau 0.

Temos também que os polindbmios monicos inicos ¢q, ¢1, ..., ¢r_1 associados aos
vetores de Lanczos segundo a Proposicao sao todos FOPs, ja que pela Proposicao [4.3
esses polinomios satisfazem ([4.4)).

Na proposicao a seguir, veremos uma condi¢cao necessaria e suficiente para que
um polinoémio satisfaga a condig¢ao . Em seguida, enunciaremos um corolario que nos

da uma condigao para analisarmos quando um polinomio ¢,,_; de grau exato n—1 é FOP.

Proposigao 4.5 ¢, 1 (\) =7 + 1A+ 1A% + ... + 7 A" satisfaz (4.4) se, e somente

se, 0s coeficientes Yo, Y1, .-+ Yn—2 SG0 solu¢ao do sistema linear

[ mo omy omg - Ma—2 | [ Y i C m, |
my - " My
Mo 2 = Y1 | Mn+1 |, (4.6)
Map—5
| Mo o0 o0 Mgy Maong | L Tn—2 | | T2n—3 |
m; =w" Avy =(1,N), j=0,1,... (4.7)

Demonstragao. (=) Suponha que ¢,_1 (A) = 70 + A + 1A% + ... + 11 A" satisfaz

(4.4). Usando (4.3, temos

(Pn1,0) = 0 Vo€ P, o
wign_1 (A)¢(A)vy = 0 Vo€ Py

n—1
w! (Z Wv’) p(A)vy = 0 Yoe P,
=0
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Em particular, para ¢ (A) = A", 0 <i<n— 2,

n—1
Z'ijlTAJAZ’Ul =0
§=0
n—2
V1w Ay +27 L Ay =0
7=0
n—2
(w1TA‘7+ZU1) Y= = (wlTAn_l—HUl) Yn—1
§=0
n—2
(mjri) v = —Yn-1(Mp-144), 0<i<n—2
§=0
com my = wiT A, k = 0,1,2,... Portanto, os coeficientes 7y, V1, ..., Yn_2 530 UmMa
solugao do sistema linear (4.6)).
(<) Suponha que os coeficientes yg,71, - - -, Yn_2 sS40 solu¢ao do sistema linear
[T), ou seja,
n—1
ZvjwlTAinvl =0, 0<i<n-—2.
5=0

Mostremos que ¢,_1 (A) = 70 + A + A2 + ... + v, A" ! satisfaz (4.4). De fato, dado
¢ (A) € Pyo,

Jag,aq,...,a, 2 €R ; ¢(A ZOALAZ
Assim,
n—2 n—1
(Dn1,8) = w] $n1 (A) ¢ (A) vy = w] Zwv Z A =) (Z wwainvl) =0
=0 =0
j ’ )
Portanto, (¢, _1,¢) =0 V¢ € P,_,. 0

Corolério 4.6 Seja ¢, 1 (\) = 70 + 1A + 222+ . + 1AL, com "1 #£ 0. Entao,
On_1 € FOP de graun —1 se, e somente se, os coeficientes Yo, V1, - - -, Vn_2 SG40 solu¢cao do
sistema linear (4.6

Demonstracao.

(=) Suponha que ¢,_; seja FOP de grau n — 1. Entéo, pela Definicao (4.4), ¢,
satisfaz (4.4) e dai, da Proposicao segue que os coeficientes Yo, V1, . . ., Yn_2 Sa0 solucao
do sistema linear (4.6)).

(<) Suponha que os coeficientes satisfazem o sistema linear . Entao, pela
Proposicao temos que ¢, _; satisfaz . Como ™! # 0 por hipétese, segue que
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én_1 6 FOP. -

Do Corolario , temos que se o sistema (4.6) é impossivel, entdo nao existem
FOPs. Nos referimos a esse caso como deficiente. Nao estudaremos esse caso neste
trabalho.

A matriz coeficiente que aparece no sistema linear (4.6)) da proposigao é cha-
mada de matriz de Hankel. Dizemos que uma matriz A de ordem n + 1 é de Hankel se

for da forma

ap a1 az - Qn,

ai as e Qp  Apy1
A= a9 as . Ap42

Qp  Qp41 Ap42 - Q2p,

O termo geral da matriz de Hankel é dado por a;; = a;+;_2 para alguma sequéncia
ag, a1, . .., QA,_1, G2,. As entradas de A sao constantes ao longo das diagonais perpendicu-

lares a diagonal principal.

4.1 FOPs Regulares e Singulares

Nesta secao, introduziremos o conceito de FOPs regulares e singulares e em se-
guida, veremos algumas de suas propriedades que nos permitem fazer uma conexao com
os momentos de quebras do Processo de Biortogonalizacao de Lanczos. Tais propriedades
nos ajudarao a entender o processo de Biortogonalizacao de Lanczos look ahead, processo

tal que nos permite calcular vetores de Lanczos, mesmo quando existem tais quebras.

Considere o conjunto V,, definido por

Vi =A{d € Poa|(p,0) =0 V¢ € P, »}.

Proposicao 4.7 V,, € um subespaco vetorial do espaco P, dos polinomios com coeficientes

reais, de grau menor ou igual a n.

Demonstracao. Primeiramente, note que V,, # (), pois 0 € V. Sejam ¢1,¢o € V,, e

Y € P,_o. Temos que

(01 + @2, 0) = (01, 9) + (d2,9) =0+ 0=0 V¢ € P, ».
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Por outro lado, dado a € R e ¢ € V,,,

(ad, V) = a(p, ) =a-0=0 Vi € P, »,

Logo, V,, é espaco vetorial. 0

Definicao 4.8 V,, é dito reqular se dimV,, = 1 e V,, N P,_5 = {0}, e dito singular caso

contrario.
Note que se V,, é regular, entéo se ¢, ¢ € V,,, existe k € R tal que ¢ = k¢.

Proposicao 4.9 V,, € reqular se, e somente se, a matriz coeficiente M do sistema linear
(4.6) € nao singular.

Demonstracao.
(<) Suponha M nao singular e seja ¢ € V,,N P,_s. Pela Proposicao 4.5, temos

que existem u e 7,_1 tais que o sistema linear (4.6)) é dado por
Mu = —~,_1v. (4.8)

Como ¢ € P, 5, temos que v,_1 = 0, logo Mu = 0. Mas M ¢é nao singular, donde
u =0 e portanto ¢ = 0. Assim, V,, N P, 5 = {0}. Resta mostrarmos que dimV,, = 1.

Seja <;~5 € V,. Entao, existem u e 7,_; tais que Mu = —7,,_1v.

Se ¢ = 0, entdo ¢ = k¢, com k = 0. Se ¢ = 0, entao 7,1 # 0 pelo que mostramos
acima. Assim, usando , temos

Yn—1

n—1

Mii = —F_10 = —Fp1——v = k (= yn_10) = kMu = M (ku), (4.9)

com k = 7,_1/7v,—1. Aplicando a inversa de M em ambos os lados de (4.9), obtemos
@ = ku. Além disso, note que ¥,_1 = Yn_1Yn—-1/Yn-1 = kYn_1. Pelo Corolario 4.6}

n—1 n—1
SN =D AN =D kN = ko(N),
§=0 §=0
de modo que dimV,, = 1.

(=) Suponha V,, regular e assuma por absurdo que M é singular. Entao, existe

T

Uy = [78 A 40, ] # 0 tal que M (ug) = 0. Seja ¢ € V,,, ¢ # 0 (note que ¢
T

existe, ja que dim V,, # 0). Como ¢ # 0e V), é regular, existem u = [ Yo Vi ot Y2

e Vo1 # 0 tais que Mu = —v,_1v. Por outro lado,

M (u+ug) = Mu+ Mug = Mu = —~,_v.
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Portanto, pela Proposicao (4.6), temos que ¢ (A) = (70 +70) + (11 +9) A +.. .+
(Va2 +75_2) A" 24 (9, — 1) A" 1 ¢ FOP de grau n—1. Logo, $ € V,. Como V,, é regular,

temos que (13 = k¢ e entao,

Yo + 70 = kYo
94! +’Y? = km

Yn—2 + '7272 = kYn—2
. Yn—1 = kf)/nfl-

Da tultima igualdade acima, segue que k£ = 1. Substituindo £ = 1 nas equagoes
anteriores, temos que %Q =0(0<j<n-1), oque contradiz ug # 0. Logo, M é nao

singular. 0

Definicao 4.10 Seja ¢, 1 € V,,, ¢n1 # 0. Dizemos que ¢,_1 € FOP regular de grau

n —1 se 'V, for reqular e FOP singular se V,, for singular.

Vimos que polinomios de grau 0 nao nulos sempre sao FOPs de grau 0, uma vez
que a condigao é vazia para n = 1. Agora, com a definicao acima, note também que
FOPs de grau zero sao sempre regulares, uma vez que V; é formado apenas por polinomios
constantes e entdo, dados ¢, ¢o € V4, existe k € R tal que ¢y = kdo. Assim, dimV; = 1.
Além disso, V,, N P,_2 = {0} é vélido para n = 1 por vacuidade.

Observe ainda que FOPs de mesmo grau sao todos ou regulares ou singulares.
Assim, se ¢,, é FOP regular de grau n, e ggn é FOP de grau n, entao quSn também é regular,
e portanto existe k € R tal que gf;n = k¢,,. Isto nos mostra que FOPs regulares de mesmo
grau sao polinomios miltiplos. Com isso, se quisermos a unicidade de um FOP regular
de grau n, basta impormos que o coeficiente do termo de grau n seja um valor fixo. Em
particular, se impormos que um FOP regular seja monico, temos que ele é tinico.

Outro resultado que temos a respeito de FOPs regulares segue trivialmente da
Proposicao[d.9 Um FOP de grau n é regular se, e somente se, a matriz M do sistema linear
, de dimensao n, for nao singular. Assim, se a matriz M for singular, nao existira
FOP regular de grau n. Na proposi¢ao a seguir veremos outra maneira de verificar a
existéncia de FOP regular de grau n. No entanto, para utiliza-la, precisaremos saber da

existéncia de FOP regular de grau n — 1.

Proposicao 4.11 Seja ¢,—1 FOP regular de grau n — 1. Entao, existe FOP regular de

grau n se, e somente se, (¢n_1,Pn_1) 7 0.

Demonstragdo. Seja ¢n,_1 (A) = Yo+71 A+ ... + Y1 A" FOP regular de grau n—1. Entao,
Yn_1 # 0 e pelo Corolério temos

Mu = —7y,_1m, (4.10)
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T T
com u = [ Yo Y1 ot V-2 } ,m = [ Mp_1 My -+ Map_3 | ,sendo os coeficientes
m; dados por 1} e M a matriz nao singular
my M1 Mg te Mp—2
my
M = Mo
Man—5
| Mn—2 Map—5 Man—4
Como 7,1 # 0, temos que
1 -
m=— Mu. (4.11)
TYn—1

(=) Suponha que exista FOP regular ¢,, (A\) = ap + a1 A + ... + o, @™ de grau n.
Entéo, pela Proposicao [4.5 temos

Mo = —ayn,
T T
Coma:[ao TEERE an_l} ,n:[mn Mpy1 - mgn_l] e M é a matriz nao
singular dada por
Mo M1 -+ Mp_2 Mp-]
my
M =
Mp—2 -+ =+ Map—g Mon-3
Mp—1 My - Mop-3 Mop-2

Reescrevendo a matriz M acima em fungao dos termos do sistema linear (4.10)) e

usando (4.11)), temos:

M — M m —_ M~ T Tn—1 Mu
m? Maop—2 b— < U) Map—2
0.

1
Yn—

Suponha por absurdo que (¢,_1, ¢,—1) = 0. Entéao

n—1 n—1
0= <¢n717 ¢n—1> = w?(bnfl (A) ¢n71 (A) U1 = wlT Z %‘Aj Z%Aivl
j=0 i=0

- Z Z’Vj—lwiij_lAi_lvlfyj—l - Z Zr)/j—lm(jfl)Jr(ifl)ij—l = v Mo,

Jj=1 =1 Jj=1 =1
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T U
comv:[% e Yo %_1} = [’y . Note que v # 0, ja que 7,1 # 0.
n—1
Assim,
il M —= L 1Mu u
0=vMv = [uT V-1 L (o \T "
o T (MU> Mon—2 Tn—1
{ . [ Mu — Mu

= u Yn—1 ~ T
- _%Llil (MU> u+ mMon—2Yn—-1
- i O ~ T

- |: u” Tn—1 , COIn k=— (MU> U+ Mop—2Vn-1
- k Tn—1

= ul 0491k

= n-1" k.

0
Como 7,1 # 0, segue que k = 0. Com isso, Mv = N =0, com v # 0. Logo,

M é singular, o que é absurdo. Portanto, (¢, 1, $,_1) # 0.

(<) Mostremos que se (¢,_1, dn,_1) 7# 0, entao existe FOP regular de grau n.

Vimos na demonstracao da reciproca que (¢, _1,d,_1) = vI Mv, sendo que

Y0
M — 1 y Uu ’Yl U
M = L (o T Tt ev= =
- (M’u,) Mop—9o Tn—1
Yn—1

Além disso, vimos que

1

v M =Ypo1-k, k=-—
Yn—1

o N\T
(Mu) U+ M2p—2Vn-1-
Assim, usando o fato de M ser simétrica, temos

<¢n717 ¢n71> #0= —u” Mu + (7n71>2m2n72 # 0. (4~12)

Como ¢,_1 é FOP regular, a matriz M é nao singular. Usando o fato de M~

também ser simétrica e levando-se em conta (4.10]), podemos escrever

ul Mu = (M~ Mu)" Mu = (Mu)" M~ (Mu) = (=yp_ym)" M~ (=yp_ym).  (4.13)
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Substituindo (4.13)) em (4.12)), encontramos

— (1)’mT M Ym 4 (Ypo1)’magn2 # O
(%—1)2 <—mTM_lm+m2n—2> # 0
—mT M 'm 4+ mg, o # 0. (4.14)

Por outro lado, podemos escrever a matriz M como um produto de matrizes de

forma a facilitar o cdlculo do determinante de M:

A — M m B M 0 I M~'m
o mT ome, s | | mT 1 0 moyo—mTMtm |

Usando o teorema de Laplace para o calculo de determinantes, encontramos:

det (M) = det([ o O])det([[ Mtm D
m' 1 0 mop_o—m' M 'm

= (mgn,g — mT]\;[’lm> det (M) .

Usando e o fato de M ser nao singular, segue que det M # 0, donde M é
nao singular. Esse resultado nos mostra que se existir um FOP de grau n, entao ele sera
regular. Basta agora garantirmos a existéncia.

Como M ¢ nao singular, tome ¢, (\) = By + SiA + ... + Bo A" 1+ A" com
Bi = —Mtm;,, para 1l < i < n — 1. Note que ¢, é solucao do sistema linear e
entao, do Corolario .6 segue que ¢,, é FOP. 0

Lembremos que tomamos L como sendo o menor inteiro tal que w], vp+1 = 0,
ou seja, L+ 1 é o primeiro passo tal que ocorre uma quebra no algoritmo. Caso tal quebra

seja séria, isto é, vp1 # 0 e wryy # 0, entdo, por {.3] temos que

0=wj,vr1 = (o1 (A7) wl)T¢L (A) vy = (b1, ¢1) = (¢1,dL) = 0. (4.15)

Como os polinomios contantes nao nulos sao FOPs regulares de grau 0, usando
a Proposicao [4.11] recursivamente a partir de n = 1, temos que todo FOP de grau n, com
n < L, é regular. Como ¢, é FOP, por (4.15) e pela Proposigao segue que nao existe
FOP regular ¢ 1 de grau L + 1. Assim, L + 1 é primeiro indice para o qual nao existe
FOP regular.

Além disso, vimos no algoritmo do Processo de Biortogonalizacao de Lanczos que,
quando ocorre a quebra no passo L+1, isto é, w? 1141 = 0, o algoritmo para e os tltimos
vetores calculados sao vpy1 € wryq. Assim, quando temos a nao existéncia do FOP de grau

L+ 1, temos também a impossibilidade de calcular o vetor de indice L + 2 no algoritmo.
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Note ainda que embora sejam calculados os vetores vy e wpy1, tais vetores nao sao
considerados de Lanczos, pois junto aos demais nao formam um sistema biortogonal, visto
que 0741 = 0. No entanto, veremos a partir da proxima se¢ao a implementagao de uma
técnica (estratégia look-ahead) que sana este problema da biortogonalizagao, tornando

tais vetores de Lanczos.

Proposigao 4.12 Ocorre uma quebra séria no algoritmo de Biortogonalizacao de Lanczos

se, e somente se, existe n < L, + 1 tal que nao existe FOP reqular de grau n.

Demonstragao. (<) Sem perda de generalidade, seja n o menor natural tal que nao exista
FOP regular de grau n. Entao, existe FOP regular de grau n — 1 e podemos tomar
em particular, o FOP ¢, _; moénico associado ao vetor v, ;. Assim, podemos usar a
Proposicao donde segue que (¢,_1,0,-1) = 0. Por e pela Proposicao ,
temos (¢,—1, on—1) = 0 = (v,, w,) = 0. Note ainda da Proposigao que n é 0 menor
natural tal que isso acontece. Logo, n é o passo em que ocorre a primeira quebra no
algoritmo, isto é, n = L + 1. Resta mostrarmos que tal quebra é seria, isto é vy # 0

e wryy # 0. Temos que n < L, +1 = L < L,. Assim, L # L, e entao, da Proposicao

(3.5), segue o resultado.
(=) Segue da Proposicao (3.5)).

4.2 Lanczos Look Ahead

A idéia do algoritmo Lanczos look ahead sera estendermos o algoritmo de Bi-
ortogonalizacao de Lanczos, calculando vetores mesmo apds a quebra. Para tanto, nos
passos n em que existirem FOPs regulares de para grau n, vamos obter vetores de Lanczos
Uni1 € Wy, que serao chamados de vetores regulares, e nos passos em que nao existirem
FOPs regulares, calcularemos vetores que completem a base dos subespacos de Krylov
Ko (A1) € Ky (AT, wy).

Note que verificar a existéncia de um FOP regular de grau n é bem simples.
Basta verificarmos se a matriz coeficiente M do sistema linear , de dimensao n, é
nao singular. Para tanto, basta verificarmos se o menor valor singular (em aritmética
exata) de M é positivo, isto é, gy, (M) > 0. Se isso ocorrer, entao teremos que ¢, (A) =
Yo+ YA+ oo+ YAy, com y; = M — ~y,my,, para 0 < i < n — 3 e v, qualquer, é FOP
regular. Em particular, tomando =, = 1, temos um FOP regular monico de grau n.

A idéia do processo look akead serd feita em analogia com o que vimos até agora

de propriedades de FOPs. Considere, primeiramente, o subconjunto maximal de indices

{ni,ng,....,ns} C{1,2,...L,}; mi=1<ny<..<ny<L, (4.16)
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tais que, para cada j = 1,2, ..., J, existe um FOP regular monico ¢,; 1 Note que ny =1,
pois ¢,, =1 é FOP monico regular.

Se ny < L,, o algoritmo de Lanczos Look Ahead é incapaz de gerar as bases para
K, (v1,A) e K, (wl, AT). Este caso é denominado quebra incurdvel [12].

Aqui, vamos assumir o resultado de que trés FOPs regulares consecutivos ¢, , 1,
$n;—1, n,,,—1 S80 conectados via trés termos recorrentes (Para detalhes, ver [12] e re-

feréncias 14 citadas). Como consequéncia, fazendo analogia com (4.1)), podemos tomar

Vp, = On;—1 (A) V1 € Wy, = ¢y, 1 (AT) wi, (4.17)

: . J
obtendo assim duas sequéncias de vetores {vnj}j_l

trés termos recorrentes. Esses vetores serao chamados de vetores regulares, uma vez que

J .
e {wnj}jzl que sao calculadas por

a eles associamos FOPs regulares. Note que os vetores iniciais v; e w; do algoritmo sao
sempre regulares, visto que vy = ¢, (A) v e wy = ¢y, (AT) wi, sendo que ¢,, =1 é um
FOP monico regular.

No algoritmo de Biortogonalizacao de Lanczos, vimos que os vetores de Lanczos
gerados pelo algoritmo formavam um sistema biortogonal. Veremos na proposi¢ao como

fica essa propriedade para os vetores regulares:

Proposicao 4.13 Os vetores regulares v,, € wy;, j = 1,2,...,J satisfazem a sequinte
relacao:
ngv = wTvnj =0 Ywe K, 1(v,4), wekK, (wl,AT) )
Demonstragao. Mostremos que ngv =0Vv € Ky,—1 (v, A):
Temos que wy;, = ¢n,—1 (AT) wi, com ¢,,_1 FOP regular. Dado v € K,,,_1 (4, v1),

temos que v = agu; + a1 Avy + ... Oénj72Anj—2fUl = ¢(A)v; para algum b€ P, 2. Assim,
ngv — (¢n]'—1 (AT) wl)T (gg (A) U1> = <qz§nj_1, &> .

Como ¢y, 1 é FOP, segue da Definigao que <<bnj,1,g5> = 0. Portanto,
wfjv = 0 para todo v € Knj_l (v1, A). De forma andloga, mostra-se que wTvnj =0

para todo w € Ky, 1 (wl, AT). 0O

Voltando a Proposicao [4.11] note que se garantirmos a existéncia de FOP de grau
n; — 1, entao a nao existéncia de FOP de grau n; equivale a <¢nj,1¢nj,1> = 0. Por e
, isto equivale a <vn]. , wnj> = 0, isto é, ocorre uma quebra no algoritmo no passo n;.
Note também que se tivermos o menor valor singular da matriz coeficiente M do sistema
linear proximo de zero, esta matriz estard proxima de ser uma matriz singular e dai,
podemos dizer que estamos préximos de nao termos FOP regular. Novamente por (4.11]),

teriamos uma quase-quebra.
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Para evitarmos essas quase-quebras, nao vamos considerar os FOPs regulares
quando a matriz do sistema for préxima de nao singular. Com isso, geramos duas
subsequéncias de vetores regulares {v,, }szl e {wn,, }szl, sendo que {njk}f::l C {n, };.]:1 é
um subconjunto de . Note que j; = 1, ja que v; e wy sao sempre vetores regulares.
Para nao sobrecarregar as notagoes, daqui em diante vamos denotar n;j, por ny, de modo
que as subsequéncias mencionadas acima serdo denotadas por {v,, Yo | e {wy, }1_,.

Como nosso objetivo é gerar vetores que formam bases para os subespacos de
Krylov K, (v1, A) e K, (wy, AT), precisamos acrescentar vetores as subsequéncias {vy, }le
e {wp, }5:1 de forma a completar bases para tais subespacos.

Para garantirmos (3.1)-(3.2), para n = ng_1,...,np — 1, com k = 2,3,..., K,

acrescentaremos os vetores as subsequéncias {vy, }szl e {wnk}szl, respectivamente:
Up € Kn (Ul, A) - Kn—l (Ul, A) e w, Kn (U)l, AT> - Kn—l (wl, AT) .

Tais vetores serao chamados de vetores internos.
Vamos considerar os vetores regulares e internos agrupados em blocos e vamos
impor a condi¢ao de biortogonalidade entre tais blocos. Para cada k = 1,2,3,..., K,

considere os k-ésimos blocos dados por:

Vk = /U’n,k ’Unk+1 e vnk+1fl i| € Wk = |: wnk wnk+1 e wnk+171

Note que o primeiro vetor de cada um dos k-ésimos blocos acima é regular e os
demais sao os vetores internos que foram acrescentados entre dois vetores regulares. Os
vetores internos serao escolhidos de forma que blocos com indice k diferentes ainda sejam
biortogonais um com o outro. Mais adiante, detalharemos como os vetores internos e
regulares sao escolhidos no algoritmo look ahead.

Veremos agora um exemplo (apresentado em [24]) de como ficam esses blocos

num caso em que surge quebra no algoritmo de Biortogonalizagao de Lanczos:

(00000 1]
100000
Exemplo 4.14 Sejam A = 010000 ,evi=wi;=11 2 3 4 5 6 '
001000
000100
1000010

Vamos verificar, primeiramente, os indices para os quais existem FOPs regulares.
Sabemos que um FOP regular de grau n existe se, e somente se, a matriz coeficiente do
sistema linear , de dimensao n, é nao singular. Como os termos dessa matriz sao
dados pelos coeficientes m; = wy T Afvy, j = 0,1, ..., basta calcularmos tais termos a partir

de A e dos vetores iniciais v e wy. A partir desse calculo, obtivemos matrizes coeficientes
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M de dimensoes n = 1,2,... Para cada uma dessas matrizes, calculamos o menor valor

singular e obtivemos os seguintes resultados:

dim M Omin (M) Singularidade
1 9.1000e+-001 | nao singular
2 2.0585e+000 | nao singular
3 9.2199e-002 | nao singular
4 4.5765e-015 ~ singular
5 8.1798e-002 | nao singular
6 9.0000e+4-000 | nao singular

>7 ~ 0 singular

Note que quando dim M = 4, o menor valor singular de M ¢é muito préximo de
zero. Temos, entao, que a matriz M esta proxima de ser singular e estamos no caso que
comentamos de quase-quebra. Assim, nao consideramos FOP regular de grau 4. Como
aos vetores regulares v,, e w, associamos FOPs regulares de grau n — 1, segue que vs nao
sera regular.

Com isso, terfamos cinco vetores regulares: vy, v, V3,04 € Ug; € apenas um vetor
interno: vs. Assim, os blocos de vetores seriam:

Vlz[vl] : sz[vz} : ‘/E’):[Us} V4=[v4 Us] ;€ ‘/5:|:U6i|'

Veremos, agora, o que acontece ao implementarmos o algoritmo de Biortogona-
lizacdo de Lanczos neste exemplo. Abaixo, segue alguns dados gerados pelo algoritmo.
Para a exibicao das matrizes V,, e W,,, consideramos os termos com modulo menor que

107! como nulos. No entanto, tais valores nao foram truncados durante os célculos.

deltal = 1.00000 deltad = 3.0066e-016

delta2 = 0.038763 deltab5 = -5.2052e+014

delta3 = -0.0073945

Vn =
0.10483 0.54142 -0.78768 0.62897 8.2758e+014 -8.4442e+014
0.20966 -0.07027 0.63485 -1.25794 -1.6552e+015 1.4074e+015
0.31449 -0.05299 -0.00588 0.62897 8.2758e+014 -8.4442e+014
0.41931 -0.03571 -0.01763 0.00000 8.2298e-001 1.7188e+000
0.52414 -0.01843 -0.02939 0.00000 6.8304e-001 1.6250e+000
0.62897 -0.00115 -0.04115 0.00000 8.9003e-001 1.5000e+000

Wn =
0.10483 0.12211 -0.04115 0.00000 8.7191e-001 1.5000e+000
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0.20966 0.13939 -0.05290 0.00000 8.9017e-001 1.5000e+000
0.31449 0.15667 -0.06466 0.00000 6.2640e-001 1.0000e+000
0.41931 0.17395 -0.07642 -0.62897 -8.2758e+014 7.0369e+014
0.52414 0.19123 -0.71714 1.25794  1.6552e+015 -1.4074e+015
0.62897 -0.42047 0.70539 -0.62897 -8.2758e+014  8.4442e+014

Note que quando geramos os vetores vy e wy que aparecem nas colunas 4 das
matrizes acima, temos 0y = (vg, wy) =3.0066e-016 muito préximo de zero. Assim, temos
uma quase-quebra no quarto passo do algoritmo. Caso desconsideremos essa quebra e
continuemos o algoritmo, o que percebemos é que no quarto passo, ay aparecera dividido
por d4. Tal operagao gera erros de arredondamento, pois estamos efetuando uma divisao
por um nimero muito préximo de zero. Veja, por exemplo, que nas coordenadas dos ve-
tores v5 e ws nas quintas colunas das matrizes acima aparecem valores como 8.2758e4014
e 1.6552e+015 respectivamente, que sao valores absurdamente grandes. Além disso, note
também que os valores de 9, com n > 4 sao ou muito proximos de zero ou muito gran-
des. Isto nos mostra como o algoritmo fica instavel a partir da primeira quase-quebra
que ocorre. Assim, devemos considerar a quebra no quarto passo e entao, o Algoritmo de
Biortogonalizacao de Lanczos para e gera apenas seis vetores de Lanczos: vy, vg, v3, wy,
W2 € Ws.

Na pratica, por razoes de estabilidade dos cédlculos em versao finita, convém
normalizar os vetores de Lanczos a direita e a esquerda [20, 12]. Vamos apenas ilustrar
essa questao com esse mesmo exemplo apresentado acima. Primeiramente, mostremos as
alteragoes que ocorrem no algoritmo de Biortogonalizacao de Lanczos ao exigirmos que os
vetores v, e w, sejam normalizados assim que calculados, e em seguida, implementaremos
esse novo algoritmo nesse exemplo. Chamaremos esse algoritmo de Lanczos Normalizado

e trataremos dele na proxima secgao.

4.2.1 Algoritmo de Lanczos Normalizado

O que faremos nessa se¢ao sera apresentarmos uma nova versao do Algoritmo
de Biortogonalizacao de Lanczos, impondo agora a condi¢ao de que os vetores v, e w,
gerados pelo algoritmo sejam normalizados assim que calculados.

Primeiramente, vamos redefinir os vetores em — como sendo

6n+1 - Avn — QpUy — ann—la

~ o T ~ 5
Wp41 = A Wy — OpWy — 5nwn71-

(4.18)

Em seguida, calculamos

n e - wn
19 !

[S3

Un = -
! [l

Como fizemos no algoritmo de Biortogonalizacao de Lanczos, impondo que ((3.3))
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seja valido, vamos determinar as constantes «,, 5,, &, € ﬁNn em (4.18)).
Por (3.3), temos que (vj11,w;) = 0 para ¢ = j. Dai, temos:

Ujt1 Uj1 (D41, W;)
O:<’U‘+1 w):< J~ = >: = -
S sl sl /- @5l sl

0 que garante que (0j11,W;) = 0. Assim,

<AUj — Oéj’Uj — ijj_l,’wj> =0
(Avj, wy) — o (v, wj) = B (vj—1,w;) = 0
0
Avs w.
<A"uj,wj> —ajéj = 0= Q= <Ug—7w]>
J

Por outro lado, por (3.3)), temos que (v;,w;11) = 0 para ¢ = j. Por raciocinio

analogo ao anterior, obtemos:

& — <'Uj,AT’U)j> _ (Avj,wj>
’ 0; 0;

= Oéj.

Para determinarmos f3,,, usaremos (v;41,w;) = 0 para ¢ < j. Dali, temos por

contas analogas as feitas no processo de Biortogonalizacao de Lanczos que:
(i1, wi) = 0= (Dj11, wi) = 0= (v, W) — B (vj—1, wy) = 0.

Na ultima equacao, se ¢ < j — 1, os produtos internos sao todos nulos. Caso

1 =7 — 1, temos:

0 = (vj,w;) — B (vj_1,wj1)

= (v, ATwj_1) — &1 (vg, wj1) —Bjm1 vy, wj—a) By (vj1,wj—1) -

0 0

Portanto, 5, = (Avj,wj_1) /d;_1. Por raciocinio analogo ao anterior, usando
agora (v;,w;41) = 0 para i < j, obtemos 3; = (Av;_1,w;) /6, 1.

Comparando as constantes que aparecem nos termos recorrentes do Algoritmo
de Biortogonalizacao de Lanczos e de Lanczos Normalizado, percebemos que a constante
a,, permanece a mesma em ambos os casos. Além disso, a constante 3, = 9,/0,_1 do
algoritmo sem a normalizagdo pode ser reescrita como (3, = (Av,, w,_1) /d,—1, que é
justamente a constante 3, que aparece no algoritmo com normalizacao. Vejamos como
isso acontece:

Por , temos Av, = v,11 + Qpv, + Brv,_1. Fazendo o produto interno em
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ambos os lados com w,,_1, obtemos:

<Avn7 wn—1> - <Un+1 + o, v, + ann—la wn—1>

- <Un+17 wn—1> +ay, <vn) wn—1> +Bn <Un—1a wn—1>
—_———

N J/ N J/
NV TV

0 0 5n—1
<Avn7 wn71>
57171

= 6712

Assim, vale a seguinte relacao no algoritmo de Biortogonalizacao de Lanczos:

ﬁn _ 571 _ <AUn, wn—1> = 611 — <Avn7 wn_1> .
On_1 On—1

Aqui, é natural nos perguntarmos se essa mesma relacao continua valida ao nor-
malizarmos os vetores, isto é, serd que também podemos escrever 3, = 6,/0,_1 no al-
goritmo de Lanczos Normalizado? Para respondermos a essa pergunta, vamos escrever

(Avp, w,_1) em fungao de §,. Temos que:

<Avn7 wn—1> - <UTL7 ATwn—1> - <Una UN}n + d/’n—1u}n—1 + BnN—lwn—2>

- <Un7 wn) + ON‘n—l <Un7 wn—l) +5n~—1 <'Un> wn—?) - <Un7 W, ||wn||>
0 0
= |lwnl| (vn, wn) = [[@n| 0

Como, em geral, temos ||w,]| # 1 no algoritmo Normalizado, segue que nao
podemos escrever (3, = 0,/d,_1 neste algoritmo. De forma andloga, mostra-se que
(Avp_1,wy) = ||0n]| §5. Assim, esta relagdo também nao é vélida para B,.

Uma vez obtidas as constantes a,, 8, e (3,, podemos escrever o Algoritmo de

Lanczos Normalizado:

Algoritmo 8 Algoritmo de Lanczos Normalizado
Escolha dois vetores 91 € RY e w; € RY tais que (0y,,) # 0
Sejam g =1 e wyg =vg =0
vy =0/ [[ouf;
wy =/ ||y ]];
Paran=1,2,...,m faga

On = (Up, wy). Se d, =0, pére.

a, = (Avy, wy) [on;

Bn = (Avn, Wn_1) [Op—1;

Brn = (Avp_1,wn) [6n_1;

Upa1 = Avy — Qv — Bptn_1;

W1 = ATw, — anw, — Bawn_1;

— = =
o=

Upt1 = Ony1/ | Ongall;
130 Wnpg1 = Wygr/ || Wns |
14: Fim
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De forma andloga ao algoritmo de Biortogonalizagao de Lanczos, se o algoritmo
de Lanczos simétrico nao quebra antes do passo m+ 1, ou seja, se 9, Z 0O paral <n <m
na linha 6 do algoritmo, entao os vetores v;, i = 1,...,m e w;, j = 1,...,m gerados
pelo algoritmo satisfazem por construcao, ou seja, formam um sistema biortogonal.
Além disso, os vetores v; e w;, i = 1,...,m, formam bases de K,, (4,v1) e K, (AT,wl)
respectivamente.

Voltemos agora ao Exemplo e vamos implementar o algoritmo de Lanczos
Normalizado para compararmos com os resultados obtidos da Biortogonali¢ao de Lanczos.
Note que, neste caso, temos 0; = w; = [ 1 23456 ! e vy = 01/ ||t1]]. Abaixo,
seguem os resultados obtidos. Para efeito de visualizagao, nas matrizes V,, e W,,, conside-
ramos os termos com moédulo menor que 10715 como nulos. No entanto, tais valores nao

foram truncados durante os calculos.

deltal = 1.00000

delta2 = 0.12814

delta3 = -0.0072044

delta4 = 9.5497e-017

deltab = -9.5497e-017

Vn =
0.10483 0.98440 -0.77749 0.40825 0.40825 0.40825
0.20966 -0.12776 0.62664 -0.81650 -0.81650 -0.81650
0.31449 -0.09635 -0.00580 0.40825 0.40825 0.40825
0.41931 -0.06493 -0.01741 0.00000 0.00000  0.00000
0.52414 -0.03351 -0.02901 0.00000 0.00000 0.00000
0.62897 -0.00209 -0.04062 0.00000 0.00000 0.00000

Wn =
0.10483 0.22201 -0.04062 0.00000 0.00000  0.00000
0.20966 0.25343 -0.05222 0.00000 0.00000 0.00000
0.31449 0.28485 -0.06382 0.00000 0.00000 0.00000
0.41931 0.31627 -0.07543 -0.40825 -0.40825 -0.35898
0.52414 0.34768 -0.70787 0.81650 0.81650 0.86155
0.62897 -0.76448 0.69626 -0.40825 -0.40825 -0.35898

Observe que 64 = 9.5497e-017 é muito préximo de zero, o que nos indica uma
quase-quebra no algoritmo. Mas, diferente do que ocorreu ao implementarmos o algoritmo

de Biortogonalizagao de Lanczos neste exemplo, os vetores passam a ficar mais comporta-
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dos, nao aparecendo coordenadas nos préximos vetores muito grandes, como ocorria com
Us € W5 NO caso anterior.

Note ainda que os vetores v4 e v5 sao iguais, logo linearmente dependentes. O
mesmo ocorre com wy € ws. Assim, caso ignordssemos as quebras, assumindo que os veto-
res {vy,...,vs5} e {wy, ..., ws} permanecem gerando os espagos K5 (A, v1) e Kj (AT, wl),

entao estes espacos teriam dimensao 4. Por outro lado, sejam
_ 2 3 4 _ T T2 T\3 T\*
B—[vl Av, A%v; Ay Avl],C—[wl Aty (A)w1 (A)w1 (A)wl].
Temos que B = (1/||t1)B e C = (1/ ||y |)C, sendo que
B=|o An A% A% A% |, C=| @ Aay (AT (A7)0 (A7) .

As matrizes B e C sdo facilmente obtidas, de modo que encontramos

(16 5 4 3] (1 2 3 4 5]
216 5 4 23456

po L 321650 1 134561
lolf |4 3 216 lan] | 4 5 6 1 2
543 2 1 561 2 3

654 3 2 6 12 3 4

Calculando o posto das matrizes By e C7, obtemos posto 5. Assim, o posto das
matrizes B e C' também sao 5, donde dim K5 (A, v;) = dim Kj (AT,wl) = 5, de modo
que os vetores {vy,...,v5} e {wy,..., w5} nao geram Ks5 (A, v;) e Kj (AT, wl). Portanto,

nao podemos deixar de considerar as quebras sérias no algoritmo.

4.2.2 Algoritmo Sequencial

Nesta se¢ao, veremos uma versao do algoritmo de Lanczos look ahead denomi-
nada algoritmo sequencial [12]. Vamos mostrar como os vetores regulares e internos sao
calculados e a condi¢ao que sera imposta para o algoritmo calcular um ou outro tipo
de vetor. O algoritmo é denominado sequencial porque um vetor (regular ou interno) é
calculado por vez, em cada passo n do algoritmo.

No passo n, o algoritmo ja tera construido os blocos Vi, Wi,... Vi1 e Wi_q, e

estara construindo o bloco
Vi = Ung Ung+1 " Up :| e Wi = |: Wpy, Wpp+1 70 Wy

Os primeiros vetores v,, e wy,, de cada bloco sao os vetores regulares, e os demais,
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sao internos. Os blocos sao construidos de forma que

0, set#75 . .

WV, = FI i1k (4.19)
0; se 1=

sendo que 61,0, ...,0,_1 sao nao singulares. Entretanto, a matriz d, = WEVk pode ser

singular. Neste caso, os blocos Vi e W} sao considerados incompletos e os vetores v, 1
e wy.1 serao adicionados a estes blocos. Se d; = W,;[ Vi for nao singular, dizemos que os
blocos Vi e W}, sao completos, e novos blocos Vi1 e Wy, sao iniciados com os vetores
regulares vy, ., € wy, ., sendo ng; =n+ 1.

Para o calculo dos vetores regulares, uma maneira de determina-los seria através
dos FOPs regulares. Vimos que uma vez que exista FOP regular de grau n, isto é, a
matriz coeficiente do sistema linear , de dimensao n, é nao singular, conseguimos

associar ao vetor v, e w, um FOP regular monico ¢, _; de grau n — 1, sendo
T
Uny = Gn1 (A) v1 € Wy, = oy (A7) wy.

Vimos também que para determinarmos ¢,_1, pela proposicao [4.5 basta tomar-
mos @1 () =Y + A+ ... + Apg, com ;= Mt —my,, g para0<i<n-—2.

No entanto, calcularmos os vetores moénicos associados aos FOPs regulares é
computacionalmente caro, pois para cada FOP regular, precisamos calcular os momentos
associados ao sistema e a matriz inversa de M. Assim, em vez de calcularmos os
FOPs monicos, vamos calcular vetores regulares de forma andloga a que fizemos nos dois
algoritmos anteriores: vamos impor que a condigao seja satisfeita. Além disso, no
algoritmo, vamos optar por normalizarmos os vetores, pois como vimos na se¢ao anterior,
o algoritmo passa a ficar mais estavel com a normalizagao dos vetores de Lanczos.

Para o célculo do vetor regular v, , do bloco Vi1, tomaremos v,,,, da forma

Unpor = AUny + Y6 + Yu—1, Uk € {Vi} e yp1 € {Via},

sendo que {Vi} e {Vi_1} sdo os espacos gerados pelos vetores colunas de Vi e Vi1,

respectivamente. Como yy, € {Vi}, com Vj, = [Unk Uppt1 * Unk+1—1]7 temos
Y = xl'Unk + z?”nk—l—l + ...+ xnk+1—nkvnk+1—l
1 1 1
ng Unk+1 /UTL]C+1—1
— v2 v2 v2
= 21| Un | 22| Ut | o Tageng | Vnp—t
o Lon Lon
LUy S 11 U1
vl 4ol 4o vl
1 Nk ng+1 N+1— Nk “npq1—1
2 2 2
= L1Un, + Unp+1 +eeet xnk+1_"kvnk+1—1 5

. n n n
P, T Uy T Ty Ung 1
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ou seja, yp = Vprp com xp = [:vl To -~ xnkﬂ_nk}. De forma andloga, temos que se
Yr—1 € {Wc—l}7 entao yr_1 = Vi_12_1, cOM Tp_1 = [yl Ya - ynk_nk—1:|' Assim, Unjpqa fica
escrito na forma

Unypy = Aty + Vi + Vio12p-1. (4.20)

Agora, precisamos determinar os vetores x, e x,_;. Vamos determinar esses
vetores impondo a condigao (4.19)).
Por (4.19), temos W'V, = 0 para todo i < j. Assim, para i = j = k, temos

Wl Vier = 0= Wlu,,., =0.
Fazendo entao o produto interno em ambos os lados de (4.20) por W', temos

0 = V[/,;‘Fvnk+1 = W,?Avnk + W,?kak + W,?Vk,l Tr_1
0
= 0= W,;‘FAvnk + Opxy = T = —(5,;1W,?Avnk.

Resta agora determinarmos zp_;. Como VV,L»TV]-H = 0 Vi < j, tomando em

particular j =kei=j5—1=Fk — 1, temos
W Ve =0= W, v,,,, =0.
Fazendo agora o produto interno em ambos os lados de 1) por W' || temos

T T T T
0 = Wy vn,, =W 1Avy, + Wi Vi + Wi Viaag
0
0=wr A ) =—5'twl A
= k—1AUn;, + 0k_1Tk—1 = Th—1 -1V p—1AUn, -

Portanto, o vetor regular v,,,, do bloco V;4; ¢ dado por
_ 1y T 1 T
Vnpoy = Avpy — Vid, Wi Avy, — Vi 16,2, Wi Avy,.. (4.21)

De forma analoga ao caso anterior, tomamos o vetor regular wy, , do bloco Wy,
da forma
Wnypy = ATy + Wiys + Vieaye1. (4.22)

Para determinarmos y; € yx_1, como no caso anterior, impomos a condicao (4.19)).
Por (4.19), temos W/, Vi =0 Vi < j.
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Para i = 7 = k, temos:

T
wnk+1
T
)
T . ngpy1+1 .
WeiVie=0 = ) Ung Ungtl "0 Uppyo1 | = 0
T
wnk+2—1
T e T = e e e — T =
= Wy, Uny = Wy, Vg1 = = Wy, Ungyy—1 = 0
T T _ _.T _
= Uy Wiy = Vp, 11 Wnyyy =+ =10 0

nk+171wnk+1 -

= vawnk+1 - O
Assim, fazendo o produto interno em ambos os lados de (4.22)) por V,I', temos
0 = Viwn,, =V ATw, + Vi Wiy + Vi Vi ye
0

Como Wﬁlvi =0 Vi < 7, tomando em particular j = k e 2 = k — 1, obtemos

T _ T _ T _ . _ T _

WiiiViei =0 = Wy, Vny_y = Wy, Uny 141 = = Wy, Unp—1 = 0
T e T T e e e T T p—

= Unk,lwmcﬂ - Unk,1+1wnk+1 - - U?’Lk—lwnk+l =0

= V.l wy,., =0.
Fazendo entao o produto interno em ambos os lados de por VI’ obtemos
Y1 = =6, Vil AT w,, .
Portanto, o vetor regular w,, ., do bloco Wj; ¢ dado por:
Wny = Al wy, — Widy VI A w,, — Wii 6, V5 A  wy, (4.23)

Para o cédlculo dos vetores internos, queremos que esses vetores sejam escolhidos
de forma a completarmos base para os subespagos de Krylov K, (vy, A) e K, (wl,AT).

Além disso, vamos tomar um vetor vy, ; do bloco Vj, e w,, 1; do bloco W}, da forma:

Uppti = Avpqicr + Vi1 Tp—1, (4.24)

Wpyti = ATwnkH_l—i—Wk_lg]k_l. (425)

Para determinarmos #j_; e Jx_1, impomos novamente a condicao (4.19)). Por



Algoritmo de Lanczos com Estratégia Look Ahead 61

contas analogas ao caso anterior, obtemos:

T _
Wk_lvnkﬂ =0,

T _
Vk‘flwnk-}i - 07

e entdo, fazendo o produto interno em ambos os lados de (4.24) por WT | eem (4.25) por
V.|, obtemos:

~ _ -1 /T

Tp—1 = 6k_1Wk_1AUnk+ifl7
~ _ =1 7,T AT

Uk—1 = 01 Vi A" Wy

Portanto, os vetores internos sao dados por:

_ ~1 11/T
Unp+i = Avnk+z~_1 + V}g—lékil Wk—lAUnk-i-i—lv
(4.26)
_ AT —1 /T AT
Wyyti = A Wy im1 + Wi10, Vi ] A i, 4io1.

O que podemos nos perguntar agora é como decidir se vamos calcular no algoritmo
um vetor regular ou um vetor interno. Para responder a essa pergunta, devemos voltar a
condicao (4.19).

Ao impormos a condigao (4.19) para o algoritmo de Lanczos look ahead, exigimos
que para calcularmos um vetor regular v, ,, isto ¢, iniciarmos um novo bloco Vi1,
devemos ter 9, = WkT Vi nao singular. Caso J; seja singular, o bloco V}, é dito incompleto
e devemos adicionar vetores internos a ele.

Assim, em cada passo do algoritmo, vamos verificar se J, é singular. Em caso
positivo, calcularemos vetores regulares, iniciando um novo bloco. Do contrario, calcula-
remos vetores internos, que serao adicionados ao ultimo bloco construido.

Para verificarmos se 0 é nao singular (em aritmética exata), basta verificarmos
se 0 menor valor singular de &y é positivo, isto é, g, (0x) > 0. Para tanto, faremos a
decomposicao SV D de ¢, e verificaremos se o menor valor da diagonal da matriz S é
positivo. Para evitar matrizes d; préximas de serem singulares, escolhemos um escalar de
tolerancia tol e exigimos que (dx) > tol. Vamos escolher a constante sugerida por Parlett,
Taylor e Liu [24]: tol = €'/3

Agora, voltemos ao exemplo . Vimos que ao implementarmos tanto o algo-
ritmo de Biortogonalizagao de Lanczos quanto o Algoritmo de Lanczos Normalizado neste
exemplo, houve quebra do algoritmo no quarto passo, sendo gerados apenas 3 vetores de
Lanczos a direita e 3 vetores de Lanczos a esquerda. A vantagem de normalizarmos os
vetores foi que ganhamos maior estabilidade nos resultados obtidos.

Vimos também que pela andlise dos determinantes das matrizes coeficientes do
sistema linear , de diferentes dimensoes, é possivel verificar quando existe ou nao FOP
regular de um certo grau, o que nos permitiu analisar quantos vetores regulares e internos
o algoritmo de Lanczos com look ahead geraria. Foi previsto que seriam construidos os

seguintes blocos:
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Algoritmo 9 Algoritmo de Lanczos Look Ahead

1: Escolha dois vetores o, € RY e @, € RY tais que (0, w,) # 0
2: v1 =01/ 0|, wi = @1/ [|nf;
3:Sejamnlzl,k:zl,vo:wo:(),%:WO:O,50:1;
4: Sejam Vi = vy, Wy = wy, 6, = WV,

5: Seja tol = €3

6: Paran=1,2,...,m faga

7. Calcule SV D de dy;

8:  Se min (diag (5)) > tol entao

9: vy, = Av, — Vkél;kaTAvn — %_15,;f1W,?_1Avn;
10: w, = ATw, — Wk5,;TVkTATwn — Wk_15;T1Vk{1ATwn;
11: Tome ng 1 =n+1,k=k+1, V, =W, =10

12:  Senao

13: U1 = Av, — Vi10. WL Avy;

14: Wpi1 = ATwn + Wk_15];_11VkTL1ATwn;
15: Fim
16: Calcule py11 = ||1~)n+1|| e&ny1 = ||U7n+1||;

17: Se ppi1 = 0|41 = 0, quebre;

18:  Senao, tome:

190 Uny1 = Ung1/Prg1s Wngt = Wnp1/Enst;

200 Vi=[Vi vopr |, Wi=[ Wi vor1 ], 0 =WV,
21: Fim

‘/'1:[@1],‘/2:[?12}7‘/3:[03] ‘/;1:[1)4 05]76 VE):[UG}
sendo apenas vs um vetor interno.
Vejamos agora os resultados que obtemos com a implementacao do algoritmo com
look ahead. Primeiramente, apresentamos as matrizes d,, geradas pelo algoritmo. Apenas

para melhor visualizacao, consideramos os termos com médulo menor que 1071 como

nulos.

deltal = 1.00000 deltab =

delta2 = 0.12814 0.00000 -0.16667
delta3 = -0.0072044 -0.16667 0.66667
deltad = 0 delta6 = 0.0067568

Note que no quarto passo, temos d, = 0 e entao vs é calculado como vetor interno
) 5 )
como esperavamos. Como 05 é nao singular, vg é calculado como vetor regular, iniciando

um novo bloco. Abaixo seguem os blocos construidos pelo algoritmo.

Vi = V2 = V3 = V4 = Vb =

0.10483 0.9844038 -0.7774945 0.40825 -0.00000 0.738272
0.20966 -0.1277631 0.6266374 -0.81650 0.40825 -0.671156
0.31449 -0.0963459 -0.0058022 0.40825 -0.81650 0.033558
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0.41931
0.52414
0.62897

Wl =

.10483
.20966
.31449
.41931
.52414
.62897

SO O O O O O

W2

o O O O O

-0.

.0649288
.0335116
.0020945

.22201
.25343
.28485
.31627
.34768
76448

-0.0174066
-0.0290110
-0.0406154

W3

Para visualizarmos a

tores, facamos D = W'V,

D =

.00000
.00000
.00000
.00000
.00000
-0.00000

O O O O =

Essa matriz é diagonal em blocos. Os trés primeiros blocos sao de ordem 1, em

seguida aparece um bloco de ordem 2 (referente a W} V}) e entao mais um bloco de ordem

0.00000
0.12814
-0.00000
-0.00000
0.00000
-0.00000

.040615
.0562220
.063824
.075429
. 707868
.696264

condigao de biortogonalidade (4.19)) entre os blocos de ve-

.00000
.00000
.00720
.00000
.00000
.00000

0.00000
0.00000
0.00000

0.00000
0.00000
0.00000
-0.40825
0.81650
-0.40825

0.40825
0.00000
0.00000

0.00000
0.00000

0.00000 0.00000
0.00000  0.00000
-0.00000  0.00000
0.00000 -0.16667
-0.16667 0.66667
0.00000 -0.00000

.40825
.81650
.40825
.00000

0.

0.033558
0.033558
0.033558

W5

o O O O O

00000

0.00000

-0.
-0.
0.

00000
00000
00000

0.00676

1, todos nao singulares, o que nos mostra que (4.19) é satisfeito.

Para melhor visualizarmos a construgao dos blocos no algoritmo look ahead, con-

sideremos um exemplo analogo ao anterior, mas aumentando a dimensao da matriz A.

T
Exemplo 4.15 Sejamﬁlzwlz[l 2 3 45 6] e

S O O O o o o o = o
S O O O O o o = O O

S O O O O O = O O O

SO O O O O = O O O O

o O O O = O O O O O
o O O = O O O O o O
S O = O O O O o o o

S = O O O o o o o o
_ O O O O O o o o o

S O O O O o o o o -

.033558
.033558
.033558
.033558
. 738272
-0.

671156
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Primeiramente, vamos analisar os menores valores singulares das matrizes coefici-
entes do sistema linear (4.6)), como fizemos no Exemplo (4.14]). Assim, a partir da anélise
da existéncia ou nao de FOPs regulares de grau n, podemos prever os vetores que serao

calculados como regulares e os que serao internos.

dim M Omin (M) Singularidade
1 3.8500e+-002 | nao singular
2 2.6551e+000 | nao singular
3 7.5066e-002 | nao singular
4 1.9847e-014 ~ singular
5 6.9682e-017 ~ singular
6 5.6472e-015 ~ singular
7 9.4156e-015 ~ singular
8 1.2111e-014 ~ singular
9 5.5126e-002 | nao singular
10 2.5000e+-001 | nao singular

> 11 ~0 singular

Como as matrizes coeficiente de dimensoes 4 a 8 sao préoximas de serem singulares,
consideramos que nao existem FOPs regulares de tais graus, e portanto, nao calculamos
vetores regulares de indices 5 a 9. Assim, se implementarmos o algoritmo de Lanczos look
ahead, calcularemos vetores internos do passo 4 ao 8 (vs,vs,- - ,v9) € vetores regulares
nos demais passos. Note ainda que os vetores internos ocorrem sequencialmente, o que
nos mostra que estarao todos em um mesmo bloco.

Observe também que caso implementassemos o algoritmo de Biortogonalizagao de
Lanczos ou de Lanczos Normalizado, teriamos quebra em ambos os algoritmos no quarto
passo, pois 0, é aproximadamente zero. Assim, seriam gerados apenas trés vetores de
Lanczos a direita (v1, vy e v3) e trés a esquerda (wq, wo € wz). Com isso, vemos a relevancia
do Algoritmo com look ahead, que continua a calcular vetores de Lanczos mesmo com a
quebra.

Ao implementarmos o algoritmo de Lanczos look ahead, obtivemos os seguintes

Valoreslﬂ para &, = W[I'Vj:

deltal
delta2
delta3
deltad
deltab

0 O

0 O

1.000000
0.055939
-0.0021604

0

'Para efeito de visualizacdo, consideramos os termos com médulo menor que 10~!® como nulos.
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deltab =
0 0
0 0
0 0
delta7 =
0.00000 0.00000  0.00000 0.00000
0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
0.00000 0.00000 0.00000 -0.16667
0.00000 0.00000 -0.16667 0.66667
delta8 =
0.00000 0.00000  0.00000 0.00000 0.00000
0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 -0.16667
0.00000 0.00000 0.00000 -0.16667 0.66667
0.00000 0.00000 -0.16667 0.66667 -1.00000
0.00000 -0.16667 0.66667 -1.00000 0.66667
delta9 =
0.00000 0.00000  0.00000 0.00000 0.00000 -0.16667
0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 -0.16667 0.66667
0.00000 0.00000 0.00000 -0.16667 0.66667 -1.00000
0.00000 0.00000 -0.16667 0.66667 -1.00000 0.66667
0.00000 -0.16667 0.66667 -1.00000 0.66667 -0.16667
-0.16667 0.66667 -1.00000 0.66667 -0.16667  0.00000
deltal0 = 0.0016502
Ao calcularmos os determinantes das matrizes o, k = 1, ..., 10, obtivemos:
k det oy, Singularidade k det oy, Singularidade
1 1.000000 nao singular 6 | 1.9576e-051 ~ singular
2 0.055939 nao singular 7 | 8.2935e-036 ~ singular
3| -0.0021604 | nao singular 8 | 3.9525e-020 ~ singular
4| 5.1225e-017 ~ singular 9 | -2.1433e-005 | nao singular
5 | -2.9856e-034 | = singular 10 | 0.0016502 nao singular

Assim, vemos que serao construidos vetores internos v,, para n =

como esperavamos pelo célculo dos menores valores singulares.

5,06,...
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Apresentamos a seguir os blocos gerados pelo algoritmo. Foram construidos 5

blocos contendo os vetores de Lanczos v,

Va

V5

\

|
oS O

O O O O O O o o

|
o O

O O O O O O o o

1
0.05096
0.10193
0.15289
0.20386
0.
0
0
0
0
0

25482

.30579
.35675
.40772
.45868
.50965

.40825
.81650
.40825
.00000
.00000
.00000
.00000
.00000
.00000
.00000

. 719369
.693677
.012846
.012846
.012846
.012846
.012846
.012846
.012846
.012846

V2 =

0.9903792
-0.0832370
-0.0705398
-0.0578427
-0.0451455
-0.0324483
-0.0197512
-0.0070540

0.0056432

0.0183404

.00000
.40825
.81650
.40825
.00000
.00000
.00000
.00000
.00000
.00000

.00000
.00000
.40825
.81650
.40825
.00000
.00000
.00000
.00000
.00000

V3

-0.
0.

e outros 5 contendo os vetores w,,.

7706974
6365135

0.0051609
0.0017203

.0017203
.0051609
.0086015
.0120421
.01564828
.0189234

.00000
.00000
.00000
.40825
.81650
.40825
.00000
.00000
.00000
.00000

.00000
.00000
.00000
.00000
.40825
.81650
.40825
.00000
.00000
.00000

.00000
.00000
.00000
.00000
.00000
.40825
.81650

0.40825
0.00000
0.00000
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Wa

W5

=
O O O O O O O o o o =

SO O O O O O o o o

|
o

.05096
.10193
.15289
.20386
.25482
.30579
.35675
.40772
.45868
.50965

.00000
.00000
.00000
.00000
.00000
.00000
.00000
.40825
.81650
.40825

.012846
.012846
.012846
.012846
.012846
.012846
.012846
.012846
.719369
.693677

O O O O O O o o o %

|
o

.00000
.00000
.00000
.00000
.00000
.00000
.40825
.81650
.40825
.00000

.12133
.13403
.14672
.15942
.17212
.18481
.19751
.21021
.22291
.85071

.00000
.00000
.00000
.00000
.00000
.40825
.81650
.40825
.00000
.00000

.018923
.022364
.025805
.029245
.032686
.036126
.039567
.043008
.674360
. 732851

0.00000
0.00000

.00000
.00000
.40825
.81650
.40825
.00000
.00000
.00000

0.00000
0.00000
0.00000

.40825
.81650
.40825
.00000
.00000
.00000
.00000

0.00000
0.00000

.40825
.81650
.40825
.00000
.00000
.00000
.00000
.00000
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A condigao de biortogonalidade (4.19)) é visualizada pela matriz D = WI'V,:

Columns 1 through 6:

1.00000 0.00000 -0.00000 -0.00000 0.00000 0.00000
.00000  0.05590 -0.00000 0.00000 0.00000  0.00000
-0.00000 0.00000 -0.00220 -0.00000 -0.00000 -0.00000
.00000 -0.00000 0.00000 0.00000 -0.00000 0.00000
.00000 -0.00000  0.00000 -0.00000 0.00000 -0.00000
.00000 -0.00000 -0.00000 0.00000 -0.00000 0.00000
.00000 -0.00000 .00000 -0.00000 0.00000 -0.16670
.00000 -0.00000 .00000 0.00000 -0.16670 0.66670
.00000 -0.00000 .00000 -0.16670 0.66670 -1.00000
.00000 -0.00000 .00000 0.00000 0.00000 -0.00000

(@]

SO O O O O O O

O O O O

Columns 7 through 10:

0.00000 0.00000 0.00000  0.00000
0.00000 0.00000 0.00000  0.00000
0.00000 -0.00000 0.00000 -0.00000
-0.00000 0.00000 -0.16670 -0.00000
0.00000 -0.16670 0.66670 -0.00000
-0.16670 0.66670 -1.00000 0.00000
0.66670 -1.00000 0.66670 0.00000
-1.00000 0.66670 -0.16670 -0.00000
0.66670 -0.16670 0.00000  0.00000
0.00000 0.00000 0.00000 0.00170

A matriz D é uma matriz diagonal em blocos, como podemos melhor visualizar
na Figura [4.2.2] que nos mostra a estrutura dessa matriz. Os blocos que aparecem na
diagonal correspondem as matrizes W'V, com k = 1,...,5, sdo todos nao singulares, o
que nos mostra que a condicao é valida.

Note que durante o algoritmo, esses blocos J, podem ser temporariamente singu-
lares. Enquanto um desses blocos for singular, sera calculado um vetor interno no passo
seguinte e o bloco crescera em uma linha e uma coluna, até que vire nao singular. Nesse
momento, o bloco estara completo e iniciam-se novos blocos Vi1 e Wy, 1 e um novo bloco

_ T
Op+1 = Wiy1 Vi1
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Figura 4.1: Estrutura da Matriz D = W'V,
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Conclusao

Neste trabalho, estudamos alguns métodos de projecao baseados em subespagos
de Krylov, tendo como principal enfoque o método de Lanczos nao simétrico com es-
tratégia look ahead.

Vimos que a estratégia look ahead nos permitiu superar quase-quebras no algo-
ritmo de Biortogonalizacao de Lanczos, continuando o calculo de vetores Lanczos a partir
da construcao de vetores internos e regulares. Nos exemplos numéricos, este resultado
ficou claro: ao utilizarmos o Algoritmo de Biortogonalizacao de Lanczos em um exem-
plo particular, houve quebra no quarto passo, sendo gerados apenas 3 vetores Lanczos a
direita e 3 a esquerda, enquanto no algoritmo com look ahead foram gerados n vetores
Lanczos a direita e n & esquerda, sendo n = dim A.

A condi¢ao o, (0;) > tol foi utilizada no algoritmo Look Ahead como critério

para construcao de vetor regular, sendo tol = /3

a constante sugerida por Parlett,
Taylor e Liu [24]. Convém observar que Gutknecht mostra que apenas essa condigdo nao
é suficiente para garantirmos vetores Lanczos linearmente independentes (Ver Figura 4.1
em [I7]) e apresenta mais duas condi¢oes para a construgdo de vetores regulares. Um
estudo detalhado acrescentando tais condigoes seria uma proposta para trabalhos futuros.

Outra proposta para um trabalho futuro seria apresentarmos a demonstracao
da biortogonalidade entre os blocos construidos no algoritmo de Lanczos look ahead [14].
Neste trabalho, assumimos a condigao de biortogonalidade entre os blocos e utilizamos ca-
sos particulares desta condicao para determinarmos vetores que apareciam nas expressoes
dos vetores regulares e internos do algoritmo look ahead. Especificamente, utilizamos a
biortogonalidade do vetor regular com os dois blocos calculados anteriormente e a biorto-
gonalidade do vetor interno com apenas um bloco anterior.

Além das propostas acima apresentadas, podemos acrescentar ainda o estudo de
aplicagoes do Algoritmo de Lanczos com look ahead a solugoes de sistemas lineares [18],
em particular o caso QMR [I13]; técnicas de precondicionamento [18] e a tentativa de

estender os métodos de Lanczos nao simétricos para o caso da aritmética complexa [10].
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