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SINOPSE

Este trabalho consiste na aplicagao da teoria<dasequa96es
integrais ao problema de valor de contorno da Geodésia fisicapa
ra a obtencao de solugoes aproximadas.

Inicialmente sao apresentados os conceitos basicos das e
quagoes diferenciais parciais elIticas, das identidades de Green,
das equacgoes integrais de Fredholm e dos problemas de valor de
contorno da teoria do potencial, de modo a manter a notagéo no
problema de contorno geodésico. O mesmo pode ser dito em rela
cao aos conceitos do potencial gravitacional e centrifugo, e as
definigOes dos elementos fundamentais na formulagdo do problema.

Com isso, & estabelecida uma equagao integral segundo a
teoria de Graff-Hunter e Molodenskii. A partir desta, sao obti
das as equagoes integrais relativas aos problemas.de Stokes, de
Moiseev e de Molodenskii como casos particdlares.

A equagao integral correspondente ao problema de Stokes é
resolvida inicialmente para a esfera e depois para o elipsdide
de revolugao. A equagao integral relativa ao problema de Moi-
seev € resolvida para a esfera e as redugoOes gravimétricas, admi
tidas a priori no problema de Stokes, sao obtidas a partir des-
ta equagao integral. A equagao integral referente ao problema
de Molodenskii €& resolvida numa aproximagcao linear em relagao
aos elementos possiveis de serem desenvolvidos em séries de po-
téncias. Sao obtidas também as redugOes gravimétricas relati-

vas a teoria moderna, a partir desta equacao.
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SYNOPSIS

This work consists on the application of integral equa-
tions theory to the boundary value problem of physical geodesy
in order to obtain approximated solutions.

At first, the basic concepts of elliptic partial differen
tial equations, of Green's identities, of Fredholm's integral
equations and of ‘boundary value problem of potential theory are
presented in order to maintain the same notation in the geodetic
boundary value problem. The same can be said with respect the
concepts of gravitational and centrifugal potentials and to the
definitions of fundamental elements in the formulation of the
problem.

An integral equation according to Graff-Hunter and Molo
denskii's theory is established. Integral equations related to
the Stokes, Moiseev and Molodenskii's problems are found as par
ticular cases.

The integral equation corresponding to the Stokes' problem
is solved initially for the case of a sphere as well as for the
case of an ellipsoid of revolution. The integral equation re-
lated to the Moiseev's problem is solved for a sphere and the
gravity reductions, that are admitted a priori in the Stokes'
‘problem, are obtained from this integral equation. The integral
equation corresponding to the Molodenskii's problem is solved
as a linear approximation with respect to the elements that can:
be developed in power of series. The gravity reductions of the.

modern theory are obtained from this integral equation.
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CAPITULO I

INTRODUGCAO

O problema geodésico fundamental consiste no posicionamen
to de pontos da superficie fisica da Terra. Isto significa que
a determinagao da superficie, normalmente conhecida nos . proble
mas de valor de contorno da teoria do potencial, constitui aprimei
ra etapa no problema geodésico. Devido & complexidade na repre
sentagao matematica desta superficie, & necessario introduzir um
sistema de referéncia e estabelecer uma relagdao biunivoca entre
os pontos de toda a superficie terrestre. Portanto, o problema
consiste em determinar um sistema de referéncia SR, e a ele as
sociar todos os pontos da superficie fisica, de modo que fique

definida uma relagao do tipo

entre dois pontos quaisquer P e Q da superficie terrestre. As-
sim, para que um sistema geodésico de referéencia seja realmente
satisfatdorio, & necessario que admita uma representagao matema-
tica simples, e seja o mais representativo possivel da superfi-
cie topografica. Estas caracteristicas do sistema conduzem a
utilizagao de duas superficies: a de um elipsdide de revolugao,
que constitui o modelo matematico, sobre a gqual se proceésam to
dos os calculos; e uma superficie intermedidria, a do gedide na

teoria convencional ou a do telurdide na teoria moderna, que



constitui o modelo topografico. Naturalmente, para que um sis-
tema geodésico figque perfeitamente definido, & necessario ainda
estabelecer uma relagao entre os pontos do modelo matematico e
do modelo topografico. Na teoria convencional, esta relagao po
de ser estabelecida por trés métodos: o astro-geodésico, o as
tro-gravimétrico e o gravimétrico. Os dois primeiros tém cara
ter relativo, pois dependem da orientagao do elipsdide no DATUM;
O terceiro tem carater absoluto, pois, neste caso, o gebide &
concéntrico ao elipsdide adotado e, a menos de um fator de esca
la, pode ser determinado a partir de dados gravimétricos. Na te
oria moderna, a relagao entre os pontos de tais modelos se res-
tringe ao método gravimétrico.

Com o advento dos satélites artificiais, surgiu outra pos
sibilidade, que tem sido amplamente explorada para estabelecer
a relagao entre os modelos na teoria convencional. Este método
consiste na interpretagao das perturbagoes orbitais de um saté-
lite, relativas as variagoOes do campo da gravidade. Tal como a
contece no método gravimétrico convencional, o resultado & a de
terminacao do potencial das massas andOmalas do gedide em rela-
¢ao ao elipsdide. Este aspecto propiciou o desenvolvimento do
chamado método combinado, que ja & qualificado como o método i-
deal. As razoes podem ser facilmente entendidas; pois, a difi
culdade na obtengao de dados gravimétricos de forma suficiente-
mente densa e homogénea sobre toda a superficie terrestre, tem
sido um dos maiores obstaculos nas aplicagoes globais tanto do
método gravimétrico convencional quanto do moderno. Por outro
lado, a insensibilidade de variagoes regionais do campo da gra-
vidade na Orbita de um satélite artificial, torna o método das

perturbagoes orbitais pouco eficiente nas aplicagdes regionais;



dai a importancia e o pleno vigor do método gravimétrico em Geo
désia.

O que pretendemos, neste trabalho, & uma aplicagado siste-
mitica da teoria das equagdes integrais visando obter -solugées
aproximadas explicitas no problema de valor de contorno da Geo-
désia fisica, tanto na iorma convencional quanto na moderna.

A teoria das eqanGes integrais vem sendo-apligada ‘neste
problema desde a terceira década do nosso século. Iniciou com
bs trabalhos,de'Moiseev e séguiram, entre outras, as investiga—

¢Ses de Malkin e as de Molodenskii |13

. Estudos mais gerais

foram desenvolvidos por Molodenskii |13]|, Levallois |11|, Graff

~Hunter |7| e, mais recentemente por Moritz 14|, |15|. No en-
tanto, aiguns pontos que ééo fundamentais_na obtéﬁg&d de sblg
goes aproximadas explicitas, nao tém sido suficientemente éan_
tizados. E 0 que 6corre, por exemplo, com a transformagéo do
problema de Hilbert da teoria do potencial, 5'uma'equagéo"inpg
gral de Fredholm; Na realidade;‘esta transforma¢§o .réprésenta
o primeiro passo na apliqagao da teoria das. equagoes integrais
ao problema‘de Valor.de cohtorno da Geodésia fisica. Oé' pontos
mais importantes, entretanto, est&éna'fqrma gefal com que es-
te problema pode ser formulado‘em termos de eQuaqﬁés integrais,
nas solu¢5e§.particula;es que podem ser obtidas segﬁndo diferen
tes hipdteses e aproximagdes, e também na interpretagao de diver
sas redugoes aplicédas aos'dados gravimétricos observados que,
de outra forma, seriam consideravelmente mais diflceis e obscu-

ras.



CAPITULO II

CONCEITOS E DEFINICOES FUNDAMENTAIS

2.1 NOTAGAO

Se X € um conjunto, e AcX, representaremos por X\A o com
plementar de A em relagao a X.

Denotaremos por f£:X + Y uma fungao definida em X com valo
res em Y. Se AcX (BCY), entao a imagem de A por f (é imagen
inversa de B por f) & o conjunto £ (A) (f-l(B)) definido, .respec

tivamente, por

f(A) = {ye¥Y]| 3xeA com £f(x) =y},
£71(B) = {xex|f(x)eB}.
Se £:X - Y, e AcX, representaremos por f A_arestri;io de

f ao conjunto A, isto &, f‘A:A.C Y, definida por
f A(X) = f(x)l

para todo x€A.

Se X € um conjunto topoldgico, e AcX, designareros por A

a aderéncia de A, e por 3A a fronteira de A, isto &,

3A = A N (X\A).

Naturalmente 3A & um conjunto fechado.

Seja X um espacgo métrico com distancia d, x um ponto de X,



e r > 0 um nimero real. Entao, designaremos por B(x;r), B(x;r)
e S(x;r), respectivamente, a bola aberta, a bola fechada e a es

fera com centro em x e raio r, definidas por

A

B(x;r) = {yeX|d(x,y) < r},

B(x;r) {yeXx|d(x,y) r},

N

S(x;r) = {yexl|d(x,y) = r}.

Convém lembrar que R™ & um espago vetorial sobre o corpo
dos reais R; entao se x,yE:Rn, X = (xl,...,xn), y = (yl,...,yn)
e se ae R, temos

(x+y) = (xl+yl,....xn+yn)

ax = (ax ,...,axn).

1

n - ~
Se x€R ', a norma de x sera dada pela expressao

e a distancia euclidiana por

1/2
n
2
d(XIY) = |X_YI = [Z (Xi_yi) :] ]
i=1

n - . P
de modo que o0 R sempre sera munido desta distancia.
n
Se x,y€R , representaremos o produto escalar de x por y

na forma
n

(x|ly) = ) x.y..
=1

Denotaremos por Cm(Q) o conjunto das fungoes m vezes con-

tinuamente derivaveis em Q; e por Cm(ﬁ) o conjunto das fungoes



ueCm(Q) , tais que

(11 a

n
Bxl eesdX

n
sejam fungdes continuas em 2, para todo aeN", com la] < m. Di-
remos ainda que tais funcdes s3o de classe C".

Cabe ainda uma observagao quanto ao critério adotado nanu
meracao das expressoes. Em todos os capitulos, as expressoes fo
ram numeradas com algarismos arabicos segundo o capitulo, a se-
cao e a ordem daexpressao. Para evitar confusao, nas expressodes
dos apéndices foram usados algarismos romanos e arabicos parain

dicar, respectivamente, o apéndice e a ordem da expressao.

2.2 EQUACOES E OPERADORES DIFERENCIAIS PARCIAIS DE SEGUNDA OR

DEM

Uma equagao diferencial parcial em n varidveis independen

tes e de segunda ordem & uma relagao da forma

ou du 32u
F(X ’ouox ’ u, T ee e T —) = 0' (2.2.1)
1 n 9%y ox ax2
n
- - ~ n
onde a variavel dependente u & uma fungao de x = (Xy,.. .',xn)e:R .

A fungao F, que vamos supor continua, esta definida em umsubcon

n+2

junto aberto DcR. de uma fungao de n variaveis.

Uma fungao ue:Cz(Q) sera solugao da equacgao (2.2.1) em @

se, para todo x0 = (xg,...,xg) € Q, chamando de y0 a (n+2)-upla
2
0_,.0 0 du 0 9 u, 0
Yy —(xl,...,xn,u(xo),gg—(x ),...,——E(x }) (2.2.2)
1 axn

tivermos



F(yo) = 0, para todo yoegp (2.2.3)

A equagao (2.2.1) & dita linear em O se tiver a forma

u 32u
F(Xl,.--,xn,u,—a'_}{'—"n-o’_-z‘)
1 an

P(x,D)-f (x), (2.2.4)

onde P(x,D) & um operador diferencial parcial de segunda ordem,

definido sobre o aberto Qc:Rn, e que tem a expressao

n 2 n
J u au
P(x,D)= ) a,.(X)gc—m— + ) b, (X)e— + c(x)u, (2.2.5)
i,5=1 i3 axiaxj i=1 i Bni

sendo ajg b;, ¢ e £ fungoes continuas em 2. Nesse caso, aequa

gao (2.2.1) pode ser representada por
P(x,D) = £(x). (2.2.6)
Na equa¢ao (2.2.4), dal a razao de ser chamada linear, a aplica
cao
2
F:vec’ () ~ Flvlec() (2.2.7)

= 4 - . - 2
e linear entre espagos vetoriais, isto e, para todo Vi VyEC

(Q); Cy» cze:R, temos

F[élvl+czv2] = ch[vl]+c2F[v2]. (2.2.8)

para
F[VJ (x) = P(x,D).

A equagdo & dita homogénea se F[v](x) = 0, e ndao homogénea se
Fv](x) = £(x).
seja §cR" aberto e T:2 - & uma transformagdo de coordena

das de classe C2. Fazendo



y = T(x), Y.

i = yi(xl,...,xn),

para todo x0 €qQ e yo = T(xo), o operador P(x,D) nas novas coor

denadas y, toma a forma

? 32y ? av
B(y,D)v= a, . (y)m—— + b, (y)em— + S(y)v, (2.2.9)
i,=1 137 9Y39Yy 521 TRy
onde
? 8y, Y.
a,.(y)= a,  (x(y))—=(x(y))=—=2(x(y)), (2.2.10)
ij k,o=1 k2 ax2 axk
g 3y, ? azyi
b, (y)=) b (x(y))=—=(x(y))+ a,  (x(¥))go——(x(y)),
i k=1 k axk k,i=1 k2 axkaxl
(2.2.11)
cly) = c(x(y))- (2.2.12)
Isto significa que, se ue:Cz(Q) e v(y) = u(x(y)), isto e, v =
uoT_l, entao
P(x,D)u = [D(y,D)v]oT. (2.2.13)
y
A matriz jacobiana J(x) = (Egk(x)) de T € real e inversivel no
i
ponto x. Entao, fazendo c=tJ e A(y) = (éij(y)) em (2.2.10) ob-
temos uma expressao matricial da forma
Aly) = “Clx(y)A(x(y))C(x(y)), (2.2.14)
onde tC & a transposta de C.
Em particular,
A% = fexhax® e ; (2.2.15)

0 % ,..0 . = .
logo A(x") e A(y ) assim como as formas quadraticas associadas
g e §, sdao matrizes simétricas congruentes por meio de C, que &

real e inversivel. Entao, existe uma transformagao de coordena



das, tal que, o novo operador P tenha coeficientes aij satisfa

zendo as seguintes condigoes:

ajyly’) =0 sei# 3,
35(4%) =1 sel<ic<r,
(2.2.16)
~ 0 .
ij(y ) =-1 se r+l < i < r+s,
a .(yo) =0 se r+s+l ¢ i < m
ij = h !
isto &, a parte principal de P tem a forma
n 2 n 2
=, 0
By ,b) = ] 25- ] 5. (2.2.17)
i=1 oYy i=r+1 oYy

Assim, o operador diferencial (2.2.5) e a equagao diferencial as
sociada (2.2.4), com coeficientes reais em @, podem ser classi
ficados, segundo a forma quadratica g da matriz (aij) em: eliti
cos, parabdlicos, parabdlicos normais, hiperbdlicos, ou hiperbd
licos normais.

Para coeficientes constantes aij’ de P(x,D), existe uma
transformagao de coordenadas tal que, em todo o seu dominio de

definigao, o operador P(y,D) assume a forma

B(y,D) ={_, (2.2.18)
onde
n 2
2= ] 25 (2.2.19)
i=1 3Y §

é o operador de Laplace.
Em particular, se Bi = ¢ = 0, temos aequagao de Poisson, na for

ma de operador.

A = £. (2.2.20)
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e, para a equagao homogénea a ela associada, temos a equagao de

Laplace.

A =0. (2.2.21)

2.3 TEOREMA DA DIVERGENCIA

Seja @cR" aberto e F: @ -~ R”, onde F = (Fysee.sF ). Di-
zemos que Fec™(2) (Fec™@)) se F,ec™(2) (F,ec™(®)), respecti
vamente, para i = 1,...,n. Ent3ao, se Fe:Cl(Q), adivergéncia de

F & uma fungdo escalar div F: 2 » R, definida por

oF,
i

div F(x) = "
171

(x), para todo xe€q . (2.3.1)

ho—po

i

Convém notar que, se Fec™(e) (Fezcm(ﬁ)), comm > 1, entao div
rec™ ) (aiv Fecm'l(ﬁ)), respectivamente.

se o cR™ & aberto e limitado, cuja fronteira 39 & uma hi-

persuperficie de classe Cl; se F: 2 - R® & tal que FecC(Q)n Cl

(2) e div FEC(Q); entdo, o teorema da divergéncia pode ser re-

presentado simbolicamente por

JdiVFdx = JFndS. (2.3.2)
Q an
onde dx = dxl,...,dxn; dS &€ um elemento de 3Q; n = (nl,...,nn)

€ a normal unitdria exterior a 9; e F & a componente de F nadi

regao de n, isto &,

Fini' (2.3.3)
1

Fn = (Fln) =

He—p

i

Naturalmente dx tem dimensao n e dS tem dimensao (n-1).
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2.4 FUNGOES HARMONICAS E IDENTIDADES DE GREEN

Seja ac R aberto; uma funcao u: Q - R" & dita harmdnica
em Q se ue:Cz(Q) e Au = 0 em Q.
sejam uec® ncl(2) e vect@ nc?(o).

Fazendo

v , F = (F -an)l

temos de (2.3.1) a seguinte identidade em Q:

n
. 9 A%
divF = jzlggf(uggg) = uAv + (gradu|gradv)« (2.4.1)
onde
n
0 d
(gradu|gradv) = } (-ggu.—) (-3§Vj) .

j=1
Observando que div FeC(Q) N Cl(Q) e supondo que div FeC({), ob

temos, com a expressao do teorema da divergencia (2.3.2)

n
J uAvdx + [(gradulgradv)dx = [u( ) (%%—)nj)ds =
Q Q sn =L 73
_ oV
= [ uggf ds. (2.4.2)
30 ]
1

Logo, se ueC(2)NC (Q) e veCl(ﬁ) nC2(Q), temos a primeira i-

dentidade de Green

J udvdx + J(gradulgradv)dx & J uéz ds. (2.4.3)

an
Q Q- af
Em particular, se u = 1 em 9, VECl(ﬁ)ﬂcz(Q) e veC(Q), vem

an
Q 00

[Avdx =[ 3V 3s; (2.4.4)

i
o
-

além disso, se Av
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on
af

Sejam u e v pertencentes a Cl(§)(\C2(Q). Aplicando (2.4.

Ja—"ds = 0. (2.4.5)

3) aue v dos dois modos possiveis e subtraindo uma expressao

da outra, obtemos a segunda identidade de Green

s [y - 2
J(uAv - vAu)dx = J(u,an van)ds, (2.4.6)
Q XY

com Au, AveC(R).
Pode ser demonstrado |6| que:

- se u & uma fungao harmdnica em 2, que depende apenas de

¢ = |x|, entado
u" + — u' = 0; (2.4.7)

n - .
- se QCR e aberto e conexo, existem constantes c e C

1 2

tais que

€2
u{r) = Cl + —n_.-—f' n > 2. (2.4.8)

2
Isso proporciona de imediato o seguinte resultado: a fungao u s

Q + Rn, definida por

.1
ua(x) =7 (2.4.9)

2, n > 2 & harmdonica em R-\{a}.

n—
com % = |x-a]
Entdo, se ScR” & aberto, 3% & uma hipersuperficie declas

se Cl e se aG:(Rn\Q); como consequéncia de (2.4.6), temos

3y au
fu Av dx = f(u —_— - v——é) ds, (2.4.10)
a on

asn
Q EEY)

— 2
com Aua e Av pertencentes a C(Q), AuaiEC (Q) .
Suponhamos agora que a€f. Neste caso a fungao u nao é

de classe C2 em 2, pois & descontinua em a, portanto a identida
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de (2.4.6) nao se verifica para u,. Entretanto, é possivel ob-

termos uma nova identidade que seja valida para u,r com aeQq.

Seja entao V€Cl () ﬂCz(Q) , com Av e (Q) e u C2(Rn\{a}) .  Como

Q2 & aberto e a€Q, existe r > 0 tal que §(a;r)c:9. Logo, para

0 < esr, Es = B(a;e) c 9; chamando R = Q\ﬁe, temos v e u_ per-
1

tencentes a C (§€)f\cz(ne), com Av e Aua em C(ﬁe). Podemos en-~

tao aplicar (2.4.6) a u e vem@a, para obtermos

du
_ ov - a
J(uaAv vAua)dx = f(uasa VEH—) ds . (2.4.11)
30 30
€ € :
Mas, ou_ = 0 em © ;30 = (32 U3B ); aNB =S = S(a;j;e) e, além
a € € € €

disso, a normal em um ponto de SE, exterior a Qe, € interior a

Be’ Logo, para todo € > 0, temos

asn an

Qe Qe Ss (2.4.12)

ou su
JuaAvdx = J(u v v—2) das - [(u v v —2) ds ,

onde a normal a S_ € considerada exterior a B_.

Para obtermos o limite desta identidade quando ¢ tende a
zero, notemos que yeS_ se |ly-a] = ¢ ; evidentemente u é cons-
tante em S€ e vale 82-n' n > 2. Por outro lado, sendo S, umasu

perficie esférica, a normal n tem a diregéo e o sentido do ve-

tor y-a; logo n = nly) = T%EET. Lembrando que

aua
a —
—a—rT—(Y) = ((gradua(y) |n(Y))
e
aua -n
gﬁz(y) = (2-n)(yi—ai)|y-a| '
temos
u
a _ - __|~nt+l
SH—(Y) = (2=-n) |y-a| .

Entao, para todo ¢ > 0, a identidade (2.4.12) pode ser escrita
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na forma
ou ov
_ ov_ -n+2 f — ds +
JuaAvdx = J(ua n Ve ) ds S dn
% L3Y’ €
€
(2-n)e™*! Jvds. (2.4.13)
S
€
Inicialmente vamos obter o limite da integral TRl Jvds, quan

do ¢ tende a zero. Ss

Para isso, vamos escreveé-la na forma

¢ ~h+l fvds = ¢t Jv(a)dS(y) + €

S S S
€ € €

-n+l f[v(y)—v(a)]ds(y);

representando por Sn'a area da superficie esférica unitaria no

n ‘ . -
R, isto e,

JldS = e-n+lS ’

n
S
€
com
n
272
S = '
npAn
(2)
onde
(a=1)?, com o = % se n for par,
r(z) =
) -
(Lz)—'-—fi, com o = &2_3L se n for impar;
]
assim, 47l
lim ¢ 0*1 Jvds = v(a)s_+ lim et JEv(y)-v(a)]dS(Y)
e~>0 g >0 S
€ €
ou

lim ¢ Bl JvdS

v(a)s_. (2.4.14)
e~>0 n
S
€
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Consideremos agora a integral

e—n+2 JEX ds.
an
£
Se yESE, temos
n y.-a,
oV au 1 i
-— = d ) = .
5y (Y) ((gra v)‘ (y) |n(y) izlanj_ (y) Iy=a]

tAY . -
Sendo e continuas em 9, existe um nimero real M tal que, para

todo xeB(a;r), e para todo i = 1,...,n,

12V

(x)| < M.

Assim, para todo y&;S€ e todo € com O<e<r, teremos

%%—(y)l < nM, logo para 0O<e<r, temos
i

|e—n+2 JQX dS|‘< e_n+2 JnMdS = nMS e ;
an n

S S
€ €

entao

lim € ds =0, n > 2. (2.4.15)

-n+2 Jgg
e>0

an

S
€

Finalmente, por definigao de integral imprdpria |3|

lim JuaAvdx = JuaAvdx. (2.4.16)
e=+0 Q Q

Portanto, com (2.4.14), (2.4.15) e (2.4.16) obtemos, como

limite de (2.4.13) guando ¢ tende a zero,

JuaAde=(2—n)SnV(a) + J(u LA V—Hé) ds. (2.4.17)
Q ERY;

Para O caso em que y € 32, a dedugao é semelhante.
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Logo, as trés alternativas da pertinéncia de a em relagao
a @, podem ser representadas por

su

JuaAvdx = pv(a) + J(ua%§ - vsﬁé)ds . (2.4.18)
Q2 R
onde
:;_f_l_n se ae N,
P =435,
Ve se agaif, (2.4.19)
O‘ se aE(Rn\Q) , com n>2 ,

que €& a terceira identidade de Green.

Seja a funcao w:Q - Rn; we:Cl(Q) ﬂCZ(Q), com AWEC(Q); en

tao aplicando (2.4.6) a v e w, temos

JKVAW - wivide o= f(v%% - w%%)ds . (2.4.20)
Q LEY)

Subtraindo (2.4.20) de (2.4.19), vem

oV au
- d = - -
J(uAv viw) dx pvi(a) + J(uan van)dS, (2.4.21)
Q af
com
u=u +w. (2.4.22)

. C . n
Naturalmente se u, e v estiverem definidas em R\, a ex

pressaoc (2.4.18) tera a forma

Ju
- - v, 2
JuaAVdX = pv(a) J(uaan Vag )das , (2.4.23)
Q2 af

pois, neste caso, a normal serd interior a 39.
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2.5 EQUACOES INTEGRAIS DE FREDHOLM

2.5.1 DEFINIGCOES

Seja 2 cR" aberto. A equacao integral de Fredholm € uma

relacao da forma [19]

au(x) = AJF(x,y,u(y))dy = £ (x), (2.5.1.1)
Q
onde a fungao u, em x = (xl,...,xn)e:Q, é a fungao incdgnita; f

e F sao fungoes conhecidas tais que para todo x,y€ 9 e para to
da a variavel uez[a,b], f(x) e F(x,y,u) sejam fungSes reais de
classe C(Q); o & uma constante e A o parametro da equagao.

Uma equagao integral de Fredholm & dita linear se tiver a

forma
au(x) - Ajk(x,y)u(y)dy = f(x), (2.5.1.2)
Q

onde a fung¢ao k, chamada nicleo da equagao, & uma fungéo_conhe-
cida para todo x,y€ 9. Se o0=0, temos a equagao integral ditade

primeira espécie

AJk(x,y)u(y)dy = d(x); (2.5.1.3)
Q

se a=1, a de seqgunda espécie

u(x) - AJk(x,y)u(y)dy = f(x). (2.5.1.4)
Q

Se f=0, temos a equacao homogénea

au(x) - AJk(x,y)u(y)dy = 0, (2.5.1.5)
Q

que pode ser de primeira ou segunda espécie.
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2.5.2 RESOLUGAO DAS EQUAGOES INTEGRAIS LINEARES DE SEGUNDA ESPE

CIE POR APROXIMAGOES SUCESSIVAS

O método das aproximagoes sucessivas para resolugdo das e

quagoes de segunda espécie consiste em substituir em (2.5.1.4)

u(y) por uma fungéo aproximada uo(y), que poderia ser f(x). En
tao,
u; (x) = AJk(x,y)uO(y)dy + £(x), (2.5.2.1)
Q

a partir da gual obtemos outra aproximagao por substituicao ana

loga. Na n-ésima substituigdo, teremos

u (x) = xjk(x,y)un_l(y)dy + £(x), (2.5.2.2)
Q
que serd solugdo de (2.5.1.4) se tender uniformemente a uma fun

gao limite, o que pode ser verificado efetuando-se as substitui

¢Oes indicadas, ou seja,

u2(x)=AJk(x,y)f(y)dy+A2J[k(x,s)fk(s,y)uo(y)dy]ds+f(x).

2 @ i (2.5.2.3)

Usando o operador integral «, definido por

Kf(x) = Jk(x,y)f(y)dy (2.5.2.4)

Q

em (2.5.1.4) e (2.5.2.2) vem

u(x) = rku(x) + £(x) (2.5.2.5)
e

un(x) = AKun_l(x) + £(x). (2.5.2.6)

Nesse cago, as aproximag6es sucessivas sao da forma
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ul(x) = axu(x) + £(x),
2 2
u2(x) = xku(x) + 27k uo(x) + f(x),
u3(x) = aku(x) + Xszuo(x) + A3K3u0(x) + f(x).

A expressao geral para a n-&sima substituicgdo sera

n-1
u_ (x) = § A%ME®) + R (x) + £(x), (2.5.2.7)
n n
m=1
onde
R (x) = annuo(x). (2.5.2.8)
Se lim R (x) =0, a solucao de (2.5.2.4) sera
u (x) = ] aTCE(x) + £(x). (2.5.2.9)
n=1

Isso realmente ocorre se forem satisfeitas as seguintes condi-
coes |1]

|k (x,y)| < M, M constante, para X,y € Q;

[f£(x)] ¢ L e Iuo(x)[ < C, C constante, para x€9.

Com efeito, usando essas condigoes em (2.5.2.4), temos

]Kuo(x)| = |Jk(x,y)u0(y)dy| < MvC,
Q

onde V é a medida de Q.
Por iterag6es, chegamos a expressao ggral
|Knu0(x)| < MV, (2.5.2.10)

e, analogamente

PE(x) | < MOVL . (2.5.2.11)

Usando (2.5.2.8) e (2.5.2.10) podemos escrever

IR (x) | < ||Vl c, (2.5.2.12)
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que tende a zero se
I < 75 (2.5.2.13)

Além disso, por (2.5.2.11), a série cujos termos sao os mdédulos

dos termos de (2.5.2.9) tem como majorante a série geométrica

z|>\|nnn

L(1 + MV, (2.5.2.14)

n=1
gue converge quando A satisfaz (2.5.2.13) e, nessas condigoes,
(2.5.2.9) converge absoluta e uniformemente em Q e constitui so
lugao de (2.5.1.4).
2.6 HARMONICOS ESFERICOS

2.6.1 DEFINICOES

Seja QC:R3 aberto, u:Q - R3 uma funcao harmdnica em Qe f:

R3 > R3 uma transformagao de coordenadas de classe C2, dada por

£lq) = (£ (@), f,(q),f5(q)), g = (r,8,0);

sendo r, 8%, coordenadas polares.

Entao, para

x, = £ (q), k =1,2,3;

k
a equagao (2.2.21) toma a forma

9 2 23u ou 1
= < = 2y 4
bu = 5% (x7 55 (sendzg) + 75

2
——‘—2‘- = 0. (2.6.1.1)
3 A

4

A solugao geral desta equagao & dada por |4, vol.l|
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® n
Y 53 Yy (8,1), se rsR,
n=0 R
u(r,6,x) = - n (2.6.1.2)
) §+l Yn(e,A), se r>R, R constante;
n=0
com
n
Y (6,1) = mzo(anmcosmx + b senmr)P (cose), (2.6.1.3)

onde a e b sao coeficientes constantes; e P sao as funcoes
nm nm nm tungoes

associadas de Legendre, expressas por ]5|
m

2

+m
_ 1 .2 43"
an(e,x) = (1-t7)

2°'n! dt

2

(t“-1)" € = cose. (2.6.1.4)

1l

n+m

Para cada neI, sendo I o conjunto dos numeros inteiros, essas
solugOes sao polindmios homogéneos de grau n quando expressosem

coordenadas cartesianas Xy i=1,2,3.

Os polindomios u(r,6,)) sao chamados harmonicos esféricos

sb6lidos e os polindmios Yn(e,x) sao chamados harmdnicos esfeée

ricos de superficie de grau n e ordem m, sendo m < n.

2.6.2 FORMULAS INTEGRAIS

Seja Qc:R3 aberto, cuja fronteira 3 € uma superficie de
classe Cl; sejam u_ e vy harménicos so6lidos em @, e Yn(e,x) e

Ys(e,x) os harmonicos esféricos de superficie a eles associados,

isto &,
un = rnYn(GIA);
S (2.6.2.1)
vy =T YS(G,A), com n # s.
Seja S(O;R) = aSR c Q. onde O representa a origem do R3 e a nor
4

mal n em um ponto de 3S_, € exterior, isto &,

R



Entao, introduzindo (2.6.2.1) em (2.4.6) obtemos,

perficie esférica de raio unitdrio do¢

(n_S)Rn+s+l I

Yn(e,x)Ys(e,A)do =0,
90

onde
m 27

[ - f { ; ds = stenededx = dec.
R} 8=0 A=0

Foi suposto n # s, entao

JYn(e’A)YS(e’A)dG = 0;

90
logo, fazendo

an(elx) an(cose)cosmx

snm(e,x) an(cose)senmx,

temos

JR R do = 0,

nm sr
20
[anssrda = 0:
90
[SnmandO = 0, se n # s.
o0
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sobre uma su-

(2.6.2.2)

(2.6.2.3)

(2.6.2.4)

(2.6.2.5)

Multiplicando dois harmonicos esféricos de superficie de

mesmo grau e integrando sobre a esfera, resulta | 12|

JR R _do = 0,

nm nr
90
fanSnrdO =0,
dgo
anmsnrdc =0, sem# r;
ttNo}
Jansnde = 0.

a0

(2.6.2.6)
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Com as propriedades das fun¢oes associadas de Legendre, obtém-

se ainda
2 _ 4
J(Rno) do = 57
90
2 _
J(Sno) do = 0, (2.6.2.7)
1o
2 _ 2 _ _2m  (n+m)!
J(an) do = J(Snm) d9 = 7¢I (n-m) i’ S 0 70
Xo] 30

Consideremos agora os harmonicos esféricos de volume

S
r YS(G,A),

<
I

(2.6.2.8)

-1
Yy !

onde os harmonicos esféricos de superficie a eles associados sao

de mesmo grau, e (Fig. 2.6.2.1)

Fig. 2.6.2.1
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1_1 7 x4yn :

T T T g ( r) Pn(cosW), se r'<r
n=0
[oo] (2.6Q2I9)

]

%=% ! ()" (cos¥), se Pe3sy .

n=0
Entao introduzindo (2.6.2.8) em (2.4.18) e notando que p = -4,

vem

(l"R—')S YS(G'.A') = ;1—17; Jngo (n+s+1) (%)nys(e',x)Pn(cos\y)do .
9o (2.6.2.10)

Integrando a série do segundo membro, encontramos

r's vy v r''n
(Fy (8,2 = Ecn(R) , (2.6.2.11)
n=0
onde
_ nt+s+l
Cn = ~Ia JYS(S,X)Pn(cosW)dc. (2.6.2.12)
90
Logo, de (2.6.2.11), temos
0 sen # s
C_ = (2.6.2.13)

Entao, com esses valores a expressao (2.6.2.11) pode ser escri

ta na forma

. _ 2n+1
Yn(e SAY) = in J Yn(e,A)Pn(cosW)do (2.6.2.14)

o0

ou, pela ortogonalidade entre Y e P

Y (6',2") = 2n+1l

a e fY(e,A)Pn(cosw)dc. (2.6.2.15)

30
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2.6.3 DESENVOLVIMENTO DE UMA FUNGAO EM SERIE DE HARMONICOS ESFE

RICOS. TEOREMA DA ADICAO.

Seja S(O;R)CR3 e £: S, > R, com fEC(SR). Nestas condi

¢oes, a funcao f pode ser uniformemente aproximada por uma com
binagao linear de harmdonicos esféricos. Assim,
® ® n
f(e,A)=n£0Yn(e,A)=n£0 m£0[anman(e,x)+bnmsnm(e,x)],

(2.6.3.1)

onde am € bnm sao coeficientes a determinar. Para isso, multi

pliquemos ambos os membros da expressao (2.6.3.1) por Rsr(e,x)e

Ssr(e,A). A integracao sobre a esfera das expressoes assim obti

das proporciona ag,. e bSr na seguinte forma

R a r RSr 2
Jf(e,k){ Sr} (6,\)do = { S } jH }(e,x)] do -
S b S
90 s sr /30 L sr

(2.6.3.2)
Entao usando (2.6.2.5), (2.6.2.6) e (2.6.2.7), obtemos
_ 2n+1 -
a o = Tir Jf(e,x)Pn(cosW)do, sem 0
o0
_ 2n+1 (n-m)!
hm T T4w (n+m) ! ff(e,A)an(e,A)do, (2.6.3.3)
90
_ 2n+l (n-m)'!
bom = In (n+m) ! Jf(e,x)snm(e,k)dO.
00

Inicialmente, para obtermos a expressao do teorema da adi
gao, vamos multiplicar (2.6.3.1l) por Pn(cosw)sene e integrar sQ
bre a esfera, o que nos da, por (2.6.2.14)

4TTY (e.r>\')
n
2n+1

Jf(e,A)Pn(cosW)do =
90

(2.6.3.4)

Desenvolvendo Yn(e',A') por (2.6.3.1), com os coeficientes ex
¢

pressos por (2.6.3.3), encontramos
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Y_(8',1") = 22:1 J[f(G,A)Pn(cose)Pn(cose')de +
00
T (n-m)!
+ 2m£lTHIﬁTT Jf(B,A)an(cose)an(cose')cosm(A-A')do]
90

ou, usando (2.6.2.14) e (2.6.3.1)

n
(n-m) !
= ' N ol e ]
P, (cos¥)=P_(cos6)P (cos6 )+2m£l(n+m)!an(cose)an(cose )
cosm(A=1"), (2.6.3.5)
onde, da Fig. 2.6.2.1
cosY = cosfcosb' + senfsend'cos (A-A1"). (2.6.3.6)

2.6.4 EQUAGCAO INTEGRAL PARA HARMONICOS ESFERICOS TOTALMENTE NOR

MALIZADOS

Seguindo a terminologia de Heiskanen e Moritz |8/, chama

remos harmdonicos esféricos totalmente normalizados a fungao Fom?

definida por

an(e,A)=rQZn+l Pn(cose), sem=0,

(2.6.4.1)
_ {(n—-m) ! cosm
an(e,x) —wd2(2n+l)THIETT an(cose) senm),
naturalmente satisfazendo as condigoes:
1 2
i J[an(e,x)] do = L,
30 (2.6.4.2)

1 _
v anm(e,A)Fsr(e,x)do =0,

Yo]
sen #s, m#F r ou ambos .

Introduzindo (2.6.4.1) em (2.6.3.5), vem
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n
1
P_(cos¥) = 2n+lm£0an(e,x)an(e',A'), (2.6.4.3)
e, por (2.4.2.9)
1.5 L @'ynT o (4 0r (s0,1), rort (2.6.4.4)
Loor Ze2ntl i’ o nme nm ! ! ) R

Multiplicando ambos os membros desta expressao por F__(8',A'),
sY

integrando sobre a esfera e usando (2.6.4.2), resulta

F__(8',A")da
nm _l.xr''n 4n
J L = 7)) Znrfam (8r2) (2.6.4.5)
30
ou, para r' = r = R
F__(6',x')do
n _ 4q
J ) = Rzn+D)inm(®rM) - (2.6.4.6)
30

-~

2.7 PROBLEMAS DE VALOR DE CONTORNO ASSOCIADOS A EQUAGCAO DE LA

PLACE

2.7.1 CONCEITUAGAO

De modo geral as equagoes diferenciais do tipo (2.2.6) ad
mitem uma infinidade de solugoes. Cabe entao a seguinte pergun
ta: Que condigoes determinariam uma solugao univoca de tais e
quagoes? Sao as denominadas condigoes de contorno e condigoes
iniciais, normalmente impostas por uma realidade fisica. Os pro
blemas de valor de contorno propriamente ditos, sao associados
as equagoes diferenciais do tipo elitico enquanto os problemas
de valor inicial e mistos sao associados as equagoes diferen-
ciais do tipo hiperbdlico e parabdlico.

Os trés problemas classicos de valor de contorno, associa
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dos a equagao de Laplace (2.2.21), podem ser formulados do se-
guinte modo: Dado Qc:Rn aberto e limitado, com fronteira 39, e
uma fung¢ao continua V,i 9% > R, determinar uma fungdo v: Q -+ R,

harmonica em @, tal que:
-~ PRIMEIRO PROBLEMA DE VALOR DE CONTORNO OU DE DIRICHLET

V|aQ = v, enm A0; (2.7.1.1)

- SEGUNDO PROBLEMA DE VALOR DE CONTORNO OU DE NEUMANN

A = v_ em 29; (2.7.1.2)

an 30

- TERCEIRO PROBLEMA DE VALOR DE CONTORNO OU DE HILBERT

AV _ .
(55 + av)laQ = v, em 239; (2.7.1.3)

onde a fungao a: 30 -+ R, que vamos SupOr nao Ser identicamente
nula, para nao recair no problema de Neumann, & continua e posi
tiva.

Para um problema de equagao diferencial ser de fato satis
fatério, tem que ser o que se convencionou chamar desde Hada-
mard, bem posto e, como tal, deve satisfazer as condigoes de:

|4, vol. 2|
- existéncia de solugoOes;
- unicidade de solugoOes com condigoes de contorno dadas;

- dependéncia continua das solugoes em relagao aessas con

digoes de contorno.

Assim, se um fendmeno fisico admite uma representagao ma-

’ -~ ~ . - .
tematica, a solugcao nao deve conduzir a propriedades mutuamente
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contraditdrias, nem admitir ambiguidades inadmissiveis na situa
gao fisica. Além disso, se essa representagdo matemitica des-
creve um fenOmeno natural observavel, & necessario que existade
pendéncia continua entre o modelo matematico e os valores obser

vados. Quando essas condig¢Oes nao sao satisfeitas, o problema

€ dito mal posto.

2.7.2 APLICAGAO DA TEORIA DAS EQUACOES INTEGRAIS

0 método de separacao de variaveis & de grande importan-
cia em estudos de classes de funcgoes da Fisica matematica. En-
tretanto, como recurso para a resolugao de problemas de valor de
contorno, tem aplicagoes limitadas, principalmente porque seres
tringe a contornos de formas particulares. Além disso, mesmo no
caso de superficies simétricas, as condig¢des de contorno fixa-
das devem ser consideravelmente simples. Com este método, tan-~
to o problema de Dirichlet como o de Neumann relativos a teoria
do potencial, por exemplo, admitem solug¢oes de forma relativa-
mente simples. Enquanto que, para o problema de Hilbert, tor-
na-se dificil chegar a uma solugao explicita para adeterminacgao
dos coeficientes.

Neste aspecto, & extremamente vantajosa a aplicagao da teo
ria das equacgOes integrais na resoluc¢ao de problemas devalor de
contorno. Por outro lado, a maioria destes problemas pode ser
formulada em termos de equagoOes integrais e, desta forma, os mé
todos para resolugao de equagoes integrais podem ser aplicados
na resolugao de problemas de valor de contorno emcondigdes mais
gerais que aquelas sob as quais as solugOes sao obtidas por se-

paragao de variaveis ou determinagao explicita da fungao de
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Green.
Consideremos o problema de Hilbert para uma funcao v em
R3. Isto significa que procuramos uma fungao v em um aberto e

limitado QcR3, tal que

Av = 0 em @

dv _
(3; + av) | = v(b) em 3%,

af
onde v(b) representa o valor de v em begdf

Introduzindo v em (2.4.18), temos

ou
- v _ 2
JuaAVdX = pvi(x)+ J(uaan vV 354 )9S, (2.7.2.1)
Q af
onde x&®? & um ponto qualquer.
Supomos que Av = 0 em 2, entao
Ju
- L v _ , @&
v(x) = In [(uaan Vs )das , (2.7.2.2)

I

que, somando e subtraindo uaVa no integrando, toma a forma

1 ov aua
v(x) = e J[ua(gﬁ + av) - V(gﬁ— + aua)]ds
af
ou, separando os termos conhecidos
au
1 a L, v
v(x) + i JV(EE* uua)dS = I Jua(an + av)ds. (2.7.2,3)
af an
1 aua
Fazendo k{x,b) = 'Z?(EE— = aua) e
_ 1 av
f(b) = e Jua T av)ds,
3

temos

v(x) - jk(x,b)v(b)dS = f(b), (2.7.2.4)
a0
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que é uma equagao integral parav(x) e, portanto, do tipo (2.5.1.2).
Com isso, oproblema de valor de contorno dado inicialmente cons-
tituido de uma equagao diferencial parcial e uma condig&ao de con

torno, se constitui agora na solugao da equagao integral (2.7.

2.4).
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CAPITULO 1III

FUNGCOES POTENCIAIS

3.1 POTENCIAL DE ATRAGAO GRAVITACIONAL

Segundo a lei de Newton, da gravitagao, a forga de atragao
gravitacional entre uma particula de massa m e uma particula de
massa unitaria, atuante na direcao da reta que as une, & dada

por
’ (3.1.1)

onde k € a constante gravitacional e & a distancia entre as par
ticulas.

Em simbolismo vetorial, a expressao (3.1.1) toma a forma

E

F = -K 7. (3.1.2)

W

2

As componentes de F sdo (Fig. 3.1.1)

- _p It - P .
Fi = -K 23(xi &i), i 1,2,3; (3.1.3)
com
1
N 3 2 2
g o= 12| = [.X (xi—gi) J / (3.1.4)
i=1

onde Ei e xi sao as coordenadas da massa m e da massa unitaria,

respectivamente.
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X é //X3

P (x)

Fig. 3.1.1

>
A forca gravitacional F pode ser expressa em termos de uma

fungao V: Q - R3, chamada funcdo potencial, definida por

v = Xm (3.1.5)

> ~ . :
Neste caso, as componentes de F sao dadas pelas derivadas parci

ais de (3.1.5); assim
F, = — = - —>(x.,-¢.), i =1,2,3. (3.1.6)

Logo ,

F = gradv, (3.1.7)

gque & a funcgao vetorial representativa do campo gravitacional ge
rado pela particula de massa m.

A fungao potencial relativa a um conjunto com n particu-



34

las de massas my é dada pela soma das contribuigdes, representa

das em (3.1.5)
n
vexj L. (3.1.8)

Consideremos uma distribuigao continua de massas em um volume @
(Fig. 3.1.2) cuja densidade representaremos por uma fungao p:

Q - R3, definida por

_ dnm
= Iy ! (3.1.9)

onde dm e um elemento de massa e dv um elemento de volume. En-
tao, se p for limitada e integravel em @, a fungao potencial re

presentada em (3.1.8), pode ser expressa na forma da integral

vV = Kf%dv, (3.1.10)
Q
com dv = dgldgzdg3.
A fungao vetorial que representa ocampo gravitacional pro

duzido pelas massas contidas Q, fica definida por suas componen

tes.

3V

- P (e - .o
%, KJ (¢;-g)dv, 1= 1,2,3 (3.1.11)

92

e, portanto, depende das derivadas parciais de V em relagao as
variaveis de P. Temos assim, dois casos a considerar: Ps&@\gﬂ
e Pe(QU3Q). No primeiro ¢ # 0 sempre, e a expressﬁo (3.1.11)
serd continua, anulando-se quando P tende ao infinito. As deri

vadas parciais de segunda ordem, obtidas de (3.1.11l), satisfa-

zem a equagao de Laplace.

AV = 0. (3.1.12)
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No segundo caso, ¢ assume o valor zero, resultando singulari
dades isoladas para a fungao (3.1.10) e suas derivadas parciais
de primeira e segunda ordens. Entretanto, como p &€ limitada e
integravel em 2, as integrais representadas em (3.1.11) sao da

forma

I = Jf (x)dv,
9]

que convergem se o < 3, com

=a

|[£(x)]| < Cce 7, (3.1.13)

onde C € uma constante e & dada por (3.1.4).

As derivadas parciais de segunda ordem serao continuas se

loe(x)=p (£) | < ca?, (3.1.14)
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com 0<i<l. Nessas condi¢oOes, as derivadas parciais de segunda

ordem satisfazem 3 equagao de Poisson |10]

AV = =-41Kp » (3.1.15)

an

3.2 POTENCIAL DEVIDO A FORCA CENTRIFUGA

A velocidade de uma particula de massa unitaria, situada
no ponto P de um corpo com velocidade angular constante w (Fig.

3.2.1) é dada por

vV = W, (3.2.1)

onde

Fig. 3.2.1
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As componentes da aceleragao da particula em relagao a

sua trajetdoria, sao

2
v
Q = — = WTr
n_ ¢ " (3.2.2)
= Qv _
a, =5 - O

sendo a, e a, as componentes normal e tangencial, respectivamen
te. Portanto, a forca de natureza nao gravitacional, que atua

sobre essa particula, € a forga centrifuga, dada pela expressao

= Wt (3.2.3)
A forga f pode ser associada a funcao potencial ¢: Q -+ R3, defi
nida por
2 2
_wr
¢ = —— (3.2.4)
e tal que
t = grad¢, (3.2.5)

que é a fungao vetorial representativa do campo gerado pela for
ca centrifuga, que atua sobre a particula de massa unitdria si

tuada em P.
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CAPITULO IV

O PROBLEMA DE VALOR DE CONTORNO DA GEODESIA FISICA

4.1 DEFINIGOES

Esta segao reune as definigOes dos elementos fundamentais
do problema de valor de contorno da Geodésia fisica, a ser tra

tado neste e nos capitulos seguintes.

Superficie fisica da Terra (3F) - & a superficie limitan-

te do relevo topografico.

Forca da gravidade (gl - € a resultante da forga gravita

cional e da forga centrifuga, que atuam em um cCOrpo em repouso

na superficie da Terra.

Aceleracao da gravidade (3) - & a aceleragao produzida pe

la forga da gravidade. Denominamos simplesmente gravidade (g)

o mdodulo da aceleragao da gravidade.

Geopotencial (W) - & o potencial do campo da gravidade

4.1.1
3 = gradw. (4.1.1)

A superficie na qual o geopotencial & constante chamamos super

fiqie geopotencial ou geope.

Vertical (v) - & uma linha de forga nocampo geopotencial.
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Superficie geoidal (3G) - & a superficie geopotencial que

coincide com o nivel médio dos mares, nao perturbados.

Gedide (G) - & a forma geométrica das massas limitadas pe

la superficie geoidal.

Terra normal (E) - € o modelo de uma terra homogénea nao

perturbada, cuja forma € a de um elipsdide de revolugao, com a
mesma massa e O mesmo volume do gedide, tal que, o centro coin

cide com o centro de massa da Terra real e estda sujeita 3 mesma

rotagado.

Aceleragdo da gravidade normal (y) - & a aceleracgdo dagra

vidade da terra normal. Denominamos simplesmente gravidade nor

mal (y) o mbdulo da aceleracao da gravidade normal.

Esferopotencial (U) - & o potencial do campo da gravidade

normal
>
y = gradU. (4.1.2)

A superficie na qual o esferopotencial & constante chamamos su

perficie esferopotencial ou esferope.

Normal (n) - é uma linha de forga no campo esferopoten-

cial.

-

Superficie do telurdide (dT) - & a superficie cujo esfero

potencial, em cada umde seus pontos, é igual ao geopotencial de

um ponto correspondente na superficie fisica da Terra.

Potencial andmalo (T) - & a diferenga entre o potencial

produzido pela Terra real e o potencial produzido pela terranor
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mal, relativos a um mesmo ponto
T=W-U. (4.1.3)

Altura geoidal (N) - & a distancia, contada sobre a nor

mal, entre um ponto sobre o gedide e sua projegao sobre o elip

sdide. As alturas geoidais caracterizam as ondulacOes geoidais

sobre o elipsodide.

Altitude de um ponto (H) - & a denominacgao genérica da dis-

tdncia compreendida entre o ponto e uma superficie de referén-
cia. Esta distancia & contada ao longo de uma linha de forga ou

sobre sua tangente.

Vetor anomalia da gravidade (&a) - & a diferenca entre a

acelera¢éo da gravidade em um ponto sobre o gedide, e a acelera
¢ao da gravidade normal na projegao desse ponto sobre o elipsdoi

de.

->

bg =9, T Yg s (4.1.4)
sendo Q a projegao de P.

Anomalia da gravidade (Ag) - € o mddulo do vetor anomalia

da gravidade

bg = gp = Vg - (4.1.5)

4.2 CONCEITUAGAO DO PROBLEMA

De modo geral, a solugao do problema geodésico fundamen

tal envolve trés etapas (rig. 4.2.1):
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- estabelecer uma terra tedrica E, e o campo de gravidade

exterior a ela;

- introduzir uma superficie de referéncia 30 e determinar
suas deformagoes em relagao a 3E, de modo a definir uma
correspondencia biunivoca entre os pontos dessas super

ficies;

- determinar as deformagoes de 3F em relagao a 90 definin
do, também, uma correspondéncia biunivoca entre seus pon

tos.

Entao, na sua forma mais geral, o problema de valor de con
torno geodésico pode ser formulado do seguinte modo: Determinar
a superficie de referéncia 32, e o geopotencial W, exterior a

90, sendo conhecidos:

- 0 vetor da gravidade § e O seu potencial W em todos os

pontos de 3Q;

- O potencial Ve’ das massas exteriores a 3Q.

n

aF

s

Fig., 4.2.1



42

Neste problema foram desenvolvidas duas teorias: a conven
cional, devida a Stokes, e a moderna, devida a Molodenskii; que
diferem nas condig6es adicionais guanto a natureza da superfi-
cie de referéncia 3R e quanto ao valor do potencial das massas
exteriores Ve'

Na teoria convencional de Stokes, desenvolvida em 1849
|20|, o problema foi proposto na seguinte forma: Dado g e supon
do que Ve=0 sobre a superficie equipotencial 3G, determinar es
ta superficie e o geopotencial W, exterior a JG.

A teoria convencional foi substancialmente enriquecida cam
trabalhos de inumeros geodesistas deste século, explorando a te
oria das equagoes integrais; mas o pioneirismo coube a Moiseevy,
citado por Molodenskii |13| que, por volta de 1933, deu ao pro
blema a seguinte proposicao: Dados § e Ve sobre a superficie e
quipotencial 3G, determinar esta superficie e o geopotencial W,
exterior a 3G.

Na teoria moderna, que se efetivou em 1945 com os traba
lhos de Molodenskii |13|, também com base na teoria das equa-
¢oes integrais, o problema foi proposto do seguinte modo: Dados
3 e W sobre a superficie fisica da Terra 3F, determinar esta su
perficie e o geopotencial W, exterior a JF.

Em principio, por nao ser conhecida a superficie de refe-
réncia, o problema de valor de contorno geodésico nao pode ser
comparado aqueles da teoria do potencial. Entretanto, se a su
perficie for determinada, os problemas serao analogos. O proble
ma fundamental, entao, & a determinagao da superficie de refe-
réncia, que sera assunto das proximas segoes, com base nateoria
das equagoes integrais, aplicadas ao problema de Hilbert (2.7.

1.3)
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4.3 EQUAGAO FUNDAMENTAL

Seja 30 uma superficie arbitraria em relagao a superficie
fisica da Terra »F. O potencial gravitacional V, em um ponto
P& 3 pode ser expresso a partir do potencial Vi’ das massas in
teriores e do potencial Ve' das massas exteriores a 30 (Fig. 4.

3.1). Assin,

O potencial da gravidade W no mesmo ponto sera
W=V+ ¢ = Vi + Ve + ¢, (4.3.2)

onde ¢ & o potencial devido a forga centrifuga.

O potencial das massas interiores & uma fungao harmdnica
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3 . . - - -
em R7\Q e o potencial das massas exteriores e uma fungao harmo-
nica em Q.

Entao, aplicando (2.4.23) e (2.4.18) a v, e Ve' respecti

vamente, e notando que p = -2w, obtemos
A
_ o1 i
2nv, = j[vi 2d)- 1 st, (4.3.3)
oV
= By 1 e
21V = J[ R SR g st. (4.3.4)

Como P € 90, temos ainda o potencial devido a forcga centrifuga.

Entao, por (2.4.18), vem

- - (8. 1 38¢]30-9,2[AV
2m¢= JL¢3n(2) . an]ds 2w f = (4.3.5)

sendo w a velocidade de rotagao da Terra. Introduzindo essas ex

pressoes de Vir Vg e ¢ em (4.3.2), obtemos a relagdo de 3% com

W, Ve e %g na forma de uma equagao integral nao linear.
3,1 1 3w 2{dv_
27 (W 2Ve)+ J[W_B-H(Q)— ry -a—ﬁj]ds+41r¢+2w JT—O, (4.3.6)

que representa a equagao fundamental do problema de valor de con
torno da Geodésia fisica, segundo a teoria de Graff-Hunter |[7|
e Molodenskii |13|. O geopotencial W, a menos de um fator dees
cala Wo' pode ser determinado por nivelamento de precisao |2},
combinado com medigOes gravimétricas e relacionados da seguinte

forma |8]
P
W = WO—JgdH} (4.3.7)
0]
onde dH & um elemento da distancia entre as superficies geopo-

tenciais W=WO e W=WP, contada sobre a vertical que passa por P.
O fator de escala Wo pode ser determinado por processos indire-
tos, especialmente medigoes de dist@ncias. A componente do geo-

- e . - -
potencial %% e expressa em termos de g, cujo modulo € o valor
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medido e cuja diregcao & fixada por coordenadas astronomicas

(¢,A).

4.4 RELACOES ENTRE AS FUNGOES APROXIMADAS E AS FUNGCOES VERDA-

DEIRAS

Inicialmente a equagao (4.3.6) deve ser linearizada. Para
isso, o esferopotencial U substitui o geopotencial W, e a super
ficie do telurdide, que vamos representar por 9T, substitui 3Q.
Vamos entao obter as relagOes hecessarias.

0 esferopotencial em P sera (Fig. 4.4.1)

Fig. 4.4.1

_ 4 43U
U, = UQ+8h

p t = Uy - vC, (4.4.1)

Q

onde h & normal a superficie esferopotencial em Q.

Por definigao de potencial andmalo,
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T = WP - UP' (4.4.2)

ou, usando (4.4.1)

T =W, - UQ + YL (4.4.3)

e, com a definigao da superficie do telurdide

<13

/ (4.4.4)

ot
H

que é a formula de Brun, relacionando a anomalia de altitude ¢
com o potencial andmalo T e a gravidade normal vy.

E necessario ainda expressarmos as componentes principais
do desvio da vertical, em fungao do potencial andmalo. Da Fig.

4.4.2 tiramos

Fig. 4.4.2

oW
_ _298
tg€ - Av! ’ (4-4.5)
an
onde W = U + T & o geopotencial em Q.
Mas
9X IxX
. LS ) (4.4.6)

0S axl 9s 3x2 9s
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9 X
pois, para x3sn,3§§ = 0, Como a diregéo de s esta contida no
plano x;X,, tangente a superficie esferopotencial U, =cte, entao

U 0 e, em vez de (4.4.6), podemos escrever

39S

oW 9T

— = 4.4.

S 5 (4.4.7)
O denominador de (4.4.5) pode ainda ser escrito na forma

8WQ

a_n_ = "chosS ot —YQ - (4.4.8)
Fazendo tge~e, encontramos

= . 1237

€ - ‘Y as . (4.4.9)
De (4.4.4), temos

T = v¢
ou, derivando em relagao a s

8T _ 3y 3% _ 8%

ds st T Y3s = Yps© (4.4.10)

Substituindo (4.4.10) em (4.4.9), vem

de modo que as componentes principais do desvio da vertical so-~

. . -~
bre a superficle esferopotencial U=Wo, sao

-_— ) a#
(4.4.11)
=5 = - &,
€2 n ax2

A anomalia de altitude ¢ entretanto se refere a superficie dote
lurdide; logo, devemos expressar £ € n em relagao a esta super

ficie. 1Inicialmente vamos obter a componente normal do poten-
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cial andmalo. Derivando (4.4.3) em relagao a X3, Vem

8T _ oT _ _ Sy
9%5  ah 9o * Yot
ou ainda
8T _ ay T
oxy . 9T an v (4.4.12)

Entao, representando a superficie do teluréide em Q por
Xq = h(xl,xz),
a anomalia de altitude pode ser expressa na forma
g = o(xysx,,0(x,%,)) - (4.4.13)

As derivadas de (4.4.13) ao longo da superficie do telurdide sao

8¢ _ 8z + 3¢
Nv = > tgg, .,
axllaT axl U=WP 3x3 1l
(4.4.14)
ET SN T . 3y
= gB.
ax2 5 ax2‘U=WP ax3 2
onde
oh oh
tgB, = —— e tgg, = —.
1 axl 2 3x2
Mas, de (4.4.4),
8g - Ly _ 13T _ T 3y (4.4.15)
ax3 X, ¥ Y ax3 2 ax3
ou, usando (4.4.12)
_BL = - Ag. /
3X3 'Y’ \4.4.16)



onde

Introduzindo (4.4.16) em (4.4.14), vem

3t _ 3t
Bxl aX ‘
9t _ 3t
8x2 X \

ou, por (4.4.11)

Q) QJ
ﬁ \P(

=
il

- Ag '
” thl

Ag
Y thZ

|
I3
ct
To]
™

i
\a
t
Q
™

E necessario ainda obtermos a derivada do potencial

lo em relagao a normal.

e &ST.B .5-}(_3. - D(T,h)COSB3,

com D(T,h) dado por (I.32)

82T

sh 95T sh

B(T,h) =
X
1

Usando (4.4.12) em

axl 8x2 8x2

(4.4.19), obtemos

-+ T - aAg) - B(T,h)cosB3 .

Para isso, vamos aplicar (I.30)

(4.

(4.

(4.

4.5 EQUAGCAO INTEGRAL DO POTENCIAL ANOMALO - FORMA GERAL
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+4.17)

.4.18)

anoma

aTe

4.19)

4.20)

4.21)

A equagao integral basica (4.3.6) pode agora ser lineari-

zada. Para isso, vamos supor que o esferopotencial U seja

uma
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fungao harmdnica em R3\(Qr1E), isto significa que Ve = 0 para o
campo da gravidade normal. Entado, aplicando (4.3.6) ao potenci

al normal, temos

5 1. 13U 2(av _
-271U +[[U'é-ﬁ(f)- 2 EHJdS'l-ZTTdH'ZW JT =0. (4.5.1)
38 Q

Subtraindo esta de (4.3.6) e usando (4.4.2), vem

7 ,1 1l 5T _
—Zw(T—Ve)+ J[TEH(E)— 7 gg}ds =0, (4.5.2)
T

onde 3T € a superficie aproximada para 32. Com (4.4.21), pode

mos escrever ainda

_ - ([2dy. L3y 1 = |29 _
27 (T 2Ve) f[an(l) y 3h Qcosﬁ3]TdS chosB3dS *
3T oT
+ J%ﬁ(T,h)cosB3dS. (4.5.3)
9T

Por (I.25), temos
lﬁ(T h) cosg
2 ! 3 3

3T aT 9
mas de (I.27)

ds= Jﬁ(%,h)coss 4as- fTﬁ(%,h)cosB3, (4.5.4)
T

1. _ T :
JED(T,h)cosB3dS—-—ngz(h)coss3dS,

dT aT

entao, usando esta em (4.5.4), fica

J%ﬁ(T,h)cosB ds= -J%Aq(h)COSBBdS -fTE(%,h)cosB3dS-

3
oT 8T oT (4.5.5)

Finalmente, introduzindo (4.5.5) em (4.5.3), encontramos

v - &+ [[2d)-1txy 1 _5i )
T 2Ve 27 J[Bn(g) Y oh EESEE; D(Z,h)coss3
oT
CosBy 1
- —_——— = = A
% Az(h)]TdS r JQcosegds’ (4.5.6)

oT
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que & uma equagao integral de Fredholm, linear e de segunda es-

pécie, para o potencial andmalo T.
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CAPITULO V

PROBLEMA DO COGEOIDE

5.1 FORMULA DE STOKES PARA A ESFERA
5.1.1 EQUAGAO INTEGRAL DO POTENCIAL ANOMALO RELATIVA A ESFERA

Consideremos a superficie equipotencial limitante da Ter-
ra cujas massas topograficas tenham sido removidas, denominada
superficie do cogedide, que representaremos por 3C. Entdo,no ex
terior desta superficie, serd nulo o potencial Ve' Além disso,
como se trata de uma superficie horizontal, h=0=8, de modo que

a equagao (4.5.6), aplicada ao cogedide, toma a forma.

Ag
-1 24y L3y -1 C
T2 J[Bn(ﬁ) Y an}TcdS 21 J— ds (5.1.1.1)

3E 3E
onde a integragao, neste caso, € conduzida sobre a  superficie
do elipsdide.

Esta & a equagao integral do potencial andmalo relativa ao
problema classico. Para obtermos a aproximagao esférica desta
equagao, vamos desenvolver o raio vetor de um ponto sobre oeliB
s6ide de revolugao, em série de poténcias, e desprezar os ter-
mos contendo o quadrado da segunda excentricidade. Da Fig. 5.1.

1.1, tiramos

_ a
r = _]:I (5.1.1.2)
2

(l+e'zsen2w)
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onde

e == . (5.1.1.3)

Fig. 5.1.1.1

Desenvolvendo (5.1.1.2) em série binomial temos, para o vetor-

posicao de P

2 2
[}
r. = a(l- -e——st‘k + ...)+h, . (5.1.1.4)

P

A expressao de a, em fungao do raio R, da esfera com o mesmo vo

lume do elipsdide de revolugao, € dada por
1
a = R(e'2+1) 9, (5.1.1.5)

ou ainda, desenvolvendo em série binomial

2

a = R(l-i—-e—é—— o). (5.1.1.6)
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Usando (5.1.1.6) em (5.1.1.4), encontramos

2 2

2
e'" _e'"sen"y _
3 > ...)+hP- (5.1.1.7)

rp, = R(1+

e 2 Ny
Isto significa que desprezando os termos em e'”, o elipsOide as

sume a forma de uma esfera de raio R.

Na Fig. 5.1.1.2 temos

cosy) °, (5.1.1.8)

Nl

2
= (r2+rP-2rr

2 p

onde, como aproximacao esférica

r = R+ h,
(5.1.1.9)
r.= R + hP'
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Se P,Q€3S,, a diregdo de n coincide com a diregdo de r, entdo

r-r_cosv
9 ]
S@) = @) = - __—fi—"" ; (5.1.1.10)
como, nesse caso, r = rj, = R, por (5.1.1.8), temos
_ ¥
20 = 2Rsen§ (5.1.1.11)

que, substituindo em (5.1.1.10) resulta

8, 1y _ _ _1
=) < - 3R; (5.1.1.12)
Q o]
Além disso,
v =5, (5.1.1.13)
R

onde K € a constante gravitacional e M a massa da Terra. Como
2

, podemos escrever
: 5T R (5.1.1.14)
Entao, com (5.1.1.12) e (5.1.1.14), encontramos

Ay o3y o3, ,
(“o) Ty an - 2RI, (5.1.1.15)

Usando (5.1.1.14) e (5.1.1.15) em (5.1.1.1), vem

- R_
To (e V)= 73 ) do = 37 %

4
50 ° 30 ©

T (¢|'>‘l) 2 Ag (¢',>\')
3R J c J c do,(5.1.1.16)

que & a equagao integral do potencial andmalo, relativa & formu

la de Stokes para esfera.

5.1.2 RESOLUGAO DA EQUAGAO INTEGRAL DO POTENCIAL ANOMALO RELATI

VA A ESFERA

Para resolver a equagao integral (5.1.1.16) vamos desen-
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volver T, e A9 em série de harmonicos esféricos totalmente nor

malizados
T (6,1) = J (T ), (és1),
C n=2 © " (5.1.2.1)

bgL(e',2") = Z

(ag ) (o', 2"),
n c'n

2
onde n#l, pois o centro do elipsdide coincide com o centro de
massa da Terra.

Introduzindo (5.1.2.1) em (5.1.1.16), vem

(T.) 2¢(ag.)
= 3R |°Cn - R |_7Cn 44
(TC)n = an J 2 do = ZHJ 7 do . (5.1.2.2)
o o
00
Além disso, de (2.6.4.6), temos
(Th)
4q _ “C'n
Rzn+D) (Tc)p © J__z do
30 ©
e (5.1.2.3)
(agl)
4y _ C
R(2n+1) (9¢)p = I T do-
90 °

Usando (5.1.2.3) em (5.1.2.2), encontramos

© (Ag.)
C'n
) =R | —=— (5.1.2.4)
C'n n=z B 1l

(T

ou, por (2.6.2.15)

- R (g0 7 20+l
Te = 7r JAgC Z' ——1Cn(cos¥)do. (5.1.2.5)
n=2
90
Fazendo
% 2n+l
S(y) = E ——7 Pp(cosY), (5.1.2.6)
n=2
ou ainda
«© n [ an
= +
S(y) = 2 nzza P_(cosY¥) 3n£2n_1Pn(cos\l'), (5.1.2.7)

onde (Fig. 5.1.2.1)
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r ]
o = —— .
r
Fig. 5.1.2.1
Mas
o] o0 —l
) anPn(cosW)=l+cosW+ ) anPn(cosW)=(l+a2-ZCosW) 2;
n=0 n=2
entao
w 1
n 2 2
] o P (cosy)=(l+a"-2cos¥) “-l-cosy. (5.1.2.8)

Por outro lado
1

Dl+a2—2acosw) 2-l-cosv],

y an—an(cosw)=a
n=2

LT

que integrando no intervalo (0,a) e efetuando operagoes algébri

cas, resulta

e 2 %
) &—=P (cos¥)=-(1l+a"-2acos¥)“ -
t,n-1"n
n=2 1
l—aCOSW+(l—a2—ZQCOSW)2
—acoswzn > -acosV. (5.1.2.9)

Introduzindo (5.1.2.8) e (5.1.2.9) em (5.1.2.7), vem
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1l
Z 2n+ lP (cosVY)= 2(l+a2—2acosW) 2+1—-5cos‘{‘—
n=
l-acosw+(l+a2—2ucosv
—3acosW2n 5 . (5.1.2.10)

Em particular, se P,QEBSR, temos

S(¥)= 7 —GSeng +l-SCosY—3cos?2n(sen2 % +sen %).
Seni
(5.1.2.11)
Entao, podemos escrever (5.1.2.5) na forma
T =R lagts(¥)de (5.1.2.12)
C  4r C ! cTeEe

90
gue & a solucao de (5.1.1.16), com S(¥) dada por (5.1.2.11).Com

a formula de Brun (4.4.4), aplicada ao cogedide, obtemos

- _R '
A JAgCS(W)do, (5.1.2.13)

o0

para as alturas da superficie do cogedide.
5.2 FORMULA DE STOKES PARA O ELIPSOIDE DE REVOLUGAO

5.2.1 EQUAGAO INTEGRAL DO POTENCIAL ANOMALO RELATIVA AO ELIPSOI

DE DE REVOLUGAO

A solugao da equagao integral (5.1.1.1), obtida na secgao
anterior, foi limitada a uma aproximagao esférica pelo trunca-
mento das séries dos elementos geométricos do elipséide de revo
lugao. Nesta segao o problema sera tratado até termos da ordem
de e'2.

Vamos estabelecer a equagao integral do potencial andma-

lo, comegando pela obtengao da derivada normal do inverso dadis

tancia entre P' e P (Fig. 5.2.1.1)
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Fig. 5.2.1.1

Da expressao (II1.12), temos

2 .2

1 - 1 a’=b 2 .

2 SNTcosz (L 2 cosTag); (5.2.1.1)
mas

on % 22 9an 22
ou

1.2, ¢

2 ~ 9n'%’ cosz

Comparando esta com (5.2.1.1) vem

2 .2
3 1, _ _ _1 .. a°p* 2
5= () ST (1 —7 o0 aq) (5.2.1.2)

onde, de (II.2)

2

) " (Nsen¢-N'sen¢').

b
3

=

COSC{.3 =

O esferopotencial sobre a terra normal & dado por

U=v+ o, (5.2.1.3)
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onde V &€ o potencial gravitacional e ¢ o potencial devido & for

ca centrifuga. A equagao generalizada de Poisson nos da
2
AU = -47Kp + 2w , (5.2.1.4)

sendo p a densidade da distribuicao de massa, e w a velocidade
angular.

As derivadas parciais de primeira ordem doesferopotencial

U(x;,X,,X4), relativas ao sistema X;X,X;, sao
3U_ _ aU _ __ '
axi = In cosai = YCOSai, i=1,2,3; (5.2.1.5)

as de segunda ordem, obtidas a partir destas, proporcionam

3 3 5cosoa,
i

9
AU = - Z A coso, = Y Z _—, (5.2.1.6)
i=laxi i i=1 9X.

onde y € a gravidade normal e cosa, i=1,2,3; os co-senos dire-

tores da normal a superficie
Ulxyrx,,£(x;,%,)) = cte.

Notando que |[3],]|18]

3, oy
Z 51— cosa; = ==,
i=1""1i
e
3 3cosq
_ Y S
i£1 %, 2K = (v *+ §7)»

podemos escrever (5.2.1.6) na forma

R L A S
AU L -y R (5.2.1.7)

onde
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1 _ a2b2
MY 3
P
1 a2
N p !
com
p2 = a2cosz¢' + bzsen2¢'.

Comparando (5.2.1.7) com (5.2.1.4), encontramos

SRR RS SR SER 2
n Y(M. + N') 471Kp + 2w . (5.2.1.8)
Com a remogéo das massas topograficas, exteriores a J3E, temos

p = 0, entao

3y _ 1 2
L . (5.2.1.9)

1
~Y(W+F)+2W

Introduzindo (5.2.1.2) e (5.2.1.9) em (5.1.1.1), obtemos

2 e'zcosza

Ag
S1il, 1, ot 3,0 ase L (2%
Te™ 7w JQ(M' Tty ) TedS= 77 f p 95
o F SE
(5.2.1.10)

gue € a equacao integral do potencial andmalo, para o elipsdide

de revolugao.

5.2.2 RESOLUGCAO DA EQUAGAO INTEGRAL RELATIVA AO ELIPSOIDE

Para a resolugao da equagao (5.2.1.10), até termos de se-
gunda orderm em relagao a €', & necessario que se estabelega u-
ma correspondéncia biunivoca dos pontos do elipsdide de revolu-
cao com os pontos de uma esfera auxiliar. A representagao des-
ses pontos sobre a esfera pode ser obtida a partir das coordena

das (¢,2), (B,A), ou (y,1r), onde $,8,y sao as latitudes geodési
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ca, reduzida e geocéntrica, respectivamente, e X & a longitude.
Dependendo das coordenadas adotadas o raio da esfera poderaser:

o raio terrestre médio |16| ou o semi-eixo maior doelipsdide de

revolugéo |13|. Vamos usar coordenadas geoceéntricas por meio
das formulas do Apéndice III. Portanto, usando (III.22), (III.

23), (I11.24), (ITII.25) e (III.26) em (5.2.1.10), vem

2 2
1o Tsenty - o [[Egrer?§ - dsepur, A,
-“4sen 3e!?
90 2
(senw-senw')2 3 _e‘sen2¢' B
2 v ¥y "C 4
12sen > 4sen§
' 2 2
1 aAgC(l— §§_Z§§§_i)
= J do' (5.2.2.1)
27 y
2sen+
o0 2

onde do = cosy'dy'dr' e, portanto com a integragao sobre a esfe

ra de raio unitario.

Fazendo
. e'2 2
T(yp,r) = Tc(w,x)(l—-z—sen v, (5.2.2.2)
~ e'2 2
T(p',r') = Tc(w',x')(l—-z—sen '), (5.2.2.3)
- 3e'2 2
Ag(yp', ') = Agc(w',x')(l— 7sexn v, (5.2.2.4)
£ =3 (5.2.2.5)
0 y
4sen§
2
[T L
£, = [% - gsenzw 4“‘2 - {senu-sefy ) ]fo; (5.2.2.6)
3e'! 125en§
e substituindo em (5.2.2.1), temos
T - %[(fo+e'2fl)i‘do = %Jﬂ% do . (5.2.2.7)
30 3g 25€ny

Vamos escrever T como uma série de poténcias em e'
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T = To + e'le + e+ ..., (5.2.2.8)

onde TO representa o potencial anOmalo sobre uma esfera de raio
igual ao semi-eixo maior.

Introduzindo (5.2.2.8) em (5.2.2.7), encontramos

o~ 2. 1 2 o 24 _
T0+e' Tl+... - 5 J(f0+e' fl)(T0+e' Tl+...)d0 =
90
1 1 _aArg do;
2m 2sen=
90 2

e, comparando os termos de mesma poténcia em e', vem

A _ L ~ _ 1 [ _aag
Ty - JfOTodo = = steni do, (5.2.2.9)
30 90 2
f. - = | £ % dg = == | £ 7. do . (5.2.2.10)
1”20 51t 57 | Tot1 -2.2.
30 9o

A equagao (5.2.2.9) pode ser escrita na forma

T ~
iy ——?l——————o—d0=ijﬂx—9—dc

0 4 Y 27 ¥
ou dg 2?en2 30 25en2
T-—Pﬁé Egd —E—z—gdo (5.2.2.11)
0 a7 2 %° T 27w ' Phe L.
30 o0

que & uma equagao integral em T, para uma esfera de raio a, com

0
a mesma forma da equagao (5.1.1.16). Entao a solugao de (5.2.2.

11) & dada por

f = -2 1A3s(v)do. (5.2.2.12)
0 4q

o0
Substituindo (5.2.2.5) e (5.2.2.6) em (5.2.2.10), vem

T T
T - —Sij—-]:_\{-i do’:ij_.._.o_(y_ [.l'. - .5_ Senzlpl.‘.._liz_ -

(senxp—senqg')2 Jd .
2 ai
l6sen =
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fazendo
G T.(seny~seny')
F= -2—1~J——9—<l - 2sen’y'+ ydo - —lj - do,
" sens 2 4 er? 4m 8sen> +
Y Rt 90 2
(5.2.2.13)
resulta
T
T, - & |—3y do = F, (5.2.2.14)
55 Seny
o 2

cuja solugao pode ser obtida diretamente se Tl e F forem repre-

sentados pelas séries

R

I
e 8

R

S

-

(5.2.2.15)

Substituindo (5.2.2.15) em (5.2.2.14) e notando que |18]

o 1
Y P_(cos¥) = 7

n=0 2sen§

obtemos
(F.) -~ = | (f.) P_(cosy)ds = F
47 1’n n n’
00
ou, por (2.4.2.14)

l)n

Usando (2.6.2;15)L encontramos

T,=F+3 [F. (5.2.2.16)

- 3 ¢ 2n+l
T, = F + o JF Z ) Pn(cosW)do,
n=2
30
de modo que
T =F + = | FS(¥)do (5.2.2.17)
1 8n ! e

90

é solugao de (5.2.2.14).



65

De (5.2.2.2) e (5.2.2.8), podemos escrever

't 2 . 2,
T = (1 + =5 sen w)T0 + e Tl'

e, introduzindo (5.2.2.12) e (5.2.2.4) chegamos a

2 2
_ e’ 2. . a _ 3ae' 2,
TC = (1+ —Z—sen w)4WJAgCS(W)do —TEF—JAngen Ypr's(¥)yde +
1Y 90
' 2 3
+e'"|F + g FS(¥)do|. (5.2.2.18)
30

De (5.2.2.13), (5.2.2.12) e (5.2.2.4), vem

2
- L ) 2 _m _ 1/, (senv-seny')
F = 4TrJTO(l 5sen b+ e'z)do 4nf10 . 37 do,
85 iy sen” 5

(5.2.2.19)

com

- 2
TO = 4HJAgCS(W)dO.
90

Na expressao (5.2.2.19) foram omitidos os termos em e'2 pois to

dos os termos que contém F, em (5.2.2.18) estaomultiplicados por

e'2.

Entao, por (5.2.2.19)a expressao (5.2.2.17) pode ser escrita na

forma

2
T. = (1+ Ez~sen2w)T0+e'2{F+ %FJ[F_ %Agcsenzw'S(w)}do} '

30
(5.2.2,20)

que é a solugao aproximada de (5.2.1.16), Pela formula de Brun
(4.4.4), as alturas do cogedide sao

2 T 2
= e'” 2 .,.°0 e' )., 3 - a 2
NC = (1l+ 7 sen y) » + Y {{+ 8HJ[ 2Agcsen P o(wf]do}.
e}
(5.2.2.21)
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cAPITULO VI

PROBLEMA DO GEOIDE

6.1 EQUAGCAO INTEGRAL DO POTENCIAL ANOMALO PARA A ESFERA

Na teoria de Moiseev, a condigao de inexisténcia das mas
sas topograficas nao €& inserida no problema de valor de contor-
no. Isto significa que nao & necessario fixar a priori um tipo
de redugao aos valores medidos, nem considerar este como um pro
blema separado e independente. O processo de redugao aos valo-
res medidos € uma decorréncia da estrutura da equagao original
e suas transformagoes subseqiientes. Este &€ um aspecto importan
te, pois, com as redugaes gravimétricas vinculadas ao problema
de contorno, & possivel introduzir simplificag¢oes que, por ou-
tro método, seriam consideravelmente mais dificeis e obscuras.

Entao, segundo esta teoria, Ve # 0 em R3\G e, por se tra-

tar da superficie geoidal, que & uma superficie horizontal, h =

0 = 83. Entao, a equagéo (4.5.6), neste caso, toma a forma
roov - Af[2d,- Lo g g5 - L (2676 49 (6.1.1)
G e 27m)|9dn ¢ y 9ah ¢]°G 2T ) ! T
oE

onde JE representa uma superficie aproximada de 3G. Notando que
Ve € uma funcao harmonica em G, a expressao (2.4.18) nos da

aVv

1 3 1 .. _ 1 (1%

v, * 5 Jve S5()ds = 5 J —= ds . (6.1.2)
O BE

Vamos representar por V, o potencial das massas exteriores trans

feridas para o interior do gedide. Trata-se, entao, de uma fun
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gcao harmonica em R3\G. Desta forma, com (2.4.23), podemos es-

crever

Q
n
i
t

1 (1 Ve
=1 JI "t ogs . (6.1.3)
FE

Combinando (6.1.1), (6.1.2) e (6.1.3), e introduzindo as expres

soes
\Y% \Y
__.l_[lﬂ_eds=__l_ 13y e 4,
2] Yy 9an & 21 (2 dn ¥y
ok SE
v \Y
1oLy Tego o L (lay € 4o
2r [y dn 2 21 | dn vy
oE oE
obtemos

v ~vy- <+ [ &t~y - -
Tg (Ve Vt) 27 J[an (2) Y 3n QJ[TG (Ve Vt)]ds -

SE
3V 3V vV -V
=L (L _e __t_3y_ e t _
T 27 J2(9G+ an an ~ an vy Yg)as - (6.1.4)
oE

6.2 RESOLUGAO DA EQUAGCAO INTEGRAL RELATIVA A ESFERA

Consideremos inicialmente o caso em que n3ao hd transferén

cia de massas. Entao vV, =0, ea equacao (6.1.4) toma a forma

an'¢’ Yy an 2
3B

1 ([el,_ 13y 1] -
TV - “__(_)_ 1 3y _] (T~V,)ds

S L [lge e e 4 (6.2.1)
= 27 |/2'96" Tan dan y TG/ 9= Tt
°3E

Fazendo
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e (6.2.2)
oV \Y v
€ _ 9y _e _ = - %Y _€
obtemos
p o~ L Ji(l)_ 1oy lf pgg =21 l( +C. - X XE - )ds
¢  2r J|n't'T Y on | C 20 |2 9 pT Bn Ty T Yg'9°r
dE 3E
(6.2.3)

que € uma equagao integral com a forma da equagao (5.1.1.1).

Entao, sua solucao para a esfera, & dada por

\%
= R - 9y _e _
To yp J(g+cb T YG)S(w)do. (6.2.4)
Yo}
Portanto, usando a formula de Brun (4.4.4) na primeira ex
pressao de (6.2.2), obtemos as alturas geoidais

\Y

e
NG = NC + Y (6.2.5)

6.3 REDUCOES GRAVIMETRICAS NA TEORIA CONVENCIONAL

A substituicao (6.2.2) pode ser interpretada do seguinte
modo: gG é o valor da gravidade sobre o gedide, que equivale ao
valor obtido com a redugdo completa de Bouguer |8| se as massas

Y

. e
removidas, representadas por el forem recolocadas sobre o pon

to em estudo. Isto foi expresso analiticamente por

BVe
9 T 3m T 9+ Cp (6.3.1)
onde C, € a corregao completa de Bouguer. Com a remogao das mas

b
sas topograficas cujo potencial é Vgr © potencial andomalo assu

me a forma

Te =T 7 Ve

que é o potencial andmalo sobre a superficie do cogedide, cuja
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deformagao em relacao a superficie do gedide, em fun¢do da gra-
vidade tedrica, & dada por f?. Os valores da gravidade, obti-
dos com a reducao de Bouguer se referem ao gedide e, portanto,
devem ser reduzidos ao cogedide. A rigor, na expressao (6.2 .4)
a gravidade tedrica y € que foi reduzida a uma superficie defor
mada por X?, em relagao a superficie do elipsdide, e no sentido

inverso ao da gravidade g, sobre a superficie do cogedide (Fig.

6.3.1)

Fig. 6.3.1

Entao, o valor da gravidade sobre o cogedide sera

v
= - %Y _e _
9 =9+C " 3n Y T Yo (6.3.2)
ou, em funcao da anomalia de Bouguer
= - 3y _e
9o = 89y " Tm Y (6.3.4)

onde
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Consideremos, agora, o caso de haver transferéncia‘dasnmg

sas externas, para o interior do gedide, segundo principios da

isostasia. Neste caso, Vt = Vis' e temos a anomalia isostatica
avis oY Ve-vis
95 T9* % T %n "~y Yo (6.3.6)

Outra possibilidade &€ a condensagao das massas externas em
uma camada material sobre o gedide, que pode ser considerada um
caso limite da redugao isostatica, sendo nula a camada de compen
sagao.

Finalmente, a transferéncia de todas as massas topografi-
cas para o interior do gedide, isto &, V., = V_, sem que haja al
teragao nesta superficie, caracteriza a anomalia de Rudski.

AV

A~gr=g+cb—~r'-Y

5 (6.3.7)

G*



CAPITULO VII

PROBLEMA DA SUPERFICIE FISICA DA TERRA

7.1 EQUACAO INTEGRAL DE MOLODENSKII PARA O POTENC

71

IAL ANOMALO

A teoria de Molodenskii, por envolver uma superficie de re

feréncia nao equipotencial, se distingue dométodo convencional,

tanto na forma original de Stokes quanto na versao de Moiseev.

Vamos obter a equagao integral de Molodenskii,
tencial anomalo, aplicando (4.5.6) a superficie fisi

Entao Ve = 0 e, neste caso, temos.

para o po-

ca daTerra.

) cosB
Loty Lty 1 _x5d - 3 -
= 2 [[Bn(R) Y 3h %cosf, D(3/h)cospy- — Az(h)]TdS‘
aT
- L Ag
T 27 choss3 Ss (7.1.1)
aT
onde a superficie do telurdoide 93T, representa uma aproximagao
de oF.
Com (I.24) podemos expressar g%(%) por
By o1 8l &1
Bn(l) = COSB3 ah( ) D( h)COSB3 (7.1.2)
Entao, usando (7.1.2) em (7.1.1), vem
- L 1 L,_ Ll 1 i
T o J[cosg ah( ) vy oh fcosg 2D(Q,h)cos83
3 3
o T
cosg
3 - L |89
7 Az(h)]TdS = 5. JZCOSB3 as . (7.1.3)

oT
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Trata-se, portanto, de uma equagao integral ndao linear mais com
plexa que a equagao integral relativa ao problema convencional.
7.2 APROXIMACOES

A resolugao da equagao integral (7.1.3) envolve trés apro

ximagoes: esférica, plana e linear.

7.2.1 APROXIMAGAO ESFERICA

Vamos iniciar a aproximagao esférica utilizando a expres

s3o (5.1.1.10); observando que —= = -2

an  an °
Entao
5 l) r—rPcosW o
_a?l.(.E = - -——-—-——-—-—-—2‘3 ' (7.2.1.1)
ou, usando (5.1.1.8).
r -r2
2 1. _ 1 P .

logo, com (7.2.1.2) e (5.1.1.14), obtemos

r2-r2
2 ,1 l 3 1 _ 3 P
ah(I) - SR T 35 + 2r23 . (7.2.1.3)

Naturalmente os operadores diferenciais 5(%,h) e A,h de (7.1.3)

2
também devem ser expressos como aproximagao esférica. Para tal,
vamos escrever a expressao de um arco elementar ds em termos de

coordenadas geodésicas (¢,A,h) |[13]

dsz = (M+h)2d¢>2 + (N+h)zcosz¢dA2 + dhz' (7.2.1.4)

onde M e N sao os raios das secgOes meridiana e primeiro verti-

cal, respectivamente. Comparando (7.2.1.4) com (I.7), temos
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qy = ¢ h, =M+ h,
q2 =X, h2 = (N+h)COS¢),
a3 = h, hy = 1.

Usando estes valores em (I.20) e (I.28), encontramos, respecti=-

vamente
5k - — L ‘2102, L S22
* (M+h)2 9¢ 47 20 (N+h)2c052¢ 9X %7 3%
s (h) = 1 %2 [ (v+h) cosy 2 N
2 (M+h) (N+h)cos¢ 3¢ M+h ¢

+

22 meh 2P
3x | (N+h)cos¢ 23A

Introduzindo a aproximacao esférica M=N=R, com ¢=9OO—e, e obser

vando que % e h sao fungoes de superficie da forma (I.19), vem

5k, = —L— [ﬁL(%)-% v 1 5%(%)5%1 (7.2.1.5)
(R+h) ¢ Ccos ¢
2 2
byh) = —t - B gy 20, L 20 (7.2.1.6)
(R+h) ¢ 3¢ cos ¢ EDY
Na aproximagao de (5.1.1.9) foi negligenciado o termo

2
(% - §g%_g)e.2R e retido h, que & da ordem da metade do valor ma
ximo do primeiro. Isto pode ser explicado do seguinte modo: h
€ uma fung¢ao vinculada & inclinagao do terreno 83, que em re-

gices montanhosas, pode ultrapassar 45° e, portanto, nao podera

ser negligenciada quando ocorrer em expressoes tais como

h_-h
_ P
tgBy =
O

oh
o = tgs ’
IXq 1
oh  _
ax, 982

Este aspecto justifica a aproximagao plana.
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7.2.2 APROXIMACAO PLANA

A expressao do quadrado da distancia entre dois pontos da

superficie fisica da Terra € dada por (5.1.1.8)

A 2
L5 = r  + rP - 2 rrPcosW (7.2.2.1)

ou, usando (5.1.1.9)

22 = (R+h)2+(R+hP)2—2(R+h)(R+hP)cosw.

Notando que

cosyY =1 - 2sen2 L

"2" ’
podemos escrever ainda
h+h hh h-h
22 = (2Rsen%)2[l+ RP + ; + P )2]-
R 2Rsen—

Mas, de (5.1.1.11)

L = 2Rsen1 ;
o 2

entao

=
]

2 + + (—)

h+h hh h-h
2 2 P P P, 2
[l+ R 5 ) ], (7.2.2.2)

que € a aproximagao esférica para (7.2.2.1).

h
A aproximagao plana consiste em desprezar os termos em % ou 7;,
0 que nos da para (7.2.2.2)
h-h_ 2
2
¥ = [1+( E) ] : (7.2.2.3)
o g

Para obtermos a aproximagéo plana da derivada normal, va-

mos escrever (7.2.1.3) na forma
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()= = = = = .
dh "% oh ¢ 2r 2r23
Fazendo r=rP=R, venm
h-h
Sy _loyl 3 _ P
5h (7 Yy dh & = 2r% 3 (7.2.2.4)

com &

dado por (7.2.2.3)

Os operadores (7.2.1.5) e (7.2.1.6), neste caso podem ser

escritos em funcao das coordenadas polares (R,6,))

com 6

ou do

<1 .. 1[5 1 3n 1 3.1 h
D(7,h)= —7[55(2)35 + 5 ET(E)BAJ’ (7.2.2.5)
R sen ©
2 2
A, (h) = —lz[g—gcotge ;2 g+ L2 }21] (7.2.2.6)
R 96 sen“8 9\

= 9OO—¢;

azimute A e do angulo Y, em relagao a um ponto fixoP (Fig.

.1)

Fig. 7.2.2.1
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sty L[odsh 1 8 1h
PEGMI= v @oy ¥ T2 aA(z)aA] ' (7.2.2.7)
R - sen Y
- 2 2
by () = 4|1 Weorgy + 28 2 h]. (7.2.2.8)
R L oY sen’y 3A

7.2.3 APROXIMAGCAO LINEAR

A aproximagéo plana proporciona expressoes que podem ser
h—hP
desenvolvidas como serie de potencias em relagao a < th3
o
ou quantidades similares. Isto sugere uma aproximagéo linear,
em que sao retidos somente os termos de primeira ordem relativos

a tais quantidades. Entao, a aproximagao linear de (7.2.2.3) se

ra

p=g = Rsen% , (7.2.3.1)

com a qual obtemos as aproximagoes de (7.2.2.4) e (7.2.2.7), res

pectivamente,
Ly Lyl 3 "y , (7.2.3.2)
dh "¢ Y dh 2 3Re %o
ﬁ‘fk'h’ - Ben: %E, (7.2.3.3)
0 L

Escrevendo coss3 em fungéo da tangente

-1 2
2 tg 83
cosBy = (l+th3) =1 - 5 + ..

entao, como aproximag¢ao linear, temos
cosB3 =1, (7.2.3.4)
Neste caso, um elemento de superficie serad dado por

ds = rR%do, (7.2.3.5)
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onde do €& o elemento de uma superficie esférica de raio unita

rio.

mos

que &

Introduzindo essas expressoes lineares em (7.1.3), obte-

2
3R [T _frar _
T- == J—- do = P JE~[A9 TAz(h)]do

44 2
30 © XY ©
R® (1 >h
-2 JQ—(h—-hP—Zsenly ) 4o, (7.2.3.6)
30

a equagao integral linearizada, relativa ao problema de

Molodenskii.

7.3 SOLUGAO DA EQUAGCAO INTEGRAL APROXIMADA
A equagao (7.2.3.6) contém termos corretivos lineares que
vamos representar por |15
Cl = —TAz(h) , (7.3.1)
¢ =K L (h-h_-2seny 2B)rq (7.3.2)
2 |3 P ay’ T i
90 O
Com estas expressoes, a equagao original pode ser escrita
na forma
Ag+C
p- 3R [T = R
T g JZ do o [ Z do + C2. (7.3.3)
o o
00 aa
Esta equagao sugere uma solucao do tipo
T - TO + Tl’ (7.3-4)
onde T0 representa a solugao aproximada de (7.3.3) para C2=0, a
partir da qual pode ser determinado Tl’ com C2 # 0.
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Entao, para C, = 0, temos
T 2 (Ag+C
3R (70 R 1
To_ yp Jf_ do = 57 J Z do, (7.3.5)
30 © 90 °
que € uma equagao integral do tipo (5.1.2.2) portanto, sua solu
cao € dada por
T, = 2= | (4g+C.)S (¥)ds (7.3.6)
0 47 g 1 ° e 3.
90

Substituindo (7.3.4) em (7.3.3) e usando (7.3.6), vem

T
3R (1 .
Tl 4 JE— do C2: (7.3.7)
90

cuja solugdo é dada por |8]

T, = C, + == |C.S(¥)do (7.3.8)

1 2 8w 2 . b
90 3C

Logo, usando (7.3.6) e (7.3.8) em (7.3.4), e desprezando —r 2

mo aproximag¢ao plana |15|, a solucao linear de (7.2.3.6) fica

2
- R - - ROl gy - sh
T= ir J[Ag TAz(h)]S(W)do o j23(h hP ZSenWaw)Tdo,

30 90 O
(7-3.9)

onde T, para a determinacao de Cl e Cz, pode ser obtido. com au-

xIilio da integral de Stokes

T= f% JAgS(W)dO. (7.3.10)

da

7.4 REDUCOES GRAVIMETRICAS NA TEORIA MODERNA

Retornemos a equagao (7.1.3) para analisar a anomalia da

gravidade

Ag = g = Y.
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O valor da gravidade real g se refere a superficie fisica daTer
ra; portanto, trata-se do valor diretamente medido. A gravida
de tedrica y, entretanto, se refere a superficie do telurdide;
logo, deve ser obtida a partir'deyﬂ, calculada sobre a superfi-
cie do elipsoide, o que pode ser feito aplicando a y a redugdo
ar-livre no sentido oposto ao que normalmente consideramos; as-

sim o
¥ =YE+_len, (7.4.1)

onde a gravidade normal sobre o telurdide y e a altitude normal
g podem ser obtidas com auxilio das formulas de Hirvonen l9| ’

de modo que

Q2
<
S

Ag:g——a——H -y (7.4.2)

oy

Isto significa que a redugao da gravidade na teoria moderna se
processa na gravidade teorica e independe de hipdteses quanto a
distribuic¢ao de massas. Um inconveniente deste método & que a
anomalia ar-livre nao & tao representativa como, por exemplo, a
anomalia isostatica, o que pode ser entendido aplicando & equa-

gao (7.1.3) uma transformagao similar a que foi aplicada a equa

cao (6.1.1). Entao, representando por V, © potencial das mas-
sas em (F-E), (Fig. 7.4.1), e aplicando (2.4.23) a Ve em R3\ F,
obtemos
A
_ By 2k J1 el
Ve + 57 J{&e m (Q) Z on st = 0, (7.4.3)

aT

onde 3T & aproximagao de BJF.

Por (I.24), temos

oV EAY

e _ 1 e
an cosB3 oh

(7.4.4)

- D(Ve,h)cosB3.
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ol

pa—1

Fig. 7.4.1

Entao, substituindo (7.4.4) em (7.4.3), vem

1 . cosB,
Ve Y on J[ e an(z) - PVg/h) — ]ds -
oT
——~l—( 1 aveds
2m jicosBy dh !
T

9

que por (I.25) e depois (I.27), toma a forma

COSR
1 (8,1, _ <1 _ 3 _
Ve + 2—1T- [ g—ﬁ(z) D(E,h)COSB3 A?(h) JVedS =
0T
oV
1 1 e
- chose3 £ ds. (7.4.5)

oT

Vamos chamar de Vt o potencial das massas exteriores, transferi

das para o interior do elipsoide. Procedendo como no casockave

e subtraindo a expressao em V assim obtida, de (7.4.5), venm

tl

COSB 4
—(Ve—v + > J[an . h)cosB3 - Az(h)_—f__ (VéﬁQ)dS=
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11 0 v -
= o7 choss 55 (Ve Ve )ds - (7.4.6)

5T 3

Combinando (7.4.6) com (7.4.3) e notando que

e 1 . - 1 8y
2m JY oh 200583(Ve Vt)dS To2m JflcosB3 ah(ve Vt)ds’
3T oT
encontramos
- - oLty oLy 10wl -
T (Ve Vt) 57 J[Bn(ﬁ) Y 3h GosE D(l,h)cosﬁ3
5T 3
cosB3
- Az(h)J[T - W mvy) Jas =
) 1 1 [ N B(Ve-Vt) Ay (Ve—Vt)]dS 7.4.7)
27 [ Tcosp, LY 3h Y 3h Y = te
3T 3
Naturalmente, se nao houver transferéncia de massas, Vt = 0,e a
equacao (7.4.7) pode ser escrita na forma
(- 28y - R [ad- 1o L pdoes o
¥ Y 2n JL3n'2’ " ¥ 3h Tcosky g1/ COSE,
8T
cosB \YJ
3 _ e _
- Az(h{]Y(C Y)dS
oV Vv
- L 1 e _ ., _ 9% _e
= o7 chosg3(g+ 5h Y n Y)dS. (7.4.8)
9T

Esta € uma equacao do tipo (7.1.3), onde ¢ estd representado por

\Y
e 9 - .
C- ~ g por g+ gﬁg e Y por v+ 3% fg; e pode ser interpretadado

seguinte modo: as massas relativas ao potencial Ve sao removi-

das, conseqgiientemente o valor de g sobre a superficie terrestre

oV
é transformado em g + Eﬁg e o0 potencial da gravidade W em W—Ve.
Para o ponto Q sobre a superficie do telurdide (Fig. 7.4.

\
2) isto acarreta uma elevagao, dada por ff, logo, a gravidade

normal y deve ser reduzida a esse telurdide modificado, e passa

\Y

a Ser exXxpressa Qr + B—Y' £
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7 78TIS// e,
2SS/ _
IO~_P p
\
/S SHER
Q _
™S U=W,
nln T
UL Ye
O

N Q
O JE

Naturalmente, o processo que foi utilizado na obtengao de
(7.4.8) corresponde a redugao de Bouguer. Por outro lado, as
massas removidas podem ser representadas por massas auxiliares
cujo potencial de atragao gravitacional representaremos por V.
Assim, podemos admitir que essas massas auxiliares representam
as massas transferidas do exterior para o interior do gedide se
gundo postulados da isostasia de modo a resultar uma crosta com
densidade uniforme. Entao, substituindovve por V _-v em (7.4.8),

obtemos a equacgao

V -v
e . L jfe Lt _ Loy 1 x4l -
vt Y ) 27 J[an(l) y oh Qcoss3 D(Q,h)coss3
oT
COSR vV ~v Vv
_ 3 _ e =~l__ 1 e _ -
7 Az(h):l”c y 98 =3 fzcos83(g+ oh Y
oT
V s
I VIRCIM (7.4.9)
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cuja interpretagao & andloga a da equagao (7.4.8); isto &, as
massas que estao no exterior do elipsdide sao transferidas, por
redugao isostatica, para o interior, o que produz variagao na
gravidade, no potencial e conseqiientemente na superficie do te-

lurdide. Com isso, a anomalia de altitude passa a ser

e a anomlaia da gravidade

a(Ve-v) vV ~v
is =g+—~—§—ﬁ—-——— (Y+—3—H Y ), (7.4.10)

Ag

gque pode ser considerada como anomalia isostatica. Esta, possui
menor correlagao com o relevo topografico e & mais representati
va do que a anomalia ar-livre. E necessario ressaltar que a a-
nomalia isostatica na teoria convencional se refere a superfi
cie do gedideé enquanto que na moderna se refere a superficie fi

sica da Terra.
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CAPITULO VIII

CONCLUSAO

A forma geral com que o problema de valor de contorno da
Geodésia fisica pode ser formulada em termos de equagoes inte-
grais, tem aspectos relevantes na obtencao de solugoes aproxima
das e na interpretagao das redugoOes gravimétricas que sao neces
sarias tanto na teoria convencional quanto na moderna.

Naturalmente, como se trata de uma forma geral, apresenta
também certos inconvenientes em relagao a complexidade na nota
¢ao e na estrutura de algumas equagoes integrais. Entretanto,
€& necessario ressaltar que as dificuldades estao na resolugao
da equagao (5.2.1.10), da teoria convencional para o elipsdide
de revolugao, e da equagao (7.1.3), da teoria moderna para a de
terminagao direta da superficie fisica da Terra. Oproblema con
vencional para a esfera, por exemplo, representado na equagao
(5.1.1.16), pode ser resolvido em condigoes mais gerais ede for
ma relativamente simples, conforme estad expresso na equagao (6.
1.4) e na sua solugao dada por (6.2.4).

O método das aproximacoes sucessivas que pode ser aplica-
do as equagoOes integrais mais complexas tais como (5.2.1.10) e
(7.1.3), constitui uma possibilidade de introduzir refinamentos
nas solugoes mais simples, sem acarretar grandes modificagoes no
aspecto computacional. O tratamento numérico dessas solugoes

ainda & um campo aberto e provavelmente terd sua importancia na
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medida em que os dados disponiveis e os métodos deé interpolagido

permitirem aplicagOes praticas mais amplas.
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APENDICE I

OPERADORES DIFERENCIAIS DE MOLODENSKII

Seja Qc:R3 aberto, e £f: Q0 ~» R3 uma transformagéo inversi

1 . .
vel de classe C~, dada pelas coordenadas curvilineas ortogonais

Entao, as coordenadas de um ponto xe podem ser expressas por
X = fk(q), k=1, 2, 3. (T.2)
Para a transformagao inversa g: Ql + 2, temos
g(x) = (gy(x), gy(x), g3(x))y X = (X4 Xy X3); (1.3)
sendo
q; = gi(x), i=1, 2, 3. (I.4)
O elemento linear de uma curva s no sistema x, € dado por

3
as?® = Y dxﬁ; (I.5)
k=1

mas, por (I.2)

portanto
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3 3 3
afk afk

2
as* = 1 I lag g 9999 (1.6)
i=1l j=1 k=1 J
Para um sistema ortogonal, temos
3 39f, of
) _55 365 =0, sei=j;
k=1 *
logo
3 3 5F 2 3
2 k 2 2 2
ds®“ = § ¥ (357) dq; = ) h; dq, (1.7)
i=1 k=1 * i=1
ou, supondo que q4 varia ao longo de Sy
dsi = hidqi‘ (I.8)

Seja q5 = h(qy. q,) a equagao de uma superficie 3S de clas

se C2. Entao

_ odh dh
daz = 8q, dq, + 84, da,

e, por (I.8)
ds ds

ds3  sn 981 98
hy  9q; by 3qy hy

=0. (I.9)

A normal & superficie & perpendicular a ds; entao

3
) ds,cos(8;) = 0, (I.10)

i=1
onde B, sao os angulos que essa normal forma com q; - Comparan

do (I.10) e (I.9), obtemos

1 3h
COSB, = = —r ——,
1 Ahl 9q,
1 35h
COSB, = = —mm —! (I.11)
2 Ah2 qu
- 1 .
cosB3 = AR

w
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onde
5 22 5 . (1.12)
h2 2 h3
Seja F: Q - RY uma funcao de classe Cl, definida por

A derivada desta fungao, na direcao da normal & superficie, &

w

oF
on Ry dni' (1.13)
i=1

sendo dni as projegcoes de dn sobre q;r isto e,

dni = hiqi = dncosBi. (I.14)

Combinando (I.1l2), (I.1l3) e (I.l1l4), vem

h. h
oF 1 5F 3 3F oh 3 3F 3h

3F _ (L 3F _ 3 3F dh _ _3F 3h, .. (I.15)
no hy dqy p2 8q) dqy 2 29, G 3

A projegao de um elemento da superficie 3S, sobre o plano tan-

gente na origem, & dada por

dScosg3 = h,h,dq,dq,.

Assim, por (I.1l5), temos

h h

oF 1 3J3F 3 3F 3h 3 3F 3h

— ds = (+— -5 — = - —-5 — ——) h h. dq.dq,,

n h3 d3 hi N °q, hg 3q, 239, 172771772
ou

0F oo [l BF_ _

oF g5 -[£3 o D(F,h)] h,h,dq,dq,, (I.16)
onde

h h
D(F,h) = -3 2F ’ah _ 3 3F_ sh | (1.17)
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€ o primeiro operador diferencial de Molodenskii.

Sobre a superficie 3S, a fungao F toma a forma

F =F(qys 9y h(ql, q,))-

Suas derivadas parciais em relacao a q;, ao longo dessa superfi

cie, sao

9, F
2 = oF + oF Bh i = 1, 2. (1.18)

8q;  3qy  9qy Aqy’

Naturalmente, se F = F(q;, q,), entao

2 _3F 5o, 2. (I.19)

D(F/h) = — =— L + = = =, (I.20)

que & o segundo operador diferencial de Molodenskii.

Substituindo (I.18) em (I.20), obtemos

D(F/h) = B(F,h) - —£ D(h,h), (I.21)
onde

oF 1l oF

L = = £ (I.22)

oh h3 3q3

Com (I.17) e (I.22), a expressao (I.l5) pode ser escrita
na forma

3F _13F _ D(F, h)|cosB, , (I.23)

on |3h ! 3 ’

ou, por (I.21)
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-5'?1 = ’CFS—B—B- E - D(F, h)COS€>3 . (I.24)

Se F for definida como o produto das funcoes Fl e F2, en-
tao
D(Fle, h) = FlD(Fz’ h) + F2D(Fl, h) (I.25)

que, com (I.21), fica

- &
B(F,F,, h) = FD(F,, h) + F,D(F;, h) + 3 (F;F,) D(h, h).

1 2
(I.26)
Integrando (I.20) por partes, vem |13
JD(F, h)hlhquldqz = JD(h: F)hlhquldqz'
3S 38
ou
JD(F, h)h h,dq,dq, = -fF v, (h)h h,dq,dq,, (I.27)
3S 3s
I b e R PRt )
172 1 °9 M °% 92 T2 9

que @ o terceiro operador diferencial de Molodenskii.

Para um sistema de coordenadas locais X X,X3, com Xx;nadi

3
recao da normal, X4 dirigido para o norte e X, para o este, a

expressao (I.15) toma a forma

oF oF oF oh oF oh
— = - - ) cosB. , (I.29)
on 3x3 axl Bxl 8x2 8x2 3
ou
8E _ _ 1 3F _ mp, h) cos8 . (I.30)

on cosB3 X
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aF oh oF- oh
D(F, h) = ' (I.31)
Bxl Bxl ax2 sz
dLF 3. F
~ 2° %h 2" oh
D(F, h) = + ’ (I.32)
Bxl axl 8x2 axz
agF agF
V,(h) = — + —5 .
2 8x2 8x2
1 2 (I.33)
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APENDICE II

EXPRESSAO DA DISTANCIA ZENITAL DA CORDA DE UM ARCO ELIPSOIDAL

Consideremos os pontos P' e P sobre um elipsdide de revo

!

lugao (Fig.II.1)

X3
3 N
r O ¢
l"pr"V X,
%,
Fig. IT.1

O comprimento da corda &, gue vamos supor sempre no sentido de

P' para P, tem a expressao

- ] -— ] — 1
*17¥1 _ F2TX2 _ %373 (1I.1)
= = = , .
cosay cosa, Cosa,
ou, em coordenadas elipsoidais
ZCOSal = Ncos¢cosr - N'cos¢',
JLcosa2 = Ncos¢seni, (IT.2)
2 b2
RCOSa3 == Nsen¢ -3 N'sen¢',

a a
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onde a e b sao, respectivamente, o semi-eixo maior e menor do

elipsdide de revolugao; e o a, o0s angulos formados peladi

o
1’ 72" 73
recao de % e os eixos cartesianos para os indices corresponden-

tes..

As coordenadas cartesianas (xi, xé, xé) de P' e (xl, Xy

X4) de P, devem satisfazer a equacgao do elipsdide, entao
F?;) + (j;) + (j;) =1 (1I1.3)

e, por (II.l)

L L L]
(xl+£cosal)2 .\ (x2+zcosa2 2 x3+zcosa3 2

a a

Comparando (II.3) e (II.4)

cosa CcOosa CcOosa
2 1,2 2.2 3,2 1 2 2
z[(a>+(a)+(b)J+2u 5 =+
a a
x!cosa
_3_2__2) =0. (I1.5)
b

Vamos obter os co-senos diretores de % & partir dos triangulos

esféericos Qxls, QXZS e QX3S, respectivamente, (Fig. II1.2)

cosa, cos¢'cosz-send¢ 'senzcosh,

coOSsa senzsenA , (I1.6)

coso., = send'cosz+cos¢'senzcosh .
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Fig. IT.2

Entao, introduzindo coordenadas elipsoidais em (II.5) e observan

do que podemos fazer A' = 0, vem
coso. cosa cosa coso.,cos¢’
1,2 2,2 3,21_ _ . 1
D2 D) - — L —
a
cosa3sen¢'
—-————2——)1 (II.?)
a

cosoa

sendo N' a grande normal em P'. Somando e subtraindo (% 3 3)2

ao primeiro membro de (II.7), obtemos

2 .2
2(l+a Eb cos a3) = - 2N'(cosalcos¢' + cosa3cos¢').(II.8)
b H

Para obtermos a distancia zenital z e o azimute A, em funcao dos
co-senos diretores, vamos multiplicar a primeira expressao de

(I1.6) por (-sen¢') e a Gltima por cos¢', e combinar essas ex

pressoes, assim

COSZCOSA = c05a3cos¢' - cosulsen¢'. (I1.9)
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Dividindo (II.9) pela segunda expressao de (II.6), encontramos a
formula para o azimute

cosa3cos¢' - cosalsen¢'

cotghA = cosa, . (IT1.10)

Multiplicando a primeira expressao de (II.6) por cos¢' e a ter-

ceira por sen¢', obtemos

cosz = cosalcos¢' + cosa.,sen¢', (I1.11)

3
Com (II.ll), podemos escrever (II.8) na forma

a2—b2 2
cosz = 5— (1 + 5 cos a3), (I1.12)

b

que & a expressao da distancia zenital da corda de um arco elip

soidal.
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APENDICE III
RELAGCOES ENTRE OS ELEMENTOS GEOMETRICOS DOS SISTEMAS GEODESICO E

GEOCENTRICO NO ELIPSOIDE DE REVOLUGAO

A ordenada de um ponto P sobre o elipsdide de revolugao é

dada por (Fig.III.1)

»
Il

Naos¢tgy

ou (111.1)

N _sen¢ ,
p ¢

onde ¢ & a latitude geodésica e ¥ a latitude geocéntrica.

BP=N

Fig. I1I.1
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Mas

N = (1 - e2)N = 93 (III.2)
.p B - 21 o

o

onde e € a primeira excentricidade do elipsdide de revolucado, de

finida por

e” = 5 . (ITI1.3)

Entao, comparando as expressoes de (III.1) e usando (III.2), ob

temos

b2
tgy = — tgy, (III.4)
a

que € a relagao entre as latitudes geodésica e geocéntrica.

As coordenadas cartesianas de P devem satisfazer a equagao

do elipsdide de revolugao

+x

2

Ll A

X

N‘ wa

+ = l; (III.S)

b

o

usando as coordenadas geocéntricas (r, ¥, i), com

X; = roosycos),
X, = rcosysena, (ITI.6)
X4 = Tseny.

vem

1 coszw + senzwv
’
2 2
r a b

It

(I11.7)

ou, em funcao da tangente

1 _ 1 + 1 .
- = - 5
r b™ (1+tg™y)

a2(l+tg2w)

por (III.4), obtemos ainda
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1 a2+b2tg2¢
r2 a4+b4tg2¢

’

que vamos escrever na forma simplificada

1 2
= = EZ ’ (111.8)
r q

onde
p2 = a2cosz¢ + bzsen2¢, (I11.9)
q4 = a4cosz¢ + b4sen2¢- (IIT1.10)

Escrevendo (III.10) em fungao da tangente e usando (III.4), ob-
temos q4 em termos da latitude geocéntrica

4.4
q? = ab X (III.11)

b4coszw + a4sen2w

Com (III.1ll), obtemos de (III.4)

2
seny = 37 seny,
b
e (II1.12)
2
cos¢ = ﬂi cosy.
a

Da fig, III.l1l, tiramos

2 2 2 _ 2 2 2 2
1 + x2 + x3 = N cos ¢ + Npsen o

e por (III.2), temos

4
r? = N2c0s2¢ + EZ sten2¢, (III.13)

b
ou, usando (III.1l0)
1 _ SE
5= - (I1I1.14)
a’r

Lembrando que
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1_p>
M 27
Nb

por (III.8) e (III.3) encontramos

6
l__9

= = . (ITI1I.15)
M a2b2r3

Vamos obter a relacao entre dy e d¢ derivando (III.4) em

relagao a ¥

seczw =

IU‘
IV N

secz¢ %%,
a

que pode ser escrita na forma

2
av (L+eg®y) = 25 (1+tg?e)as,
a

ou, por (III.4) e (III.1l0)

2.2
dw=alz as .

q

Um elemento da superficie do elipsdide tem a expressao

(IIT.16)

ds MNcos¢dodr.

Entao, por (III.12), (III.14), (III.15) e (III.16), temos

4
ds = 55 cosydypdx .
q

A segunda excentricidade do elipsbide de revolugao & definida

(III1.17)

por

2 _a-b (ITI.18)

com a qual vamos obter expressoes para elementos do elipsdide,

na forma de séries. De (III.18), temos

2 a2
0 27

l+e




0 que nos da

b2 = a?(l-e'%+...).

Introduzindo (III.18) em (III.1l7)

e'2 2
r = a(l-—i— sen y+...)

’

qz = a2(l—e'zsen2w+...).

A partir de (III.14), (III.1l5) e (III.16), usando (III.

(I1II.21), encontramos

|2 2
% = %(l_gi—sen b+...),
2
L}
% = é(1+e'2— 3e2 senzw-...),

e (ITI.11l), vem

das = a2(l—e'zsen2w-...)coswdwdk.

Da fig. III.2 tiramos

22 = r2+r'2-2rr'cosw,
ou

L= [(r-r')2+4rr'sen2 %]
onde

(r—r')2 & da ordem de e'
Entao,

’

1_ 1 1
. Zsen% Yrr'

que, por (III.20), toma a forma

4

(ITI.

(ITI.

(III.

20)

(III.

(ITI.

(III.
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19)

20)

21)

22)

23)

24)



1 1 et? 2 2

7= (1+ 3 senzw)(l+§z— sen"y')) .

¥
2asen§

De (II.2), encontramos

cosa, =
3

|

(E)Z(Nsen¢ ~ N'sen¢'),

ou,usando (III.12), (III.14) e (III.25)

cos2u = 1 1 (rseny - r'senw')z;
3 2 '
dsen"=% rr

'
~ -~

l, temos

HIH N

r
observando que v

coszu3 = ——4L§¢ (senzw - senzw').
4sen =
2

Fig. III.2
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(III.25)

(ITI.26)
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