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LISTAS DE ABREVIATURAS E SIGLAS

al. : alemao

art. : artigo

compr. : comprimento

ed. : edicao

eg. : lat. exempli gratia (por exemplo)

et al. : lat. et alli (e outros); et alia (e outras)

fl. : folha

ar. X grego

ie. : lat. id est (isto &, isto quer dizer)

lat. : latim

if : limite fundiario

max ) maximo

min : minimo

n. : numero

op. cit. : lat. opus citatum (na obra citada)

p. : pagina

qu. : quadrante

V. X volume ou verso de folha de processo

V. g. : lat. verbi gratia (a saber, por exemplo)

ABN ; Associac¢ao Brasileira de Normas Técnicas

ACP X Analise de Componentes Principais

APA : Area de Protegao Ambiental

Auf. : al. Auflage (edicao)

Av. X Averbacgao

BIH X Bureau International de I'Heure

CAT : Sistema de Coordenadas Cartesianas Astrondmicas Topocéntricas
CCB : Cédigo Civil Brasileiro (Lei n. 3 071, de 1° de janeiro de 1916)
CE : Sistema de Coordenadas Cartesianas Elipsoidicas
CET : Sistema de Coordenadas Cartesianas Elipséidicas Topocéntricas
CG : Sistema de Coordenadas Cartesianas Geocéntricas
CIO : Conventional International Origin for Polar Motion
Comp. : Compilado

CPC : Cdédigo de Processo Civil (Lei n. 5 869, de 11 de janeiro de 1973)
CTP : Conventional Terrestrial Pole

DIN : al. Deutsches Institut fiir Normung

DRF : Departamento de Regularizagao Fundiaria

GA : Sistema de Coordenadas Geograficas Astrondmicas
GE X Sistema de Coordenadas Geograficas Elipsoidicas
GPS X Global Positioning System

Hrsg : al. Herausgeber (editor)

IBGE : Instituto Brasileiro de Geografia e Estatistica

IERS : International Earth Rotation Service

INCRA : Instituto Nacional de Colonizagao e Reforma Agraria
ISO : linternational Organization of Standardization

ITC : Instituto de Terras do Parana

ITESP : Instituto de Terras do Estado de Sao Paulo
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NBR : Norma Brasileira da ABNT

Org. : Organizado

PAT X Sistema de Coordenadas Polares Astronémicas Topocéntricas
PE : Sistema de Coordenadas Polares Elipsoidicas

PET : Sistema de Coordenadas Polares Elipsoidicas Topocéntricas
Proc. X Processo

R. : Registro

RBMC : Rede Brasileira de Monitoramento Continuo

SAD X South American Datum

SFT X Superficie Fisica Terrestre

SGB X Sistema Geodésico Brasileiro

SIRGAS Sistema de Referéncia Geocéntrico da América do Sul

Trad. X Traduzido

UT™M X Universal Transverse Mercator

WGS : World Geodetic System

LISTA DE SIMBOLOS

Os simbolos de matriz sdo marcados com letras mailsculas e em negrito; os
simbolos de vetor sdo marcados com letras minusculas e em negrito. Os escalares sdo
marcados com letras sejam mailsculas ou minusculas, porém sem receber negrito. A
consisténcia notacional € dificil de ser obtida, sobretudo, quando a descricido envolve
varios ramos da ciéncia. O leitor, portanto, atentara para o contexto. O simbolo A pode
ser valor proprio ou parametro de ndo-centralidade de distribuicées de probabilidade ou
longitude geografica elipséidica; o simbolo N pode ser o raio de curvatura da se¢ao
transversal meridiana do elipséide de revolu¢ao ou o ponto cardeal norte ou a matriz das

equacoes normais do ajustamento de observagoes.

1 MATEMATICA
1.1 SINAIS DE RELACAO ENTRE QUANTIDADES

= : igual a | : tal que
menor

Q
@,
A

igual por definicao
muito menor

A

deve ser
# diferente, diferente de < menor ou igual
~ semelhante > maior
~ aproximadamente igual > muito maior
= assimptoticamente igual > maior ou igual
= idéntico a 2 corresponde a
A ou A e

xiii



1.2 GRANDEZAS E UNIDADES

Grandeza Unidade
nome simbolo definicao (exata)
de dimensao 1 {um 1
radiano rad 1rad =1ﬂ=1
m
rau °
angulo plano ) r= %rad
minuto ‘ 1,_(_1__)°
60
segundo ¢ 1,,_( 1 )
60
comprimento metro m “le métre est la longueur du trajet
parcuru dans le vide par la
lumiére pendant une durée de
1/299 792 458 de seconde”’
superficie metro quadrado | m?
are a 1a=100m’
hectare ha 1ha =10 000m’

FONTE: 1SO (1992b, p. 33-35).
NOTA: A unidade are, designada pelo simbolo a, e seu multiplo hectare, designado pelo simbolo
ha sio empregados para exprimir as superficies agrarias. No Brasil, o submdltiplo

centiare, designado pelo simbolo ca, 1ca=1m’, também é empregado.

1.3 ALGEBRA

0 : vetor nulo
: vetor somatorio
- : indicacao da inversa ordinaria ou regular de matriz (quando
sobrescrito no simbolo)
indicagdo da inversa generalizada de Moore-Penrose (quando
sobrescrito no simbolo)
€ um subconjunto de
uniao
intersecgao
€ um elemento de
nao € um elemento de
existe um elemento x
X conjunto vazio
> : produto interno de 2 vetores
norma euclidiana

-

+

=ArQgm0 DCn

' O metro & o comprimento do trajeto percorrido pela luz no vacuo durante 1/299 792 458 de
segundo.
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Z z =

valor absoluto do numero real a, i.e., se a>0, entdo |a| =ae se
a<0, entdo |a|=-a

modulo do vetor x; no caso dos espagos métricos, o simbolo
designa o comprimento do vetor x

tende para

implica: se a, entdo b

equivalente: a correto, se b

para todo

infinito

i-ésimo vetor de constantes

i-6sima componente do j-ésimo vetor de constantes

namero de valores préprios nulos

determinante

versores dos eixos coordenados do sistema de coordenadas
cartesianas

posto ou caracteristica de matriz

vetor préprio normalizado (coluna da matriz modal M)

n fatorial, i.e., n!=1x2x3x...xn

traco, i.e., a soma dos elementos da diagonal da matriz
quadrada

matriz de constantes

matriz identidade

indicador de transposta hermitiana de uma matriz (quando
sobrescrito no simbolo de matriz)

matriz modal, i.e., matriz cujas colunas sdo os vetores proprios
normalizados m

conjunto dos nimeros naturais: N ={0,12,3,...,0}

conjunto dos numeros naturais sem o elemento nulo
N* = {0,1,2,3,...,00}
conjunto dos ndmeros racionais

Q=%x|x=%compez,qe2/\ q¢0}

conjunto dos numeros irracionais

Q’={x |x¢%compez,qez/\ q¢0}

conjunto dos numeros reais, o qual abrange todos os numeros
racionais e todos os nameros irracionais, i.e.,

R=QUQ,; QNQ =y,

espaco vetorial euclidiano de dimensao n

indicador de transposigao quando sobrescrito no simbolo de
vetor ou de matriz :

conjunto dos numeros inteiros relativos

7= {~oo,...,—2,—1,0,1,2,...,00}



1.4 GEOMETRIA

£(.,.) : angulo formado entre dois vetores ou entre duas diregdes
L : perpendicular
I : paralelo

1.5 FUNCOES CIRCULARES

sin X seno (lat.: sinu) cos X cosseno
tan : tangente cot : cotangente
sec : secante cosec : cossecante
arcsin : arco seno arccos : arco cosseno
arctan X arco tangente arccot : arco cotangente
1.6 ANALISE
const. : constante
A : diferenga ou incremento, e.g., AX
>....< : demonstragao de uma prova
f( ).o() ! designagao de uma fungao, e.g., y =f(x),u=o(xy)
d, d : diferenciagdo simples ou entdo diferenciagao de n-ésima
ordem
d dn . . .
ax dx” X quociente diferencial de 12 ordem ou entdao quociente
diferencial de n-ésima ordem
0
X : 12 derivada parcial
b
If (x)dx ; integral definida da fungao f entre os extremos ae b
lim () limite, quando x tende ao infinito, de ()
In logaritmo natural
sinal algébrico do argumento(), i.e., sgn(x) ==
sgn () : I
k
; : somatoério (desde i=1até k)
K
I1 . produtério (desde i =1até k)
i=1
[a,b] : intervalo fechado, i.e., a<x<b
]a, b[ : intervalo aberto, i.e., a<x <b



2 ESTATISTICA E AJUSTAMENTO DE OBSERVAGOES GEODESICAS

A

dz(p1,},t2,2)

estimado (quando sobreposto no simbolo de variavel ou de
constante)

segue a distribuigao, e.g., x~y, i.e., x segue a distribuicao
qui-quadrado com graus de liberdade igual a v
semi-eixos do elipséide de dimensao p

distancia quadratica de Mahalanobis populacional
distancia quadratica de Mahalanobis amostral

covariancia

funcdo densidade de probabilidade ou, alternativamente,
distribuicdo: é a fungao que governa a distribuicao de dados
em uma experiéncia

j-ésima mensuranda geodésica

vetor de observacgao

média do vetor de observacao

i-€simo vetor proprio associado ao i-€simo valor proprio, obtido
da matriz covariancia populacional

i-ésima componente do vetor proprio associado ao j-€simo
valor préprio

par (vetor proprio, valor préprio)

numero de observagoes

namero de variaveis do vetor aleatério

coeficiente de correlagao entre a j-€sima componente principal
amostral e a i-ésima componente da variavel original

vetor de coeficientes de correlagao entre a j-ésima componente
principal amostral e a i-ésima componente da variavel original
coeficiente de correlagéao entre a j-ésima componente principal
amostral e a i-ésima componente da variavel padronizada
namero de coordenadas ajustadas

residuo

vetor de residuos

variancia

soma quadratica dos residuos

vetor aleatério p variado

vetor de coordenada ajustadas

i-€sima variavel do vetor aleatério p variado

j-ésima observagao da i-ésima variavel do vetor aleatorio p
variado
vetor de coordenadas aproximadas

i-esima componente principal populacional

vetor das componentes principais populacionais
i-ésima componente principal amostral

vetor das componentes principais amostrais
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variavel padronizada

vetor das variaveis padronizadas

matriz que contém as derivadas parciais das equacdes de
observacéo y=f(x), sendo avaliada com o vetor dos valores
aproximados y* das incégnitas

operador esperanga matematica

distribuicdo de probabilidade F central com v, graus de
liberdade no numerador e v, graus de liberdade no
denominador

distribuicao de probabilidade F nao-central com v, graus de
liberdade no numerador, v, graus de liberdade no
denominador e parametro de nao-centralidade 2,

hipétese alternativa

hipétese nula

matriz dos dados amostrais das mensuragdes geodésicas
matriz covariancia do vetor de parametros estimados x

matriz de vetores préprios da matriz covariancia populacional
distribuicao normal padronizada

distribuicdo normal p variada (ou distribuicdo multinormal ou
distribuicao normal multivariada)

distribuicdo normal p variada com vetor médio populacional p
e matriz covariancia populacional £

distribuicdo normal p variada com vetor médio nulo e matriz
covariancia igual a matriz dos valores proprios

matriz dos pesos

probabilidade

matriz dos coeficientes de peso das observagoes, i.e.,

-1
(Q) =P
matriz dos cofatores de covariancia das incognitas x

€ a matriz de cofatores de covariancia dos residuos v,

matriz dos coeficientes de correlagao

matriz que contém os coeficientes de correlacao entre as
componentes principais e as variaveis padronizadas
matriz covariancia amostral

matriz dos desvios padroes amostrais

matriz de dados amostrais, i.e., amostra do vetor aleatério x
nivel de significancia

nivel de confianga

qualidade ou poder do teste

desvio aleatério

i-ésimo valor préprio da matriz covariancia populacional

i-€simo valor préprio da matriz covariancia amostral
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a

o o
N

Q Qo
> S ®

oOQa—rQ

—

X,Y,Z)

>

valor préprio maximo
valor proprio minimo

vetor médio populacional
média populacional da j-ésima variavel ¢

coeficiente de correlagcao entre a j-ésima componente principal
populacional e a i-ésima variavel original
desvio padrao da i-ésima observagao

variancia da observagao de peso unitario
variancia estimada da unidade de peso

distribuicdo de probabilidade qui-quadrado central com v graus
de liberdade

distribuicdo de probabilidade qui-quadrado nao-central com v
graus de liberdade e parametro de nao-centralidade X

matriz diagonal dos valores préprios ou matriz espectral, obtida
da matriz covariancia populacional

matriz diagonal dos valores préprios ou matriz espectral, obtida
da matriz covariancia amostral

inversa ordinaria da matriz diagonal dos valores préprios,

- obtida da matriz covariancia populacional

matriz covariancia populacional
inversa ordinaria da matriz covaridncia populacional

inversa de Moore-Penrose ou pseudo-inversa da matriz
covariancia popuiacional
erro grosseiro na observagao ¢,

valor limite inferior de um erro grosseiro

semi-eixo maior do elipsdide de revolugdo (semi-eixo
equatorial)

semi-eixo menor do elipsoéide de revolugao (semi-eixo polar)
distancia entre dois pontos na superficie do elipsbide

quadrado da 1? excentricidade da elipse meridiana do elipsoide

quadrado da 22 excentricidade da elipse meridiana do elipséide

distancia entre dois pontos da superficie fisica terrestre
diferencial da latitude geografica elipsoéidica

diferencial da longitude geografica elipséidica

achatamento da elipse meridiana do elipséide

vetor gravidade

altitude elipséidica

deflexdo ou desvio da vertical

terno cartesiano de coordenadas: coordenada x ou abscissa,
coordenada y ou ordenada e coordenada z ou cota

azimute astrondmico
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azimute geodésico (definido no elipsoéide)

centro do elipséide

geocentro

altitude ortométrica

raio de curvatura da secao meridiana

(al. Meridiankrimmungshalbmesser)

raio de curvatura da segao transversal

(al. Querkriimmungshalbmesser)

segmento de reta da normal compreendido entre o ponto da

elipse meridiana e o semi-eixo maior, i.e., N' = (1—e2)N

quadrante nordeste
quadrante noroeste
origem dos sistemas topocéntricos

raio médio de curvatura gaussiano, i.e., R= JMN
raio de curvatura da seg¢éo na diregao do azimute A,

quadrante sudeste
superficie fisica terrestre
quadrante sudoeste
latitude reduzida

latitude geocéntrica
reducdo do angulo horizontal devido ao desvio da vertical

angulo zenital astronémico

angulo zenital geodésico

componentes do desvio da vertical em longitude, em latitude e
no plano horizontal, respectivamente

longitude geografica elipsoidica

latitude geografica elipséidica

angulo esférico da esfera unitaria de Bessel

ondulagéo do Gedide

longitude geografica astrondmica

latitude geografica astronémica
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RESUMO

Analise de conceitos que aprimoram o modelo geodésico da caracterizagao de
estremas no espago geométrico mediante o emprego de coordenadas geograficas
elipsoidicas e por quantidades derivadas destas coordenadas. O propésito principal
€ a inser¢ao na matricula imobiliaria de quantidades geodésicas e de estimativas de
qualidade que interpretem a parte do principio da especialidade desse registro
concernente a individualizagao do prédio mediante as mensuragdes geodésicas de
suas estremas. Este propésito decorre de a norma juridica nao ter contemplado o
desenvolvimento dos conceitos de superficies de referéncia para a demarcagao de
pontos no terreno, assim como o desenvolvimento dos conceitos da analise de
dados dos quais obtém as medidas de acuracia, medidas de confiabilidade e medida
de sensibilidade. Expde como a caracterizagdo de estremas vincula o Direito
Imobiliario a Geodésia mediante a descricao sucinta dos procedimentos das agoes
demarcatoria, diviséria e discriminatéria. Destaca a importancia dos memoriais da
caracterizagao de estremas como partes integrantes da sentenga homologatéria de
demarcacao que define os limites de iure entre prédios, a interpretagao da realizacéo
do principio da especialidade dependente de mensuragbes e a aviventagdo de
limites fundiarios. Valoriza a pesquisa metodolégica que caracteriza as estremas
como objeto comum de ambos os ramos da Ciéncia. Para este fim descreve
sucintamente os fundamentos juridicos do limite fundiario e os fundamentos da
Matematica, da Estatistica, da Geodésia e dos critérios para a analise de qualidade
de rede geodésica, os quais sao essenciais a pesquisa que objetiva a concepgao de
modelo da Geodésia para a caracterizagdo de estremas no espago geométrico.
Como consequéncia do aprimoramento do modelo geodésico propbe o
aprimoramento do memorial da caracterizagcao de estremas destinado a matricula
imobiliaria mediante a descricdo dos limites fundiarios por coordenadas polares
elipsdidicas cujo sistema tem origem nas coordenadas geograficas elipsoidicas das
estremas e pela introducao de quantidades estatisticas aprimoradoras, tais como as
estimativas de qualidade das mensuragcbes geodésicas e as estimativas
dependentes do ajustamento de mensuracdes geodésicas pelo método dos minimos
quadrados. O azimute do limite fundiario, o perimetro e a superficie do prédio sao
determinados como fungao das coordenadas geograficas elipsoéidicas. Fornece aos
diferentes profissionais envolvidos nessas agdes conceitos fundamentais de
aprimoramento dos memoriais da caracterizagdo de estremas, razao por que o
conteudo da pesquisa requer formas diferentes de leitura conforme a indicagéo na
secao introdutéria. Apdia-se em duas fontes de dados reais. A primeira provém de
pecas processuais de ag¢bes discriminatérias, dentre as quais o laudo de
arbitramento, o laudo de demarcagao e a homologagao do laudo de demarcagao. A
segunda provém de parcelamento de gleba elaborado pelo Instituto Nacional de
Colonizagdo e Reforma Agraria (INCRA), que compreendem as coordenadas
geograficas elipséidicas das estremas cujo sistema geodésico de referéncia é o
Sistema Geodésico Brasileiro oficial e os memoriais da caracterizagao das estremas
de gleba e de parcelas.

Palavras-chave: estremas; caracteriza¢ao de estremas; coordenadas geograficas
elipséidicas; matricula imobiliaria; principio da especialidade;
memoriais da caracterizagao de estremas; coordenadas polares
elipséidicas; superficie do prédio.
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ZUSAMMENFASSUNG

Verfeinerung der Auffassung des geoditischen Modells zur Kennzeichnung des
Grenzzeichens im geometrischen Raum

Die vorliegende Dissertation befaBt sich mit der Analyse des Begriffes der
Kennzeichnung des Grenzzeichens im geometrischen Raum und ihre Verfeinerung
mittels elipséidischer geographischer Koordinaten mit ihren ableitenden Grépen. Der
Zweck dieser Arbeit ist die Grundbucheinfihrung der geodatischen Gréfen und ihrer
Qualitatskriterien, die durch geodatische Vermessungen der Grenzpunkte im Geldnde
den Bestimmtheitsgrundsatz erldutern kénnen. Dieser Zweck folgt aus keiner
Entwicklung, die die Rechtsgrundlagen wie das Zivilgesetzbuch und die
ZivilprozeBordnung  beriicksichtigten, beziiglich der Begriffe des Bezugssystems und
-rahmens bei dem vermarkten, sichtbaren Grenzpunkt im Geldnde, sowie die
Entwicklung der Begriffe der Datenanalyse, deren Genauigkeits-, Zuverlassigkeits- und
SensitivitdtsmapBe abgeleitet werden kdénnen. Grundstiicke stehen durch die
Kennzeichnung des Grenzzeichens, die mittels, z.B. Actio finium regundorum, actio
communi dividundo und vor allem in der brasilianischen Gerichtssprache in der
sogennanten ag¢do discriminatéria kurz dargestellt wird, mit der Geodasie in
unmittelbarem Zusammenhang. Die Lagebeschreibung der Kennzeichnung des
Grenzzeichens im Raum ist wesentlicher Bestandteil einer Gerichtsentscheidung, weil
sie die Grenze de jure bestimmt. Sie deutet den durchgefihrten Bestimmheitsgrundsatz
und kann die Wiederherstellung der vermarkten unsichtbaren oder beschétigten
Grenzpunkte ausfilhren. Eine ausfithrliche Untersuchung, die das Grenzzeichen
bezeichnet, wird den Gegenstand sowohl in der gesetzlichen Grundiage als in der
Geodasie aufwerten. Dazu werden die Rechtsgrundlagen der Grenzen, die Grundlagen
der Mathematik, der Statistik, der Geodasie und die Grundlagen der Qualitatskriterien
der Geodasie dargestelit. Diese Qualitatskriterien sind sehr wichtig fir die Untersuchung,
die die Auffassung des geodatischen Modells zur Kennzeichnung des Grenzzeichens im
geometrischen Raum findet. Dadurch erfoigt die Verfeinerung der Lagebeschreibung des
Grenzzeichens durch die Einfluhrung des verfeinernten Bestandteils der Kennzeichnung
des Grenzzeichens ins Grundbuch mittels der Grenzdarstellung durch elipséidische
Polarkoordinaten, deren Ursprung des Systems mit elipsoidischen geographischen
Grenzpunktkoordinaten zusammenfallt, und durch die Einfilhrung eines statistischen
verfeinerten Bestandteils wie ableitende Grépen geodatischer Messungen und
abhangige GréBen der Ausgleichung von der Methode der kieinsten Quadrate. Das
Azimut einer Richtung von einer Grenzlinie im Geldnde, der Grundstiickumfang und der
Grundstickflacheninhalt werden als Funktion elipsoidischer geographischer Koordinaten
bestimmt. Es zeigt sich, dass die Grundlagen der Verfeinerung bezuglich der in der
EinfGhrung dieser Arbeit beschriebenen  Punktlagebeschreibung  Forscher
unterschiedlicher Fachrichtungen bedeutungsvoll sein werden. Diese Forschung stitzt
sich auf der zwei echte Datenquellen. Die erste Datenquelle erfapt die gerichtlichen
Aktenstiicke wie Sachverstdndigengutachten und das Urteil der Vermarkung. Die zweite
Datenquelle erfapt die elipsdidischen  geographischen  Koordinaten der
Parzellarvermessung und ihre Punktlagebeschreibung fiir das Grundbuch, die von dem
Instituto Nacional de Colonizagdo e Reforma Agraria (INCRA) bearbeitet wurden.

Schlagwoérter. Grenzzeichen; Kennzeichnung des Grenzzeichens; elipséidische
geographische Koordinaten; Grundbuch; Bestimmheitsgrundsatz;
Punktlagebeschreibung fur das Grundbuch; elipséidische
Polarkoordinaten; Grundstiickflacheninhalt.



1 INTRODUGAO

1.1 CONSIDERA(;C)ES PRELIMINARES SOBRE O TEMA: DEFINICAO,
DELIMITACAO, IMPORTANCIA E JUSTIFICATIVA

O termo estrema provém do latim extremus (~a ~um)que possui a

acepcao de situado no fim, de canto e de extremidade; e o verbo estremar significa
demarcar por meio de estremas. Na linguagem juridica, o termo é utilizado como
sindnimo de marco divisorio. Assim, o ponto de divisa materializado por sinal de
demarcagao que tem a funcdo de marco divisério, i.e., mostrar ao detentor do
dominio os limites de seu prédio, chama-se estrema.

Designa-se com a frase memorial da caracterizacao de estremas o
documento, comumente denominado memorial descritivo, destinado a composigao
da matricula imobiliaria, no qual o agrimensor descreve o perimetro do prédio.

O adjetivo fundiario provém do termo sanscrito budhnah que significa
fundo, base, pelo termo grego nvbun'v que significa fundo, cepa de uma arvore, pé
de uma montanha e pelo termo latino fundus que significa qualquer propriedade
consistindo de terras. Para os romanos, o bem por exceléncia era a terra; dai o
termo fundus passou designar a propriedade imobiliaria (FALCAO, 1995, p. 52).
Atribuir-se-a a palavra limite o qualificativo fundiario — para que nao haja confusao
com o conceito de limite de outros ramos da Ciéncia — se a palavra limite referir aos
aspectos de definicdo, dimensao e identificagao fisica do imével, de modo que

forma a expressao limite fundiario, a qual doravante é denotada pelo simbolo If. O

termo fundiario € distinto do termo agrario, porque este é de significagao muito mais
ampla que aquele, pois além de abranger o que significa o termo fundiario, abrange
também as formas e sistemas de uso, ocupacgao, exploragdo e meios de acesso a
terra (ASSUMPCAO, 1996, p. 101). Com a mesma significagdo de fundus, existe o
termo prédio (Iat.’praedium) que designa toda espécie de bens de raiz ou de bens
iméveis. O adjetivo imovel indica a qualidade de todos os bens que se mostram de
natureza imoével ou da forma que sao considerados em lei. Neste contexto, os
termos prédios, imoveis, bens iméveis, ou bens de raiz podem ser reconhecidos
pela denominacgao de terras. Daqui decorre as expressdes comuns: terras publicas,

terras devolutas, terras particulares, terras particulares do ente ptblico.
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A origem da delimitacao de prédios por estremas surgiu no Egito, na
metade do século dezesseis antes da era cristd, onde se empregavam os
monumentos de pedra (BENGEL e SIMMERDING, 2000, p. 216). Hoje o tema
estrema com a metodologia de sua caracterizagao € importante porque se
constitui em um dos suportes do Direito Imobiliario, parte da esséncia do principio
da especialidade (al. Bestimmtheitsgrundsatz) do registro publico de imoéveis
concernente a individualizagao obrigatoria de propriedade fundiaria, pois a certeza
dos limites fisicos do prédio é dependente do contetido do titulo de dominio no qual
se assentou as quantidades geodésicas e estatisticas, com as quais se
caracterizaram as estremas; por isso a linha na superficie fisica terrestre (SFT)
definida por estremas é o0 ente geométrico comum, enquanto objeto de definigao,
dos ramos da Ciéncia: Geodésia e Direito Imobiliario.

Nas questbes de terra, e.g., acdo demarcatéria, agao discriminatéria e agao
diviséria, o Direito Imobil'iério mediante o agrimensor e arbitradores recorre a
Geodésia, a fim de que lhe fornegca as medidas da SFT, as quais se destinam a
instruir processos. A funcdo do agrimensor (lat. ager + mensor, ager
= gr. aypo'c: parcela de terras marcada por limites geograficos, e mensor . aquele
que mensura) € agrimensurar (gr. yeodo1t® ), € em norma juridica brasileira antiga
vem expressa no Decreto n. 1 318, de 30-01-1854, que regulamentou Lei n. 601, de
18-09-1850, e em norma juridica recente vem expressa no Capitulo VIill do Livro IV
do CPC.

AFONSO FRANCISCO (1999, p. 6) afirma que “ ... o direito imobiliario é
campo em que se tem tudo a questionar e onde os conceitos necessitam ser
reapreciados ...” Aqui cabe propor a contribuicdo da Geodésia ao principio da
especialidade do sistema brasileiro de registro e, por conseguinte, justifica-se a
escolha do tema. A esse principio pertencem a individualizagdo do prédio e a
determinagado do espaco terrestre por ele ocupado. Trata-se do problema para o
qual a solugao nao é exclusivamente do dominio da Ciéncia Juridica, mas tambem
da Geodésia. A formagao e o desenvolvimento do processo de agao discriminatoria
sdo dependentes, em parte, da Geodésia. Ha pecas deste processo que sao
exclusivamente da Geodésia, e.g., o laudo de demarcacdo e o laudo de

arbitramento.
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Faz mister, ainda, dentro das atividades geodésicas, delimitar o problema da
caracterizacao de estremas. As atividades geodésicas encontram-se classificadas,
na literatura de lingua alema, sob as designagdes Erdmessung, Landesvermessung
e Detailvermessung (HECK, 1995, p. 16; WITTE e SCHMIDT, 2000, p. 1). A
primeira, cujos métodos classicos sdo o astrogeodésico, o gravimétrico e o por
satélites, trata da criagdo de um sistema geodésico mundial mediante um conjunto
de pontos fixos descritos em um sistema de coordenadas geocéntricas; a segunda
trata da criagdo de um conjunto de pontos fixos como portador de informagées
geométricas de um pais (WOLF, 1983a, p. 1-2) e a terceira trata do detalhamento
para as atividades especificas como as que sdo destinadas a execucao de obras de
Engenharia de construgdes e as que sao destinadas a definicao e a demarcacao de
limites fundiarios entre dois dominios, e.g., A e B. Nesta ultima classificacao se
insere o problema da caracterizagao de estremas e da-se-lhe a delimitagao no
ambito da Geodésia.

Acrescente-se, ainda, que aprimorar o memorial da caracterizagao de
estremas significa torna-lo capaz de representar, de identificar e de facilitar a
aviventagao dos limites do prédio, mediante o conhecimento geodésico hodierno.

A Geodésia estabelece a definicdo de linha da STF, mediante pontos
extremos, vinculando-a aos sistemas de coordenadas, pelo calculo das
coordenadas desses pontos, enquanto que o Direito Imobiliario a define como
elementos de um conjunto que constitui o perimetro de uma por¢ao individualizada
da superficie terrestre — a parcela terrestre como prédio. Este ente geométrico
guando representado no elipsdide de revolugdo é denominado linha geodésica ou,
simplesmente, geodésica, e no Direito Imobiliario € denominada linha de divisa, ou
linha de limites, ou discrimen.

O If quando em fase de definicao e materializacao no solo € denominado

de linha demarcanda (CPC, arts. 948, 950, 956 — 958) cujas finalidades sao definir limites:

a) de iure ou aviventar limites apagados que distinguem duas propriedades
particulares;

b) de iure que provém da divisao da propriedade comum, constituindo

quinhdes, quer decorrentes da sentengca da acdo divisoria, quer da

sucessao, quer da diviséria extrajudicial;



C) que separam terras particulares e terras devolutas;

d) que separam terras devolutas das terras nao-discriminadas;

e) que separam entre si terras devolutas, segundo o bem por exceléncia

seja ou da Unido ou dos Estados ou dos Municipios.

O tragado das linhas demarcadas definido pelas estremas no laudo de
arbitramento e laudo de demarcagao passam a constituir limites de jure segundo a
sentenca homologatéria da demarcacao. O If definido e materializado no solo por
estremas € denominado linha demarcada.

Convém, ainda, esclarecer que nem todos os If, sao constituidos por linhas
retas como se afirma em SANTOS (1996, p. 76), pois ha aqueles que, em terras
devolutas do Estado de Sao Paulo, sdo arcos de circunferéncia cujo centro é
definido pelas coordenadas do marco de sede de distrito ou de municipio, segundo

0 que a norma juridica estabelece.

1.1.1 Limites Fundiarios Definidos e Realizados

Entende-se, segundo a espécie, por If, definidos (ou de iure) aqueles que
constam de titulos ou atos constitutivos e aqueles que constam de titulos ou atos
declaratorios. Titulos ou atos constitutivos s&o, por exemplo, a escritura de compra e
venda e a sentenga constitutiva de usucapiao, e titulos ou atos declaratorios séo,
por exemplo, os julgados que partilharem imoveis ou os que demarcarem, as
escrituras de partilha amigavel ou de demarcagao (BATALHA, 1999, p. 381).

Entende-se, segundo a espécie, por lf, realizados (ou de facto) aqueles

cujas estremas representam fisicamente no lugar determinado da SFT o contetdo

do titulo (limites de iure). Ainda segundo a espécie, os If, podem ser artificiais

(realizados por estremas) e entes naturais. Os artificiais sdo constituidos por linhas
cujas estremas sao materializados por metodologia geodésica. Os entes naturais
sdo, por suas proprias naturezas, definidores de limites. Sao exemplos destes entes
naturais: rios, corregos, lagos, linha de festo, i.e., linha de crista ou de cumeada,
divisor d’agua. No caso da demarcacdo das estremas definidas em sentenca da

discriminagao de terras devolutas sdo demarcados os If, que definem:



a) o perimetro;

b) o perimetro do distrito;

c) as terras municipais do distrito;

d) as terras estaduais do distrito;

e) as terras devolutas em area municipal do distrito;
f) as terras devolutas em areas estadual do distrito;
g) as terras particulares em area municipal do distrito;
h) as terras particulares em area estadual do distrito.

No Direito Imobiliario a auséncia ou incerteza do If gera o fenémeno

definido como confusao de limites. Esta situagao € o pressuposto para a existéncia
de agdes judiciais, dentre a quais destacam-se:

a) acao demarcatoria de terras particulares — actio finium regundorum,

b) acao diviséria de terras particulares — actio communi dividundo;

c) acao discriminatéria.

A expressao particulares € empregada devido a existéncia de terras que,
sem serem devolutas, acham-se no dominio da Uniao, dos Estados e dos
Municipios e sao consideradas de dominio particular do ente publico; por serem
particulares, estas terras estdo sujeitas as acgOes demarcatéria e divisorias
(SANTOS, 1986, p. 217-218).

A figura 1.1 mostra o conceito, a origem, as espécies e a constituicao dos If,.

A acessao é forma originaria de aquisicao de dominio no sentido de que o acessorio
pertencente a uma pessoa se une a coisa principal pertencente a outra pessoa. As
formas de acessao que influem nos limites de um prédio sao a aluvido, a avulsao e
o abandono de alveo. A aluviao sao os acréscimos formados pela deposi¢ao natural
de terra, os quais passarao a pertencer ao dono do imével por eles ampliado. A
avulsao é o deslocamento por forga natural e violenta, como a enchente, de uma
porcao de terra que se desloca de um prédio e se junta ao prédio de outra pessoa.
O abandono de alveo consiste no terreno descoberto do leito de um rio, motivado
pela mudanca de leito ou pela extingdo das aguas; a propriedade de cada

confinante se estendera até a linha que divide o alveo ao meio.



FIGURA 1.1 -~ LIMITES FUNDIARIOS: CONCEITO, ORIGEM, ESPECIE E CONSTITUICAO

LIMITES PELA CONCEPGAO JURIDICA

Conceito

Origem

Espécie

Constituicao

a) abstrata (natureza

geomeétrica);

b) material ou legal

(estremas e entes
naturais).

€ concebida como
parte integrante
dos bens imoéveis.

a) entes naturais;

b) artificiais (estremas);

¢) de iure;
d) de facto.

a) Constituigao Federat;
b) CCB, CPC;
c) Leis Extravagantes:

(e.g., Leide
Registros Publicos).

Trans- Acessao: Usucapiao: Sucessao Agdo Demarcatoria: Acao Divisbna: Agao
crigdo: CCB, CCB, hereditaria: CPC, CPC, Discriminatéria:
CCB, art. 530, Il art. 530, IIf; CCB, arts. 946 e 950. art. 946 e 967. Lei 6 383/1976.
art. 530, I Constituicdo art. 530, Iv.
Federal/1988,
arts. 183 e 191
a) por aluvido; a) ordinario; Partilha:
b) por avuisao; b) extraordinario; CCB,
¢) pelo abandono ¢) especial. art. 1770.
de alveo.
Requisito: Requisito: Requisitos: Requisito: Requisitos:
posse. existénda de quinhao a) pelo menos um existéncia de a) perimetro
determinavel prédio sob o quinhao geodesicamente
ad mensuram, apés dominio privado; determinavel definido;
julgamento de b) contigtiidade; ad mensuram. b) titulos que néo
mventénio e partitha c) If, incertos. filiam ao da
ocupagao primitiva.

Fonte de orientagéo principal aos peritos para a estremacao: a descrigio dos If, que constam dos titulos.

Objetivo comum: fixar os If, por estremas e pela caracterizacdo de entes naturais.

Estremas e entes naturais caracterizados pelo método geodésico = limite de iure =~ limite de facto.




1.2 MEMORIAL DA CARACTERIZACAO DE ESTREMAS: SINTESE DA
EVOLUCAO E ESTADO ATUAL DA QUESTAO

Analisaram-se alguns memoriais da caracterizagdo de estremas destinados
ao registro imobiliario, retrocendendo aqueles destinados ao registro paroquial
criado pelo Decreto n. 1 318/1854, que obrigou todos os possuidores de terras a
fazerem declaracbes de suas posses e as levarem ao registro. Deles sao
destacados o0s elementos caracterizadores e a forma com que principio da
especialidade concernente a individualizagao do prédio recebeu interpretagao.

Nos autos da agdo discriminatéria do 18° Perimetro de Apiai ha um
memorial de caracterizagdo que consta de registro paroquial e cujos If, foram

caracterizados, predominantemente, por entes naturais, sem a fixagdo de estremas
e tampouco a estimativa da superficie (APIAi. Comarca. Proc. n. 224/37, fl. 311):

... posse de terras lavradias no lugar denominado braco da pescaria cuja posse tem uma
légua de comprimento com outro tanto em quadra, cujas divisas s&o as seguintes: para a
parte de cima principia de um cérrego seco, ao correr da margem faz divisa em matas
virgens, em largura divide em cume de morro pertencente ao braco da mesma pescaria, a
margem do rio fica dividindo com terras de (...). Iporanga, 22 de maio de 1856. Registro a fl.
93 do livro de registros da Paréquia a 29 de maio de 1856.

Nos autos da agao discriminatéria do 13° Perimetro de Iguape ha um
memorial de caracterizacdo advindo de escritura publica, de 26 de janeiro de 1928,
transcrita no livro 3-H sob n. 4 995 do registro geral de iméveis da Comarca de
Ilguape. Nesse memorial os elementos caracterizadores sdo o nome do imoével, a
localizagdo, o nome da pessoa cujo imoével é confrontante, os If, que s&o descritos
por coordenadas polares do espaco de duas dimensdes (rumo e distancia), e os
demais If sao identificados por rios; ndo ha informagéo da natureza do rumo (se
magnético ou astrondmico); a superficie esta quantificada em alqueires
(MIRACATU. Comarca. Proc. n. 106/73-B, fls. 46, 47, 145). _

Nos autos constituidos pelos laudos seguintes: de fls. 486 a 510 da Ac¢ao
Discriminatoria do 18° Perimetro de Apiai, de fls. 1034 a 1186 da Acéao
Discriminatdoria do 51° Perimetro de Apiai, de fls. 1721 a 1861 da Agéo
Discriminatoria do 13° Perimetro de Iguape e de fls. 1106 a 1175 da Acéo

Discriminatéria do 9° Perimetro de Iguape , na descricao dos If, sdo empregadas as

coordenadas (E,N) do Sistema de Projecao UTM (Universal Transverse Mercator) e
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como elipsoide de referéncia, o Elipséide Internacional de Hayford. A designacéo do
elipsoide de referéncia nao consta dos memoriais da caracterizacdo de estremas
das glebas devolutas, as quais sdo submetidas ao registro imobiliario pela Fazenda
Publica. Deste modo o requerente de certidao de uma certa matricula de imével
devoluto no Oficio de Registro de Imoveis tera que requerer também a certidao do
contetudo da carta de sentenc¢a para fins de registro imobiliario que foi requerida pela
Fazenda Publica ou, entao, requerer vistas do processo em cartério do Forum a fim
de se certificar do Laudo completo de onde se extraiu aquele memorial.

Um procedimento que deve ser evitado na elaboragdo do memorial da

caracterizagao de estremas é a confusao da natureza das quantidades geodésicas

empregadas na descricao dos If,. Se, e.g., a estrema do inicio da descricao &
caracterizada pelas coordenadas geograficas elipsoidicas ((p,x), as coordenadas

polares elipsoidicas ha que ser de mesma natureza, i. e., distancia e o azimute (ou
rumo) como funcdo das coordenadas geograficas elipsoidicas, pois cada par de
coordenadas geograficas elipsodidicas é a origem do sistema polar e ndo — o que as
vezes é praticado — ter aquela estrema em coordenadas geograficas elipsoidicas e
as coordenadas polares serem as quantidades advindas do Sistema de Projecao
UTM, i. e, a distancia e azimute planos. Junto disto, ha um outro problema: a
auséncia de especificar o modelo matematico que foi empregado para calcular a
superficie (S), e.g., S=f(x,y) ou S=f(E,N) ouse S="f(¢,A).

Outro procedimento de medigdo, ainda usual, que gera memorial da
caracterizagao de estremas para a composi¢cao da matricula imobiliaria € o que
obtém as coordenadas cartesianas das estremas no espago de duas dimensodes. A
origem do sistema cartesiano é arbitraria, e as coordenadas nao recebem as
estimativas de qualidade das observagdes geodésicas. Destas coordenadas sao
calculadas as coordenadas polares (distancia e rumo ou azimute) desse espago.

Como ficou exposto, o sistema de coordenadas polares € o procedimento

matematico que tem sido utilizado para descrever os If, destinados a composi¢cao

de parte da matricula imobiliaria em atengdo a individualizagdo obrigatéria da
propriedade fundiaria que o principio da especialidade do registro de iméveis requer.
Este sistema permite recuperar o par de coordenadas de cada estrema que &

elemento individualizador do prédio.



1.3 MATERIAIS UTILIZADOS NA PESQUISA

Nesta pesquisa foram utilizados os materiais constituidos por pecas
processuais de a¢des discriminatérias de trés Comarcas do Estado de Sao Paulo e,
‘como dados numéricos de mensuragoes geodésicas, os dados do levantamento da
Gleba P6 de Serra para fins de parcelamento pelo INCRA. A relacdo destes

materiais encontram-se no quadro 1.1.

QUADRO 1.1 - ESPECIFICAGAO DOS DOCUMENTOS UTILIZADOS NA PESQUISA

continua
DOCUMENTO
1 DA AGCAO DISCRIMINATORIA DO 18° PERIMETRO DE APIAI fls.do processo
- PROCESSO N. 224/41 DA COMARCA DE APIAI-SP:
a) sentenca da 12 fase.....ccoooiiiiiiie e 172 2192
D) @PEIAGAOD.. .. .o 258 a 262
C)  ACOTAEO. ... . ettt et et e e 268 a 269
d) memorial descritivo de imével apresentado ao registro
paroquial €m 1856...........oooviiiii e 311
e) requerimento para a homologagéo do marco primordial..................... 484 2 485
f) laudo de demarcagao. ..o 486 a 510
g) laudo de arbitramento...........c.coooiiiii 542 a 548
h) manifestagdo do assistente técnico da Fazenda Ptiblica do
Estado sobre os laudos de arbitramento e de demarcagéo................. 557
2 DA ACAO DISCRIMINATORIA DO 51° PERIMETRO DE APIAI
- PROCESSO N. 48/33 DA COMARCA DE APIAI-SP:
a) sentenga da 12 fase........cooiiv oo 621 a 632
b) laudo de arbitramento.............cccoiiiii 984 a 991

c) requerimento dos arbitradores que requrem a exclusdo do laudo de
arbitramento imoveis juigados particulares por usucapiao em data
posterior ao julgamento da acdo discriminatéria que os julgou 1007 e 1008

AEVOIULOS. ...
d) laudo de demarCagao.........oooouuiiiiiiiiiiiieee e 103421186
e) manifestagido do assistente técnico da Fazenda Publica do Estado

sobre os laudos de arbitramento e de demarcagdo............occoceeeee. 1198 a 1201
f) sentenca homologatéria da demarcacao pela Corregedoria Geral de

JUSHIGA. ..ot 1259 a1260
g) requerimento de exiragdo de carta de sentenca pela Fazenda Publica

do Estado, para fins de registro imobiliario.......................l 1262

3 DA AGCAO DISCRIMINATORIA DO 13° PERIMETRO DE IGUAPE
- PROCESSO N. 106/73-B DA COMARCA DE MIRACATU-SP:

a) memorial descritivo de um imoével apresentado em1928.................... 46, 48 e 145
b) conceito de terras devolutas na peticao inicial............cccoococc 1252126
c) conceito de terras particulares na peti¢ao inicial....................... 134
d) sentenga da 12 fase. ... 423 a 429
€) APEIAGAD. ... ... e 434 2440
f) fixag@o do marco de sede de muUNICIPIO........ccooevviiiiiiiiinin 1714
g) fixac@o do marco de sede de distrito..........cccoocceevriiiiiiiii 1715e 1716
h) laudo de demarCagao..........cccoevmriieeiiiie e 1721a1861

i) laudode arbitramento.............cccciiiiiiiiiiiiii e 1868a1875
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QUADRO 1.1 — ESPECIFICACAO DOS DOCUMENTOS UTILIZADOS NA PESQUISA

conclusao

j) sentenga homologatoria da demarcagéao pela Corregedoria 1879e 1880

Geral de JUSHIGA. .......oooiiiiiie e
[) carta de sentenga a favor da Fazenda do Estado de Sao Paulo,

Fazenda Municipal de Miracatu e Fazenda de Juquid para ser

transcrita No registro de IMOVEIS. ..., 1914
m) nova carta de Sentenga............cccoeeviieeiiiiin e 1975
n) mandado de cancelamento de matricula.................cccoc 1976
0) execugd0 do MandadO...........coccviiieiiiiiiiie e 1977
p) publicacdo do cancelamento................ccoii i 1978

4 DA ACAO DISCRIMINATORIA DO 9° PERIMETRO DE IGUAPE
- PROCESSO N. DA COMARCA DE IGUAPE-SP:

a) laudo de arbitramento...............oco i 1095a1 102
b) laudo de demarCagao.........cccoiiiiiiiiii i 1106 a1 175
c) requerimento de carta de adjudicagdo em favor da Fazenda Publica

do Estado de Sao Paulo para fins registrarios................cccococio 1411
d) carta de sentenca a favor da Fazenda Publica do Estado de S&o

Paulo para fins registrarios..............cccceiiiiiiiinii e 1418
e) requerimento de expedi¢ao de nova carta de sentenga.................... 1427
f) extrato da matricula n. 114 266 de 10-7-1987............cccoiiiiiiinenn. 1434

5 DO LEVANTAMENTO DA GLEBA PO DE SERRA EM 1998 PELO INCRA:

a) coordenadas geograficas elipséidicas das estremas da gleba e das

parcelas
b) memoriais de caracterizagdo de estremas da gleba e das parcelas
c) plantas daglebaedas parcelas...............ccoooii 2 785/40

1.4 OBJETIVOS

A questao principal em reflexao é: qual pode ser a contribuigdo do método
geodésico a pesquisa cientifica que busca caracterizar as estremas que constituem
os If. que individualizam o prédio e que o distinguem de outro, de modo que haja o

aprimoramento da concepgdo do modelo, atualmente em pratica, empregado na
individualizagao obrigatoria de propriedade fundiaria, exigéncia que esta contida no
principio da especialidade do registro imobiliario?

O problema principal que surge ao caracterizar, geodesicamente, a estrema
é a formagdo do modelo consoante as quantidades geodésicas, advindas das
mensuragbes (e.g., distancia, angulo), juntamente com estimativas obtidas da
Estatistica, de modo que o modelo seja capaz de fornecer as coordenadas vinculadas
ao Sistema Geodésico de Referéncia (SGR) oficial.

O objetivo geral & aprimorar a conCepg;éo do modelo geodésico para a

caracterizacdo de estremas no espaco geométrico por coordenadas geograficas




11
elipséidicas: latitude (¢), longitude (A). Na Geodésia, a estrema P, (figura 1.2) é
caracterizada pelo par de coordenadas geograficas elipsdidicas (¢,.4,) e a altitude

elipsdidica h,. O termo geograficas (gr. yeoypagwo's), strictu sensu, concerne a

descricao da Terra, e o termo elipsodidicas concerne a figura elipsdide da
Matematica. O uso da expressdao coordenadas geograficas elipsodidicas esta
consignada na literatura geodésica, e.g., TORGE (1991, p. 45); HECK (1995, p.
191); DIN (1995, p. 24); SCHODLBAUER (2000, p. 3).

FIGURA 1.2 - ESTREMA P, NA SUPERFICIE FiSICA TERRESTRE

Ao estabelecer um dos If que distinguira o dominio A do dominio B,

exemplificado pela figura 1.3 e pelo quadro 1.2, sdo necessarios dois pares ((po,ko)

e (¢,,A) de coordenadas geogréficas elipsoidicas para a caracterizaréo do If f5;l31, se
tratar de geodésica.
O If P,P, pode ser ainda arco de circulo ou segmento de clotdide; o ultimo

concerne aqueles que separam as faixas de dominio em alguns tipos de estradas.
Uma triade de coordenadas para cada estrema pode ser constituida pela
agregacao da altitude elipséidica.
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FIGURA 1.3 - REPRESENTAGAO DE UM LIMITE FUNDIARIO DOS DOMINIOS A E B
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QUADRO 1.2 — COORDENADAS DAS ESTREMAS P, E P, DO LIMITE FUNDIARIO

ESTREMA PAR DE COORDENADAS ALTITUDE ELIPSOIDICA TRIADE
GEOGRAFICAS ELIPSOIDICAS

P (©0:20) hy {‘Po’)‘o’ho}

P, (o1 2) h, {on 20y}

A fim de aprimorar o modelo geodésico para a caracterizagao de estremas

no espago geométrico em atencao ao principio da especialidade do registro de

imoveis concernente a individualizagao obrigatéria da propriedade fundiaria, serao

apresentados os fundamentos metodolégicos nas segdes 2, 3, 4, 5 e 6 que vise os

objetivos especificos de propor:

a)

b)

c)

a estrutura geral da matriz de dados, que consiste de n observacoes
dispostas nas linhas e de p variaveis dispostas nas colunas (CHATFIELD
e COLLINS, 1980, p. 6; MARDIA et al, 1982, p. 8, JOHNSON e
WICHERN, 1998, p. 6), na obtencao de dados das mensuragdes geodésicas,
juntamente com a analise dos dados;

analise de qualidade dos dados advindos do ajustamento de observagées
geodésicas pelo método dos minimos quadrados, de modo que as
estimativas obtidas tornem elementos integrantes da matricula imobiliaria;

os conceitos de confiabilidade interna e externa de redes geodésicas;
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d) o conceito de sensibilidade de rede geodésica;
e) o assento, na matricula imobiliaria, do nome e dos parametros do elipséide
de referéncia oficial;

f) a descricdo dos If, por coordenadas polares elipséidicas para a

composi¢cao de parte da matricula imobiliaria;

g) a superficie do prédio calculada em funcdo das coordenadas geograficas

elipsobidicas.

E este, pois, o tema desta pesquisa, que & um esforco de contribuicdo
destinado a mostrar que a caracterizagcao de estremas e seu respectivo memorial
vincula o principio da especialidade do registro de imoéveis concernente a
individualizagao obrigatoria da propriedade fundiaria @ Geodésia, a fim de que tais
memoriais sejam, realmente, eficientes para a individualizacdo e para a
determinagao do espaco fisico ocupado pelo prédio.

Sob a linguagem da Matematica, pode-se enunciar a proposi¢ao: se duas
estremas P, e P; sao elementos definidores do [f,, para o principio da
especialidade do registro de iméveis, e se Py e P4 sao elementos da linha geodésica
5;51, entao existe 0 memorial da caracterizagao de estremas aprimorado para a

matricula imobiliaria, 0 qual resulta da intersecgao dos conteiudos do Direito

Imobiliario e da Geodésia. Em sintese:

Hipétese:
If,, para interpretagao do principio da especialidade

3R,,P, €< do registro de iméveis concernente a individualizagao ;;3F,,P, €
obrigatoria da propriedade fundiaria.

——

{Iinha geodésica}

o1

Tese:
0 aprimoramento da concepg¢ao do modelo
geodésico para a caracterizagao de estremas
no espago geométrico, de modo que resulte
If de iure = If de facto.

= {Direito Imobiliario} N {Geodésia}.
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1.5 CONTRIBUICOES E ESTRUTURAGCAOQ DA PESQUISA

1.5.1 Contribuicbes

Os conteldos dos objetivos especificos, minuciosamente ftratados,

conduzem ao Direito Imobiliario quatro contribuicbes importantes:

a)

b)

d)

O

o tratamento geodésico do prédio como ente do espago geomeétrico:
contribuicdo a metodologia de calculo aplicados aos dados das
mensuragdes geodesicas a fim de que resulte a caracterizacao univoca
das estremas por coordenadas geograficas elipséidicas referenciadas ao
Sistema Geodésico Brasileiro; |

a incorporacao de estimativas de qualidade das mensurag¢ées geodésicas
na descricao das estremas que compdem a matricula imobiliaria;

o aprimoramento do contetido do laudo de demarcagao pela descrigao
das estremas, vinculando-as ao SGB, e a superficie de gleba (ou entao
de parcela) definida pelas estremas no SGB;

a contribuicdo metodolégica aos procedimentos de interpretagcao do
principio da especialidade do registro de imbveis concernente a
individualizagao obrigatéria da propriedade fundiaria.

principio da especialidade do registro de imoéveis abrange a

individualizagdo obrigatoria do imével, para a qual os dados geograficos sao

requisitos,

a fim de determinar o espaco terrestre por ele ocupado (CARVALHO,

1997, p. 203).

1.5.2 Estruturagao

O trabalho esta dividido em nove seg¢des. Na 22 secdo séo expostas as

sinteses dos conceitos contidos no Direito Imobiliario que trata o If sob os aspectos

da definicdo geodésica e da definicao estatistica, e as nog¢des basicas do sistema

brasileiro de registro da propriedade imobiliaria. Na 3® secdo estdo reunidos os

teoremas e definigbes mais importantes da Algebra Linear e da Geometria Analitica,

os quais sdo imprescindiveis para o entendimento e o desenvolvimento desta

pesquisa.
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As grandezas que sao mensuradas a partir das quais resultarao as
coordenadas das estremas sao variaveis aleatérias e, por isso, os teoremas e
definigbes mais importantes da Estatistica sao reunidas na 42 secao.

Nao é suficiente efetuar mensuragdes que resultam a caracterizagdao de

estremas que definirdo os If, cujas coordenadas sejam referenciadas a sistema

arbitrario de coordenadas, porque dificultara a aviventacdo que €& um dos
pressupostos da norma juridica da demarcagdo. Faz-se necessario que tais
coordenadas sejam referenciadas ao SGR oficial. Em decorréncia disto, ha que se
elaborar o detalhamento e a aplicagao dos conceitos insertos na geometria do
elipsoéide, o procedimento matematico de calculo de area de poligonos na superficie
do elipsdéide e os sistemas de coordenadas para as mensuragoes terrestres expostos
na 5? segao.

Em virtude de os memoriais da caracterizagcdao de estremas, na
atualidade, nao contemplarem critérios para a andlise de qualidade das
mensuragdes geodésicas antes do ajustamento e das estimativas obtidas apoés o
ajustamento pelo principio do Método dos Minimos Quadrados (MMQ), a 62 segao
trata desses critérios que compreendem as medidas de acuracia, as de
confiabilidade e as de sensibilidade. Na 72 se¢do expde-se o aprimoramento de
memorial da caracterizagcdo de estremas e a estrutura proposta da matricula
destinada a conter o aprimoramento. Na 8?2 segdo elabora-se a analise dos
resultados, e na 92 segao elaboram-se a conclusao e as recomendagoes.

No tema desta pesquisa, pode-se indicar a leitura segundo objetivos
especificos conforme o quadro 1.3.

QUADRO 1.3 — INDICACAO DE LEITURA SEGUNDO OBJETIVOS ESPECIFICOS

OBJETIVO ESPECIFICO SECAO
Q) ESIeMES.. ... i 1,2e7
b) Preparagao e composicdo do memorial da caracterizagéo de estremas.. 7
c) Sistemas de coordenadas aplicaveis a caracterizagdo de estremas........ 5.3
d) Transformacgdes de coordenadas...............oooeeeeoiiiiiiiiee e 3e533
e) Mudanga de Dafum geodésico (dedugdo das férmulas Molodenskii)....... Apéndice 3
f) Estimativasde qualidade..............coccoiiiii 4e6
g) Superficie do prédio sobre o elipséide de referéncia.............c...ccceeeeee. 5.4 e7.3;quadro 7.6

h) Problema da congruéncia.............cccoviiiiiiiiiiiiicii e Apéndice 4
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2 FUNDAMENTOS JURIDICOS QUE VINCULAM O LIMITE FUNDIARIO A LINHA
GEODESICA

O If,quer natural quer artificial, & a linha que no terreno separa um prédio

de outros que o circundam a fim de que seja possivel o exercicio pleno e regular do
dominio imobiliario. O exercicio pleno e regular desse dominio requer a certeza dos
limites do prédio. A certeza, por sua vez, deve ser garantida por metodologia capaz
de definir, de fixar e de permitir a aviventagao em qualquer tempo. Por isso, diz-se

que a caracterizacao de estremas vincula o limite fundiario a linha geodésica.
2.1 SINTESE HISTORICA DA TERRA NO BRASIL E SUA NATUREZA JURIDICA

Como conseqiliéncia da ocupacgao estatal primitiva do territorio brasileiro ter
sido da Coroa Portuguesa e com a Independéncia do Brasil, as terras terem
passado para o Império Brasileiro, ha o entendimento juridico que a origem das
terras brasileiras é publica. No transcurso da ocupacgao, os particulares apossaram
terras por vontade prépria ou por concessao do Poder Publico, e.g., as concessdes
de sesmaria e as de data. A Lei n. 601/1850 e seu Regulamento (Decreto
n. 1 318/1854) disciplinaram a forma de legitimacao de posses pelos particulares,
separando do dominio publico todas as posses que fossem levadas ao livro da
Paroquia Catélica (registro paroquial, segundo o arts. 91-108 desse -Regulamento).

As terras que nao foram legitimadas sao consideradas devolutas e como
tais ndo se acham transcritas, sendo o seu titulo de origem apenas a ocupagao
primitiva do territorio. Essas terras que nao foram assim legitimadas s&o, na
atualidade, objeto de regularizagdo de dominio pela Uniao e pelos Estados; por isso,
diz-se, genericamente, regularizagao fundiaria. Tanto a Unido quanto os Estados
tém acdo, com procedimento proprio, para discriminar suas terras devolutas,
segundo os art. 1° e 27 da Lei n. 6 383, de 7-12-1976, e as leis estaduais
respectivas. Os Municipios ndao a tém. Este procedimento chama-se agao
discriminatoria.

Para fins de regularizacao fundiaria as terras estao classificadas em terras

publicas, terras particulares e terras nao-discriminadas.



17

As sesmarias concedidas pelo rei portugués visava a colonizagao das terras
e o descumprimento desse objetivo obrigava a transferéncia para outros e, se isso
nao ocorresse, a sesmaria reintegrava-se, como terra devoluta, ao patriménio real. A
Resolucao n. 72 de 17 de julho de 1822 determinou:

a) a suspensao de qualquer concessao de sesmarias,

b) o reconhecimento da posse de terras publicas por particular;

c) a constituicao de assembléia para a elaboragao de lei de terras.

2.2 CONTEUDO DAS ACOES DEMARCATORIA, DIVISORIA E DISCRIMINATORIA

2.2.1 Agao Demarcatoria

A demarcatéria pressupde a incerteza da posicao das estremas que

constituem os If, entre dois prédios, em que pelo menos um seja de dominio

privado, e a contigliidade dos prédios. O objetivo da demarcatéria € eliminar essa
incerteza que resulta, ou do desaparecimento das estremas, ou da dificuldade de
interpretagdo dos contetdos dos titulos de dominio. A eliminacdo da incerteza
requer a definicao e a materializagcdo de cada estrema certa, de modo que permita
ao detentor do dominio saber, com precisao, o conjunto de todas as estremas que

compdem os If,, dentro dos quais o seu prédio esta individualizado e determinado

como porgao da SFT. A causa que origina a incerteza nao é objeto desta agao.

Diz-se que a demarcatédria sera total se a incerteza recair sobre todas as
estremas que singularizam o prédio, e diz-se que a agao demarcatodria sera parcial
se a incerteza recair em pelo menos uma delas.

Ha duas fases distintas nesta agao: a primeira que vai até o julgamento da
pretensao de demarcar (CPC, art. 958) e a segunda — fase executéria — termina com
a homologacgao dos trabalhos materiais da demarcagao (CPC, art. 966; SANTOS,
1996, p. 71). Na primeira fase, resolvem-se os problemas em torno da linha

demarcanda e, na segunda fase, procede-se a assinalagao no solo com marcos.
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2.2.2 Acgao Diviséria

A acao divisoria “destina-se a repartir a propriedade entre os condéominos
.ou comproprietarios, atribuindo-ihes parte certa e determinada no imével e pondo
fim ao condominio” (MEIRELLES, 1996, p. 271).

Tal como a demarcatéria, a diviséria € procedimento de duas fases: na
primeira, decide-se sobre a pretensdao de dividir e na segunda, executam os
trabalhos divisérios (SANTOS, 1996, p. 80). A segunda fase do procedimento
divisorio contém os seguintes atos fundamentais (THEODORO JUNIOR, 1999, p.
398):

a) exame e classificagdo dos titulos dos condéminos, bem como solugéao

de pedidos sobre a constituicdo de quinhdes (CPC, art. 970);

b) medicdo do imovel (CPC, arts. 969 e 972);

c) classificagao e avaliagao das terras (CPC, arts. 976 e 977);

d) plano de divisdo (CPC, art. 978);

e) demarcacao dos quinhdes pelo Agrimensor e autenticacdo pelos

Arbitradores (CPC, art. 980);

f) homologagao da divisdo por sentenga (CPC, art. 980).

O paragrafo Gnico do art. 971 do CPC determina que, depois de solucionadas
as questoes de titulos e quinhdes, o juiz ordenara a divisao geodésica do imovel.

A rigor, a expressao divisao geodésica requer, antes de tudo, a existéncia

das coordenadas geograficas elipsoéidicas.
2.2.3 Acao Discriminatoria

2.2.3.1 Conceito

A acgao discriminatéria — nome dado a demarcacao de terras patrimoniais
publicas — destina-se a estremar as terras devolutas das terras particulares.
Sucintamente diz-se que terras devolutas sdo as que nao estdo no dominio dos
particulares, nem pertencem ao patriménio particular da Unido, dos Estados, do
Distrito Federal e dos Municipios. Em principio sao as que nao estao transcritas no

Registro de Iméveis. Como houve legitimacao pela Lei n. 601/1850, ha terras que
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nao sao devolutas, apesar de ndo-transcritas. As terras devolutas nio estao sujeitas
ao procedimento divisério. Uma forma de o ocupante de imével em terras devolutas
adquirir o dominio é a legitimacdo de posses que &€ um ato administrativo da
Fazenda Publica do Estado e se efetua pela transferéncia de dominio cujo
instrumento chama-se titulo de dominio e, por conseqiiéncia deste ato, abre-se
matricula para este imével e a exclusdo na matricula em que se assentou as terras
devolutas. Outra forma é a usucapido que podera ser constituida
administrativamente (SANTOS, 1996, p. 69).

2.2.3.2 Procedimento

Na linguagem juridica, o termo procedimento designa o modo de o processo
se formar e se desenvolver (SANTOS, 1996, p. 1). O procedimento para a
demarcacgao de terras devolutas fundamenta-se nos arts. 956 a 966 do CPC, na Lei
n. 6 383/1976, que dispde sobre o processo discriminatério administrativo e judicial
de terras da Uniao, e em normas juridicas estaduais (ver quadro 2.1).

O art. 23 da Lei n. 6 383/1976 determina que “o processo discriminatério
judicial tem carater preferencial e prejudicial em relagao as agdes em andamento,
referente a dominio ou posse de imoéveis situados, no todo ou em parte, na area
discriminada...”

No quadro 2.1 estdo reunidos algumas das mais importantes normas
juridicas da Uniao e dos Estados, os quais foram criados para a definicdo e a

regulamentacao das atividades no ambito das terras devolutas.
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QUADRO 2.1 - NORMAS JURIDICAS MAIS IMPORTANTES DAS TERRAS DEVOLUTAS

continua
LEI DECRETO-LEI |DECRETO/| ATO DATA

Império 601 18-9-1850

1318 30-1-1854

451B 31-5-1890

Constituicao 24-2-1891

Unido 10 105 5-3.1913

22 785 31-05-1933

9 760 5-9-1946

1167 1-4-1971

6 383 7-12-1976

Alagoas 3212 15-10-1946
Amazonas 112 28-12-1956
Bahia 633 5-11-1945
Ceara 1676 20-3-1946
Espirito 617 31-12-1951
Santo 1711 18-2-1929
Goias 1 448 12-12-1956
Maranhao 385-A 30-7-1946
Mato Grosso 550 20-12-1949

461 10-12-1956

173 04-9-1896

263 21-8-1899

269 25-8-1899

378 11-8-1904

455 11-9-1907

2 860 3-12-1909

4 496 5-1-1916

675 12-9-1916

E 5012 19-6-1918
S 6 019 4-7-1924
T |Minas Gerais 988 20-9-1927
A 8 201 31-1-1928
D 1023 20-9-1928
6] 1144 5-9-1920
S 155 12-9-1830
1171 7-10-1930

9 1-11-1935

500 27-2-1936

214 14-11-1936

171 20-11-1936

1775 1-7-1946

550 20-12-1949

9681 12-10-1988

Para 1044 19-8-1933
Paraiba Constituicdo 11-6-1947

68 20-12-1892

1 8-4-1892

35 28-4-1933

Parana 3 060 26-10-1951

7 700 18-11-1952

7 055 4-12-1978

6414 4-12-1978
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QUADRO 2.1 — NORMAS JURIDICAS MAIS IMPORTANTES DAS TERRAS DEVOLUTAS

conclusao
LEI DECRETO-LEI |DECRETO| ATO DATA

7 264 10-12-1979

8 249 13-1-1986

Pernambuco 93 29-12-1949

E |Piaui 1298 22-8-1931
S |Rio Grande do Norte 351 1-12-1937
T |Rio Grande do Sul 7 677 9-1-1939
A 3107 8-1-1957
D |Rio de Janeiro 2 666 28-10-1931
O | Santa Catarina 346 11-6-1934
S | Sergipe 904 1-8-1925
323 22-6-1895

545 : 2-8-1898

655 23-8-1899

734 5-1-1900

Sao Paulo 5133 23-7-1931
6734 30-5-1934

14 916 6-8-1945

Complementar n. 9 31-12-1969

28 389 17-5-1988

FONTES: FALCAO (1995); GUGLIELMI (1996) e ITC (1979).

2.2.3.2.1 Perimetro

Os arts. 3 e 20 da Lei n. 6 383/1976 estabelecem que os processos
discriminatérios requerem a existéncia de perimetro, o qual pode ser esbogado nas
Cartas do Mapeamento Sistematico de Base. O perimetro € a linha que delimita uma
superficie do Estado, na qual estao um conjunto de imoveis (figura 2.1). No Estado de
Sao Paulo, esta pratica vem sendo utilizada desde as primeiras décadas do século XX.

Alguns Estados fizeram doagbes de terras devolutas de seus dominios a
Municipios (SANTOS, 1996, p. 171). O Estado de Sao Paulo doa terras devolutas
de seu dominio pelo disposto no art. 60 da Lei Organica dos Municipios (Decreto-Lei
Complementar n. 9, de 31-12-1969), segundo o qual pertencem ao patrimbnio
municipal as terras devolutas contidas no circulo cujas coordenadas de seu centro
sao0 as do marco de sede do Municipio e raio de 8 km e as terras devolutas contidas
no circulo cujas coordenadas de seu centro sido as do marco de sede do Distrito e
raio de 6 km (figura 2.1). Estes marcos de sede sao instituidos por decreto ou lei
municipal. A legitimagao de posses em terras devolutas de dominio do Municipio é

efetuada pelo Municipio, sendo o instrumento de transferéncia o titulo de dominio.
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FIGURA 2.1 — PERIMETRO DA REGULARIZACAO FUNDIARIA: SUAS ESTREMAS E SEUS
ENTES NATURAIS
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A figura 2.2 mostra um conjunto de perimetros da regulariza¢éo fundiaria em
parte da regiao sul do Estado de Sao Paulo para fins de discriminagéo de terras. O
trabalho geodésico consiste em identificar as linhas que individualizam o perimetro e

as linhas que individualizam os iméveis.

FIGURA 2.2 - CONJUNTO DE PERIMETROS DA REGULARIZAGCAO FUNDIARIA EM PARTE DA
REGIAO SUL DO ESTADO DE SAO PAULO

);é.{ w./. }n )*

\ ﬂii‘“f

FONTE: ITESP(1991).
NOTA : Extrato de parte do original sob redugéo.

Cada um destes perimetros possui uma situagao juridica quanto a agao
discriminatéria e, se esta encerrada, passa-se a falar da destinacao das terras

devolutas que pode ser a legitimagao de posses (quadro 2.2).

QUADRO 2.2 — SITUAGAO JURIDICA DAS TERRAS CONTIDAS EM PERIMETRO

ACAO DISCRIMINATORIA LEGITIMACAO DE POSSES
Acao discriminatéria ndo iniciada Legitimacao de posses a iniciar
Acéo discriminatéria em que houve desisténcia Trabalhos em andamento
Acéo discriminatéria em que houve improcedéncia Titulos expedidos parcialmente
12 fase da acdo discriminatéria Legitimac&o concluida

22 fase da acao discriminatoria (demarcac¢éo)
e demarcagido em andamento
e demarcagio pendente de homologagéo
e demarcacao encerrada

FONTE: ITESP(1991).

A pratica de aproveitar os acidentes naturais ndo leva em conta os limites

dos iméveis, os limites distritais, os limites municipais e os limites de comarca.
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Como conseqiiéncia o perimetro pode estar contido em mais de um distrito ou mais
de um Municipio e mesmo em mais de uma comarca. Um imével pode estar

seccionado pelo perimetro e por essas linhas de limites.

2.2.3.2.2 Fases

Duas fases compoem esta agdo. A 12 fase consiste na propositura da acéo
discriminatéria e a 22 fase, também chamada fase executéria, consiste na

demarcagao das estremas que constituem os If,, se a agao for procedente, em que

pericias sao requeridas. Antes da sentenga da 12 fase do procedimento
demarcatorio, o agrimensor realiza as operagdes geodésicas a fim de caracterizar a
linha de limites e as variagdes de interpretacdo, se houver, de modo a produzir a
fonte de informagéo para o juizo, visando a definicao da linha por sentenca; na 22
fase do procedimento, a linha de limites & assinalada no terreno, e havera outra
sentenca de natureza homologatéria (THEODORO JUNIOR, 1999, p. 267-276).

E a primeira fase do procedimento discriminatério, que compreende um
levantamento expedito de campo quanto as informagdes cartograficas associado a
um levantamento documental cuidadoso dos ocupantes e dos iméveis. Em sintese,
estes trabalhos podem ser listados da seguinte maneira®:

a) pericia extrajudicial no perimetro;

b) pesquisa e aquisi¢ao de informacgdes cartograficas;

c) preparagao das fotografias aéreas;

d) identificacdo, reambulagao e levantamento expedito dos If, dos imoveis

rurais e urbanos inseridos no perimetro, elaboracido de laudos de
identificagao fundiaria ou boletim de informacgao cadastral e coleta de
copia de documentos pessoais e dos imoéveis;

e) apresentacao de overfay das fotografias aéreas trabalhadas ou de mapa
em escala adequada (usualmente 1:10000), rol de ocupantes,
numeragao dos imoéveis e area aproximada;

f) pesquisa no Oficio de Registro de Imoéveis da Comarca a fim de coletar

dados visando a elaboragao da filiagcao de cada imovel.

2 pormenores destes procedimentos podem ser consultados em ITESP (1998a) e em ITESP
(1998b).
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No quadro 2.3 acham-se ordenados os principais atos de cada uma das fases.

QUADRO 2.3 -~ SINTESE SEQUENCIAL DA 12 E DA 22 FASES DA AGAO DISCRIMINATORIA

12 FASE (PROPOSITURA DA ACAO) 23 FASE (EXECUTORIA)

a) identificagdo aproximada do perimetro e dos |a) juizo (de 1° grau): nomeagdo de peritos,
limites dos iméveis nas cartas disponiveis na consistindo de 1 agrimensor e de 2
escala 1:10.000 ou, no caso contrario, nas arbitradores (CPC, art. 956);
fotografias aéreas, nesta escala, com a|pb) tarefa dos peritos:
reambulagdo; _ e identificar os limites dos iméveis

b) memorial descritivo do perimetro (Lei n. particulares;

6 383/1976)a ser constituido; ¢ fixar o marco primordial (CPC, art. 963) e

c) obtengdo de copias dos titulos dos imoveis das demais estremas nos vértices (CPC,
identificados; arts. 959 e 963);

d) peticdo inicial — instruida pelo conteudo dos e elaborar o laudo de arbitramento (CPC,
itens a, b, e ¢ — pelo representante legal do art. 957) pelos arbitradores e do laudo de
Estado; demarcacao (CPC, art. 957 § unico) pelo

e) juizo (de 1° grau): anélise de documentos; agrimensor;

f) requerido: contestacao; e protocolar esses laudos;

g) juizo (de 1° grau): sentenca declaratoria de | ¢) juizo (de 1° grau): prazo para a manifestacéo
procedéncia ou de improcedéncia da agado dos requeridos;
discriminatoria (CPC, art. 958); d) juizo (de 1° grau): lavratura do auto de

h) requerido: recurso; demarcagdo (CPC, art. 965) e sentenga

i) juizo (de 1° grau): recurso de oficio; homologatéria da demarcagdo (CPC, art.

j) juizo (de 2° grau): acordao (também 966).
chamado aresto).

O auto de demarcagao € o termo processual que encerra os trabalhos de
campo para o agrimensor e para os arbitradores, quando transcorrido o prazo de 10
dias se nao houver nenhuma reclamacao sobre o laudo do arbitrador ou apds
rejeitadas todas as reclamagdes, ou ainda, apos as corregdes terem sido feitas em
atendimento as reclamagées das partes (THEODORO JUNIOR, 1999, p. 312). A
lavratura do auto de demarcagdo que é assinado pelo juiz, agrimensor e
arbitradores tem por finalidade o preparo da sentenca homologatoria da
demarcagao (SANTOS, 1996, p. 77). A sentenga homologatéria da demarcagao é
de jurisdicdo contenciosa e tem natureza declaratéria, pois afirma, conforme o
determinado, que a linha demarcatéria foi implantada por suas estremas e que as
linhas naturais foram identificadas e caracterizadas. A execugao da sentenca que
outorga a imissao na posse dos titulares do dominio nos seus quinhdes respectivos,
se neles nao estiverem, é conseqiiéncia dos limites fundiarios estabelecidos. A
demarcacao devera ser registrada no Registro de Imoéveis (Lei n. 6 015/1973, art.
167, |, 23). A matricula, no entanto, s6 sera conseguida apés a sentenga transitar
em julgado (SANTOS, 1996, p. 176). Veja nas duas paginas seguintes um exemplo

de sentenga homologatéria de demarcagao:




CORREGEDORIA GERAL DA JUSTICA 1

Processo 48/3%

COMARCA DE APIAT

¥YIsTOos, ETC.

DECIDO COM BASE NO ARTIGO 10 DA LEI N°
3.947/83.

CUIDA-SE DE AGAO DISCRIMINATGRIA bo 51
PERIMETRO. COMARCA DE APIAl, EM FASE DE EXECUCAC DE

DEMARCAGAO.

FORAM  ELABORADOCS LAUDOS PERICIAILS DE
DEMARCAGAOC (FLS5.1034/1186) E DE ARBITRAMENTO (FLS.984/991),
JA TENDO SIDO FIXADO. EM FAVOR DOS “EXPERYS™, O VALOR DE SEUS

HONORARILOS.

Houve. QUANTO A DEMARCACAD, A
CONCORDANCIA DA FAZENDA DO EsTtapo (FLS.1257v.), DADO O
PARECER DE SEU ASSISTENTE-TECNICO (FLs.1198/1201) € NAO HOUVE

QUALQUER IHPUGNAQZO DE QUAISQUER INTERESSADOS.

Foil JULGADA PROGCEDENTE A ACRO
DEMARCATORIA, NA PRIMEIRA FASE, QUE PROCURA DEFINIR DF JURE

ENTRE OS PREDIOS CONFINANTES.

£ 0 RELATGRIO DO NECESSARIO.

DECIDO
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CORREGEDORIA GERAL DA JUSTICA g A:

FORAM CONCLUTIDOS 0S ESTUDOS DOS PERITOS
ARBITRADORES, QUE DELINEARAM QUAL 8, TRAGCADO DA LINKRA

DEMARCADA, SEM OQUALQUER IHPUGNACXO ou OPOSICXO DE TERCEIROS.

0  LAUDO DE  DEMARCACAG  FOI  TAMBEM
ELABORADO. COM COLOCAGAO DO MARCO PRIMORDIAL E NOGS VERTICES

DOS ANGULOS, NAO TENDO SURGIDO UMA (NICA IMPUGNAGAO.

0 LAUDC APRESENTADO APRESENTA EVIDENTE

PERFEIGAC.

PROCEDENTE A ACAC DEMARCATGRIA
(FLs.621/631 & 686v.). QUE DEFINIU 0S LIMITES DE DIREITO DAS
GLEBAS., ACOMPANHARAM AS PARTES TODAS AS FASES DO PROCESSO.
APRESENTANDO ESTE REGULARIDADE, <CABENDO, SIMPLESMENTE, A

HOMOLOGAGAO DOS LAULDOS.

ISTO POSTO., COM FUNDAMENTO NO ARTIGO 966
DO CGDIGO DE PROCESSO CIvIL, HOMOLOGO A DEMARCAGAC., ADOTANDO
O TRACADO DAS LINHAS DEMARCADAS CONSTANTE DOS LAUDOS BE
ARBITRAMENTO DE FOLHAS 984/991 € DE DEMARCAGAO DE FOLHAS
1034/1186. QUE PASSAM A FAZER PARTE INTEGRANTE DESTA

SENTENGA. PARA 0S EFEITOS,
P.R.I.C.

SA0 PauLo, 27 DE ABRIL DE 2000.

il Py Bund il

MARCELO FORTES BARBOSA FILHO

JUIZ AUXILIAR DA CORRESEDORIA

FONTE: APIAI. Comarca. Proc. n. 048/39, fis. 1259 e 1 260.
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Administrativamente, o procedimento discriminatério esta disciplinado por uma
Sistematica de Discriminagdo de terras da Unido aprovada pelo INCRA (Portaria n.
407 de 26 de abril de 1977, alterada pela Portaria n. 85 de 14 de abril de 1981)
utilizada pelos Estados que nao tém elaborado sua propria sistematica (MAIA, 1982,
p. 137-167). O conteudo principal de cada uma das fases encontra-se ordenado no
quadro 2.4.

QUADRO 2.4 — SINTESE SEQUENCIAL DA 12 E DA 22 FASES DO PROCEDIMENTO
DISCRIMINATORIO ADMINISTRATIVO

12 FASE 22 FASE (DEMARCACAO)
identificagdo aproximada do perimetro e dos|comissao:
limites dos imodveis nas cartas disponiveis na e designhagao de agrimensor

escala 1:10.000 ou, no caso contrario, nas
fotografias aéreas, nesta escala, com a

reambulagéo;

instauragao da comissao agrimensor:

comissao: e identificacdo dos imoveis
e convocagdo dos interessados particulares

requerido: e materializacdo dos vértices
e apresentacdo de documentos e elaboragao do laudo
e apresentagdo de informacdes ¢ apresentacao do laudo a comisséo
e apresentacao de testemunhas comissao:

comissao: s lavratura de termo que encerra a
e analise de documentos discriminatéria

e pronunciamento
e |avratura dos termos

2.2.4 Tarefas dos Peritos

As atividades periciais em terras devolutas surgiram ja no Império Brasileiro
com o Regulamento de 8-5-1854. A pericia visa o levantamento da linha
demarcanda, i.e., da linha sob defini¢ao; por isso, os peritos deverao se orientar
pelos titulos que sdo os dados mais importantes e, por conseguinte, a pericia jamais
podera deixar de propor o tragado dessa linha (SANTOS, 1996, p. 75).

No Direito francés, a pericia compreende (TERRE e SIMLER, 1998, p. 199):

a) lexamen des titres de proprieté des parties, afin d'y rechercher la contenance
appartenant a chacune d’elles; le juge peut aussi examiner I'état des lieux, la possession
actuelle des parties, la configuration des terrains respectifs; les documents cadastraux
peuvent également fournir d’utiles indications;

b) larpentage des terrains pour vérifier sur place la contenance réele de chaque lot; cette
opération est confiée a des experts, généralement a des géométres, dont le choix
appartient aux parties et, a défaux d'accord entre elles, au juge;
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C) le tracé de la ligne séparative des fonds, que I'on marque sur le terrain soit par un fossé,
soit par une palissade, soit simplement a I'aide de bornes. 3

2.2.4.1 Tarefas do perito agrimensor

Para instruir o processo da agao discriminatéria, na fase da demarcacao do
conteudo da sentenca, o agrimensor elabora o laudo de demarcacao (ver quadro 1.1)
que é caracterizado por dois aspectos fundamentais de demarcacdo que sdo o
detalhamento da metodologia que permita a reconstituicdo e os memoriais da
caracterizacao de estremas € 0s memoriais da caracterizagao dos entes naturais
que definem limites fundiarios. As tarefas do perito agrimensor compreendem:

a) a demarcacao do perimetro, levando em consideragao as divisas com 0s

perimetros ja discriminados ou em discriminacao;

b) a demarcacao das divisas dos Distritos e dos Municipios incidentes no

perimetro (se existirem em normas juridicas de Estado);

c) ademarcacgao dos limites de circulos distritais € municipais;

d) a demarcacéao dos limites das faixas de dominio;

e) a demarcacido dos limites das Unidades de Conservagao Ambiental*

(figura 2.1), dentre as quais, as Areas de Protecdo Ambiental (APA), os
Parques, as Reservas, as Estacbdes Ecolégicas, as Zonas de Vida
Silvestre, as Cavernas; da mesma forma deveriam as Reservas
Florestais Legais e os que delimitam as florestas e demais formas de
vegetagao consideradas de Preservacao Permanente®;

f) ademarcacao dos limites das areas julgadas particulares na Sentencga;

a) o exame de titulos dos requeridos a fim de pesquisar a superficie pertencente a cada
um deles; o juiz pode, também, examinar o estado do lugar, a posse atual dos
requeridos, a configuracdo dos respectivos terrenos; os documentos cadastrais podem
igualmente fornecer indicagdes uteis;

b) a medigao de terrenos a fim de verificar in loco a superficie real de cada prédio; esta
operacao € conflada aos peritos, geralmente aos geémetras, cuja escolha cabe aos
requeridos e, na falta de acordo entre eles, ao juiz;

c) o tragado da linha separadora entre prédios que € marcada no terreno por meio de vala
ou por meio de palicada (tapumes feitos por estacas) ou por meio de estremas.

Trad. pelo autor.
4 Algumas denominagdes de Unidades de Conservagdo Ambiental com suas respectivas
normas juridicas de criagao encontram-se em ITESP (1998a, p. 69-71, 80-81).

° Arts. 2° e 3° da Lein. 4 771, de 15-9-1965 (Cédigo Florestal).
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g) a restituicdo das fotografias aéreas gerando a carta topografica no

Sistema Geodésico Brasileiro oficial (SGB);

h) a carta conttm o quadro de areas (quadro 2.5), em que estao

relacionadas as glebas por Distritos que constituem o Municipio,

numeradas, nominadas e a situacdao dominial (particular, particular do

ente publico e devoluto),

i) nas glebas onde ocorrem faixas de dominio, neste quadro estao relacionadas

a area descontada, a area remanescente e a area total da gleba;

j) indica-se, ainda, neste quadro se as glebas estao fora ou dentro de circulos

distritais ou municipais a fim de computar, no caso do patriménio devoluto, o

patriménio de dominio estadual e o patriménio de dominio municipal.

QUADRO 2.5 -~ RELAGAO DE IMOVEIS INSERTOS EM PERIMETRO

IMOVEIS E RESPECTIVAS AREAS (hectares: ha)

Numero | Area do dominio Area do dominio Area
Distrito da publico particular da Nome da gleba
gleba parti | devoluto | deduzida | remanes | gieba
cular cente
glebas
do

nome | circulo | subtotal Terras municipais
do glebas
fora do

Distrito | circulo | subtotal Terras estaduais

Terras municipais +

Terras estaduais

glebas
do

nome | circulo | subtotal Terras municipais
do glebas
fora do

Distrito | circulo | subtotal Terras estaduais

Total Terras municipais +
Terras estaduais
Total geral Perimetro

FONTE: MIRACATU. Comarca. Proc. n. 106/73-B, fi. 1 841.
NOTA : Como existem as terras particulares do ente publico, acrescentou-se a respectiva coluna.

2242

Tarefas dos peritos arbitradores

As principais tarefas dos peritos arbitradores s&o:

a) conferir estremas e rumos (ou azimutes), e discorrer sobre divergéncia

ou ndo da demarcacao (CPC, art. 964);




b)
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discorrer sobre a metodologia de fixagao das linhas demarcandas;

c) verificar se os trabalhos de campo seguiram a orientagcao da sentenca;

d) elaborar laudo de arbitramento (ver quadro 1.1).

2.2.5 Estrutura do Laudo de Arbitramento e do Laudo de Demarcagéao

As principais partes do laudo de arbitramento e as do laudo de demarcagao

acham-se ordenadas no quadro 2.6.

QUADRO 2.6 —- ESTRUTURA DOS LAUDOS DE ARBITRAMENTO E DE DEMARCAGCAO

LAUDO DE ARBITRAMENTO LAUDO DE DEMARCACAOQ

a) consideragdes iniciais; a) consideragdes iniciais,

b) situagao; b) confrontagdes;

c) limites e confrontacdes; c) metodologia de fixagdo de estremas;

d) relevo e qualidade das terras; d) areas apuradas dentro e fora de circuios: particuiares,

e) aguas; particulares do ente puablico e devolutas;

f) vias de comunicagao, e) quadro de areas;

g) ocupantes e benfeitorias; f) rios principais, limites e confrontagdes;

h) terras juigadas particulares; g) memoriais da caracterizacao de estremas e de

iy metodologia de fixag&o das linhas memoriais da caracterizacao dos entes naturais;
demarcandas; h) carta topografica referenciada ao SGB.

j) conclusdes.

2.2.6 Memorial da Caracterizacéo de Estremas e Memorial da Caracterizagdo dos
Entes Naturais

O perito agrimensor elabora os memoriais:

a)
b)
c)
d)

e)

9)

h)

da caracterizacao de estremas do perimetro;

da caracterizacao de estremas do Distrito;

da caracterizacao de estremas das terras municipais do Distrito;

da caracterizacao de estremas das terras estaduais do Distrito;

da caracterizacao de estremas das terras devolutas em area municipal do
Distrito;

da caracterizacao de estremas das terras devolutas em areas estadual do
Distrito;

da caracterizacao de estremas das terras particulares em area municipal
do Distrito;

da caracterizagido de estremas das terras particulares em area estadual do
Distrito.
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Destaque-se a importancia, para o Direito Imobiliario, dos memoriais da
caracterizacao de estremas e os memoriais da caracterizacao dos entes naturais como:
a) elementos integrantes da Sentenca Homologatéria da Demarcacgao
(CPC, art. 966) pela Corregedoria Geral de Justica, mediante a qual os
limites de iure entre os prédios sao definidos;
b) interpretacio da realizacio do principio da especialidade do Registro de Iméveis;

c) aviventagao de limites.
2.3 VINCULO DO LIMITE FUNDIARIO A LINHA GEODESICA

A demarcacao — tarefa do perito agrimensor — consiste na caracterizagdo
duradoura de um ponto no lugar pela constru¢ao de sinais de demarcagao
(PETRAHN, 2000, p. 114). Como elemento desta caracterizacao deve ser incluida
as coordenadas e o sistema geodésico ao qual tais coordenadas se referem. As
atividades periciais em limites da propriedade fundiaria vem expressa, também, nas
fungdes do Géometre-Expert francés que a ORDRE DES GEOMETRES-EXPERTS
(1988, p.18) destaca ao citar o primeiro artigo da Lei n. 46-942, de 7-05-1946,
modificada pela Lei n. 87-998, de 15-12-1987:

Le Géométre-Expert est un technicien exer¢ant une profession libérale qui, en son prope
nom et sous sa responsabilité personnelle:

1° Réalise les études et les travaux topographiques qui fixent les limites des biens fonciers
et, a ce titre, léve et dresse, a toutes échelles et sous quelque forme que ce soit, les plans et
documents topographiques concernant la définition des droits attachés a la propriété
fonciére, tels que les plans de division, de partage, de vente et d’échange des biens
fonciers, les plans de bornage ou de délimitation de la propriété fonciere;

2° Réalise les études, les documents topographiques, techniques et d’information
géographique dans le cadre des missions publiques ou privées d’'aménagement du territoire,
procede a toutes opérations techniques ou études sur [l'évaluation, la gestion ou
'aménagement des biens fonciers.

6

O Perito Gebmetra € um técnico que exerce uma profissdo liberal e que em seu nome
proprio e sob sua responsabilidade pessoal:

1° Realiza os estudos e os trabalhos topograficos que fixam os limites dos bens fundiarios e,
para este fim, determina a posi¢cao relativa de pontos ou pormenores de um terreno e
executa, por todos os meios e sob certa forma, as cartas e documentos topograficos
concernentes a definicdo de direitos vinculados a propriedade fundiaria, tais como a carta de
divisdo, de partilha hereditaria, de venda e de permuta de bens fundiarios, as cartas de
demarcacao de limites ou de delimitagéo da propriedade fundiaria;

2° Realiza os estudos, os documentos topograficos, técnicos e de informagao geografica no
conjunto das missdes publicas ou privadas de ordenacao do territério, procede a todas as
operagdes técnicas ou estudos sobre avaliagdo, administragdo ou ordenacdo dos bens
fundiarios.

Trad. pelo autor.
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A Geodésia — ciéncia que obtém quantidades de observacgéao referentes a
Terra e que as representa em modelos matematicos (HEITZ’, apud KORTH, 1998,

p. 14) — busca estimar os valores dessas quantidades bem como os erros (faltas) a

elas inerentes. VANICEK e KRAKIWSKY (1986, p. 24) mostram a posi¢do que a
disciplina Demarcacao de Limites ocupa em relacido a Geodésia e as outras
disciplinas: acha-se vinculada a Geodésia (figura 2.3). Nesta disciplina pode-se

incluir o problema da caracterizagao de estremas.

FIGURA 2.3 — VINCULO DOS LIMITES A GEODESIA

| Mapeamento | ¢
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FONTE: VANICEK e KRAKIWSKY (1986, p.24).
NOTA : Extrato do original com tradugao.

Especificamente no sentido fundiario, a caracterizagdao de estremas vincula
o principio da especialidade do Registro de Iméveis concernente a individualizagao
obrigat6ria da propriedade fundiaria a Geodésia (figura 2.4).

" HEITZ, S. (1991). Einfuhrung in dreidimensionale geometrische Modelle der Geodasie.
Mitteilungen aus den Geodatischen Instituten der Rheinischen Friedrich-Wilhelms-Universitit,
Bonn, n. 79.
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FIGURA 2.4 - RELAQAO ENTRE CARACTERIZAGAO DE ESTREMAS, DIREITO IMOBILIARIO E
GEODESIA

interpretacao do
Principio da Especialidade do Registro Imobiliario
(al. Bestimmtheitsgrundsatz ou Spezialitatsprinzip)

Modelagem

Modelo geodésico

Resolugao

Solucao: caracterizacao de estremas e respectivos memoriais

O Direito Imobiliario a fim de interpretar o principio da especialidade, recorre
aos trabalhos do agrimensor e arbitradores, e estes devem recorrer a Geodésia da
qual obtém os métodos de levantamentos que permitirdo caracterizar as estremas e
os entes naturais que definem limites de forma univoca.

Os arts. 959 a 966 do CPC que dao diretrizes aos trabalhos do agrimensor e
arbitradores e dos quais se obtém orientagcdes as decisdes nao contemplam critérios
de verificacdo da qualidade de levantamentos geodésicos, pois o desenvolvimento
maior de tais critérios ocorreu apos o ano de 1976 consoante as publicagbes na
literatura geodésica a que os autores fazem remissao. Por outro lado, o art. 225 da
Lei n. 6 015/1973 determina que os tabelides, escrivaes e juizes fagam com que nas
escrituras e autos judiciais as partes indiquem, com precisdo, os caracteristicos,
confrontagdes e a localizagao dos iméveis. Estes elementos a serem indicados sé@o
indispensaveis também para a acao de Registro Torrens (FALCAO, 1995, p. 116).

A estrema tem as caracteristicas que a norma juridica atribui, e.g., a
caracteristica de ser elemento da linha que separara dominios distintos sobre
iméveis distintos, mas a sua definicdo na superficie fisica da Terra tem as
caracteristicas que a Geodésia atribui: as coordenadas geograficas elipsoéidicas

(p,A) que dependem da Estatistica para a estimagdo de suas medidas de acuracia
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respectivas. A medida de acuracia compreende a precisdo e a correcao que possui
uma parte conhecida e outra parte desconhecida.

O rigor cientifico aplicado a obtengao e ao calculo dos dados provenientes
das observagdes de campo €, portanto, inerente aos métodos da Geodésia e aos da
Estatistica, os quais oferecem a quantificacao de estimativas de medidas de qualidade.

A demarcagdo do perimetro para discriminagao de terras € a 22 fase da
formacgao e do desenvolvimento do processo discriminatério. Os pontos que definem
os elementos demarcaveis sao materializados no terreno e os documentos gerados
em forma de memoriais de caracterizacao e de mapas sao partes . do laudo de
demarcagao, pe¢a desse processo.

A validade destes documentos é a de serem capazes de representar a
veracidade dos pontos materializados, i.e., seguir a risca o principio da
especialidade e permitirem a reconstituicdo da situagdo. Sdo exemplos tipicos
destes propédsitos, a de servirem de base na legitimacdo de posses, nos
assentamentos e na preservagao de unidades ambientais.

A porcao terrestre individualizada, constitui o objeto do registro no sentido
de que assim como a cada imével cabe um lugar certo na superficie fisica da Terra,
a cada imével cabe também um lugar certo no registro (CARVALHO, 1997, p. 27, 331).
Mas o conceito de o lugar certo na superficie fisica da Terra é objeto da Geodésia. A
tarefa de interpretar este conceito e realiza-lo materiaimente, mediante a
demarcacgao, sao tarefas do agrimensor e dos arbitradores. O modelo matematico a
estimagdo das quantidades geodésicas da demarcagao tem sido na consideragao

da parcela terrestre como ente do espaco bidimensional.

2.4 NOCOES FUNDAMENTAIS SOBRE O SISTEMA BRASILEIRO DE REGISTRO
PUBLICO DE IMOVEIS

O trabalho mais importante do agrimensor € gerar, a partir da identificagcao
das linhas que estremam os prédios, 0s memoriais nos seus laudos, os quais, apés
a sentenca homologatoria da demarcagao, a Fazenda Publica do Estado requer do
Juizo a expedigcado de carta de sentenca para fins de registro imobiliario, na qual
consta esses memoriais para a abertura de matricula, e com os quais a matricula é
composta.
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A segunda fase de cada uma das trés agdes tem elementos comuns no
trabalho do agrimensor: a fixagdo de estremas juntamente com a elaboragédo de
laudo minucioso. Uma das partes mais importantes do laudo é a caracterizagao
das estremas que formam o perimetro, i.e, a descricdo de um conjunto de linhas
que estremam o prédio porque, apos a sentenga de homologacao, torna-se objeto
de registro.

Apés o encerramento da discriminatéria, a forma de transferéncia do
dominio de terra devoluta ao ocupante que nela se instalou é denominada de
legitimacao de posses (MEIRELLES, 1997, p. 225). Trata-se de um ato
discricionario ou do Estado, ou do Municipio — conforme o dominio seja ou do
Estado ou do Municipio — e se faz na forma administrativa mediante o titulo

de dominio registrado.

2.4.1 Origem e Evolugao do Registro da Propriedade Imobiliaria no Brasil

A origem do registro da propriedade imével no Brasil tem inicio com o
Registro Paroquial que foi instituido pelo Decreto n. 1 318/1854. Seguiram os
diplomas legais, dentre os mais importantes, citam-se: o Registro Geral instituido
pela Lei n. 1 237/1864, o Registro Torrens instituido pelo Decreto n. 4561-B/1890, o
Cadigo Civil Brasileiro e a Lein. 6 015 /1973.

2.4.2 Principios do Registro da Propriedade Imobiliaria € Importancia

O registro da propriedade imobiliaria é regido por principios que exprimem o
conjunto de regras para direcionar a conduta, dentre os quais o principio da
prioridade, o principio da especialidade, o principio da presung¢do, o principio da
legalidade e o principio da publicidade. O detalhamento destes principios
encontram-se nos na literatura juridica que trata o registro.

Destaque-se que o principio da especialidade (al. Bestimmtheitsgrundsatz)
permite formar o vinculo do Direito Imobiliario a Geodésia, pois tem natureza duplice
em sua concepg¢ao. A primeira, estritamente juridica, diz que a inscrigdo da
propriedade imével no registro deve recair sobre um objeto precisamente
individualizado (CARVALHO, 1997, p. 203). A segunda é estritamente geodésica,



37

porque esse principio s6 pode ser concretizado pelas mensuragdes, a fim de que os
limites geométricos de cada prédio (al. Grundstiick) seja tao precisamente descrito, de
modo que no lugar seja encontrado (BENGEL e SIMMERDING, 2000, p. 188).

O registro imobiliario se constitui no modo de aquisicdo da propriedade
imovel (CCB, art. 530, I).

2.4.3 Livros do Registro da Propriedade Imobiliaria

Para registrar os atos reconhecidos em lei sobre a propriedade
imobiliaria, o art. 173 da Lei n. 6 015/1973, exige a existéncia de livros. O
livro n. 2, chamado Registro Geral (figura 2.5), € aquele que contera, por
ocasiao da abertura da matricula, o memorial da caracterizagao de estremas
e entes naturais do perimetro do prédio. “O termo registro possui duas
acepgbes: a primeira, de oficio publico, em que se da a publicidade dos
direitos reais; a segunda, do ato ou assento praticado em livro desse oficio
para realizar o referido fim” (CARVALHO, 1997, p. 115).

O Livro N. 2 do Registro de Iméveis consiste no conjunto de todos os
atos pertinentes ao prédio. Os requisitos peculiares da matricula séo o
namero de ordem e a descricdo do imovel; este Gltimo requisito constitui o
nacleo da matricula (CARVALHO, 1997, p. 340). A descricao que abre a
matricula nem sempre é a definitiva, podendo conter retificacées, mediante
as averbacétes, de parte ou mesmo de toda a descricdo (ORLANDI NETO,
1997, p. 12). A averbacdo é a inser¢do na matricula ou no registro de
ocorréncias que, por qualquer modo, os alterem, tais como a corregéo de
erros, a complementagdo ou a atualizagdo de informagdao (SWENSSON,
1991, p. 162). Neste sentido, portanto, devera ser admitido que as estremas
de um imével seja atualizada através do tempo, considerando a evolugéo da

ciéncia que lhes seja importante.
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FIGURA 2.5 - ESTRUTURA DO REGISTRO DA PROPRIEDADE IMOVEL (LIVRO N. 2)

LIVRO N. 2 - REGISTRO GERAL ( )° Oficio de Registro de Imoéveis de ...

Matricula (nimero) Ficha 1
Data

IMOVEL: (memorial da caracterizagido de estremas e de entes naturais)

Proprietario:
Registro anterior: (Titulo, Data e Oficio de Registro de Imaéveis)

R. 01 - (Data e nome do ato)
Av. 02 - (Data e nome do ato)
Av. 03 -

R. 04 -

Nota 1:
Os registros obedecem as disposi¢des do art. 167, inciso |; as averbagdes as do art. 167,
inciso 11, e arts. 246 e 247 e a escrituracao do livro 2, as do § 1° do art. 176 da Lei 6 015/1973.

Nota 2:
Cabe ainda averbar os If, que delimitam a Reserva Florestal Legal, e também os If que

delimitam as florestas e demais formas de vegetacdo consideradas de Preservagciao Permanente
segundo os arts. 2° e 3° da Lei n. 4 771/1965 (Cédigo Fiorestal), cujos memoriais da caracterizagio

de estremas devem estar & disposigdo do Oficial do Registro.
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3 FUNDAMENTOS DA MATEMATICA

Visando fornecer elementos fundamentais aos pesquisadores no tema da
caracterizagdo de estremas no espago geométrico, nesta secdo sdo expostos os
conceitos basicos da Matematica, especificamente os da Algebra Linear e os da
Geometria Analitica, mediante os quais da-se o inicio a concepg¢ao do procedimento

que tornam as estremas caracterizadas e, por conseguinte, os If, .

Os da Algebra Linear compreendem os espacos vetoriais, matrizes com
seus tipos e propriedades, problema valor proprio generalizado e especial.
Da Geometria Analitica reunir-se-ao os conceitos basicos de sistemas de

coordenadas.
3.1 FUNDAMENTOS DA ALGEBRA LINEAR

3.1.1 Escalar

As quantidades como comprimento de uma linha, comprimento de um arco
e area tém apenas a magnitude, ou modulo, ou comprimento, para caracteriza-las e
ficam definidas por um dnico numero do conjunto dos ndmeros reais,
acrescentando-lhes uma unidade adequada (e.g., metro, radiano, metro quadrado).
Uma quantidade deste tipo € uma grandeza escalar, e o nimero correspondente €

um escalar.

3.1.2 Sintese da Algebra Vetorial

Ha quantidades que requerem magnitude (2 0) e direcao no espacgo para

caracteriza-las. Um exemplo disto € um If que tem um comprimento e uma diregéo
denominada azimute. Uma quantidade deste tipo é representada por um segmento
de reta orientado, i.e., um segmento dotado de uma magnitude e de uma diregéao. A
este segmento de reta orientado é denominado vetor (lat. vectore ~ oris, aquele
que conduz ou transporta) e ao conjunto cujos elementos sdo vetores € denominado

espago vetorial. Estes elementos podem ser somados, ou subtraidos, uns com os
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outros e podem ser multiplicados entre si e por escalares. As referidas operagées
sao efetuadas pelas regras comuns do calculo.
Nos espacos vetoriais sao validas as regras seguintes, nas quais a,bec
designam os elementos do espacgo vetorial, € a ¢ B designam os escalares:
a) lei comutativa da adigao:
a+b=b+a; (3.1)
FIGURA 3.1 — ADICAO DE DOIS VETORES MOSTRANDO A LEI COMUTATIVA

b) lei associativa da adicao:
(a+b)+c=a+(b+c); (3.2)
FIGURA 3.2 — ADICAO DE TRES VETORES MOSTRANDO A LEI ASSOCIATIVA
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c) lei do elemento nulo:
OeV, (3.3)

assim para todo a do espaco vetorial vale
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a+0=a; (3.4)
d) lei do elemento oposto: para cada elemento a vale um elemento -a, de
modo que vale
a+(-a)=0; (3.5)
FIGURA 3.3 — SUBTRAGAO DE DOIS VETORES

\ \b //\\
\ ':/ N < N
</ % \
a -a

e) lei associativa da multiplicag¢ao:
a(ba) = (ab)a; (3.6)
f) 1a=g; (3.7)
FIGURA 3.4 — MULTIPLICACAO ESCALAR DE UM VETOR

1
a _ 1a - 1a 23 _
g) 12 lei distributiva:
o(a+b)=0a+ab; (3.8)
h) 22 lei distributiva:
(o +B)a=0ca+pa. (5.9)

Cada conjunto, no qual uma adi¢do e uma multiplicagdo com numeros estao

definidas e para o qual as propriedades 1 a 8 valem, € um espacgo vetorial. Os
espacos vetoriais s@o denotados pelo simbolo R". Cada espago R" contém uma

colecao de vetores. R®, chamado espaco de dimensdo 3, contém todos os vetores
coluna com 3 componentes. Uma linha € um espag¢o de dimensao 1. Sdo exemplos
de espacos vetoriais:

a) conjunto de todos os numeros reais;
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b) conjunto de todas a n-uplas (a,,a,,---,a,---,a,), nas quais a; sdo numeros

reais que formam o espaco vetorial R" para cada numero natural; para

n=2, fala-se de par ordenado; para n=3, fala-se de terno ordenado;

um terno ordenado (a,b,c) é um conjunto de trés nimeros {ab,c} em

que a € o primeiro numero, b € o segundo e c é o terceiro;
c) conjunto de todas as fungbes diferenciaveis e integraveis, tais como

aquelas provenientes da linearizacao pela série de Taylor .
3.1.2.1 Vetor base e componentes

Nos espacgos de uma, duas, trés, cada vetor determina um unico numero
real, um par ordenado de numeros reais, um terno ordenado de numeros reais,
respectivamente, de modo que ha a correspondéncia biunivoca entre vetores de um
espacgo e um conjunto ordenado de numeros reais.

As projecoes do vetor nos eixos de coordenadas determinam suas
respectivas componentes que sao também vetores, e o numero real que marca a

extremidade da componente define a coordenada (figura 3.5).

FIGURA 3.5 - COMPONENTES E COORDENADAS DE VETORES DOS ESPACOS DE UMA,
DUAS E TRES DIMENSOES

TS P=(a,,a,3,)
ajk ? X yrz
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3.1.2.2 Operagdes com vetor

Os vetores sao caracterizados por duas naturezas: a geométrica e a
algébrica; por isso, eles possuem as propriedades da adigdo, subtracao,

multiplicagao por escalar e multiplicagéo por vetor.
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Define-se a adigao por:
(a,,a,,---,a,)+(b,b,,--,b,) =(a, +b, @, +b,,+-,a, +b,), (3.10)
As componentes obedecem as leis seguintes (KAPLAN, 1972, p. 49):

a) a=bse, e somente se,

a,=b,a =b,a, =b; (3.11)

b) a=0se, e somente se,

a =0a,=0 a, =0 (3.12)
c) a+b=(a +b,)i+(a, +b,)j+(a, +b,)k; (3.13)
d) a-b=(a, -b,)i+(a, -b,)j+(a,-b,)k (3.14)

Soma e subtracao de vetores significam a soma e a subtragédo de suas
coordenadas, respectivamente. A multiplicacdo de vetor por escalar significa que

cada coordenada € multiplicada por escalar.

O moddulo ou comprimento de um vetor a, designado pelo simbolo |a| € a

raiz quadrada da soma dos quadrados das coordenadas

la| = ¢ + & + 2. (3.15)

3.1.2.3 Espaco Euclidiano de dimensao n

O espaco Euclidiano que é denotado pelo simbolo R"designa o conjunto de

nGmeros reais a,,a,,...,a,...,a, ordenados. Um espaco vetorial se chama Euclidiano

quando a cada par de vetores a e b corresponde o nimeroa.b, chamado produto
escalar que tem as propriedades que caracterizam o espago vetorial. No espaco
Euclidiano sao definidos o sistema de coordenadas cartesianas e varios sistemas de

coordenadas curvilineas (ver segdes 3.2 e 5).
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3.1.2.4 Produto escalar ou produto interno e produto vetorial
O produto escalar de dois vetores, geometricamente representado pela

figura 3.6, consiste no produto vetor linha pelo vetor coluna, resultando um escalar.

O produto vetorial resulta o vetor denotado pelo simbolo axb (figura 3.7) e
expresso pela relagdo axb=(ab,-ab, )i+(ab, —ab,)j+(ab,-ab )k e pelo

modulo |a xb| = |a”b|sin9.

Considerando a<R" com coordenadas a,a,,...,a,...,a,; beR" com
coordenadas b,,b,,...,b;,...,b,, existem os produtos escalares
]
b2
ab=<ab>=|ablccsé=a'b=[a, a, - a - a”]b
b
=Y ab =abrap, +-+ab +-+ab; 0<6<n (3.16)

i=1
Na notagao do produto escalar, também sao comuns os simbolos
a'boub’a. (3.17)
Sao importantes os produtos escalares seguintes, em que aeR", 1eR" e

0eR":

n

a_a=<a,a>=a12+ a§+---+éi +-~-+a§ =Za?; (3-18)
it

la=<ta>=a+ a,+-+a+--+a,=» a; (3.19)
it

11=<11>=1x 1+ Ix T+ + IxT+1x1=) 1=n; (3.20)
i=1

a0=<a0>=a,x0+a,x0+---+a,+--+a,x0=0. (3.21)

Os vetores cujo produto escalar € nulo sdo chamados ortogonais, pois 8 =n/2.
O vetor 1, em que cada coordenada vale 1, chama-se vetor somatério

(PELZER, 1985a, p. 10; WITTE e SCHMIDT, 2000, p. 147):
T=[11..1 .. 1. (3.22)
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FIGURA 3.6 —- PRODUTO ESCALAR DE FIGURA 3.7 — PRODUTO VETORIAL DE DOIS
VETORES VETORES
faxb

/8

;
|
|
’Vbxa=—axb

3.1.2.5 Vetor posigao

No espaco ha infinitos vetores equivalentes entre si; contudo, para um ponto P do
espaco ha um unico vetor cuja origem é a origem do sistema de coordenadas ao qual esta

referido. A este vetor da-se 0 nome de vetor posicao e € denotado pelo simbolo r,.

Mediante a introdugzo dos vetores unitarios, também denominados versores,

1 0 0
i=0j={1];k=]|0 (3.23)
0 0 1
com os produtos escalares
<ij>=0 , <ii>=1
<ik>=0 , <jj>=1 (3.24)

<jk>=0 , <kk>=1
é obtida a representacdo do vetor posicao no espago Euclidiano de trés dimensdes:

X
L=xi+yj+zk=|y | (3.25)
z
Os parametros x, y e z sdo as coordenadas cartesianas do ponto , i.e., as
projecdes ortogonais do vetor posicdo na diregdo dos vetores unitarios i, j e k
(MITTERMAYER, 1998, p. 11).
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Da-se nome de vetor unitario, ou versor de uma diregcdo, ao vetor cujo

comprimento é igual a unidade, i.e., se |a| =1. Se a =0, entao o vetor unitario u de

mesma direcao que aé escrito como

u=Ha (3.26)

As componentes de um versor de uma dire¢cao sao os cossenos diretores,

as quais sao obtidas do produto escalar

a,=ai=cosa, a=x£(a,i); (3.27)
a, =aj=cosf, B=4(aj); (3.28)
a, =ak =cosy, y=4(ak). (3.29)

O angulo a entre o vetor a e o versor i € o angulo entre o vetor a e o semi-
eixo positivo x; o angulo B entre o vetor a e o versor j € o angulo entre o vetor a e o
semi-eixo positivo y; angulo y entre o vetor a e o versor k € o angulo entre o vetor a
€ 0 semi-eixo positivo z.

O modulo do vetor a € escrito na forma

la|= J(a,) +(a,) +(,). (3.30)

e as componentes a,,a, e a, sao escritas na forma

a, =|a|cos; (3.31)
a, =|a|cosp; (3.32)
a, =|a|cosy. (3.33)

3.1.2.6 Norma Euclidiana de vetores

Seja a' :[a1,a1,...,an] um vetor linha de dimensdo n, aec R", entdo a norma

euclidiana desse vetor, denotada pelo simbolo |al, é definida por

lal, = fa:a = <aa> = fa'a = 3 a2, [a], >0, (3.34)
i=1

em que o indice T indica a transposi¢ao do vetor a.
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3.1.2.7 Ortogonalidade e ortonormalidade de vetores

Dois vetores a e b sdo ditos ortogonais se o produto escalar entre eles for
nulo, i.e.,
a'b=0, (3.35)
e sao ditos ortonormados se se verificar

ala=b'b=1. (3.36)
3.1.2.8 Vetores linearmente dependentes e vetores linearmente independentes

Os vetores a,,a,,...,a,...,a, sdo linearmente dependentes se a equagao
n
Y ca =ca, +Ca,+-+Ca +-+C,a, =0 (3.37)
i=1
nas variaveis c,,c,,...,c,...,c, soO for satisfeita para ¢, =c, =---=¢,=---=¢, =0; caso
contrario, chamar-se-ao linearmente independentes.
Os escalares ¢, sdao os coeficientes nao todos nulos. Se todos os

coeficientes forem nulos, dir-se-a que os vetores sao linearmente independentes.
Os teoremas principais da dependéncia linear sao aqui reunidos (REY
PASTOR, 1968, p. 3-5):

a) a condicao necessaria e suficiente para que dois vetores a e b sejam
paralelos é que sejam linearmente dependentes. O vetor nulo €
considerado paralelo a qualquer outro e a qualquer plano. Se varios
vetores forem paralelos a um mesmo plano, sdo chamados coplanares,
pois podem ser representados em um mesmo plano.

b) ca+cb=0, (c#0)>a= ——g’—b; (3.38)

2

c) dados dois vetores aeb nao paralelos, toda combinacao linear &
coplanar com eles e, reciprocamente, todo vetor r coplanar com aeb
pode ser expresso como combinacao linear deles;

d) a condigao necessaria para que trés vetores a,b e ¢ sejam coplanares,

€ que sejam linearmente dependentes;
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e) dados trés vetores a,b e ¢ nao paralelos a um mesmo plano, qualquer

vetor do espacgo Euclidiano de trés dimensdes pode ser expresso como
combinacgao linear deles.

A figura 3.8 mostra a decomposigao do vetor posi¢ao r, e a correspondente

expressao analitica.

FIGURA 3.8 — DECOMPOSICAO DO VETOR POSIGAO r, DO ESPACO DE TRES DIMENSOES
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3.1.2.9 Base e dimensao de um espagco vetorial

Se os vetores a,a,...,a, sao linearmente independentes, entao
(a,a,,...,a,...,a,) chama-se uma base. A representagdo de um vetor no espago

vetorial nessa base € inequivoca. O numero de vetores de uma base de um espago

vetorial chama-se dimenséao.

3.1.3 Sintese da Algebra Matricial

Nesta se¢do uma sintese da algebra matricial sera exposta a fim de permitir
a compreensao das seg¢des subseqientes. A demonstracdo dos teoremas deve ser
buscada na literatura indicada.

Uma matriz € um sistema de elementos, e.g., nimeros reais ou complexos,

funcoes, quocientes diferenciais, vetores, os quais em uma tabela consistindo de m
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linhas e em n colunas sao ordenados (BRONSTEIN et al., 1999, p. 250). Denota-se
uma matriz com letra mailscula € com negrito. Se uma matriz A tiver m linhas e n
colunas, dir-se-a que a matriz A € de ordem mxn. Uma linha qualquer & designada
pela letra i e uma coluna qualquer é designada pela letra j, de modo que o elemento

situado na i-ésima linha e na j-ésima coluna é denotado por a;. A estrutura geral de

uma matriz A qualquer € da forma:

Ay @y oy o @y
821 a22 aZJ a2n
A = A _ . - - - - - _ al] (3 39)
(mn) m% n i fmsn ? .
a, a, - aij - ay, ,: mxn
_am1 A amj Ay i

emque 3, eRjie{12...m};je{12...n};mneN".

Um vetor € uma matriz com uma unica linha ou uma matriz com uma udnica
coluna. O simbolo a denota, por convencdo nesta pesquisa um vetor coluna;
enquanto que o vetor linha é denotado por a', denominado vetor transposto de a que é
escrito na forma da 3.22. E comum escrever um vetor na forma vetor coluna, conforme
a 3.23. Denota-se um vetor com letra mintscula e com negrito. Se um vetor a tiver m
linhas, dir-se-a que o vetor € de ordem mx1. O i-€simo elemento de um vetor a &

denotado por a,. Um escalar pode ser entendido como uma matriz de ordem1x 1.

3.1.3.1 Operagdes com matrizes

Sejam duas matrizes de mesma ordem, A =[a;] e B=[b],,. Define-se
soma de A com B como sendo a matriz C =[c;],,, em que cada elemento de C é a
soma dos elementos correspondentes de A e B. Portanto,
C=A+Boc;=a,+b,Vie{12...m}leVje{12...,n}. (3.40)

Quando as matrizes sdo de mesma ordem, valem as propriedades da adigao:

a) propriedade associativa:
A+(B+C)=(A+B)+C; (3.41)

b) propriedade comutativa:
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A+B=B+A; (3.42)
c) existéncia do elemento neutro:
A+0=0+A=A; (3.43)
d) existéncia do elemento simétrico:
A+(-A)=0. (3.44)
Define-se a diferenca entre A e B como sendo a soma de A com a oposta de B:
A-B=A+(-B). (3.45)
Sejam uma matriz A =[a,] .., € um numero real k. Define-se produto de k
por A como sendo a matriz B=[b,] .,, em que cada elemento de B € o produto de k
pelo respectivo elemento de A, i.e.,
B=kA < b, =ka, Vie {1,2,...m} e Vje{1,2,...,n}. (3.46)
Dadas as matrizes A =[a;] ., € B =[b;],.,, define-se produto de A por B como
sendo a matriz C =[¢;],,.,, €m que cada c; de C € a soma dos produtos dos elementos

da i-ésima linha de A pelos elementos correspondentes da j-€sima coluna de B.

Sao propriedades do produto:

a) comutatividade (nao é valida):
AB = BA, (3.47)
o produto AB pode ser nulo sem que A seja nula ou B seja nula;

b) distributividade em relagdo a soma:
A(B+C)=AB+AC; (3.48)
(A+B)C=AC+BC; (3.49)

c) associatividade

(AB)C = A(BC). (3.50)
3.1.3.2 Matriz nula

Diz-se que uma matriz A é nula, denotada por 0, quando todos os elemento

aj sao nulos, i.e.,
A=[a]..=0ca,=0Vie{l2...mleVvje{12..,n} (3.51)

O produto de uma matriz ndo-nula por matriz nula € nulo.



51

3.1.3.3 Matriz quadrada

Denomina-se matriz quadrada A a matriz que tem o niamero de linhas igual

ao numero de colunas. A ordem da matriz quadrada A € designada por n:

Ay @ - 8y ot 3y
Ay 8y Ay, ap,
A _=A-=|" (3.52)
{(nn) n’'n . .
a; a; - aij -
Lam ap - anj ann_

Os elementos a;; formam a diagonal da matriz quadrada.

3.1.3.4 Matriz diagonal
A matriz sera diagonal, se os elementos fora da diagonal forem todos nulos:
a; =0,vVi#j a;#0,Vi=] (3.53)
Em calculo, a diagonal da matriz diagonal A = [a”]nxn pode ser obtida, sob a

forma do vetor a=[a] ., pelo produto

a=A1 (3.54)
3.1.3.5 Matriz identidade

Uma matriz diagonal na qual todos os elementos da diagonal s&o iguais a 1,
chama-se matriz identidade e € denotada pelo simbolo I:

L, =1Vi=j a,=0Viz] (3.55)

O nome identidade ¢€ justificado pela propriedade:
Al=1A=A. (3.56)

3.1.3.6 Transposigao

A transposta de uma matriz A significa a matriz denotada pelo simbolo A’

em que cada linha de A é escrita como coluna de A'. Sao validas as propriedades:
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a) (ABC) =C'B'A"; (3.57)

by (A+B) =A"+B". (3.58)
Pela transposicdo, um vetor coluna x de ordem nx1 é transformado no

vetor linha x' de ordem 1xn.

3.1.3.7 Matriz simétrica

Uma matriz quadrada é simétrica se todos os elementos a; s&o iguais aos
elementos correspondentes a, , i.e.
A=A", sea; =a,ViVj (3.59)
O produto da forma A'A sao simétricos; isto vale também para os produtos

A'QA, em que Q é matriz simétrica. Uma matriz simétrica que sé contenha
elementos reais & hermitiana (BRONSON, 1993, p. 162). A matriz simétrica real A

de ordem n tem exatamente n valores proprios reais A, com ie {1, 2,...,n} .

3.1.3.8 Posto de uma matriz

O posto, também chamado caracteristica, denotado pelo simbolo k, &
definido como o nimero méaximo de linhas que sao linearmente independentes (ou
equivalentemente, como o numero maximo de colunas que sao linearmente

independentes). As propriedades do posto sao:
a) k(A)=k(AAT)=k(ATA); (3.60)

b) k(A)<min(m,n), se A for uma matriz de ordem mxn. (3.61)

3.1.3.9 Determinante de uma matriz

O determinante de ordem n da matriz A =[a;],,,, denotado pelo simbolo
det(A), é definido pela expressao:

det(A)=a,C,+a,Cy+--+a,Cy,  (j=12...,n), (3.62)

}

em que C,=(-1)"M, (3.63)
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M; é um determinante de ordem n-1 que se obtém de submatrizes de A.

Cada submatriz € obtida eliminando a i-ésima linha e a j-ésima coluna de A.

Se A =[a],,, o determinante sera o proprio escalar a,,.

S3o validas as propriedades:

a) det(A)=det(AT); (3.64)
b) det(cA)=c"det(A); (3.65)
c) det(AB)=det(BA)=det(A)det(B), (3.66)

se as matrizes A e B tiverem a mesma ordem:;

d) det(A)det(B)=det(AB)=det(AB") = det(A'B)=det(A'B");  (3.67)

det(A")=—1 __. 3.68
0 a(8) gt 659
f) det(,A,)=]]a;=a,xay,x---xa,, se A for diagonal, (3.69)
i=1
g) det(A)==1 se A for matriz ortogonal. (3.70)

3.1.3.10 Inversa ordinaria de uma matriz

Para uma matriz A de ordem n existe a matriz A" de ordem n, que & Unica,
tal que
AA"'=| eA'A=L (3.71)

A matriz A~' chama-se inversa ordinaria da matriz A. Se A~ existir, dir-se-a

que A é matriz regular ou nao-singular, i.e., det(A) # 0; caso contrario, dir-se-a que
A ¢é matriz singular, i.e., det(A)=0.

Sendo A, B e C matrizes regulares, valem as propriedades

a) (ABC) =C'B"A; (3.72)
b) (A) =(AT); (3.73)
o) (A7) =A (3.74)

d) (cA)” =%A_1, em que ¢ é um escalar; (3.75)



54

e) se A for simétrica, sé-lo-a também A"

3.1.3.11 Matriz ortogonal

De significacdo particular sdo as matrizes ortogonais, visto que as
coordenadas de um ponto em dois sistemas de coordenadas retangulares se
transformam mediante uma matriz ortogonal. Diz-se que uma matriz A é ortogonal
se for valida a equacao
AT =A" (3.76)
que pode ser escrita na outra forma
ATA=AA" =| (3.77)
a qual é assim interpretada: em uma matriz ortogonal, o produto escalar de linhas
(ou colunas) diferentes é sempre nulo, e o produto escalar de uma linha (ou coluna)
com ela mesma é igual a um.

Sao propriedades da matriz ortogonal:

a) os vetores coluna (ou vetores linha) de uma matriz quadrada real de

ordem n formam uma base ortonormal de R" e reciprocamente;

b) produto de duas matrizes ortogonais resulta outra matriz ortogonal;

c) a inversa e a transposta de uma matriz ortogonal sao matrizes

ortogonais.
3.1.3.12 Problema valor proprio generalizado e problema valor préprio especial

Da-se o nome de problema valor proprio generalizado ao problema da
determinacdo de escalares A e os correspondentes vetores m que satisfacam a
igualdade (BRONSTEIN et al., 1999, p. 278)

Am=3Bm (3.78)
em que A e B sao matrizes de ordem n.

O escalar A chama-se valor proprio, € o vetor m chama-se vetor préprio que
também é determinado com um fator ¢, pois m e cm sao vetores proprios para A.

Na literatura encontrara o leitor os sindnimos de valor proprio como

autovalor, valor caracteristico, auto-raiz, raiz caracteristica, raiz propria e raiz latente.
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Se a matriz B for substituida pela matriz identidade |, ter-se-a o problema
valor proprio especial (BRONSTEIN et al., 1999, p. 278):

Am=Ailm ou (A-Al)m=0 (3.79)

que é um sistema linear de equagées homogéneas, o qual possui solugao nao-
trivial, i.e., m=0, se

det(A - M) =0. (3.80)
Desenvolvendo a 3.80, obtém-se
ay, —A ay ay; a4
3y A, —A ay; Ay,
det(A - Al) = ' ' '
© ( ) ay A, a; —~ A &,
a, a,, o anj a,, — A
=P (1) =(-10"A"+a _A""+---+ai+a, =0. (3.81)

A condigdo para o valor proprio corresponde, portanto, a uma equagéo
polinomial, a qual é chamada de equagao caracteristica. O polindmio P,(A) é
chamado polinébmio caracteristico. As raizes da equagao caracteristica sao os
valores proprios de matriz . Portanto, o nimero A sera valor préprio da matriz, se a
diferenga A -l for singular.

O conjunto de todos os valores proprios constitui a matriz diagonal A que,
geometricamente, representa o espectro de matriz segundo a figura 3.9; por isso, a
matriz A € chamada matriz espectral, a qual € escrita nas formas

o -
7“2

A= - = diag(h,, Ay, Ao, Ay ) = diag(h,). (3.82)

An |
ie{12...,n},neN".
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FIGURA 3.9 - ESPECTRO DE MATRIZ

‘ 4 —» indice de valor proprio
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 ...

Os vetores proprios nao sao unicos; eles tém um fator de escala c e devido

a isso eles sdo usados na forma normalizada m, de modo que vale as propriedades
m'm =1 (3.83)
m/m; =0 para A, #1, (3.84)

Os vetores proprios sao reunidos sob a forma de colunas na matriz M, a

qual € denominada matriz modal:

my; My - My - My
My, My oo My, My,
M=m, m, - m - mj]= (3.85)
1 2 i n - .
my My - My - My
me My - My My

Como cada coluna da matriz M é um vetor proprio normalizado m, vale a

propriedade
MM=L (3.86)
Os mais importantes teoremas e formulas da teoria dos valores e vetores

proprios estdao na seqiiéncia reunidos (ZURMUHL, 1950, p. 120-133; BRONSTEIN
et al., 1999, p. 279, KALTENBACH, 1992, p. 9-11):



a)

b)

e},

h)

)
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se AyAy,..o, A, A, 580 Os valores préprios da Matriz A regular de ordem

n, entao valem as igualdades

det(A)=T]%; (3.87)

tr(A)= Y (3.88)

a matriz A é chamada regular ou nao-singular se det(A):tO, 0 que

significa que todos os valores proprios sao diferentes de zero;

se a matriz A tiver o defeito d, ela apresentara uma quantidade igual a d

valores préprios nulos;

os vetores proprios sdo sempre linearmente independentes, i.e.,
T ST

mm; =0 para i#j; (3.89)

a matriz simétrica real de ordem n, tem exatamente n valores proprios

reais i, ie {1, 2,...,n} e os vetores proprios sao reais;

se A for uma matriz simétrica, entao os valores préprios e vetores

proprios serao reais,

os vetores proprios m; e m; correspondentes aos valores proprios; e A,
em que A #},, de uma matriz simétrica, sdo ortogonais entre si, i.e.,
miij =0. (3.90)

se A for positiva definida, entao os valores préprios sao positivos; se A
for positiva semidefinida de posto n<m, entdo A tera valores prdprios

positivos € m—n valores préprios nulos;

a matriz A™' tem valores proprios

1.1 ...,1.. 1
RV VR W (3.91)

] n
a matriz cA tem valores proprios
CA,,CA,,...,CA,,...,CA,; (3.92)
a diferenga matricial A —cl tem os valores préprios

A, —CX, —C,...,A, —C,...,A, —C; (3.93)
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3.1.3.13 Teorema da Decomposi¢ao Espectral

Da-se o0 nome de teorema da decomposi¢cdo espectral a proposi¢ao: para
cada matriz simétrica real A, ha uma matriz ortogonal M e uma matriz diagonal A
que satisfazem a relagao
A =MAM", (3.94)
em que M é a matriz cujas colunas sao os vetores proprios normalizados m,e A é a

matriz diagonal dos valores proprios A da matriz A, i.e.,

MTAM = A = diag(),); (3.95)
m'Am, =2 (3.96)
m/Am, =0, para i#j; (3.97)

As relagées de ortogonalidade sao:

M'=Me (M) =M (3.98)
A=MAM" =3 amm’; (3.99)
i=1
A =MA"M" = Zn:limimf. (3.100)
i=1 i

Se a matriz A tem o defeito d, isto &, ha d valores préprios nulos, particiona-
se a matriz modal M e a matriz espectral A nas partes correspondentes aos valores
proprios nao-nulos, designadas por M, e A, respectivamente, e nas partes
correspondentes aos valores proprios nulos, designadas por M, eA,

respectivamente; assim resulta

A, O |[M]
A=[M, Mz][o’ AJ[M’J=M2A2M;, (3.101)
n-d
A" =M,A;M] = %mim.f; (3.102)
i=1 A

3.1.3.14 Inversa generalizada de Moore-Penrose

A inversa generalizada de Moore-Penrose, também chamada pseudo-
inversa, denotada pelo simbolo + sobreposto no simbolo da matriz, € assim definida:
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a matriz A* de ordem nxm é a pseudo-inversa da matriz A de ordem mxn se
(KOCH, 1980, p. 52; WANG e CHOW, 1994, p. 30):

AA'A=A; A'AA" =A"; (AA*)T ST (AA) =AA (3.103)
com as propriedades:
a) A" éUnica; (3.104)
b) k(A")=k(A) (3.105)
c) (AT)+ =(A )T, de modo que, para A" = A resulta A* = (A“)T; (3.106)
d) (A*) =A; (3.107)
T T
e) a*=2,=2_ sea for um vetor ndo-nulo. (3.108)
laf, a2

A inversa ordinaria de uma matriz que sO existe se o determinante for ndo-
nulo & um caso particular da inversa generalizada de Moore-Penrore. Assim, se A~
existir, entdo A" =A™’ (STRANG e BORRE, 1997, p. 267).

Supondo uma matriz A=[aij] singular e posto k, o nimero de valores

nxn

proprios nulos d, a decomposicao espectral de A = [ai j]nxn e a decomposicao espectral

de A" =[a;]  s&odadas por (KRUGER, 1980, p.21; HOPCKE e KRUGER, 1981):

nxn

d=p-Kk, (3.109)
= )0, (W), 110

A= (M), (A7), (MT) (3.111)
nas quais r(A,)k € a matriz cuja diagonal contém os k valores proprios nao-nulos e
os outros elementos s&o zero; ,0,& matriz nula; k(M1)k € a matriz dos r vetores
proprios normalizados m. correspondentes aos r valores proprios A,; r(Mz)dé a
matriz dos d vetores proprios normalizados m; correspondentes aos d valores

proprios A;; e k(A;1 )k é a inversa ordinaria de  (A,), .
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BRONSON (1993, p. 255, 263) analisa formulas numericamente estaveis e
nao-estaveis que calculam a pseudo-inversa; uma numericamente estavel é:
A" =VD'U, (3.112)
na qual o indice H significa transposta hermitiana. As instru¢des para o calculo s&o:
a) determine os valores préprios de A"A e uma base canénica de vetores
ortonormados para A"A ;
b) construa uma matriz diagonal D cujos elementos da diagonal sao os
valores singulares positivos de A (i.e., as raizes quadradas positivas

destes valores proprios);

c) faga V=[V, V,]|, em que as colunas de V, s&o os vetores proprios

identificados na alinea a, 0os quais correspondem aos valores proprios

positivos e as colunas de V, sao os vetores proprios restantes;

d) calcule U, =AVD".
3.1.3.15 Formas bilinear e quadratica

A expressao

n n
B=2>aXVY (3.113)
=1k=1
em que a, € um escalar, chama-se forma bilinear das 2n varaveis Xx,,x,,....X, €
Y Y20 ¥n-

Desenvolvendo a 3.113 obtém-se

B =2a,,xy; +a,Xy, +83X,Y; +-.- + XY,
8y XoY1 X5y, 8 X5 Y5 ...+ 8 X5Y,

+a5 XY T 33X3Y, +8343X3Y; +...+ 33, X3,

+an1XnY1 +an2XnYZ +an3XnYS +“'+annann (3114)

que é o desenvolvimento do produto

1 3 .- 8y |l Y4
a,, a, .. a

B=[x, x, .. x ]| * # ™ V2| _xay. (3.115)
an1 an2 o ann YH

Se A =1, obtém-se o produto escalar de x pory.

Se x =y, obtém-se a forma quadratica
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Q=3 > axx =X Ax. (3.116)

=1 k=1
3.1.3.16 Matriz positiva definida e matriz positiva semidefinida

Uma matriz simétrica de ordem n chama-se positiva definida, se
xTAx >0, Vx #0, (3.117)
e chama-se positiva semidefinida, se
x'Ax >0, Vx=0. (3.118)
As propriedades mais importantes destas matrizes (KOCH, 1980, p. 45-46) sao:
a) uma matriz simétrica sera positiva definida, se os valores proprios forem
positivos;
b) uma matriz simétrica sera positiva semidefinida, se os valores proprios
forem nao-negativos;
c) uma matriz positiva definida é regular, i.e., nao-singular,;
d) se A for uma matriz positiva definida, entdo B'AB sera positiva definida
se k(B) =k(A);

e) se A for uma matriz positiva definida, sé-lo-a também A™".

3.1.3.17 Matriz raiz quadrada

1
Chama-se matriz raiz quadrada de A, denotada pelo simbolo A2, a matriz

=

1
AZ =MAM =3 mm/ /i, (3.119)
i=1

cujas propriedades sao:

1 T 1
a) [AEJ = AZ; (3.120)

11
b) AZAZ =A; (3.121)

1

1
c) A’AZ%=A

j=

-
2

[N

AZ =1 (3.122)
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3.1.3.18 Matriz idempotente

A matriz A de ordem n é idempotente se a condigao
AA=A (3.123)
for satisfeita. Este tipo de matriz € importante para a obtengido das redundancias
parciais para o exame da confiabilidade (ver 6.2.2). Esta matriz possui as
propriedades seguintes (KOCH, 1980, p. 47-48; NOBLE e DANIEL, 1986, p. 275;
358; BRONSON, 1993, p. 253, 266):
a) os valores proprios sdo ou zero ou 1;
b) uma condigao necessaria e suficiente para que uma matriz hermitiana de
ordem n seja idempotente € que k de seus valores proprios sejam iguais
a 1, e os n-k restantes sejam iguais a zero, em que k é o posto da
matriz;
c) tragco de uma matriz hermitiana idempotente A é igual ao seu posto, i.e.,
tr(A)=k(A); (3.124)
d) se A é hermitiana e idempotente, entdo A* = A, em que A" é a inversa

generalizada de Moore-Penrose da matriz A;
e) AA" e A'A e sdo hermitianas e idempotentes;
f) se a matriz A de ordem n com k(A)=r for idempotente, entdo a
diferenga |- A também sé-lo-a com
k(lI-A)=n-r; (3.125)
g) se A for idempotente e regular, entao sera A =1;

h) se A for idempotente e simétrica, entdo ela sera positiva semidefinida.

3.1.3.19 Matrizes de rotacao

A fim de obter as matrizes de rotagao, considere a figura 3.10, em que o

sistema Ox'y’z' acha-se girado pelo angulo y, no sentido matematicamente positivo,
em relagao ao sistema Oxyz . As coordenadas x',y’ e z' do ponto P escritas com as

coordenadas do sistema Oxyz s3o:
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X' =Xxcosy+ysiny, (3.126)
y' =-xsiny + ycosy, (3.127)
zZ' =z (3.128)

FIGURA 3.10 — OBTENGCAO DAS MATRIZES DE ROTACAO

A matriz transformacéo ortogonal é

cosy siny O
R,.,=|-siny cosy O]. (3.129)
3(v)

0 0 1

Por conseguinte, o sistema recebe a notagao:

X' X
Y |=Ryy| V|- (3.130)
z z

Similarmente, pela rotagdo dos eixos cartesianos pelo angulo B em torno do
eixo y e pelo angulo a em torno do eixo x, obtém-se, respectivamente, as matrizes
de rotacao, também chamadas matrizes transformacao ortogonal, seguintes:

cosp 0 -sinp 1 0 0
Ry=| 0 1 0 || R,=/0 cosa sina | (3.131; 3.132)

sinp 0 cosp 0 -sina cosa
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3.1.3.20 Matrizes de reflexao

Mediante a equacao
-X -1 0 0}jx
y =0 1 0lly], (3.133)
z 0 0 1}z
um sistema dextrogiro é transformado em um sistema levogiro. Trata-se, portanto,
de uma reflexao, i.e., a inversao da diregao do eixo x, de modo que fique na diregao
oposta. Esta inversao é realizada mediante a matriz

-1 00
P={0 1 0] (3.134)
0 0 1

Similarmente, as reflexdes dos eixos y e z sdo dadas, respectivamente,
pelas matrizes

100 10 0
P,=|0 -1 0f; P,=|0 1 0] (3.135; 3.136)
0 0 1 00 -1

Sao propriedades destas matrizes (HECK, 1995, p. 381):

a) P=P =P, ie{12,3}; (3.137)
b) PP,=PP,=-P,; (3.138)
c) PP, =PP,=-P; (3.139)
d) PP, =PP, =P, (3.140)

3.1.3.21 Produto Kronecker

Sejam as matrizes A=[a] e B=[b]

. A matriz C=[cB] chama-se
pxq mpxnq

produto Kronecker das matrizes A e B cujo simboloé C=A®B:
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[a,B a,B - aB - a,B’
3218 azzB e asz e aZnB
A®B=|
aB aB - aB .- aB (3.141)
a.B a,B - aB - a,B]

O produto Kronecker tem as propriedades (WANG e CHOW, 1994, p. 52-53):

a)
b)
c)
d)
e)
f)
9)
h)

)

0A=AR0=0; (3.142)
(A,+A,)®B=(A,®B)+(A, ®B); (3.143)
A®(B,+B,)=(A®B,)+(A®B,) (3.144)
(aA)®(bB) =ab(A ®B), em que a e b sdo numeros reais; (3.145)
(A,®B,)(A,®B,)=(AA,)®(BB,): (3.146)
(A®B) =A"®B; (3.147)
(A®B) =A" ®B"; (3.148)
(A®B) =A"®B", se A e B forem regulares; (3.149)
se A for uma matriz de ordem n com valores proprios A2, A5,...A" ... AL, e

. , . B ,B B B
se B for uma matriz de ordem m com valores proprios A,,A,,...,A;,..., Ay,

entao, os valores préoprios de A ® B sao dados por

A %A, ie{12..,n}, je{12...m}; (3.150)

det(A®B) =[] = (f[xf‘ jm (ﬁx?)n ~[det(A)]"[det(B)]. (3.151)

3.1.3.22 Produto Khatri-Rao

Sejam as matrizes A=[a;],, e B=[b;],.. Sejam a,a,,...,a, os vetores

coluna de A e b,b,,....b os vetores coluna de B. O produto Khatri-Rao

formado a partir das matrizes A e B, denotado pelo simbolo A©®B é a matriz
(KHATRI e RAO, 1968, p. 169)
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A®B=[a1®b1 a,®b, ... ar®b,] (3.152)
de ordem pqxr.

Se C =[c;],, com os vetores coluna ¢,,c,,...,c,, entdo

AGBOC=[a,®b ®c, a,®b,®c, ... a ®b ®c | (3.153)
de ordem pgsxre com a propriedade
(AOB)OC=A0O(BOC). (3.154)

A importancia deste produto esta na formulagao de equagdes lineares para
a obtencéo do vetor de pesos otimizados (MULLER, 1986, p. 161).

3.1.3.23 Operadores vec e vech de matrizes

A matriz Az[aij] pode ser escrita como um vetor constituido pela

mxn

ordenagao das colunas a,.a,,....a,...,a_uma sob a outra. A operagao que ordena as

colunas uma sob a outra de uma matriz A, tranformando-a em um vetor, da-se o
nome de vetor de colunas.da matriz A e & denotado pelo simbolo vecA
(HENDERSON e SEARLE, 1979, p. 65; KOCH, 1980, p. 39; WANG e CHOW, 1994,
p. 53-54). Este simbolo significa o vetor formado pelas colunas de A, o qual é

escrito na forma

a
a2

vec(A) = a . (3.155)
j

L2, ]
Propriedades:

a) vec(A+B)=vec(A)+vec(B); (3.156)

b) vec(aA)=avec(A), em que a & nimero real; (3.157)

c) vec(xyT) =y ® X, em que X e y sao, respectivamente, (3.158)

vetores de ordem nx1 e mx1;
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d) vec(ABC)= (CT ® AT)vec (B). (3.159)

O operador vech cria um vetor a partir de uma matriz simétrica em que os

elementos acima da diagonal sdo desconsiderados. Por exemplo, o operador vech,

e.g. damatriz A =|a, | & escrito naforma

a4
a21

&y 8, A a

vech|a,, a, a,|=| °'| (3.160)

a22

a31 a32 a33
a32
_a33

O operador vech é importante como estrutura que aprimora o memorial da

caracterizacao de estremas para a matricula imobiliaria.

3.1.3.24 Trago de matriz

O trago da matriz A de ordem n, denotado pelo simbolo tr (A) €& a soma dos

elemento diagonais a, i.e.,

:iaﬁ. (3.161)

Para o tragco de matriz sao validas as propriedades (WELLS, 1971, p. 58-59;
WANG e CHOW, 1994, p. 54):

a) tr(A)= tr(AT). (3.162)
b) tr(cA)=ctr(A), em que c é nimero real (3.163)
¢) tr(A+B)=tr(A)+tr(B); (3.164)

d) t tr(,BnmA, ): (3.165)

mnnm) mm?® n

r(

r(

e) tr(,A, . D,)=tr[(+C, D) (A, B, )] =tr(.D, A, B, .C,); (3.166)

f) r( )tr(AA) (3.167)
{

g) tr(A 1BA) tr(B); (3.168)
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h) tr( A ) =2 A=A +A ++ A (3.169)
i=1
i) tr(A)>0, se A for matriz positiva definida, (3.170)
ou se A for positiva semidefinida com A #0;
)] tr(A ®B)=tr(A)tr(B); (3.171)
k) tr(AB)= (vec A’ )T vec(B); (3.172)
) tr(aTAa) =tr (AaaT) =a'Aa. (3.173)

3.1.4 Diferenciagao com Vetores e com Matrizes

Seja f(x) uma fun¢ao continua dos elementos do vetor

x =[x, X .. %X ... Xx] (3.174)

cujas 12 e 22 derivadas parciais, respectivamente,

of(x) &f(x)
X, XX,

existem para todo x no espago Euclidiano de dimensao n. O vetor operador

(3.17%5)

derivada parcial é definido como

| 0]
aX1
9
aXZ

Q
®
=

(3.176)

2|
|

Para a fungao f(x), o vetor de derivadas parciais resulta a expressao
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o . (3.177)

As derivadas das seguintes fungdes sdo importantes:

a) se f(x) for constante para todo x, entao

of(x) _

x 0; (3.178)

b) se f(x)=a'x, ou f(x)=x'a, entdo

a1
az
of(x) _|
x| a | (3.179)
_an..
3.1.4.1 Derivada da forma bilinear x'Ay
Sejam os vetores x =[x . e y=[y,], eamatriz A=[a] :
X v a, ap,
X=X, y{ ‘]; A=|a, a,|. (3.180; 181; 182)
x3 2 a31 a32

. ope T . "
Seja a forma bilinear x Ay em que os elementos da matriz A s&o

constantes, e em que os elementos dos vetores x e y sao as variaveis.

A derivada parcial

a(xTAy)
— = (3.183)
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€ um vetor que tem a mesma ordem do vetor x, e a derivada parcial

a(xTAy)
~5 (3.184)

€ um vetor que tem a mesma ordem do vetor y:

), ap y
.
X Ay:[x1 X, X3] 3y Ay [ 1}

y
8y A
= (84X, 830X, + 831X )Yy +(812% + 85X, +85%; )Y, (3.185)
_6(xTAy)_ i )
——| |aYi+ayy
P Y1 T &Y,
6(xTAy) 6(xTAy) A 3186)
= =la,y, +a,y, | = Ay, .
ox axz 21Y1 22Y2
a(xTAy)
_— a +a
%, - 311 + 33,
—a(xTAy)- i
o(x'AY) | T 811Xy + 8y X, + 851Xy
o(x'ay) 53’1 _ “ATx. (3.187)
oy a(x Ay)
5 ApXy +8pX; + 855Xy
L 2 4 -

3.1.4.2 Derivada da forma quadratica x' Ax

Sejam o vetor x =[x, , e amatriz A=[a,] :
a
X = [X‘], A= [a“ 2‘}. (3.188; 189)
x2 az1 a22

Seja x'Ax em que os elementos da matriz A sado constantes, e em que 0s
elementos do vetor x sdo as variaveis. A derivada parcial
a<xTAx) 3.190
X (3.190)
€ um vetor que tem a mesma ordem do vetor x.

Com efeito,
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x' Ax = [X1 Xz][a11 a12jl{x1} = (a11x1 +a21x2)x1 +(a12x1 +azzxz)xz’ (3.191)
A 8y || X
ra(xTAx)-
5(XTAX) T 22, X, + 8y X, + 81Xy | | 28y, + 3y Ay, || X
T = T 1 = = = (AT+A)X
6(x Ax) 12Xy +8pX; + 28X, ay, +8y +2ay, | X,
L axz J
(3.192)

Se a matriz A for simétrica, i.e., A" = A, a derivada parcial 3.190 sera
2Ax. (3.193)

3.1.5 Maximizacao da Forma Quadratica

Seja B=[b;],,uma matriz positiva definida cujos valores proprios sao
A2k, 2.2 2...2A >0 e cujos vetores proprios sdao m,m,,....m,...m,, e seja

x=0. As expressbes da maximizagao da forma quadratica (JOHNSON e
WICHERN, 1998, p. 82-84) sao dadas por:

.
max X TBX =1,, quando x =m,; (3.194)
x50 X X
minX2X TBX =A,, quando x =m,; (3.195)
x=0 X X

max X=X Bx === =M. quando, k=12, .., p-1. (3.196)

xLlmy,ms,my x X
> Prova:

Seja ,M, uma matriz ortogonal cujas colunas s&o os vetores proprios

m,m,,..m,.m e A uma matriz diagonal, cujos elementos sao os valores

1

1
proprios A, =4, >... .21 ,>0 e seja B?=MA’M' (ver 3.119) e ainda

y =M'x. Entao
p

Ay’ 2
x'Bx _ x Bszx xMAZM MATM'x _y Ay 21 Y <;\1§y' Shp< (3.197)

x'x  X'MM'x y'y y'y z":y_z iyz

i=1
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3.2 FUNDAMENTOS DA GEOMETRIA ANALITICA

Na Geometria, 0 ponto & considerado elemento, e os demais entes
geométricos, e.g., a reta, o plano, o poligono sdo considerados conjuntos. Ponto,
reta e plano s@o conceitos primitivos, os quais sao aceitos sem definicao. Além dos
conceitos primitivos, para estudar a Geometria sdo necessarios os postulados ou
axiomas e teoremas. Nesta secdo sdo dados os conceitos fundamentais com as
respectivas formulas, as quais sao necessarias a caracteriza¢ao de estremas que
compdem os If, .

A posicao de um ponto P para a Geodésia é definida por coordenadas em
espagos de uma, duas, trés dimensoes.

As coordenadas podem ser reunidas no vetor posicéo r,, de modo que se

obtém, para um certo ponto P, as notagdes:
X
n=[x]. n :[ ] rL=ly| (3.198; 199; 200)

O intervalo entre dois pontos no espago € definido como segmento de reta

que desempenha um papel importante na definicdo dos If,. No espago de trés

dimensdes, as coordenadas do ponto inicial P, =(x,y,z) e as do ponto final

P,= (xz,yz,zz) de um segmento podem ser reunidas no vetor

L=[x vz % v z] (3.201)
Vetores assim constituidos ficam implicitos no memorial da caracterizagao

de estremas, se os sistemas de coordenadas polares forem empregados.

3.2.1 Sistemas de Coordenadas

Um sistema de coordenadas € a correspondéncia biunivoca entre pontos do
espaco e um subconjunto de nimeros reais, e.g., a correspondéncia biunivoca de
um ponto e um numero da reta que contém os numeros reais

O sistema de coordenadas serve para a descricao quantitativa de pontos do
espago, e.g., do espaco de uma dimenséo (a reta), do espago de duas dimensdes

(o plano) e do espaco de trés dimensées. Os nimeros que determinam ponto séao
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chamados coordenadas. Os sistemas de coordenadas mais utilizados na Geometria
sao o sistema de coordenadas retangulares no espago de duas e de trés dimensodes
e o sistema de coordenadas polares de duas e de trés dimensdes; este ultimo é
também denominado sistema de coordenadas esféricas. Em quaisquer dos
sistemas de coordenadas em Geodésia, escolhe-se designar a coordenada por
nimero real, porque o conjunto dos numeros reais possui as propriedades
(BRONSTEIN et al., 1999, p. 2):

a) o conjunto dos numeros reais € infinito;

b) o conjunto dos nimeros reais € ordenado, i.e., para cada dois hiumeros
reais distintos a e b pode-se indicar qual & o maior ;

c) o conjunto dos numeros reais € denso, i.e., entre dois niameros reais
distintos a e b, sendo a <b, existe pelo menos um nuamero real c tal que
a<c<b;

d) o conjunto dos nimeros reais € continuo, i.e., para cada ponto da reta
numerada corresponde um numero real, 0 que ndo vale para o conjunto

dos nimeros racionais.

3.2.1.1 Sistema de coordenadas do espag¢o de uma dimensao

Sobre uma reta x, na qual estdo reunidos os elementos do conjunto dos
numeros reais, designado pelo simbolo R, a posi¢do de um ponto P, fica definida
se sobre ela forem dados a origem (lat. Origo) da coordenada € um segmento unitario

u=01. Se esta reta for dividida em duas semi-retas, uma de orientagdo positiva

(O +oo) e outra de orientacao negativa (5 ——oo), pelo ponto comum O (denominado

origem), se um segmento unitario u for escolhido e se mediante uma sequéncia de
comprimento u ambas as semi-retas forem marcadas com numeros reais, entéo a
um dado numero real, genericamente designado por a, correspondera um unico
ponto (BRONSTEIN et al., 1999, p. 1). A este nimero a, que representa a distancia

entre o ponto na semi-reta e a origem, € dado o nome de coordenada do ponto.
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3.2.1.2 Sistema de coordenadas do espaco de duas dimensodes

No espaco de duas dimensoes, i.e., o plano, para fins de mensuragido da
posicdo de um ponto Py, distinguem-se dois grandes grupos que sao constituidos pelo

sistema de coordenadas paralelas obliquas e pelo sistema de coordenadas polares.

3.2.1.2.1 Sistema de coordenadas paralelas obliquas

A fim de determinar o ponto no plano sdo necessarias duas retas
numeradas com origens O e O’ das coordenadas e os segmentos unitarios u=01 e

u' =0O'1 . Estas retas sao ordenadas de modo que as respectivas origens coincidam,
e de modo que elas tornem os eixos do sistema de coordenadas. Estes eixos sao
denominados eixos coordenados ou eixos das coordenadas e designados como
eixo x ou eixo das abscissas, e como eixo y ou eixo das ordenadas (lat. abscindere,
cortar; ordinare, ordenar). Os eixos compreendem um angulo a <n de modo que a
indicagao do eixo no sistema dextrogiro é escolhido de tal modo que um giro do eixo
x de um angulo a no sentido de giro matematicamente positivo (sentido de giro anti-
horario) leva-o sobre o eixo y; no sistema levogiro vale o sentido de giro horario.

Na Matematica, o angulo € chamado positivo se segue o sentido de giro
anti-horario e é chamado negativo se segue o sentido de rotagdao horario
(BRONSTEIN et al., 1999, p.125). Na Geodésia é estabelecido o angulo positivo
pela rotacao no sentido horario.

As coordenadas x e y do ponto sdao também denominadas abscissa e

ordenada, respectivamente. Um dos simbolos P(x,y) ou P=(x,y) € usado para

designar o ponto P com abscissa x e ordenada y.

O plano xy fica dividido em quatro regides denominadas quadrantes os
quais sdo contados no sentido de giro matematicamente positivo como primeiro,
segundo, terceiro e quarto quadrantes (figura 3.11). Em cada um destes quadrantes, os
eixos sao caracterizados por sinais consoante a exposi¢ao no quadro 3.1.
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FIGURA 3.11 — SISTEMA DE COORDENADAS PARALELAS OBLIQUAS

mwo W,

QUADRO 3.1 — DESIGNACAO DOS QUADRANTES E SINAIS DOS SEMI-EIXOS DO SISTEMA DE
COORDENADAS PARALELAS OBLIQUAS DO ESPACO DE DUAS DIMENSOES

PONTO NO QUADRANTE SINAL DA
Abscissa (x) Ordenada (y)
| + +
1l - +
I N -
v + -

Peilo ponto P situado em um destes quadrantes, pode-se tragar duas
paralelas; uma paralela ao eixo x e a outra, paralela ao eixo y. A intersec¢ao delas
com os respectivos eixos definem, cada uma, um ponto e o afastamento deste

ponto em relagao a origem define uma das coordenadas do ponto P.

3.2.1.2.2 Sistema de coordenadas paralelas retangulares

Se os eixos de coordenadas sao perpendiculares um com o outro, i.e.,
a =n/2, entdo, entende-se um sistema de coordenadas paralelas retangulares ou,
também, um sistema de coordenadas cartesianas, idealizado pelo filosofo e
matematico francés René Descartes, chamado Cartesius (1596-1650). O Sistema
de coordenadas cartesianas se caracteriza por ser o sistema cujos eixos sao
perpendiculares entre si e cuja unidade de comprimento € a mesma sobre todos os

eixos. O procedimento pelo qual se obtém das coordenadas de um ponto P,

situado em um certo quadrante € o mesmo descrito para a obtengdao das
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coordenadas paralelas obliquas. Analiticamente, as coordenadas cartesianas
resultam do produto escalar entre o vetor posicdo e os versores dos eixos

coordenados i e j, nas formas x=x.i e y=y.i.

O sistema de coordenadas cartesianas é empregado em mensuragdes
geodésicas, adotando o sistema levogiro conforme a figura 3.13 em que os

quadrantes ficam numerados — a partir de | que € comum com o sistema dextrogiro

— no sentido horario.

FIGURA 3.12 — SISTEMA DE COORDENADAS FIGURA 3.13 — ANGULO DE DIRECAO E
CARTESIANAS DO ESPACO SINAL EM SEU CALCULO
DE DUAS DIMENSOES
Matematica Geodésia

i v 10} I

E comum a adogdo do sistema levogiro do espago de duas dimensdes
(WITTKE e MECKENSTOCK, 1998, p. 39) para algumas aplicagbes como a

observagao de distancia d entre dois pontos P, e P,, o calculo de suas respectivas
coordenadas, e como funcao destas o angulo de diregao denominado rumo R,, e o
seu reciproco R,,, 0 qual é definido no quadrante, conforme mostra a figura 3.13. A

medida angular de direcdo A, independente do quadrante, sob a instrugdo em
GRAFAREND et al. (1995, p. 339) & dada por:

A= n[‘l—%sgn(Ay) —-;-sgn(Ax)sgn(Ay)} +arctan%, se Ax =0, Ay=0 (3.202)

em que o simbolo sgn designa o sinal algébrico do argumento Ax ou de Ay (ISO

1992a, p. 18).
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3.2.1.2.3 Sistema de coordenadas polares

A despeito da simplicidade deste sistema (figuras 3.14 e 3.15), a sua

importancia estd na analogia com a concepgao do sistema de coordenadas polares
elipsoéidicas (segcdo 5.3.2.4); com as coordenadas polares elipsoéidicas sdo os If;

quantificados e orientados com azimute (quadro 7.4 e figura 7.3).
O sistema de coordenadas polares € definido por um ponto fixo O, chamado
ponto origem ou poélo e por um eixo que parte do pbélo, chamado eixo polar (figura

3.14). A posigao do ponto P, do plano fica definida pelo angulo o que é contado no
sentido de giro matematicamente positivo e pelo segmento r, que vai do pdlo ao
ponto P,. O angulo a situa no intervalo 0 <a <2n quando medido no sentido

matematicamente positivo (SIMMONS, 1988, p. 196,); no sentido matematicamente

negativo, o intervalo e variagdo é -2n<a<0. O segmento r, € denominado
distancia polar ou raio vetor e pode assumir qualguer valor positivo. Os nameros

reais 1, e a, escritos nesta ordem, os quais formam um par ordenado (r,,a) s&o

denominados coordenadas polares do ponto.

FIGURA 3.14 — SISTEMA DE COORDENADAS  FIGURA 3.15 — DISTANCIA ENTRE DOIS PONTOS

POLARES DO ESPACO DE DO ESPACO DE DUAS DIMENSOES
DUAS DIMENSOES POR COORDENADAS POLARES
R=(r.o)
d d
= //
R= (o) I%-(ro,ao)/ ///
/ -
/ / -~
/ / ol
g / A
ro / s -
r() / //
/ e
/ -
/l /(

. [o 2
o) /\/(l \
O/\ o x Oy %0 > X

Na figura 3.15, a distancia d definida pelos pontos P, =(r,,a,) € P, =(r1,a1),

a qual é obtida pela lei dos cossenos, € escrita

ld| = {2 + 72 — 21,5, cos(at, — o). (3.203)
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As coordenadas cartesianas (x,y) e as coordenadas polares (r,,a) de um
ponto qualquer estao relacionadas pela forma
X =1,C080; y=h,sing; § =|r|=yx"+y* (3.204; 205; 206)
e o angulo a, contado no sentido matematicamente positivo, pode ser calculado

pela 3.202 se forem trocados os argumentos Ax pory e Ay por X.

Sempre € suposto um sistema de coordenadas do espago de duas
dimensdes sobreposto a um sistema de coordenadas polares do mesmo espaco, de

modo que o semi-eixo X de orientagao positiva coincida com o eixo polar. Qualquer

ponto do espago de duas dimensdes tera, entdo, coordenadas cartesianas (x,y) e

coordenadas polares (r,, o).

3.2.1.3 Sistema de coordenadas do espaco de trés dimensoes

Dois grandes grupos sao distinguidos: sistema de coordenadas cartesianas

e o sistema de coordenadas esféricas ou polares do espaco de trés dimensdes.

3.2.1.3.1 Sistema de coordenadas cartesianas

A fim de definir um sistema de coordenadas cartesianas do espago de trés
dimensdes é escolhido, primeiramente, um ponto fixo O, chamado origem das
coordenadas. Neste ponto, sdo colocadas trés eixos coordenados e mutuamente
perpendiculares. Os eixos sdo designados, em geral, com X, y € z, e denominados
de eixo das abscissas, das ordenada e das cotas, respectivamente. Os trés eixos de
coordenadas fixam trés planos no espago, os quais sdo designados com xy, Xz e yz,
e dividem o espago em octantes. Os octantes numerados juntamente com os sinais
caracteristicos estdao expostos na figura 3.16 e no quadro 3.2.

A orientagcao do sistema é conseguida mediante a fixagdo de trés versores
da diregdo dos eixos coordenados: no eixo X, 0 Versor i; no eixo y, o versor j e no
eixo z, o versor k. Por estes versores, os eixos de coordenadas sao alinhados e o

sistema de coordenadas é orientado no espago. A triade de versores i, jk, nesta

ordem, correspondentes a escolha do sistema de coordenadas x,y,z (sistema
dextrogiro) € uma triade positiva (KAPLAN, 1972, p. §3).
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FIGURA 3.16 - OCTANTES
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QUADRO 3.2 - DESIGNAGAO DOS OCTANTES E SINAIS DOS SEMI-EIXOS

COORDENADAS OCTANTES
| Il 1] v \"/ Vi VI Vili
X + - - + + - - +
y + + - - + + - -
z + + + + - - - -

Em qualquer dos octantes, o ponto P, nele situado tem a posicao definida

por um terno de numeros reais, os quais sdo denominados coordenadas

retangulares do espaco de trés dimensdes desse ponto, cuja notagéo €

P (xy,z) ou Py =(xy,z). (3.207)

As coordenadas x, y e z do ponto P, resultam do produto escalar entre o vetor
posig3o r, e os versores i, j € k das direcdes dos eixos coordenados consoante a 3.25.

Segundo a posicao da diregao positiva dos eixos, dois tipos de sistema séo
possiveis. O primeiro denomina-se dextrogiro (figura 3.17), i.e., aquele em que o
observador situado conforme o semi-eixo Oz vé o semi-eixo Ox coincidir com o
semi-eixo Oy apods o giro de um angulo de n/2 no sentido positivo da trigonometria
(i.e., sentido anti-horario); o segundo denomina-se levogiro (figura 3.18), i.e., aquele
que girando o semi-eixo Ox no sentido horario de um angulo n/2 coincide com o
semi-eixo positivo Oy (BRONSTEIN et al., 1999, p. 204).
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FIGURA 3.17 — SISTEMA DEXTROGIRO FIGURA 3.18 — SISTEMA LEVOGIRO

-
>

P=(xy,2) P=(y,x 2)

A imagem especular de um sistema dextrogiro forma um sistema levogiro.

3.2.1.3.2 Sistema de coordenadas esféricas ou sistema de coordenadas polares do
espaco de trés dimensodes

O ponto P, do espacgo de trés dimensdes pode ser determinado, no lugar do

terno ordenado (x,y,z) das coordenadas cartesianas, também, de forma univoca, pelo:

a) afastamento r, = |r0|, 0<r, <x, do ponto P, em relagcéo a origem O;

b) angulo agudo 6, 0 <6 <=, formado entre o segmento OF, e a projecao
ortogonal de deste segmento no plano xy, a qual & designada pelo
simbolo ry;

c) angulo o, 0 <a <2n, que a projecao do segmento OF, sobre o plano xy

forma com o semi-eixo positivo x.
A origem de contagem do angulo 6 esta na projegao do vetor posi¢cao r, no
plano xy e, a do angulo o esta na diregao do semi-eixo positivo x.
A figura 3.19 ilustra os elementos matematicos que compbéem o sistema de
coordenadas esféricas. Sempre € suposto que o sistema de coordenadas esféricas

é sobreposto a um sistema de coordenadas cartesianas do espago de trés

dimensdes. Observa-se que ao sistema de coordenadas polares do espago R? foi
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acrescentado os eixos y e z. O termo coordenadas esféricas é utilizado porque o

grafico da equacgao r, = const € uma esfera de centro O.

FIGURA 3.19 — SISTEMA DE COORDENADAS ESFERICAS OU POLARES DO ESPACO DE TRES
DIMENSOES

As coordenadas esféricas do ponto P, s@o dadas pela triade (r,,6,a). A
cada triade de coordenadas esféricas corresponde um unico ponto do espacgo de
trés dimensbées. No caso particular em que P, se situa no eixo z, sé 1, € 6 =+n/2

sao inequivocamente determinados; a € qualquer. As coordenadas esfericas sao
analogas as coordenadas polares do espago de duas dimensdes e, por isso, sao

chamadas, também, coordenadas polares do espaco de trés dimensdbes.

O ponto P, determinado pelo terno ordenado (x,y,z) das coordenadas
cartesianas pode ser expresso com as coordenadas esféricas (r,,6,a):

X =r,cosfcosa; y=r,cosbsina; z=r,sino. (3.208; 209; 210)
O vetor posicao de P, é, analiticamente, escrito
I, = Xi +Yj+ 2K =1, cos8(cosa )i+, cosO(sina)j+r, (sin6)k. (3.211)

3.2.2 Transformagao de Coordenadas Cartesianas

Da-se o nome de transformagdo de coordenadas ao procedimento de

calculo algébrico que visa conhecer as coordenadas de um ponto em outro sistema
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nao idéntico com o primitivo. Distinguem-se quatro casos de transformacgdo de
coordenadas: translagao paralela (ou simplesmente transla¢do); rotacdo (ou giro);

combinacao de translagao com rotagao e a reflexao.

3.2.2.1 Transformacao das coordenadas cartesianas do espag¢o de duas dimensoées
nas coordenadas de outro sistema nao-idéntico

3.2.2.1.1 Translacao

Sejam Oxy e O'xy’ dois sistemas de coordenadas retangulares de um

mesmo plano; sejam (x,y) e (X.y') os pares das coordenadas retangulares do

ponto P no primeiro e segundo sistemas respectivamente, e seja (ax,ay) o par

ordenado das coordenadas de O’ referidas ao primeiro sistema (figura 3.20). Da-se
o nome de translacdo ao deslocamento paralelo dos eixos homoélogos que passam

da origem O para a origem O’ e que mantém o mesmo sentido dos eixos primitivos.

FIGURA 3.20 - TRANSLAGAO DE SISTEMAS DE COORDENADAS CARTESIANAS DO ESPACO
DE DUAS DIMENSOES

Na figura 3.20, a translacao é efetuada pela soma vetorial

L=a+r,, (3.212)
cujas coordenadas sao:
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3.2.2.1.2 Rotagao

Na rotacdo, a nova origem coincide com a primitiva, mas 0s eixos
homélogos nao sao paralelos.
Na figura 3.20, fazendo a coincidéncia das origens, i.e., O =O’, obtem-se
r,=r. (3.214)
Exprimindo analiticamente a 3.214, fica
Xi+yj=xT+Yy] (3.215)
que multiplicada pelos versores dos eixos coordenados i e j, e considerando o

produto escalar dos versores (ver 3.24), resulta as duas equacgoes

x=XT.i+yj.i (3.216)

y=yij+yj] (3.217)

que podem ser escritas na forma matricial

=Rk (3.218)

em que

- H; Ry, = {f,'f ’_,'f]; - [X} (3.219; 220; 221)
y vty JJ y

O angulo entre os eixos coordenados x e X' € igual ao angulo entre os eixos

coordenados y e y', logo:

i.i=cosa, (3.222)
i'.j=cos (g- on) =sina, (3.223)
ji= cos(%+ oc) =-sina, (3.224)
J.j=coso. (3.225)
Entao,
[x] _ [C(?Sa —sina} [x} (3.226)
y sihna  cosa ||y

A transformacao inversa € conseguida pela relagéo

’

r=Rr (3.227)
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3.2.2.1.3 Combinacgao de translacao com rotagao

Na figura 3.21, que mostra a combinagéo de translagao e rotagao, a relagao
3.212 expressa analiticamente é

xi+yj=ai+aj+xT+yj, (3.228)
Multiplicando a 3.228 pelos versores dos eixos coordenados i € j:

x=a, +Xi.i+y].i (3.229)

y=a, +yi.j+yj.i, (3.230)

as duas equacdes podem ser escritas na forma matricial

L=a+R,r. (3.231)

FIGURA 3.21 — COMBINACAO DE TRANSLACAO COM ROTAGAO DE SISTEMAS DE
COORDENADAS CARTESIANAS DO ESPACO DE DUAS DIMENSOES

A transformagao inversa é conseguida pela relagao

r, =R(,(r, —a). (3.232)
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3.2.2.2 Transformacgao de coordenadas cartesianas do espaco de trés dimensdes
nas coordenadas esféricas

As coordenadas cartesianas x, y € z de um ponto podem ser calculadas a
partir das coordenadas esféricas (ro,e,a). Da figura 3.19, as relacdes seguintes sio
obtidas

X=r,cosbcosa; y=[cososina, z=r,sing; (3.233; 234; 235)
com

L =ln| =V +y +2° (3.236)

As coordenadas esféricas (ro,e,oc) sdo obtidas das coordenadas cartesianas

segundo as formulas 3.236 e

0 =arctan——=2—— para X’ +y° #0; (3.237)
Wﬁ+f
arc tan%, parax>0ey>O0; (3.238)
a=<n+arctan—¥—(—, parax<0ey>0; (3.239)
2n+arc tan%, parax>0ey<0. (3.240)
k |

O angulo de orientagao o, contado no sentido matematicamente positivo,
pode ser calculado pela 5.77, fazendo A =a.

Sob a notagao matricial, a relagado entre as coordenadas cartesianas (x, y,z)
e as coordenadas polares (r,,6,a) é escrita

X cosf cosa
y|=1|cosOsina |. (3.241)
z sin®

No espago de duas dimensbes, que se caracteriza por possuir z=0,

escreve-se

m =6 {:: . ] (3.242)
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3.2.2.3 Transformacao das coordenadas cartesianas do espaco de trés
dimensdes nas coordenadas cartesianas de outro sistema nao-idéntico

Ante dois sistemas de coordenadas cartesianas nao-idénticos de eixos

xyez e x,yez surge o problema que consiste calcular, mediante as

coordenadas cartesianas (xo,yo,zo) de um ponto P, em relagdao a um dos sistemas,

as coordenadas (x’,y',z’) deste ponto em relagdo ao outro sistema. Tal conversao

de coordenadas é denominada transformacao de coordenadas na qual distingue-se

trés casos: a translacao de eixos, a rotagao de eixos e uma combinagao de ambos.
3.2.2.3.1 Translacao de eixos

A translacdo de um sistema de coordenadas significa o deslocamento da
origem do sistema de coordenadas ao longo do vetor r, paraa origem O’ (figura 3.22).

FIGURA 3.22 - TRANSLAGAO DE SISTEMA DE COORDENADAS CARTESIANAS DO ESPACO
DE TRES DIMENSOES

V4
A

> »Y

/ S

o

/

X

3.2.2.3.2 Rotagao de eixos

O sentido de rotagdo dos eixos, com os angulos o,p ey, € o definido

positivo matematicamente. Nove tridngulos esféricos sdo formados e resolvidos pelo
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rotagao R, também chamada matriz dos cossenos diretores (expressao 3.259).

FIGURA 3.23 - ROATAQAO DE SISTEMA DE COORDENADAS CARTESIANAS DO ESPACO DE
TRES DIMENSOES
z, 2
% L
B
\ \\\ Y1
n, B ,
K ‘a\ k Yﬁ_‘ /%77’(,6—)’
\\ Ay

3.2.2.3.3 Combinagao de translagao com rotagao de eixos

Sejam Oxyz e O'x'y'Z’ dois sistemas de coordenadas cartesianas de

origens O e O’ respectivamente, (x,y,z) e (x’,y’,z’) os ternos ordenados das
coordenadas do ponto F,

referidas ao primeiro e ao segundo sistema,
respectivamente, e (xo,yo,zo) o terno ordenado das coordenadas da origem O’ no
primeiro sistema (figura 3.24).

As coordenadas do ponto P, referida ao segundo sistema & obtida pela
diferencga vetorial
r!

’
I, —a,

que é reescrita como

(3.243)
Xrir+yrjr+zrkr =(X_X0)i+(y_yo)j+(z—zo)k.

(3.244)
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FIGURA 3.24 - COMBlNACAO DE TRANSLAQAO COM ROTACAO DE SISTEMAS DE
COORDENADAS DO ESPACO DE TRES DIMENSOES
z
A

z Iz

Efetuando a multiplicacdo sucessiva pelos versores 1,j ek’ das dire¢des
dos eixos coordenados, resultam as formulas que transformam as coordenadas do

ponto P, do sistema Oxyz no sistema O'x'y'z’

X' = (X=X )ii" + (Y — ¥ )i-i' +(z2— o k.¥, (3.245)
Y = (X=X )iJ + (Y = Yo)id + (27 )k, (3.246)
Z' = (X — X )i.K + (Y - ¥)i-K +(z—- 7, )k.K', (3.247)
as quais podem ser dispostas na forma matricial
x' = AR, (3.248)
em que
x' i i ki X - X
=yl R =|if jj kil Ax=[y-y,| (3.249; 250; 251)
z ik jk' kk' z-2,

Reciprocamente, para passar as coordenadas do ponto P, do sistema
O'x'y'’z para o sistema Oxyz, a 3.244 & multiplicada pelos versores i,jek das
dire¢bes dos eixos coordenados, resultando:
XT.a+yj.i+ZK.i=Xx-Xx,, (3.252)
XTJ+yYj.j+zZK.j=y~y,, (3.253)
XT.k+yj.k+zZk'.k=2z-2z,. (3.254)
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Na forma matricial escreve-se

Ax=RX, (3.255)
em que
X— X, i L ik x'
AX=ly-Y, |y R=J¥ JJ JK [ xX'=]y| (3.256; 257; 258)
z-2, ki kj kK z

A matriz R, denominada matriz dos cossenos diretores ou matriz de rotagao,
cujos elementos sao obtidos pelo teorema dos cossenos da trigonometria esférica
(ver Apéndice 2) sobre 9 triangulos esféricos que podem ser formados na figura 3.23
€ dada por:

cosfcosy I —cosBsiny I sinp

|
R =| cosasiny +sinasinfcosy EcosaCOSy-sinasinBsiny i—sinacosB . (3.259)

sinasiny —cosasinfcosy i sina.cosy +cosasinpsiny | cosacosp
em que os angulos o,fey sao as rotacbes em torno dos eixos X, y e z,

respectivamente.
3.2.3 Descricao da Curvatura de uma Curva Plana e do Raio de Curvatura

Da-se o nome de curvatura K (al. Krimmung) de uma curva plana no ponto
A ao limite da razao entre o angulo Ao que formam as diregbes positivas das

tangentes aos pontos A € B e o comprimento do arco (AB), AB=As quando

B — A(figura 3.25) (BARANENKOV et al., 1986, p. 104, BRONSTEIN et al., 1999, p.
227),i. e.,

-y e-de 0250

A curvatura exprime, portanto, a razédo de variagdo do angulo o com relagéao
ao comprimento de arco s.
Da figura 3.25, advém

) A dy
tana_dx—aauarctandx. (3.261)

A expressao da diferencial do arco da &
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dy
(3.262)

FIGURA 3.25 — RAIO DE CURVATURA DE CURVA DO ESPACO DE DUAS DIMENSOES

A y=fx)

O(’ ——

A expressdao do elemento de arco infinitesimal ds do espaco de duas

dimensdes é
ds’ = dx” +dy’. (3.263)
Dividindo ambos os membros por dx?, obtém-se
(3.264)

2
ds = 1+(d_y) dx.
dx

Substituindo a 3.262 e a 3.264 na 3.260, escreve-se a expressao da

curvatura K de uma curva do espaco de duas dimensdes como:

o (3.265)

Da-se o nome de raio de curvatura R (al. Kriimmungskreisradius) de uma

curva a quantidade inversa do valor absoluto da curvatura K (BRONSTEIN et al,,

1999, p. 227). Da 3.265 vem
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’ dy 27
1+ E)?j}
(3.266)

A curvatura K no ponto A é tanto maior quanto menor for o raio de curvatura

ds

do

1

R =
K]

R. Para uma circunferéncia de raio r & constante a curvatura K=1/r e, por
conseguinte, o raio de curvatura R =r . Para a reta, s3o K=0 e R==. A elipse tem
curvatura variavel que é calculada pela 3.265 e aplicada ao caiculo do raio de
curvatura da segao meridiana M.

A curvatura de uma reta € nula, pois o ndo varia quando um ponto é deslocado

ao longo dessa reta, i.e., do = 0. Para a circunferéncia de raio r (figura 3.26)

-+ E=8,7
on—r+2 r+2 (3.267)
FIGURA 3.26 — CURVA DE CURVATURA CONSTANTE
y
A
// x\ B
/,/ / \
// /
/ S
/ J
/ i\t \ \\,\a
\‘ 0°* LA - X
' i r TA
\ /
\ /
\\
e, portanto, a curvatura
k=da _1 (3.268)

Este mesmo resultado é conseguido, sabendo-se que a curvatura da
circunferéncia é constante e que o giro completo do ponto B implica a variacao da

direcao de 2rrad na circunferéncia de comprimento 2nr; portanto,
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(3.269)

Assim, aplicando a 3.269 a definicdo de If, que separam terras devolutas
estaduais das terras devolutas municipais (se¢ado 2.2.3.2.1), ter-se-ao as curvaturas
dos lf,: igual a 1/6 000 m se no Distrito e igual a 1/8 000 m se no Municipio.

A curvatura pode ser positiva ou negativa ou nula: k >0, significa que o é
crescente quando s cresce (a curva vira para a esquerda da tangente); k <0,

significa que o € decrescente quando s cresce (a curva vira para a direita da

tangente); e k =0 significa que o é constante quando s cresce.
3.2.4 Descrigao dos Elementos de Linha Infinitesimais

Para a descricao da relagdo de medida entre a superficie original e a
superficie de representagdo é, de significacdo fundamental, o elemento de linha
infinitesimal, denotado pelo simbolo ds. No espago de trés dimensdes, em
coordenadas cartesianas (figura 3.27), escreve-se:

dx | | dx
ds’ =dx’ +dy’ +dz’ =|dy | [dy]|, (3.270)
dz| |dz
em que
g, X
dx = ey du+ 6vdv
Y g Y
dy = % du+ aVdv ) (3.271)
_0Z4,.92
dz = ey du+ avdv

Substituindo a 3.271 na 3.270 resulta

0 2 2 2 »
:_[(ax¥ (Y. (a2V],z XX NN ozoz
ds' = (5uj +(au) +(6u) du +2d“d"(auav+auav+auav

+;(%)2+[%y—)2+(%)2—dv2 (3.272)

que é simplificada pela notagao
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)

f

ds® = edu? + 2fdudv + gav? =| 3| | & T{[3Y]. (3.273)
dv| |f gijdv

As quantidades e, f e g foram introduzidas por Carl Friedrich Gauss (1777-
1855) e sdo denominadas quantidades fundamentais de primeira ordem (KUNTZ,

1990, p. 5) ou primeiras quantidades fundamentais de Gauss.

FIGURA 3.27 — SISTEMA DE COORDENADAS CURVILINEAS GENERALIZADAS
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4 FUNDAMENTOS DA ESTATISTICA

Os métodos da Estatistica tém sido um meio de ajuda indispensavel na
avaliacao dos dados de observagao geodésicas.

A ciéncia Estatistica trata da organizacao, descrigcdo, analise e interpretacao
dos dados amostrais. Esta dividida, basicamente, em duas partes: a Estatistica
Descritiva que trata da descri¢cao e organiza¢ao dos dados amostrais, € a Estatistica
Indutiva, também denominada Estatistica Inferencial ou Inferéncia Estatistica ou
Inducéo Estatistica que trata da analise e interpretacido dos dados amostrais cujo
objetivo & a obtengcao de conclusées sobre populagdes, com base nos resultados
observados em amostras extraidas dessas populagdes (COSTA NETO, 1977, p. 1-2).
A Estatistica Descritiva se vale, para descrever os dados, de graficos, das
distribuicdes de freqiiéncia, e das medidas descritivas.

Designa-se com o terrho populagao ou universo o conjunto de elementos
dos quais se busca as informagodes estatisticas como a média aritmética, a variancia
e o desvio padrao, e designa-se com o termo amostra uma parte da populacao
sobre a qual se limita as observagées sob métodos definidos, a fim de servir a
inferéncia estatistica. Em virtude de nem sempre ser possivel o estudo de uma
populacédo, empregam-se as amostras a fim de que as caracteristicas populacionais
que sao capazes de ser representadas por nimeros sejam estimadas mediante a

analise de amostras.

4.1 ANALISE ESTATISTICA UNIVARIADA

4.1.1 Variavel Aleatéria

Da-se o nome de variavel aleatéria a fungdo que associa um nimero real a
cada elemento do espaco amostral. O espago amostral € definido como o conjunto
de todos os resultados possiveis para cada experimento. As variaveis aleatorias
podem ser continuas ou discretas. Continua é a variavel que pode assumir qualquer
valor real entre dois nimeros distintos, e discreta é a variavel que pode assumir
somente valores isolados. Os resultados de uma observagdo precisam ser

reprodutiveis, dentro de certos limites, para terem interesse cientifico. Os resultados
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numericos apresentam variagdes mesmo quando se tomam os cuidados no sentido
de reproduzir as observagbes, desde que a escala de mensuragdao nao oculte a

magnitude desejada.

4.1.2 Valor Esperado ou Esperan¢a Matematica ou Expectancia da Variavel Aleatéria

Seja x uma variavel aleatdria discreta com valores x,,X,,...,X;...,X,. Chama-

se valor esperado da variavel aleatéria x (ou esperanca matematica ou expectancia

da variavel aleatéria x), denotado por p ou E(x), as expressdes:

m =E(x)= 2% f(x) para ie {12....,}; (4.1)

i, =E(x)=ixi f(x) paraie{12...n}. (4.2)

i=1
A fungado f(x), também escrita p(x), € denominada funcdo de
probabilidade da variavel aleatéria x no ponto designado como i. Essa fungao deve
satisfazer as condi¢cées (MEYER, 1983, p. 73):
f(x)20para Vi, f(x)=1. (4.3; 4.4)
=1
Na 4.2, a variavel aleatéria x toma um numero finito igual a n de valores e é

interpretada como uma média ponderada. Se todos os valores x,,X,,---,x, forem

eqliiprovaveis, entao a 4.2 se torna a média aritmética para os n valores possiveis
(MEYER, 1983, p. 139), a qual é expressa por

E(x):%gxi. (4.5)
Por isso, o valor esperado de x € também denominado medida de posi¢ao

central e € expresso na mesma unidade de x. Se a variavel aleatéria x for continua

com fungdo densidade de probabilidade f(x), entdo o valor esperado de x €

definido pela integral impropria

+a0

n, =E(x)= _[xf(x)dx. (4.6)

—0

Diz-se que E(x) existira se, e somente se,
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~E(x)= [Ix{fax (4.7)

for finita.
4.1.2.1 Propriedades

Se ¢ e k forem constantes:

a) E(c)=g; (4.8)
b) E(cx)=cE(x); (4.9)
c) E(k+cx)=k+cE(x); (4.10)

d) E(X +X%, +- 4%+ +X ) =E(x) +E(X;) +---+E(x)+---+E(x,). (4.11)

4.1.3 Variancia, Covariancia e Coeficiente de Correlagao Linear

Chama-se variancia da variavel aleatéria x, denotada pelo simbolo var(x)
ou oi , 0 numero que resulta da expressao
var(x) = o} €E[x-E(x) [ =E(x*)-[E(x)] =E(x")-n.. (4.12)

A raiz quadrada positiva da variancia € denominada desvio padrao, cuja

denotacgao € o simbolo o, e cuja expressao €

lo.| = ‘[c—i = ,fvar(x). (4.13)

O ndmero variancia de x & expresso em unidade elevada ao quadrado da
unidade de x, enquanto que o desvio padrdo € expresso na unidade original da

variavel.
4.1.3.1 Propriedades

a) se c for uma constante:

var(c)zE[c—E(c)]2 =E[c-c] =0; (4.14)



97

var(x+c)= E[(x+c)—E(x+c)]2 =E[x +c—E(x)—c]2
=E|:x—E(x)]2 = var (x); (4.15)
var(cx) =E[(cx) (cx)]2 =E(cx)’ —I:E(cx)]2 =c’E(x*)-c’ [E(x):'2
=c var( ); (4.16)
b) se x e y forem variaveis aleatérias e independentes:
var(x+y) = E[(x+y)—E(x+y)]2
=E(x+y) -[E(x+y)]
- E(x2 +2xy+y2)—[E X :|2 -2E(x)E(y)-[E(y) ]2
=E(x*)+2E(x)E(y)+E(y") -[E(x) ] ~2E(x)E(y)-[EW)]
-(¢)-[E] £ [£0)]
=var(x) +var(y). 4.17)

A covariancia da populagao é definida pela expressao

cov(x.y) =o,, EE{[x-E(x)][y-E(y)]}- (4.18)
Desenvolvendo o segundo membro da 4.18, obtém-se

E{[x-E(x)][y-E(y)]} =E[xy -xE(y) - YE(x) +E(x)E(y) ]

mas E[ xE(y)]|=E(x)E(y) e E[yE(x)]=E(Y)E(x);

logo, a 4.18 é reescrita como

cov(x,y)=o,, =E(xy)-E(X)E(y) =E(xy)—p,n,. (4.19)
O coeficiente de correlagéo linear

sef Oxy _ cov(x,y)

px - 3
7 o0, 1/var(x)var(y)

4.1.4 Estatisticas

comos, #0ec, =0, {p,, eR|-1<p, <1}. (4.20)

Designa-se com o termo estatistica os valores calculados em fungao dos

elementos da amostra. Sao de significagao as estatisticas: média amostral X, a
variancia amostral s*, desvio padrao amostral s, a variancia da média amostral s: e

desvio padrao da média amostral s;
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4.1.4.1 Média amostral

A média aritmética, também denominada de valor médio aritmético, € uma
medida de localizagéo estimada pelo MMQ independentemente da distribuicdo dos

residuos. Considere a amostra x,,X,,...,X;,...,X,, @ qual pode ser escrita como

X= [xi]m, e os respectivos desvios ¢, em relagdo a media:

'x-x| [¢g]

X—X, €,

_  |=| |=W-x== (4.21)
X - X, g

| X=X, |&n]

O principio do MMQ requer que a soma quadratica dos desvios ¢, seja
minima, a qual é sintetizada pela notagao vetorial
e+ min. (4.22)
O ponto de minimo da fungdo requer que sua derivada primeira seja nula:
d (sTs)
de

Mas o vetor £ sera nulo se, e somente se,

nx = 3 X;. (4.24)
i=1
Portanto,
- 1< 1.7
=2V x ==1'x 4.25
X ni;x, - X ( )

4.1.4.2 Variancia amostral e desvio padrao amostral

Define-se a variancia amostral que estima a variancia o, denotada pelo

simbolo s*, como o produto escalar (WITTE e SCHMIDT, 2000, p. 148)

g1\ y- —I—(XTX R x). (4.26)
n-1 n-1 n

A quantidade n—-1 chama-se graus de liberdade. Ha somente n—1 graus de
liberdade no calculo de s, porque um deles ja foi utilizado no calculo da média, a

partir da qual sao calculados os desvios.
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4.1.4.3 Variancia e desvio padrao da média amostral

var(X) =s; var( Zx) zn:var(xi)ziznsi = (4.27)
i n

n
A raiz quadrada positiva da varidancia da meédia amostral resulta o

correspondente desvio padrao

s-—s"

= (4.28)

4.1.5 Nao-tendenciosidade dos Estimadores Média Amostral e Desvio Padrao Amostral

O estimador t, do parametro 6 sera nao-tendencioso se

E(tn) =0. (4.29)
Demonstra-se que a média amostral X e a variancia amostral s’ sdo

estimadores nao-tendenciosos, respectivamente, da média populacional pu e da

variancia populacional ¢°. Sejam X e s°, a média e variancia da amostra aleatoria

de n observagées, as quais foram obtidas de uma populagao com média p e desvio

padrao o°.

E(')?):E(X1 +X, +...;:xi +---+Xn) 1[E )+E(x )+'“+E(Xi)+“’E(Xn):|

=%[p.+u+---+u+---+p]=u; (4.30)

(o* +17)-o" -n;f]: [(n-9o*]=o" (4.31)
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4.1.6 Distribuicao Continua de uma Variavel Aleatoria

A fungdo f(x) cujo grafico € a curva de uma série de histogramas é
considerada o modelo matematico e recebe o nome de funcdo densidade da
variavel x. A variavel continua x tem fungao densidade de probabilidade f(x) se as
propriedades seguintes forem satisfeitas:

a) f (x) assume valor singular real e nao-negativo para todo valor real de x;

b) J'f(x)dx _1 (4.32)
o) Jf(x)dx=Pr[a<x<b]. (4.33)

O simbolo Pr[a < x <b] denota a probabilidade com que a variavel aleatoria
x situa-se entre dois numeros reais a e b, sendo a<b.

A funcao distribuicao F(x) é definida por

F(x)= ]f(x)dx . {F(x)eR[0O<F(x)<1}. (4.34)

A probabilidade de x situar-se entre dois pontos quaisquer x=aex=>b é:

b

F(a)-F(b) = ]f(x)dx - aJ'f(x)dx - ]'f(x)dx+ bIf(x)dx— ]f(x)dx - If(x)dx. (4.35)

a

4.1.6.1 Distribuicao normal ou gaussiana

A variavel aleatéria do conjunto {x eR|—w<x< oo} tem distribuicao normal,

, . . . . - . P R . 2
também denominada distribuicao gaussiana, com média p e variancia ¢, se sua

funcao densidade de probabilidade (fdp) for dada por

f(x, u,cz) = ——1—8‘;(%&J2,

2

(4.36)
2nc

em que o simbolo e € o nimero de Euler.
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Ha dois parametros p e o° que devem satisfazer as condigdes
—o < <o, 6 >0. A notagao usual: x tem distribuicdo N(u,cz) € empregada se, e

somente se, sua distﬁbuigéo de probabilidade for dada pela 4.36.

Se a origem do sistema de coordenadas for transladada para u1=0 , e se

for escolhido o =1 como indice sobre o eixo x ter-se-a a distribuicdo normal
padronizada (figura 4.1), que é caracterizada pela expresséao

1 '
f(x,0,1)=—e Z. (4.37)

N

Agora existe uma Unica variavel na fdp. Integrando entre os limites - e x,

obtém-se a fungao de distribui¢cdo

2n

1 (%
F(x,0,1)= _[ e Zdx (4.38)

FIGURA 4.1 — DISTRIBUIGAO NORMAL PADRONIZADA

f (x)

A

0,4

N

- 3o 250 25 o a0 X [ie T3 [T350 730 > X

68,3%

95.5%

98.8%

99,73%

Os valores da integral constam dos manuais de Estatistica.

Uma variavel aleatéria y chama-se variavel aleatéria padronizada se

E(y)=n=0 e var(y)="1.
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4.1.6.2 Distribuicao qui-quadrado central e qui-quadrado nao-central

Seja x ~N(0,I) um vetor aleatorio nx1. A variavel aleatéria y com
y=xx=3x - (439)
i=1
€ chamada variavel aleatdéria que segue a distribuicdo qui-quadrado central,
denotada pelo simbolo xz, i.e., com parametro de nao-centralidade A =0 (figura
4.2), e com v graus de liberdade; se x ~N(u,1), a variavel aleatéria y com
n
y=xx=>% ~x2(}) (4.40)
i=1
& chamada variavel aleatéria que segue a distribuicdo qui-quadrado nao-central,
denotada pelo simbolo x’z (figura 4.3) com v graus de liberdade e com parametro

de nao-centralidade (WENDT, 1999, p. 112):
A=p'p. (4.41)

FIGURA 4.2 — FUNCAO DE DENSIDADE DE PROBABILIDADE X2 CENTRAL

)
A
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FIGURA 4.3 - FUNGAO DE DENSIDADE DE PROBABILIDADE xz NAO-CENTRAL

) f0¢20)
RO ‘

4.1.6.3 Distribuicao t de Student central e t de Student nao-central

Sejam x~N(O,1) e y~y: varidveis aleatorias independentes. A variavel

aleatédria t com

t=-2X~t (4.42)
y

A%
€ chamada variavel aleatéria que segue a distribuicdo t de Student central com v

graus de liberdade (figura 4.4).
FIGURA 4.4 — FUNCAO DENSIDADE DE PROBABILIDADE t DE STUDENT

fdp
A

t com 4 graus de liberdade
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. .y . . 2 ’ e . g — -
Sejam a variavel aleatoria x ~N(p,0 ) a media aritmética X e o desvio

padrao dessa média dado pela 4.28. A estatistica

» (4.43)

X

€ uma estatistica que segue a distribuicio t de Student central (i.e. o parametro de
nao-centralidade & nulo) com n-1 graus de liberdade.
Sejam x~N(u,1) e y~xf variaveis aleatérias independentes. A variavel
aleatériat’ com
X

t=—as-t.(4) (4.44)
y

A%
€ chamada variavel aleatéria que segue a distribuicao t de Student nao-central com

v graus de liberdade e com o parametro de nao-centralidade » = p.
4.1.6.4 Distribuicao F central e F nao-central

: 2 2 .. . . . . .,
Sejam x,~y, € X, ~y, variaveis aleatérias independentes. A variavel

aleatéria F com

VoXy
V1X2 (V1~V2)

F=

(4.45)

€ chamada variavel aleatéria que segue a distribuicao F central com v, e v, graus

de liberdade (figura 4.5).

FIGURA 4.5- FUNGAO DE DENSIDADE DE PROBABILIDADE F CENTRAL

f(Fy, v)

Y92

A
10 - (10, 00)
08 — (10, 50)
06 (10, 10)

(10, 4)
04 —
02
I L - Fv v

0.0 1.0 20 3.0 40 172
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Sejam X, ~ . (M) € X, ~ %, (%,) varidveis aleatérias independentes. A

variavel aleatoria

F =

VX, o,
~F A .
Vv, X, (V1.vZ)( ) (4 46)
€ chamada variavel aleatéria que segue a distribuigdo F nao-central com v, e v,

graus de liberdade e com parametro de ndo-centralidade A (figura 4.6).

FIGURA 4.6 - FUNGAO DE DENSIDADE DE PROBABILIDADE F NAO-CENTRAL

f(F'v1 2y ()

4 .

I f(Fv1,v2)

i A

? hy=3 -

|

! (v4=10,v,=10)

! L (v4=5.v7210)

[ <  (v4=3,vy=10)

i S ‘/(v1=1,v2=10)

L> ‘ & ] l Rm— i > F, w9 - L “;':-—‘—*F;v
00 05 10 15 20 25 30 35 40 12 00 05 10 15 20 25 30 35 40 172

4.1.6.5 Equivaléncias entre as distribuicées de probabilidades

As equivaléncias entre as distribuicbes de probabilidades Normal, v’e F

(PELZER, 1980a, p. 48; HAN e VAN MIERLO, 1986, p. 30;) sao:

1.2 _ (4.47)

;— XV,1—a v,0,1-a?

tv P = 'VE,V,1—(Z; (448)
T2

N(©1),, = yFiure =2 (4.49)

1 )
V. VZXv1

we =3~ =——3— (4.50)
sz V1Xv2
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4.1.7 Inferéncia Estatistica
4.1.7.1 Enunciagao das hipéteses para o teste estatistico

Da-se o nome de hipétese nula, denotada pelo simbolo H,, a igualdade de

duas estatisticas sob uma probabilidade determinada a priori, € da-se o nome de

hipétese alternativa, denotada pelo simbolo H,, a desigualdade dessas mesmas

estatisticas sob a mesma probabilidade determinada a priori.

Os testes de hipoteses empregados na Estatistica servem para decidir e
comparar os modelos formulados estatisticamente com a realidade (DEREN, 1986,
p. 114). A teoria da confiabilidade de rede geodésica parte dos testes de hipéteses.

A rejeicao de observagdes corretas introduz o erro tipo | cuja probabilidade é
determinada a prion. A esta probabilidade da-se o nome de nivel de significancia o.

O erro tipo Il envolve a aceitagdo de observacdes incorretas. A probabilidade de

cometer um erro do tipo Il € (1—[5) , .e., a rejeicao da hipotese nula H, e a aceitagao

da hipotese alternativa H, (figura 4.7). A probabilidade (1—[3) recebe o nome de

qualidade do teste (al. Testgite) ou de poder do teste (al. Teststarke).

FIGURA 4.7 - ERRQ TIPO |, ERRO TIPQ i, E QUALIDADE QU PODER DO TESTE

| ;
Regido de Rejeigao| Regido de Aceitagio | Regido de Rejeigio
|
f(x)

\%

distribuigcdo central N (0,1) ——

~ distribuicio nao-central N(3,,1)

|
I
|
i
|
|
,
i
|
|

% o }

A busca de erros nos dados de medi¢gao emprega a probabilidade o para o

erro tipo | e a probabilidade § para o erro do tipo Il. O erro tipo | significa que, com a

probabilidade o, uma hipotese nula € rejeitada porque a estatistica cai na regiao de
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rejeicdo, embora ela esteja correta (quadro 4.1). A probabilidade o recebe, também,

0 nome de risco de aceitacdo.

QUADRO 4.1 — TESTES DE HIPOTESES

] REALIDADE
DECISAC DO TESTE H, & verdadeira H, & falsa
H, é rejeitada Erro Tipol: Pr=a Decis&o correta: Pr=1-8
H, é aceita Decisdo correta: Pr=1-a |{Erro Tipo ll: Pr=8

O erro tipo Il significa que, com a probabilidade B, a hipétese nula é aceita

porque a estatistica calculada cai na regiao de aceitacdo, embora ela seja falsa. A

probabilidade f recebe, também, o nome de probabilidade de nao-rejeicido. O

parametro §, chama-se parametro de nao-centralidade.

4.2 ANALISE ESTATISTICA MULTIVARIADA
4.2 .1 Vetor Aleatério Multivariado

Da-se o nome de vetor aleatério ao vetor cujas componentes sao variaveis

aleatérias. Para o caso geral, o vetor aleatério & simbolizado pela notagao
T
X =[x1 X, oo X xp], (4.51)

em que p & a quantidade de variaveis aleatorias.

4.2 2 Esperanca Matematica do Vetor Aleat6rio
%, 1) [E(x)]
X, E(x,)| |k

E(x)=E x = E(‘Xi) = w = (4.52)

X, E(xp) K,
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4.2.3 Matriz Covariancia do Vetor Aleatorio

A matriz covariancia do vetor aleatério x € uma generalizagdo do conceito de

variancia da distribuigao univariada, a qual é designada pelo simbolo T e escrita na
forma

Z = cov(x)
=E[x —E(x)]2
=E(x-p)

=E[(x-)(x-n)']

E[(Xz —},12)(& _“1)]

E[(% —1) (%~ )]

I
|
|
I
i
1
|
1
1
!
1
]
!
1
I
!
I
1
1
l

EL (6 —m)(x =) Eﬁ&—%ﬁ&—wﬂ

- var(x,) 1 cov(X,X,) 1 ... 1 CoV(X,X) | ... 1 cov(x,X,)
| b Lo
OV (X, X ) 1 var(x,) f...1cov(X,X) ... 1C0V(X,,X,)
. \ . 1. 1 . 1. | .
. | . I | . i 1 .
= ) ! ) ot ' b ’ 4.53
cov(x,x,) | cov(x,X,) ... i ovar(x) 1.1 cov(x,x,) (4.59)
A A O
cov (X, X;) i cov(X,,X,) i i cov(X,,X) i i var(x,) |
Usualmente, a 4.53 € escrita
. .
G, Gy, ... Oy Oy
Gy Op ... Oy O
s : : . :2 S ' (4.54)
Gj G, e G Gip
. ‘2
|Gy Oy *- Oy - Op |

Na 4.54, o det(X) é a medida denominada variancia generalizada e o tr(Z)

é a medida denominada variancia total.
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4.2.4 Matriz Desvio Padrao e Matriz Correlagéao do Vetor Aleatério

Dada a matriz covaridncia X, define-se a matriz desvio padrao, denotada

1
.pelo simbolo V?, como

-~ 7
G, - -
Oy
2
a
2 _ . _ .
V° = = —dlag(c1,c72,...,cri,...,csp).
2 c
G, i
/ 2| L Gp
(4.55)
1 Oy Oy Ot
0,0, G,C; G0,
G4 1 Oy O2p
0,0, G,0; 0,0,
AN N . . . . . .
R =[V2] Z[VZ) = ' ' . T (4.56)
Oiy Ciz 1 Sip
00, OO, GG,
Op1 Opa Oy 1
| 0,01 5,0, 0,0, |

4.2.5 Variancia e Covariancia de Combinacgao Linear de Variaveis Aleatérias

Considere o vetor aleatério xT=|:x1 X, .. X xp], sua matriz

covariancia X com valores proprios A, 2Ai,>...2A2..A4,20, o vetor
T . n . T
¢ =[c, ¢ ... G .. C,|eacombinagdo linear y, =c/X =X, +CpX, +-+CX,.

A variancia e a covariancia de combinagao linear (JOHNSON e WICHERN, 1998, p.
459) sao dadas por:

var(y,) = var(chx) =¢/zc; (4.57)
cov(y,.y, ) =cov (ciTx,chx) =¢'zc;. (4.58)

A solugao normalizada € dada por
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cc —ZC,J—1 (4.59)

i=j=1

4.2.6 Amostra do Vetor Aleatorio: Matriz de Dados Amostrais

Uma amostra do vetor aleatério x pode ser representada pela matriz

Xyp Xpp o oo X5 e Xy
Xog Xpg v Xy wen Xy

X=[x] = . (4.60)
P Xy X e X5 X
[ Xt Xnz oo Xy oo Xgp |

A matriz X, chamada matriz de dados, representa uma amostra de tamanho
n proveniente de uma populagao p variada. Cada linha desta matriz representa uma
observagao p variada, que significa uma reuniao de medidas obtidas de p variaveis
diferentes de um mesmo item, por exemplo, medi¢des lineares de um comprimento,
medicbes angulares de uma dire¢ao, medigbes de temperatura do ar, medigbes da

umidade do ar, medigdes da pressado atmosférica.

4.2.7 Vetor Médio, Matriz Covariancia, Matriz Desvio Padrao e Matriz Cormrelagdo Amostrais

Em cada coluna da matriz de dados X =|x,| & aplicada a 4.25, resultando o
vetor médio amostral
X =[%X X .. X .. %] (4.61)

A expresséao

b

n

S=[s”.]def g[ (%; = X)(x, —X) ] (4.62)

com

xiTz[xi1 Xp oo Xj een xip], (4.63)

é denominada matriz covaridncia amostral obtida a partir da 4.60 e 4.61. Na 4.63,

cada indice ie {1,2,...,n} representa uma linha da matriz de dados.

Desenvolvendo a 4.62, obtém-se a forma usual



Sy Sy Sy Sip
2
Sa § 2j Sz
S= [Si j]pxp = 2
Si S - § Sip
s 2
| Ser Sp2 Soi S |
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(4.64)

Na 4.64, o det(S) é a medida denominada variancia generalizada e o tr(S)

€ a medida denominada variancia total.

A matriz desvio padrao amostral &€ obtida em analogia a 4.55, em que o

desvio padrao populacional ¢ € estimado pelo desvio padrao amostral s, resultando

S —
1 s1

S, S,

N

»

=diag(s, S, ;.S ).

(4.65)

A matriz correlagao amostral advém da 4.56, em que a matriz covariéncia =

é estimada pela matriz S e a matriz desvio padrdo V é estimada pela matriz V

1 S12 S1i
S152 S1S|
S21 1 SZi
S84 S8
1 -1 1 -1
Sn s|2 1
ss, SS

Sp1 sz Spi
|88 S8, oS,

Sip
s,S

b

(4.66)
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4.2 .8 Variaveis Aleatorias Padronizadas

Freqlentemente as varidveis sdo padronizadas quando sdo medidas em
diferentes escalas ou em uma escala comum quando as variaveis entre si
apresentam grandes diferencas de valores (JOHNSON e WICHERN, 1998, p. 480).

Uma variavel padronizada (média = 0 e varidncia = 1) & designada por z de

expressao

- X, — X — LL X, —
z =Tk g Xt XTH ST (4.67)
(oF G, G; Cp

as quais podem ser reunidas no vetor

z- [V%J_ (x-1). (4.68)

A esperanca de z € nula:

E(z)=E HV%Y (x - u)} = (WT E(x-p)= [v%]_1 [E(x)-n]=0. (4.69)

A variancia de z é obtida, aplicando a 4.57:

var(z) = varﬁv%T (x- u)} - (V%T var (x - p)[V%]_1 - [V%T z[v%T R (4.70)

A 4.70 mostra que a matriz covaridncia do vetor z &€ a matriz correlagao.

Similarmente, para as variaveis aleatérias amostrais, a 4.67 se torna

s X=X s %% 5 X% 5 %%, 471
z, = - z,= 5 zZ, s " z, - (4.71)
a 4.68,

1\
2:[\72} (x -X); (4.72)
ea4.70,

var (2)= va{( 5] (x —i’)} =( ‘] var (x —i)[ ‘j _ (v‘] s[ f) R “.73)
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4.2.9 Distribuicdo Normal Muitivariada

A distribuicdo normal p variada (ou distribuicdo multinormal de dimens&o p

ou ainda distribuicao normal multivariada) simbolizada por N (i, Z) € caracterizada

pela funcédo de densidade de probabilidade (JOHNSON e WICHERN, 1998, p.159)

-—;(x—u)TZ'1(x-u)

€ _, —w<x <o, ic{l2...p}, (4.74)
(2n)z (detz)?
a qual tem densidade de probabilidade constante em regides cujos limites sdo

f(x) =f(x1,x2,...,xi,...,xp) =

elipses, elipséides ou hiperelipséides (chamados contornos de densidade de
probabilidade constante) de equagao

(x- p)T ! (x—p)= o (x,12). (4.75)
Nas expressoes 4.74 e 4.75, x é o vetor aleatério que tem distribuicdo normal p
variada, e € o numero de Euler, £ é a matriz covariancia (matriz positiva definida) com
P
det(z) = [ [A. (4.76)
i=1

Se p=2, a 4.74 tem a representagao grafica dada pela figura 4.8, apos a
substituicao: x, por x e x, pory.

FIGURA 4.8 - FUNGCAO DENSIDADE DE PROBABILIDADE NORMAL BIVARIADA

f(x.y)

!
|
|
|
!
|
|
i
!
|
|
|
|
[
|

/ix
As curvas de mesma densidade de distribui¢cdo de probabilidade sao elipses.
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A densidade da distribuicdo normal é sempre positiva porque a fungédo
exponencial ndo assume valores negativos e o determinante da matriz positiva
definida é maior que zero (KOCH, 1980, p. 110).

A funcao de densidade de probabilidade de N (1,X) envolve a matriz =
nao-singular. Se = for singular, o vetor x p variado tem uma distribuicdo
degenerada (SCHEFFE, 1959, p. 416). Neste caso, se o k(Z) <p, pode-se definir a
densidade singular de x (MARDIA et al., 1982, p. 41) e para que a inversa

generalizada de X seja unica, f(x) é escrita na forma

—%(x-p.)T =7 (x-n)

f(X) = F(X Xyreo o) Xy oy X, ) = — —, —w<X <o ie{12...k}, (4.77)
2
@f(I] ]
i=1
k

na qual Hli € o produto dos valores proprios nao-nulos.
i=1

A matriz ¥* é a inversa de Moore-Penrose, também chamada de pseudo-

inversa, cujas formulas para o calculo estdo na secéao 3.1.3.14.
4.2.9.1 Propriedade principal

O expoente da fdp da distribuicao normal univariada mede a distancia

estatistica entre x e u com desvio padrao unitario. Esse expoente pode ser reescrito

na forma

(x~p)(o’ ) (-~ f (4.78)
e generaliza-se para o vetor x de p variaveis, assumindo a forma

(x—p)=" (x-p)~ 1, (4.79)

em que tem o posto k(Z) =p e, porisso, ¥ existe.

4.2 .10 Distancia Quadratica de Mahalanobis

Sob a designagao distdncia quadratica de Mahalanobis, introduzido por
Mahalanobis em 1930, entende-se um dos conceitos mais fundamentais da Analise

Estatistica Multivariada: a estatistica que traduz a medida da distancia estatistica
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entre duas populagdes com médias diferentes, mas com matrizes covariancias
idénticas.

Sejam os vetores aleatérios x, e x,, cada um dos quais composto de p
componentes e
E(x)=wn, E(x,)=p, e cov(x,)=cov(x,)=X. (4.80)
Se X for matriz positiva definida, entdo a distancia quadratica de Mahalanobis

entre as médias p, e p, das respectivas populagdes sera (MARDIA, 1977, p. 495):

o (koobtz Z) = (1 = 11,) =7 (- 1) (4.81)

Na funcao de densidade de probabilidade, o expoente € uma constante e
medida da distancia quadratica de Mahalanobis, que tem distribuicdo X§ (MARDIA
et al., 1982, p. 39).

Cada valor da distadncia quadratica de Mahalanobis representa um

contorno, cuja forma e orientacdo sado determinadas por X, e o tamanho é
determinado por d”(u,,1t,,=) (ANDERSON, 1958, p. 18). Quando p=0eX=I, os
contornos sao circunferéncias para p =2, superficies esféricas para p=3 e
superficies hiperesféricas para p>4. Analogamente, se £#1 e nao-singular, os
contornos sao elipses para p =2, elipsodides para p =3 e hiperelipsbides para p>4.

O elipsoéide tem centro no ponto cujas coordenadas sdo as do vetor x. As

direcbes dos semi-eixos sao determinadas pelos vetores proprios de X, e os

comprimentos desses semi-eixos a, pela equagao

a = c,/xixfm_a . (4.82)

O eixo maior da elipse forma o angulo

0= %arc tan 256165 (4.83)
G =G

comoeixo x,.Se p>0 e ¢,=0,, 6 serda n/4 ese p=0¢€e o,=0,, aequagcdoéa
de um circulo. O figura 4.9 mostra as elipses de mesma densidade para coeficientes
de correlagado distintos. A correlagao zero implica independéncia entre as variaveis
de distribuicado normal bivariada (KOTZ et al., 2000, p. 255). Diz-se que as variaveis
aleatdrias x e y s&o variaveis aleatoérias independentes quando o resultado de x nao

influencia o resultado de y.
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FIGURA 4.9 - CONTORNOS DE MESMA DENSIDADE DA DISTRIBUICAO NORMAL BIVARIADA
PARA COEFICIENTES DE CORRELAGAO DISTINTOS

U1> 02 Gq= 02 aq< 02
X2 %2 %
/y/ /) N % j
p>0 B > _/\ \
28 48
X
0<0< 1 0=% * <8 *
i 1 2
X2 X2 X2
I |
i
b0 T m @
\ | ]
: |
i |
X X
8=0 ! 8=0 ! 6=0 %
Xo X Yo \
\Q/ o \ \
p<0 N = N ]
/ 7R e
N \
g oF ooy

FONTE: KOTZ et al.(2000, p. 256).

4.2.10.1 Distancia quadratica de Mahalanobis amostral

Na pratica, as grandezas p e X sao desconhecidas e, por isso, essas

grandezas precisam ser estimadas. O vetor médio amostral X estima o vetor médio

populacional p, e a matriz covaridncia amostral S estima a matriz covariancia

populacional Z . A distancia quadratica de Mahalanobis entre x, e x,, se exprime por:
¢ (X, X,,8) = (X, -%,) S (X, -X,). (4.84)
Como S deve ser uUnica e cada vetor aleatério possui sua correspondente

matriz covariancia, entdo uma unica matriz, chamada matriz covaridncia comum,

deve ser estimada pela expressao

=(n1—1)31+(n2—1)32 (4 85)
n,+n,—2 ’ )

em que n, e n, sdo a quantidade de linha das respectivas matrizes de dados.

A fim de que se obtenha a definicdo dos limites de uma regido de confianga
para o vetor de coordenadas, a 4.75 é reescrita (KRAKIWSKY e THOMSON, 1978,
p. 30; LEONHARD e NIEMEIER, 1980, p. 489; DUPRAZ e NIEMEIER, 1981, p. 388;

VANICEK ; KRAKIWSKY, 1986, p. 240) na forma
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(x-%)=d"(%,%,K;), (4.86)

na qual: x é o vetor estimado das coordenadas resultante de ajustamento pelo

principio do MMQ; x é o vetor dos valores admitidos como verdadeiros das

-1 2 . .z . - <n . .
coordenadas, e K, € a inversa ordinaria da matriz covariancia das coordenadas ajustadas.

O elipso6ide de dimensao p € centrado em x e qualquer vetor testado que

caia dentro do elipséide € considerado compativel com X na probabilidade
1-a (KRAKIWSKY e THOMSON, 1978, p. 30; KUANG, 1996, p. 152); isto permite

o calculo de dz()“(,)"(,Ki) a partir dos vetores de coordenadas, substituindo x por

outro vetor do qual se quer obter a estatistica.

A estatistica d (j1,,11,,Z) =1, isto &, %> =1, representa, para:

a)

b)

p=1, um intervalo unidimensional [x; -6 x, +6.‘] (SURACE, 1995, p.
185); a probabilidade que o valor estimado esteja contido nesse intervalo
é cerca de 68,3%;

p=2, uma elipse de erros de semi-eixos a, = ,/971 e a,= ,[7;
sendo A, >, (MIKHAIL e GRACIE, 1981, p. 224-227). A interpretagao

comum da elipse de erros, na hipétese da distribuicao normal dos erros,
é que ela delimita a por¢cao do plano que com a probabilidade de
aproximadamente 39,4% contém a posi¢ao admitida como verdadeira do

ponto em relagao ao ponto considerado livre de erro na rede geodésica
(SURACE, 1995, p. 185), isto &, se d (p,, u,,=) =1, a probabilidade que
um ponto caia dentro do contorno da elipse € a mesma probabilidade

(1- o) da estatistica x5, <1;

p =3, o elipsdide de erros de semi-eixos a, = ‘b: , 8, = ‘/—7:2_ e a, = Jx:
sendo A,>A,>%, ; a probabilidade que a posigao espacial admitida como

verdadeira de um ponto esteja no interior do elipsoide é de

aproximadamente 19,9%;

d) p=>4, os hiperelipséides de erros.
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A estatistica d’ (1 1,,Z) = 1, isto &, Xj # 1, representa, para:
a) p=1, uma familia de intervalos unidimensionais; para cada valor de
i (u1,p2,2) calcula-se a probabilidade que o valor estimado se situe

dentro do intervalo, ou calcula-se o intervalo para uma dada
probabilidade;

b) p=2, uma familia de elipses com a mesma orientagdo da elipse dos

erros; para cada valor de d (u1,p2,2) calcula-se a probabilidade
{cz <1a 1_a}:1—oc que as coordenadas se situem dentro da elipse ou

calcula-se os semi-eixos ai,ie{1,2}, da elipse que contenha as

coordenadas:

a :v)\’ldz (M,HZ,Z) € a, =V}‘zd2(ll1’“21z) ;

c) p =3, uma familia de elipséides cujo tratamento € analogo ao tratamento
da familia de elipses;
d) p>4, uma familia de hiperelipsbéides cuja importancia se destaca no

estudo da analise de componentes principais.
4.2.11 Analise de Componentes Principais

O estudo das componentes principais foi introduzido por Karl Pearson em
1901 para o caso de variaveis nao-estocasticas; posteriormente, em 1933, Hotelling
generalizou o estudo para o caso de variaveis estocasticas (PRESS, 1982, p. 306-
307). Componentes principais sao combinagdes lineares de variaveis aleatorias e
tém propriedades especiais em termos de variancia (ANDERSON, 1958, p. 272).

Do conjunto de p variaveis originais: X,, X,, ..., X, ..., X,, geralmente

correlacionadas entre si, & obtido por combinacgao linear normalizada (a soma dos
quadrados dos coeficientes € 1) o novo conjunto de p variaveis:

Y» Y2 - Y .- Y, Cuja propriedade € serem nao-correlacionadas entre si,

chamadas componentes principais.
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Seja o vetor aleatério p variado xT=[x1 Xy oo X ... xp] com vetor

médio E(x)=p e a matriz covariancia
B[ (x-p)(x-n)"]=% (4.87)

A variancia e a covariéncia da combinacgdo linear y, =m'x (ANDERSON,

1963, p. 122-123) em que m, é o i-ésimo vetor préprio normalizado de X séo,

respectivamente,
var(y,) = E{[mfx - E(mfx)]z} - E{[miT (x- M)]z}

=E{m?(x—p)(x—u)T mi} =m'Im =1; (4.88)
cov(y,y;)= E{[mfx -E (mfx)] [ijx - E(m]x)]} =m/Zm, =0. (4.89)

A i-ésima combinacao linear normalizada por miTmi =1 que tem variancia
dada pelo valor préprio maximo %, de X é chamada de i-ésima componente
principal do vetor aleatério x.

Nas componentes principais, os vetores proprios normalizados m, (também
denominado de versores m;) da matriz covariancia do vetor de variaveis séo os
pesos associados com um vetor de variaveis correlacionadas e os valores proprios

da matriz covariancia do vetor de variaveis sao as variancias das componentes

principais. Os vetores préprios correspondentes a diferentes valores préprios séo

linearmente independentes (BRONSON, 1993, p. 80). Se uma matriz A =[aij]mtem

n valores préprios distintos, entdo existe um conjunto linearmente independente de n
vetores proprios (os vetores proprios sao linearmente independentes se, e somente
se, nao tém a mesma direcédo e sentido ou mesma dire¢ao e sentidos opostos), um
associado com cada valor préprio, e qualquer vetor proprio de A é um mdltiplo de
um destes n vetores préprios (NOBLE e DANIEL, 1986, p.83, 216). A é simétrica e
real se, e somente se, A tem um conjunto linearmente independente de n vetores
préprios que podem ser escolhidos de maneira a formar um conjunto ortonormal

. . , . T
(op. cit. p. 249), isto &, A; # A, = m, L m;, ou seja mym, =0.

As componentes principais sdo obtidas em ordem decrescente de

importancia: a 12 componente principal y, € a combinagao linear normalizada com
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variancia maxima A, =1, ; a 2% componente principal y, € a combinagao linear

normalizada com varidncia menor A, e assim sao obtidas as sucessivas

componentes principais até a p-ésima componente principal y, que é aquela

combinagao linear normalizada com variancia minima A, =2 . Estes A s&o os

valores préprios da matriz covariancia. As componentes principais nao pressupdem

o conhecimento da distribuicao de probabilidades da populagao.

Os objetivos do método das componentes principais sao:

a)

b)

d)

e)

f)

geracdo de novas varidveis nao-correlacionadas, chamadas
componentes principais y, que podem expressar a informagao contida no
conjunto de variaveis originais, geralmente correlacionadas (E. PLA,
1986, p. 15);

redugao do numero de variaveis a serem tratadas através da eliminacao
de combinacgdes lineares que contém poucas informagdes (variancias de
magnitudes pequenas);

deteccdo e identificagdo de outliers (HAWKINS, 1974; JACKSON e
MUDHOLKAR, 1979; CROSILLA, 1986; MARQUES, 1994); ie,
identificacao de observagao que aparecem inconsistentes com o resto
dos dados (CHATFIELD e COLLINS, 1980, p. 36);

fornecer elementos que possibilitem compor modelos de analise da
sensibilidade de rede geodésica (NIEMEIER e HOLLMANN, 1984,
NIEMEIER, 1985a, p. 175-178; 1985b, p. 555-557; LEONHARD e
NIEMEIER, 1980, p. 490491; ZHANG e LI, 1990, p. 249) e que
permitem descrever a acuracia de vizinhang¢a (BOLJEN, 1991, p.560);
obter elementos de otimizacado para as redes de detecgao de
movimentos da crosta terrestre (CROSILLA e MARCHESINI, 1983);
analise de dados geologicos (DAVIS, 1973; ANDRIOTTI, 1997).

As componentes principais resultam da transformacgao linear (MARDIA et al,,
1982, p. 214):

x> y=M (x-p), (4.90)

Na 4.90, M é da forma da 3.85, em que as colunas sdo os vetores proprios

normalizados m, da matriz covariancia £ e de acordo com a 3.95,
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M'IM = A =diag(},). (4.91)

Na decomposicao espectral de X, os p valores proprios sdo ordenados
segundo disposi¢ao

M2h, 22N 2 20, (4.92)

e associados com os respectivos valores proprios m,,m,,....m,....m . Por isso, diz-

se que X tem pares (vetor préprio, valor proprio) que sdo denotados pelos simbolos

(M, 4,), (M), (M), (my, ). (4.93)
4.2.11.1 Componentes Principais Populacionais

Algebricamente, as componentes principais sdo combinagdes lineares de p

variaveis aleatorias: X, Xg;-++,X;s---,X, COMO  €iX0os coordenados (JOHNSON e

WICHERN, 1998, p. 459). Seja x' =[X1 X, o X xp] o vetor aleatorio

de dimensado p com vetor de médias p e a matriz covariancia £ com vetores

proprios e valores proprios segundo a 4.93. Sejam as combinagdes lineares:

T
Yi = GX = CpXy + CpXy + -+ CGpX + -+ CyX

T
Yo = GX = CpXp + CpX, + + CpX o+ CRoXy

T s (4.94)
Yo = GX = CiX; + CX, + -+ GX o+ -+ CX

T
Yo = CX = CpX; + CypX, + o 4 CpX + o+ O

que sao representadas na forma matricial

y=Cx, (4.95)
em que
Y=[¥i ¥» ¥ - Yol (4.96)

xT=[x1 X o X ... xp]; (4.97)
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c11 C12 C1| C1p
Cx Cyp Cai C2
C=[c, ¢, .. ¢ ... ¢]= & G o 6 o o (4.98)
_Cp1 Cp2 Cpi Cop
com:
cov(y,y)=var(y)=¢Z¢c, i €{1,2,..,p}; (4.99)
cov (¥, )=¢ 2c,, ik €{1,2, .., p} (4.100)

Para cada equacdo na 4.94 ha um fator de escala arbitrario. A alteracdo da
solucao para a solugdo normalizada depende da condigdo: a soma dos quadrados
das componentes do vetor ¢ que compde a matriz C seja iguala 1.

A j-ésima componente principal normalizada é escrita:

.
Y, =C; X =CyX, +CpyX; +---+C;X; + - +C;X, (4.101)
com

e =3¢l = 4.102
QQ—Z%~- (4. )

Na analise de componentes principais, ¢; € substituido pelo vetor proprio

normalizado (versor) m de M, de modo que obedeca as propriedades 3.83 e 3.84.

4.2.11.1.1 Propriedades

As componentes principais y apresentam as segquintes propriedades
(MORRISON, 1976, p. 266-299; MARDIA et al., 1982, p. 215; JOHNSON e
WICHERN, 1998, p. 460-461). Seja £ a matriz covariancia do vetor aleatério

I T
multivariado, composto de p componentes X =[X1 ) SN Xp]e pares

(vetor préprio, valor proprio) segundo a 4.93. Entao:
a) aj-ésima componente principal é dada por:
Y, = MX = MyX, + My X, +--+ M+ +moXo, je{12,...,p}; (4.103)
b) as p componentes principais sao dadas pela expressao matricial

y=M'x: (4.104)



c)

d)

E(y;)=mj E(x)=m]y;
var(y)=%, je{12...p};

var(y,) > var(y,) 2 -2 var(y,) > --- 2 var(y, ).
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(4.105)
(4.106)

(4.107)

> Prova: seja ¢ um vetor ndo-nulo, a maximizagao da forma quadratica é

escrita
.
max S TZc

T
=Amax =N, COM € =m,,
c=0 cc

e a normalizacao dos vetores proprios

;
cc=mm=1
entao,
Ts m, >m
;
max&28 =3, = = —mism, =var(y,);
0 cc m,m,

Similarmente, com ¢ L m,,;m,,....m,

.
max SZC-3 kel 2 ., p,

clmm;,..m ¢ ¢

c=m,,, com m,m=0, i €{1,2, ...k}, ke {1,2, .., p-1,

E";%E"nﬁ = m:+12mk+1 = Var(Yk+1);<]
m,, .m,
cov(y,y;)=0, i=j

> prova: se m, L m,,0 produto interno & nulo; assim,
m'm, =0 = cov(y,Y,) =0,

pois

zm, =i m,,

pré-multiplicando a 4.116 por m’ , resulta:

m'Em, =m'Am, =imm =0, Vizk;

portanto,

m £m, = cov(y,y,) =0«

(4.108)

(4.109)

(4.110)

(4.111)

(4.112)

(4.113)

(4.114)

(4.115)

(4.116)

(4.117)

(4.118)
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traco da matriz covariéncia £ é igual ao traco da matriz espectral A

Zvar 01 +02 -+c§ :tr(A)=ivar(yi):k1 +hy +o A

i=1

(4.119)

> prova: a decomposi¢ao espectral de X, de acordo coma 3.91, é
4 T T T
> amm =imm, +imm, +--+imm = M A M; (4.120)

aplicando a propriedade 3.166 para o traco de produto matricial, vem

tr(Z) = tr(MAM' ) = tr(AM'M) =tr(Al) =tr(A) =2, + 3, ++2;  (4.121)

logo,
p

Gyy +Cpy +-+-+ 0y, = Y var(x) =tr(Z) = Zvar(y,) Q (4.122)
i=1

ﬁvar(yi) = det(Z); (4.123)

i=1
coeficiente de correlacdo entre a j-ésima componente principal y; e a i-

é€sima variavel original x; &€ dado por:

I

ijXi =mijT; (4124)

> prova:

Pyx = cov (x,) ; (4.125)
* var(yj)var(xi)

seja o vetor unitario
¢ =0 -- 010 - 0], (4.126)
no qual o i-ésimo elemento representa o nimero 1; este vetor permite a

representacao de um elemento x, do vetor x pela expressao

X, =C X (4.127)

o numerador da 4.125 pela substituicao da 4.127 e 4.103, fica expresso
por

cov(x,y;) = cov (ciTx, ijx); (4.128)

aplicando a propriedade 4.58 e depois a 4.116, vem

cov(xi,yj)zcov(crx,ijx) c Zm, =c/Am =Am,; (4.129)
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portanto,
_ Am;, _minp‘l i 4130
Pyx = \/Aj—_ s ' (4.130)
o i

i) a propor¢ao da varidncia total explicada devido a j-ésima componente
principal populacional & dada por:
A A

j j

Myt Ry +o+ Ay - tr(Z);

(4.131)

j) as variaveis originais podem ser expressas pelas componentes
principais (KENDALL et al., 1983, p. 326-327):

Xi =M, Yi+M, Yo+ Y (4.132)
[) as p componentes do vetor  x, sao obtidas pela expressao matricial

oX = N, Y, (4.133)
4.2.11.2 Componentes principais obtidas de variaveis aleatérias normais multivariadas

: . T Ce
Seja o vetor aleatério X =[X1 X, oo X ... xp] com distribuicao

N, (1,Z). Sabe-se que a densidade de x € constante no elipséide (JOHNSON e
WICHERN, 1998, p. 464)

(x~p) =7 (x-p)=¢ (4.134)
centrado em p, cujo comprimento do i-ésimo semi-eixo é calculado pela expressao
|3i|=mi czx,., ie {1, 2, ..., p}. (4.135)

Efetuando a decomposigio espectral de =, pode-se reescrever a equagao

do elipséide utilizando as componentes principais y.

g _
2 0 ... 0

1 1 T 0 —1_ ven O T

Pzp -_-pMDPA'P pMp =[rn1 m, --- mp] . }‘:2 . . [rn1 m, - mp]
1
R
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L 0 0]
-
my, My My 1 1 My My - My,
_ m, My m,, 0 E 0 m, My m,,
: : : . 0 : :
m1p mZP mpp 0 0 _1_ m1p m2p mpp
L pr
p
_ 1 T 1 T 1 T 1 T
—g‘xm,m, Fomm, +—7;m2m2+---+->;mpmp. (4.136)

Introduzindo os termos da decomposicao 4.136 na expressao 4.134

c*=(x-p)' (}%mm: +T12-mzm; +~-+£—pmpm:J(x-p), (4.137)

02=—£T(x—p)T mm, (x—p)+x12—(x—u)T m,m, (x—u)+---+%p(x—p)T mpm: (x—p);
(4.138)

mas

x'm=m'x=y, (4.139)

€ a i-ésima componente principal. Substituindo, agora, a 4.139 na 4.138, obtém-se a

expressao do elipsoide de confianga por componentes principais y:

1
7"2

2
CcC =

1.2 2 1.2 % yf.

oy Vi Yo ek . Y, —; ;"i (4.140)
A 4.140 define um elipsoéide de confiangca de dimensao p ou hiperelipséide

(desde que os valores proprios sejam positivos) em um sistema de coordenadas

com eixos Y,Y,-..Y,--Y, Situados nas direcbes de m,m,,...m,...m,

respectivamente. Se i, € o maior valor préprio, entdo o eixo maior situa-se na
direcdo de m,; os outros eixos menores situam-se nas dire¢des definidas por

m,,...m

.My

Um valor proprio nulo mostra que ha uma combinagao linear entre as
variaveis originais € o numero de valores préprios nao-nulos fornece a dimensao do
espacgo no qual estdo as observagcdes (BOUROCHE e SAPORTA, 1982, p. 42). Na
pratica é possivel ter situagbes nas quais um ou mais valores proprios sdo nulos em
decorréncia de uma ou mais das varidveis originais terem combinagdes lineares

entre si (JACKSON e MUDHOLKAR, 1979, p. 348), motivo pelo qual resulta =
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singular. Neste caso, a inversa de Z € a inversa de Moore-Penrose ou pseudo-

inversa, simbolizada por %" .

4.2.11.3 Componentes principais populacionais obtidas de variaveis aleatorias
padronizadas

Seja R a matriz correlagao associada ao vetor de variaveis padronizadas

z'=[z, z, .. z; ... z,]; R tem pares (vetor proprio, valor proprio) segundo a

forma 4.93. Verificam-se as seguintes propriedades (JOHNSON e WICHERN, 1998,
p. 466-467):

a) aj-ésima componente principal é dada por

Y =mz=mgz +m,z,+-+mz, je{1,2, ..., p} (4.141)
b) var(y)j =%, je{1,2, ... p}; (4.142)
c) var(y,)2var(y,)=---2var(y,)>0; (4.143)
d) cov(y.y;)=0, i=j (4.144)

e) traco da matriz correlagdo R € igual ao trago da matriz espectral A

p
tr(R) = Zp:var(;) =k + A+ A =tr(A) =D var(y) R+ A+ A, =P
i=1

i=1

(4.145)
f) f]var(y.,)=det(R); (4.146)
i1
g) coeficiente de correlagdo entre a j-ésima componente principal y ea i~
ésima variavel padronizada z, € dado por
Pyz =Miyfdy, L€ {1,2, .., p}; (4.147)

f) a proporg¢ao da variancia total explicada devido a j-ésima componente
principal &€ dada por
A A A

] — i 'l
M+l ++h tr(R) P

(4.148)
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4.2.11.4 Componentes principais amostrais

Os resultados desenvolvidos s&o validos se o vetor de médias p e a matriz

covariancia ¥ forem conhecidos. Nas ciéncias experimentais geralmente estas

grandezas sao desconhecidas, necessitando que sejam estimadas a partir de uma

amostra multivariada X=[xij:]nxp, chamada matriz de dados, na qual n e p sao,

respectivamente, o nimero de observagdes e o niimero de variaveis. As estatisticas

empregadas para as estimagoes de p e de T sao, respectivamente, a 4.61 e a 4.62.

4.2.11.4.1 Propriedades

Seja S = [s, i]p , @ matriz covariancia amostral associada ao vetor aleatério p

variado x' ——-[x1 X, ..00X ... Xp]. Na decomposicdo espectral de S, os p

valores proprios sao ordenados segundo disposicao

M2, 2202k 20, (4.149)

e associados com os respectivos valores proprios m,,m,,....m,....m . Por isso, diz-

se que S tem pares (vetor proprio, valor proprio) que séo denotados pelos simbolos

(2, (g, 2y oo (A ) (2 ). (4.150)
As seguintes propriedades sao validas.

a) aj-ésima componente principal € dada por:

Y, =|?|}r (x—X) =mx, +MXx, +---mx., je{l,2, ..., p}; (4.151)
b) var(y;)=4, je{1,2, .., p}; (4.152)
c) var(y,)=var(y,)z---=var(y,)=0; (4.153)
d) cov(¥,¥,)=0, i=j (4.154)

e) traco da matriz covariancia S é igual ao traco da matriz espectral A e o
determinante é o

’tr(S)=zp:var(xi)=c“>-12 +85 4+ 46, =tr(pi\p)=zp:var(§li)=5\, +hy+et i

i=1 i=1

(4.155)
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Hvar (V) = det(S); (4.156)

i=1

f) coeficiente de correlagao entre a j-ésima componente principal y,eai-

ésima variavel original x, € dado por:

; (4.157)

75

g) a proporgao da variancia total explicada devido a j-ésima componente
principal amostral &€ dada por:

A = y (4.158)

rth T(S) '

P

Ay + Ay
4.2.11.4.2 Interpretagao geométrica das componentes principais amostrais

Supondo que a distribuicdo de X=[:xij]w> € aproximadamente N (u,Z),
entdo as componentes principais amostrais )‘/i=rhi7(x—i) sao realizagbes das
componentes principais y =miT(x—p) as quais tém distribuigao Np(O,A). A partir
de valores amostrais Xx;, pode-se aproximar p por X e = por 8. Se S for matriz
positiva definida, o contorno consistindo de todos os vetores x = [xi]|Dx1 satisfazendo

—\T -1 = 2
(x-X) 87 (x-X)=c", (4.159)
estimara o contorno de densidade constante
(x-p) 37 (x-p)=¢" (4.160)

A interpretacdo geométrica das componentes principais amostrais fica
mostrada pela figura 4.10 para o caso bivariado. A 12 componente principal amostral
situa-se ao longo do eixo da elipse na direcdo da variancia amostral maxima; a 22
componente principal amostral situa-se ao longo do eixo da elipse na dire¢ao da

variancia amostral minima. Os contornos circulares indicam que a variagdo amostral

é homogénea em todas as diregdes.
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FIGURA 4.10 — COMPONENTES PRINCIPAIS AMOSTRAIS E ELIPSE DE DISTANCIA CONSTANTE

X
2
A

(x-%) S'x - %)= fx. %, 9)

r3<I

Y

0 % =%

A fim de verificar se os p valores préprios s&o iguais entre si sob o nivel de
significancia o, aplica-se o teste da igualdade dos valores préprios, também
chamado teste de esfericidade, em um subconjunto contendo o nimero de valores
proprios consecutivos igualab (JACKSON, 1991, p. 33-34, 86-87, 347):

Hozﬁ‘«n:}“\'mz:”':}“\-mb, (4.161)
kb kb . )
v{— j%qln(?\j) + bln{,:%q-biﬂ ~ Kip-1)b+2)72 (4.162)

na qual v designa o numero de graus de liberdade associado com a matriz

covariancia amostral e y° tem (b-1)(b+2)/2 graus de liberdade. Fixado o nivel de

. epe A . v oy . 2 ..
significancia o, se a estatistica calculada for maior que ¥, 4.5, rejeita-se a

hipétese H, .
Para o caso bivariado, o teste da igualdade dos valores préprios, sob a hipétese
Hy : &, = 4,, (4.163)
€ dado por:
n-2)(4 -4
F = ( )(}H )‘?) (4.164)

84,4,
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Na 4.164, F é a estatistica a ser testada: F ~F,, ,, i.e., a estatistica

segue distribuicao F central com o nimero de graus de liberdade no numerador igual

a 2 e o numero de graus de liberdade no denominador iguala n-—2.

4.2.11.5 Componentes principais amostrais obtidas de varidveis aleatérias normais
padronizadas

Seja R a matriz correlagdo associada ao vetor de varidveis padronizadas

2! :[21 z, .. Z .. 2p]; R tem pares (vetor proprio, valor proprio) segundo a

forma 4.150. Verificam-se as seguintes propriedades (JOHNSON e WICHERN,
1998, p. 481-483):

a) a j-ésima componente principal € dada por

§ =mz=mz+m2, +--+m2, je{1,2, .., p} (4.165)
b) var(y)j=ij, je{1,2, ., p}; (4.166)
c) var(y,)=var(y,)>-->var(y,)=0; (4.167)
d) cov(¥.¥,)=0, i=j (4.168)

e) traco da matriz correlagao R é igual ao trago da matriz espectral A

RO s R . o oa .
tr(R)—_—;var(.zl)zx1+x2+...+xp=tr(A)=§var(yi):k1+x2+...+kp=p;

(4.169)
n [Ivar(s)- det(R); (4.170)

g) coeficiente de correlagdo entre a j-ésima componente principal y, e a i-

ésima variavel padronizada z, é dado por

‘5)’;2; zrhij 5\‘ i,j€{1, 2! LEE} p}) (4171)

j’
h) a proporg¢ao da variancia total explicada devido a j-ésima componente
principal € dada por

)\‘i
4 .-

-

— i

+5»p tr(li)

(4.172)

o |>

A+
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5 FUNDAMENTOS DA GEODESIA

A obtencéo, o registro, a representacao e a utilizagao do ente topografico —
objeto de mensuragéo — em relagéo a informagbes tematicas que estejam na STF,
sob a STF ou acima da STF exigem como sistema de ordenagdo um sistema de
referéncia geodésico. A realizagcao de tal sistema exige pontos demarcados cujas
coordenadas sao determinadas por medigbes geodésicas e representadas em um
sistema de coordenadas definido matematicamente.

Na utilizagdo de coordenadas de pontos fixos surge a questao de qual
sistema de referéncia se trata, de modo que nao fica distinguido entre a definigao, a
realizagado e a representacao dos pontos do sistema de referéncia em um sistema
de coordenadas matematico.

Em dependéncia do objetivo, sistemas de referéncia definidos distintamente
e sistemas de coordenadas matematicos podem ser empregados. Na Geodésia sao
empregadas as coordenadas elipsoidicas, cujo sistema se fundamenta no elipsoide
de revolugdo — superficie de referéncia matematica — que se aproxima a forma
natural da Terra que € o Gedide.

No Brasil, o sistema oficial deste tipo € o Sistema Geodésico Brasileiro
(SGB) que foi realizado pela implantagido de um conjunto de pontos demarcados,
denominado rede geodésica, ao longo do territoério brasileiro e utiliza o elipséide
SAD-69 definido em 1969 para o Sistema Sul-Americano. O SAD-69 € caracterizado

pelos parametros geométricos: o semi-eixo maior a=6 378160m, o achatamento
f=1/298,25 e pela orientacdo topocéntrica em relagédo a Terra no datum Chua,
cujas coordenadas elipsoidicas sao ¢ =-19°45'416527" e L =-48°06'04,063 9"
e cuja ondulagao geoidal AN foi arbitrada nula (FISHER, 1973, p. 6)

Em vitude de a época de sua realizagdo os métodos utilizados nao
permitirem a obtencao de acuracia em coordenada como a que é obtida pelo GPS
(Global Positioning System), o SGB tem sido aprimorado mediante a introducao de
estacdes da Rede Brasileira de Monitoramento Continuo (RBMC). Para este fim &
empregado o GPS cujo sistema de referéncia geodésico € o WGS-84 (World
Geodetic System of 1984) que adota o elipséide de parametros geométricos
a=6378137m e achatamento f =1/298,257 223 563 .
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O sistema de coordenadas WGS-84 apresenta as caracteristicas (NIMAB,
apud HOOIJBERG, 1997, p. 46):

a) aorigem € o centro de massa da Terra;

b) o eixo z € a direcdo do Pdlo Terrestre Convencional (CTP), segundo a
definicdo do Bureau International de I'Heure (BIH) para a época 1984,0,
tendo por base as coordenadas de estacdes BIH;

C) o eixo x € a intersecg¢ao do plano meridiano de referéncia do WGS-84 e
o plano do equador do CTP, sendo este meridiano o meridiano de
origem definido pelo BIH para a época 1984,0, tendo por base as
coordenadas de estagdes BIH,;

d) o eixoy, definido no plano do equador CTP e formando um angulo n/2a
leste do eixo x, completa o sistema de coordenadas ortogonal, fixo,
centrado na Terra e dextrogiro.

Cada vez mais é efetivada a passagem para a utilizacdo dos sistemas
geodésicos de orientagdao geocéntrica. A RBMC constitui uma parte das estagbes
que realizam o Sistema de Referéncia Geocéntrico da América do Sul (SIRGAS).
Como estes sistemas sao definidos matematicamente, parametros que transformam
as coordenadas de pontos referidas a um sistema para as referidas ao outro
sistema precisam ser calculadas, e.g., os parametros que transformam as
coordenadas referidas ao SIRGAS para as referidas ao SAD-69.

Nesta secdao sao apresentados os conceitos fundamentais do modelo
geométrico da Geodésia, mediante os quais as estremas de If, podem ser
caracterizadas. Inicialmente sdo descritos os parametros geométricos do elipsbide
de revolugao; depois, os sistemas de coordenadas e suas transformacgdes, incluindo
no Apéndice 3 a dedugao das formulas completas de Molodenskii, mediante as
quais as coordenadas de If que nao estejam refenciadas ao SGB possam ser
transformadas com os parametros oficiais do IBGE, e finalmente o procedimento de

calculo de superficie de poligono elipséidico como um dos modelos que trazem o

aprimoramento a parcela terrestre como prédio.

® NIMA, 1991 (1995). Department of Defense — World Geodetic System 1984. Technical
Report DMA TR 8 350.2-B. 2.ed. Washington: Defense Mapping Agency.
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5.1 PARAMETROS GEOMETRICOS DO ELIPSOIDE DE REVOLUCAO

O giro de uma elipse em torno do seu eixo menor resulta um elipséide
achatado. O semi-eixo maior que é denotado pelo simbolo a e o semi-eixo menor que
é denotado pelo simbolo b definem o tamanho e a forma do elipséide de revolugao, os
quais ficam ilustrados pela elipse meridiana da figura 5.1, em que o eixo q contém a
intersecgdo do plano meridiano com o plano do equador. Uma série de outras
grandezas caracteristicas sédo dependentes dos parametros a e b, das quais as mais

importantes s&o definidas na sequiéncia e as demais encontram-se no Apéndice 1.

FIGURA 5.1 — ELIPSE MERIDIANA DO ELIPSOIDE DE REVOLUGAO

z

\ Normal de %

+o

NAa

Da-se o nome de excentricidade linear, denotada pelo simbolo E, ao
comprimento do segmento de reta que liga o centro do elipséide e o foco da elipse,
i.e., metade da distancia focal:

def
EZ va’ -b’. (5.1)
Com a excentricidade linear E, sao definidas a 12 e a 22 excentricidades
numeéricas, respectivamente, pelas expressoes:

def
e =E;

5 (5.2)

, def

o % (5.3)



135

Das 5.1 e 5.2, obtém-se a relagao entre o semi-eixo menor b, o0 semi-eixo a

e a 1? excentricidade numérica e dada por:
b’ =a’(1-¢%). (5.4)

Da-se 0 nome de achatamento, denotado pelo simbolo f, a razdo da

diferenga entre o semi-eixo maior € o semi-eixo menor pelo semi-eixo maior:

defa—b
== (5.9)

O achatamento situa-se no intervalo 0 <f <1. Quanto mais o comprimento
do semi-eixo menor se aproxima do comprimento do semi-eixo maior, mais o
achatamento se aproxima de zero, e por conseguinte, mais o elipséide se aproxima
da esfera de raio dado pelo semi-eixo maior, i.e.,

im2=2 _ ¢, (5.6)

b-»a Q4
Da-se o nome de relagao de comprimento, denotada pelo simbolo n, a razao
definida por:

def g —
n=a b.
a+b

6.7)

Da-se o nome de raio de curvatura polar, denotado pelo simbolo ¢, a

quantidade definida por:

def

2
a

As quantidades e,e’,f,n sao utilizadas, nos desenvolvimentos de séries que
descrevem a geometria do elipsdide. Essas quantidades situam-se no

intervalo [0;1], 0 que permitem a convergéncia numérica rapida e poucos termos

tornam a solugao satisfatoria.

O raio de curvatura da segéao transversal, denotado pelo simbolo N, e o raio
de curvatura da sec¢ao meridiana, denotado pelo simbolo M, sdo expressos em
funcao do semi-eixo maior, da 12 excentricidade numérica e da coordenada latitude
geografica elipsodidica, denotada pelo simbolo ¢ ; o raio do paralelo, denotado pelo
simbolo r, e a coordenada longitude geografica elipséidica, denotada pelo simbolo

A, sao quantidade auxiliares do desenvolvimento.
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5.2 PARAMETROS DA ELIPSE MERIDIANA

A equacédo do elipsdide de revolugdo no sistema de coordenadas

cartesianas tridimensionais é

(2] gj (2] -1 (5.9

Introduzindo a equag¢des na forma paramétrica:

X =T COSA, (5.10)
y =rsinA, (5.11)

y . . 2 2 . . ;e
em que r € o raio do paralelo, i.e., r =x +y2, e LA € a longitude geografica

elipsobidica, a 5.9 é reescrita como

BROR

gue € a equacgao da elipse meridiana.

Da 5.12 retira-se

2
Z =p° (1—-’?j (5.13)
a
que derivando em relagao a variavel r, resulta
dz b? r
— .= .14
dp J°z (5:14)
Mas
9z _ion(® 40 = —coto = —S089.
o —tan(2+cpj coto Sino (5.15)
entao,
2
b—zL = C(?)S(p' (5.16)
a <z Sing
Elevando ambos os membros da 5.16 ao quadrado, obtém-se:
b*r* sin’ p—a’z’ cos’ ¢ = 0. (5.17)

Substituindo a 5.13 na 5.17, apos as simplificagdes, resulta a expressao de

r, em funcao de ambos os semi-eixos e da latitude geografica elipsbidica, dada por:

a’cosg

F= (5.18)

b’ sin’ ¢ +a’cos’ ¢
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Ainda a 5.18 pode ser simplificada pela substituicdo da 5.4, resultando a

expressao de r em fungao do semi-eixo maior, da 12 excentricidade e da latitude:
acos @

__acose | (5.19)
\/1 —-e’sin ¢

Da figura 5.1, retira-se a relagao

o
cosQ’

(5.20)

na qual substituida a 5.19, resulta a expressao do raio de curvatura da segao
transversal:

N= a

a_ (5.21)
J1-€e*sinto

O segmento de reta da normal compreendido entre o ponto P da elipse

meridiana e o0 semi-eixo maior, denotado pelo simbolo N', cuja expressao obtida da
figura 5.1 é escrita:

__Z
N=goo: (5.22)
Da 5.16, 5.4 e 5.20, obtém-se:
_b?_sing (., 2\ sing 2\
2= s =(1-e )r—cos(p =(1-¢)Nsino. (5.23)

Substituindo a 5.23 na 5.22 resulta a relagao entre N' e N expressa por:

N = (1—e2)N. (5.24)
A obtencao do raio de curvatura da secdao meridiana M & conseguida

fazendo R =M na 3. 266 e a substituicdo da 12 e 22 derivadas. Da 5.13 obtém-se

z=0 2 ¢

a

(5.25)
e sua segunda derivada em relagcaoar
2
%réz __(_ag__). (5.26)
2 2
a —r

Substituindo a 5.25 na 5.14, esta é reescrita como
dz_ b r

=<£_-_= i (56.27)
dp a [52 _?
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Substituindo a 5.26 e 5.27 na 3.266, apos as simplificagcbes, obtém-se

. a(1—e2)

= (5.28)
(1 - ezsinch)
Para e=0, i.e., a esfera, ter-se-ao as igualdades
N=M=a (5.29)
Com M e r, o elemento de arco infinitesimal ds & expresso por
lds| = y(Mdo)’ +(rdr)’, (5.30)

em que Mdoe é o elemento de arco infinitesimal do meridiano e rdA € o do paralelo.
A figura 5.1 ilustra, ainda, os conceitos de latitude reduzida B e de latitude
geocéntrica y. A primeira € dada pelo angulo § formado pelo segmento de reta OP

€ 0 eixo q ; a segunda é dada pelo angulo y formado pelo segmento de reta OP’e o

eixo q
i N(1-¢’
_z_N'sing _ ( ) (4 £V .
tany = X~ Nooso = N tang =(1-f) tang; (5.31)
tany = %tan[’) =J1-€’ tanp= (1-f)tanp. (5.32)

Igualando a 5.31 e a 5.32, obtém-se a expressao que relaciona a latitude

geografica elipsoidica ¢ e a latitude reduzida

tanB = v1-&’ tane = (1-f)tane. (5.33)
Logo:

tany:(1-e2)tan(p=(1—f)tanB. (5.34)
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5.3 SISTEMAS DE COORDENADAS

A posicdo de um ponto definida geodesicamente se constitui na realidade
fisica como pontos do espago euclidiano de trés dimensoes da realidade abstrata da

Matematica, i.e., cada ponto é caracterizado pelo terno composto pelas coordenadas

geograficas astrondmicas ((D,A)e altitude ortométrica H, ou pela triade de
coordenadas cartesianas (x,y,z), ou ainda pelo terno composto pelas coordenadas
geograficas elipsdidicas (¢,A)e altitude elipsdidica h. As triades (®,AH) e (o,Ah)

sao chamadas coordenadas naturais e coordenadas elipséidicas, respectivamente.
O conceito posigao designa ponto do espago de trés dimensdes se qualquer

uma destas triades for empregada, ou entdo, designa ponto da superficie de

referéncia se qualquer um dos pares (®,A) ou (9,A) for empregado.

A fim de descrever um ponto da realidade fisica e de estabelecer a relagéao
geomeétrica entre os pontos distintos, os sistemas de coordenadas geodésicas sdo
empregados. Os sistemas de coordenadas geodésicas sdo uma familia de sistemas,
da qual o sistema de coordenadas naturais e o sistema de coordenadas geograficas
elipsodidicas sdo membros.

Para as medi¢des geodésicas terrestres sdo de significacao dois grupos de
sistemas de coordenadas (DIN, 1995, p. 16-31): sistemas de coordenadas naturais
e sistemas de coordenadas elipsoidicas. O primeiro compreende os sistemas
definidos no espago gravitacional terrestre, € o segundo compreende os sistemas
definidos no espago geométrico que utilizam o elipséide de revolucdo. O espacgo
gravitacional terrestre consiste no conjunto dos vetores de gravidade que, da forma
Geometria Euclidiana, paralelamente ao vetor do topocentro ficam deslocados do
geocentro, e o espago geomeétrico consiste no conjunto dos vetores-posicao que
ligam o topocentro ao geocentro (GRAFAREND, 1981, 417-418).

Os sistemas de coordenadas naturais e os sistemas de coordenadas
elipsoidicas possuem divisdes consoante os quadros 5.1 e 5.2. Cada um dos
sistemas cartesianos é caracterizado pelo terno ordenado de coordenadas e de
versores i,je k das direcbes dos eixos coordenados. Cada terno ordenado de
coordenadas e os versores dos eixos coordenados sdo distinguidos por sinais

sobrepostos.
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QUADRO 5.1 - SISTEMAS DE COORDENADAS NATURAIS E VERSORES DAS DIRECOES DOS

EIXOS COORDENADOS
NATUREZA GEOMETRICA

SUBDIVISOES DO SISTEMA | ABREVIATURA DAS COORDENADAS VERSORES
. retilinea angular DOS EIXOS
Cartesianas Geocéntricas CG X y" 7 — it j',k‘
Geograficas Astronémicas GA — d,A —
Cartesianas Astrondmicas CAT g e — il A
Topoceéntricas X,y .z i,k
Polares Astronémicas PAT d Az —
Topocéntricas a

QUADRO 5.2 — SISTEMAS DE COORDENADAS ELIPSOIDICAS E VERSORES DAS DIRECOES
DOS EIXOS COORDENADOS

. NATUREZA GEOMETRICA
SUBDIVISOES DO ABREVIA- DAS COORDENADAS VERSORES
SISTEMA TURA retilinea angular geodésica | DOS EIXOS
do elipséide

Cartesianas Elipsoidicas CE X',y',z' — — P j',k'
Geograficas Elipsoidicas GE h ©,A _— —
Cartesianas Elipsoidicas CET X", y--’ P — — o j",k"
Topocéntricas
Polares Elipsoidicas PE — A, s —
Polares Elipsoidicas
Topocéntricas PET d A, — —

5.3.1 Sistema de Coordenadas Naturais

No sistema de coordenadas naturais se efetuam mensuragdes geodésicas,
e.g., o Sistema de Coordenadas Polares Astronémicas Topocéntricas (PAT) em
que os instrumentos s&o posicionados de modo que o seu eixo vertical se aproxime

o mais possivel da vertical do ponto de modo que a materialize.

5.3.1.1 Sistema de coordenadas cartesianas geocéntricas

O sistema coordenadas cartesianas geocéntricas (CG), também

denominado sistema de coordenadas terrestres fundamentais, é caracterizado pelas
propriedades seguintes (TORGE, 1985, p. 314-315; TORGE, 1991, p. 35-37; HECK,
1995, p. 32-3; KLEIN, 1997, p.12; DIN, 1995, p. 16):

a) sistema cartesiano do espacgo de trés dimensoes;
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b) global e fixo na Terra;
c) origem no ponto médio de massa G, definido fisicamente;

d) eixo z é coincidente com o eixo de rotacdo médio da Terra; o eixo de
rotacdo meédio é determinado pelas estagcbes de observagdo do
International Earth Rotation Service (IERS) desde 1988 em que o podlo

norte definido fica designado coma Conventional Terrestrial Pole (CTP);

e) plano x'z° é escolhido de tal forma que seja paralelo ao plano meridiano

meédio de Greenwich;

f) oplano xy" corresponde ao plano equatorial astronémico médio;

g) os eixos X,y, ez sao entre si ortogonais e formam um sistema

dextrogiro;

l) o vetor posigao neste sistema pode ser denotado pelo simbolo:
ro'T = [x' y z'}. (5.35)
Estes elementos caracteristicos estao representados na figura 5.2.

FIGURA 5.2 — SISTEMA DE COORDENADAS CARTESIANAS GEOCENTRICAS

cIo
z

C

eixo de rotagdo
médio da Terra

k*
plano meridiano /

médio de
Greenwich

plano equatonial
médio

5.3.1.2 Sistema de coordenadas geograficas astronémicas

O sistema de coordenadas geograficas astrondmicas (GA) destina-se a

determinacao, a fixagao ou definicdo da diregdo vertical nos pontos (DIN, 1995, p.17).
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As coordenadas definidas pelo sistema sdo a latitude geografica
astrondmica @ e a longitude geografica astronémica A (figura 5.3).

As coordenadas de um ponto
By =(®,A) (5.36)
podem ser interpretadas como as coordenadas esféricas da dire¢ao da vertical apds

o deslocamento paralelo dos eixos de coordenadas do CG para o ponto F,.

O sistema de coordenadas geograficas astronémicas é um dos mais
importantes sistemas de coordenadas em Geodésia, pois é nele que a latitude
geografica astrondmica ® e a longitude geografica astronomica A, denominadas

coordenadas naturais, sao medidas, as quais fixam a vertical no espaco.

FIGURA 5.3 — SISTEMA DE COORDENADAS GEOGRAFICAS ASTRONOMICAS

*

zZ

esfera unitaria do
s Iz ponto Ry do
i |

| \ topocéntro
iy

do ponto %

—7- Ao et / plano meridiano medio astrondmico

/ plano equatorial
¥ médio astronomico

I x*

FONTE: HECK (1995, p. 33), adaptada e traduzida pelo autor.

O plano, que contém a vertical (diregao do vetor intensidade da gravidade g) do
ponto P,, situado na superficie fisica da Terra e é paralelo ao eixo z', conforme mostra
a figura 5.3, denomina-se plano meridiano astronémico do ponto P, (Heck, 1995, p. 32).

Na figura 5.4, o angulo formado pela vertical e sua proje¢ao no plano do

equador (plano x'y’) é latitude geografica astronémica @ do ponto P,. Conta-se @



143

positivamente do equador para o norte e, negativamente, do equador para o sul, de

I

modo que o intervalo de variagdo é —g- <<z

FIGURA 5.4 - COORDENADAS GEOGRAFICAS ASTRONOMICAS COMO PARAMETROS QUE
FIXAM A VERTICAL NO ESPACO

vertical de B

- ¥

Combinando as figuras 5.4 e 5.3, o angulo formado pela projecao da vertical
do ponto P, no plano do equador (plano x’y") e a projegao da vertical de Greenwich

neste mesmo plano é a longitude geografica astronémica A. Conta-se A, no plano
do equador, desde a projecao da vertical de Greenwich, de duas formas: a primeira,
positivamente para o leste no intervalo 0 < A <2x; e a segunda, positivamente para

leste no intervalo 0 < A <& e negativamente para o oeste no intervalo 0 > A >-=n.

5.3.1.3 Sistema de coordenadas cartesianas astrondmicas topocéntricas

Junto do CG é de significagdo o sistema de coordenadas astronémicas
topocéntricas, abreviada por CAT, porque as medidas geodésicas terrestres, como a
distancia entre dois pontos, o angulo zenital e o azimute astronémico, ilustradas pela

. figura 5.5, a ele estao ligadas pela diregao da vertical do ponto Po.
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FIGURA 5.5 - LIGAQAO ENTRE O SISTEMA DE COORDENADAS CARTESIANAS
GEOCENTRICAS E O SISTEMA DE COORDENADAS ASTRONOMICAS
TOPOCENTRICAS

O CAT é caracterizado pela seguintes propriedades (TORGE, 1980, p. 117,

PELZER, 1985b, p. 495; VANICEK e KRAKIWSKY, 1986, p. 294; KLEIN, 1997, p. 13):
a) coordenadas cartesianas;

b) origem em um ponto P, escolhido: o topocentro;
c) eixo z~ coincide com a dire¢éo vertical e € positivo no sentido do zénite
do topocentro;

d) eixo x~ é perpendicular ao eixo z, esta contido no plano do meridiano

astrondbmico do ponto P, e € positivo para o sentido do norte
astronémico;

e) eixo y~ & perpendicular aos eixos x e z e & contado positivamente
para o leste astronémico;

f)y terno astronémico local (x",y",z") forma um sistema cartesiano

levogiro;

g) o vetor posigao neste sistema pode ser denotado pelo simbolo

ro"T =[x" y" z} (5.37)
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5.3.1.4 Sistema de coordenadas polares astronémicas topocéntricas

O sistema de coordenadas polares astronomicas topocéntricas (PAT),
definido em associagdo com o CAT, & caracterizado pelas coordenadas polares

obtidas no topocentro P, apés a materializagdo da vertical pelo instrumento de
mensuragéo: a disténcia d, o azimute astronémico A, e o angulo zenital z, conforme
ilustra a figura 5.6. A posicao de um ponto qualquer P, e.g. P,, em relagao a origem

(ponto P,) pode ser descrita com a notagao

P, =(dA,.2). (5.38)

FIGURA 5.6 — SISTEMA DE COORDENADAS POLARES ASTRONOMICAS TOPOCENTRICAS

Z**

linha vertical zénite astrondmico

- X**

norte astrondmico

¥ .
y* leste astronémico

O azimute astronédmico A, € o angulo entre o plano meridiano astronémico
do ponto P, e o plano vertical que contém a diregao vertical e o segmento de reta
que liga o ponto P, ao ponto P,; A, &€ medido no plano horizontal e & contado
positivamente do norte para o leste de modo que o intervalo de variagcdo € 0 <A, <2x.

Em um ponto B, o vetor unitario n contido na direcao vertical e sentido para

0 zénite astronémico pode ser descrito com ajuda dos vetores unitarios do CG,
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i,j ek, e das coordenadas geograficas astronémicas ® e A, as quais sdo
interpretadas como coordenadas esfericas ou entdo polares da diregdo zenital

mediante a transposigdo dos eixos do CG para o ponto P,, de modo que as

coordenadas do vetor n sio obtidas no CAT na forma vetorial

o

X cos®cos A
n=|y" |=|cosd®sinA (5.39)
Z" sinA

€ a expressao cartesiana na forma

n=x"1 +y"] +z"k =cos®(cosA)i +cos®(sin A)j + (sin®)k (5.40)

5.3.1.4.1 Conceitos de Linha vertical, vertical e normal do ponto Py do topocentro

A diregao vertical (al. Lotrichtung) ou, simplesmente, vertical do ponto P, é a

direcdo do vetor da intensidade da gravidade g (al. Schwereintensitét) nesse ponto.

FIGURA 5.7 — CONCEITO DE VERTICAL E CONCEITO DE NORMAL

vertical de R

i

™) nivel sem erro
linha normal de Py

A vertical é a referéncia para os angulos latitude geografica astronémica @

e a longitude geografica astronémica A do ponto F,. A diregao oposta a dire¢éo da

vertical do ponto P, chama-se diregao do zénite astronémico.
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O plano que é perpendicular a dire¢ao vertical chama-se plano horizontal.
Todos os planos que contém a diregao vertical e, por conseguinte, perpendiculares
ao plano horizontal sdo denominados planos verticais. De interesse para as

mensuragdes geodésicas € o plano horizontal tangente no ponto F,, pois & neste

ponto que a vertical € aproximadamente materializada pelo eixo vertical do
instrumento, mediante o qual as grandezas de mensuragéo geodésicas sdo obtidas.

A diregao de referéncia para a contagem das dire¢cdes horizontais pode ser
a diregao do norte astronédmico. Se o Gedide fosse conhecido, i.e, a sua ondulagéo

AN e as componentes do desvio da vertical & e 1, respectivamente em latitude e em

longitude, entdao poder-se-ia obter a passagem das coordenadas naturais para as

elipsoidicas mediante as relagbes aproximadas

O=o+§; (5.41)
A = A+MCOSQ; (5.42)
Hx~h-AN (5.43)

5.3.1.42 Grandezas de mensuragao no ponto B, e suas reducoes

Os lf, sdo medidos no sistema de coordenadas astronémicas topocéntricas,

mas precisam ser reduzidos a superficie do elipséide adotado pelo Sistema Geodésico
oficial, e. g., o SGB para que a estremas tornem caracterizadas com as coordenadas

geograficas elipsodidicas e que os If, sejam descritos por coordenadas polares
elipsoidicas cuja origem do sistema, em cada estrema, € o par de coordenadas ((p, k) i

O sistema de coordenadas astronémico topocéntrico é realizado pela
horizontalizagao do instrumento, e.g., teodolito ou taquimetro, em que o eixo vertical
deve materializar a vertical do ponto de medi¢cdo. A vertical em geral desvia da
normal ao elipsdide e que contém o ponto de medigdo. Disto surge a redugao
necessaria da direcao horizontal quando se passa esta quantidade obtida no
sistema natural para o sistema elipsoidico; assim, os angulos medidos devem ter a
reducao, da ordem de centésimos de segundo de arco, devido ao desvio da vertical

do ponto, segundo a expressao (ZAKATOV, 1997, WENDT, 1999, p. 55):
8 =(ncosA, —£sinA, )cotz. (5.44)
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Outra redugdo concerne as distancias d; medidas no sistema de

coordenadas astronémico topocéntrico. Na figura 5.8, o plano normal que contém

simultaneamente os pontos P, e P secciona o plano meridiano de P, pelo ponto P"
da reta PK; assim como a superficie do elipsoide pela se¢ao normal, determinando

o arco eliptico s'= ISI’_P\J” e o afastamento dAe sobre o meridiano.
No triangulo plano PKP,, o angulo central o, € calculado pelo teorema dos
COSSenos:
— 2
(N+hY +(PK+h) -
2(N, +hi)(51.|—(—i+hj)

G, =arccos (5.45)

FIGURA 5.8 - REDUCAO DE DISTANCIA

eixo b do elipséide

X

Kj

'
t

O calculo do segmento ‘PJ_K: e, por conseguinte, do arco eliptico s’=F/’i’_P?

foram elaborados por JORDAN-EGGERT (1962b, p. 11):

PR) =N2| 1- 262 sing. —~Lsing, |si *(sing —Yising | 5.46
(PJ.K.!) =N/|1-2e sing, —sing, |sing, +e sm(p]—vsm(pI , (5.46)
s =N (1 --;-nf cos’ A, +—;—oi3n;? cosA, tan(p,). (5.47)
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Na 5.47, n nao é a componente do desvio da vertical em longitude, mas a
expressao A1.12 (ver Apéndice 1) e V & a expressao A1.15.
Consoante os fundamentos expostos na sec¢do 3.1, a linha definida pelos

pontos extremos P, e P, e orientada, € um vetor que pode ser representado pela
notacdo Ax cuja expressao cartesiana no CAT é escrita

Ax** — Axktitt + Ayttjﬂ* + Azttkl{*. (5.48)
O azimute astronémico A,, ilustrado na figura 5.9, pode ainda ser obtido

pela relagao vetorial (HECK, 1995, p. 94):

< (Ax*‘ xAz"),Ay" > < (Az“ xAx**),Ax" >

A, =arccos "Ax y Az""

=arcsin

- - (5.49)
“Ax x Az ”

FIGURA 5.9 — RELACAO DAS QUANTIDADES DE OBSERVAGAQ DISTANCIA E ANGULO
ZENITAL COM OS VETORES AX, Ay e Az

P
2énite astrondmico

bz |

o

X
< ~ .
p 7 norte astrondmico

dxaz*

y
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5.3.2 SISTEMA DE COORDENADAS ELIPSOIDICAS

5.3.2.1 Sistema de coordenadas cartesianas elipsoidicas

O sistema de coordenadas cartesianas elipséidicas, abreviado CE, é
definido com respeito ao elipsoide (figura 5.10). Trata-se de um sistema cuja origem
nao coincide com a origem do CG e cujos eixos sao nao-paralelos com este.

Séo propriedades do CE:

a) origem coincidente com o centro E do elipséide;
b) eixo z’ coincidente com o eixo de rotagéo do elipsoéide;

c) eixo X situa-se na intersecg¢ao do plano equatorial do elipséide e o plano

meridiano de Greenwich:

d) eixo y' é escolhido de forma que o sistema seja dextrogiro.

FIGURA 5.10 — SISTEMA DE COORDENADAS CARTESIANAS ELIPSOIDICAS

~ normal elipséidica

elipsoéide

5.3.2.2 Sistema de coordenadas geograficas elipsoidicas

O sistema de coordenadas geograficas elipsoidicas (GE) € definido pelos
angulos latitude geografica elipsoidica ¢ e longitude geografica elipséidica A

(TORGE, 1991, p. 45; DIN, 1995, p. 24).
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A posigao do ponto P, fica definida pelo par de coordenadas (o) e a

coordenada retilinea h (figura 5.11).

FIGURA 5.11 — SISTEMA DE COORDENADAS GEOGRAFICAS ELIPSOIDICAS

A latitude geografica elipséidica ¢ do ponto P, é definida como o angulo
entre a normal ao elipsdide deste ponto e o plano equatorial elipsoidico (plano

x'y'); ¢ € contada do plano do equador elipséidico, positivamente para o norte, e
negativamente para o sul, de modo que o intervalo de variagao é —% << —72‘—

A longitude geografica elipséidica A do ponto P, € o anguio no plano do

equador elipsoidico entre eixo x* e a projecao, sobre o plano x'y", da normal ao

elipséide deste ponto. Conta-se A, no plano do equador, de duas formas: a
primeira, positivamente para o leste no intervalo 0<A<2x; e a segunda,
positivamente para leste no intervalo 0 <A <n e negativamente para o oeste no
intervalo 0>A>-n. A fim de determinar a posicao espacial de um ponto na

superficie fisica da Terra em relacdo a superficie do elipséide, uma terceira

coordenada € agrupada com (cp,k), a qual é denominada altitude elipsoidica,

denotada pelo simbolo h, e definida como o comprimento do segmento da normal
situada entre a superficie do elipsbide e o ponto.
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O vetor r, que tem origem no centro do elipsdide extremidade no ponto P,

STF é a soma vetorial
r,=r, +hn, (5.50)
Py COS(QCOSA

=N| cosgsin) |, (5.51)

S~ (1-€°)sing

COS(QCOS A
n=|cosesinA |. (56.52)
sing

Substituindo a 5.51 e a 5.52 na 5.50, resulta a express&o do vetor posigéo r,:

(N+h)cospcosi
L=|Ys |=| (N+h)cosgsini | (5.53)

z;, [(1 - e")N + h} sing
5.3.2.3 Sistema de coordenadas cartesianas elipsoéidicas topocéntricas

Analogamente ao CAT que se vincula com o CG mediante a dire¢do da
linha vertical, o sistema de coordenadas cartesianas elipsoidicas topocéntricas,
abreviado CET, ilustrado pela figura 5.12, vincula com o CE mediante a dire¢ao da
normal do ponto P,. Sao propriedades do CET:

a) sistema cartesiano levogiro com origem no topocentro;

b) eixo z coincide com a dire¢ao da normal e tem sentido para o zénite

elipsoidico;

c) eixo x™ esta contido no plano meridiano elipséidico e tem sentido para o

norte elipsoidico;

d) eixo y™ coincide com a diregao leste-oeste elipsoidica e tem sentido

positivo para o leste;

e) o plano x"y" forma o horizonte elipséidico topocéntrico que é

perpendicular a normal do ponto Pg.
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FIGURA 5.12 — SISTEMA DE COORDENADAS CARTESIANAS ELIPSOIDICAS TOPOCENTRICAS
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A fim de definir a posicao de um ponto qualquer P, em relagdo ao

topocentro P,, sao utilizados, ou o terno cartesiano (xyz) ou as coordenadas

polares (d,A,%).

O azimute geodésico A, da posicao de P, em relagao a posigao de R, €

definido como o angulo entre o plano meridiano elipséidico de P, e o plano formado

pelo o eixo z~ e o ponto P,; Ag € contado no plano xy™ e contado positivamente

do norte geodésico, pela ordem dos quadrantes NE, SE, SO e NO, de modo que o

intervalo de variagao € 0 <A, <2n. O angulo zenital elipsoidico ¢ € o angulo entre a

normal elipsoéidica no ponto B, e o segmento de reta que liga o ponto P, ao ponto

P4; ¢ situa-se no intervalo 0<{<n.

A expressao cartesiana do vetor topocéntrico de P, para P, pode ser escrita

AX” = AT +AYTT + AZTKT,
na qual

AX" =dcosasing, Ay” =dsinasing e Az” =dcos &.

(5.54)

(5.55)
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5.3.2.4 Sistema de coordenadas polares elipséidicas

Em analogia ao sistema de coordenadas polares (secdo 3.2.1.2.3), é
concebido o sistema de coordenadas polares elipséidicas cuja origem para a

contagem do comprimento da linha geodésica € um ponto com as coordenadas

geograficas elipsoidicas ((p,x) conhecidas e cuja origem para a contagem do angulo
de orientagdo (azimute A ) é a tangente ao meridiano do ponto. Como ilustra a
figura 5.13, supondo conhecidos no ponto P, as coordenadas geograficas
elipsoidicas ((po,xo), a linha geodésica s,, e o angulo de orientacdo dessa linha,
definido pelo &ngulo (contado no sentido horario) formado entre as tangentes tm, e
t's,, as coordenadas polares elipsoidicas sao s, e A, , mediante as quais
possibilitam a determinag¢ao das coordenadas do ponto P/ que é o extremo de s,, e

do azimute A910 .

FIGURA 5.13 — SISTEMA DE COORDENADAS POLARES ELIPSOIDICAS

Disto surgem dois problemas geodésicos principais. O primeiro consiste na
determinagdo das coordenadas geograficas elipsoidicas do ponto extremo da linha
geodésica quando sao conhecidas as coordenadas geograficas elipsoidicas da origem

da linha geodésica e as coordenadas polares referidas a esta origem, e o segundo
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consiste em determinar as coordenadas polares a partir do conhecimento das
coordenadas geograficas elipsoidicas dos pontos extremos (KLOTZ, 1991, p. 31). A
literatura geodésica traz uma variedade de procedimentos de solugcdo de ambos os
problemas com as respectivas acuracias. Destaque-se a solugdo — conforme exposta
em SCHMIDT (1999, p. 121-128) — que aplica a integragao numeérica a integral eliptica

que interpreta cada um desses problemas.

5.3.2.5 Sistema de coordenadas polares elipsoidicas topocéntricas

Na figura 5.12 pode ser conceituado o sistema de coordenadas polares
elipsoidicas topocéntricas (PET), em analogia ao sistema de coordenadas esféricas
ou polares do espacgo de trés dimensdes (ver seg¢ao 3.2.1.3.2). As coordenadas sao

a distancia, o angulo zenital geodésico e o azimute geodésico, de modo que forma a

triade (d,A,.&).

5.3.3 Transformagao de Coordenadas

Os entes geométricos podem ser caracterizados por coordenadas de varios
sistemas apresentados e podem se tornar If,. Em virtude disto surge a necessidade

das transformacbes das coordenadas de suas estremas nas coordenadas
geograficas elipsodidicas referenciadas ao Sistema Geodésico oficial. Além disso, ha
o problema da mudang¢a do Dafum geodésico o que implica a mudanga dos valores

das coordenadas (ver Apéndice 3).

5.3.3.1 Transformacgao das coordenadas cartesianas geocéntricas nas coordenadas
cartesianas astronémicas topocéntricas

A posicao de um ponto qualguer P, em relagao a posicao de um ponto F,,

que é a origem do CAT, fica caracterizada pelo vetor Ax cujas coordenadas podem

ser expressas tanto no CG com no CAT. Ambos os sistemas se interligam pela

diregéao vertical do ponto P, de modo que as coordenadas Ax’,Ay’ e Az™ a partir das

coordenadas Ax",Ay" e Az~ ou entdo das coordenadas polares d, A, e z podem

ser deduzidas e invertidas.
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A fim de deduzir as relagbes matematicas para as transformacdes, é

necessario primeiramente exprimir os versores dos eixos coordenados i”,j" e k™
em funcdo dos versores de base i,j e k" dos eixos coordenados. Nisto, o
procedimento consiste em deixar os eixos x,y ez do CG paralelos com os
respectivos eixos x",y" e z” do CAT.

Comparando a figura 5.3 com a 5.6, verifica-se que o eixo x  nao & paralelo

com o eixo X pelos dois angulos A e %-CD, que o eixo y € nao-paralelo com o
eixo y~ pelo angulo -:’23—(1) e que o eixo z & nao-paralelo com o eixo z~ também

pelo angulo —g-— .

Por isso gira-se o CG em torno do eixo z° com o angulo de rotagdo A no

sentido anti-horario; e tomando o novo eixo y como eixo de rotagdo, efetua-se o

rotacdao pelo angulo %—-CD. O sistema resultante distingue-se do CAT apenas no

sentido do eixo x que tem sentido norte-sul em vez do sentido oposto; os eixos y e z
concordam com os eixos Y~ e z . O sentido do eixo x deve ser invertido, portanto.
A inversao de sentido é efetuada pela matriz de reflexdo. Com este procedimento, o
sistema dextrogiro tornou-se um sistema levogiro cujos eixos coordenados sao
agora paralelos com os eixos coordenados do CAT no topocentro F;.

Logo, a expressdo que relaciona os versores da direcdo dos eixos

coordenados do CAT com os versores dos eixos coordenados do CG é dada pela
igualdade matricial (HECK, 1995, p. 38-39)

wkk

j =P1R2(,2L®)R3(A) il (5.56)
k‘t kt
na qual

, € a matriz de reflexao (secao 3.1.3.20), (5.57)

0

I

o
O -~ O
- O O
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sin® 0 -cos® cosA sinA O
Rz(g_m)= 0 1 o | RS(A): —sinA cosA 0. (5.58; 59)
cos® 0 sin® 0 0 1

O produto matricial RRZ(K_O)R:,( A resulta a matriz
2

—sin®cosA -sin®sinA cosd
Dony=| -—sinA CosA 0

(5.60)
cos®cosA cosdPsinA  sin®

A matriz D(O'A) € ortogonal porque a transposta da matriz de rotagéo é igual
a inversa da matriz de rotagao e por isso representa-se
Dis.ny =Doy (5.61)

Agora é possivel transformar as coordenadas

AX & AXT Ay © Ay AZ o A7

A expressido das componentes do vetor AX" em funcéo das coordenadas do
vetor AX" é dada por:
AXT + AT +AZK = AT +ay"]" + AZK”

=Ax" (-—sin(I)cos Al —sin®sinAj +cos d)k')

+AY (—sin Ai" +cos Aj')

+AZ" (coschos Ai" +cos®sinAj +sin ch'). (5.62)
1 0 0 1 0 0
AX|0|+Ay | 1|+AZ |0]|=AXx"{-sin®cosA|0 |-sin®sinA|1|+cos®|0
0 0 1 0 0 1
1 0
+Ay 3-sinA[{0|+cosAj1
0 0
( 1 0 0
+AZ" {cos®cosA|0|+cosdsinA| 1|+sind|0 |} (5.63)
0 0 1

Fazendo as multiplicagées, obtém-se



AX ~-sin®cos A -sinA cosd®CcosA
Ay |=AX"| —sin®sinA [+ Ay”| cosA |+AZ"| cos®sinA |.
AZ cosd 0 sin®

Logo, as coordenadas sao expressas por
AX" = -AX" sin®cos A —Ay” sinA +Az" cosDCcosA;

Ay =-AX"sin®sinA +Ay” cosA + Az” cosdsinA;

AZ =+AX" cos® + AZ" sind.
Sob a notagao matricial a 5.65, 5.66 e 5.67 se tornam

* T -
AX :D(O,/\)Ax .
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(5.64)

(5.65)
(5.66)
(5.67)

(5.68)

As coordenadas do vetor Ax~ sao obtidas da 5.68 mediante a inversao da

. T )
matriz D, ,,; mas

T -1 ) -1
(D(w,z\)) = (D(o,/\)) = D((D,A)’
de modo que resulta
Ax" - D(OVA)AX‘
e as coordenadas

AX" = —AX" sin®dcos A — Ay sin®sinA + Az cos @;

ok

Ay” = —AX" SinA + Ay COsA;

*

AZ" = +AX" cos D Ccos A + Ay’ cosDsinA + Az sin®.

(5.69)

(5.70)

(5.71)
(5.72)
(5.73)

As coordenadas polares d, A, ez de um ponto qualquer P, podem ser

expressas em funcédo das diferencas de coordenadas do CG e dos parametros

® e A da direcao vertical. Disto escreve-se as quantidades

a) distancia pela expressao:

=y} (ay7) a2} = f(ax  +(ay ] (a2

b) azimute pela expressao:

A, =arc tan-—Al”—

AX

. —~AX" SiNA + Ay COSA
=arctan

¢) angulo zenital pela expressao:

%

Z= arccos£—

d

_AX" Sin®Ccos A — Ay sin®@sinA + Az cos®’

(5.74)

(5.75)
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AX" cosDcos A + Ay cosDsinA + Az sind

=arccos
d

(5.76)

5.3.3.2 Transformacgao das coordenadas cartesianas elipséidicas nas coordenadas
geograficas elipsodidicas
A transformacao inversa, i.e., a obtengao do terno (p,A,h) do ponto P, a
partir do terno ordenado das coordenadas cartesianas (x‘,y‘,z') € conseguida pela

férmula da longitude A (GRAFAREND et al.,, 1995, p. 339) e pelas férmulas da
latitude ¢ e da altitude elipsoidica h (BOWRING, 1985, p. 203, 206):

x=n[1—%sgn(y°)—%sgn(y')sgn(x‘)}+arctan-::—:, {LeR|0<A<2n}; (56.77)
p=arctan—Zreal-fsiny loer|-Z<o<Z} (5.78)
J(x) +(y’) -e’acos’u
u=arctan —_Z‘g:D—; 1+ 5128(1_2“ - (5.79)
(L AT ) (@)
h= (x‘)z+(y‘)2cos<p+z°sin<p—%, {heR|h>0}. (5.80)

5.3.3.3 Transformagao das coordenadas cartesianas elipsoidicas nas coordenadas
cartesianas elipséidicas topocéntricas

Como o CE e o CET estao ligados um com o outro pela normal elipséidica,
existem relagées que permitem expressar as coordenadas de um sistema em
funcao das coordenadas do outro sistema.

Note-se que a relagdo geométrica que existe entre o CG e o CAT é
semelhante a que existe entre o0 CE e o CET; a distingdo se faz pela troca dos

argumentos ® e A por ¢ e A, respectivamente. Disto segue que a relagao existente

entre os vetores basicos i e i (HECK, 1995, p. 46) se exprime por:



na qual o produto P1R2(;r )R% resulta a matriz
—2"<P

~Sin@CcosA —sinesinA cos¢
D ..=| -sinA COSA 0

(02)

COS(®COSA COSQSINA SN

Entao, as férmulas que relacionam os vetores de base sao

200

I | |-sinpcosi -singsini COS(p_ !
i |= —-sini COSA 0 il
kK™ CosS@CosA cos¢sini  sing ||k

! —sinpcosi -—sini coswcosx— 1
i |=| —-singsinA cosA cos@sini
k' COos® 0 sing K"
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(5.81)

(5.82)

(5.83)

(5.84)

Analogamente a 5.68, as coordenadas do vetor Ax™ sdo obtidas pela expressao

AX = D(T‘s»l)AX”’
cujas componentes sao
AX =—AX"sinpcosi —Ay™ sinA + AZ™ COSPCOSA;
Ay’ = -Ax" singsinA + Ay” cosi + Az" cospsin,
AZ" =+AX" cos@+ AZ” sing.

Inversamente,
AX” = D(co,k)Ax.’

AX” = ~AX"sinpcosi — Ay  singsini + Az cosg;
Ay” =-AX"sinA + Ay’ COS A;
AZ” = +AX’ cOs @COS A + Ay’ cos@sinA + AZ" sing.

Com estas expressbes, obtém-se finaimente a

coordenadas polares d A, e £ e as coordenadas do CE

4= \/(AX“)Z * (Ay“)z +(AZ")2 = \/(Ax')z “L(All')2 +(Az’)2;

relacao

(5.85)

(5.86)
(5.87)
(5.88)

(5.89)

(5.90)
(5.91)
(5.92)

entre as

(5.93)
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A, =arctan—éy.—.=arctan — —AX S'M_’L.Ay C_OSK - ; (5.94)
AX —AX SINQPCOSA — Ay SINQSINA + AZ COS@
¢ =arccos A|§| =arccosAX COScpcos7»+AyI(;ioswsmk+Az Sln(p. (5.95)

5.3.3.4 Transformacgao das coordenadas cartesianas geocéntricas nas
coordenadas cartesianas elipsoidicas

A figura 5.14 mostra a correspondéncia entre o0 CG e o CE, a qual é dada
por seis parametros que, geometricamente, podem ser interpretados como trés
deslocamentos da origem nas dire¢gdes dos eixos assim como trés angulos de
rotacao para a rotagao espacial dos eixos coordenados.

FIGURA 5.14 — RELACAO ENTRE AS COORDENADAS CARTESIANAS GEOCENTRICAS E AS
COORDENADAS CARTESIANAS ELIPSOIDICAS

Z*
A

A fim de alinhar os eixos do CE paralalelamente aos do CG sao necessarios

trés rotacbes espaciais mediante os angulos de rotagéo ¢,,e, €¢, em torno dos

eixos x',y’ e z*, respectivamente.
A rotagdo no espago do CE no CG fica descrita pelo produto das trés

matrizes de rotacao R1(%),R2(Ey) e Rs(%) (HECK, 1995, p. 48):
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I | =Ry R [ 17| (5.96)

O vetor posicdo x do ponto P, € composto pela soma do vetor posicao X’
com o vetor a do deslocamento da origem:
x =a+Rx’. (5.97)

As coordenadas do vetor x° sao

x* ax x.
y |=|a, |+Ry, Rt Ris v (5.98)
Z' a, Z.

Da equacado 5.97, sao obtidas as férmulas para as diferencas de

coordenadas. Sejam os vetores:

X; =a+Rx; (5.99)
X, =a+Rx.. (5.100)

fazendo a diferenga x; —x;, obtém-se a equagio
AX =RAX], (5.101)

As coordenadas do vetor x* sao

AX AX
AY" =Ry Ry Ri) Ay |. (5.102)
AZ Az

5.3.3.5 Transformacao das coordenadas cartesianas astrondmicas topocéntricas
nas coordenadas cartesianas elipsoidicas topocéntricas

Das se¢des 5.3.3.1 e 5.3.3.3 sao retiradas as equacgdes

AX' =Dy, \AX; (5.103)
AX =D/, AX"; (5.104)
AX" =RAX", (5.105)

Substituindo a 5.104 em 5.105 e, depois, em 5.103, resulta
RD(M =D (@ A) (5.106)
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Sob a consideragdo da 5.61, ambos os membros da 5.106 sao

premultiplicados por D( obtendo

®,A)?
AX” =D, ARD( 2AX (56.107)

O CAT e o CET se distinguem em orientagdao pelos angulos de rotacao
n& ey, que descrevem as respectivas rotagbes em torno dos eixos x",y" e z”
(figura 5.15).

Uma relagéo equivalente a 5.107 & obtida mediante a transformagao do
sistema levogiro CET em um sistema dextrogiro a fim de que os angulos de rotagao
n.§ e y, possuam um sentido de rotagdo matematicamente positivo (HECK, 1995,
p. 53), o que é conseguida pela reflexdao do eixo y™ no plano x™y™ de modo que a

rotacao espacial completa é dada pelo produto matricial P. R3( )R )R

A fim de transformar o sistema dextrogiro resultante no sistema levogiro
CAT é necessaria a reflexdo do eixo y~ no plano x™y™. Com este procedimento é

obtida a equagao

Ll oo

X X
Y |=PRRoeRea | V| (5.108)
Z** Z..

As expressoes 5.107 e 5.108 mostram a relagdo nao-linear que ha entre as
componentes do desvio da vertical, i.e., a componente do desvio da vertical em

longitude, a componente do desvio da vertical em latitude e a componente do desvio
da vertical no plano horizontal: n= (A - x)cos<p - (sx COSA+g, Sin X)sin(p +¢€,C0SQ,
E=(®-0)+gsink—g,cosh e y=(A-A)sing+(s,cosh+g, sink)cose+e,sing,
respectivamente, e os angulos de rotagao e,,¢, € ¢, , assim como os parametros

¢ e A da normal elipséidica e ® e A da dire¢cao zenital no topocentro P, (HECK,
1995, p. 63-54):
R3(W R R1(7]) = PZHRZ(%_(D)Ra(A)Rs(SZ)RZ(SY)R1 R3(1)R ( )PIPZ (5.1 09)

O primeiro membro da 5.109 pode ser aproximado, dado que os angulos
n.& e y sao pequenos, pela matriz
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1 v £
RyRyoRim =¥ 1 n| (5.110)
E - 1

FIGURA 5.15 — DISTINCAO ENTRE O SISTEMA DE COORDENADAS CARTESIANAS
ASTRONOMICAS TOPOCENTRICAS E O SISTEMA DE COORDENADAS
CARTESIANAS ELIPSOIDICAS TOPOCENTRICAS

z e
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norte geodésico
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- y**

leste astrondmico
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—_ &
G T o y..
leste geodésico

O produto R3(SZ)R2(%)R1(SX) também pode ser aproximado, dado que os

angulos ¢ e, € £, sa0 pequenos, pela matriz
X1 %y pA

1 g ¢
R3(82)R2(ey)R1(Ex) ~l-g 1 g | (5.111)
g, —& 1

Substituindo na 5.109 a 3.135, a 5.60, a 5.111 e a 5.82, reescreve-se a

5.110 na forma:

1 v =& 1 0 O||-sindcosA -sin®sinA cosd

-y 1 ni{=0 10 —sinA COSA 0

E -n 1 |0 0 1]| cos®cosA cos®sinA  sind
1 g, -g, |[-sinpcosik -singsinA coso][1 0 O
-, 1 g —-sini cosi 0 ||0 -1 0}.(5.112)
g, -g 1 | cospcosh cosgsink sing |0 0 1
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5.4 SUPERFICIE DO POLIGONO SOBRE O ELIPSOIDE

A superficie de um poligono sobre o elipséide pode ser deduzida a partir da
superficie formada pelo lado desse poligono, pelos meridianos dos pontos extremos
do lado e o equador.

A comparacao da figura 5.16 com a figura 5.17 mostra que a linha
geodésica entre os pontos B e C do elipséide corresponde ao arco de circulo
maximo entre os pontos B’ e C’ da esfera. Nisto as latitudes esféricas dos pontos

sobre a esfera sao idénticas com as latitudes reduzidas dos pontos sobre o

elipsdide. Assim, para cada ponto (¢,1)da linha geodésica no elipséide, ha o ponto

(B,®) em um circulo maximo.

FIGURA 5.16 — TRIANGULO ELIPSOIDICO FIGURA 5.17 — TRIANGULO ESFERICO
A A
/0\ /\V\Y\
/\,
EA A
Qo A Qzé/ \Q\?
@/' / \9\ AY é‘/,
(\/ / 5 (\,

\2;?
\\

Ainda nas figuras 5.16 e 5.17, o tridngulo elipséidico ABC corresponde ao
triangulo esférico A'B'C’ com o mesmo azimute A, para as linhas s e Ac
(RAINSFORD, 1955, p. 13; HECK, 1995, p. 183, 245; WOLFRUM, 1995, p. 413). A
latitude reduzida B do ponto B é a mesma do ponto B’, e a do ponto C € a mesma
de C', mas a distancia entre os dois pontos e a diferenca de longitude sao
diferentes (JORDAN-EGGERT, 1962b, p. 110).

O elemento de arco infinitesimal ds expresso
a) na esfera:

RdocosA, =Rdp; (5.113)
RdosinA, =Rcospdo; (5.114)



b) no elipséide:
dscosA; =Mdg;

dssinA, = Ncosoda .
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(5.115)
(5.116)

A relacao entre a longitude geografica elipsdidica L e o angulo ® é a razéao

entrea5.113ea5.115;

Mde ds do ds
eentrea5114e a5.116;

Rcospdo RdosinA;  dB Ncose ds _ Ncose dp cos¢ dp

V2

Ncosedi dssinA, =an “cosp ds Mcosp do cosB do’

Como

Cos @

Vi1-e?

cosfP =

A relagao diferencial entre ¢ e §, a qualvem da 5.33 é

dpg= Vi-¢* d(p:> =vy1-¢ COSB

cos’ B cos’ [0} cos’ (p
Reescrevendo a 5.119 na forma:

cos’f _ 1
cos’ ¢ V2(1—e2)

que substiuida na 5.122 resulta o quociente diferencial entre 3_2' :

aBg__ 1

do 2 Ji_&?

(5.117)

(5.118)

(5.119)

(5.120)

(5.121)

(5.122)

(5.123)

(5.124)

Substituindo a 5.124 na 5.118 encontra-se o quociente diferencial entre da

e do:

a;:% \/1 ecos J

”esmﬁ_mfﬁne%m

(5.125)
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5.4.1 Superficie do quadrilatero infinitesimal

Da figura 5.18, a superficie dS de um quadrilatero infinitesimal na superficie

do elipsdide é expressa por:

2 2 2
a(1—e ) a cosopdpdi = 2 (1—e )

dS =(Mdop)(Ncosodir) =
(Mdo)( ) J<1 _esin? (P)3 J1 _e&*sinto (1 & sin? (p)

> COS@dodA.

(5.126)

FIGURA 5.18 - QUADRILATERO ELIPSOIDICO INFINITESIMAL

¢
9+ 40 P, (0 + do3 Ao+ d2)
Mdo
SIS A
B (@ 4o) Ao+ dA

|
Utilizando do Apéndice 1 as identidades

a=b 1+e’2:3-2—22—=1+e’2:>a2=b2(1+e’2); 1=(1—e2)(1+e’2); =22 _

2 2
sinp=Vsing, V' =—€ . g-e?_&®—&%e? dp=—t—dp;

1+e%sin’p’ N1+ e?

e substituindo-as na 5.126, vem a expressao da superficie infinitesimal dS em

funcao da latitude reduzida B e da diferencial do:
dS = b (1 +e”sin’ B)(cosp)dpdo. (5.127)
Fazendo

t= \/1+e’2 sin’ B; (5.128)

a 5.127 resulta
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dS = b’tt'(cosf)dBdo; (5.129)
em que t' diz respeito a esfera.

Mediante a 5.129, a integracdo € efetuada sobre a esfera (DANIELSEN,
1989, p. 62). A superficie S compreendida pela linhas: equador, geodésica e os

meridianos € a intergral:

oy By
S = b J't'dco It cosBdp; (5.130)

em que

By By

jtcosBdB =_N1+e'2 sin’ B cos BdB. (5.131)
0 0

Fazendo as substituicées:

e'sinf=x; (5.132)
g)é e'cosp= —dx cosf3df; (5.133)
e'sinB, =v; (5.134)

a 5.131 é reescrita como

By y
JtcosBdB=—e1-,-J' 1+ ¥ dx. (5.135)
0

0
O integrando V1+x* é desenvolvido em série pela formula do binémio com
expoente m> 0 (BRONSTEIN et al., 1999, p. 1011):

exf <t MO g MO ) (mne)

2! 31 n!
(5.136)

que resulta

12 1.4 1.6 5 _s 7 .10
1452 _1+2 §x +Té_x “1'§§X +?5_é'x (5.137)

Entao a solugao da integral 5.135 é

y

1 1.2 1.6 5 s 7 10
ETJ‘(”ZX - 16X —T2—8-x +-2?6_X + )dx

ft

0
1 13 1 5 1 7 5 o 7 n
e'(y%y o 1Y TerY oY ) (5.138)
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Multiplicando a 5.138 por

- 2_q4, 12 1a 1.6 5 8 7 0
=41+y _1+2 8y +16y 128 256y (5.139)

resulta, apds a eliminagao dos termos de poténcia superiores a 11,

8
y +

g(“%ya“%ysﬂgs y7_3?5 V9+3Sg5 y11+"')' (5.140)
Substituindo a 5.140 na 5.130, a expressao da superficie se torna
b2 (.25 1.5 4 7 8 o, 64
Sz'e_'.[(“?y ~75Y "705Y ~315Y 3465 +'"}j‘”' (5.141)

@

Mas y =e'sinp,. E necessario exprimir o sinB, em funcado dos argumentos

o e B, (figura 5.19).

FIGURA 5.19 - TRIANGULOS ESFERICOS AUXILIARES SOBRE A ESFERA UNITARIA DE BESSEL
pr

No tridngulo esferico retangulo P'P,P; sobre a esfera unitaria de Bessel
(HECK, 1995, p. 246), o ponto P, possui a maxima latitude reduzida e  é contado

a partir do meridiano deste ponto.
Aplicando o teorema dos senos (ver Apéndice 2), obtém-se



c(m 7
snn(i—&) ) sm(E—BO) _ cosp, 1
~ sinA cosB, sinA’

T
sina
2

Aplicando o teorema das cotangentes (ver Apéndice 2), obtém-se

cos A =sinwsinf,.

Elevando cada membro da 5.143 ao quadrado,

cos? A = sin” osin’ B, = sinA = y1-sin’ wsin’ B,.
Substituindo a 5.144 na 5.142, esta é reescrita como

cosf, 1

cosfe  J1—sin® wsin’p,

Aplicando o teorema das cotangentes ao tridngulo P'P;P,, obtém-se

cos o = cot [%— Bz)cot By

tanp, =tanf, cos;

: . cosB,
sinp, = sinf, coso :
B2 BO cos Bo
Portanto,
, sinf, cos®
y=¢€'sinf, = e’—i—z—.
J1-sin? B, sin’ o

Fazendo
sin® = sinf, sinw;

obtém as identidades:

c0s0 = y1-sin’ B, sin’ o;

1
sinf,

que permitem reescrever a 5.149 como

2
cos®m = Jcos? 0 —cos? B ;

sinB, cos® 1 2 2
- a' 0 — e —
y=e oS0 =e coSe,/cos 6-cos"f3,.

Diferenciando as fungdes sinw e sin6 da 5.150:

cos 6d6 = sinf, cos wdo;

170

(5.142)

(5.143)

(5.144)

(5.145)

(5.146)
(5.147)

(5.148)

(5.149)

(5.150)

(5.151)

(5.152)

(5.153)

(5.154)
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obtém-se a diferencial do expressa por:

_ coso
~sinB,cose (5-155)

Substituindo a 5.152 na 5.155 obtém-se:
do = cos 6
Jcos? 6 —cos? B,

de. (5.156)

Com a 5.153 e 5.156, a integral da soma dada pela 5.141 é resolvida na

forma:
Y o
j Jcos 6—cos’ B, cosb __ go-e¢ J' do =e'[0]" (5.157)
(,;1 . Jcos? 6 —cos? B,
0 @ 3
y’de = J'(e' 1 5 ‘/cos2 0 —cos’ B, j cos® do
N : S \/ cos’ 0 —cos’ B,
T
3 2 2
=€ cos” 6 —cos de
J cos’ 0 ( BO)

@ ©2 2 B -
=e”’ Jde—e’s cos’ [30.[ 1_de=e|6-cos?p, _‘.——jz—de =e” [9—02'2] - (5.158)
0,
Y o>

cos’ 0 cos” 6
com
¢’ =cos’ fy; (5.159)
[0
_" (5.160)
o cos’ 6
N 5 b 1 2 CPuY cos0
ydo=}le e\/cos 0-cos” B, de
: J S Jcos? 0 —cos?
©7 1 2
5 2 2
=¢ I cos 6-—cos B,] db
. cos’ 0 ( 0)

o5
=e’sj 1__(cos’6—2cos® 6cos? B, +cos* B,)do
. cos'0

o o
=e® J.CB—ZG'S cos’ B, J‘——12 do +e” cos’B, —de e’ [9 2¢%, +c'l } . (5.161)
o cos 6 cos 0
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com
¢ — cos’ B, (5.162)
%1 |
- . (5.163)
o, COS O
@ ] 7
oo e o )
: : cos ‘/COS2 06— C052 Bo
@2, 1 3
7 2 2
=g cos” 6 —-cos de
J cos® 6( Bo)
@y
(Dzi
—e” [—L (cos6 6-3cos’ Bcos’ B, + 3cos’ Hcos’ B, — cos’ B, )de
Jcos 0

@ o o o,
=e’ j'ede —3e'’ cos’ B, j. 12 do +3e” cos’ B, I 1 —do—e” cos’ B, _[“1—5‘ do
©

cos 6 cos © cos 0
oH o on
=e”[0-3c%, +3¢%, -’ [ (5.164)
oy
com
¢’ =cos’ B; (5.165)
N
o, COS O
o, o, 9
Iygdm = j(e’ 1 5 ‘/cos2 6-cos’ B, ) cos® de
. o\ ©os Jcos? 6 —cos® B,
o2 1 4
=e”® I - (0032 6 —cos’ Bo) do
cos 6
oy
0)2.
=e® ——18—(cos8 0 -4cos’ 6cos’ B, +6cos’ Bcos’ B, —4cos’ 6cos’ B, +cos’ B, )de
J €os 0
©g oy @y ©;
=e* |do-4e” cos’ B, I ——12—d6 +6e” cos' B, I 1 —d0 - 4e” cos’ B, I 16 do
’ cos 0 cos 6 cos 6
o o o &
“ w2
+e"° cos’ B, j 18 do=e” [e —4c%, +6¢'l, —4c’), + cela] . (5.167)
cos O o1

@
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com

c® =cos’B,; (5.168)
T o1

= j 4o, 516

° %COSZG (5.169)

Jy” y = Ke Jcos 0 —cos [30) cos® do

2
Jcos 6 - cos’ B,

/]
11 1 2 2. \8
=e" |———|cos 6-cos de
co-!1:0}3106( Bo)

B e'”wj[ 1 [cos'®8-5cos’0cos’ B, +10cos’ Hcos’ B, "
: COSf0 6| -10cos’ 6cos’ B, +5cos’ 6cos’ B, — cos™ B,

@ oy @ @
=e" jde-Se’”cosz[io J——-lz-md9+10e'”cos4[30j L8 d6—10e’”cossBo_" T_do
J Jcos 6 Jcos 0 Jcos 0

© ®
+5¢"' cos’ B, J 13 do—e"'cos™ B, J‘;de

10
J cos 6 cos O

o {e ~5¢7, +10c*, —10c°l, +5¢ ﬂ
[N

ey (5.170)
com
¢’ =cos’ f; (5.171)
Lo = wj———L—dB. (5.172)
: cos’ 0
Substituindo as 5.157, 5.158, 5.161, 5.164, 5.167 e 5.170 na 5.141, obtém-se:
e'0 1
+%e’3 (9 - 02I2>
S=i 112 ’559 2c?, +c|)
¢ | +555 e’ (6-3c7, +3cl, -’ )
~50=e” (0- 40, + 6c'l, - 4c%, + L)
_ 33259 5¢7, +10c, ~ 106, +5¢, ~ " |




0 1+§e ‘%e'4+1353ﬁ‘3?5eﬁ+34625
7, gez—%e 345e’6 —-53125-@8 +%e
" —0414(%e'4—35e +11%e’8 —%%e"’j
*6'6(135 ¢ 315 ¢ + 503 eno)
{'(3?5 ¢ 66%9'10)
Lo%-s-e'"’

A solugéo das integrais L, |,,

1999, p. 1640):
dx 1

sinax

n-2

10 T2
e’ )

dx

)

oy

cos" ax

a(n-1) cos" " ax

n-1

cos

-2

. com n>1e a=const.
ax

174

(5.174)

l, 1, el, é obtida da férmula geral (BRONSTEIN,

(5.175)

Fazendo a=1 x=0 e ne {2, 4.6, 8,10} obtém-se a formula de recorréncia

-f ccjjser)1 0 711—_1Jn_1 ’ ?1:% hezr e = csisr:'?e'

Portanto,
n=2::>|2=:m;2e -8 _;
n=4=l = .'CO; ~do - ;CZ‘296+%| =2+ 2,
n=6:>|6=-'?.;%de=%;299 e . X
n=8=l, = _'gia—ede—%—sﬂ% T L LS. RS 2N
n=10=1, = Ico:1°6de ;;’299+%I gt o+ 2y,

2,

(5.176)

(5.177)

(5.178)

(5.179)

(5.180)

(5.181)

Substituindo a 5.177, a 5.178, a 5.179 e a 5.180 na 5.174 e apds a ordenagao,

obtém-se:



'y,

L

(Ee “105° "315° 2079
+c2( 16 6 128 s 512 enoj

+c4( 64 s __512 enoj

+C ———F——==¢€

) \
(—)(1+ge’2——1—e'4+ 4 o° 8 oo, B4 o0

15° T705° "315° 3465

e e +

(2 2 2 r4+_i /6__ 32 8 64 eﬂo)-
3 15 35 315 693

+ct[ 2t 8 o5, 32 8 256 e,1o)

45 105 315 2079
32 6 256 & 1024 e,1o)

1575° ~2725° T10395

s( 128 s 1024 0
T T1025° "24255° )
8 8192 o0
"¢ 7091475 °

e + e

1 + 4 5 16 & 128 e,mj_

1575 ~4725° T10395

11025 24255
6 4096 /10

1091475

e e +

2
—®J;|c

c

L

(525 1575 3465

41024 _10

4 5 32 5 128 e,«o)'

16 & 128 _n0
[36758 T§085° j

363825

e

2
Cc

L

_C10J

8 & b4 eno)

6 (2205 4851
-cJ,

512 e
218 295

64 0

531185 ©
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(5.182)



A8 =0, -6, = arcsin(sinp, sinw,) —arcsin(sinp, sinw, );

AJ,

-1 =

Da 5.150, faz-se

sin®,

sing,

1 - 1!
cos" 8, cos” 6,
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(5.183)

(5.184)

e representando as parcelas que estdo entre parénteses por k; em que i e jsao o

expoente da constante ¢ que esta fora e dentro dos colchetes, respectivamente,

obtém-se
1. 2.2 1 4 4 5 8 64 0]
koo =1+3€" ~35¢ * 105 “315° *T465°
2.2 2 4 4 s 32 8, 64 0
k20 =3 ~95° *35° ~315° *393°
_2 4 8 & 32 & 256 o
K =75 ~705% *315° ~3079°
_ 32 _5 256 _s& 1024 _no
Koo =7575€ ~3725° *70305°
k. —_128 s _ 1024 _qo
%=71025° 24255
k. = 8192 A0
%~ 7091475
__1_ 14_ 4 /6 16 18__ 128 110
Ko =25€ ~705€ *315° 32079°
_ 16 s 128 s, 512 _n0
Kee =7575° ~7725° *T0395° 5185
> .
k - 64 eys_ 512 er‘lO
% ~11025C ~ 24255
4096 0
Kes =T091475
4 6 32 s 128 o
Ko =525 “7575° T3465°
__ 16 _s 128 _qo
K2 =3675° “B085°C
_ 1024 o
Kes = 33805 °
__ 8 .’ 64 _no
Koo =5205€ ~7851°
_ 512 10
Ke2 = 578295 ©
64 10

Ko = 37185 °




KooAO

|s|=a%(1-1)"

Keo +Kg,C )c AJ,

s
(k60 + kg, + kg C )c AJg
s
- (k

5.4.1.1 Calculo da diferenca angular Ae

Ko +KeaC” +Ke€' + koo’ )" A,

~(k20 + Ky, Ky CF HKyeC” + kmc&’)czAJ1
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(5.186)

A diferenca angular Ao é calculada pelo procedimento em SODANO (1958,

p. 15-18):
Ao =|AN+X,

em que x € dado pela série de Helmert:

128nF + 128e’n°C*F
+ 128e°n°PF*  + 16e”Psin’F
e+ 3h’F - 8e’nhC’sinFcosF
X = —
128|- 2h’sin®FcosF + (16e2e'2n+-'-IL48e“n3)CzPF2
- 8e’hPsin’F - 16nhPFsinFcosF
|+ 128e'n’P°F + 32¢°e”nP’Fsin’F
em que
n= ,e )
e +e
A =sinf, sinf,;

B = cosp, cosp,;
F =arccos(A +BcosAi);

_ Bsin|an].
sinF '’
m=1-C*:
h=e’m:
-_m __A_
tanF sinF’

+

8hF
128e‘n°C*F
5h? sinFcosF

— 16e’nhPF?

192e*n’C*PF’ cotF
8e”P? sin’ FcosF

(5.187)

8hsinFcosF
24e’nhC’F

64e‘n’C’'mF’
16e’e”nC’Psin’F |

8e”hPsin’ Fcos’F

(5.188)

(5.189)

(5.190)
(5.191)
(5.192)

(5.193)

(5.194)
(5.195)

(5.196)

Calculado Aw, calcula-se, agora, o, pela solugéo dos tridngulos esféricos

retangulos P'P,P| e P'RP;.
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Aplicando o teorema das cotangentes ao triangulo P'P,P/, obtém-se:

. . tan
cot(%—&)sm(%— BO) = cos(%—ﬁo)cosm1 +sino, cot% = tanp, = cosz: . (5.197)
Analogamente para o triangulo P'PP;, obtém-se:
cot| 2B, |sin| Z—p ):cos I8 )cosw +sino, cotX = tanp, = tanp, (5.198)
2 2 2 2 2 2772 ° coso, '
Igualando as expressoes
cosw, _ tanp,
coso, tanf,’
cos(o, +Aw) tanB,
cosw,  tanB,’
cosw,cosAw —sinw, sinAe _ tanp,
COS ®, ~ tang,’
. tan,
cos Ao —-tanw, sinAe = ,
tanp,
®, =arctan L cosAm——tﬁz- (5.199)
! sinA® tanp, )|

Finalmente, obtém-se:

0, = o, + Ao. (5.200)
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6 ANALISE DA QUALIDADE DE REDE GEODESICA

Nesta secao apresentam-se as denominagbes, o0s conceitos, o0s
procedimentos matematicos e estatisticos pelos quais as estimativas de qualidade
sao obtidas. No sistema de coordenadas astronémicas topocéntricas da-se o inicio a
caradterizagéo do If mediante as observagbées das quantidades, e.g., distancia,
angulo horizontal e angulo zenital, as quais estao sujeitas a critérios da verificagéo
de qualidade. Essas observagdes devem ser consideradas como amostras de um
vetor aleatério multivariado.

As estimativas de qualidade sio alguns dos elementos aprimoradores da
caracterizacao de estremas como objeto de andlise em memorial da
caracterizacao de estremas da matricula imobiliaria. Sao expostas as estimativas
que podem ser deduzidas da matriz covariancia amostral na fase da analise dos
dados advindos das mensuragdes e as estimativas que podem ser deduzidas da
matriz covariancia dos parametros ajustados e da matriz covariancia dos residuos.

Os critérios de verificagdo da qualidade de rede geodésica sao expostos e
sugeridos que integrem as documentagdes fundiarias: o laudo de demarcagao e o
laudo de arbitramento no processo de discriminagao de terras devolutas, o
plano geral de legitimacao de posses em terras devolutas e o laudo de

demarcag¢ao de quinhodes.

6.1 ANALISE DOS DADOS ADVINDOS DAS MENSURAGOES

A fim de caracterizar uma grandeza de mensuragao, a teoria classica de
erros faz a distingao entre valor medido x; e valor verdadeiro x de uma grandeza. A
diferenga entre estes dois valores &€ chamada desvio verdadeiro n que permanece

desconhecido. A diferengca entre o i-€simo valor medido x, de uma amostra
composta de n valores medidos x,,X,,...,X;,...,X, sobre a grandeza x e o seu valor
esperado E(x)=p € chamado desvio aleatério g, que se estima a partir da

realizagcdo do valor esperado que é efetuada pelo valor médio X dos n valores
medidos. A diferenga entre o valor esperado e o valor verdadeiro € chamado desvio

sistematico (“bias”) & que possui uma parte conhecida §, e outra parte
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desconhecida &,. Estes conceitos podem ser ilustrados pela (figura 6.1) e

formulados.
=X "1 (6.1)
d=p-X=3, +8,. (6.2)
Entéo comporé a realizagdo da grandeza de mensuragao x;, as partes:
X, =g+L=¢g+d+X (6.3)
FIGURA 6.1 — CONCEITOS DA TEORIA CLASSICA DOS ERRQS
n=¢g;+d
; ; o o €j
O’A o O O3 X
X E()=p Xi

Os valores estimados de variancia, de covariancia e, por conseguinte,

de correlacdo nao sao influenciados pelos desvios sistematicos, pois

S>2< Zﬁ;[(xi +6x)_(§+8x)] =F1__1§(Xi —Y) ; (64)

2 n 2

s, =n—1_1-i21;[(vi+6y)ﬂ(7+6y)} =;1_—1§,(y;—V) : (6.5)

Sx,y=’n—1_—1=1 [(xi+8x)—(3<'+8X)][(yi+6y)—(?+6 )] —1_1221:[()( X)(v.-Y)] (6.6)
[ = sssy _ (6.7)

O termo acuracia (lat. accuratio; al. Genauigkeif) é a designacao qualitativa
para o tamanho da aproximagao proveniente do resultado da determinagao para o
valor de referéncia em que pode estar conforme com a definicao ou conven¢ao do
valor verdadeiro, do valor correto ou do valor esperado (DIN, 1987, p. 3).

Neste sentido, a acuracia € o grau de conformidade de um certo resultado
com um padrao no que diz respeito a qualidade. Segundo o padrao de referéncia,
os atributos absoluto, relativo, interno e externo podem adjetivar o termo acuracia
(WENDERLEIN, 1988, p. 147).

A medida de acuracia depende de dois critérios: a precisao e a corregao,

conforme esclarece a figura 6.2, em que a precisdo € medida de dispersao das
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observacées em torno de um valor médio e a correcédo é a medida do afastamento
deste valor médio em relagao ao valor verdadeiro.

FIGURA 6.2 - PRECISAO E CORRECAO COMO CRITERIOS DE ACURACIA

?

A’
\\\
T~
\\
TN
N
M)
i
/./
N
La)’
///
—

e

—

e —

T

e

%f/

resolugao

Y

O

b3
=

X

FONTE: SCHMIDT(1997, p. 215).
NOTA : Adaptada e traduzida do original pelo autor.

6.1.1 Organizagao dos Dados de Mensuragao: Matriz de Dados Amostrais

A finalidade das observacoées geodésicas é determinar os parametros
incognitos, e.g., as coordenadas dos pontos. O termo mensuragdo designa o
processo pelo qual um nimero é associado a variavel aleatéria, e a observacao é o

resultado numeérico de uma certa mensuracgao. Cada valor numérico £; € entendido
como a realizagdo da variavel aleatoria ¢;. Doravante, esta notag&o € utilizada. Nas

ciéncias experimentais, frequentemente, ha um conjunto de variaveis a serem

medidas, o qual pode ser expresso pelo vetor aleatério multivariado

T

C=[t, £, 4 4] (6.8)
Uma amostra do vetor aleatério ¢, na qual cada uma das n variaveis m

vezes € medida, denomina-se matriz de dados amostrais ou, simplesmente, matriz

de dados, a qual é denotada pelo simbolo L, e é expressa como:
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LT 511 b

21 22 €21 2n

L=[¢] =~
[ 'Jmen EH Eiz . EIJ e gin (69)

_£m1 emz ij Emn_

6.1.2 Estimativas Obtidas a partir da Matriz de Dados

Da matriz de dados L advém o vetor médio amostral — que estima o vetor
médio populacional p (ver segdo 4.2.2) — denotado pelo simbolo ¢, cuja expressao
e da forma 4.61 em que os X sao substituidos pelos Z . A matriz covariancia

amostral — que estima a matriz covariancia populacional * (ver secdo 4.2.3) —
denotada pelo simbolo S € a 4.64. Os semi-eixos do hiperelipsoide sao dados pela
4.82 mediante a decomposicao espectral de S. A Matriz correlacido amostral é a

4.66. A distancia quadratica de Mahalanobis amostral é 4.84.

6.2 ANALISE DOS DADOS ADVINDOS DO AJUSTAMENTO DE OBSERVACOES
GEODESICAS PELO METODO DOS MINIMOS QUADRADOS

A analise de rede geodésica depende do conhecimento das coordenadas
dos pontos, do plano das medicdes e da acuracia. No ajustamento das observacgées
geodésicas em que é empregado o modelo Gauss-Markov (WELSCH et al. 2000, p.
140-141):

E(¢)=Ax ou t=Ax+g, E(e)=0, E(ssT) =cov(g) =cov(¢), (6.10)

as coordenadas estimadas encontram-se no vetor X e suas acuracias na matriz de

cofatores de covariancia das incognitas Q, que & a inversa da matriz dos

coeficientes das incégnitas das equagdes normais N:

N=(ATPA] . 6.11)
Na 6.11 a matriz A compreende as derivadas parciais das equacgdes de

observagao y=f{ (x) sendo avaliada com o vetor dos valores aproximados y  das

incégnitas, de forma:



A
X, %,
Y, N
def Oy : :
Aclail. 5= oy o,
s
Ny N
02 0'2 02
P=diag| - — —
s s s;

2
So.

> |-
S,
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(6.12)

(6.13)

A variancia oﬁ, no ajustamento de observagdes geodésicas, chama-se

varidncia de uma observagao de peso unitario (KOCH e POPE, 1969, p. 390), e

pode ser entendida como a variancia da populagdo, pois segundo a 4.31 a

. n . 2 . . N . 2
esperanc¢a da variancia amostral s”é a variancia populacional ¢” .

A matriz de cofatores de covaridncia das incognitas estimadas pelo

ajustamento é obtida da relacao:

qY1Y1
Oy, Ok,
quY1 qY2x1
qx.‘,y1 qx2x1

Q, =N"=1K, =

Oy Ay, Yy
quY1 arX1
qYuY1 qyux1
_q)‘uY1 qxu"q

quYz

qxzyz

inY2

quYz

qyu Y2

unYz

qxzxz

qinZ

qxixz

qYuXZ

qxuxz

., (6.14)

| simétrica

em que K, é a matriz covariancia das incognitas. A matriz Q,; ou entdo K, descreve o

comportamento estocastico do vetor das incognitas x . Esse comportamento — traduzido

em medidas de acuracia conforme a figura 6.3 — pode ser interpretado mediante o

teorema da decomposicao espectral (ver se¢ao 3.1.3.13) da matriz covariancia das

incognitas.



184

FIGURA 6.3 — MEDIDAS DE QUALIDADE DE REDE GEODESICA

QUALIDADE DE REDE GEODESICA

matriz Q;

matrizes Q, e P

matrizes Q,-(1 , Qi2 Q.

Xy

medidas de acuracia

medidas de confiabilidade

medidas de sensibilidade

Q; Q,

em partes no todo

limite inferior
de erro: V¢,

efeito do erro
V¢, no vetor x

My, =2 d' QA = {d i)

So

por propriedades das componentes principais
(dados nao-correlacionados: ver secdo 4.2.11)

b)
c)
d)
e)

semi-eixos do hiperelipséide de erros;
semi-eixos do hiperelipséide de confiangs;
proporg¢ao de variancia;

quociente Rayleigh;

critérios de optimalidade.

a) acuracia de coordenada isolada;
b) acuracia média de coordenadas;
c) semi-eixos da elipse de erro de ponto e quantidades obtida da curva podaria;
d) semi-eixos da elipse de erro relativa a dois pontos;

e) semi-eixos da elipse de confianga de ponto;

f) semi-eixos da elipse de confianca relativa a dois pontos;

g) erro médio de ponto segundo Helmert e segundo Werkmeister;
h) acuracia de fungdo das coordenadas obtida pela lei de propagagao de covariancias;

i) intervalo da medida de acuracia de uma fungdo qualquer das coordenadas obtido pelo quociente

Rayleigh;

j) estimagao do intervalo de confianga para uma unica incégnita;
) medida de acuracia de distancia;
m) medida de acuracia de azimute.
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6.2.1 Medidas de Acuracia

A qualidade de um ajustamento de rede é caracterizado pelas medidas de
acuracia e pelas medidas de confiabilidade. Estas medidas definem a regido em que
o valor verdadeiro ou valor de referéncia se situa com uma probabilidade pretendida.
O conceito de confiabilidade vincula a detecgao dos erros grosseiros, que podem
falsificar os resultados, as observacoes geodésicas.

Segundo o modo de a matriz Q; ser empregada, sao distinguidas as

medidas de acuracia, para uma rede, em medidas locais e em medidas globais
(LEONHARD e NIEMEIER, 1980, p. 488-489; DUPRAZ e NIEMEIER, 1981, p. 394;
NIEMEIER, 19854, p. 160, 171; JAGER e BILL, 1986, p. 75 -79; MARSHAL, 1989, p. 98-112).

As medidas locais de acuracia sao aquelas obtidas das submatrizes da
matriz de cofatores de covariancia das incognitas, conforme ilustra a figura 6.3; cada
submatriz utilizada é a portadora da informacao de acuracia das incognitas de um
ponto ou de dois pontos da rede geodésica.

As medidas globais de acuracia sao aquelas obtidas da matriz completa de
cofatores das incégnitas, a qual é a portadora das informagdes de acuracia da rede

geodésica como um todo.

6.2.1.1 Estimativas de medidas locais de acuracia

Nesta secdo apresentam-se os conceitos para rede do espaco de duas
dimensbes. Nas estimativas de medidas locais de acuracia sob o nivel de

significancia o, a varidncia de uma observacao de peso unitario a priori, denotada

pelo simbolo cﬁ, € igual a variancia de uma observagcao de peso unitario a

posteriori, denotada pelo simbolo 6§ ; esta ultima é obtida do ajustamento.

6.2.1.1.1 Acuracia de coordenada isolada

A medida de acuracia de coordenada isolada & o desvio padrao:

8, =GOy, (6.15)
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6.2.1.1.2 Acuracia média de coordenadas

Na 6.14 sejam calculados, separadamente, a média das variancias
das coordenadas y e x. A raiz quadrada de cada média é a medida de
acuracia média de coordenadas; suas expressdes sio:

‘/— quy, 5, = J_ qu (6.16; 17)

em que u, e u,designam o ndmero de coordenadas y e x, respectivamente.

6.2.1.1.3 Semi-eixos da elipse de erro de ponto, quantidades obtidas da curva podaria
e semi-eixos da elipse de confianga

A expressdao dos semi-eixos a e b, e do angulo de orientagdo 6 da
elipse sao dadas por:

a=6,,, =6 ‘[%(qym G W) = oy hmars (6.18)
D = Gy = Gy (0 + g ~W) =G0 6.19)
em que
2 2
W= J(inYi - qxixi ) + 4q¥ixi ! (620)
2
0 ~Jarctan—3 (6.21)
2 Gex, ~ Yy

O angulo 6 < é o azimute da dire¢ao do semi-eixo ae 6+ n/2 é o azimute
da dire¢ao do semi-eixo b.

A interpretagdo geométrica da elipse de erro, na hipdtese da
distribuicao normal dos erros, € que ela delimita a porgao do plano que, com
39% de probabilidade, contém a posigcao verdadeira do ponto (SURACE, 1995, p. 185).

A condigao de isotropicidade de erros sob um nivel de significancia a

é a equivaléncia entre a curva podaria e a elipse de erro. Quanto mais esta
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elipse se aproxima de uma circunferéncia, tanto mais a curva podaria e elipse
tendem a se equivaler.

Define-se matematicamente a curva podaria - também denominada

curva pedal (al. FuBpunktskurve) e curva de erro de um ponto — de uma curva

em relagdo a um ponto P, como o lugar geométrico dos pés das

perpendiculares (P) tracadas pelo ponto P as tangentes a curva, conforme a

1

figura 6.4 ilustra.

FIGURA 6.4 — ELIPSE DE ERRO E SUA CURVA PODARIA

x
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e /\\\\
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A equacao da curva podaria em coordenadas polares (JORDAN-
EGGERT, 1962a, p. 444; PROCHAZKA, 1966, p. 143) ¢é

o P
e

\

\

\ /

8, =a’ cos* (A, -6)+b’sin’ (A, -6, com 0<8<2m (6.22)
em que os simbolos a e b desigham o semi-eixo maior e semi-eixo menor da elipse
de erro, respectivamente, A; € o azimute da dire¢do ij e 6, € o angulo de diregao da
elipse. Para qualquer direcao dada por A;;, a 6.22 fornece a medida de acuracia das
coordenadas do ponto. Se A; forigual a 6,, entdo &, sera igual ao semi-eixo maior

da elipse; se (Ai = ei) foriguala /2, entao &,; seraigual ao semi-eixo menor da elipse.

O quadrado dos semi-eixos da elipse de confiangca resulta pela

multiplicagdo dos semi-eixos da elipse de erro de ponto por quantil da
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distribuicdo de probabilidade de qui-quadrado central sob o nivel de
confianga 1-o . Deste modo obtém-se

8, =8y1s1a; Do =Dy¥orai (6.23; 24)

6.2.1.1.4 Semi-eixos da elipse de erro relativa a dois pontos e semi-eixos da elipse de
confiang¢a

Ao calculo dos semi-eixos da elipse relativa a dois pontos precede a
determinagao da matriz covaridncia da diferenca de coordenadas homoénimas de

dois pontos. Sejam
=y, X ¥, %] (6.25)

o vetor de coordenadas estimadas pelo ajustamento e sua respectiva matriz de

cofatores de covariancia

\ -
qym Qy.x, :qY1Y2 qY1X2

T Do . 2, (6.26)

|
I
_qX2Y1 qx2x1 | qszz qxzxz_

O vetor das diferencas das coordenadas homdnimas dos dois ponto € dada por
ek
X, - % | [Aax] |[f(x,X;)
A matriz covariancia da variavel aleatéria A € obtida por propagacao
K, =GK,G' =5.Q,, (6.28)
na qual

oAy My {9Ay AAY| [_q4 ¢

, 10
_ Y, X, gayz OX, _ | ’ (6.29)
OAX  OAX OAX OAX| |, _iig 4
oy X |oy, 0 !
QA{%‘” q“"’*}. (6.30)
Quxay e

Os semi-eixos sao dados

8, = e = G| (Gt + g + W) =gl (6.31)
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br = C'}min = 6‘0 J%(quAy T Qaxax ~ W) = 60V}"min ' (632)
em que
2
W = (G ~ o) + 4 (6.33)
2
0 =%arctan—q-iy;“——. (6.34)

yAy

O quadrado dos semi-eixos da elipse de confianga relativa a dois
pontos resulta pela multiplicacdo dos semi-eixos da elipse erro relativa a dois
pontos por quantil da distribuicdo de probabilidade de qui-quadrado central

sob o nivel de confian¢ca 1-a . Deste modo obtém-se
8 =3 rai Do =Dy 1ia (6.35;36)

6.2.1.1.5 Acuracia de ponto

Critérios escalares para a medidas da acuracia de ponto sdo o traco e o

. . . . n a2 . - .
determinante da matriz covariancia K =.Q = &> [q”l ,» 0S quais séo designados

por acuracia de ponto segundo Helmert e segundo Werkmeister, respectivamente:
&' =@ +5” = sy + hmin = GOy, + G’ (6.37)
6|W = Ja2b2 = Jj\\‘méx X j“‘min = 60

(6.38)

6.2.1.1.6 Acuracia de funcao das coordenadas obtida pela lei da propagacao
das covariancias

A lei da propagacéao de covariancias recebe o nome, frequéntemente, de lei

geral da propagagéo de erros (PELZER, 1985a, p.57). Se n incognitas y, forem
fungdes de u variaveis x;, as quais sao escritas nas formas
y,=f(x). ie{12...n}, je{12.. u} (6.39)

e



190

Y f(X Xg0e 0 X0 Xy)
Y, £ (X0 Xz X500, X))

y:f(X): Yi ) fi(X1,X2,...,X-, X,) ; (6.40)

Yol |[H%Xa0X000X,)

de acordo com a lei da propagac¢ao de covaridncias, a matriz covariancia das n

incognitas y, é escrita
T
K, =AKA". (6.41)
Se houver somente uma incognita y como fungdo de u variaveis, a qual é

expressa por y = f(x1,x2,...,xj,...,xu), a lei da propagacao de covariancias fornece o

n2 . ..
escalar G, o qual € expresso na forma matricial

& =a'Ka, (6.42)
na qual
T_|Ooy Oy oy oy
=== == ... = .. . 4
4 Lx o, o axu} (6:43)
A produto matricial 6.42 desenvolvido mostra a formula da propagacgao de
covariancias:
2 2 2
& =(%j & +[%) &, +---+(§Xay—uj & +2%%6th +2%‘%6X«*s
o % . NN NN o NN,
+2—é—x1_3xu_ox1"u +m+2§28x3 Gy 777+ 2 ax; Bx, Gy, Toot2 Bx_. BX, Sy, i, (6.44)

As derivadas parciais sao calculadas com os valores aproximados das
variaveis X,,X,...,X;,...,X

u-

6.2.1.1.7 Intervalo da medida de acuracia de uma funcao das coordenadas obtido
pelo quociente Rayleigh

O quociente Rayleigh para uma fungao y =f(x,%,,....X;....X,) €

~

0<i .6 (aTa) <8} <hnada(a'a), (6.45)

em que o vetor a € dado pela 6.43.
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Para um conjunto de fungées y, =f(x,), ie{12...n}, je{12....u}, este
quociente € escrito

05 An,85(a'Q,a) <87 < 4,65 (a'Q a). (6.46)

6.2.1.1.8 Medida de acuracia de distancia

Seja a variavel

1

d=1(ay,ax) =[ (ay) +(ax)' | (6.47)
que representa a distancia entre pontos quaisquer ij. A variancia da distancia 62 é

calculada por propagacgao a partir de K, , pela expressao

&2 =DK,D', (6.48)
em que

_|od a1
D_{aAy an}— Uay & (6.49)

6.2.1.1.9 Medida de acuracia de diregcao

Seja R uma direcao qualquer ij é expressa por:

R =f(ay,ax) =arctan L. (6.50)
A medida de acuracia sera

&2 =DK,D', (6.51)
em que

oR R 1
D=2 - _JAx -Ayl 6.52
[8Ay 6Ax} dZ[ Ay] (6.52)
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6.2.1.2 Estimativas das medidas giobais de acuracia

6.2.1.2.1 Semi-eixos do hiperelipsbide de erro e do hiperelipsoide de confian¢a

Com a decomposicdo espectral de Q;, os vetores proprios e valores

proprios sao ordenados conforme a 4.93, e os semi-eixos sdo calculados pela
4.135. Pela propriedade de proporgao de varidncia em componentes principais (ver
4.131), podem ser considerados somente os semi-eixos representativos. Neste
hiperelipsoide, pode o teste de esfericidade dado pela 4.161 ser aplicado.

A matriz Q, define um elipsdide de dimensao u, no qual os semi-eixos sao

calculados pela raiz quadrada positiva dos valores proprios, e a orientagdo € dada

pelos vetores proprios.
O valor proprio maximo (xméx) pode ser associado com o vetor préprio que o

corresponde na decomposigao espectral.
A regiao de confianga para a incognita x; pode ser generalizada para o vetor

X que contém as u incognitas da rede geodésica, como:
Pr| (x= %) K; (x—%) <xfrq |=1-0, (6.53)
na qual r é o posto de K}, a qual pode ser calculada por decomposi¢éo espectral, e

%o+ © 0 valor critico da distribuicao qui-quadrado central.
6.2.1.2.2 Quociente Rayleigh

Seja x#0 um vetor qualquer de ordem nx1 e A——-[aij] _uma matriz

Nx

simétrica com os valores proprios A, 2%, >...2 % >...2 ), e respectivos os vetores

proprios normalizados m,,m,,....m,,...m, . A expresséo

:
R, = X Ax (6.54)
X X
é denominada quociente Rayleigh (ZURMUHL, 1950, p. 135).
.
Procura-se os valores extremos de R, para a variavel x, i.e., A, < X f\x <
X X

(MATHAI e PROVOST, 1992, p. 20). A condicdo necessaria € que a primeira

derivada da fungao R, em relagao a variavel x seja nula:



193

oR,

= 0. (6.595)

Com efeito,

oR, 1 x' Ax 2 T

— =—2AX - 2X = Ax-R x})=0, xx=0. 6.56
ax xTx (xTx 2 xTx ( Rh ) ( )

Entao

Ax-R x=0. (6.57)

O namero real R, pode ser escrito com base no valor proprio 4, o que toma
a forma de um problema valor préprio especial (se¢do 3.1.3.12):
(A-nl)x=0. (6.58)
Os valores extremos do quociente Rayleigh procurados sao o valor proprio
méaximo A_.. e o valor proprio minimo 2. . Pré-multiplicando a 6.57 por x', vem

_ X' Ax

R, =X 2%
X X

(6.59)

Da 6.59 advém os extremos do quociente Rayleigh que podem ser escritos
nas formas (KLEIN, 1997, p. 121):

R, ={m?x} se x'Ax ={m°j‘x } para x'x =1 (6.60)
min min
ou entao,
: in
R, = {me’lx} se X'X= {m' } para x Ax=1. (6.61)
min max

Para uma fungao linear ou nao-linear ¢ =f'x ou entdo ¢ ="f(x) resulta a

variancia cz pela lei da propagacao de covariancias (REISSMANN, 1980, p. 82, 177):

o, =f'Q,f. (6.62)
em que
f=f(x,y,2) = f(xo,yo,zo)+gf;dx+§fy—dy +%dz —f +f'x, (6.63)
T |of of of

_| o o of 64
REEE] @8

x =[dx dy dz], (6.65)



194

Q. =|g, g, (6.66)

f = (X0, Y0, 20)- (6.67)

Uma estimativa de ci é obtida com ajuda do quociente Rayleigh pela expressao

F iy <O < Fhne (6.68)
A expressao fornece o limite superior para a variancia da fungdo ¢, o qual

depende do valor préprio maximo de Q,. Disto decorre a exigéncia: o valor préprio

maximo deve ser minimo. Quanto menor for A melhor sera a acuracia das

max ?

funcdes e, por conseguinte, da rede sob apreciagao.

6.2.1.2.3 Critérios de optimalidade

A acuracia de uma rede é tanto mais alta quanto menor for o maximo valor
proprio obtido da matriz K, . Geometricamente, calcula-se pela 6.53 um elipsbide de
confianca de dimensao p que contém a posicao do vetor x de todos os pontos com
uma probabilidade conhecida (1-a). Alguns dos mais importantes critérios de

optimalidade para a rede geodésica (DUPRAZ e NIEMEIER, 1979, p. 70-71,
PELZER, 1980b, p.57; DUPRAZ e NIEMEIER, 1981, p. 387-389) séo:

a) det(Q;) =R xh, x..x A x...x}, = flkiémin; (6.69)
%

b) tr(Qy) =2+ +ooe b Ay ook Ay = 30 L (6.70)
=

C) A =MinN; (6.71)

d) i:ax Ly (6.72)

&) b —h. =min, 6.73)

) p, =mﬂ/kméx. (6.74)



195

A 6.69 e denominada critério volume de confianga que deve ser minimo. O
volume do elipséide de confianga é proporcional ao produto de seus semi-eixos e
por isso & empregado como uma das medidas de acuracia (PELZER, 1980b, p.
275). A 6.70 significa que a soma dos quadrados dos semi-eixos deve ser minima;
a 6.71 significa que o quadrado do semi-eixo maior deve ser minimo; a 6.72 é a
condigéo de isotropia, i.e., a medida de acuracia do ponto € a mesma em todas as
direcbes; a 6.73 é a condi¢cao de homogeneidade, i.e., as elipses tém a mesma

forma, o mesmo semi-eixo maior e 0 mesmo semi-eixo menor e a 6.74, na qual m, é
o vetor proprio correspondente a X, , tem as componentes que representam o

comprimento da proje¢ao do semi-eixo maior no eixo das variaveis.
As componentes do vetor dado pela 6.74 €& uma representagao

unidimensional — projecdo nos eixos das coordenadas originais, conforme ilustra a
figura 6.5 — do semi-eixo maior do elipséide dimensao u nas quais 1/7‘1 éo

comprimento do semi-eixo maior € as componentes do vetor m, sao os cossenos

diretores e, por conseguinte, os angulos diretores podem ser calculados.

FIGURA 6.5 - REPRESENTACAO DOS VETORES PROPRIOS

X

A

R__— | M2

M4
B m31

i A :]* a1

i

No caso de uma rede geodésica horizontal, a cada coordenada é associada

uma componente do vetor p, =mﬂ/xméx (BAIXIANG e MINYI, 1993, p. 243). Por

exemplo, da 6.74 retiram-se as componentes ny,/xméx que é a projegcao do semi-
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eixo do elipsdide de dimensao p no eixo X, mﬂ/kméx que é a projecao do semi-eixo

desse elipsdide no eixo y e assim sucessivamente para os demais pontos. A
resultante dessas proje¢des indicam a direcdo ao longo da qual existe “fraqueza” na
rede geodésica.

Na otimiza¢ao de rede geodésica para a deteccdo de movimento da crosta

define a diregao critica ao longo da qual o

terrestre, o vetor p;, com kaxméx,
movimento real de um ponto tera que ser grande para que seja separado de um
pseudo-movimento (CROSILLA e MARCHESINI, 1983, p. 309).

Os valores proprios representam a medida para o juizo quantitativo de rede

geodésica e seus vetores proprios representam as grandezas geométricas

qualitativas correspondentes (JAGER, 1988, p. 83). Se o det(Q,) for nulo, o critério
utilizara o produto dos A, # 0 (KUANG, 1996, p. 154).

6.2.2 Medidas de Confiabilidade

A teoria da confiabilidade serve para a decisdo se um erro é detectavel e
qual influéncia tem o erro nao-detectavel nos resultados do ajustamento. Portanto é
parte de um conceito para a avaliagao da qualidade do resultado do ajustamento.

Os erros que nao foram eliminados das observagdes ocasionam a alteragao
dos resultados, e.g., a alteragdo das coordenadas. Por isso sdo necessarias
medidas que representem o quanto sao confiaveis as observagbes. A essas
medidas da-se o nome de medidas de confiabilidade.

O conceito de medidas de confiabilidade introduzido por BAARDA (1967,
1968) se subdivide em confiabilidade interna e confiabilidade externa. A primeira
quantifica a menor porgao do erro existente na observacao que pode ser localizado
com uma dada probabilidade. A segunda quantifica a influéncia dos erros nao-
detectaveis nas coordenadas dos pontos. Na sequiéncia, os conceitos de estimativas
de confiabilidade interna e confiabilidade externa serdo apresentados
resumidamente.
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6.2.2.1 Estatistica para a deteccao de erros grosseiros

A fim de inspecionar o modelo estocastico empregado, calcula-se a estatistica

r~% (6.75)

para a deteccao de erros grosseiros, em que r € o nimero de graus de liberdade do

ajustamento, i.e., 0 nimero de equagdes superabundantes do sistema de equagdes
normais. A variancia de uma observagao de peso unitario a priori cﬁ, sob o nivel de
significancia o, deve ser testada estatisticamente com a varidncia de uma

observagao de peso unitario a posteriori & .

6.2.2.2 Redundancia

O numero de equagdes superabundantes r do sistema de equag¢des normais
oriundas do modelo linear £+v = Ax é a diferenga entre o nimero de observacoes
n, que é igual ao numero de equagdes de observagao, € o numero dos paradmetros
u, que estdo sendo estimados. Ao nimero r=n-u da-se o nome de redundancia

do sistema. A contribuicdo de cada observacao 4, a redundancia r recebe o nome
de redundancia parcial r (FORSTNER, 1979, p. 64) e é expresso pela relacdo:
r=(@P), .76
em gque Q, € a matriz de cofatores de covariancia dos residuos v, contidos no vetor

v, P é a matriz dos pesos das observagdes ¢, contidas no vetor £, e o subindice ii

indica o i-ésimo elemento da diagonal.

O produto matricial QP resulta uma matriz idempotente cujo trago € a

redundéancia r:

tr(Q,P) = ir. 6.77)

i=1

A 6.77 é obtida mediante a matriz dos cofatores de covaridncia dos residuos
-1
Q,=Q,- A(ATPA) A", (6.78)

a qual é pésmultiplicada pela matriz P:
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QP=QP-A (ATPA)_1 AP=1-A (ATPA)"1 AP, (6.79)
e pela propriedade 3.166 de traco, vem
tr(Q,P) =tr (1) —tr[A(ATPA)‘1 ATP] =n—tr [(ATPA)_1 ATPA] =n-u=r. (6.80)

Os elementos da diagonal do produto Q P, os quais sdo denotados por
r =(Q,P) mostram a distribuicdo da redundancia nas observagdes (FORSTNER,

1985, p. 1139). O nimero r, € positivo porque a matriz dos pesos € matriz diagonal,

situa-se no intervalo 0<r <1 e chama-se redundancia parcial. Este intervalo &

obtido da 6.78, somando os seus membros por-P™:

Q,-P'=Q,-P"-A(APA] AT (6.81)
= -A(ATPA) AT, (6.82)

multiplicando a 6.82 por P, vem

QP-1=A (ATPA)_1 A'P. (6.83)
Na 6.83, o i-ésimo elemento da diagonal é escrito

(QP) -1= —[A(ATPA)'1 ATPl . (6.84)

Os elementos da diagonal do produto QP sao todos positivos. O produto

-1
A(ATPA) A" é matriz de cofatores de covariancia; por isso, os elementos de sua

diagonal sao todos positivos. Os elementos da diagonal da matriz P sao, também,

todos positivos. Entao, a 6.84 fornece a desigualdade:
0<(QP) <1ou 0<rp<1 (6.85)
A partir da solugao
%=(APA)" ATPL (6.86)
obtém-se a expressao do vetor dos residuos
v=Ak—(=A(APA) ATPL-£=(Q,~Q,)PL~¢
=-QPL+QPL-t=-QPL (6.87)
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6.2.2.3 Medida de confiabilidade interna

Sob o conceito de confiabilidade interna de uma rede geodésica séo
reunidos todos os critérios que servem para a detecgdo de erros grosseiros. A
confiabilidade interna indica o erro minimo que se encontra em uma observacgéo
(GRIMM-PITZINGER e HANKE, 1988) que é sensivel ao teste.

Para o erro grosseiro V/;, presente na i-ésima observagao ¢, que o teste
pode detectar corretamente com seguranga minima, a confiabilidade é descrita pela
quantidade
Vol (6.88)

O valor limite inferior depende (FORSTNER, 1979, p. 66; BENNING, 1983, p. 221):

a) da acuracia das observagdes, a qual € descrita pelo desvio-padrao o, ;

b) da geometria da rede juntamente com as observacgdes, a qual &€ descrita
pela redundancia parcial ;

c) do nivel de significancia o para o erro tipo | (ver se¢ao 4.1.7.1);

d) da qualidade ou poder do teste, i.e., da probabilidade para detectar a
observagao com erro grosseiro;

e) do paradmetro de nao-centralidade §, (figura 4.7).

O valor limite inferior é definido pela expressao:

Ve =g 22 (6.89)

i
a qual indica que quanto menor for a redundancia parcial r tanto maior sera o erro

grosseiro. A redundancia parcial &€ calculada a partir do residuo q,, € do peso da
observagao p;:

[ =q,P. (6.90)

(]
No quadro 6.1 estdo os intervalos recomendados para a orientagao da
decisdo sobre a controlabilidade de observagées mediante as redundéancias parciais.
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QUADRO 6.1 — CONTROLE DE OBSERVACOES POR REDUNDANCIAS PARCIAIS

INTERVALO CONTROLABILIDADE
0<r <0,01 nao ha
0,01<r <0,1 ruim
01<r<0,3 suficiente
0,3<r <1 boa

FONTE: MURLE e BILL (1984; p. 48).
NOTA : Traduzido do original pelo autor.

Na figura 4.7, em que k designa o valor critico especifico conforme o nivel

de significAncia o adotado, a regido indicada por 1-B permite especificar a

qualidade ou o poder do teste para a detecgao de erros grosseiros:
a) os erros grosseiros sao detectados em 100(1-5 )% dos casos, e

b) os erros grosseiros permanecem nao detectados em 1008 % dos casos.
6.2.2.3.1 Localizagao de erros grosseiros nas observagoes

A estatistica do teste de erros grosseiros para a i-€sima observagao — teste

data snooping de Baarda — & designada por w, e tem a expressao:

V.
W= —, (6.91)
G[i'J(TVi'
F,.. =N(0,1) sob H,, (6.92)
comw, ~
JFii, =N(8,,1) sob H,. (6.93)

Sob a hipétese nula, segundo a qual nenhum erro grosseiro existe na
observagio /,, a estatistica (wi)2 possui distribuicdo F central (ver secio 4.1.6.4);

caso contrario, a hipotese alternativa, segundo a qual existe erro na observagao ¢,

é correta, a estatistica (w; )2 possui distribuicdo F ndo-central (HAHN et al., 1989, p. 237).

6.2.2.4 Medida de confiabilidade externa

Os efeitos de erros grosseiros sobre os parametros incognitos e sobre as
fungbes destes parametros s@o averiguados sob o conceito da confiabilidade

interna.
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O vetor das corregdes x (que € a solucdo das equacdes normais no
ajustamento de observagdes geodésicas pelo modelo 6.10) na presenca de um erro
grosseiro V/. € expresso por:

Xx=-NA'P(t-ev()=-N'APL+N'APeV/ = —x+ VX, (6.94)

em que N é a matriz dos coeficientes das equacgdes normais, A é a matriz das
derivadas das equacgdes de observagao em relagao as incognitas, P € a matriz dos
pesos das observagbes, { é o vetor da diferenca entre o vetor dos valores

calculados e vetor dos valores observados e e é a i-ésima coluna de uma matriz
identidade nxn. Portanto, o efeito do erro grosseiro V/ no vetor solugéo € dado por:

Vx=N'A'PeV, . (6.95)

6.2.3 Medida de Sensibilidade

A fim de determinar os deslocamentos da posicdo de uma estrema do
terreno com procedimentos geodésicos, € necessaria a discretizagao do terreno por
um numero definido de pontos, cujo conjunto € designado por rede. A rede € medida
em momentos distintos. A analise geodésica dos deslocamentos baseia-se na
avaliacdo das medidas repetidas. Se houver deslocamento da estrema, entre duas
épocas, significara a existéncia de mudanga na geometria da rede e, por
conseguinte, a variagao da posi¢cao dos pontos.

O objetivo da analise de deslocamentos é detectar variagbes nas posigoes
dos pontos, as quais situam na ordem de grandeza da acuracia das observagoes.
Como observagoes geodésicas classicas podem ser chamadas distancias, dire¢coes
angulares, diferencas de altitude e coordenadas obtidas do GPS.

Para as redes geodésicas de controle deve ser examinado se 0 movimento
de pontos sao detectaveis. Neste sentido define-se sensibilidade de rede geodésica
como a habilidade para detectar deslocamentos com probabilidades dadas a partir
de observagbes em duas épocas (NIEMEIER e HOLLMANN, 1984, p. 47). Para
cada época sdo calculados o vetor das incognitas coordenadas x e a respectiva

matriz de cofatores de covaridancia das incégnitas Q;. Sejam as épocas

denominadas 1 e 2, das quais se obtém os respectivos vetores X, e x, das
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incognitas coordenadas e as respectivas matrizes de cofatores de covaridncia

Q e Q. A questao, se existe deslocamento significativo de ponto entre as duas

épocas, requer a formulagao das hipéteses nula e alternativa:

H, :E{d} =0; (6.96)
H, :E{d} = 0. (6.97)
nas quais o vetor

d=x, - X, (6.98)

€ chamado vetor deslocamento.
A matriz de cofatores de covaridncia do vetor d, considerando que os
vetores X, e X, das incognitas sdo nao-correlacionados, € expressa por:
Q=Q; +Qy . (6.99)
A estatistica empregada para avaliar as hipoteses formulada na 6.96 e 6.97
tem a expressao (NIEMEIER, 1985b, p. 549)
+_dQd
ré2

(6.100)

e a representacao grafica pela figura 6.6.

Na 6.100, Q, é a inversa generalizada de Moore-Penrose ou pseudo-

inversa de Q, (ver se¢éo 3.1.3.14), r é o posto da matriz Q, e 65 € 0 valor comum
estimado, a partir de ambas as épocas, para a variancia de uma observacao de
peso unitario a priori (NIEMEIER e HOLLMANN, 1984, p.48).

A estatistica T segue a distribuicao F central com r graus de liberdade no

numerador e f, +f, graus de liberdade no denominador: f, € o nimero de graus de
liberdade que estimou 63 na época 1 e f, € o numero de graus de liberdade que

estimou & na época 2. A hipétese nula H,sera valida se, e somente se,

T<E

rnf+f o
172

(WELSCH, 1980, p. 387; SALER, 1995, p. 78).

Caso seja valida a hipdtese alternativa H,, a estatistica T segue a

distribuicao F ndo-central, com parametro de nao-centralidade:

by, =—=d' Q. (6.101)

0
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Para cada ponto, uma diregdo critica pode ser definida. Nessa direcéo,
qualquer movimento real de ponto deve ser separado de um pseudo-movimento a

fim de evitar erros.

FIGURA 6.6 — ESTATjSTICA PARA AVALIAR AS HIPOTESES EM SENSIBILIDADE DE REDE
GEODESICA

GO

A

Regido Regido de Rejeigao

de
Aceitacao .
- %?///// 7 F
T

S ST LT ————

O vetor deslocamento d pode ser escrito (ZHANG e LI, 1990, p. 248):
d=ag, (6.102)

em que a € a norma do vetor d, e g € o vetor unitario que indica a dire¢do de d.
Substituindo a 6.102 na 6.101 vem

/ A
a=o, |——. (6.103)
g Q.9

Efetuando a decomposigéo espectral de Q,(ver se¢éo 3.1.3.13) e tomando

o valor proprio maximo A_. € o valor proéprio minimo 1., juntamente com seus

max
respectivos vetores proprios m, e m,, obtém-se o vetor deslocamento maximo d_.,

e o vetor deslocamento minimo d_.:

dméx = am.:iv(rn1 =Gp )"Ha )"méx m, (6104)

min” " U

dmin = 8pinM =Gy }"Ha;“min mu' (6105)
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7 APRIMORAMENTO DO MEMORIAL DA CARACTERIZAGCAO DE ESTREMAS

Com os fundamentos juridicos que vinculam o If a linha geodésica
sucintamente apresentados na segdo 2 e com os fundamentos metodologicos
apresentados nas segbes 3, 4, 5 e 6, torna possivel propor, agora, o
aprimoramento do memorial da caracterizagao de estremas com dados
numeéricos reais, fornecidos pelo INCRA, referentes a gleba denominada Pé de
Serra e ao seu parcelamento que totalizam 68 If,. Sdo mostrados o procedimento
que obtém as coordenadas polares elipséidicas de cada If e o procedimento que
obtém a superficie da gleba, e também das parcelas, como fung¢ao das coordenadas
geograficas elipséidicas.

Atendendo ao que determina, quanto a escrituracao do Livro n. 2, o art. 176,
§1°, 11,3 da Lei n. 6 015/1973: “a identificagdo do imével feita, mediante indicacéo de
suas caracteristicas e confrontagdes, localizacao, area e denominacgao, se rural, ou
logradouro e numero, se urbano, e sua designagado cadastral, se houver’, o
memorial aprimorado da caracterizacao de estremas desta gleba é inserido na

matricula.

7.1 INTRODUCAO DE PARAMETROS GEODESICOS E ESTATISTICOS

Os sistemas de coordenadas destinados a caracterizagdao de
estremas devem pertencer também a familia de sistemas de coordenadas
geodésicos, e para qué haja uniformizacdo, devem pertencer ao Sistema
Geodésico Brasileiro. Por isso, cada memorial deve conter os parametros
geométricos do elipsdide de referéncia para este Sistema e as coordenadas
de estrema e a superficie do prédio devem ser obtidas como funcao destes
parametros.

As coordenadas de estrema que definem o If resulta do modelo

matematico no qual o vetor médio amostral {ea respectiva matriz covariancia S
sdo introduzidos. Do ajustamento das observagdes geodésicas pelo principio do

MMQ resulta a matriz covariancia dos parametros K; e a matriz covariancia dos

residuos K,. Com os elementos da matriz K, , as coordenadas podem ser escritas
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com suas respectivas acuracias bem como os azimutes mediante a lei de
propagacao de covariancias. A controlabilidade das observacdes sera possivel com
a aplicacao do teste data snooping de Baarda e para isto sdo necessarios a matriz
covaridncia dos residuos, a matriz dos pesos das observagdes, o nivel de

significancia o e a qualidade ou poder do teste 1-8.

FIGURA 7.1 — APRIMORAMENTO DO MEMORIAL DA CARACTERIZACAO DE ESTREMAS E DE
ENTES NATURAIS PARA A MATRICULA IMOBILIARIA EM PROPOSICAO
continua

LIVRO N. 2 - REGISTRO GERAL ( )° Oficio de Registro de iméveis de ...

Matricula (nimero) Ficha 1

Data

CARACTERIZACAO DAS ESTREMAS DO IMOVEL NO SISTEMA GEODESICO BRASILEIRO
OFICIAL

semi-eixo maior: a =

PARAMETROS DO ELIPSOIDE:
achatamento : f=

DENOMINAGAO DO IMOVEL:

ESTREMA QUE INICIA O PERIMETRO EM COORDENADAS GEOGRAFICAS ELIPSOIDICAS:
(o:2) =

DESCRICAO DO PERIMETRO POR COORDENADAS POLARES ELIPSOIDICAS (AZIMUTE E
COMPRIMENTO DE If)

DESCRICAO DO PERIMETRO DE SUPERFICIES A SEREM EXCLUIDAS DO REGISTRO
SUPERFICIE REMANESCENTE DA GLEBA

S= f((p,}») =

DADOS COMPLEMENTARES PARA A INTERPRETACAO DO PRINCIPIO DA ESPECIALIDADE

1 DADOS INSTRUMENTAIS

Olinear =

0—angular =

a)medidas de acuracia interna nominais {

b) calculo do desvio padrao de uma observacdo segundo a NBR 13 133, p. 33-35 em ABNT (1994)

c) calibragao
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FIGURA 7.1 — APRIMORAMENTO DO MEMORIAL DA CARACTERIZACAO DE ESTREMAS E DE
ENTES NATURAIS PARA A MATRICULA IMOBILIARIA EM PROPOSICAO

conclusio

LIVRO N. 2 - REGISTRO GERAL ( )° Oficio de Registro de Iméveis de ...

Matricula (numero) Ficha 2

Data

2 ESTIMATIVAS DAS MENSURACOES

a) vetor médio amostral

T-[2 % . 7 .. 7]

b) matriz covariancia amostral
VECHT(SL)=[512 Sy o Sy . Sy S .. S, .. S, . S .. S, sz]

Pl P2 J A~ 4

3 ESTIMATIVAS DO AJUSTAMENTO DE OBSERVACOES PELO METODO DOS MINIMOS
QUADRADOS PARA A IDENTIFICAGAO E A AVIVENTAGCAO

ca o - .. 2
a) variancia de uma observagao de peso unitario a priori 6, =

b) variancia de uma observagao de peso unitario a posteriori 65 =
c) vech'(Q,)=

d) vech’(Q,)=

e) diag(Q,P)=

f) nivel de significancia o =

g) qualidade ou poder do teste 1—3 =

parametro de ndo-centralidade da distribuiggo normal &, =

Proprietario:
Registro anterior:
R.01-

Av. 02 —

Av. 03 -

R. 04 -

7.2 CALCULO DAS COORDENADAS POLARES ELIPSOIDICAS

As formulas® aqui empregadas para o calculo das coordenadas polares

elipsoidicas (azimute e comprimento de ir) sdo as de SODANO (1958, p. 16-19):

® Ver SCHMIDT (1999, p. 126-128) que aplica a integracdo numérica & integral eliptica que
calcula as coordenadas polares elipséidicas.




s=a(1-f)

64F +16hF +16hsinF cosF - 32e”Psin° F — 3h°F
6—14- —5h? sinF cosF + 2h? sin® F cosF + 8ehP sin?F
+8e”*hPsin’ F cos®F —8e"P? sin’ FcosF

1
2

%Px

(20 +hC- e'ZCPF)x

2
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: (7.1)

emqueFéab5192, héab5195 Pé&ab.196, Céa 5193 e x € a 5.188. O azimute
depende do calcuio do rumo R que tem expressoes:

COtR,, =U, - 2P, i (7:2),
sin Ak cosp, 2sin AL 2sin” ALcosp,

cotR, = U, - _U1 cosp, U§ U, cozsAkcosB2 . (7.3)
sinAicos, 2sin“ AL 2sin” ALCosp,

em que

U = tang, cosB1- —cos AAsin, , (7.4)
sSinAA

U, - sinf, cos A?f—cosB2 tang, (7.5)
SinAA

e a interpretacao do quadrante de R esta no quadro 7.1.

QUADRO 7.1 — INTERPRETACAO DO QUADRANTE EM QUE SE SITUA O AZIMUTE

QUADRANTE DE R, QUADRANTE DE R,
sgn(Ai) sgn(Ax)
+ - - +
sgn(cot) sgn(cot) sgn(cot) sgn(cot)

+ - + - + - + -
I i 1l % I il i I\
AZIMUTE
QUADRANTE
I 1 1l v

A, =R A, =n+R A, =n+R A, =2n+R

NOTA 1: no Il e IV quadrantes R é negativo.

NOTA 2: Interpretacio elaborada

Em analogia a 3.202

preocupacao com o quadrante

com base em SODANO (1965, p. 74).

, as expressdes que calculam os azimutes sem a

S&0:
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A, =n 1—%sgn(Ax) —%sgnz (Ax)sgn(cot)] +arccotR,, (7.6)
. L

[ 1 1
A, =T L1 +§sgn(Ax) —Esgn2 (Ax)sgn(cot)] +arccotR,,. (7.7)

FIGURA 7.2 — A GLEBA PO DE SERRA E O SEU PARCELAMENTO

Teru lochida

FONTE: INCRA (1998b).
NOTA : Extrato do original sob reducdo e com o acréscimo da numeragao dos v, .
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QUADRO 7.3 - COORDENADAS DAS ESTREMAS

FONTE: INCRA (1998a)

DA GLEBA PO DE SERRA INTERNAS

NOME COORDENADAS GEOGRAFICAS NOME COORDENADAS GEOGRAFICAS

ELIPSOIDICAS REFERENCIADAS AO ELIPSOIDICAS REFERENCIADAS AO

DA SISTEMA GEODESICO BRASILEIRO DA SISTEMA GEODESICO BRASILEIRO
OFICIAL: OFICIAL:
ES- | PARAMETROS DO ELIPSOIDE: a = 6 378160 m; f = 1/298,25 ES- PARAMETROS DO ELIPSOIDE: a = 6 378160 m; f = 1/298,25
TSE Latitude ¢ Longitude A T’GE Latitude @ Longitude A

M18 -23°43'27,292 7" -50°58'21,439 5" AZM2 -23°43'34,2019" | -50°58'42,1853"
M19 —23°43'34,084 7" -50°58'21,5150" M27 —23°43'39,9880" | -50°58'42,3100"
M20 -23°43'39,739 4" -50°58'21,730 5" M28A —23°43'45,728 5" | -50°58'33,1697"
M21 —23°43'45,509 4" -50°58'21,886 1" M28 —23°43'459038" | -50°58'42,4212"
M22 -23°43'518200" -50°58'22,0302" M29 -23°43'51,4203" | -50°58'42,557 2"
M23 -23°43'51,7870" -50°58'21,829 0" M30 —23°43'57,556 0" | -50°58'13,276 0"
M35 -23°43'52,2296" -50°58'02,940 7" M31 -23°44'04,2782" | -50°58'12,0455"
M24 -23°43'52,2290" -50°58'02,517 0" DG2 -23°44'03,0818" { -50°58'09,366 7"
SAT1 —-23°43'48,519 5" -50°58'02,118 0" DG3 -23°43'56,8396" | -50°58'04,966 2"
MO1 ~23°43'47,826 5" -50°57'48,3612" AZM1 -23°43'57,0197" | -50°58'04,587 9"
Mo2 —23°43'55,403 9" -50°57'45,827 2" M25 -23°44'03,294 2" | -50°58'09,0111"
M03 -23°44'02,124 9" -50°57'43,794 1" DG1 —23°44'04,6617" -50°58'11,966 9"
M04 -23°44'06,506 1" -50°57'42,162 5" M26 -23°44'07,0864" | -50°57'58,2319"
MO05 -23°44'14,934 7" -50°57'40,6396"
MO6 | —23°44'14,9586" | -50°57'58 1453" FONTE: INCRA (1998a)
Mo7 -23°44'15,183 2" -50°58'14,216 1"
M08 -23°44'07,426 0" -50°58'15,006 2"
M09 —-23°44'05,246 3" -50°58'15,130 1"
M10 -23°44'04,814 6" -50°58'15,133 6"
M11 —23°43'57,274 2" -50°58'15,772 4"
M12 -23°43'57,0320" -50°58'22,0728"
DG4 -23°43'57,063 4" -50°58'22,273 1"
M13 -23°45'59,107 2" -50°58'22,7618"
M14 -23°44'09,158 9" -50°58'24,237 1"
EJ18 -23°44'07,250 8" -50°58'28,834 7"
EJ19 -23°44'05,894 8" -50°58'316357"
EJ20 —23°44'03,970 3" -50°58'35,000 8"
EJ21 -23°44'01,042 6" -50°58'40,055 7"
EJ22 -23°43'59,822 3" -50°58'41,065 3"
EJ23 -23°43'57,8697" -50°58"'40,584 9"
M15 -23°43'56,394 9" -50°58'42,627 8"
24B —23°43'54,7453" -50°58' 46,068 9"
24A —23°43'48,784 2" -50°58'48,566 7"
25A —23°43'45,7138" -50°58'52,176 7"
M16 -23°43'416426" -50°58'57,0913"
EJ27A | -23°43'35,364 1" -50°58'53,058 1"
EJ28 —-23°43'32,168 8" -50°58'50,2612"
m17 —23°43'30,244 5" -50°58'49,668 2"
SAT02 | -23°43'29,480 3" -50°58'42,1351"
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QUADRO 7.4 - COORDENADAS POLARES ELIPSOIDICAS DOS If, DA GLEBA PO DE SERRA

ESTRE COORDENADAS COMPR. AZIMUTE lfcontg:)l:l-a
MAS Latitude ¢ Longitude 3 (m) sgn(ar) | qu. valor ;?h?’PE-
M18 —23°43'27,2927" | —50°58'21,4395"
m1g 23°43'34,0847" | -50°58'215150" | 209018} - 3° | 180°35'10,8" | 1
M19 23°43'34,084 7" | —50°58'215150"
M20 —23°43'39,7394" | _50°58'21,7305" 1741821 - 3° | 180°00'33,9" |2
M20 —23°43'39,7394" | —50°58'21,7305"
M21 —23°43'45509 4" | —50°58'21,8861" 177632 - 3° ] 181°25'19,8" |3
M21 23°43'455004" | -50°58'21,8861"
M22 —23°43'51,8200" | -50°58'22,0302" | 194169 - 3° | 18112154 |4 |
M22 23°43'51,8200" | —50°58'22,0302" o o
M23 23°43'51,7870" | —50°58'21,8290" 57961 + 1° 79°53'53,5" |5
M23 23°43'51,7870" | —50°58'21,8290"
M35 23°43'52,2296" | —50°58'02,0407" | 935232 + 2° | 9127327 |6
M35 23°43'52,2296" | —50°58'02,9407"
M24 23°43'52,2290" | -50°58'02,5170" 12752 + 1| 89°54'42,9" |7
M24 23°43'52,2290" | -50°58'02,5170"
SAT1 | 23°43'485195" | -50°58'02,1180" | 114840} + 1° 5°39'18,7" |8
SAT1 | —23°43'48.5195" | -50°58'02,1180"
MO1 —23°43'47,826 5" | -50°57'48,3612" | 390,161 * 1 86°52'07,5" | 9
MO1 23°43'47.8265" | -50°57'48,3612"
MO02 23°43'55,4039" | _50°57'45,8272" | 243.748| + 2° | 162°65317,6" |10
M02 23°43'554039" | —50°57'45,827 2"
MO3_ | —23°44'021249" | _50°57'437941 | 214801} + 120} 1e4%26189" |11 | TOF
MO3 | —23°44'021249° | —50°57743,794 1" Femando
MO04 T23°44'06,506 1" | -50°57'421625" | 142545] + 2° | 161°04354" |12
MO4 23°44'06,5061" | —50°57'42,1625"
MO05 T23°44'14.934 7" | -50°57'40,6396" | 263183 + 2° 1 170°33231" |13
MO5 T23°44'14,.934 7" | —50°57'40,6306" —
MO6 | —23°44'149586" | 50°57'58,1453" | 497761 - | 3| 269°54506" |14 | e
MO6 23°44'14,9586" | —50°57'58,1453" lochida
MO7 T23°44'151832" | -50°58'14,2161" | 495223) - 3| 269°07'456" | 15
MO7 23°44'151832" | -50°58'14,216 1"
MO8 23°44'07,4260° | -50°58'15,0062" | 239678} - 4° | 354°38'36,0" | 16
MO8 23°44'07,426 0" | -50°58'15,006 2"
M09 —23°44'05,246 3" | -50°58'15,130 1" 66,707 - 4° | 357°006,3" | 17
M09 23°44'05.246 3" | -50°58'15,130 1"
M10 23°44'04,8146" | -50°58'15,133 6" 185791 - 4° | 359°34206" |18
M10 23°44'04,8146" | —50°58'15,1336"
M1 T23°43'57,2742" | _50°58'15,7724" | 232883} - 4° | 355°3225,7" |19
M1 —23°43'57,2742" | —50°58'15,772 4" g
M12 —23°43'57,0320" | -50°58'22,0728" 178,588 - 4° | 27292326,8" |20 | estaca
M12 23°43'57,0320" | -50°58'22,0728"
DG4 _23°43'57,063 4" | -50°58'22,2731" 5768| - 3| 260°2009,77 21
DG4 23°43'57,063 4" | —50°58'22,2731"
M13 23°43'59,107 2" | —50°58'22,7618" 65,491 - 3| 192°24'51,9" 22
M13 —23°43'60.107 2" | —50°58'22,7618"
M14 23°44'001589" | -50°58'24,2371" | 312121 - 3° | 187°41'41,6" |23




211

QUADRO 7.4 - COORDENADAS POLARES ELIPSOIDICAS DOS If, DA GLEBA PO DE SERRA

conclusédo
ESTRE . COORDENADAS _ COMPR. AZIMUTE If é%":\l
MAS Latitude @ Longitude 3 (m) sgn(ar) | qu. valor TANTE
M14 —23°44'09,158 9" | -50°58'24,237 1" 24
EJ18 —23°44'07,2509" | -50°58'28,834 7" 142,553 - 4° | 294°15'56 2"
EJ18 —23°44'07,2509" | -50°58'28,834 7" 25
EJ19 —23°44'05,894 8" | -50°58'31,6357" 89,604 - 4° | 297°44'25 2"
EJ19 | —23°44'05,8948" | —50°58'316357" 26
EJ20 -23°44'03,9703" | -50°58'35,000 8" 112,211 - 4° | 301°50'58,9"
EJ20 —23°44'03,9703" | —50°58'35,000 8" 27
EJ21 | —23°44'010426" | —50°58'40,0657" | 169.007} - 4° | 302°10'31,0" .
EJ21 -23°44'01,0426" | -50°58'40,0557" 28| Aguas
EJ22 ~23°43'59,8223" | -50°58'41,065 3" 45914 - 4° | 322042'19,4" Serraria
EJj22 ~23°43'59,8223" | -50°58'41,065 3" 29
EJ23 | _23°43'57,8697" | —50°58'40,584 9" 61673| + 1° 12°45'43,1"
EJ23 | -23°43'57,8697" | -50°58'40,584 9" 30
M15 ~23943'56,3949" | -50°58'42,6278" 73,202 - 4° | 308°06'09,1"
M15 ~23°43'56,394 9" | -50°58'42,6278" 31
24B —23°43'54,7453" | —50°58'46,068 9" 109,669 - 4° | 297°30'24,6"
24B —23°43'54,7453" | -50°58'46,068 9" 32
247 23°43'48,7842" | —50°58'48,5667" | 196519 - 4° | 338°54'20,1"
24A 23°43'48,784 2" | _50°58'48,566 7" 33
25A —23943'457138" | -50°58'52,176 7" 138,684 - 4° | 312°44'00,1"
25A ~23°43'457138" | -50°58'52,176 7" 34
M16 —23°43'416426" | -50°58'57,0913" 187,242 - 4° | 311°58'50,8"
M16 -23°43'416426" | -50°58'57,0913" 3B/
EJ27A | —23°43'353641" | -50°58'53,0581" | 224311 =+ 1 303017 e
EJ27A | -23°43'35,364 1" ~50°58'53,058 1" 36
EJ28 | -23°43'321688" | -50°58'50,2612" | 126386 + 11 38°5150,9"
EJ28 | -23°43'321688" | -50°58'50,2612" 37
MT7 | —23°43'30,2445" | —60°58'496682° | O677) *+ |17 1550217 s
M17 ~23°43'30,2445" | -50°58'49,668 2" 38| e
SAT02 | —23°43'29,4803" | -50°58'421351" | 214588 + 1] 83%42449" Aparecido
SAT02 | -23°43'29,4803" | -50°58'42,1351" 39
M18 23°43'27.2927" | -50°58'21,4395" | 990.019| + | 1°]  83°27'056"

39

3'=7288,882m

If=1
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QUADRO 7.5 - COORDENADAS POLARES ELIPSOIDICAS DOS If, DAS PARCELAS DA GLEBA PO

DE SERRA
continua

PAR- ES- COORDENADAS COMPR. AZIMUTE

CELA | TREMA Latitude @ Longitude » (m) (sf;) qu. valor If CoTxm.(éN’
M27 | 23°43'39.9880" | —50°58'42,310 0" s
M28 | -23°43'45,9038" | _50°58'42,4212" | 182129 - | 3° | 180°59'29,1" | 47
M28 | -23°43'459038" | —50°58'42,4212" Parcola 06
M29 | -23°43'51,4203" | -50°58'42,557 2" | 169,712 | - | 3° | 181°18'00,6" | 49
M29 | —23°43'51,4203" | —50°58'42,557 2" .
M15 | -23°43'66,3949" | -50°58'42,6278" | 192910 - | 3° | 180°44'548" | 52
M15 | —23°43'56,3949" | —50°58'42,627 8"
24B | -23°43'54,7453" | -50°58'46,0689" | 109669 | - | 4° ] 207°30'24,6" | 31

01 |24B | —23°43'54,7453" | —50°58'46,068 9"
24A | 23°43'48,7842" | 50°58'485667" | 190519 - | 47| 33H420N | 32|
24A | 23°43'48.7842" | —50°58'48,566 7" Aguas
25A | —23°43'457138" | 50°58'521767" | 138684 | - | 4° | 312°44°001" | 33| o5,
25A | -23°43'45.7138" | ~50°66'52,176 7"
M16 | —23°43'41,6426" | -50°58'57,0013" | 187:242} - | 4° | 311°58'50,8" | 34
M16 | —23°43'41,6426" | —50°58'57,0913" oorcora 02
M27 | —23°43'39,9880" | —50°58'42,3100" | 421810 | + | 1°| 83°04'061" | 44
SATZ | -23°43'294803" | -50°58'42,1351" oo 08
AZM2 | —23°43'34,2019" | —50°68'42,1853" | 145314 - | 3° | 180°33'38,9" | 41
AZM2 | —23°43'34,2019" | -50°58'42,1853" ooroota o8
M27 | —23°43'39.9880" | -50°68'42,3100" | 177859 | - | 3° | 181°08'12,0" | 43
M27 | -23°43'39,9880" | ~50°58'42,3100" oarcoia 01
M16 | —23°43'41,6426" | -50°58'57,0013" | 421.810 | - | 3° | 263°04'00,1" | 44
M16 | —23°43'416426" | -50°58'57,0913"
EJ27A | -23°43'35364 1" | -50°58'53,058 1" | 224311 | + | 1° ] 30°36'017" | 35

02 IEi77A | 2374335364 1" | 50°58'53,058 1" Corego
EJ28 | -23°43'321688" | —50°58'50,2612" | 126:386 | + } 1°} 38°51°50,9" | 36| (aca
EJ28 | -23°43'32,1688" | —50°58'50,2612"
M17 | 23°43'30,2445" | —50°58'49,6682" | 61677 | + | 1° | 15°50'217" | 37
M17 | —23°43'30,2445" | —50°58'49,668 2" Teatdo
SAT2 | —23°43'29,4803" | -50°58'42,1351" | 214,588 | + | 1° | 83°4244,9" | 38/ sy pecroso
M18 | —23°43'27,2927" | -50°58 21,439 5" Terras
M19 | —23°43'34,0847" | -50°58'215150" |209.018 | - | 3° | 180°35"10,8" | 1| esiece
M19 | —23°43'34,0847" | -50°58'215150" Parcela 04
AZM2 | —23°43'34,2019" | -50°58'42,1853" | 900403} - | 3% | 269°38'45,5" | 40

03 AZM2 | —23°43'34,2019" | -50°58'42,1853" barcela 02
SAT2 | 23°43'204803" | —50°58'42,1351" | 145314 | + | 1° | 0°33'39,0" | 41
SAT2 | -23°43'29,4803" | -50°58'42,1351" lsakio Ap.
M18 | —23°43'27,2927" | -50°58'21,4395" | 990.019 | + | 1° 1 83°27'05,6" | 39| pedroso
M19 | —23°43'34,0847" | —50°58'21,5150" Terras
M20 | -23°43'39,7394" | -50°58'21,7305" | 174182 - | 3° | 182°00'33,9" | 2| estaca

04 W20 | 23°43'39,7304" | —50°58'21,7305" oarooia 08
M27 | -23°43'39,9880" | -50°58'42.3100" | 202965 | - | 3° | 260°14'49,6" | 42
M27 | —23°43'39,9880" | —50°58'42,3100" borceis 02
AZM2 | —23°43'34,2019" | -50°58'42,1853" | 1/7:859 | + | 1°| 108121" | 43
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QUADRO 7.5 - COORDENADAS POLARES ELIPSOIDICAS DOS If, DAS PARCELAS DA GLEBA PO

DE SERRA
PAR ES COORDENADAS COMPR. AZIMUTE Contlnuagao
CELA | TREMA Latitude o Longitude (m) sgn | qu. valor If | CONFRON
(M) TANTE
AZM2 | -23°43'34,2019" | —50°58'42,1853"
M19 | —23°43'34,084 7" | -50°58'215150" | 089403 | + | 1° 1 89°38'539" | 40| Parcelal2
M20 | -23°43'39,7394" | —50°58'21,7305" Teras
M21 | -23°43'455094" | -50°68'218861" | /7632 - | 3° | 181°25'19.8" | 3| esireca
M21 | —23°43'455004" | -50°58'21886 1"
M28A | -23°43'457285" | —50°58'33,1697" | 519672 | - | & | 268°47'27,9" | 45
M28A | —23°43'45,728 5" | —50°58'33,169 7"
05 |M28 | -23°43'450038" | -50°58'42,4212" | 262,048 | - | 3° | 268°49'134" | 46
M28 | -23°43'45,9038" | -50°58'42,4212"
M27 | —23°43'39,988 0" | -50°58'42,3100" | 182129 ) + | 1° ) 0°59'201" | 47 Percela®t
M27 | —23°43'39,9880" | —50°58'42,3100"
M20 | -23°43'39,7304" | —50°58'21,7305" | 982,965 | + 1 1°| 89°14'57,8" | 42 Parcclads
M21 | —23°43'45500 4" | 50°58'21,8861" Teras
M22 | -23°43'518200" | -50°58'22,0302" | 194169 | - | 3° | 181°12'154" | 4] esrasa
M22 | —23°43'518200" | —50°58'22,0302"
M29 | —23°43'514203" | —50°58'42.5672" | 901497 | - | 4° | 271°12'37,9" | 48} Perce 7
M29 | —23943'51,4203" | —50°58'42,557 2" o
06 |M28 | 23°43'459038" | —50°58'42,4212" | 169712 | + | 17| 1°18'00.7" | 49
M28 | —23°43'45,9038" | —50°58'42,4212"
M2BA | —23°43'45,7285" | —50°58'331697" | 202,048 | + | 1°| 88°49'171" | 46
M28A | —23°43'45,728 5" | —50°58'33,169 7" Parcela 0t
M21 | —23°43'455004" | -50°58'218861" | 519672 | + | 1°| 88°47'32,4" | 45
M29 | —23943'51,4203" | -50°58'42,557 2" oorcom 06
M22 | —23°43'51,8200" | —50°58'22,0302" | 281497 | + | 2° | 91°12'46,2" | 48
M22 | —23°43'518200" | -50°58'22,030 2"
DG4 | -23°43'67,0634" | —50°68'22,2731" | 101405 ) - | 37 ) 182026'312" | 501
DG4 | —23°43'57,0634" | -50°58'22,273 1" e
M13 | —23°43'59,107 2" | —50°58'22,7618" | 00491 | - | 3%} 192°24'519" | 22
07 [M13 | —23°43'50,107 2" | -50°58'22,7618"
M15 | —23°43'56,394 9" | —50°58'42.6278" | 006:803 | - | 4° | 278°26'04,7" | 51| Fercel@®®
M15 | —23°43'56,3949" | —50°58'42,627 8"
M29 | 23°43'51,4203" | —50°58'42,557 2" | 192910 | + | 1°| 0°44'54,8" | 52| Percela0t
M15 | —23°43'56,3949" | —50°58'42,627 8" oorcern o7
M13 | —23°43'59,1072" | _50°58'22,7618" | 208.803 | + | 2° | 98°26'127" | 51
M13 | —23°43'58.107 2" | -50°58'22,7618" Teras
Mia | 23722001589 | —50°58 24 257 | 312121 | - | 3° | 187°41417" | 23| cormca
Mi4 | —23°44'09,158 9" | -50°58'24,237 1"
08 1 £318 | 23°24°07.0500" | -50°58'28.834 7~ | 142553 | - | 4° | 204°15'56,2" | 24
EJ18 | -23°44'07,2509" | —50°58'28,834 7" Rio
EJT9 | 23°44'058948" | -50°58'31,6357" | 59694 | - | 47| 207°44'252" | 25| ‘o
EJI9 [ —23°44'05,8948" | -50°58'316357" Sorraria
EJ20 | —23°44'03,9703" | -50°58'35,0008" | 112211 - | 4° | 301°50'58,9" | 26
EJ20 | —23°44'03,9703" | -50°58 35,000 8"
EJ21 | —23°44'01,0426" | —50°58'40,0557" | 169.097 | - | 4° | 302°10'310" | 27
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QUADRO 7.5 ~ COORDENADAS POLARES ELIPSOIDICAS DOS If, DAS PARCELAS DA GLEBA PO

DE SERRA
continuacio
PAR ES COORDENADAS COMPR. AZIMUTE
CELA [ TREMA Latitude ¢ Longitude 3, (m) sgn | qu. valor If | ConERON
(M) TANTE
EJ18 | _23°44'07,2509" | —50°58'28.834 7"
EJ19 | -—23°44'05,8948" | —50°58'31,6357" | 89694 | - | 4°| 297°44'252" | 25
EJ19 | _23°44'05,8948" | —50°58'316357"
EJ20 | -23°44'03,9703" | -50°58'35,0008" | 112211 | - | 4° | 301°50'58,9" | 26
EJ20 | —23°44'03,9703" | —50°58'35,000 8" Rio
EJ21 | 23°44'010426" | 50°56'40.055 77 | 169.007 | - | 4° | 302010'310" | 27| doues
EJ21 | —23°44'01,0426" | —-50°58'40,0557" Seraria
EJ22 | _23°43'50,8223" | _50°58'410663" | 49914 | - | 4° | 322°42'19,4" | 28
EJ22 | 23943'50,8223" | —50°58'41,065 3"
EJ23 | 23°43'57,869 7" | _50°58'40,5849" | 61673 | + | 1°| 12°45'431" | 29
EJ23 | —23°43'57,8697" | —50°58'40,584 9"
Mi5 | —23°43'56,394 9" | -50°58'42,6278" | /5202 | - | 4° | 308°06'09,1" | 30
M23 | —23°43'51,7870" | —50°58'21,8290"
M35 | —23°43'52,2296" | —50°58'02,940 7" | 999232 | + | 2°| 9127'327" | 6
M35 | —23°43'52,2296" | —50°58'02,940 7"
DG3 | -23°43'56,8396" | —50°58'04.9662" | 192706 | - | 3" | 202°01217" | 84)
DG3 | —23°43'56,8396" | -50°58'04,966 2" de
DG2 | —23°44'03,0818" | _50°58'09,366 7" | 228805 | - | 3° | 212°68'57,8" | 55| ©==
DG2 | —23°44'03,0818" | —50°58'09,366 7"
M31 | —23°44'04,278 2" | —50°58'12,0455" | 84090 | - | 3° | 244°07'115" | 56

09 [M31 | —23°44'04,2782" | -50°58'12,0455"

M30 | 23°43'67,5560" | —50°58'13,2760" | 209807 | - | 4° | 350°26'04,5" | 57|
M30 | —23°43'57,5560" | —50°58'13,276 0"

M11 | —23°43'57.2742" | -60°58'15,7724" | 71.022 | - | 4°| 276°59'256" | 58

MI1 | —23°43'57,2742" | —50°58'15,772 4"

M12 | 23°43'57,0320" | -50°58'22,0728" | 17888 | - | 4° | 272°23'26,8" | 20| remas
M12 | —23°43'57,0320" | -50°58'22,0728" estrada
M23 | —23°43'51,7870" | —50°58'21,8200" | 161,696 | + | 1%} 2027'012" | 53

MO1 | —23°43'47,8265" | —-50°57'48,3612" Teras de
MO2 | —23°43'55,4039" | —50°57'45827 2 | 243,748 | + | 2° | 162°53'17,6" | 10 Femando
MO2 | —23°43'55,4039" | —50°57'45,827 2" : i
AZM1 | —23°43'57,0197" | -50°58'04,587 9 | 033.622 | - | 3° | 264°39'152" | 62

AZM1 | —23943'57,0197" | —50°58'04,587 9"

10 [M24 [ 23°43'52,2290" | 50°58'02,5170" | 198684 | + | 17| 21°42'019" | 59)  remas
M24 | -23°43'52,2290" | -50°58'02,5170" estrada
SAT1 | 23°43'485195" | _50°58'02,118 0" | 144840 | + } 1° ) 5°39'8,7" 8
SAT1 | —23°43'48,5195" | —50°58'02,118 0"

MOT | —23°43'47,8265" | -50°657'483612" | 3901611 + | 1° ] sees2’07.5” | 9|
MO2 | —23°43'55,4039" | —50°57'45,827 2"  Luis
MO3 | —23°44'02.1249" | —50°57'43,794 1" | 214,601 + | 2°| 164°26'18,9" | 11

11 [MO3 | 23°24'02,1249" | -50°57'43,7941"

M25 | —23°44'03,2942" | -50°58'09,0111" | /15,089 [ + | 3° | 267°06'54,3" | 63| Parcelt
M25 | —23°44'03,2942" | -50°58'09,0111" Toras
AZM1 _23043'57’019 7" _50° 58|04v 587 9" 230,041 + 1° 32° 58'58,1" 60 estrada
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QUADRO 7.5 - COORDENADAS POLARES ELIPSOIDICAS DOS If, DAS PARCELAS DA GLEBA PO

DE SERRA
continuacdo
PAR ES COORDENADAS COMPR. AZIMUTE
CELA | TREMA Latitude o Longitude 2 (m) sgn | qu. valor if C?:f:?g N
(%)
AZM1 | ~23943'57,0197" | —50°58'04,587 9" o
M02 [ -23°43'554039" | —50°57'458272" | 933622 | + | 1°| 86°52'07.5" | 62
MO3 | -23°44'02,1249" | —50°57'43,7941" Tores G
M04 | -23°44'06,5061" | 50°57'42,1625" | 142.545| + | 2° | 161°04'354" | 12| remanco
MO4 | _23°44'06,506 1" | -50°57'42,1625" -
M26 | —23°44'07,0864" | -50°57'58,2319" | 495490 | - | 3° | 267°45'09,7" | 64
M26 | _23°44'07,0864" | —50°57'58,2319" _
MO8 | -23°44'07,4260" | -50°58'15,0062" | 479247 | - | 37| 268°44'212" | 65
MO8 | —23°44'07,4260" | —50°58'15,006 2"
[\] v "
4o [MOS 1-23°44'052463" | —60°58'151301 | 86707 ) - | 47) 357°001163" | 17
M09 | —23°44'05,2463" | —50°58'15,130 1" Teras
[:} 0 ) " e
DG1 | —23°44'04,6617" | -50°58'119669" | 91,533 | + | 1°| 78°38'552" | 66| _de
DG1 | —23°44'04,6617" | —50°58'11,966 9"
] 1 "
M25 | —23°44'03,2942" | -50°58'09,0111" | 93686 | + | 1% 63°19'048" | 61
M25 | —23°44'03,294 2" | —50°58'09,0111" o 1
MO3 | —23°44'02,1249" | —50°57'43,7941" | /1%:089 | + | 17| 87°07'045" | 63
M26 | -23°44'07,086 4" | —50°57'58,2319" oo 1a
MO6 | —23°44'14,958 6" | -50°57'581453" | 242190 | + | 2° | 179°25'112" | 68
MO6 | —23°44'14,958 6" | —50°57'58,1453"
MO7 | 23°44'151832" | —50°58'14,2161" | 495223 | - | 3" | 269°07°45,6" | 15| temss
MO7 | —23°44'151832" | —50°58'14,2161" estrada
13 M08 [ 23°44°07.4260" | 50°58'15,006 2" | 239.679 | - | 4° | 354°38'36,0" | 16
MO8 | 23°44'07,426 0" | —50°58'15,006 2" 12
M26 | 23°44'07,0864" | —50°57'58,2319" | 475247 | + | 1° | 88°44'28,0" | 65
MO4 | —23°44'06,506 1" | —50°57'42,1625" Teras G
MO5 | -23°44'14,934 7" | —50°57'40,6396" | 203183 | + | 2° | 170°33'231" | 13| remenco
M05 | -23°44'14,9347" | —50°57'40,6396" Teras de
MO6 | ~23°44'14,958 6" | —50°57'58,1453" | 495776 | - | 3° | 269°54'50,6" | 14|  iocnica
14 |MOS_ [—23°44'140586" | -50°57'58,1453" ooreeia 13
M26 ~23°44'07,086 4" _50°57'58,2319" 242,190 - 4° 359°25'11,2" 68
M26 | —23°44'07,086 4" | —50°57'58,2319" oareem 12
MO4 | —23°44'06,5061" | -50°57'42,1625" | 495,490 | + | 1° | 87°45'162" | 64
M11 | -23°43'57,2742" | -50°58'15,7724"
o] ' n
M30 | -23°43'57,5560" | —50°68'13,2760" | /1022 | + | 2| 96°59'266" | S8}
M30 | —23°43'57,556 0" | -50°58'13,2760"
M31 | —23°44'042782" | -50°58'12,0455" | 209,807 | + | 271 170°26'050" | 57
15 'M31 | 23°44'04,278 2" | —50°58'12,0455"
0 ' n
M10 | 23°44'04,8146" | 50°58'151336" | 099284 | - | 3% | 250°18'531" | 67}  rems
M10 | —23°44'04,8146" | —50°58'15,1336" Estraca
M11 | —23°43'57,274 2" | —50°68'15,7724" | 232653 | - | 4°| 355°32'267" | 19
M23 | -23°43'51,7870" | -50°58'21,8290"
“w [Mi2 | 23°43'57,0320" | —50°56'22,0726" | 161656 | - | 3 | ter2r0nr | 83| TR
01 |M12 | -23°43'57,0320" | —50°58'22,0728"
0 ] "
DG4 | -23°43'57,0634" | —50°58'22,2731" | 2768| - | 37| 260°2009,7" | 21| esrace
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QUADRO 7.5 - COORDENADAS POLARES ELIPSOIDICAS DOS If, DAS PARCELAS DA GLEBA PO

DE SERRA
conclusao
PAR | ES COORDENADAS COMPR. AZIMUTE
CELA | TREMA Latitude ¢ Longitude (m) san | qu. valar If | CONFRON
(M) TANTE
DG4 | -23°43'57,0634" | —50°58'22,2731" reeta 07
M22 | —23°43'518200" | -50°58'22,0302" | 161405 | + | 1° | 2°26'313" | 50
M22 | —23°43'518200" | -50°58'22,030 2"
M23 | -23°43'51,7870" | -50°58'21,8290" 5796 + | 1° ) 79°53'535" 5| FEswadd
M24 | —23°43'52,2290" | -50°58'02,517 0" 1o
AZM1 | —23°43'57,0197" | —50°58'04,587 9" | 158:684 | - | 3° | 201°42'010" | 59
AZM1 | —23°43'57,0197" | —50°58'04,587 9" e
M25 | 23°44'03,2942" | —50°58'09,0111" | 230.041| - | 3" | 212°68'56,3" | 60
M25 | —23°44'03,294 2" | —50°58'09,0111"
0 ' "
DG1 | —23°44'04,6617" | —50°58'11,9669" | 93686 | - | 3° | 243°19°'036" | 61|
Eswa- (DG | 23°44'04,6617" | —50°58'11966 9"
0 v "
M09 | —23°44'052463" | -50°58'151301" | 91533 | - | 3° | 258°38'53,9" | 66
02 ™09 | -23°44'05,2463" | -50°58'15,130 1" Estrada
M10 | —23°44'04,8146" | -50°58'151336" | 19979 | - | 4° | 359°34'20,6" | 18
M10 | —23°44'04,8146" | —50°58'15,133 6" oacota 15
M31 | -23°44'04,278 2" | -50°58'12,0455" | 89284 | + | 1° | 79°18'543" | 67
M31 | -23°44'04,278 2" | -50°58'12,045 5" )
Iy 1 "
DG2 | —23°44'03,0818" | —50°58'09,366 7" | 84090 | + | 1°| 64°07'126" | 56
DG2 | —23°44'03,0818" | -50°58'09,366 7" ercets 05
DG3 | —23°43'56,8396" | —50°58'04,966 2" | 228805 | + | 1° | 32°58'59,6" | 55
DG3 | -23°43'56,8396" | —50°58'04,966 2" ]
0 [ "
M35 | —23°43'522296" | -50°58'02,9407" | 192706 + | 1% 22°01'225" | 54
M35 | —23°43'52,2296" | —50°58'02,940 7" . Esraca
0] ' w
M24 | —23°43'52,2290" | -50°58'02,5170" | 12752 | + | 1°| 89°54'429 7
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7.3 SEQUENCIA DE CALCULO DA SUPERFICIE DO PREDIO NO ELIPSOIDE DE
REFERENCIA

A superficie de um poligono constituido por p lados, e.g., um prédio, no
elipsdide advem do somatodrio das p superficies dos p poligonos que séo formados
pela linha geodésica, pelos meridianos dos pontos extremos da geodésica e pelo
equador. Ha superficies que sao excluidas, as quais recebem no somatério sinal
negativo (ver quadro 7.6).

A sequéncia de obedece a ordenacdo seguinte. Primeiramente, os dados de
entrada que sao

a) semi-eixo maior e o achatamento do elipséide;

b) o mddulo das coordenadas elipséidicas das estremas do If, sob a
restricao || = |o..|-
Depois, a solugao do |S| de acordo com a 5.186 que depende do calculo:

a) das séries dada pela 5.185;

b) do valor absoluto da diferengca de longitude geografica elipséidica:
|Ar =2, =2

c) do valor absoluto da latitude reduzida: |B| = arctan| (1-f)tane]|;

d) de x dado pela 5.203;

e) da diferenga angular Ao dada pela 5.187, valor sempre positivo,

f) do valor absoluto de ®, pela 5.199

g) de o, pela 5.200;

h) de {3, dado pela 5.197;

i) dos angulos 6, e 6, e da diferenga angular A6, esta em radianos, dados

pela 5.183;
j) de AJ _,, comn=246,810, dado pela 5.184;

n—11

I) de c" =cos"B, comn=24,6,810;

m) do |S| cuja unidade resulta em m’ou, entdo, em ha se |S|><104.
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continua

ESTREMAS: ¢ 2|o..,| ___COORDENADAS _ INTEGRAGAO [s| |sgn N. DO
Latitude ¢ Longitude 2 iy

M19 ~23°43'34,084 7" | -50°58'21.5150"
M18 —23943'27,2927" | -50°58'21,4395" 59772909 + 1
M20 —23°43'39,7394" | -50°58'21,7305"
M19 —23943'34,0847" | -50°58'21,5150" 17062914,8| + 2
M21 —23°43'455094" | -50°58'21,8861"
M20 —23°43'39,7394" | -50°58'21,7305" 123215475 + 3
M22 —23°43'518200" | -50°58'22,0302"
M21 —23°43'455094" | -50°58'21.8861" 114136969 + 4
M22 ~23°43'518200" | -50°58'22.0302"
M23 —23°43'51,7870" | -50°58'21,8290" 15934 1055| - 5
M35 ~23°43'52,2296" | —50°58'02.9407"
M23 —23°43'51,7870" | -50°58'21,8290" 1495865707.3| - 6
M35 —23°43'52,2296" | —50°58'02,9407"
M24 —23°43'52,2290" | -50°58'02,5170" 3355517141 - 7
M24 ~23°43'52,2290" | -50°58'02,517 0"
SATO1 —23943'48,5195" | -50°58'02,1180" 315982999 - 8
SATO1 —23°43'48,5195" | —50°58'02,1180"
MO1 —23°43'47,826 5" | _50°57'48,3612" 10894286433 - i
M02 23°43'554039" | —50°57'45827 2"
MO1 —23°43'47,826 5" | -50°57'48,3612" 200680 3114| - 10
MO3 23°44'02,1249" | —50°57'43,7941"
MO02 —23943'55,4039" | -50°57'45827 2" 161024 0675| - 1
MO04 —23°44'06,506 1" | -50°57'42,1625"
MO03 —23°44'02,1249" | -50°57'43,7941" 1202327209| - 12
MO5 23°44'14,934 7" | —50°57'40,6396"
Mo4 —23°44'06,506 1" | -50°57'42,1625" 1206316251 - 13
M06 —23944'14,9586" | -50°57'58,1453"
MO5 —23°44'14,934 7" | —50°57'40,639 6" 13867208925 + 14
MO7 23°44'151832" | —50°58'14,216 1"
M06 _23°44'14,9586" | -50°57'58,145 3" 12730564785 + 15
MO7 —23°44'15,1832" | -50°58'14,216 1"
MO8 223°44'07,426 0" | —50°58'15,006 2" 625853681 + 16
MO8 ~23°44'07,426 0" | —50°58'15,006 2"
M09 —23°44'05,246 3" | -50°58'15130 1" 98132871 + 17
M09 23944'05,2463" | -50°58'15,130 1"
M10 —23°44'04,8146" | -50°58'15133 6" 2773496) + 18
M10 23944'04,814 6" | -50°58'15,1336"
M1 _23°43'57,2742" | —50°58'15,7724" 505945857 + 19
M1 —23°43'57,2742" | —50°58'15,7724"
M12 —23°43'57,0320" | -50°58'22,0728" 4989907384 + 20
DG4 —23943'57,0634" | -50°58'22,2731"
M2 ~23°43'57,0320" | —50°58'22,0728" 15863730.3| + 21
Mi3 23°43'50,107 2" | -50°58'22,7618"
DG4 —23°43'57,063 4" | -50°58'22,2731" 38705391,8| + 22
M14 —23944'09,158 9" | —50°58'24,237 1"
M13 —23°43'59,107 2" | -50°58'22,7618" 1168525156 + 23
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ESTREMAS: || 2 |o., ___COORDENADAS _ INTEGRAGAO || N.DO
Latitude ¢ Longitude 1 sgn i

M14 —23°44'00,158 9" | —50°58'24,237 1"
EJ18 23°44'07,2509" | —50°58'28,834 7" 364173676,7) + 24
EJ18 _23°44'07,2509" | —50°58'28.8347"
EJ19 23944'05,8948" | —50°58'316357" 2218618149 + 25
EJ19 23°44'058948" | -50°58'31,6357"
EJ20 223°44'03,9703" | —50°58'35,0008" 2665382634 + 26
EJ20 _23°44'03,9703" | -50°58'35,0008"
EJ21 —23°44'01,0426" | —50°58'40,0557" 4003710205 + 27
EJ21 —23°44'01,0426" | —50°58'40,0557"
EJ22 223°43'59,8223" | -50°58'41,065 3" 799629666 + 28
EJ22 —23°43'50.8223" | —50°58'41,0653"
EJ23 23°43'57,869 7" | -50°58'40,584 9" 380483248 | - 29
EJ23 23°43'57,8697" | —50°58'40,584 9"
M15 _23°43'56,3949" | -50°58'42.627 8" 1617972461 + 30
M15 23°43'56,394 9" | -50°58'42.627 8"
24B —23°43'54,7453" | -50°58'46,068 9" 2725299355 + 31
24B 23°43'54,7453" | —50°58'46,068 9"
24A 123°43'48,7842" | —50°58'48,566 7" 1978137281 + 32
24A 23°43'48,784 2" | _50°58'48,566 7"
25A 23°43'457138" | -50°58'52176 7" 285880261.8( + 33
25A 23°43'457138" | -50°58'521767"
M16 23°43'416426" | -50°58'57,0913" 3891777859 + 34
M16 23°43'41,6426" | -50°58'57,0913"
EJ27A 23°43'353641" | -50°58'53,0581" 319363 121,7| - 35
EJ27A 223°43'35,364 1" | -50°58'53,058 1"
EJ28 23°43'32,1688" | —50°58'50,2612" 221456947.8| - 36
EJ28 23°43'32,1688" | -50°58'50,2612"
M17 23943'30,2445" | —50°58'49,668 2" 469520611 - 37
M7 223°43'30,244 5" | —50°58'49,668 2"
SAT02 223°43'29,480 3" | -50°58'42.1351" 5964408761 - 38
SATO2 —23°43'29,480 3" | -50°58'42,1351"
M18 -23°43'27,2927" | -50°58'21,4395" 16385685072 - 39

S =1561996,2 m° = 156,199 6 ha
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QUADRO 7.7 — SUPERFICIE DAS PARCELAS DA GLEBA PO DE SERRA NO ELIPSOIDE

continua
PARCELA |ESTREMAS — COORDENADAS _ INTEGRAGAO ] N. DO
Latitude ¢ Longitude »- sgn if
M28 23°43'459038" | -50°58'42,4212"
M27 —23°43'39,0880" | -50°58'42,3100" 8806469,1| + 47
M29 23°43'51,4203" | —50°58'42,557 2"
M28 23°43'459038" | -50°58'42,4212" 107706568 + 49
M15 23943'56,394 9" | —50°58'42,627 8"
M29 23°43'514203" | -50°58'42,5572" 55925436 + 52
M15 23°43'56,394 9" | —50°58'42.627 8"
24B 23°43'54,7453" | —50°58'46,068 9" 2725299355 + 31
01 24B 23°43'54,7453" | —50°58'46,0689"
24A 23°43'48,784 2" | —50°58'48,566 7" 1978137281 | + 32
24A 23°43'48,784 2" | —50°58'48,566 7"
25A 23°43'45.7138" | -50°58'521767" 2858802618 | + 33
25A 23°43'45,7138" | —50°58'52,176 7"
M16 23°43'41,6426" | —50°58'57,0913" 3891777859 + 34
M16 23°43'41,6426" | —50°58'57,0913"
M27 723°43'39,9880" | -50°58'42,3100" 1170465848,9| - 44
S$=105531,9m’ =10,553 2 ha
AZM02 23°43'342019" | —50°58'42,1853"
SAT02 —23°43'29,480 3" | —50°58'42,1351" 39727937 + 41
M27 23°43'39,9880" | -50°58'42,3100"
AZMO02 223°43'34,2019" | —50°58'42,1853" 98746370 + 43
M16 23°43'41,6426" | —50°58'57,0013"
M27 23°43'30,9880" | -50°58'42,3100" 11704658489 + 44
M16 23°43'416426" | —50°58'57,0013"
o [E2A 23°43'35,364 1" | -50°58'53,058 1" 3193631217 | - 35
EJ27A 223°43'353641" | -50°58'53,0581"
EJ28 —23°43'32,168 8" | -50°58'50,2612" 2214569478 - 36
EJ28 23°43'321688" | —50°58'50,2612"
M17 23°43'30,244 5" | —50°58'49,668 2" 469520611 - 37
M17 23°43'30,2445" | —50°58'49,668 2"
SAT2 23°43'20,480 3" | -50°58'42,1351" 596 440 876,1 - 38
$=100272,9 m’ =10,027 3 ha
M19 23°43'34,084 7" | —50°58'21,5150"
M18 23°43'27,2027" | -50°58'214395" 59772909} + 1
AZM2 23°43'342019" | -50°58'42,1853"
M19 23°43'34,084 7" | —50°58'21,5150" 16366693217 + 40
03 AZM2 —23°43'34,2019" | -50°58'42,185 3"
SAT2 —23°43'29,480 3" | -50°58'42,1351" 39727937 - “1
SAT2 23°43'29,480 3" | -50°58'42,1351"
M18 23°43'27,2927" | -50°58'21,4395" 1638568507.2} - 39
$=105311,7m’ =10,5312 ha
M20 23°43'39,739 4" | —50°58'21,7305"
M19 223943'34,084 7" | -50°58'21,5150" 17062914.7| + 2
04 2z 23°43'39,9880" | -50°58'42,3100"
M20 —23943'39,7394" | -50°58'21,7305" 16295825951} + 42
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QUADRO 7.7 - SUPERFICIE DAS PARCELAS DA GLEBA PO DE SERRA NO ELIPSOIDE

continuacao
PARCELA |ESTREMAS COORDENADAS INTEGRAGAO [5] N. DO
Latitude ¢ Longitude 3 sgn i
M27 723°43'39,9880" | —50°58'42,3100"
AZM2 —23°43'34,2019" | -50°58'42,1853" 987463701 - 43
AZM2 23°43'34,2019" | —50°58'42,185 3"
M19 23°43'34,0847" | —50°58'21,5150" 1636669321,7] - 40
S$=1015511m’ =10,1551ha
M21 —23°43'45500 4" | -50°58'21,8861"
M20 —23°43'39,7394" | -50°58'21,7305" 12321547.5) + 3
M28A 23°43'457285" | —50°58'33,169 7"
M21 23°43'45,500 4" | -50°58'21,886 1" 8935457847 + 45
M28 23°43'459038" | _50°58'424212"
05 |M2eA —23°43'45,7285" | —50°58'331697" 7326258344 + 46
M28 23°43'45,9038" | -50°58'42,4212"
M27 —23°43'39,088 0" | -50°58'42,3100" 8806469,1 - 47
M27 —23°43'39,9880" | —50°58'42,3100"
M20 23943'39,7394" | -50°58'21,7305" 16295825951 | - 42
S=104102,4 m* =10,4102 ha
M22 23°43'51,8200" | —50°58'22.0302"
M21 23943'45,5094" | —50°58'21,886 1" 114136%.9| + 4
M22 23°43'51,8200" | —50°58'22,030 2"
M29 —23°43'514203" | —50°58'42,557 2" 16256361751 + 48
M29 23°43'51,4203" | —50°58 42,557 2"
05 |M28 —23°43'45,9038" | -50°58'42 4212" 107706568 - 49
M28 23°43'459038" | _50°58'42,4212"
M28A 123°43'45,7285" | —50°58'33.169 7" 7326258344 - 46
M28A —23°43'457285" | —50°58'33,1697"
M21 23°43'45,5094" | -50°58'21,8861" 8935457847 - 45
$=107596,1m’ =10,759 6 ha
DG4 223°43'57,0634" | —50°58'22,2731"
M22 ~23°43'51,8200" | -50°58'22,0302" 192373638 + 50
M13 23°45'59,107 2" | -50°58'22,7618"
DG4 —23°43'57,063 4" | -50°58'22,2731" 38705391.8| + 22
M13 23°45'59.107 2" | —50°58'22,7618"
M15 23°43'56,394 9" | -50°58'42,627 8" 15733946711 + 51
07 [mi5 23°43'56,394 9" | —50°58'42,6278"
M29 —23°43'514203" | -50°58'42,557 2" 55925436 - 52
M22 —23°43'51,8200" | —50°58'22,030 2"
M29 —23°43'51,4203" | -50°58'42.557 2" 16256361751} - 48
S =108 708,0 m* =10,870 8 ha
M13 23°45'59,107 2" | —50°58'22,7618"
M15 23°43'56,394 9" | —50°58'42.6278" 15733946711 - 51
M14 T23°44'09,1589" | ~50°58 24,237 1"
M13 23°45'59107 2" | —50°58'22,7618" 1168525156 | + 23
M14 ~23°44'09,158 9" | —50°58'24,237 1"
08 EJ18 —23944'07,2509" | —50°58'28,834 7" 364 1736767 + 24




222

QUADRO 7.7 — SUPERFICIE DAS PARCELAS DA GLEBA PO DE SERRA NO ELIPSOIDE

continuacao
PARCELA | ESTREMAS COORDENADAS INTEGRAGAO |s| N. DO
Latitude o Longitude 2 sgn ir
EJ18 23°44'07,2509" | -50°58'28,8347"
EJ19 —23°44'05,8948" | —50°58'31,6357" 2218618149/ + 25
EJ19 —23°44'05,894 8" | —50°58'31,6357"
EJ20 ~23°44'03,9703" | —50°58'35,0008" 266 538 2634 | + 26
EJ20 23°44'03,9703" | —50°58'35,0008"
EJ21 ~23°44'01,0426" | -50°58'40,0557" 4003710205| + 27
EJ21 23°44'01,0426" | —50°58'40,055 7"
EJ22 —23943'59,8223" | -50°58'41,065 3" 799629666 + 28
EJ22 —23°43'59,8223" | —50°58'41,065 3"
EJ23 —23°43'57,8697" | -50°58'40,584 9" 380483248 - 2
EJ23 23°43'57,8697" | —50°58'40,584 9"
M15 —23943'56,3949" | _50°58'42,627 8" 1617972461 + 30
S=114507,9 m° =11,450 8 ha
M35 23°43'52,2296" | -50°58'02,9407"
M23 —23943'51,7870" | —50°58'21,8290" 14958657073} - 6
DG3 23°43'56,8396" | —50°58'04,966 2"
M35 23°43'52,2296" | —50°58'02,940 7" 1604148193} + 54
DG2 23°44'03,0818" | —50°58'09,366 7"
DG3 23°43'56,8396" | —50°58'04,966 2" 3485297425 + 59
M31 23°44'04,278 2" | —50°58'12,0455"
DG2 23°44'03,0818" | —50°58'09,366 7" 2121758323} + 56
09 | MBI 23°44'04,278 2" | —50°58'12,0455"
M30 223°43'57,5560" | —50°58'13,2760" 97459581,01 + 57
M30 23°43'57,556 0" | —50°58'13,276 0"
M1 23943'57,2742" | —50°58'15,772 4" 19771507311 + 58
M11 23°43'57,2742" | —50°58'15,7724"
M12 223943'57,0320" | -50°58'22,0728" 4989907384 + 20
M12 23°43'57,0320" | —50°58'22,0728"
M23 23°43'51,7870" | -50°58'21,8290" 193089859| - 53
$=111093,4 m’=11109 3 ha
M02 23°43'55,4039" | —50°57'45,827 2"
MO1 23943'47,8265" | -50°57'48,3612" 2006803114 - 10
AZM1 23°43'567,0197° | —50°58'04,587 9"
Mo02 23°43'55,4039" | —50°57'45,827 2" 148582924411 + 62
AZM1 23°43'57,0197" | —50°58'04,587 9"
10 |™24 23°43'52,2290" | -50°58'02,517 0" 1640103751 - >9
M24 723°43'52,2290" | -50°58'02,5170"
SATO1 —23°43'48,5195" | -50°58'02,1180" 315982999 - 8
SATO1 23°43'48,5195" | —50°58'02,118 0"
MO1 23943'47,8265" | -50°57'48,3612" 10894286433 - o
S=111614,4 m* =111614 ha
MO3 223944'02,1249" | —50°57'43,7941"
M2 ~23°43'55,4039" | —50°57'45,827 2" 161024067.5) - "
1" M25 23°44'03,294 2" | -50°58'09,0111"
MO3 ~23°44'02,1249" | —50°57'43,7941" 1997.3050568| + 63
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continuacdo
PARCELA |ESTREMAS — COORDENADAS _ INTEGRAGAO 5] N. DO
Latitude o Longitude » sgn if
M25 223°44'03,294 2" | -50°58'09,0111"
AZM1 —23°43'57,0197" | -50°58'04,587 9" 350328 370,5| - 60
AZM1 ~23°43'57,0197" | —50°58'04,587 9"
M02 —23°43'55,4039" | -50°57'45,827 2 14858292441 - 62
S$=123374,7m’ =12,337 5 ha
MO4 223°44'06,506 1" | —50°57'42,162 5"
MO03 23944'02,1249" | -50°57'43,794 1" 1292327209 - 12
M26 223944'07,086 4" | -50°57'58,2319"
MO4 23944'06,506 1" | —50°57'42,162 5" 1272829446.2) + 64
MO8 23°44'07,426 0" | -50°58'15,006 2" ‘
M26 223944'07,086 4" | -50°57'58,2319" 1328670 111,9¢ + 65
MO8 23944'07,426 0" | -50°58'15,006 2"
M09 —23°44'05,246 3" | -50°58'151301" 98132871 + 17
12 M09 —23°44'05,246 3" | -50°58'15130 1"
DGA ~23944'04,6617" | -50°58'11966 9" 250 546 563,1 | - 66
DG —23944'04,6617" | -50°58'11966 9"
M25 223°44'03,2942" | -50°58'09,0111" 234116 557.6| - 61
M25 23944'03,294 2" | -50°58'09,0111"
MO3 223°44'02,1249" | -50°57'43,794 1" 1997305056,8/ - 63
$=111946,8 m* =11,194 7 ha
MO6 ~23°44'14,958 6" | -50°57'58,145 3"
M26 23°44'07,086 4" | -50°57'58,2319" 6862188.4| - 68
MO7 23°44'15,1832" | -50°58'14,216 1"
M06 ~23°44'07,086 4" | -50°57'58,2319" 1273056478,5| + 15
MO07 23944'15,183 2" | -50°58'14,216 1"
3 os 23°44'07,426 0" | —50°58'15,006 2" 625853681 + 16
MO8 —23°44'07,426 0" | —50°58'15,006 2"
M26 —23°44'07,086 4" | -50°57'58,2319" 1328670 11,9/ - 65
S =109 546,3 m* =10,954 6 ha
MO5 123944'14,9347" | —50°57'40,6396"
MO4 —23944'06,506 1" | -50°57'42,1625" 1206316251 - 13
MO6 _23°44'14,958 6" | —50°57'58, 145 3"
MO5 —23°44'14,9347" | —50°57'40,6396" 1386720892,5| + 14
i MO6 23944'14,958 6" | -50°57'58,145 3"
M26 —23°44'07,086 4" | -50°57'58,2319" 68621884 + 68
M26 —23°44'07,086 4" | —50°57'58,2319"
M04 —23°44'06,506 1" | —50°57'42,1625" 12728294462 - 64
S =122009,6 m* =12,2010 ha
M30 —23°43'57,556 0" | -50°58'13,276 0"
M11 23°43'57,2742" | —50°58'15,772 4" 1977150732} - 58
M31 ~23944'04,278 2" | —50°58'12,045 5"
M30 —23°43'57,5560" | -50°58'13,2760" 97459581,0) - 57
15 'm0 —23°44'04,8146" | -50°58'15,133 6"
M31 —23°44'04,278 2" | —50°58'12,0455" 244596 9717 + 67
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QUADRO 7.7 - SUPERFICIE DAS PARCELAS DA GLEBA PO DE SERRA NO ELIPSOIDE

conclusdo
PARCELA |ESTREMAS — COORDENADAS _ INTEGRAGAO [§] N. DO
Latitude o Longitude » sgn if
M10 23°44'04,8146" | —50°58'15,133 6"
M11 —23°43'57,2742" | —50°58'15,7724" 50594 585,7 + 19
S=16903,2m"=16903 ha
M12 723°43'57,0320" | -50°58'22,0728"
M23 —23°43'51,7870" | —50°58'21,8290" 193089859} + 53
DG4 —23943'57,0634" | -50°58'22,273 1"
M12 —23°43'57,0320" | -50°58'22,0728" 158637303 + 21
EST(;ADA DG4 223°43'57,0634" | —50°58'22,2731"
M22 —23°43'51,8200" | —50°58'22,030 2" 192373638| - 50
M22 —23°43'51,8200" | -50°58'22,0302"
M23 —23°43'51,7870" | -50°58'21,8290" 159341055 - 5
S=1246,9m° =0,124 7 ha
AZM1 —23°43'57,0197" | -50°58'04,587 9"
M24 —23°43'52,2290" | —50°58'02,517 0" 1640103751 + 59
M25 23°44'03,294 2" | -50°58'09,0111"
AZM1 223°43'57,0197" | —50°58'04,587 9" 350328370,5| + 60
DG1 23°44'04,6617" | —50°58'11,966 9"
M25 —23°44'03,2942" | -50°58'09,0111" 234116 557,7] + 61
M09 —23944'05,2463" | _50°58'15,130 1"
DG1 23°44'04,6617" | —50°58'11,966 9" 250546 563,1} + 66
M09 23°44'05,246 3" | -50°58'15,130 1"
ESTRADA [M10 23944'04,8146" | -50°58'15,1336" 2773496 + 18
02 M10 23944'04,8146" | _50°58'15,1336"
M31 —23944'04,278 2" | —50°68'12,0455" 244596 971,71 - 67
M31 —23°44'04,278 2" | -50°58'12,0455"
DG2 23°44'03,0818" | —50°58'09,366 7" 2121758323 - 56
DG2 23°44'03,0818" | —50°58'09,366 7"
DG3 23°43'56,8396" | -50°58'04,966 2" 3485207425 - 55
DG3 23°43'56,8396" | —50°58'04,966 2"
M35 —23°43'52,2296" | -50°58'02,9407" 1604148193 - 54
M35 23°43'52,2296" | -50°58'02,9407"
M24 23°43'52,2290" | -50°58'02,517 0" 335551713 - 7

S=66789m’ =0,6679 ha

17
Total: > =1561996,2 m’ =156,199 6 ha

1
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FIGURA 7.3 — APRIMORAMENTO DO MEMORIAL DA CARACTERIZACAO DE ESTREMAS PARA
A MATRICULA IMOBILIARIA EXEMPLIFICADO PARA O CASO REAL: A GLEBA PO
DE SERRA
continua

LIVRO N. 2 - REGISTRO GERAL ( )° Oficio de Registro de Iméveis de ...

Matricula (niamero) Ficha 1
Data

CARACTERIZACAO DAS ESTREMAS DO IMOVEL NO SISTEMA GEODESICO BRASILEIRO
OFICIAL

PARAMETROS DO ELIPSOIDE: semi-eixo maior a =6 378 160m ; achatamento f =1/298,25 .

DENOMINAGAO DO IMOVEL: Gleba P6 de Serra.

ESTREMA QUE INICIA O PERIMETRO EM COORDENADAS GEOGRAFICAS ELIPSOIDICAS:
M18 = (g;1) = (-23°43'27,292 7";,-50°58'21,439 5").

DESCRIGCAO DO PERIMETRO POR COORDENADAS POLARES ELIPSOIDICAS (AZIMUTE E
COMPRIMENTO DE if)

Da estrema M18, segue confrontando com terras de uma estrada com as triades:
(180°35'10,8"; 209,018m; M19),
(180°00'33,9"; 174,182m; M20),
(181°25'19,8"; 177,632m; M21),
(181°12'15,4" ; 194, 169m; M22),
(79°53'53,5";5,796m; M23),
(91°27'32,7"; 535,232m; M35),
(89°54'42,9"; 12,752m; M24),
(5°39'18,7"; 114,840m; SAT1).
Da estrema SAT1 segue confrontando com terras de Luis Fernando com as triades:
(86°52'07,5" ; 390,161m; M01),
(162°53'17,6"; 243,748m; M02),
(164°26'18,9";214,601m; M03),
(161°04'35,4"; 142,545m; M03),
(170°3323,1"; 263,183m; M05).
Da estrema MO05, segue confrontando com terras de Teru lochida com as triades:
(269°54'50,6" ; 495,776m; MO6) e (269°07'45,6" ; 455,223m; M07).
Da estrema MO07 segue confrontando com terras de uma estrada com as triades:
(354°38'36,0" ; 239,678m; M08),
(357°00'16,3" ; 66,707m; M09),
(359°34'20,6" ; 15,579m; M10),
(355°32'25,7" ; 232,653m; M11),
(272°2326,8"; 178,588m; M12),
(260°20'09,7"; 5,768m; DG4),
(192°24'51,9"; 65,491m; M13),
(187°41'41,6"; 312,121m; M14).
Da estrema M14 segue confrontando com o rio Aguas da Serraria com as triades:
(294°15'56,2" ; 142,553m; EJ18),
(297°44'25,2" ; 89,694m; EJ19),
(301°50'58,9" ; 112,211m; EJ20),
(302°10'31,0" ; 169,097m; EJ21),
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FIGURA 7.3 — APRIMORAMENTO DO MEMORIAL DA CARACTERIZACAO DE ESTREMAS PARA
A MATRICULA IMOBILIARIA EXEMPLIFICADO PARA O CASO REAL: A GLEBA PO
DE SERRA
continuacao

LIVRO N. 2 - REGISTRO GERAL ( )° Oficio de Registro de Iméveis de ...

. Matricula (nimero) Ficha 2
Data

(322°42'19,4" ; 45,914m; EJ22),
(12°45'43,1"; 61,673m; EJ23),
(308°06'09,1" ; 73,202m; M15),
(297°30'24,6" ; 109,669m; 24B),
(338°54'20,1" ; 169,519m; 24A),
(312°44'00,1" ; 138,684m; 25A),
(311°58'50,8" ; 187,242m; M16).
Da estrema M16 segue confrontado com o Cérrego da Lasca com as triades:
(30°36'01,7" ; 224,311m; EJ27A),
(38°51'50,9" ; 126,386m; EJ28) e
(15°50'21,7"; 61,677m; M17).
Da estrema M17 segue confrontando com terras de lzaido Aparecido Pedroso com as
triades:
(83°42'44,9" ; 214,588m; SAT2) e (83°27'05,6"; 590,019m; M18).

QUANTIFICAGAO DO PERIMETRO: 7 288,882 m

QUANTIFICAGAO DA SUPERFICIE: S = f(p;A)=156,199 6ha .

DESCRICAO DO PERIMETRO DE SUPERFICIES A SEREM EXCLUIDAS DO REGISTRO
Excluem-se desta superficie as terras de estradas delimitadas por dois perimetros distintos.

O primeiro inicia na estrema M23 = (-23°43'51,787 0";-50°58'21,829 0") e segue com as triades:

(182°27'01,1"; 161,656m; M12),

(260°20'09,7", 5,768m; DG4),

(2°26'31,3"; 161,656m; M22),

(79°63'63,5";5,796m; M23).

Este perimetro delimita a superficie S =f(¢;A)=0,124 7ha.
O segundo inicia na estrema M24 =(-23°43'52,229 0",-50°58'02,5170") e segue com as

triades:

(201°42'01,0"; 158,684m; AZM1);

(212°58'56,3" ; 230,041m; M25);

(243°19'03,6"; 93,686m; DG1);

(258°38'53,9" ; 91,533m; M09);

(359°34'20,6"; 15,579m; M10),

(79°18'54,3" ; 89,284m; M31);

(64°07'12,6" ; 84,090m; DG2);

(32°58'59,6"; 228,805; DG3);

(22°01'22,5"; 152,706m; M35) e (89°54'42,9"; 12,7562m; M24).

Este perimetro delimita a superficie S = f(¢;A)=0,667 Sha .

SUPERFICIE REMANESCENTE DA GLEBA: S = f(¢;1) = 155,407 Oha.
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FIGURA 7.3 ~ APRIMORAMENTO DO MEMORIAL DA CARACTERIZAGCAO DE ESTREMAS PARA
A MATRICULA IMOBILIARIA EXEMPLIFICADO PARA O CASO REAL: A GLEBA PO
DE SERRA™
conclusao

LIVRO N. 2 - REGISTRO GERAL ( )° Oficio de Registro de Iméveis de ...

Matricula (nimero) Ficha 3

Data

DADOS COMPLEMENTARES PARA A INTERPRETAGCAO DO PRINCIPIO DA ESPECIALIDADE

1 DADOS INSTRUMENTAIS

c)hlinear =

Sangular =

a)medidas de acuracia interna nominais {

b) calculo do desvio padrao de uma observagao segundo a NBR 13 133, p. 33-35 em ABNT (1994)

c) calibragao

2 ESTIMATIVAS DAS MENSURAGOES
a) vetor médio amostral

T=[2 % .. 7 .. 1]

b) matriz covariancia amostral
VECHT(SA)=[:S12 Syoo Sy e Sy S oo Sp . Sy . S LS, .. sp]

3 ESTIMATIVAS DO AJUSTAMENTO DE OBSERVAGOES PELO METODO DOS MINIMOS
QUADRADOS PARA A IDENTIFICACAO E A AVIVENTACAO

ca s e . .. 2
variancia de uma observagao de peso unitario a priori 6, =

variancia de uma observagao de peso unitario a posteriori 6§ =
vech'(Q;) =

vech'(Q,) =

diag(Q,P) =

nivel de significancia o =

qualidade ou poder do teste 1—3 =
parametro de ndo-centralidade da distribuigdo normal 80 =

"% Ver a figura 8.1 que mostra 0 memorial da caracterizagao de estremas desta gleba,
objeto de aprimoramento.
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FIGURA 7.4 ~ APRIMORAMENTO DO MEMORIAL DA CARACTERIZACAO DE ESTREMAS PARA
A MATRICULA IMOBILIARIA EXEMPLIFICADO PARA O CASO REAL: PARCELA 01"

LIVRO N. 2 - REGISTRO GERAL ( )° Oficio de Registro de Iméveis de ...

Matricula (numero) Ficha 1
Data

CARACTERIZAGAO DAS ESTREMAS DO IMOVEL NO SISTEMA GEODESICO BRASILEIRO
OFICIAL

PARAMETROS DO ELIPSOIDE: semi-eixo maior a =6 378 160m ;| achatamento f = 1/298,25

DENOMINAGAO DO IMOVEL: Parcela 01

ESTREMA QUE INICIA O PERIMETRO EM COORDENADAS GEOGRAFICAS ELIPSOIDICAS:
M27=(-23°43"39,988 0",-50°58'42,4212")

DESCRIGAO DO PERIMETRO POR COORDENADAS POLARES ELIPSOIDICAS (AZIMUTE E
COMPRIMENTO DE If)

Da estrema M27 segue confrontando com a Parcela 05 com a triade constituida pelas
coordenadas polares elipsoéidicas (azimute e comprimento de If ) e estrema: (180°59'29,1";182,129m;

M28).
) Da estrema M28 segue confrontando com a Parcela 06 com a triade (181°18'00,6";

169,712m; M29).

Da estrema M29 segue confrontando com a Parcela 07 com a triade (180°44'54,8";
152,910m; M15). ]

Da estrema M15 segue confrontando com o Rio Aguas da Serraria com as seguintes triades:
(297°30'24,6"; 109,669m; 24B);
(338°54'20,1";196,519m; 24A);
(312°44'00,1";138,684m; 25A);
(311°58'50,8"; 187,242m; M16).

Da estrema M16 segue confrontando com a Parcela 02 com a triade (83°04'06,1";
421,810m; M27).

SUPERFICIE DA PARCELA: S =f(¢;1) = 10,553 2ha

O mesmo procedimento € aplicado para as demais parcelas; e em todos os
memoriais sao incluidos dados complementares para a interpretagao do principio da
especialidade concernente a individualizagao obrigatéria da propriedade imével,

conforme a figura 7.3.

" Ver a figura 8.2 que mostra o memorial da caracterizagio de estremas desta parcela,
objeto de aprimoramento.
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8 ANALISE DOS RESULTADOS

O modelo geodésico proposto — sob a énfase da utilizagao das coordenadas

geograficas elipsoidicas transformadas nas coordenadas polares elipsoidicas que
descrevem os If e sob a énfase da utilizagdo das coordenadas geograficas

elipséidicas com as quais a superficie do prédio é determinada conforme exposto na
secdo 5.4 e a sua sequéncia de célculo didaticamente exposta na secédo 7.3 —
demonstrado numericamente, na seg¢ao 7, com dados reais e representado, como
contetido aprimorado quanto a obrigatoriedade da individualizagdo da propriedade
fundiaria, em uma matricula imobiliaria.

Os pares de coordenadas polares elipsdidicas precedendo a estrema e,
portanto, formando uma triade, é o procedimento analitico de expor as coordenadas
geograficas elipsoéidicas de cada estrema, conforme a figura 7.3.

Em decorréncia da natureza das observagbes geodésicas — objeto da
Estatistica — o modelo requer dados complementares em sua concepgao (figura 7.1).

As quantidades geodésicas e estatisticas na composicdo da matricula,

conforme ilustradas na figura 7.3, constituem o aprimoramento buscado que
contribui para a caracterizagdo de iméveis concernentes aos seus If,, fornecendo

procedimentos que podem ser aplicaveis ao art. 225 da Lei 6 015/1973, segundo o qual:

Os tabelides, escrivdes e juizes fardo com que, nas escrituras e nos autos judiciais, as
partes indiquem, com precisdo, os caracteristicos, as confrontacdes e as localizagdes dos
imoéveis, mencionando os nomes dos confrontantes e, ainda, quando se tratar s6 de terreno,
se esse fica do lado par ou do lado impar do logradouro, em que quadra e a que distancia
métrica da edificagdo ou da esquina mais préxima, exigindo dos interessados certidao do
registro imobiliario.

§ 1° As mesmas minucias, com relagdo a caracterizagcdo do imovel, devem constar dos
instrumentos particulares apresentados em cartorio para o registro.

§ 2° Consideram irregulares para efeito de matricula, os titulos nos quais a caracterizagao
do imével nao coincida com a que consta do registro anterior.

O procedimento de interpretacdo deste artigo proposto na figura 7.1 é
exemplificado pelo memorial da caracterizacao de estremas da Gleba P6 de
Serra na figura 7.3. Esta exemplificagdo mostra como o memorial da
caracterizacao de estremas pode ser aprimorado em comparagdo com aqueles
que tem sido elaborado. A gleba Pé de Serra e a parcela 01 representadas pela figura
7.2 e as coordenadas geograficas elipsoidicas constantes dos quadros 7.2 e 7.3 tém

suas estremas caracterizadas com o contetido da figura 8.1 e 8.2, respectivamente.
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FIGURA 8.1 — MEMORIAL DA CARACTERIZACAO DE ESTREMAS DA GLEBA PO DE SERRA
ELABORADO PELO INCRA'"

MEMORIAL DESCRITIVO
LOTE: GER AREA: 155,894 5 ha
| GLEBA: PROJETO DE ASSENTAMENTO PO DE SERRA PERIMETRO: 7286,84m
IMUNICIPIO: LONDRINA UF: PR
DESCRICAO DO PERIMETRO

Partindo do marco M18 de coordenadas geograficas Latitude 23°43'27"S e Longitude
50°58'21"W, cravado a margem de uma estrada; deste, segue pela referida estrada com distancia
de 1422 41metros, indo até o SAT 01; deste, segue por linhas secas confrontando com terras de Luis

Fernando com os seguintes azimutes e distancias: 86°52'55" e 390,22 metros, indo até o MO1:;
162°54'11" e 243,92 metros, indo até o M02; 164°27'12"e 214,64 metros, indo até o MO3;
161°05'29" e distancia de 142,49 metros, indo até o M04 e 170°34'18" e 262,87 metros, indo até o
MO5; deste, segue por linha seca confrontando com terras de Teru lochida com azimute de
269°55'47" e distancia de 495,79 metros, indo até o M06, cravado @ margem de uma estrada; deste,
segue pela referida estrada com distancia de 1568,81metros, indo até o M14, cravado a margem do
Rio Agua de Serraria; deste, segue pelo referido rio no sentido de sua montante com distancia de
1329,02 metros, indo até o M16, cravado na barra do rio citado acima com o Corrego da Lasca;
deste, segue pelo referido cdrrego no sentido de sua montante com distancia de 412,20 metros, indo
até o M17; deste, segue por linhas secas confrontando com terras de Izaldo Aparecido Pedroso com
os seguintes azimutes e distancias: 83°43'12" e 214,66 metros, indo até o SAT02 e 83°27'37"e
590,04 metros, indo até o M18; ponto inicial da descricdo deste perimetro.

FONTE: INCRA (1998a)

FIGURA 8.2 — MEMORIAL DA CARACTERIZAGAO DE ESTREMAS DA PARCELA 01 DA GLEBA
PO DE SERRA ELABORADO PELO INCRA™

MEMORIAL DESCRITIVO
LOTE: 01 AREA: 10,251 3 ha
GLEBA: PROJETO DE ASSENTAMENTO PO DE SERRA PERIMETRO: 1 559,33 m
MUNICIPIO:  LONDRINA UF: PR
DESCRICAO DO PERIMETRO

Partindo do marco M27 de coordenadas geograficas Latitude 23°43'39"Se Longitude
50°58'42" W ; deste, segue por linha seca confrontando com o lote 05 com o azimute de 181°00'01" e
distancia de 182,03 metros, indo até o M28; deste, segue por linha seca confrontando com o lote 06
com o azimute de 181°18'34" e distancia de 169,76 metros, indo até o M29; deste, segue por linha seca
confrontado com o lote 07 com o azimute de 180°45'23" e distancia de 153,06 metros, indo até o M15
cravado a margem do Rio da Serraria; deste, segue pelo referido rio no sentido de sua montante com
distancia de 632,92 metros, indo até o M16; deste, segue por linha seca confrontando com o lote 02 com
azimute 83°04'31" e distancia de 421,74 metros, indo até o M27, ponto inicial deste perimetro

FONTE: INCRA (1998a)

2 Ver a figura 7.3 que mostra o memorial da caracterizacao de estremas desta gleba
aprimorado.

* Ver a figura 7.4 que mostra o memorial da caracterizacao de estremas desta parcela
aprimorado.
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A interpretagdo do art. 225 da Lei 6015/1973 nos memoriais da
caracterizagao de estremas (e também de entes naturais), consiste no emprego
das quantidades geodésicas e estatisticas segundo o modelo da figura 7.3. Estes
memoriais, se estiverem em matricula, tornardo as primitivas — ja que os peritos
devem se orientar pelo conteido dos titulos — disponiveis para as mensuragdes
necessarias para as demarcatorias, divisérias, discriminatérias, entre outras. Na
acao divisoria, se houver quinhdes determinaveis ad mensuram, & requerido do
agrimensor que proceda a divisao geodésica do imdvel (SANTOS, 1996, p. 86).

A sentenca em cada uma dessas acdes é dependente do laudo de
agrimensor que, em parte, € composto pelos memoriais da caracterizagao de
estremas. A pericia geodésica (THEODORO JUNIOR, 1999, p. 281) é indispensavel
(CPC, art. 956), pois a sentenga de procedéncia da demarcagao — ato da 12 fase do
procedimento demarcatério — tem de determinar o tragado da linha demarcanda
(CPC, art. 958). A falta desta diligéncia acarreta a nulidade da sentenca
(THEODORO JUNIOR, 1999, p. 281; SANTOS, 1996, p. 76). Na 22 fase, as
estremas sio fixadas, os memoriais da caracterizagcao de estremas e da
caracterizacdo de entes naturais siao gerados e tornam parte integrante da
sentenca homologatdria da demarcacéo (e.g., APIAL. Comarca. Proc. n. 048/39, fls.
1259 e 1 260).

O conteudo da escrituragao do Livro n. 2, determinado pelo o art. 176, §1°,
11,3 da Lei n. 6 015/1973: “a identificacdo do imovel feita, mediante indicagao de
suas caracteristicas e confrontagoes, localizagao, area e denominagao, se rural, ou
logradouro e numero, se urbano, e sua designacao cadastral, se houver’, &
dependente da interpretagao do art. 225 desta lei e este, por sua vez, é dependente

dos procedimentos de mensuragao dos If,.

Neste sentido o contetido da secdo 5 desta pesquisa € justificado pelo
argumento que entes geométricos podem ser caracterizados por coordenadas de
varios sistemas apresentados e podem se tornar If,, inclusive com elipsoide de
referéncia diferente. Por isso ha a necessidade dos modelos de transformagao de
coordenadas de suas estremas nas coordenadas geograficas elipsoidicas
referenciadas ao Sistema Geodésico oficial assim como modelo de mudanga de
Datum geodésico.
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O conteddo da segcdo 6 — dependente do contelido da secdo 4 — que
apresenta o procedimento de obtencdo das estimativas de qualidade dos dados
advindos das mensuragdes em que se empregou a matriz de dados e o
procedimento de andlise dos dados advindos do ajustamento de observagées

geodésicas pelo método dos minimos quadrados, em que mostra a necessidade de

serem dados: a variancia de uma observagdo de peso unitario a priori cﬁ, a
varidncia de uma observagdo de peso unitario a posteriori &, vech’ (Qy),
vech' (Q, ), diag(Q,P), o nivel de significancia «, a qualidade ou poder do teste

1-PB e o parametro de nao-centralidade da distribuicdo normal 3, .

Nas agdes discriminatérias encerradas ha iméveis declarados devolutos por
sentenga, os quais tornam objeto de registro. Em virtude disto, as Fazendas
Publicas requerem a extragdo de carta de sentenca para fins registrarios (e.g.,
MIRACATU. Comarca. Prbc. n. 106/73-B, fls. 1914) em que faz parte o laudo de
demarcagao. Como para cada imovel é aberta uma matricula, deveria constar desta
matricula a caracterizacao de estremas no Sistema Geodésico Brasileiro oficial,
conforme proposto na figura 7.1 e exemplificado pelo memorial da caracterizacao
de estremas da Gleba P¢é de Serra na figura 7.3.

A aviventagdo de limites apagados a que se refere o art. 959 do CPC
depende da interpretagao correta do principio da especialidade; este, por sua vez, €
a interpretagcao do art. 225 da Lei 6 016/73 que depende da caracterizagcdo de
estremas e de entes naturais. A caracterizagao de estremas depende, por sua vez,

de Sistema Geodésico de Referéncia.
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9 CONCLUSAO E RECOMENDAGCOES

O objetivo desta pesquisa consistiu em apresentar e analisar fundamentos
abrangentes que aprimorem a concepg¢ao do modelo geodésico que interprete parte
do principio da especialidade concernente a individualizagdo obrigatéria da
propriedade fundiaria por suas estremas, no espago geométrico, sob o emprego de
coordenadas geograficas elipséidicas e a transformagao destas em coordenadas
polares elipsdidicas.

O ponto de partida da atengéo foi a exposi¢ao, na seg¢ao 1.4, do argumento
que a caracterizacdo de estremas vincula a individualizagdo obrigatoria de
propriedade fundiaria que esta contido no principio da especialidade do registro
imobiliario a Geodésia, pois 0 problema do posicionamento de uma linha na
superficie fisica da Terra — um dos objetos da Geodésia — também ¢é um dos
objetos, e.g., da acdo demarcatoria (actio finium regundorum), da agao divisoria
(actio communi dividundo) — se nesta houver quinhao determinavel ad mensuram — e
da agao discriminatoria.

Cada uma destas ag¢des requer um laudo que busca a interpretacdo do
principio da especialidade do registro imobiliario mediante mensuragbes geodésicas,
consignando-a em memorial da caracterizacdo de estremas e a caracterizagao de

entes naturais tidos como definidores de If,.

Neste vinculo, os sistemas de coordenadas tém papel destacado e, em

particular, o sistema de coordenadas geograficas elipsoidicas e o sistema de
coordenadas polares elipséidicas mediante os quais os If, sdo descritos.

A tese fundamental da investigacdo resultou da constatacdo, nos
documentos consultados que estao listados no quadro 1.1, que os memoriais da
caracterizacdo de estremas, em seu conteudo, podem receber aprimoramento
advindos da contribuicdo dos conceitos da Geodésia concernente a
determinabilidade de linhas da superficie fisica terrestre e dos conceitos de
estimativa de qualidade de rede geodésica.

A fim de justificar esta tese, apresentaram-se na se¢ao 2 os fundamentos
juridicos, na se¢ao 3 os fundamentos matematicos, na secdo 4 os fundamentos
estatisticos, na secdo 5 os fundamentos geodésicos com destaques para os

sistemas de coordenadas geodésicas destinadas as medicoes terrestres e para a
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determinacéo da superficie do poligono elipsdidico € na secédo 6 os conceitos de
analise de qualidade de rede geodésica.

Como a mudanga do nome do confrontante ndo constitui irregularidade no
registro, recomenda-se, em atengéo ao principio da especialidade, sempre quando
possivel, a substituicdo do nome pelo nimero da matricula do imével confrontante.

Recomenda-se ao perito agrimensor que cada gleba, na 22 fase do
procedimento demarcatério, contenha a caracterizagao das estremas no Sistema
Geodésico Brasileiro oficial, sempre que possivel, conforme proposto na figura 7.1 e
exemplificado na figura 7.3 cujos dados complementares para a interpretaciao do
principio da especialidade s sera possivel se for adotado como procedimento o
conteudo da secéo 6.

Recomenda-se aos juizes que nas acdes que dependam de memorial da
caracterizagao de estremas, e.g., na acdo demarcatoria (actio finium regundorum),
na acao divisbria (actio communi dividundo) e na acéo discriminatoria haja como
norma a adogao dos procedimentos geodésicos e estatisticos da forma proposta na
figura 7.1 e exemplificado na figura 7.3 a fim de que o principio da especialidade
torne interpretado com rigor cientifico, contribuindo também como procedimento que
interpreta o contetido do art. 959 do CPC.
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GLOSSARIO
Alfabeto grego
A o oApo alfa N v 9! ni
B B Bn'ta beta E & & csi
r v ya'ua gama O o o'umxpov  émicron
A B de'Ata delta I = il pi
E ¢ g'ylov  épsilon P po ro
Z ¢ in'ta zeta T o,¢ otyua sigma
H n 1w eta T = T tau
® 0,3 6w teta Y v v'yihov  ipsilon
I 10’10 iota ® o Pt fi
K «x XoL 1o capa X x P qui
A A Aa'wda  lambda Y v i psi
M p W mi Q o Oue"yoL oméga

Derivada de uma funcao vetorial de variavel escalar. Um vetor variavel a é

denominado fungao vetorial ou fungao-vetor da variavel escalar t, se para cada valor
de t corresponder um valor do vetor a. Esta funcdo-vetor & denotada pela

expressao a = f(t) ou, em componentes, a =a,i+ aj+ak emque a, =f,a =1
e a, =f,. Afigura G1 mostra que o vetor variavel na forma de raio vetor r =r(t) do
ponto P descreve a curva hodégrafa da fungao vetorial ao variar t.

FIGURA G1 — DERIVADA DE FUNCAO VETORIAL DE VARIAVEL ESCALAR

A

A derivada da fungao-vetor a = f(t)em relagdo é uma nova fungdo de t definida

o da . f(t+At)—f(t)
pelo limite e L!To At

(BRONSTEIN e SEMENDIAEV, 1984, p. 719).
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A derivada do raio vetor —Cdi{ € o vetor tangente a hodoégrafa no ponto. As regras

das derivadas para vetor sao :

d da , db , dc
—(atb+ct )=t 4+ 22 4 2%
dt(a_b_c_ ) TIRrTITI
da -0, r

ot se a for vetor de constantes;

d db da.
Ef’(a.b) at —a+b— at’

d db
(a xb) = a xb+ax— i

Equagao. Denomina-se equagao a igualdade que somente é valida para certos
valores definidos.

Expressao algébrica. Denomina-se expressao algébrica a colegdo de quantidades

algébricas (numeros ou letras conectados pelos sinais de operagéo +, —, J— ,
dentre outros) com parénteses, colchetes e chaves, indicando a sucessao das
operagoes.

Expressio analitica do erro de uma funcao. Seja a fungéo w = f(x, Y, z). Se dx, dy

e dz sao os erros das observagoes x, y € z, o erro dw é dado por
dw =f(x +Ax,y + Ay,z+ Az) - f(x,y,2).

Formas da representagio analitica de uma curva plana. As curvas planas podem
ser representadas em coordenadas cartesianas e em coordenadas polares
(BRONSTEIN et al., 1999, p. 223): a) representacdo em coordenadas

cartesianas pela forma implicita: f(x,y)=0; pela forma explicita: y =f(x,y); pela
forma paramétrica: x =x(t), y=y(t); b)pela representacdo em coordenadas
polares r =f(6).

Formas da representagao analitica de uma fun¢do matematica. As funcbes
matematicas de uma variavel ou de varias variaveis podem ser escritas de
modos diferentes (BRONSTEIN et al, 1999, p. 120-121): a) representagao
explicita: uma fungdo é representada ou definida na forma explicita, se ela for
expressa pelas u variaveis independentes, as quais sdo denominadas de
argumentos y="f(x,X,,....x,); b) representagdo implicita: uma fungao é
representada ou definida na forma implicita, se os argumentos e a fungdo por
uma equagdo do tipo seguinte estdao ligados f(x,, 2reees u,y) 0; ¢

representacdao na forma paramétrica: uma fungéo é representada na forma
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paramétrica, se os u argumentos e a fungao forem escritos explicitamente; para
uma fungao de duas variaveis, representa-se x = ¢(r,s), y=y(r,s).

Formas da representagao analitica de uma superficie.
a) forma implicita: f(x,y,z) =0;

b) forma explicita: z="f(x,y);
c) forma paramétrica: x =x(u,v); y=y(uv); z=z(uv);

d) forma vetorial: r=r(u,v) ou r=x(uv)i +y(uv)j+z(uv)k.

Foérmulas diferenciais aproximadas. Nos calculos geodésicos quando o acréscimo
a uma funcao é considerado pequeno, i.e., quando o produto dois a dois pode
ser negligenciado (TARDI e LACLAVERE, 1951, p. 16), pode-se substituir o

acréscimo pela diferencial total. Por exemplo, para a fungao w=f(x,y,z), em

vez de dw = Qvldx +Qﬂdy +@N—dz , emprega-se a relagao aproximada:
OX oy 0z
Aw = -%—XN—AX + %y”—-Ay + %Az +--- termos de ordem superiores.

Funcao de uma variavel. Diz-se que uma quantidade y é uma fungao de uma
quantidade variavel x, se para um dado valor de x, a quantidade y assume um

valor definido. Escreve-se: y=f(x). A variavel y € denominada de variavel
dependente e a variavel x € denominada de variavel independente.

Geocentro. Denomina-se geocentro ao ponto médio de massa da Terra
(GRAFAREND, 1981, p. 418).

Gleba. (lat. gleba: chao, terreno). Designa o imével em relagao a sua caracterizagéo
fundiaria, podendo receber ou nao o parcelamento.

Identidade. Denomina-se identidade a igualdade de duas expressoées algébricas.
Linearizagao pela série de Taylor. A estimacao das coordenadas s&o obtidas por

funcbes nao-lineares. Considerando a fungdo nao-linear de uma unica variavel
independente y =f(x), a expansao em série de Taylor é

d 1 d
y:f(x°)+‘a-¥| A+ o =Y dx+
Para uma funcao de duas variaveis z=f(x,y) é
dz dz 1 dz 1 dz 2
z:f(xo,y°)+d—x|&_y° dx+dy| dy + pIpe 7 by, dx’ 2'dy by, dy” 4+

A generalizagao da expansao de fungao multivariada, em que n fungdes
relacionam com u variaveis,
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EO) || (% X000%,)
y=f(x)= fz(:x) _ fz(xhxz:,---,xu)

()] | f(X % %,)
com a matriz de derivadas parciais de n linhas e u colunas, chamada matriz
jacobiana,

o o
ox, 0%, 0X,
x | Ko &
?x"—‘ a).(1 a).(Z a).(u
afn n .en afn
| OX,  0OX, X, |
Se z=f(x,y), a forma linearizada é
2= 100, y.) + by, dxr S0k, Ay
O numero de colunas das matrizes % e gfy— e sdo o numero de componentes

do vetor x e y, respectivamente; o niumero de linhas é igual ao numero de
componentes do vetor z.

Matriz Hermitiana. Uma matriz simétrica que sé contenha elementos reais é
hermitiana (BRONSON, 1993, p. 162).

Parcela. Terra que resulta do desmembramento ou de loteamento de gleba.

Quantil. Valor para o qual a fungao de distribui¢do de probabilidade de uma variavel
aleatéria admite um valor pretendido (DIN, 1984, p. 6) e. g., o quantil q da funcao
de distribuicao normal padronizada

e X
F(u)=Pr(y u)=—= [e 7dx, —=<u<w, com y distribuido segundo N(0,1)
V2r 3

éF(u)=a

Teoria matematica dos erros. Quando uma grandeza é medida, cometem-se erros
independentemente do equipamento e do operador. A teoria dos erros pretende
classificar os possiveis erros que podem acontecer nas medi¢des para estuda-
los e, principalmente, evita-los ou, pelo menos, torna-los tao pequenos que
possam ser ignorados. Dessa forma os erros podem ser classificados em
grosseiros, sistematicos e acidentais. Os erros grosseiros sao devidos a
distragao do operador. Os erros sistematicos podem ser classificados em erro de
truncamento, erro de arredondamento e erro nos dados. O erro sistematico pode
ser controlado. Dado o numero decimal x =a,aa,...ab, em que a,a, a,,...,a,eb

sao algarismos. A supressao do algarismo b da o numero aproximado
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x'=a,aa,...a, se b<5 ou x'=aaa,..(a,+1), se bx5. Em qualquer do

o
1 o(n+1)

se as proprias medidas, a natureza matematica dos numeros (e.g.:

V2=14142..; €e=27182.... n=31416...) e ao modelo matematico
empregado. Os erros acidentais sdo devidos a causas desconhecidas e,
consequentemente, impossiveis de serem previstos e eliminados.

Erro absoluto e erro relativo. Seja x e x’, respectivamente, o valor exato e o
valor aproximado de um numero. Chama-se erro absoluto a diferenca.

g(x)=x-x". Se &(x) <0, o erro absoluto sera por excesso; se £(x) >0, 0

erro absoluto sera por falta. O erro absoluto mede a diferenca entre dois

nameros, mas nao estabelece relagado com a grandeza envolvida. A fim de obter
E(x) x—x

X X

verdadeiro, em todos os procedimentos de medicao, e’ intingivel. Isto implica

que tanto o erro absoluto como o erro relativo sao estabelecidos a priori pela

unidade de medida da grandeza.

Algarismos significativos. Na medida 1,237 £0,001m, os algarismos 1, 2 e 3

sao corretos, e o algarismo 7 é duvidoso, porque pode ser 6 ou 8. Os algarismos

corretos e o duvidoso se chamam algarismos significativos.

Propagagao dos erros nas operagcoes elementares. Sejam x' e y', os

valores aproximados dos numeros exatos x e y, respectivamente, e sejam

Ax e Ay os respectivos erros absolutos, ie., X -Ax<x<x +Ax,

Yy —Ay <y <y'+Ay.

Adicao. O erro absoluto da soma é a soma dos erros absolutos:

X+Yy=(x"+Y)x(Ax+Ay).

Subtracao. O erro absoluto da diferenca € a soma dos erros absolutos:

x-y=(x'-y)x(Ax+Ay).

casos, o erro de arredondamento ¢, € g, < . Os erros nos dados devem-

. O valor exato ou

essa relagédo, define-se o erro relativo ¢ (x)=
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APENDICE 1 — PARAMETROS GEOMETRICOS DA ELIPSE MERIDIANA E

IDENTIDADES
continua
2 b
_ z _ A1.1
a=bvyl+e I ( )
b=ayi-€ =a(1-f) (A1.2)
2
a 12 a b
C=F=av1+e = > :1 3 =M¢=i90° =N(p=t90° (A13)
1-€ —€
2 2 2
=8P - & _of f-1-(1-1f (A1.4)
a 1+e
2 2 2 2
2 '_b
e?=8-2 __¢ __¢ (A1.5)
b - (1-1)
f=8zb_q_J1_g? =1-_1 (A1.6)
a 1+ e”
p= NCOS(p (A1 .7)
a(1-¢€° a(1-¢€°
M= ( ) - (w3 )= ’zc — - 023=.\% (A1.8)
J(1-e*sint o) Ja-e?cos’ef  i-1°)
2
N=— a — - 2"" — = a (A1.9)
Ja cos’ @ +b’sin’ ¢ J1—e sin” @ ‘/cosch+(1—f)2 sin’ @
2 .2
_M[1-¢sin ‘p)z c ¢ __c_a (A1.10)
_ .
1-e Jitefcosio 1+ VW
Ca-b_ —A+1+e? _1-1-& _ §
n=2-2_ - - (A1.11)
T T P
n =e“cos’ =V -1 (A1.12)

NOTA: a expressdao A1.12 nao é a componente do desvio da vertical em
longitude
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APENDICE 1 - PARAMETROS GEOMETRICOS DA ELIPSE MERIDIANA E

IDENTIDADES
continuagao
2
R =JMN=_2¥1-€¢ ‘/3—_92=L2=LZ (A1.13)
1-e"sin"p V- W
2 .2
cos"A, sin"A
1 _ o, o N .M (A1.14)
Ra, M, Nn  1+e”cos’p cos®A, 1-e€’cos’B sin’ A,
_ 22 sing _ (70170
V_\/1+e cos ¢ = Sinp J_zcosB (A1.15)
N 2 2 1 1+ e”
V== —1+e”cos’ g = = A1.16
M ® 1-e°cos’p  1+e”sin’p ( )
W=\/1—ezsin2q> (A1.17)
2 _ 22 VP
W’ =(1-¢°)V - (A1.18)
vV _c_a_Jfiier-_1 (A1.19)
W a b 2
1-e
1=(1-)(1+€?) = f+Y1-€ = f+—1 (A1.20)
1+e”
1-€e” = (1-f) (A1.21)
0=e?-¢&’-¢%e”? (A1.22)
tanp = (tang)V1-¢’ = (tang)(1-f) (A1.23)
tano = (tanp)v1+e” (A1.24)
sing = Vsinp (A1.25)

cos¢ = (cosp)VV1-¢’ (A1.26)
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APENDICE 1 - PARAMETROS GEOMETRICOS DA ELIPSE MERIDIANA E

IDENTIDADES
conclusao
cosop)Vi+e”
cosp =" (p)v i (A1.27)
(sinz(p)(1_u1—e2) _fsin2¢ fv
cos(¢—p) = = =—-sin2p (A1.28)
V1—e? 2W 2
tan tan
tany = BZ - fane (A1.29)
Vi+e? 1+e
’ 12 H
tan((p B) = tanp—tanf (_1+ 1+e )Sln(pCOS(p_ fsin2¢ (A1.30)
1+tanetanp [ o? \eas? o 2(1—fsin’g) '
1+{-1+V1+€” Jcos’ ¢ @
tang-tany e°sinpcose n’tane  e? sin2o
( ) 1+tanotany 1+e’2cosch V? 2(1+e’2cosch) ( :
1 cosq) V?

A1.32
dB 1’ 2 COS B H+e;2 ,1 e ( )
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APENCICE 2 - FORMULAS DO TEOREMA DOS SENOS, DOS COSSENOS E DAS
COTANGENTES DA TRIGONOMETRIA ESFERICA

FIGURA A1 - TRIANGULO ESFERICO E SEUS FELEMENTOS PRINCIPAIS

QUADRO A1 - FORMULAS DO TEOREMA DOS SENOS, DOS COSSENOS E DAS
COTANGENTES DA TRIGONOMETRIA ESFERICA

TEOREMA DOS SENOS

TEOREMA DAS COTANGENTES

sina _ sinb _ sinc
sinA sinB sinC

TEOREMA DOS COSSENOS

cosa = cosbcosc +sinbsinccos A
cosb =cosacosc +sinasinccosB

cosc =cosacosb +sinasinbcosC

sinacotc = sinBcotC + cosacos B,
sinacotb = sinCcotB + cosacosC,
sinbcota = sinCcot A +cosbcosC,
sinbcotc = sinAcotC + cosbcosA,
sinccota = sinBcot A + cosccosB,

sinccotb =sin AcotB +cosccosA.
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APENDICE 3 - MUDANCA DE DATUM GEODESICO
continua

As formulas de Molodenskii fornecem as diferenciais do,di e dh das
coordenadas ¢,A e h, respectivamente, de um ponto do sistema cujo elipsdide tem
os parametros {a,f} a fim de obter as coordenadas correspondentes ¢’,A' e b’ no
outro sistema cujo elipsdide tem os parametros {a’,f'}.

O modelo mais simples para a mudanga de Datum parte dos sistemas

cartesianos com rotagao, translagao e fator de escala (PIEROZZI, 1989, p. 46):

X | % X;
Yz |=| Yo [+ (1+K)Re ¢ )| V1 | (A3.1)
z,| |z z,

e conforme a figura A2

FIGURA A2 - MUDANCA DE DATUM GEODESICO

2
A

(x} Y12 ) € o terno de coordenadas cartesianas de um ponto no 1° sistema;
(x;,y;,é) é o terno de coordenadas cartesianas do mesmo ponto no 2° sistema;

(x(',,y;,z(',)é o terno de coordenadas cartesianas, expresso no 2° sistema, da origem

do 1° sistema;
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APENDICE 3 — MUDANCA DE DATUM GEODESICO
continuagao
1+ K é o fator de escala;

E,.E,.E, s&o as rotagbes em torno dos respectivos eixos do 1° sistema, expressos
em radianos e giro anti-horario.

As diferenciais da A3.1 calculadas no ponto (0,x) s&o:

dx; = dx; +dk X; +(dR), X; +dx;. (A3.2)

Fixando o ponto no 2° sistema, i.e., dx; =0, reescreve-se a A3.2, assumindo
a forma:

dx; = -dx; —dk X; —(dR), X;. (A3.3)

As diferenciais das equagdes 5.53 sao

. o ox” ox’ ox” ox”

dx = o do + S dAr + Y dh + =—da + = df, (A3.4)
S ¥ ¥ ¥ ¥

dy = 30 dp + = dr + h dh + da + o df, (A3.5)
- . oz oz 2z oz z

dz = 20 do + &) dA + h dh + da + 5 df. (A3.6)

As A3.4, A3.5 e A3.6 sdo separadas nas matrizes

dx’
dx’=|dy’ |, (A3.7)
dz’
ox o o]
50 on oh
JC = gy(p ‘?; ‘965;1 , (A3.8)
or oL o
20 on oh
de
dL=|dn|, (A3.9)

dh
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APENDICE 3 — MUDANGA DE DATUM GEODESICO

continuagao
x o
oa of
_|y oy A3.10
D= da oda | (A3.10)
o o
da oOa
d
da=| 2| (A3.11)
df
A equacéao na forma matricial é
dx” = JC(dL)+D(da). (A3.12)
As diferenciais dx’, dy’, dz" do vetor dx’s&o:
o : : oy°
—=—(M+h)sinpcosA; == :
50 ( ) P h COS(QCOSA;
x _ - " _N .
o (N+h)cos<psml, o _;cos(psm}\,,
ox . :
3h—=c03(pcos7», %=—1'\_’|f sin” pcos sinA;
ox _N : oz
% " a COS®COS A, al(’P = (M+h)cos¢;
X _ M gin? pcospcosi; oz _y
oy’ i .
=—(M+h)singsin; %Z _ cinar
oo ( ) ¢ h =sing;
o _ . oz _ .2 .
5 =(N-+h)cosgcosA; = —(1—f)(Msm q)—ZN)SIn(p.

Substituindo as derivadas na expressao do produto JC que fica

~(M+h)singcosi (N-+h)cosesinr cosgcosi
JC=|-(M+h)singsinr (N+h)cospcosr cosgsini (A3.13)
+(M+h)cose 0 sing
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que separado, advém para

—SiNPCOSA COSQSINA COS®COSA

J=|-sinpsinA cosA cososinA |;
+COSQ 0 sing
M+h O 0
c=0 N+h O}
0 0 1
Mas

JC(dL)+D(da) = -dx, —(dk)x" - (dR), x".
Isolado dL, sua expressao &

dL = —C7J" [ dx; +(dk)x" +(dR), " +D(da) ]

1 0 0|[-sinpcos) —singsink cosg]
(M+h)
€0 =-0 — 1 __ ofl-sin cos 0
(N+h)cose
0 0 1 . .
| +COS@COSA Ccos¢@sinA  sing |

[ —sinpcosi —singsinl.  cosg ]
M+h M+h M+h
__|___—sinA COSA 0
(N+h)cosg (N+h)cose

COS(PCOSA  COSQSINA sing

[dx; +(dk)x" +(dR), x" +D(da) | =

271

continuagao

(A3.14)

(A3.15)

(A3.16)

(A3.17)

(A3.18)
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APENDICE 3 - MUDANCA DE DATUM GEODESICO

conclusao
fdx,]  |(N+h)cosecos | g dE, _dEy‘—(N+h)cosq>cosk 1
—| dy, |+dk (N+h)cosesini |, | g 0 dE, || (N+h)cosgsina
dz, | |[N(1-ff +h|sine| [ dE,  —dE, 0 J|[N(1-f) +h]sine
gcoscpcosx ih_/l—fsinchcosmcosk da
N . M .2 .
+ ;coscpsmx ﬁsm @COSpSINA (A3.19)
N(1-f)’
—(——)—sin(p (1—f)(Msin2(p—2N)sin<p df |
Agora calculam-se as coordenadas d¢, diA e dh do vetor dL:
2 2
_ \ ) o, (aW+h]sinx [aﬁ+hjcosk
_singcos singsin _coso _
Y T i vIran Vo v It VI

N[1—(1—f)2}sincpcosq> [M+(1—f)2N]sin(pcoscp

! 1
' M+h (d“é’da)* ViTh df.  (A3.20)
2
dX=__S"‘_7L__ X ___cgsL__dy _[N(1—f) +h}tan(pcosxdE
(N+h)cose ° (N+h)cose ° N+h x
[N(1—f)2+h:|tan(psinx
- dE, +dE,; (A3.21)

N+h

dh = —(cos pcosi)dx, - (cospsini)dy, —(sing)dz, + N[1—(1—f)z](cosq)sincpsinx)dEx

: a’ a si 1
_N|:1 _(1 _f)z](cos(psm(pcosl)dEy—(W+ h)dk _Nda + N(1— f)2 (sln2 (p)jl.__f.df.

(A3.22)
As diferenciais da e df podem ser assimiladas pelas diferengas Aa e Af,

respectivamente.



273

APENDICE 4 — PROBLEMA DA CONGRUENCIA

continua

As variagbes da geometria de um objeto constituem uma das tarefa
fundamentais das mensuragbes geodésicas, as quais junto com os modelos
matematicos permitem interpretar a realidade fisica.

As mudangas de geometria dos If, constituidos podem ocorrer como
consequéncia do deslocamento ou desaparecimento das estremas que os definem
por coordenadas e que os materializam por sinais de demarcagdo na SFT. Em

decorréncia disto o art. 946, | do CPC determina a fixagdo de novos If, ou a
aviventacdo dos If, apagados. Se estes If forem caracterizados conforme a

metodologia desta pesquisa em duas ou mais épocas surgira, entdo, o problema da
congruéncia.

Da-se o nome de problema de congruéncia ao problema na mudanga da
geometria, para o qual duas formas de modelo de ajustamento — a forma geral e a
forma simplificada — sdo apresentadas (NIEMEIER, 1981, p. 335-339).

A4.1 FORMAS GERAIS DOS MODELOS MATEMATICOS

O modelo funcional & dado por:

¢ +v, =AX, i,Je{12,... k. (A4.1)
A equacao A4.1 é a forma concisa de
¢ [v,] [A, A, .. A, .. A Tx,]
G| V2| [Aa An o Ay o Anl| X,
. + : _ : : . . . : A , A42
( \ A, A, A L A X ( )
AAS _Ak1 A, .. A .. Akk_ _ik_

em que { é o vetor de observagao, v, € o vetor dos residuos, A;;é a matriz que
contem as derivadas parciais das equacoes de observacao y =f(x), sendo avaliada

com o vetor dos valores aproximados y* das incégnitas, x; € o vetor dos parametros

estimados, i é a i-ésima época e k € o nimero total de épocas.
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concluséo
O modelo estocastico € dado por:
Q, Q, ... Q; ... Q]
Q21 Q22 Q2j QZk
K =oQ=c2 . . =~ (A4.3)

Qi1 Qi1 Qi Qik ,

_Qk1 ka ij Qkk‘
em que K, é a matriz covariancia para as observagoes de todas as épocas, o, éa
variancia de uma observagao de peso unitario a priori, Q, & a matriz de cofatores de
covariancia para as observagdes de todas as épocas e Q;; é a matriz de cofatores
de covariancia dos vetores de observagao £ e ¢ e.

O vetor x,das corre¢des advém da solugao das equagdes normais

X,

(ATPA) ARE, (Ad.4)
com a matriz dos cofatores de covariancia das incognitas Q; dada por:
Q, =(APAJ (A4.5)

. - . . -~ e . . 2
e com o valor estimado para a variancia da observagao de peso unitario a prior o, :

.
P N LY (A4.6)
f f
em que r, € a redundancia.
A2 FORMAS SIMPLIFICADAS DOS MODELOS MATEMATICOS
A simplificagao consiste na consideragao
A;=0, Viz], (A4.7)

Q, =0, Vizj (A4.8)
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= da elipse 187, 184
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= interpretagédo do 34
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* geograficas elipsoidicas 139, 140, 147, 150
= polares elipsoidicas 140, 147, 154, 206

Superficie

= de gleba no elipsoide 217, 218

= de parcela no elipséide 228

= de poligono qualquer no elipsoide 177

= de quadrilatero infinitesimal elipsoidico 167

Raio

= de curvatura de uma curva 90, 91

= de curvatura da se¢do meridiana 135, 137
= de curvatura da se¢do transversal 135, 137
= do paralelo 136

Teoremas da Trigonometria Esférica
= das cotangentes 267

= dos cossenos 267

= dos senos 267

Terras
= devolutas 1, 4, 16, 22, 30
* do circulo distrital 21, 30
* do circulo municipal 21,30
* fora de circulos 21, 30
= particulares 1, 30
= particulares do ente pubilico 1, 30

Teste
= de hipétese 107
= de esfericidade 130

Unidade de Conservagiao Ambiental 22, 29

Valor
= proprio 39, 54, 55
* sindbnimos 54

Variancia 96, 99
Variavel aleatoria 94

Vetor 39

= aleatério multivariado 107

= da dire¢do dos eixos coordenados 78

s derivada de 68, 235

» deslocamento 202

= etimologia 39

= norma 46

= posicao 45, 48, 72, 79, 80, 81, 141, 144, 152
* expressao analitica 48

= produto escalar 43, 44, 45, 46, 47, 54, 60, 76, 79,
83, 149

= produto vetorial 44, 45, 149

= proprio 54
* sinbnimos 54
* normmalizado 56

= somatério 44



