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LISTA DE SÍMBOLOS

Os símbolos de matriz são marcados com letras maiúsculas e em negrito; os 

símbolos de vetor são marcados com letras minúsculas e em negrito. Os escalares são 

marcados com letras sejam maiúsculas ou minúsculas, porém sem receber negrito. A 

consistência notacional é difícil de ser obtida, sobretudo, quando a descrição envolve 

vários ramos da ciência. O leitor, portanto, atentará para o contexto. O símbolo X pode 

ser valor próprio ou parâmetro de não-centralidade de distribuições de probabilidade ou 

longitude geográfica elipsóidica; o símbolo N pode ser o raio de curvatura da seção 

transversal meridiana do elipsóide de revolução ou o ponto cardeal norte ou a matriz das 

equações normais do ajustamento de observações.

1 MATEMÁTICA

1.1 SINAIS DE RELAÇÃO ENTRE QUANTIDADES

= igual a I tal que

def < menor

I

igual por definição
muito menor

~ deve ser
* diferente, diferente de < menor ou igual
~ semelhante > maior

aproximadamente igual » muito maior
— assimptoticamente igual > maior ou igual
= idêntico a A corresponde a
V ou A e



1.2 GRANDEZAS E UNIDADES

Grandeza Unidade
nome símbolo definição (exata)

de dimensão 1 um 1
radiano rad

1 rad = —  = 1 
m

ângulo plano
grau 0

1 °= „L ra d
180

minuto 1

- u r
segundo ((

i " = ( e k )
comprimento metro m “le mètre est la longueur du trajet 

parcuru dans le vide par la 
lumière pendant une durée de 
1/299 792 458 de seconde” 1

superfície metro quadrado 2m
are a 1a = 100 m2
hectare ha 1 ha = 10 000m2

FONTE: ISO (1992b, p. 33-35).
NOTA: A unidade are, designada pelo símbolo a, e seu múltiplo hectare, designado pelo símbolo

ha são empregados para exprimir as superfícies agrárias. No Brasil, o submúltiplo 
centiare, designado pelo símbolo ca, 1 ca = 1 m2, também é empregado.

1.3 ÁLGEBRA

0 vetor nulo
1 vetor somatório
-1 indicação da inversa ordinária ou regular de matriz (quando

sobrescrito no símbolo)
indicação da inversa generalizada de Moore-Penrose (quando 
sobrescrito no símbolo)

c  é um subconjunto de
U união
D intersecção
e é um elemento de
í  não é um elemento de
3x existe um elemento x
0  conjunto vazio
< >  produto interno de 2 vetores
I I  norma euclidiana

1 O metro é o comprimento do trajeto percorrido pela luz no vácuo durante 1/299 792 458 de
segundo.

xiv



valor absoluto do número real a, i.e., se a > 0, então |a| = ae se 

a < 0, então |a| = -a

módulo do vetor x; no caso dos espaços métricos, o símbolo
designa o comprimento do vetor x
tende para
implica: se a, então b
equivalente: a correto, se b
para todo
infinito
i-ésimo vetor de constantes

i-ésima componente do j-ésimo vetor de constantes

número de valores próprios nulos 
determinante
versores dos eixos coordenados do sistema de coordenadas 
cartesianas
posto ou característica de matriz
vetor próprio normalizado (coluna da matriz modal M)
n fatorial, i.e., n! = 1x2x3x. . .xn
traço, i.e., a soma dos elementos da diagonal da matriz
quadrada
matriz de constantes 
matriz identidade
indicador de transposta hermitiana de uma matriz (quando 
sobrescrito no símbolo de matriz)
matriz modal, i.e., matriz cujas colunas são os vetores próprios 
normalizados m
conjunto dos números naturais: N = {0,1,2,3,...,00} 

conjunto dos números naturais sem o elemento nulo 
N* = {0,1,2,3,...,co} 

conjunto dos números racionais

Q = jx | x = ^  com pez, q e z a  q *  oj

conjunto dos números irracionais

Q' = jx |x  * com pez ,qe z a  q * o j

conjunto dos números reais, o qual abrange todos os números 
racionais e todos os números irracionais, i.e.,
R = QUQ'; QDQ' = 0 ;
espaço vetorial euclidiano de dimensão n
indicador de transposição quando sobrescrito no símbolo de
vetor ou de matriz
conjunto dos números inteiros relativos
Z = {-oo, ...,-2,-1,0,1,2, ...,00}
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1.4 GEOMETRIA

Z(„.) ângulo formado entre dois vetores ou entre duas direções
1 perpendicular
|| paralelo

1.5 FUNÇÕES CIRCULARES

sin
tan
sec
arcsin
arctan

1.6 ANÁLISE

const.
A
> .... < 

f ( ) M )
d, dn 

d dn
dx dxn

_õ_
õx
b

|f(x)d>

a

lim(.)
X — >oo v '

In

sgn (.)
k

z
i=1

kn
[ab]

]a,b[

seno (lat.: sinu) 
tangente 
secante 
arco seno 
arco tangente

cos
cot
cosec
arccos
arccot

cosseno 
cotangente 
cossecante 
arco cosseno 
arco cotangente

constante
diferença ou incremento, e.g., Ax
demonstração de uma prova
designação de uma função, e.g., y = f (x),u = cp(x,y)

diferenciação simples ou então diferenciação de n-ésima 
ordem

quociente diferencial de 1a ordem ou então quociente 
diferencial de n-ésima ordem

1a derivada parcial

integral definida da função f entre os extremos a e b 

limite, quando x tende ao infinito, de (.) 

logaritmo natural

sinal algébrico do argumento(.), i.e., sgn(x) = -pr
|XI

somatório (desde i = 1 até k)

produtório (desde i = 1 até k) 

intervalo fechado, i.e., a < x < b 

intervalo aberto, i.e., a < x < b
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2 ESTATÍSTICA E AJUSTAMENTO DE OBSERVAÇÕES GEODÉSICAS

d2

d2 (x^Xj.S)

cov
fdp

*

7
m

rr^

(m.X)

n
P

PyjXi

Pvy,Xi

y*

u
V

V

var

vTPv
X

a
X

x:

X

Yi
y
Yi
y

estimado (quando sobreposto no símbolo de variável ou de 
constante)
segue a distribuição, e.g., x ~ x v, i.e., x segue a distribuição 

qui-quadrado com graus de liberdade igual a v  
semi-eixos do elipsóide de dimensão p 

distância quadrática de Mahalanobis populacional

distância quadrática de Mahalanobis amostrai

covariância
função densidade de probabilidade ou, alternativamente, 
distribuição: é a função que governa a distribuição de dados 
em uma experiência 
j-ésima mensuranda geodésica

vetor de observação 
média do vetor de observação

i-ésimo vetor próprio associado ao i-ésimo valor próprio, obtido 
da matriz covariância populacional
i-ésima componente do vetor próprio associado ao j-ésimo 
valor próprio
par (ve to r próprio, va lo r próprio)

número de observações
número de variáveis do vetor aleatório
coeficiente de correlação entre a j-ésima componente principal 
amostrai e a i-ésima componente da variável original 
vetor de coeficientes de correlação entre a j-ésima componente 
principal amostrai e a i-ésima componente da variável original 
coeficiente de correlação entre a j-ésima componente principal 
amostrai e a i-ésima componente da variável padronizada 
número de coordenadas ajustadas 
resíduo
vetor de resíduos 
variância
soma quadrática dos resíduos
vetor aleatório p variado
vetor de coordenada ajustadas
i-ésima variável do vetor aleatório p variado
j-ésima observação da i-ésima variável do vetor aleatório p
variado
vetor de coordenadas aproximadas 
i-ésima componente principal populacional 

vetor das componentes principais populacionais 
i-ésima componente principal amostrai 

vetor das componentes principais amostrais
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Zj variável padronizada

z vetor das variáveis padronizadas
A matriz que contém as derivadas parciais das equações de

observação y = f(x), sendo avaliada com o vetor dos valores

aproximados y° das incógnitas 
E(.) operador esperança matemática

FViV2 distribuição de probabilidade F central com v1 graus de

liberdade no numerador e v2 graus de liberdade no 
denominador

F;v2(Xi ) distribuição de probabilidade F não-central com v., graus de
liberdade no numerador, v2 graus de liberdade no 

denominador e parâmetro de não-centralidade \
Ha hipótese alternativa

Fl0 hipótese nula

L matriz dos dados amostrais das mensurações geodésicas
K* matriz covariância do vetor de parâmetros estimados x

M matriz de vetores próprios da matriz covariância populacional
N(0,1) distribuição normal padronizada

Np distribuição normal p variada (ou distribuição multinormal ou
distribuição normal multivariada)

Np (p, S) distribuição normal p variada com vetor médio populacional p
e matriz covariância populacional £

N (0, A) distribuição normal p variada com vetor médio nulo e matriz
covariância igual à matriz dos valores próprios 

P matriz dos pesos
Pr probabilidade
Qt matriz dos coeficientes de peso das observações, i.e.,

(Q J ’ = p

Q- matriz dos cofatores de covariância das incógnitas x

Qv é a matriz de cofatores de covariância dos resíduos V;
R matriz dos coeficientes de correlação
R. z matriz que contém os coeficientes de correlação entre as

componentes principais e as variáveis padronizadas
S matriz covariância amostrai

1
w2
v matriz dos desvios padrões amostrais
X matriz de dados amostrais, i.e., amostra do vetor aleatório x
a  nível de significância
1 -  a  nível de confiança
1-P qualidade ou poder do teste
s desvio aleatório
A,j i-ésimo valor próprio da matriz covariância populacional

X i-ésimo valor próprio da matriz covariância amostrai
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valor próprio máximo

valor próprio mínimo

vetor médio populacional
média populacional da j-ésima variável í

coeficiente de correlação entre a j-ésima componente principal 
populacional e a i-ésima variável original 
desvio padrão da i-ésima observação

variância da observação de peso unitário 

variância estimada da unidade de peso

distribuição de probabilidade qui-quadrado central com v graus 
de liberdade
distribuição de probabilidade qui-quadrado não-central com v 
graus de liberdade e parâmetro de não-centralidade X 
matriz diagonal dos valores próprios ou matriz espectral, obtida 
da matriz covariância populacional
matriz diagonal dos valores próprios ou matriz espectral, obtida 
da matriz covariância amostrai
inversa ordinária da matriz diagonal dos valores próprios,
obtida da matriz covariância populacional
matriz covariância populacional
inversa ordinária da matriz covariância populacional
inversa de Moore-Penrose ou pseudo-inversa da matriz
covariância populacional
erro grosseiro na observação l,
valor limite inferior de um erro grosseiro

semi-eixo maior do elipsóide de revolução (semi-eixo 
equatorial)
semi-eixo menor do elipsóide de revolução (semi-eixo polar) 
distância entre dois pontos na superfície do elipsóide 
quadrado da 1a excentricidade da elipse meridiana do elipsóide

quadrado da 2a excentricidade da elipse meridiana do elipsóide

distância entre dois pontos da superfície física terrestre 
diferencial da latitude geográfica elipsóidica

diferencial da longitude geográfica elipsóidica
achatamento da elipse meridiana do elipsóide
vetor gravidade
altitude elipsóidica
deflexão ou desvio da vertical
terno cartesiano de coordenadas: coordenada x ou abscissa, 
coordenada y ou ordenada e coordenada z ou cota 
azimute astronômico



Ag azimute geodésico (definido no elipsóide)

E centro do elipsóide
G geocentro
H altitude ortométrica
M raio de curvatura da seção meridiana

(al. Meridiankrümmungshalbmesser)
N raio de curvatura da seção transversal

(al. Querkrümmungshaibmessei)
N' segmento de reta da normal compreendido entre o ponto da

elipse meridiana e o semi-eixo maior, i.e., N' = | l - e 2)N

quadrante nordeste 
quadrante noroeste 
origem dos sistemas topocêntricos

raio médio de curvatura gaussiano, i.e., R = VMN 
raio de curvatura da seção na direção do azimute Ag

quadrante sudeste 
superfície física terrestre 
quadrante sudoeste 
latitude reduzida 
latitude geocêntrica
redução do ângulo horizontal devido ao desvio da vertical

ângulo zenital astronômico 
ângulo zenital geodésico
componentes do desvio da vertical em longitude, em latitude e 
no plano horizontal, respectivamente

X longitude geográfica elipsóidica
9 latitude geográfica elipsóidica
co ângulo esférico da esfera unitária de Bessel
AN ondulação do Geóide
A longitude geográfica astronômica
<E> latitude geográfica astronômica
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RESUMO

Análise de conceitos que aprimoram o modelo geodésico da caracterização de 
estremas no espaço geométrico mediante o emprego de coordenadas geográficas 
elipsóidicas e por quantidades derivadas destas coordenadas. O propósito principal 
é a inserção na matrícula imobiliária de quantidades geodésicas e de estimativas de 
qualidade que interpretem a parte do princípio da especialidade desse registro 
concernente à individualização do prédio mediante as mensurações geodésicas de 
suas estremas. Este propósito decorre de a norma jurídica não ter contemplado o 
desenvolvimento dos conceitos de superfícies de referência para a demarcação de 
pontos no terreno, assim como o desenvolvimento dos conceitos da análise de 
dados dos quais obtêm as medidas de acurácia, medidas de confiabilidade e medida 
de sensibilidade. Expõe como a caracterização de estremas vincula o Direito 
Imobiliário à Geodésia mediante a descrição sucinta dos procedimentos das ações 
demarcatória, divisória e discriminatória. Destaca a importância dos memoriais da 
caracterização de estremas como partes integrantes da sentença homologatória de 
demarcação que define os limites de iure entre prédios, a interpretação da realização 
do princípio da especialidade dependente de mensurações e a aviventação de 
limites fundiários. Valoriza a pesquisa metodológica que caracteriza as estremas 
como objeto comum de ambos os ramos da Ciência. Para este fim descreve 
sucintamente os fundamentos jurídicos do limite fundiário e os fundamentos da 
Matemática, da Estatística, da Geodésia e dos critérios para a análise de qualidade 
de rede geodésica, os quais são essenciais à pesquisa que objetiva a concepção de 
modelo da Geodésia para a caracterização de estremas no espaço geométrico. 
Como conseqüência do aprimoramento do modelo geodésico propõe o 
aprimoramento do memorial da caracterização de estremas destinado à matrícula 
imobiliária mediante a descrição dos limites fundiários por coordenadas polares 
elipsóidicas cujo sistema tem origem nas coordenadas geográficas elipsóidicas das 
estremas e pela introdução de quantidades estatísticas aprimoradoras, tais como as 
estimativas de qualidade das mensurações geodésicas e as estimativas 
dependentes do ajustamento de mensurações geodésicas pelo método dos mínimos 
quadrados. O azimute do limite fundiário, o perímetro e a superfície do prédio são 
determinados como função das coordenadas geográficas elipsóidicas. Fornece aos 
diferentes profissionais envolvidos nessas ações conceitos fundamentais de 
aprimoramento dos memoriais da caracterização de estremas, razão por que o 
conteúdo da pesquisa requer formas diferentes de leitura conforme a indicação na 
seção introdutória. Apóia-se em duas fontes de dados reais. A primeira provém de 
peças processuais de ações discriminatórias, dentre as quais o laudo de 
arbitramento, o laudo de demarcação e a homologação do laudo de demarcação. A 
segunda provém de parcelamento de gleba elaborado pelo Instituto Nacional de 
Colonização e Reforma Agrária (INCRA), que compreendem as coordenadas 
geográficas elipsóidicas das estremas cujo sistema geodésico de referência é o 
Sistema Geodésico Brasileiro oficial e os memoriais da caracterização das estremas 
de gleba e de parcelas.

Palavras-chave: estremas; caracterização de estremas; coordenadas geográficas 
elipsóidicas; matrícula imobiliária; princípio da especialidade; 
memoriais da caracterização de estremas; coordenadas polares 
elipsóidicas; superfície do prédio.
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ZUSAMMENFASSUNG

Verfeinerung der Auffassung des geodätischen Modells zur Kennzeichnung des
Grenzzeichens im geometrischen Raum

Die vorliegende Dissertation befaßt sich mit der Analyse des Begriffes der
Kennzeichnung des Grenzzeichens im geometrischen Raum und ihre Verfeinerung 
mittels elipsöidischer geographischer Koordinaten mit ihren ableitenden Größen. Der 
Zweck dieser Arbeit ist die Grundbucheinführung der geodätischen Größen und ihrer 
Qualitätskriterien, die durch geodätische Vermessungen der Grenzpunkte im Gelände 
den Bestimmtheitsgrundsatz erläutern können. Dieser Zweck folgt aus keiner
Entwicklung, die die Rechtsgrundlagen wie das Zivilgesetzbuch und die
Zivilprozeßordnung berücksichtigten, bezüglich der Begriffe des Bezugssystems und 
-rahmens bei dem vermarkten, sichtbaren Grenzpunkt im Gelände, sowie die 
Entwicklung der Begriffe der Datenanalyse, deren Genauigkeits-, Zuverlässigkeits- und 
Sensitivitätsmaße abgeleitet werden können. Grundstücke stehen durch die
Kennzeichnung des Grenzzeichens, die mittels, z.B. Actio finium regundorum, actio 
communi dividundo und vor allem in der brasilianischen Gerichtssprache in der 
sogennanten ação discriminatória kurz dargestellt wird, mit der Geodäsie in 
unmittelbarem Zusammenhang. Die Lagebeschreibung der Kennzeichnung des 
Grenzzeichens im Raum ist wesentlicher Bestandteil einer Gerichtsentscheidung, weil 
sie die Grenze de iure bestimmt. Sie deutet den durchgeführten Bestimmheitsgrundsatz 
und kann die Wiederherstellung der vermarkten unsichtbaren oder beschätigten 
Grenzpunkte ausführen. Eine ausführliche Untersuchung, die das Grenzzeichen 
bezeichnet, wird den Gegenstand sowohl in der gesetzlichen Grundlage als in der 
Geodäsie aufwerten. Dazu werden die Rechtsgrundlagen der Grenzen, die Grundlagen 
der Mathematik, der Statistik, der Geodäsie und die Grundlagen der Qualitätskriterien 
der Geodäsie dargestellt. Diese Qualitätskriterien sind sehr wichtig für die Untersuchung, 
die die Auffassung des geodätischen Modells zur Kennzeichnung des Grenzzeichens im 
geometrischen Raum findet. Dadurch erfolgt die Verfeinerung der Lagebeschreibung des 
Grenzzeichens durch die Einführung des verfeinernten Bestandteils der Kennzeichnung 
des Grenzzeichens ins Grundbuch mittels der Grenzdarstellung durch elipsöidische 
Polarkoordinaten, deren Ursprung des Systems mit elipsöidischen geographischen 
Grenzpunktkoordinaten zusammenfällt, und durch die Einführung eines statistischen 
verfeinerten Bestandteils wie ableitende Größen geodätischer Messungen und 
abhängige Größen der Ausgleichung von der Methode der kleinsten Quadrate. Das 
Azimut einer Richtung von einer Grenzlinie im Gelände, der Grundstückumfang und der 
Grundstückflächeninhalt werden als Funktion elipsöidischer geographischer Koordinaten 
bestimmt. Es zeigt sich, dass die Grundlagen der Verfeinerung bezüglich der in der 
Einführung dieser Arbeit beschriebenen Punktlagebeschreibung Forscher 
unterschiedlicher Fachrichtungen bedeutungsvoll sein werden. Diese Forschung stützt 
sich auf der zwei echte Datenquellen. Die erste Datenquelle erfaßt die gerichtlichen 
Aktenstücke wie Sachverständigengutachten und das Urteil der Vermarkung. Die zweite 
Datenquelle erfaßt die elipsöidischen geographischen Koordinaten der 
Parzellarvermessung und ihre Punktlagebeschreibung für das Grundbuch, die von dem 
Instituto Nacional de Colonização e Reforma Agrária (INCRA) bearbeitet wurden.

Schlagwörter: Grenzzeichen; Kennzeichnung des Grenzzeichens; elipsöidische 
geographische Koordinaten; Grundbuch; Bestimmheitsgrundsatz; 
Punktlagebeschreibung für das Grundbuch; elipsöidische 
Polarkoordinaten; Grundstückflächeninhalt.
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1 INTRODUÇÃO

1.1 CONSIDERAÇÕES PRELIMINARES SOBRE O TEMA: DEFINIÇÃO, 
DELIMITAÇÃO, IMPORTÂNCIA E JUSTIFICATIVA

O termo estrema provém do latim extrêmus (~ a ~ um) que possui a 

acepção de situado no fim, de canto e de extremidade; e o verbo estremar significa 

demarcar por meio de estremas. Na linguagem jurídica, o termo é utilizado como 

sinônimo de marco divisório. Assim, o ponto de divisa materializado por sinal de 

demarcação que tem a função de marco divisório, i.e., mostrar ao detentor do 

domínio os limites de seu prédio, chama-se estrema.

Designa-se com a frase memorial da caracterização de estremas o 

documento, comumente denominado memorial descritivo, destinado à composição 

da matrícula imobiliária, no qual o agrimensor descreve o perímetro do prédio.

O adjetivo fundiário provém do termo sânscrito budhnáh que significa 

fundo, base, pelo termo grego 7iu0pr|'v que significa fundo, cepa de uma árvore, pé 

de uma montanha e pelo termo latino fundus que significa qualquer propriedade 

consistindo de terras. Para os romanos, o bem por excelência era a terra; daí o 

termo fundus passou designar a propriedade imobiliária (FALCÃO, 1995, p. 52). 

Atribuir-se-á à palavra limite o qualificativo fundiário -  para que não haja confusão 

com o conceito de limite de outros ramos da Ciência -  se a palavra limite referir aos 

aspectos de definição, dimensão e identificação física do imóvel, de modo que 

forma a expressão limite fundiário, a qual doravante é denotada pelo símbolo l f . O 

termo fundiário é distinto do termo agrário, porque este é de significação muito mais 

ampla que aquele, pois além de abranger o que significa o termo fundiário, abrange 

também as formas e sistemas de uso, ocupação, exploração e meios de acesso à 

terra (ASSUMPÇÃO, 1996, p. 101). Com a mesma significação de fundus, existe o 

termo prédio (lat. praedium) que designa toda espécie de bens de raiz ou de bens 

imóveis. O adjetivo imóvel indica a qualidade de todos os bens que se mostram de 

natureza imóvel ou da forma que são considerados em lei. Neste contexto, os 

termos prédios, imóveis, bens imóveis, ou bens de raiz podem ser reconhecidos 

pela denominação de terras. Daqui decorre as expressões comuns: terras públicas, 

terras devolutas, terras particulares, terras particulares do ente público.



A origem da delimitação de prédios por estremas surgiu no Egito, na 

metade do século dezesseis antes da era cristã, onde se empregavam os 

monumentos de pedra (BENGEL e SIMMERDING, 2000, p. 216). Hoje o tema 

estrema com a metodologia de sua caracterização é importante porque se 

constitui em um dos suportes do Direito Imobiliário, parte da essência do princípio 

da especialidade (al. Bestimmtheitsgrundsatz) do registro público de imóveis 

concernente à individualização obrigatória de propriedade fundiária, pois a certeza 

dos limites físicos do prédio é dependente do conteúdo do título de domínio no qual 

se assentou as quantidades geodésicas e estatísticas, com as quais se 

caracterizaram as estremas; por isso a linha na superfície física terrestre (SFT) 

definida por estremas é o ente geométrico comum, enquanto objeto de definição, 

dos ramos da Ciência: Geodésia e Direito Imobiliário.

Nas questões de terra, e.g., ação demarcatória, ação discriminatória e ação 

divisória, o Direito Imobiliário mediante o agrimensor e arbitradores recorre à 

Geodésia, a fim de que lhe forneça as medidas da SFT, as quais se destinam a 

instruir processos. A função do agrimensor (lat. ager + mensor, ager 

= gr. aypo'ç: parcela de terras marcada por limites geográficos, e mensor : aquele 

que mensura) é agrimensurar (gr. yeoôaixõ), e em norma jurídica brasileira antiga 

vem expressa no Decreto n. 1 318, de 30-01-1854, que regulamentou Lei n. 601, de 

18-09-1850, e em norma jurídica recente vem expressa no Capítulo VIII do Livro IV 

do CPC.

AFONSO FRANCISCO (1999, p. 6) afirma que “ ... o direito imobiliário é 

campo em que se tem tudo a questionar e onde os conceitos necessitam ser 

reapreciados ...” Aqui cabe propor a contribuição da Geodésia ao princípio da 

especialidade do sistema brasileiro de registro e, por conseguinte, justifica-se a 

escolha do tema. A esse princípio pertencem a individualização do prédio e a 

determinação do espaço terrestre por ele ocupado. Trata-se do problema para o 

qual a solução não é exclusivamente do domínio da Ciência Jurídica, mas também 

da Geodésia. A formação e o desenvolvimento do processo de ação discriminatória 

são dependentes, em parte, da Geodésia. Há peças deste processo que são 

exclusivamente da Geodésia, e.g., o laudo de demarcação e o laudo de 

arbitramento.
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Faz mister, ainda, dentro das atividades geodésicas, delimitar o problema da 

caracterização de estremas. As atividades geodésicas encontram-se classificadas, 

na literatura de língua alemã, sob as designações Erdmessung, Landesvermessung 

e Detailvermessung (HECK, 1995, p. 16; WITTE e SCHMIDT, 2000, p. 1). A 

primeira, cujos métodos clássicos são o astrogeodésico, o gravimétrico e o por 

satélites, trata da criação de um sistema geodésico mundial mediante um conjunto 

de pontos fixos descritos em um sistema de coordenadas geocêntricas; a segunda 

trata da criação de um conjunto de pontos fixos como portador de informações 

geométricas de um país (WOLF, 1983a, p. 1-2) e a terceira trata do detalhamento 

para as atividades específicas como as que são destinadas à execução de obras de 

Engenharia de construções e as que são destinadas à definição e à demarcação de 

limites fundiários entre dois domínios, e.g., A e B. Nesta última classificação se 

insere o problema da caracterização de estremas e dá-se-lhe a delimitação no 

âmbito da Geodésia.

Acrescente-se, ainda, que aprimorar o memorial da caracterização de 

estremas significa torná-lo capaz de representar, de identificar e de facilitar a 

aviventação dos limites do prédio, mediante o conhecimento geodésico hodierno.

A Geodésia estabelece a definição de linha da STF, mediante pontos 

extremos, vinculando-a aos sistemas de coordenadas, pelo cálculo das 

coordenadas desses pontos, enquanto que o Direito Imobiliário a define como 

elementos de um conjunto que constitui o perímetro de uma porção individualizada 

da superfície terrestre -  a parcela terrestre como prédio. Este ente geométrico 

quando representado no elipsóide de revolução é denominado linha geodésica ou, 

simplesmente, geodésica, e no Direito Imobiliário é denominada linha de divisa, ou 

linha de limites, ou discrímen.

O l f  quando em fase de definição e materialização no solo é denominado

de linha demarcanda (CPC, arts. 948, 950, 956 -  958) cujas finalidades são definir limites:

a) de iure ou aviventar limites apagados que distinguem duas propriedades 

particulares;

b) de iure que provêm da divisão da propriedade comum, constituindo 

quinhões, quer decorrentes da sentença da ação divisória, quer da 

sucessão, quer da divisória extrajudicial;
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c) que separam terras particulares e terras devolutas;

d) que separam terras devolutas das terras não-discriminadas;

e) que separam entre si terras devolutas, segundo o bem por excelência

seja ou da União ou dos Estados ou dos Municípios.

O traçado das linhas demarcadas definido pelas estremas no laudo de 

arbitramento e laudo de demarcação passam a constituir limites de iure segundo a 

sentença homologatória da demarcação. O l f  definido e materializado no solo por 

estremas é denominado linha demarcada.

Convém, ainda, esclarecer que nem todos os lfs são constituídos por linhas 

retas como se afirma em SANTOS (1996, p. 76), pois há aqueles que, em terras 

devolutas do Estado de São Paulo, são arcos de circunferência cujo centro é 

definido pelas coordenadas do marco de sede de distrito ou de município, segundo 

o que a norma jurídica estabelece.

1.1.1 Limites Fundiários Definidos e Realizados

Entende-se, segundo a espécie, por lfs definidos (ou de iure) aqueles que 

constam de títulos ou atos constitutivos e aqueles que constam de títulos ou atos 

declaratórios. Títulos ou atos constitutivos são, por exemplo, a escritura de compra e 

venda e a sentença constitutiva de usucapião, e títulos ou atos declaratórios são, 

por exemplo, os julgados que partilharem imóveis ou os que demarcarem, as 

escrituras de partilha amigável ou de demarcação (BATALHA, 1999, p. 381).

Entende-se, segundo a espécie, por lfs realizados (ou de facto) aqueles 

cujas estremas representam fisicamente no lugar determinado da SFT o conteúdo 

do título (limites de iure). Ainda segundo a espécie, os lfs podem ser artificiais 

(realizados por estremas) e entes naturais. Os artificiais são constituídos por linhas 

cujas estremas são materializados por metodologia geodésica. Os entes naturais 

são, por suas próprias naturezas, definidores de limites. São exemplos destes entes 

naturais: rios, córregos, lagos, linha de festo, i.e., linha de crista ou de cumeada, 

divisor d’água. No caso da demarcação das estremas definidas em sentença da 

discriminação de terras devolutas são demarcados os lfs que definem:

4



a) o perímetro;

b) o perímetro do distrito;

c) as terras municipais do distrito;

d) as terras estaduais do distrito;

e) as terras devolutas em área municipal do distrito;

f) as terras devolutas em áreas estadual do distrito;

g) as terras particulares em área municipal do distrito;

h) as terras particulares em área estadual do distrito.

No Direito Imobiliário a ausência ou incerteza do l f  gera o fenômeno 

definido como confusão de limites. Esta situação é o pressuposto para a existência 

de ações judiciais, dentre a quais destacam-se:

a) ação demarcatória de terras particulares -  actio finium regundorum\

b) ação divisória de terras particulares -  actio communi dividundo;

c) ação discriminatória.

A expressão particulares é empregada devido à existência de terras que, 

sem serem devolutas, acham-se no domínio da União, dos Estados e dos

Municípios e são consideradas de domínio particular do ente público; por serem

particulares, estas terras estão sujeitas às ações demarcatória e divisórias 

(SANTOS, 1986, p. 217-218).

A figura 1.1 mostra o conceito, a origem, as espécies e a constituição dos lfs. 

A acessão é forma originária de aquisição de domínio no sentido de que o acessório 

pertencente a uma pessoa se une à coisa principal pertencente a outra pessoa. As 

formas de acessão que influem nos limites de um prédio são a aluvião, a avulsão e 

o abandono de álveo. A aluvião são os acréscimos formados pela deposição natural 

de terra, os quais passarão a pertencer ao dono do imóvel por eles ampliado. A 

avulsão é o deslocamento por força natural e violenta, como a enchente, de uma 

porção de terra que se desloca de um prédio e se junta ao prédio de outra pessoa. 

O abandono de álveo consiste no terreno descoberto do leito de um rio, motivado 

pela mudança de leito ou pela extinção das águas; a propriedade de cada 

confinante se estenderá até a linha que divide o álveo ao meio.

5
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FIGURA 1.1 -  LIMITES FUNDIÁRIOS: CONCEITO, ORIGEM, ESPÉCIE E CONSTITUIÇÃO
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1.2 MEMORIAL DA CARACTERIZAÇÃO DE ESTREMAS: SÍNTESE DA 
EVOLUÇÃO E ESTADO ATUAL DA QUESTÃO

Analisaram-se alguns memoriais da caracterização de estremas destinados 

ao registro imobiliário, retrocendendo àqueles destinados ao registro paroquial 

criado pelo Decreto n. 1 318/1854, que obrigou todos os possuidores de terras a 

fazerem declarações de suas posses e as levarem ao registro. Deles são 

destacados os elementos caracterizadores e a forma com que princípio da 

especialidade concernente à individualização do prédio recebeu interpretação.

Nos autos da ação discriminatória do 18° Perímetro de Apiaí há um 

memorial de caracterização que consta de registro paroquial e cujos lfs foram 

caracterizados, predominantemente, por entes naturais, sem a fixação de estremas 

e tampouco a estimativa da superfície (APIAÍ. Comarca. Proc. n. 224/37, fl. 311):

... posse de terras lavradias no lugar denominado braço da pescaria cuja posse tem uma 
légua de comprimento com outro tanto em quadra, cujas divisas são as seguintes: para a 
parte de cima principia de um córrego seco, ao correr da margem faz divisa em matas 
virgens, em largura divide em cume de morro pertencente ao braço da mesma pescaria, a 
margem do rio fica dividindo com terras de (...). Iporanga, 22 de maio de 1856. Registro a fl. 
93 do livro de registros da Paróquia a 29 de maio de 1856.

Nos autos da ação discriminatória do 13° Perímetro de Iguape há um 

memorial de caracterização advindo de escritura pública, de 26 de janeiro de 1928,

transcrita no livro 3-H sob n. 4 995 do registro geral de imóveis da Comarca de

Iguape. Nesse memorial os elementos caracterizadores são o nome do imóvel, a 

localização, o nome da pessoa cujo imóvel é confrontante, os lfs que são descritos 

por coordenadas polares do espaço de duas dimensões (rumo e distância), e os 

demais lfs são identificados por rios; não há informação da natureza do rumo (se 

magnético ou astronômico); a superfície está quantificada em alqueires 

(MIRACATU. Comarca. Proc. n. 106/73-B, fls. 46, 47, 145).

Nos autos constituídos pelos laudos seguintes: de fls. 486 a 510 da Ação 

Discriminatória do 18° Perímetro de Apiaí, de fls. 1034 a 1186 da Ação

Discriminatória do 51° Perímetro de Apiaí, de fls. 1721 a 1861 da Ação

Discriminatória do 13° Perímetro de Iguape e de fls. 1106 a 1175 da Ação 

Discriminatória do 9o Perímetro de Iguape , na descrição dos lfs são empregadas as 

coordenadas (E,N) do Sistema de Projeção UTM (Universal Transverse Mercator) e



como elipsóide de referência, o Elipsóide Internacional de Hayford. A designação do 

elipsóide de referência não consta dos memoriais da caracterização de estremas 

das glebas devolutas, as quais são submetidas ao registro imobiliário pela Fazenda 

Pública. Deste modo o requerente de certidão de uma certa matrícula de imóvel 

devoluto no Ofício de Registro de Imóveis terá que requerer também a certidão do 

conteúdo da carta de sentença para fins de registro imobiliário que foi requerida pela 

Fazenda Pública ou, então, requerer vistas do processo em cartório do Fórum a fim 

de se certificar do Laudo completo de onde se extraiu aquele memorial.

Um procedimento que deve ser evitado na elaboração do memorial da 

caracterização de estremas é a confusão da natureza das quantidades geodésicas 

empregadas na descrição dos lfs. Se, e.g., a estrema do início da descrição é 

caracterizada pelas coordenadas geográficas elipsóidicas (cp.A.), as coordenadas

polares elipsóidicas há que ser de mesma natureza, i. e., distância e o azimute (ou 

rumo) como função das coordenadas geográficas elipsóidicas, pois cada par de 

coordenadas geográficas elipsóidicas é a origem do sistema polar e não -  o que às 

vezes é praticado -  ter aquela estrema em coordenadas geográficas elipsóidicas e 

as coordenadas polares serem as quantidades advindas do Sistema de Projeção 

UTM, i. e., a distância e azimute planos. Junto disto, há um outro problema: a 

ausência de especificar o modelo matemático que foi empregado para calcular a 

superfície (S), e.g., S = f(x,y) ou S = f(E,N) ou se S = f(cp,A.),

Outro procedimento de medição, ainda usual, que gera memorial da 

caracterização de estremas para a composição da matrícula imobiliária é o que 

obtém as coordenadas cartesianas das estremas no espaço de duas dimensões. A 

origem do sistema cartesiano é arbitrária, e as coordenadas não recebem as 

estimativas de qualidade das observações geodésicas. Destas coordenadas são 

calculadas as coordenadas polares (distância e rumo ou azimute) desse espaço.

Como ficou exposto, o sistema de coordenadas polares é o procedimento 

matemático que tem sido utilizado para descrever os lfs destinados à composição 

de parte da matrícula imobiliária em atenção à individualização obrigatória da 

propriedade fundiária que o princípio da especialidade do registro de imóveis requer. 

Este sistema permite recuperar o par de coordenadas de cada estrema que é 

elemento individualizador do prédio.

8
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1.3 MATERIAIS UTILIZADOS NA PESQUISA

Nesta pesquisa foram utilizados os materiais constituídos por peças 

processuais de ações discriminatórias de três Comarcas do Estado de São Paulo e, 

como dados numéricos de mensurações geodésicas, os dados do levantamento da 

Gleba Pó de Serra para fins de parcelamento pelo INCRA. A relação destes 

materiais encontram-se no quadro 1.1.

QUADRO 1.1 -  ESPECIFICAÇÃO DOS DOCUMENTOS UTILIZADOS NA PESQUISA
____________________________________________________________________________ continua
______________________________DOCUMENTO_________________________________________
1 DA AÇÃO DISCRIMINATÓRIA DO 18° PERÍMETRO DE APIAÍ fls.do processo

- PROCESSO N. 224/41 DA COMARCA DE APIAÍ-SP:____________________________________
a) sentença da 1a fase  172 a 192
b) apelação  258 a 262
c) acórdão  268 a 269
d) memorial descritivo de imóvel apresentado ao registro

paroquial em 1856...............................................................................  311
e) requerimento para a homologação do marco primordial  484 a 485
f) laudo de demarcação  486 a 510
g) laudo de arbitramento  542 a 548

h) manifestação do assistente técnico da Fazenda Pública do
Estado sobre os laudos de arbitramento e de demarcação................  557

2 DA AÇÃO DISCRIMINATÓRIA DO 51° PERÍMETRO DE APIAÍ
- PROCESSO N. 48/39 DA COMARCA DE APIAÍ-SP:

a) sentença da 1a fase  621 a 632
b) laudo de arbitramento  984 a 991
c) requerimento dos arbitradores que requrem a exclusão do laudo de 

arbitramento imóveis julgados particulares por usucapião em data
posterior ao julgamento da ação discriminatória que os julgou 1 007 e 1 008
devolutos..............................................................................................

d) laudo de demarcação............................................................................... 1 034 a 1 186
e) manifestação do assistente técnico da Fazenda Pública do Estado

sobre os laudos de arbitramento e de demarcação................................  1 198 a 1 201
f) sentença homologatória da demarcação pela Corregedoria Geral de

Justiça.....................................................................................................  1 259 a 1 260
g) requerimento de extração de carta de sentença pela Fazenda Pública

do Estado, para fins de registro imobiliário........................................... 1 262

3 DA AÇÃO DISCRIMINATÓRIA DO 13° PERÍMETRO DE IGUAPE
- PROCESSO N. 106/73-B DA COMARCA DE MIRACATU-SP:

a) memorial descritivo de um imóvel apresentado em1928  46, 48 e 145
b) conceito de terras devolutas na petição inicial  125 a 126
c) conceito de terras particulares na petição inicial................................. 134
d) sentença da 1a fase  423 a 429
e) apelação  434 a 440
f) fixação do marco de sede de município............................................. 1714
g) fixação do marco de sede de distrito.......................................................  1 715 e 1 716
h) laudo de demarcação...............................................................................  1 721 a 1 861

_i) laudo de arbitramento..................................................................................................  1 868 a 1 875
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QUADRO 1.1 -  ESPECIFICAÇÃO DOS DOCUMENTOS UTILIZADOS NA PESQUISA
__________________________________________________________________________ conclusão

j) sentença homologatória da demarcação pela Corregedoria 1 879 e 1 880
Geral de Justiça................................................................................

I) carta de sentença a favor da Fazenda do Estado de São Paulo,
Fazenda Municipal de Miracatu e Fazenda de Juquiá para ser
transcrita no registro de imóveis........................................................... 1 914

m) nova carta de sentença........................................................................ 1 975
n) mandado de cancelamento de matrícula............................................  1 976
o) execução do mandado........................................................................ 1 977
p) publicação do cancelamento............................................................... 1 978

4 DA AÇÃO DISCRIMINATÓRIA DO 9o PERÍMETRO DE IGUAPE 
- PROCESSO N. DA COMARCA DE IGUAPE-SP:

a) laudo de arbitramento.......................................................................... 1 095 a 1102
b) laudo de demarcação  1106a 1175
c) requerimento de carta de adjudicação em favor da Fazenda Pública

do Estado de São Paulo para fins registrários...................................  1 411
d) carta de sentença a favor da Fazenda Pública do Estado de São

Paulo para fins registrários.................................................................. 1 418
e) requerimento de expedição de nova carta de sentença....................  1 427

f) extrato da matrícula n. 114 266 de 10-7-1987...................................  1 434

5 DO LEVANTAMENTO DA GLEBA PÓ DE SERRA EM 1998 PELO INCRA:
a) coordenadas geográficas elipsóidicas das estremas da gleba e das 

parcelas
b) memoriais de caracterização de estremas da gleba e das parcelas
c) plantas da gleba e das parcelas.......................................................... 2 785/40

1.4 OBJETIVOS

A questão principal em reflexão é: qual pode ser a contribuição do método 

geodésico à pesquisa científica que busca caracterizar as estremas que constituem 

os lf3 que individualizam o prédio e que o distinguem de outro, de modo que haja o 

aprimoramento da concepção do modelo, atualmente em prática, empregado na 

individualização obrigatória de propriedade fundiária, exigência que está contida no 

principio da especialidade do registro imobiliário?

O problema principal que surge ao caracterizar, geodesicamente, a estrema 

é a formação do modelo consoante as quantidades geodésicas, advindas das 

mensurações (e.g., distância, ângulo), juntamente com estimativas obtidas da 

Estatística, de modo que o modelo seja capaz de fornecer as coordenadas vinculadas 

ao Sistema Geodésico de Referência (SGR) oficial.

O objetivo geral é aprimorar a concepção do modelo geodésico para a 

caracterização de estremas no espaço geométrico por coordenadas geográficas



elipsóidicas: latitude (cp), longitude (X). Na Geodésia, a estrema P0 (figura 1.2) é

caracterizada pelo par de coordenadas geográficas elipsóidicas (cp0.^o) e a altitude

elipsóidica h0. O termo geográficas (gr. yecoypacpiKx/ç), stríctu sensu, concerne à

descrição da Terra, e o termo elipsóidicas concerne à figura elipsóide da 

Matemática. O uso da expressão coordenadas geográficas elipsóidicas está 

consignada na literatura geodésica, e.g., TORGE (1991, p. 45); HECK (1995, p. 

191); DIN (1995, p. 24); SCHÕDLBAUER (2000, p. 3).

FIGURA 1.2 - ESTREMA P0 NA SUPERFÍCIE FÍSICA TERRESTRE

11

z

Ao estabelecer um dos lfs que distinguirá o domínio A do domínio B, 

exemplificado pela figura 1.3 e peio quadro 1.2, são necessários dois pares ((p0,A,0)

e (qv^) de coordenadas geográficas elipsóidicas para a caracterizarão do l f  P0P1, se 

tratar de geodésica.

O l f  PqP, pode ser ainda arco de círculo ou segmento de clotóide; o último 

concerne àqueles que separam as faixas de domínio em alguns tipos de estradas. 

Uma tríade de coordenadas para cada estrema pode ser constituída pela 

agregação da altitude elipsóidica.
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FIGURA 1.3 - REPRESENTAÇÃO DE UM LIMITE FUNDIÁRIO DOS DOMÍNIOS A E B

seção do elipsóide

QUADRO 1.2-COORDENADAS DAS ESTREMAS P0 E R, DO LIMITE FUNDIÁRIO

ESTREMA PAR DE COORDENADAS 
GEOGRÁFICAS ELIPSÓIDICAS

ALTITUDE ELIPSÓIDICA TRIADE

Po (ípoi^o) h0

Pi hi {«Pi.ki.h,}

A fim de aprimorar o modelo geodésico para a caracterização de estremas 

no espaço geométrico em atenção ao princípio da especialidade do registro de 

imóveis concernente à individualização obrigatória da propriedade fundiária, serão 

apresentados os fundamentos metodológicos nas seções 2, 3, 4, 5 e 6 que vise os 

objetivos específicos de propor:

a) a estrutura gera! da matriz de dados, que consiste de n observações 

dispostas nas linhas e de p variáveis dispostas nas colunas (CHATFIELD 

e COLLINS, 1980, p. 6; MARDIA et al., 1982, p. 8; JOHNSON e 

WICHERN, 1998, p. 6), na obtenção de dados das mensurações geodésicas, 

juntamente com a análise dos dados;

b) análise de qualidade dos dados advindos do ajustamento de observações 

geodésicas pelo método dos mínimos quadrados, de modo que as 

estimativas obtidas tornem elementos integrantes da matrícula imobiliária;

c) os conceitos de confiabilidade interna e externa de redes geodésicas;
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d) o conceito de sensibilidade de rede geodésica;

e) o assento, na matrícula imobiliária, do nome e dos parâmetros do elipsóide 

de referência oficial;

f) a descrição dos lfs por coordenadas polares elipsóidicas para a 

composição de parte da matrícula imobiliária;

g) a superfície do prédio calculada em função das coordenadas geográficas 

elipsóidicas.

É este, pois, o tema desta pesquisa, que é um esforço de contribuição 

destinado a mostrar que a caracterização de estremas e seu respectivo memorial 

vincula o princípio da especialidade do registro de imóveis concernente à 

individualização obrigatória da propriedade fundiária à Geodésia, a fim de que tais 

memoriais sejam, realmente, eficientes para a individualização e para a 

determinação do espaço físico ocupado pelo prédio.

Sob a linguagem da Matemática, pode-se enunciar a proposição: se duas 

estremas Po e Pi são elementos definidores do Z/01 para o princípio da 

especialidade do registro de imóveis, e se P0 e P-i são elementos da linha geodésica 

P0P,, então existe o memorial da caracterização de estremas aprimorado para a

matrícula imobiliária, o qual resulta da intersecção dos conteúdos do Direito 

Imobiliário e da Geodésia. Em síntese:

Hipótese:

lfm para interpretação do princípio da especialidade 

3P0,R, e-j do registro de imóveis concernente à individualização k3P0,P, e 

obrigatória da propriedade fundiária.

linha geodésica

Tese:

o aprimoramento da concepção do modelo 

geodésico para a caracterização de estremas 

no espaço geométrico, de modo que resulte

l f  de iure » l f  de facto.

>={Direito Imobiliário} f|{Geodésia}.
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1.5 CONTRIBUIÇÕES E ESTRUTURAÇÃO DA PESQUISA

1.5.1 Contribuições

Os conteúdos dos objetivos específicos, minuciosamente tratados, 

conduzem ao Direito Imobiliário quatro contribuições importantes:

a) o tratamento geodésico do prédio como ente do espaço geométrico: 

contribuição à metodologia de cálculo aplicados aos dados das 

mensurações geodésicas a fim de que resulte a caracterização unívoca 

das estremas por coordenadas geográficas elipsóidicas referenciadas ao 

Sistema Geodésico Brasileiro;

b) a incorporação de estimativas de qualidade das mensurações geodésicas 

na descrição das estremas que compõem a matrícula imobiliária;

c) o aprimoramento do conteúdo do laudo de demarcação pela descrição 

das estremas, vinculando-as ao SGB, e a superfície de gleba (ou então 

de parcela) definida pelas estremas no SGB;

d) a contribuição metodológica aos procedimentos de interpretação do 

princípio da especialidade do registro de imóveis concernente à 

individualização obrigatória da propriedade fundiária.

O princípio da especialidade do registro de imóveis abrange a 

individualização obrigatória do imóvel, para a qual os dados geográficos são 

requisitos, a fim de determinar o espaço terrestre por ele ocupado (CARVALHO, 

1997, p. 203).

1.5.2 Estruturação

O trabalho está dividido em nove seções. Na 2a seção são expostas as 

sínteses dos conceitos contidos no Direito Imobiliário que trata o l f  sob os aspectos 

da definição geodésica e da definição estatística, e as noções básicas do sistema 

brasileiro de registro da propriedade imobiliária. Na 3a seção estão reunidos os 

teoremas e definições mais importantes da Álgebra Linear e da Geometria Analítica, 

os quais são imprescindíveis para o entendimento e o desenvolvimento desta 

pesquisa.



As grandezas que são mensuradas a partir das quais resultarão as 

coordenadas das estremas são variáveis aleatórias e, por isso, os teoremas e 

definições mais importantes da Estatística são reunidas na 4a seção.

Não é suficiente efetuar mensurações que resultam a caracterização de 

estremas que definirão os lfs cujas coordenadas sejam referenciadas a sistema 

arbitrário de coordenadas, porque dificultará a aviventação que é um dos 

pressupostos da norma jurídica da demarcação. Faz-se necessário que tais 

coordenadas sejam referenciadas ao SGR oficial. Em decorrência disto, há que se 

elaborar o detalhamento e a aplicação dos conceitos insertos na geometria do 

elipsóide, o procedimento matemático de cálculo de área de polígonos na superfície 

do elipsóide e os sistemas de coordenadas para as mensurações terrestres expostos 

na 5a seção.

Em virtude de os memoriais da caracterização de estremas, na

atualidade, não contemplarem critérios para a análise de qualidade das 

mensurações geodésicas antes do ajustamento e das estimativas obtidas após o 

ajustamento pelo princípio do Método dos Mínimos Quadrados (MMQ), a 6a seção 

trata desses critérios que compreendem as medidas de acurácia, as de 

confiabilidade e as de sensibilidade. Na 7a seção expõe-se o aprimoramento de 

memorial da caracterização de estremas e a estrutura proposta da matrícula 

destinada a conter o aprimoramento. Na 8a seção elabora-se a análise dos 

resultados, e na 9a seção elaboram-se a conclusão e as recomendações.

No tema desta pesquisa, pode-se indicar a leitura segundo objetivos 

específicos conforme o quadro 1.3.

QUADRO 1.3 -  INDICAÇÃO DE LEITURA SEGUNDO OBJETIVOS ESPECÍFICOS
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____________________ OBJETIVO ESPECIFICO____________________________ SEÇAO
a) Estremas....................................................................................................  1, 2 e 7
b) Preparação e composição do memorial da caracterização de estremas.. 7
c) Sistemas de coordenadas aplicáveis à caracterização de estremas  5.3
d) Transformações de coordenadas..............................................................  3 e 5.3.3
e) Mudança de Datum geodésico (dedução das fórmulas Molodenskii)  Apêndice 3
f) Estimativas de qualidade...........................................................................  4 e 6
g) Superfície do prédio sobre o elipsóide de referência................................ 5.4 e 7.3; quadro 7.6
h) Problema da congruência.........................................................................  Apêndice 4_______



2 FUNDAMENTOS JURÍDICOS QUE VINCULAM O LIMITE FUNDIÁRIO À LINHA 
GEODÉSICA

O Z/,quer natural quer artificial, é a linha que no terreno separa um prédio 

de outros que o circundam a fim de que seja possível o exercício pleno e regular do 

domínio imobiliário. O exercício pleno e regular desse domínio requer a certeza dos 

limites do prédio. A certeza, por sua vez, deve ser garantida por metodologia capaz 

de definir, de fixar e de permitir a aviventação em qualquer tempo. Por isso, diz-se 

que a caracterização de estremas vincula o limite fundiário à linha geodésica.

2.1 SÍNTESE HISTÓRICA DA TERRA NO BRASIL E SUA NATUREZA JURÍDICA

Como conseqüência da ocupação estatal primitiva do território brasileiro ter 

sido da Coroa Portuguesa e com a Independência do Brasil, as terras terem 

passado para o Império Brasileiro, há o entendimento jurídico que a origem das 

terras brasileiras é pública. No transcurso da ocupação, os particulares apossaram 

terras por vontade própria ou por concessão do Poder Público, e.g., as concessões 

de sesmaria e as de data. A Lei n. 601/1850 e seu Regulamento (Decreto 

n. 1 318/1854) disciplinaram a forma de legitimação de posses pelos particulares, 

separando do domínio público todas as posses que fossem levadas ao livro da 

Paróquia Católica (registro paroquial, segundo o arts. 91-108 desse Regulamento).

As terras que não foram legitimadas são consideradas devolutas e como 

tais não se acham transcritas, sendo o seu título de origem apenas a ocupação 

primitiva do território. Essas terras que não foram assim legitimadas são, na 

atualidade, objeto de regularização de domínio pela União e pelos Estados; por isso, 

diz-se, genericamente, regularização fundiária. Tanto a União quanto os Estados 

têm ação, com procedimento próprio, para discriminar suas terras devolutas, 

segundo os art. 1o e 27 da Lei n. 6 383, de 7-12-1976, e as leis estaduais 

respectivas. Os Municípios não a têm. Este procedimento chama-se ação 

discriminatória.

Para fins de regularização fundiária as terras estão classificadas em terras 

públicas, terras particulares e terras não-discriminadas.
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As sesmarias concedidas pelo rei português visava a colonização das terras 

e o descumprimento desse objetivo obrigava a transferência para outros e, se isso 

não ocorresse, a sesmaria reintegrava-se, como terra devoluta, ao patrimônio real. A 

Resolução n. 72 de 17 de julho de 1822 determinou:

a) a suspensão de qualquer concessão de sesmarias;

b) o reconhecimento da posse de terras públicas por particular;

c) a constituição de assembléia para a elaboração de lei de terras.

2.2 CONTEÚDO DAS AÇÕES DEMARCATÓRIA, DIVISÓRIA E DISCRIMINATÓRIA

2.2.1 Ação Demarcatória

A demarcatória pressupõe a incerteza da posição das estremas que 

constituem os lfs entre dois prédios, em que pelo menos um seja de domínio 

privado, e a contigüidade dos prédios. O objetivo da demarcatória é eliminar essa 

incerteza que resulta, ou do desaparecimento das estremas, ou da dificuldade de 

interpretação dos conteúdos dos títulos de domínio. A eliminação da incerteza 

requer a definição e a materialização de cada estrema certa, de modo que permita 

ao detentor do domínio saber, com precisão, o conjunto de todas as estremas que 

compõem os lfs, dentro dos quais o seu prédio está individualizado e determinado 

como porção da SFT. A causa que origina a incerteza não é objeto desta ação.

Diz-se que a demarcatória será total se a incerteza recair sobre todas as 

estremas que singularizam o prédio, e diz-se que a ação demarcatória será parcial 

se a incerteza recair em pelo menos uma delas.

Há duas fases distintas nesta ação: a primeira que vai até o julgamento da 

pretensão de demarcar (CPC, art. 958) e a segunda -  fase executória -  termina com 

a homologação dos trabalhos materiais da demarcação (CPC, art. 966; SANTOS, 

1996, p. 71). Na primeira fase, resolvem-se os problemas em torno da linha 

demarcanda e, na segunda fase, procede-se à assinalação no solo com marcos.

17
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2.2.2 Ação Divisória

A ação divisória “destina-se a repartir a propriedade entre os condôminos 

ou comproprietários, atribuindo-lhes parte certa e determinada no imóvel e pondo 

fim ao condomínio” (MEIRELLES, 1996, p. 271).

Tal como a demarcatória, a divisória é procedimento de duas fases: na 

primeira, decide-se sobre a pretensão de dividir e na segunda, executam os 

trabalhos divisórios (SANTOS, 1996, p. 80). A segunda fase do procedimento 

divisório contém os seguintes atos fundamentais (THEODORO JÚNIOR, 1999, p. 

398):

a) exame e classificação dos títulos dos condôminos, bem como solução 

de pedidos sobre a constituição de quinhões (CPC, art. 970);

b) medição do imóvel (CPC, arts. 969 e 972);

c) classificação e avaliação das terras (CPC, arts. 976 e 977);

d) plano de divisão (CPC, art. 978);

e) demarcação dos quinhões pelo Agrimensor e autenticação pelos 

Arbitradores (CPC, art. 980);

f) homologação da divisão por sentença (CPC, art. 980).

O parágrafo único do art. 971 do CPC determina que, depois de solucionadas 

as questões de títulos e quinhões, o juiz ordenará a divisão geodésica do imóvel.

A rigor, a expressão divisão geodésica requer, antes de tudo, a existência 

das coordenadas geográficas elipsóidicas.

2.2.3 Ação Discriminatória

2.2.3.1 Conceito

A ação discriminatória — nome dado à demarcação de terras patrimoniais 

públicas -  destina-se a estremar as terras devolutas das terras particulares. 

Sucintamente diz-se que terras devolutas são as que não estão no domínio dos 

particulares, nem pertencem ao patrimônio particular da União, dos Estados, do 

Distrito Federal e dos Municípios. Em princípio são as que não estão transcritas no 

Registro de Imóveis. Como houve legitimação pela Lei n. 601/1850, há terras que



não são devolutas, apesar de não-transcritas. As terras devolutas não estão sujeitas 

ao procedimento divisório. Uma forma de o ocupante de imóvel em terras devolutas 

adquirir o domínio é a legitimação de posses que é um ato administrativo da

Fazenda Pública do Estado e se efetua pela transferência de domínio cujo

instrumento chama-se título de domínio e, por conseqüência deste ato, abre-se 

matrícula para este imóvel e a exclusão na matrícula em que se assentou as terras 

devolutas. Outra forma é a usucapião que poderá ser constituída

administrativamente (SANTOS, 1996, p. 69).

2.2.3.2 Procedimento

Na linguagem jurídica, o termo procedimento designa o modo de o processo 

se formar e se desenvolver (SANTOS, 1996, p. 1). O procedimento para a 

demarcação de terras devolutas fundamenta-se nos arts. 956 a 966 do CPC, na Lei 

n. 6 383/1976, que dispõe sobre o processo discriminatório administrativo e judicial 

de terras da União, e em normas jurídicas estaduais (ver quadro 2.1).

O art. 23 da Lei n. 6 383/1976 determina que “o processo discriminatório 

judicial tem caráter preferencial e prejudicial em relação às ações em andamento, 

referente a domínio ou posse de imóveis situados, no todo ou em parte, na área 

discriminada...”

No quadro 2.1 estão reunidos algumas das mais importantes normas 

jurídicas da União e dos Estados, os quais foram criados para a definição e a 

regulamentação das atividades no âmbito das terras devolutas.
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QUADRO 2.1 -  NORMAS JURÍDICAS MAIS IMPORTANTES DAS TERRAS DEVOLUTAS
continua

LEI DECRETO-LEI DECRETO ATO DATA
Império 601 18-9-1850

1 318 30-1-1854
451B 31-5-1890

Constituição 24-2-1891
União 10 105 5-3.1913

22 785 31-05-1933
9 760 5-9-1946
1 167 1-4-1971
6 383 7-12-1976

Alagoas 3 212 15-10-1946
Amazonas 112 28-12-1956
Bahia 633 5-11-1945
Ceará 1 676 20-3-1946
Espírito 617 31-12-1951
Santo 1 711 18-2-1929
Goiás 1 448 12-12-1956
Maranhão 385-A 30-7-1946
Mato Grosso 550 20-12-1949

461 10-12-1956
173 04-9-1896
263 21-8-1899
269 25-8-1899
378 11-8-1904
455 11-9-1907

2 860 3-12-1909
4 496 5-1-1916

675 12-9-1916
E 5 012 19-6-1918
S 6 019 4-7-1924
T Minas Gerais 988 20-9-1927
A 8 201 31-1-1928
D 1 023 20-9-1928
0 1 144 5-9-1920
S 155 12-9-1930

1 171 7-10-1930
9 1-11-1935

500 27-2-1936
214 14-11-1936
171 20-11-1936

1 775 1-7-1946
550 20-12-1949

9 681 12-10-1988
Pará 1 044 19-8-1933
Paraíba Constituição 11-6-1947

68 20-12-1892
1 8-4-1892

35 28-4-1933
Paraná 3 060 26-10-1951

7 700 18-11-1952
7 055 4-12-1978

6 414 4-12-1978
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QUADRO 2.1 -  NORMAS JURÍDICAS MAIS IMPORTANTES DAS TERRAS DEVOLUTAS
conclusão

LEI DECRETO-LEI DECRETO ATO DATA
7 264 10-12-1979
8 249 13-1-1986

Pernambuco 93 29-12-1949
E Piauí 1 298 22-8-1931
S Rio Grande do Norte 351 1-12-1937
T Rio Grande do Sul 7 677 9-1-1939
A 3 107 8-1-1957
D Rio de Janeiro 2 666 28-10-1931
0 Santa Catarina 346 11-6-1934
S Sergipe 904 1-8-1925

323 22-6-1895
545 2-8-1898
655 23-8-1899

734 5-1-1900
São Paulo 5 133 23-7-1931

6 734 30-5-1934
14 916 6-8-1945

Complementar n. 9 31-12-1969
28 389 17-5-1988

FONTES: FALCÃO (1995); GUGLIELMI (1996) e ITC (1979).

2.2.3.2.1 Perímetro

Os arts. 3 e 20 da Lei n. 6 383/1976 estabelecem que os processos 

discriminatórios requerem a existência de perímetro, o qual pode ser esboçado nas 

Cartas do Mapeamento Sistemático de Base. O perímetro é a linha que delimita uma 

superfície do Estado, na qual estão um conjunto de imóveis (figura 2.1). No Estado de 

São Paulo, esta prática vem sendo utilizada desde as primeiras décadas do século XX.

Alguns Estados fizeram doações de terras devolutas de seus domínios a 

Municípios (SANTOS, 1996, p. 171). O Estado de São Paulo doa terras devolutas 

de seu domínio pelo disposto no art. 60 da Lei Orgânica dos Municípios (Decreto-Lei 

Complementar n. 9, de 31-12-1969), segundo o qual pertencem ao patrimônio 

municipal as terras devolutas contidas no círculo cujas coordenadas de seu centro 

são as do marco de sede do Município e raio de 8 km e as terras devolutas contidas 

no círculo cujas coordenadas de seu centro são as do marco de sede do Distrito e 

raio de 6 km (figura 2.1). Estes marcos de sede são instituídos por decreto ou lei 

municipal. A legitimação de posses em terras devolutas de domínio do Município é 

efetuada pelo Município, sendo o instrumento de transferência o título de domínio.
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FIGURA 2.1 -  PERÍMETRO DA REGULARIZAÇÃO FUNDIÁRIA: SUAS ESTREMAS E SEUS 
ENTES NATURAIS

sede município A 
(distrito A)

LEGENDA

-------------- Divisa de Distrito

 Divisa de Município

Divisa de Comarca 

Marco da Sede de Distrito 

Marco da Sede de Município 

Unidade de Conservação Ambiental 

Gruta

Continuação de Gleba 

Estrema

y

<r~v. Limites fundiários
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A figura 2.2 mostra um conjunto de perímetros da regularização fundiária em 

parte da região sul do Estado de São Paulo para fins de discriminação de terras. O 

trabalho geodésico consiste em identificar as linhas que individualizam o perímetro e 

as linhas que individualizam os imóveis.

FIGURA 2.2 -  CONJUNTO DE PERÍMETROS DA REGULARIZAÇÃO FUNDIÁRIA EM PARTE DA 
REGIÃO SUL DO ESTADO DE SÃO PAULO

FONTE: ITESP(1991).
NOTA : Extrato de parte do original sob redução.

Cada um destes perímetros possui uma situação jurídica quanto à ação 

discriminatória e, se esta encerrada, passa-se a falar da destinação das terras 

devolutas que pode ser a legitimação de posses (quadro 2.2).

QUADRO 2.2 -  SITUAÇÃO JURÍDICA DAS TERRAS CONTIDAS EM PERÍMETRO

AÇÃO DISCRIMINATÓRIA LEGITIMAÇÃO DE POSSES
Ação discriminatória não iniciada Legitimação de posses a iniciar
Ação discriminatória em que houve desistência Trabalhos em andamento
Ação discriminatória em que houve improcedência Títulos expedidos parcialmente
1a fase da ação discriminatória Legitimação concluída
2a fase da ação discriminatória (demarcação)

• demarcação em andamento
• demarcação pendente de homologação
• demarcação encerrada

FONTE: ITESP(1991)

A prática de aproveitar os acidentes naturais não leva em conta os limites 

dos imóveis, os limites distritais, os limites municipais e os limites de comarca.



Como conseqüência o perímetro pode estar contido em mais de um distrito ou mais 

de um Município e mesmo em mais de uma comarca. Um imóvel pode estar 

seccionado pelo perímetro e por essas linhas de limites.

2.2.3.2.2 Fases

Duas fases compõem esta ação. A 1a fase consiste na propositura da ação 

discriminatória e a 2a fase, também chamada fase executória, consiste na 

demarcação das estremas que constituem os lfs, se a ação for procedente, em que 

perícias são requeridas. Antes da sentença da 1a fase do procedimento 

demarcatório, o agrimensor realiza as operações geodésicas a fim de caracterizar a 

linha de limites e as variações de interpretação, se houver, de modo a produzir a 

fonte de informação para o juízo, visando a definição da linha por sentença; na 2a 

fase do procedimento, a linha de limites é assinalada no terreno, e haverá outra 

sentença de natureza homologatória (THEODORO JÚNIOR, 1999, p. 267-276).

É a primeira fase do procedimento discriminatório, que compreende um 

levantamento expedito de campo quanto às informações cartográficas associado a 

um levantamento documental cuidadoso dos ocupantes e dos imóveis. Em síntese, 

estes trabalhos podem ser listados da seguinte maneira2:

a) perícia extrajudicial no perímetro;

b) pesquisa e aquisição de informações cartográficas;

c) preparação das fotografias aéreas;

d) identificação, reambulação e levantamento expedito dos lfs dos imóveis 

rurais e urbanos inseridos no perímetro, elaboração de laudos de 

identificação fundiária ou boletim de informação cadastral e coleta de 

cópia de documentos pessoais e dos imóveis;

e) apresentação de overlay das fotografias aéreas trabalhadas ou de mapa 

em escala adequada (usualmente 1:10 000), rol de ocupantes, 

numeração dos imóveis e área aproximada;

f) pesquisa no Ofício de Registro de Imóveis da Comarca a fim de coletar 

dados visando a elaboração da filiação de cada imóvel.

24

2 Pormenores destes procedimentos podem ser consultados em ITESP (1998a) e em ITESP
(1998b).



No quadro 2.3 acham-se ordenados os principais atos de cada uma das fases.
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QUADRO 2.3 -  SÍNTESE SEQÜENCIAL DA 1a E DA 2a FASES DA AÇÃO DISCRIMINATÓRIA

1a FASE (PROPOSITURA DA AÇAO) 2a FASE (EXECUTÓRIA)

a) identificação aproximada do perímetro e dos 
limites dos imóveis nas cartas disponíveis na 
escala 1:10.000 ou, no caso contrário, nas 
fotografias aéreas, nesta escala, com a 
reambulação;

b) memorial descritivo do perímetro (Lei n. 
6 383/1976) a ser constituído;

c) obtenção de cópias dos títulos dos imóveis 
identificados;

d) petição inicial -  instruída pelo conteúdo dos 
itens a, b, e c -  pelo representante legal do 
Estado;

e) juízo (de 1° grau): análise de documentos;
f) requerido: contestação;
g) juízo (de 1° grau): sentença declaratória de 

procedência ou de improcedência da ação 
discriminatória (CPC, art. 958);

h) requerido: recurso;
i) juízo (de 1° grau): recurso de ofício;
j) juízo (de 2° grau): acórdão (também 

chamado aresto).

a) juízo (de 1° grau): nomeação de peritos, 
consistindo de 1 agrimensor e de 2 
arbitradores (CPC, art. 956);

b) tarefa dos peritos:
• identificar os limites dos imóveis 

particulares;
• fixar o marco primordial (CPC, art. 963) e 

das demais estremas nos vértices (CPC, 
arts. 959 e 963);

• elaborar o laudo de arbitramento (CPC, 
art. 957) pelos arbitradores e do laudo de 
demarcação (CPC, art. 957 § único) pelo 
agrimensor;

• protocolar esses laudos;
c) juízo (de 1° grau): prazo para a manifestação 

dos requeridos;
d) juízo (de 1° grau): lavratura do auto de 

demarcação (CPC, art. 965) e sentença 
homologatória da demarcação (CPC, art. 
966).

O auto de demarcação é o termo processual que encerra os trabalhos de 

campo para o agrimensor e para os arbitradores, quando transcorrido o prazo de 10 

dias se não houver nenhuma reclamação sobre o laudo do arbitrador ou após 

rejeitadas todas as reclamações, ou ainda, após as correções terem sido feitas em 

atendimento às reclamações das partes (THEODORO JÚNIOR, 1999, p. 312). A 

lavratura do auto de demarcação que é assinado pelo juiz, agrimensor e 

arbitradores tem por finalidade o preparo da sentença homologatória da 

demarcação (SANTOS, 1996, p. 77). A sentença homologatória da demarcação é 

de jurisdição contenciosa e tem natureza declaratória, pois afirma, conforme o 

determinado, que a linha demarcatória foi implantada por suas estremas e que as 

linhas naturais foram identificadas e caracterizadas. A execução da sentença que 

outorga a imissão na posse dos titulares do domínio nos seus quinhões respectivos, 

se neles não estiverem, é conseqüência dos limites fundiários estabelecidos. A 

demarcação deverá ser registrada no Registro de Imóveis (Lei n. 6 015/1973, art. 

167, I, 23). A matrícula, no entanto, só será conseguida após a sentença transitar 

em julgado (SANTOS, 1996, p. 176). Veja nas duas páginas seguintes um exemplo 

de sentença homologatória de demarcação:



CORRE GE DO RIA GERAL DA JUSTIÇA

P r o c e s s o  4 8 / 3 9  

C o m a r c a  de  A p i a í

V i s t o s , e t c .

De c i d o  com  b a s e  n o  a r t i g o  1 0  d a  L e i  n "

3 . 94  7 / 8 3 .

C u i d a - s e  de  A ç ã o  D i s c r i m i n a t ó r i a  do 5 l '  

P e r í m e t r o .  C o m a r c a  de  A p i a í .  em f a s e  de e x e c u ç ã o  de

d e m a r c a ç ã o .

F o r a m  e l a b o r a d o s  l a u d o s  p e r i c i a i s  d e  

DEMARCAÇÃO ( F L S . 1 0 3 4 / 1 1 8 6  ) E DE A R B I T R A M E N T O  ( F L S . 9 8 4 / 9 9 1 )  , 

JÁ TENDO SI DO F I X A D O .  EM FAVOR DOS " E X P E R T S ” . O VALOR DE SEUS 

H O N O R Á R I O S .

Ho u v e . q u a n t o  à  d e m a r c a ç ã o . a

CONCORDÂNCI A DA FAZENDA DO ESTADO ( FLS . 1 2 5 7 V . ) .  DADO O

PARECER DE SEU A S S I S T E N T E - T f i C N I C O  ( F L S . 1 1 9 8 / 1 2 0 1 )  E NÃO HOUVE 

OUALOUER I MPUGNAÇÃO DE QUAI SQUER I N T E R E S S A D O S .

Foi JUL GADA PROCEDENTE A AÇÃO 

D E M A R C A T Ó R I A , NA P R I M E I R A  FASE.  QUE PROCURA D E F I N I R  DE JURE

ENTRE OS PRE' DIOS C O N F I N A N T E S .

É 0 R E L A T Ó R I O  DO N E C E S S Á R I O .
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--------------------------------------------------------------------------------------

F o r a m  c o n c l u í d o s  o s  e s t u d o s  d o s  p e r i t o s

A R B I T R A D O R E S ,  QUE D E L I N E A R A M  QU A L  0 TRAÇADO DA L I N H A

D E M A R C A D A ,  SEM QU A L QU E R  I M P U G N A Ç Ã O  OU O P O S I Ç Ã O  DE T E R C E I R O S .

0 LAUDO DE D EMARCAÇÃO FOI  TAMBÉM 

E L A B O R A D O .  COM C OL OC A Ç Ã O DO MARCO P R I M O R D I A L  E NOS V É R T I C E S  

DOS Â N G U L O S ,  NÃO TENDO S U R 6 I D 0  UMA Ú N I C A  I M P U G N A Ç Ã O .

0 LAUDO A P R E S E N T A D O  A P R E S E N T A  E V I D E N T E

P E R F E I Ç Ã O .

P r o c e d e n t e  a a ç ã o  d e m a r c a t ó r i a  

( F L S . 6 2 1 / 6 3 1  E 6 8 6 v  . ) , QUE D E F I N I U  OS L I M I T E S  DE D I R E I T O  DAS 

G L E B A S .  A C O MP A N H A R A M AS P A R T E S  TODAS AS F AS E S  DO PROCE S S O.  

A P R E S E N T A N D O  E S T E  R E G U L A R I D A D E ,  C A B E N D O .  S I M P L E S M E N T E ,  A 

HOMOL OGAÇÃO DOS L A U D O S .

ISTO POSTO, COM F UNDAMENT O NO A R T I G O  966 
DO C Ó D I G O  DE PROCE S SO C l V I L .  HOMOLOGO A DEMAR CA Ç ÃO,  ADOTANDO 

O T R A Ç A D O  DAS L I N H A S  D EMA R C A D A S  C O N S T A N T E  DOS LAUDOS DE 

A R B I T R A M E N T O  DE F OL H A S  984/991 E DE DEMARCAÇÃO DE F OL HAS 

1034/1186. QUE P ASSAM A F A Z E R  PAR T E  I N T E G R A N T E  DESTA 

S E N T E N Ç A ,  PARA OS E F E I T O S .

P . R . I . C .

SÃO Pa u l o . 27  d e  a b r i l  d e  2 0 0 0 .

FONTE: APIAÍ. Comarca. Proc. n. 048/39, fls. 1 259 e 1 260.
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Administrativamente, o procedimento discriminatório está disciplinado por uma 

Sistemática de Discriminação de terras da União aprovada pelo INCRA (Portaria n. 

407 de 26 de abril de 1977, alterada pela Portaria n. 85 de 14 de abril de 1981) 

utilizada pelos Estados que não têm elaborado sua própria sistemática (MAIA, 1982, 

p. 137-167). O conteúdo principal de cada uma das fases encontra-se ordenado no 

quadro 2.4.

QUADRO2.4-SÍNTESE SEQÜENCIAL DA 1a E DA2a FASES DO PROCEDIMENTO 
DISCRIMINATÓRIO ADMINISTRATIVO

1a FASE 2a FASE (DEMARCAÇAO)
identificação aproximada do perímetro e dos 
limites dos imóveis nas cartas disponíveis na 
escala 1:10.000 ou, no caso contrário, nas 
fotografias aéreas, nesta escala, com a 
reambulação;

comissão:
• designação de agrimensor

instauração da comissão agrimensor:
• identificação dos imóveis 

particulares
• materialização dos vértices
• elaboração do laudo
• apresentação do laudo à comissão

comissão:
• convocação dos interessados

requerido:
• apresentação de documentos
• apresentação de informações
• apresentação de testemunhas comissão:

• lavratura de termo que encerra a 
discriminatória

comissão:
• análise de documentos
• pronunciamento
• lavratura dos termos

2.2.4 Tarefas dos Peritos

As atividades periciais em terras devolutas surgiram já no Império Brasileiro 

com o Regulamento de 8-5-1854. A perícia visa o levantamento da linha 

demarcanda, i.e., da linha sob definição; por isso, os peritos deverão se orientar 

pelos títulos que são os dados mais importantes e, por conseguinte, a perícia jamais 

poderá deixar de propor o traçado dessa linha (SANTOS, 1996, p. 75).

No Direito francês, a perícia compreende (TERRÉ e SIMLER, 1998, p. 199):

a) l’examen des titres de propriété des parties, afin d’y rechercher la contenance 
appartenant à chacune d’elles; le juge peut aussi examiner l’état des lieux, la possession 
actuelle des parties, la configuration des terrains respectifs; les documents cadastraux 
peuvent également fournir d’utiles indications;

b) l’arpentage des terrains pour vérifier sur place la contenance réele de chaque lot; cette 
opération est confiée à des experts, généralement à des géomètres, dont le choix 
appartient aux parties et, à défaux d’accord entre elles, au juge;
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c) le tracé de la ligne séparative des fonds, que l’on marque sur le terrain soit par un fossé, 
soit par une palissade, soit simplement à l’aide de bornes.3

2.2.4.1 Tarefas do perito agrimensor

Para instruir o processo da ação discriminatória, na fase da demarcação do 

conteúdo da sentença, o agrimensor elabora o laudo de demarcação (ver quadro 1.1) 

que é caracterizado por dois aspectos fundamentais de demarcação que são o 

detalhamento da metodologia que permita a reconstituição e os memoriais da 

caracterização de estremas e os memoriais da caracterização dos entes naturais 

que definem limites fundiários. As tarefas do perito agrimensor compreendem:

a) a demarcação do perímetro, levando em consideração as divisas com os 

perímetros já discriminados ou em discriminação;

b) a demarcação das divisas dos Distritos e dos Municípios incidentes no 

perímetro (se existirem em normas jurídicas de Estado);

c) a demarcação dos limites de círculos distritais e municipais;

d) a demarcação dos limites das faixas de domínio;

e) a demarcação dos limites das Unidades de Conservação Ambiental4 

(figura 2.1), dentre as quais, as Áreas de Proteção Ambiental (APA), os 

Parques, as Reservas, as Estações Ecológicas, as Zonas de Vida 

Silvestre, as Cavernas; da mesma forma deveriam as Reservas 

Florestais Legais e os que delimitam as florestas e demais formas de 

vegetação consideradas de Preservação Permanente5;

f) a demarcação dos limites das áreas julgadas particulares na Sentença;

3

a) o exame de títulos dos requeridos a fim de pesquisar a superfície pertencente a cada 
um deles; o juiz pode, também, examinar o estado do lugar, a posse atual dos 
requeridos, a configuração dos respectivos terrenos; os documentos cadastrais podem 
igualmente fornecer indicações úteis;

b) a medição de terrenos a fim de verificar in loco a superfície real de cada prédio; esta 
operação é confiada aos peritos, geralmente aos geõmetras, cuja escolha cabe aos 
requeridos e, na falta de acordo entre eles, ao juiz;

c) o traçado da linha separadora entre prédios que é marcada no terreno por meio de vala 
ou por meio de paliçada (tapumes feitos por estacas) ou por meio de estremas.
Trad. pelo autor.

4 Algumas denominações de Unidades de Conservação Ambiental com suas respectivas 
normas jurídicas de criação encontram-se em ITESP (1998a, p. 69-71, 80-81).

5 Arts. 2o e 3o da Lei n. 4 771, de 15-9-1965 (Código Florestal).
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g) a restituição das fotografias aéreas gerando a carta topográfica no 

Sistema Geodésico Brasileiro oficial (SGB);

h) a carta contém o quadro de áreas (quadro 2.5), em que estão 

relacionadas as glebas por Distritos que constituem o Município, 

numeradas, nominadas e a situação dominial (particular, particular do 

ente público e devoluto);

i) nas glebas onde ocorrem faixas de domínio, neste quadro estão relacionadas 

a área descontada, a área remanescente e a área total da gleba;

j) indica-se, ainda, neste quadro se as glebas estão fora ou dentro de círculos

distritais ou municipais a fim de computar, no caso do patrimônio devoluto, o 

patrimônio de domínio estadual e o patrimônio de domínio municipal.

QUADRO 2.5 -  RELAÇÃO DE IMÓVEIS INSERTOS EM PERÍMETRO

IMÓVEIS E RESPECTIVAS ÁREAS (hectares: ha)

Distrito
Número

da
gleba

Area do domínio 
público

Area do domínio 
particular

Area
da

gleba
Nome da gleba

parti
cular

devoluto deduzida remanes
cente

nome
do

Distrito

glebas
do

círculo subtotal Terras municipais
glebas 
fora do 
círculo subtotal Terras estaduais

Terras municipais + 
Terras estaduais

nome
do

Distrito

glebas
do

círculo subtotal Terras municipais
glebas 
fora do 
círculo subtotal Terras estaduais

Total Terras municipais + 
Terras estaduais

* |
Total geral Perímetro

FONTE: MIRACATU. Comarca. Proc. n. 106/73-B, fl. 1 841.
NOTA : Como existem as terras particulares do ente público, acrescentou-se a respectiva coluna.

2.2.4.2 Tarefas dos peritos arbitradores

As principais tarefas dos peritos arbitradores são:

a) conferir estremas e rumos (ou azimutes), e discorrer sobre divergência 

ou não da demarcação (CPC, art. 964);
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b) discorrer sobre a metodologia de fixação das linhas demarcandas;

c) verificar se os trabalhos de campo seguiram a orientação da sentença;

d) elaborar laudo de arbitramento (ver quadro 1.1).

2.2.5 Estrutura do Laudo de Arbitramento e do Laudo de Demarcação

As principais partes do laudo de arbitramento e as do laudo de demarcação 

acham-se ordenadas no quadro 2.6.

QUADRO 2.6 -  ESTRUTURA DOS LAUDOS DE ARBITRAMENTO E DE DEMARCAÇÃO

LAUDO DE ARBITRAMENTO LAUDO DE DEMARCAÇÃO
a) considerações iniciais;
b) situação;
c) limites e confrontações;
d) relevo e qualidade das terras;
e) águas;
f) vias de comunicação;
g) ocupantes e benfeitorias;
h) terras julgadas particulares;
i) metodologia de fixação das linhas 

demarcandas;
j) conclusões.

a) considerações iniciais;
b) confrontações;
c) metodologia de fixação de estremas;
d) áreas apuradas dentro e fora de círculos: particulares, 

particulares do ente público e devolutas;
e) quadro de áreas;
f) rios principais, limites e confrontações;
g) memoriais da caracterização de estremas e de 

memoriais da caracterização dos entes naturais;
h) carta topográfica referenciada ao SGB.

2.2.6 Memorial da Caracterização de Estremas e Memorial da Caracterização dos 
Entes Naturais

O perito agrimensor elabora os memoriais:

a) da caracterização de estremas do perímetro;

b) da caracterização de estremas do Distrito;

c) da caracterização de estremas das terras municipais do Distrito;

d) da caracterização de estremas das terras estaduais do Distrito;

e) da caracterização de estremas das terras devolutas em área municipal do 

Distrito;

f) da caracterização de estremas das terras devolutas em áreas estadual do 

Distrito;

g) da caracterização de estremas das terras particulares em área municipal 

do Distrito;

h) da caracterização de estremas das terras particulares em área estadual do 

Distrito.
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Destaque-se a importância, para o Direito Imobiliário, dos memoriais da 

caracterização de estremas e os memoriais da caracterização dos entes naturais como:

a) elementos integrantes da Sentença Homologatória da Demarcação 

(CPC, art. 966) pela Corregedoria Geral de Justiça, mediante a qual os 

limites de iure entre os prédios são definidos;

b) interpretação da realização do princípio da especialidade do Registro de Imóveis;

c) aviventação de limites.

2.3 VÍNCULO DO LIMITE FUNDIÁRIO À LINHA GEODÉSICA

A demarcação -  tarefa do perito agrimensor -  consiste na caracterização 

duradoura de um ponto no lugar pela construção de sinais de demarcação 

(PETRAHN, 2000, p. 114). Como elemento desta caracterização deve ser incluída 

as coordenadas e o sistema geodésico ao qual tais coordenadas se referem. As 

atividades periciais em limites da propriedade fundiária vem expressa, também, nas 

funções do Géomètre-Expert francês que a ORDRE DES GÉOMÈTRES-EXPERTS 

(1988, p. 18) destaca ao citar o primeiro artigo da Lei n. 46-942, de 7-05-1946, 

modificada pela Lei n. 87-998, de 15-12-1987:

Le Géomètre-Expert est un technicien exerçant une profession libérale qui, en son prope 
nom et sous sa responsabilité personnelle:
1° Réalise les études et les travaux topographiques qui fixent les limites des biens fonciers 
et, à ce titre, lève et dresse, à toutes échelles et sous quelque forme que ce soit, les plans et 
documents topographiques concernant la définition des droits attachés à la propriété 
foncière, tels que les plans de division, de partage, de vente et d’échange des biens 
fonciers, les plans de bornage ou de délimitation de la propriété foncière;
2° Réalise les études, les documents topographiques, techniques et d’information 
géographique dans le cadre des missions publiques ou privées d’aménagement du territoire, 
procède à toutes opérations techniques ou études sur l’évaluation, la gestion ou 
l’aménagement des biens fonciers.6

6

O Perito Geômetra é um técnico que exerce uma profissão liberal e que em seu nome 
próprio e sob sua responsabilidade pessoal:
1o Realiza os estudos e os trabalhos topográficos que fixam os limites dos bens fundiários e, 
para este fim, determina a posição relativa de pontos ou pormenores de um terreno e 
executa, por todos os meios e sob certa forma, as cartas e documentos topográficos 
concernentes à definição de direitos vinculados à propriedade fundiária, tais como a carta de 
divisão, de partilha hereditária, de venda e de permuta de bens fundiários, as cartas de 
demarcação de limites ou de delimitação da propriedade fundiária;
2o Realiza os estudos, os documentos topográficos, técnicos e de informação geográfica no 
conjunto das missões públicas ou privadas de ordenação do território, procede a todas as 
operações técnicas ou estudos sobre avaliação, administração ou ordenação dos bens 
fundiários.
Trad. pelo autor.
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A Geodésia -  ciência que obtém quantidades de observação referentes à 

Terra e que as representa em modelos matemáticos (HEITZ7, apud KORTH, 1998, 

p. 14) -  busca estimar os valores dessas quantidades bem como os erros (faltas) a

elas inerentes. VANÍÕEKe KRAKIWSKY (1986, p. 24) mostram a posição que a 

disciplina Demarcação de Limites ocupa em relação à Geodésia e às outras 

disciplinas: acha-se vinculada à Geodésia (figura 2.3). Nesta disciplina pode-se 

incluir o problema da caracterização de estremas.

FIGURA 2.3 -  VÍNCULO DOS LIMITES À GEODÉSIA

FONTE: VANÍCEK e KRAKIWSKY (1986, p.24). 
NOTA : Extrato do original com tradução.

Especificamente no sentido fundiário, a caracterização de estremas vincula 

o princípio da especialidade do Registro de Imóveis concernente à individualização 

obrigatória da propriedade fundiária à Geodésia (figura 2.4).

7 HEITZ, S. (1991). Einführung in dreidimensionale geometrische Modelle der Geodäsie. 
Mitteilungen aus den Geodätischen Instituten der Rheinischen Friedrich-Wilhelms-Universität,
Bonn, n. 79.
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FIGURA 2.4 -  RELAÇÃO ENTRE CARACTERIZAÇÃO DE ESTREMAS, DIREITO IMOBILIÁRIO E 
GEODÉSIA

O Direito Imobiliário a fim de interpretar o princípio da especialidade, recorre 

aos trabalhos do agrimensor e arbitradores, e estes devem recorrer à Geodésia da 

qual obtém os métodos de levantamentos que permitirão caracterizar as estremas e 

os entes naturais que definem limites de forma unívoca.

Os arts. 959 a 966 do CPC que dão diretrizes aos trabalhos do agrimensor e 

arbitradores e dos quais se obtêm orientações às decisões não contemplam critérios 

de verificação da qualidade de levantamentos geodésicos, pois o desenvolvimento 

maior de tais critérios ocorreu após o ano de 1976 consoante as publicações na 

literatura geodésica a que os autores fazem remissão. Por outro lado, o art. 225 da 

Lei n. 6 015/1973 determina que os tabeliães, escrivães e juizes façam com que nas 

escrituras e autos judiciais as partes indiquem, com precisão, os característicos, 

confrontações e a localização dos imóveis. Estes elementos a serem indicados são 

indispensáveis também para a ação de Registro Torrens (FALCÃO, 1995, p. 116).

A estrema tem as características que a norma jurídica atribui, e.g., a 

característica de ser elemento da linha que separará domínios distintos sobre 

imóveis distintos, mas a sua definição na superfície física da Terra tem as 

características que a Geodésia atribui: as coordenadas geográficas elipsóidicas 

((p,À,)que dependem da Estatística para a estimação de suas medidas de acurácia
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respectivas. A medida de acurácia compreende a precisão e a correção que possui 

uma parte conhecida e outra parte desconhecida.

O rigor científico aplicado à obtenção e ao cálculo dos dados provenientes 

das observações de campo é, portanto, inerente aos métodos da Geodésia e aos da 

Estatística, os quais oferecem a quantificação de estimativas de medidas de qualidade.

A demarcação do perímetro para discriminação de terras é a 2a fase da 

formação e do desenvolvimento do processo discriminatório. Os pontos que definem 

os elementos demarcáveis são materializados no terreno e os documentos gerados 

em forma de memoriais de caracterização e de mapas são partes do laudo de 

demarcação, peça desse processo.

A validade destes documentos é a de serem capazes de representar a 

veracidade dos pontos materializados, i.e., seguir à risca o princípio da 

especialidade e permitirem a reconstituição da situação. São exemplos típicos 

destes propósitos, a de servirem de base na legitimação de posses, nos 

assentamentos e na preservação de unidades ambientais.

A porção terrestre individualizada, constitui o objeto do registro no sentido 

de que assim como a cada imóvel cabe um lugar certo na superfície física da Terra, 

a cada imóvel cabe também um lugar certo no registro (CARVALHO, 1997, p. 27, 331). 

Mas o conceito de o lugar certo na superfície física da Terra é objeto da Geodésia. A 

tarefa de interpretar este conceito e realizá-lo materialmente, mediante a 

demarcação, são tarefas do agrimensor e dos arbitradores. O modelo matemático à 

estimação das quantidades geodésicas da demarcação tem sido na consideração 

da parcela terrestre como ente do espaço bidimensional.

2.4 NOÇÕES FUNDAMENTAIS SOBRE O SISTEMA BRASILEIRO DE REGISTRO 
PÚBLICO DE IMÓVEIS

O trabalho mais importante do agrimensor é gerar, a partir da identificação 

das linhas que estremam os prédios, os memoriais nos seus laudos, os quais, após 

a sentença homologatória da demarcação, a Fazenda Pública do Estado requer do 

Juízo a expedição de carta de sentença para fins de registro imobiliário, na qual 

consta esses memoriais para a abertura de matrícula, e com os quais a matrícula é 

composta.
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A segunda fase de cada uma das três ações tem elementos comuns no 

trabalho do agrimensor: a fixação de estremas juntamente com a elaboração de 

laudo minucioso. Uma das partes mais importantes do laudo é a caracterização 

das estremas que formam o perímetro, i.e, a descrição de um conjunto de linhas 

que estremam o prédio porque, após a sentença de homologação, torna-se objeto 

de registro.

Após o encerramento da discriminatória, a forma de transferência do 

domínio de terra devoluta ao ocupante que nela se instalou é denominada de 

legitimação de posses (MEIRELLES, 1997, p. 225). Trata-se de um ato 

discricionário ou do Estado, ou do Município -  conforme o domínio seja ou do 

Estado ou do Município -  e se faz na forma administrativa mediante o título 

de domínio registrado.

2.4.1 Origem e Evolução do Registro da Propriedade Imobiliária no Brasil

A origem do registro da propriedade imóvel no Brasil tem início com o 

Registro Paroquial que foi instituído pelo Decreto n. 1 318/1854. Seguiram os 

diplomas legais, dentre os mais importantes, citam-se: o Registro Geral instituído 

pela Lei n. 1 237/1864, o Registro Torrens instituído pelo Decreto n. 451-B/1890, o 

Código Civil Brasileiro e a Lei n. 6 015/1973.

2.4.2 Princípios do Registro da Propriedade Imobiliária e Importância

O registro da propriedade imobiliária é regido por princípios que exprimem o 

conjunto de regras para direcionar a conduta, dentre os quais o princípio da 

prioridade, o princípio da especialidade, o principio da presunção, o princípio da 

legalidade e o princípio da publicidade. O detalhamento destes princípios 

encontram-se nos na literatura jurídica que trata o registro.

Destaque-se que o princípio da especialidade (al. Bestimmtheitsgrundsatz) 

permite formar o vínculo do Direito Imobiliário à Geodésia, pois tem natureza dúplice 

em sua concepção. A primeira, estritamente jurídica, diz que a inscrição da 

propriedade imóvel no registro deve recair sobre um objeto precisamente 

individualizado (CARVALHO, 1997, p. 203). A segunda é estritamente geodésica,
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porque esse princípio só pode ser concretizado pelas mensurações, a fim de que os 

limites geométricos de cada prédio (al. Grundstück) seja tão precisamente descrito, de 

modo que no lugar seja encontrado (BENGEL e SIMMERDING, 2000, p. 188).

O registro imobiliário se constitui no modo de aquisição da propriedade 

imóvel (CCB, art. 530, I).

2.4.3 Livros do Registro da Propriedade Imobiliária

Para registrar os atos reconhecidos em lei sobre a propriedade 

imobiliária, o art. 173 da Lei n. 6 015/1973, exige a existência de livros. O 

livro n. 2, chamado Registro Geral (figura 2.5), é aquele que conterá, por 

ocasião da abertura da matrícula, o memorial da caracterização de estremas 

e entes naturais do perímetro do prédio. “O termo registro possui duas 

acepções: a primeira, de ofício público, em que se dá a publicidade dos 

direitos reais; a segunda, do ato ou assento praticado em livro desse ofício 

para realizar o referido fim” (CARVALHO, 1997, p. 115).

O Livro N. 2 do Registro de Imóveis consiste no conjunto de todos os 

atos pertinentes ao prédio. Os requisitos peculiares da matrícula são o 

número de ordem e a descrição do imóvel; este último requisito constitui o 

núcleo da matrícula (CARVALHO, 1997, p. 340). A descrição que abre a 

matrícula nem sempre é a definitiva, podendo conter retificações, mediante 

as averbações, de parte ou mesmo de toda a descrição (ORLANDI NETO, 

1997, p. 12). A averbação é a inserção na matrícula ou no registro de 

ocorrências que, por qualquer modo, os alterem, tais como a correção de 

erros, a complementação ou a atualização de informação (SWENSSON, 

1991, p. 162). Neste sentido, portanto, deverá ser admitido que as estremas 

de um imóvel seja atualizada através do tempo, considerando a evolução da 

ciência que lhes seja importante.
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FIGURA 2.5 -  ESTRUTURA DO REGISTRO DA PROPRIEDADE IMÓVEL (LIVRO N. 2)

Matrícula (número)

LIVRO N. 2 -  REGISTRO GERAL ( )° Ofício de Registro de Imóveis de ..

Data
Ficha 1

IMÓVEL: (memorial da caracterização de estremas e de entes naturais)

Proprietário:

Registro anterior: (Título, Data e Ofício de Registro de Imóveis) 

R. 01 - (Data e nome do ato)

Av. 02 - (Data e nome do ato)

Av. 03 -

R. 04-

Nota 1:

Os registros obedecem às disposições do art. 167, inciso I; as averbações às do art. 167, 

inciso II, e arts. 246 e 247 e a escrituração do livro 2, às do § 1o do art. 176 da Lei 6 015/1973.

Nota 2:

Cabe ainda averbar os lf s que delimitam a Reserva Florestal Legal, e também os lf s que 

delimitam as florestas e demais formas de vegetação consideradas de Preservação Permanente 

segundo os arts. 2o e 3o da Lei n. 4 771/1965 (Código Florestal), cujos memoriais da caracterização 

de estremas devem estar à disposição do Oficial do Registro.
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Visando fornecer elementos fundamentais aos pesquisadores no tema da 

caracterização de estremas no espaço geométrico, nesta seção são expostos os 

conceitos básicos da Matemática, especificamente os da Álgebra Linear e os da 

Geometria Analítica, mediante os quais dá-se o início à concepção do procedimento 

que tornam as estremas caracterizadas e, por conseguinte, os lfs.

Os da Álgebra Linear compreendem os espaços vetoriais, matrizes com 

seus tipos e propriedades, problema valor próprio generalizado e especial.

Da Geometria Analítica reunir-se-ão os conceitos básicos de sistemas de 

coordenadas.

3.1 FUNDAMENTOS DA ÁLGEBRA LINEAR

3.1.1 Escalar

As quantidades como comprimento de uma linha, comprimento de um arco 

e área têm apenas a magnitude, ou módulo, ou comprimento, para caracterizá-las e 

ficam definidas por um único número do conjunto dos números reais, 

acrescentando-lhes uma unidade adequada (e.g., metro, radiano, metro quadrado). 

Uma quantidade deste tipo é uma grandeza escalar, e o número correspondente é 

um escalar.

3.1.2 Síntese da Álgebra Vetorial

Há quantidades que requerem magnitude (>0) e direção no espaço para 

caracterizá-las. Um exemplo disto é um l f  que tem um comprimento e uma direção 

denominada azimute. Uma quantidade deste tipo é representada por um segmento 

de reta orientado, i.e., um segmento dotado de uma magnitude e de uma direção. A 

este segmento de reta orientado é denominado vetor (lat. vectore ~ õrís, aquele 

que conduz ou transporta) e ao conjunto cujos elementos são vetores é denominado 

espaço vetorial. Estes elementos podem ser somados, ou subtraídos, uns com os

3 FUNDAMENTOS DA MATEMÁTICA
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outros e podem ser multiplicados entre si e por escalares. As referidas operações 

são efetuadas pelas regras comuns do cálculo.

Nos espaços vetoriais são válidas as regras seguintes, nas quais a, b e c 

designam os elementos do espaço vetorial, e a e p designam os escalares:

a) lei comutativa da adição:

a + b = b + a; (3.1)

FIGURA 3.1 -  ADIÇÃO DE DOIS VETORES MOSTRANDO A LEI COMUTATIVA

a a

b) lei associativa da adição:

(a + b) + c = a + (b + c); (3.2)

FIGURA 3.2 -  ADIÇÃO DE TRÊS VETORES MOSTRANDO A LEI ASSOCIATIVA

a

\

a a

c) lei do elemento nulo:

Oe V,

assim para todo a do espaço vetorial vale

(3.3)



a + O -a; (3.4)

d) lei do elemento oposto: para cada elemento a vale um elemento -a , de 

modo que vale

a + (-a) = 0; (3.5)

FIGURA 3.3 -  SUBTRAÇÃO DE DOIS VETORES
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e) lei associativa da multiplicação:

a(ba) = (ab)a; (3.6)

f) 1a = a; (3.7)

FIGURA 3.4 -  MULTIPLICAÇÃO ESCALAR DE UM VETOR

1a -1a \ a

g) 1a lei distributiva:

a(a + b) = aa + ab; (3.8)

h) 2a lei distributiva:

(a + (3)a = aa + (3a. (5.9)

Cada conjunto, no qual uma adição e uma multiplicação com números estão 

definidas e para o qual as propriedades 1 a 8 valem, é um espaço vetorial. Os 

espaços vetoriais são denotados pelo símbolo Rn. Cada espaço Rn contém uma 

coleção de vetores. R3, chamado espaço de dimensão 3, contém todos os vetores 

coluna com 3 componentes. Uma linha é um espaço de dimensão 1. São exemplos 

de espaços vetoriais:

a) conjunto de todos os números reais;
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b) conjunto de todas a n-uplas (a1,a2, -,ai,- -,an) , nas quais a, são números

reais que formam o espaço vetorial M" para cada número natural; para 

n = 2, fala-se de par ordenado; para n = 3, fala-se de temo ordenado; 

um terno ordenado (a,b,c) é um conjunto de três números {a, b, c) em

que a é o primeiro número, b é o segundo e c é o terceiro;

c) conjunto de todas as funções diferenciáveis e integráveis, tais como 

aquelas provenientes da linearização pela série de Taylor.

3.1.2.1 Vetor base e componentes

Nos espaços de uma, duas, três, cada vetor determina um único número 

real, um par ordenado de números reais, um terno ordenado de números reais, 

respectivamente, de modo que há a correspondência biunívoca entre vetores de um 

espaço e um conjunto ordenado de números reais.

As projeções do vetor nos eixos de coordenadas determinam suas 

respectivas componentes que são também vetores, e o número real que marca a 

extremidade da componente define a coordenada (figura 3.5).

FIGURA 3.5 -  COMPONENTES E COORDENADAS DE VETORES DOS ESPAÇOS DE UMA, 
DUAS E TRÊS DIMENSÕES

3.1.2.2 Operações com vetor

Os vetores são caracterizados por duas naturezas: a geométrica e a 

algébrica; por isso, eles possuem as propriedades da adição, subtração, 

multiplicação por escalar e multiplicação por vetor.
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Define-se a adição por:

(ai.a2. - .a n) + (b1Ib2, - lbn) = (a1+b1Ia2+b2, - ,a n+bn) l (3.10)

As componentes obedecem às leis seguintes (KAPLAN, 1972, p. 49):

a) a = b se, e somente se,

ax =bx, ay =by, a2=b2; (3.11)

b) a = 0 se, e somente se,

ax = 0, ay = 0, az = 0;

c) a + b = (ax +bx)i + (ay + by) j + (a2+b2)k;

d) a - b  = (ax - b x)i + (ay - b y) j + (a2- b 2)k.

(3.12)

(3.13)

(3.14)

Soma e subtração de vetores significam a soma e a subtração de suas 

coordenadas, respectivamente. A multiplicação de vetor por escalar significa que 

cada coordenada é multiplicada por escalar.

O módulo ou comprimento de um vetor a, designado pelo símbolo |a| é a 

raiz quadrada da soma dos quadrados das coordenadas

3.1.2.3 Espaço Euclidiano de dimensão n

O espaço Euclidiano que é denotado pelo símbolo M" designa o conjunto de 

números reais a1,a2,...,ai,...,an ordenados. Um espaço vetorial se chama Euclidiano 

quando a cada par de vetores a e b corresponde o númeroa.b, chamado produto 

escalar que tem as propriedades que caracterizam o espaço vetorial. No espaço 

Euclidiano são definidos o sistema de coordenadas cartesianas e vários sistemas de 

coordenadas curvilíneas (ver seções 3.2 e 5).

(3.15)
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3.1.2.4 Produto escalar ou produto interno e produto vetorial

O produto escalar de dois vetores, geometricamente representado pela 

figura 3.6, consiste no produto vetor linha pelo vetor coluna, resultando um escalar.

O produto vetorial resulta o vetor denotado pelo símbolo axb (figura 3.7) e

expresso pela relação axb = (aybz - a zby)i + (azbx - a xbz) j + (axby - a ybx)k e pelo 

módulo |axb| = |a||b|sin9.

Considerando a e l n com coordenadas a1,a2,...,ai,...,an; beM n com 

coordenadas b1,b2,...,bj,...,bn, existem os produtos escalares

V
b2 

b|

b n .

= ^ a ft =a1b1+a2b2+---+ail^+---+anbn; O<0<7r (3.16)
i=1

Na notação do produto escalar, também são comuns os símbolos 

aTb ou bTa. (3.17)

São importantes os produtos escalares seguintes, em que a e l " ,  1 eR n e

0 e  R n :

a.a = <a,a> = af+ a2 +• •• + 3,+ ••• + an= T af ’
i=1

(3.18)

1.a =<1,a >=a,+ a2 + ••• + a, + ••• + an =
n

í=i
(3.19)

1.1 =M A V II X + X + ••• + 1x 1+1x1: cIIT—II (3.20)

oni =< a, 0 >= a1 x 0 + a2 X o + + 3j + * •• + anx0 = 0. (3.21)

Os vetores cujo produto escalar é nulo são chamados ortogonais, pois 0 = % / 2.

O vetor 1, em que cada coordenada vale 1, chama-se vetor somatório 

(PELZER, 1985a, p. 10; WITTE e SCHMIDT, 2000, p. 147):

1T=[1 1 ... 1 ... 1]. (3.22)

a.b=<a,b>=|aj|b|cos0=aTb=[a1 ••• a> a„]
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FIGURA 3.6 -  PRODUTO ESCALAR DE 
VETORES

FIGURA 3.7 -  PRODUTO VETORIAL DE DOIS 
VETORES

a x b

3.1.2.5 Vetor posição

No espaço há infinitos vetores equivalentes entre si; contudo, para um ponto P do 

espaço há um único vetor cuja origem é a origem do sistema de coordenadas ao qual está 

referido. A este vetor dá-se o nome de vetor posição e é denotado pelo símbolo r0. 

Mediante a introdução dos vetores unitários, também denominados versores,

i =

1 0 0

0 ; j = 1 ; k = 0

0 0 1

(3.23)

com os produtos escalares
< i,j >= 0 , <i,i>= 1,

< i, k >= 0 , <j,j>=1, 

< j,k>=0 , <k,k>=1,

(3.24)

é obtida a representação do vetor posição no espaço Euclidiano de três dimensões:

r0 = xi + yj + zk = (3.25)

Os parâmetros x, y e z são as coordenadas cartesianas do ponto , i.e., as 

projeções ortogonais do vetor posição na direção dos vetores unitários i, j e k 

(MITTERMAYER, 1998, p. 11).



Dá-se nome de vetor unitário, ou versor de uma direção, ao vetor cujo 

comprimento é igual a unidade, i.e., se |a| = 1. Se a *  0, então o vetor unitário u de 

mesma direção que aé escrito como

u = A a - (3.26)Ia]

As componentes de um versor de uma direção são os cossenos diretores, 

as quais são obtidas do produto escalar

ax =a.i = cosa, a = ^(a,i); (3.27)

ay =a.j = cosp, p = ^(a,j); (3.28)

az =a.k =cosy, y = ^(a,k). (3.29)

O ângulo a entre o vetor a e o versor i é o ângulo entre o vetor a e o semi- 

eixo positivo x; o ângulo p entre o vetor a e o versor j é o ângulo entre o vetor a e o 

semi-eixo positivo y; ângulo y entre o vetor a e o versor k é o ângulo entre o vetor a 

e o semi-eixo positivo z.

O módulo do vetor a é escrito na forma
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|a| = <J{axf  +(ay)2 +(azf .  (3.30)

e as componentes ax,ay e a2 são escritas na forma

ax =|a|cosa; (3.31)

ay =|a|cosP; (3.32)

az =|a|cosy. (3.33)

3.1.2.6 Norma Euclidiana de vetores

Seja aT =[a1,a1,...,an] um vetor linha de dimensão n, a e E n, então a norma

euclidiana desse vetor, denotada pelo símbolo ||a||2é definida por

||a||2 = Jãã = a,a > = Jã^ã = j j a f ,  ||a||2 > 0, (3.34)

em que o índice T indica a transposição do vetor a.



47

3.1.2.7 Ortogonalidade e ortonormalidade de vetores

Dois vetores a e b são ditos ortogonais se o produto escalar entre eles for 

nulo, i.e.,

aTb = 0, (3.35)

e são ditos ortonormados se se verificar

aTa = bTb = 1. (3.36)

3.1.2.8 Vetores linearmente dependentes e vetores linearmente independentes

Os vetores a1,a2,...,ai,...,an são linearmente dependentes se a equação

n

cft -  c,a, + c2a2 + • • • + qa, + • • • + cnan = 0 (3.37)
j=i

nas variáveis c1,c2,...,c„...,cn só for satisfeita para q  = c2 = ••• = q = ••• = cn = 0; caso 

contrário, chamar-se-ão linearmente independentes.

Os escalares q são os coeficientes não todos nulos. Se todos os 

coeficientes forem nulos, dir-se-á que os vetores são linearmente independentes.

Os teoremas principais da dependência linear são aqui reunidos (REY 

PASTOR, 1968, p. 3-5):

a) a condição necessária e suficiente para que dois vetores a e b sejam 

paralelos é que sejam linearmente dependentes. O vetor nulo é 

considerado paralelo a qualquer outro e a qualquer plano. Se vários 

vetores forem paralelos a um mesmo plano, são chamados coplanares, 

pois podem ser representados em um mesmo plano.

b) c,a + c2b = 0, (Cj *  0) —» a = b; (3.38)
c2

c) dados dois vetores a e b não paralelos, toda combinação linear é 

coplanar com eles e, reciprocamente, todo vetor r coplanar com a e b 

pode ser expresso como combinação linear deles;

d) a condição necessária para que três vetores a,b e c sejam coplanares, 

é que sejam linearmente dependentes;



e) dados três vetores a,b e c não paralelos a um mesmo plano, qualquer 

vetor do espaço Euclidiano de três dimensões pode ser expresso como 

combinação linear deles.

A figura 3.8 mostra a decomposição do vetor posição r0 e a correspondente 

expressão analítica.

FIGURA 3.8 -  DECOMPOSIÇÃO DO VETOR POSIÇÃO r0 DO ESPAÇO DE TRÊS DIMENSÕES

z

48

3.1.2.9 Base e dimensão de um espaço vetorial

Se os vetores a1,a2,...,an são linearmente independentes, então

(a1,a2,...,aj,...,an) chama-se uma base. A representação de um vetor no espaço

vetorial nessa base é inequívoca. O número de vetores de uma base de um espaço 

vetorial chama-se dimensão.

3.1.3 Síntese da Álgebra Matricial

Nesta seção uma síntese da álgebra matricial será exposta a fim de permitir 

a compreensão das seções subseqüentes. A demonstração dos teoremas deve ser 

buscada na literatura indicada.

Uma matriz é um sistema de elementos, e.g., números reais ou complexos, 

funções, quocientes diferenciais, vetores, os quais em uma tabela consistindo de m
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linhas e em n colunas são ordenados (BRONSTEIN et al., 1999, p. 250). Denota-se 

uma matriz com letra maiúscula e com negrito. Se uma matriz A tiver m linhas e n 

colunas, dir-se-á que a matriz A é de ordem m x n . Uma linha qualquer é designada 

pela letra i e uma coluna qualquer é designada pela letra j, de modo que o elemento 

situado na i-ésima linha e na j-ésima coluna é denotado por au. A estrutura geral de

uma matriz A qualquer é da forma:

A = A(m,n) m *T i

’ a i i 312 ' • 3 1i • • 3 i n "

a 21 a 22 • a 2j * a 2n

a i1 a i2 • ’ a .i ' ' a in

a m1 a m2 a mj a mn

[^ilnxn’ (3.39)

em que ay e M;i e {l,2,...,m};j e {1,2,...,n}; m,n e N*.

Um vetor é uma matriz com uma única linha ou uma matriz com uma única 

coluna. O símbolo a denota, por convenção nesta pesquisa um vetor coluna; 

enquanto que o vetor linha é denotado por aT, denominado vetor transposto de a que é 

escrito na forma da 3.22. É comum escrever um vetor na forma vetor coluna, conforme 

a 3.23. Denota-se um vetor com letra minúscula e com negrito. Se um vetor a tiver m 

linhas, dir-se-á que o vetor é de ordem m x 1. O i-ésimo elemento de um vetor a é 

denotado por a,. Um escalar pode ser entendido como uma matriz de ordem 1x 1.

3.1.3.1 Operações com matrizes

Sejam duas matrizes de mesma ordem, A = [ajj]mxne B = [bjj]mxn. Define-se 

soma de A com B como sendo a matriz C = [ c ^ , , , em que cada elemento de C é a 

soma dos elementos correspondentes de A e B. Portanto,

C = A + B Cy = ay +bjj,Vi € {1,2,...,m} e Vj e {1,2.....n}. (3.40)

Quando as matrizes são de mesma ordem, valem as propriedades da adição:

a) propriedade associativa:

A + (B + C) = (A + B) + C; (3.41)

b) propriedade comutativa:



A + B = B + A; (3.42)

c) existência do elemento neutro:

A + 0 = 0 + A = A; (3.43)

d) existência do elemento simétrico:

A + (-A) = 0. (3.44)

Define-se a diferença entre A e B como sendo a soma de A com a oposta de B:

A -B  = A + (-B). (3.45)

Sejam uma matriz A = [ay]mxn e um número real k. Define-se produto de k 

por A como sendo a matriz B = [ b ^ , , , em que cada elemento de B é o produto de k 

pelo respectivo elemento de A, i.e.,

B = kA <=> by = kay>Vi e {1,2,...,m} e Vj e {1,2,...,n}. (3.46)

Dadas as matrizes A = [ay]mxn e B = [ b j ^ , define-se produto de A por B como

sendo a matriz C = [Cy ]mxn, em que cada ĉ  de C é a soma dos produtos dos elementos

da i-ésima linha de A pelos elementos correspondentes da j-ésima coluna de B.

São propriedades do produto:

a) comutatividade (não é válida):

AB *  BA, (3.47)

o produto AB pode ser nulo sem que A seja nula ou B seja nula;

b) distributividade em relação à soma:

A(B + C) = AB +AC; (3.48)

(A + B)C = AC + BC; (3.49)

c) associatividade

(AB)C = A(BC). (3.50)

3.1.3.2 Matriz nula

Diz-se que uma matriz A é nula, denotada por 0, quando todos os elemento 

aij são nulos, i.e.,

A = [a ,,U  = 0 o  a,, = 0, Vi s {1,2.....m} e Vj s {1,2.....n}. (3.51)

O produto de uma matriz não-nula por matriz nula é nulo.
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3.1.3.3 Matriz quadrada

Denomina-se matriz quadrada A a matriz que tem o número de linhas igual 

ao número de colunas. A ordem da matriz quadrada A é designada por n:

A = A(n,n) n n

a 11 ai2 • au • ■ a1n

a 21 a 22 • a2i • a2n

a* ai2 • ■ 3ij • ain

a n1 an2 • a nj ann

(3.52)

Os elementos a» formam a diagonal da matriz quadrada.

3.1.3.4 Matriz diagonal

A matriz será diagonal, se os elementos fora da diagonal forem todos nulos:

a = 0 ,V i* j; a, *0 ,V i = j. (3.53)

Em cálculo, a diagonal da matriz diagonal A = [ajj] pode ser obtida, sob a 

forma do vetor a = [a^  , pelo produto

a = A1 (3.54)

3.1.3.5 Matriz identidade

Uma matriz diagonal na qual todos os elementos da diagonal são iguais a 1, 

chama-se matriz identidade e é denotada pelo símbolo I:

ia = 1,Vi = j; as= 0 ,v i* j.  (3.55)

O nome identidade é justificado pela propriedade:

Al = IA = A. (3.56)

3.1.3.6 Transposição

A transposta de uma matriz A significa a matriz denotada pelo símbolo AT 

em que cada linha de A é escrita como coluna de AT. São válidas as propriedades:



a) (ABC)t = CtBtAt ; (3.57)

b) (A + B)t = At +Bt . (3.58) 

Pela transposição, um vetor coluna x de ordem nx1 é transformado no

vetor linha xT de ordem 1xn.

3.1.3.7 Matriz simétrica

Uma matriz quadrada é simétrica se todos os elementos â  são iguais aos 

elementos correspondentes a^, i.e.

A = At , se a,j = â , Vi, Vj. (3.59)

O produto da forma ATA são simétricos; isto vale também para os produtos 

At QA , em que Q é matriz simétrica. Uma matriz simétrica que só contenha 

elementos reais é hermitiana (BRONSON, 1993, p. 162). A matriz simétrica real A 

de ordem n tem exatamente n valores próprios reais \  com i e  {1,2,...,nj.

3.1.3.8 Posto de uma matriz

O posto, também chamado característica, denotado pelo símbolo k, é 

definido como o número máximo de linhas que são linearmente independentes (ou 

equivalentemente, como o número máximo de colunas que são linearmente 

independentes). As propriedades do posto são:

a) k(A) = k(AAT) = k(ATA); (3.60)

b) k(A)<min(m,n), se A for uma matriz de ordem mxn. (3.61)

3.1.3.9 Determinante de uma matriz

O determinante de ordem n da matriz A = [a ^ ]^ , denotado pelo símbolo 

det(A ), é definido pela expressão:

det(A) = a1jC1j + a2jC2j + •• • + anjCnj, (j = 1,2,...,n), (3.62)

em que Cu =(-1)'+JMij. (3.63)
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Mjj é um determinante de ordem n -1  que se obtém de submatrizes de A.

Cada submatriz é obtida eliminando a i-ésima linha e a j-ésima coluna de A. 

Se A = [aij]1x1, o determinante será o próprio escalar a11.

São válidas as propriedades:

a) det(A) = det(AT); (3.64)

b) det(cA) = cn det(A); (3.65)

c) det(AB) = det(BA) = det(A)det(B), (3.66)

se as matrizes A e B tiverem a mesma ordem;

d) det(A)det(B) = det(AB) = det(ABT) = det(ATB) = det(ATBT); (3.67)

e)  d e t( A >  4 ã ) : ( 3 6 8 )
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f) det(„A„) = n a ii= a11xa22 x - x a nn, se A for diagonal; (3.69)
i=1

g) det(A) = ±1, se A for matriz ortogonal. (3.70)

3.1.3.10 Inversa ordinária de uma matriz

Para uma matriz A de ordem n existe a matriz A"1 de ordem n, que é única,

tal que

AA"1 = I, e A“1 A = I. (3 71)

A matriz A"1 chama-se inversa ordinária da matriz A. Se A '1 existir, dir-se-á 

que A é matriz regular ou não-singular, i.e., d e t(A )*0 ; caso contrário, dir-se-á que

A é matriz singular, i.e., det(A) = 0.

Sendo A, B e C matrizes regulares, valem as propriedades

a) (ABC)"1 = C '1B_1A"1; (3.72)

b) (A-1)1 = (A t )~1; (3.73)

c) (A-1)~1=A; (3.74)

d) (cA)"1 1 em qUe c é um escalar; (3.75)
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e) se A for simétrica, sê-lo-á também A 1.

3.1.3.11 Matriz ortogonal

De significação particular são as matrizes ortogonais, visto que as 

coordenadas de um ponto em dois sistemas de coordenadas retangulares se 

transformam mediante uma matriz ortogonal. Diz-se que uma matriz A é ortogonal 

se for válida a equação

a qual é assim interpretada: em uma matriz ortogonal, o produto escalar de linhas 

(ou colunas) diferentes é sempre nulo, e o produto escalar de uma linha (ou coluna) 

com ela mesma é igual a um.

São propriedades da matriz ortogonal:

a) os vetores coluna (ou vetores linha) de uma matriz quadrada real de 

ordem n formam uma base ortonormal de Rn e reciprocamente;

b) produto de duas matrizes ortogonais resulta outra matriz ortogonal;

c) a inversa e a transposta de uma matriz ortogonal são matrizes 

ortogonais.

3.1.3.12 Problema valor próprio generalizado e problema valor próprio especial

Dá-se o nome de problema valor próprio generalizado ao problema da 

determinação de escalares X e os correspondentes vetores m que satisfaçam a 

igualdade (BRONSTEIN et al„ 1999, p. 278)

Am = /.Bm (3.78)

em que A e B são matrizes de ordem n.

O escalar X chama-se valor próprio, e o vetor m chama-se vetor próprio que 

também é determinado com um fator c, pois m e cm são vetores próprios para X.

Na literatura encontrará o leitor os sinônimos de valor próprio como 

autovalor, valor característico, auto-raiz, raiz característica, raiz própria e raiz latente.

At -  A~1

que pode ser escrita na outra forma 

At A = AAt = I,

(3.76)

(3.77)
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Se a matriz B for substituída pela matriz identidade I, ter-se-á o problema 

valor próprio especial (BRONSTEIN et al., 1999, p. 278):

Am = À,lm ou (A-Â.l)m  = 0 (3.79)

que é um sistema linear de equações homogêneas, o qual possui solução não- 

trivial, i.e., m * 0 ,  se

det(A-AJ) = 0.

Desenvolvendo a 3.80, obtém-se

(3.80)

a ^ - X a i2 • 3 1i ' a in

a 2i a 22 ~  X '  a 2i ‘ ' a 2n

d e t ( A - A J )  =

a íi a i2 ' -  a i , - ^  ' a in

a n1 a n2 ' a nj ' a nn —  X

= Pn(A.) = (-1)" A." + + • • • + a.,A. + a0 =0. (3.81)

A condição para o valor próprio corresponde, portanto, a uma equação 

polinomial, a qual é chamada de equação característica. O polinómio Pn(A,) é 

chamado polinómio característico. As raízes da equação característica são os 

valores próprios de matriz . Portanto, o número X será valor próprio da matriz, se a 

diferença A -  X\ for singular.

O conjunto de todos os valores próprios constitui a matriz diagonal A que, 

geometricamente, representa o espectro de matriz segundo a figura 3.9; por isso, a 

matriz A é chamada matriz espectral, a qual é escrita nas formas

A  =
A,

xn

= d iag(^, V  •, V  • • A n) = d iag(?0- (3.82)

ie{l,2,...,n},neN*.
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FIGURA 3.9 -  ESPECTRO DE MATRIZ

Os vetores próprios não são únicos; eles têm um fator de escala c e devido 

a isso eles são usados na forma normalizada m, de modo que vale as propriedades 

m/mj = 1; (3.83)

m/m, = 0 para X-, *  X-r (3.84)

Os vetores próprios são reunidos sob a forma de colunas na matriz M, a 

qual é denominada matriz modal:

M = [m1 m2 ••• m; m.]=

I
3 mi2 • • •

r
_ 

. 
ce"

m21 m22 • m2j ' • m2n

mM mj2 • • rnu • • min

c
' 

E
i mn2 • ' mnj '

----
!

cc
■ 

E

(3.85)

Como cada coluna da matriz M é um vetor próprio normalizado m, vale a 

propriedade

Mt M = I. (3.86)

Os mais importantes teoremas e fórmulas da teoria dos valores e vetores 

próprios estão na seqüência reunidos (ZURMÜHL, 1950, p. 120-133; BRONSTEIN 

etal., 1999, p. 279, KALTENBACH, 1992, p. 9-11):



a) se À1,À2,...,Àj,...,À,nsão os valores próprios da Matriz A regular de ordem 

n, então valem as igualdades

det(A) = f lV .  (3.87)
M
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»r (A )= 2 > ,; (3.88)
i=1

b) a matriz A é chamada regular ou não-singular se det(A) *  0, o que

significa que todos os valores próprios são diferentes de zero;

c) se a matriz A tiver o defeito d, ela apresentará uma quantidade igual a d 

valores próprios nulos;

d) os vetores próprios são sempre linearmente independentes, i.e., 

m^nij = 0 para i *  j; (3.89)

e) a matriz simétrica real de ordem n, tem exatamente n valores próprios 

reais kt, i e {l,2,...,n} e os vetores próprios são reais;

f) se A for uma matriz simétrica, então os valores próprios e vetores 

próprios serão reais;

g) os vetores próprios m, e mj correspondentes aos valores próprios e Xr

em que de uma matriz simétrica, são ortogonais entre si, i.e.,

m^m^O. (3.90)

h) se A for positiva definida, então os valores próprios são positivos; se A 

for positiva semidefinida de posto n < m , então A terá valores próprios 

positivos e m -n  valores próprios nulos;

i) a matriz A ’ 1 tem valores próprios

1 1 . 1 1 ;  (3.91)
^  x 2 x.t V

j) a matriz cA tem valores próprios

cà,1,cà,2,...,cà, cÀn; (3.92)

I) a diferença matricial A - c l  tem os valores próprios

•̂1 — c,A,2 — c,..., A.j — c,...,A,n — c; (3.93)



3.1.3.13 Teorema da Decomposição Espectral

58

Dá-se o nome de teorema da decomposição espectral à proposição: para 

cada matriz simétrica real A, há uma matriz ortogonal M e uma matriz diagonal A 

que satisfazem a relação

A = MAM1, (3.94)

em que M é a matriz cujas colunas são os vetores próprios normalizados m, e A é a 

matriz diagonal dos valores próprios X da matriz A, i.e.,

MTAM = A = diag(Xi); (3.95)

mjrAmi = A.i; (3.96)

m^Am^O, para i * j ;  (3.97)

As relações de ortogonalidade são:

M 1 =MT e (Mt )‘ 1 =M; (3.98)

A -  MAMt = X XpnjnJ, (3.99)
i=1

MA 1MT
i=1

(3.100)

Se a matriz A tem o defeito d, isto é, há d valores próprios nulos, particiona- 

se a matriz modal M e a matriz espectral A nas partes correspondentes aos valores 

próprios não-nulos, designadas por M1 e A., respectivamente, e nas partes 

correspondentes aos valores próprios nulos, designadas por M2 e A2 

respectivamente; assim resulta

"A, o
I

M[

I O > ro i I— S N> 
H 

1 
,A = [M, M2] M2A2M2,

A+ =M2A21M2 = X T "mimM 
i=1 A

(3.101)

(3.102)

3.1.3.14 Inversa generalizada de Moore-Penrose

A inversa generalizada de Moore-Penrose, também chamada pseudo- 

inversa, denotada pelo símbolo + sobreposto no símbolo da matriz, é assim definida:
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a matriz A+ de ordem n x m é a pseudo-inversa da matriz A de ordem m x n se 

(KOCH, 1980, p. 52; WANG e CHOW, 1994, p. 30):

AA A = A; A AA+ = A+, (a a  )T = AA+, (a  a )T = A A; (3.103)

com as propriedades:

a) A+ é única;

b) k(A+) = k(A);

c) ^a t) = ( A +)T, de modo que, para A t = A resulta A += (A +)T;

d) (A+)+ = A;

aT aTe) a+ = = -=r-, se a for um vetor não-nulo.
"  II a  a

(3.104)

(3.105)

(3.106)

(3.107)

(3.108)

A inversa ordinária de uma matriz que só existe se o determinante for não- 

nulo é um caso particular da inversa generalizada de Moore-Penrore. Assim, se A“1 

existir, então A+ = A '1 (STRANG e BORRE, 1997, p. 267).

Supondo uma matriz A = ra nl  singular e posto k, o número de valores
L 'J Jnxn

próprios nulos d, a decomposição espectral de A = [a-.,] e a decomposição espectral
L Jnxn

de A+ = ranl  são dadas por (KRÜGER, 1980, p. 21; HÕPCKE e KRÜGER, 1981):
L J Jnxn

d = p -k , (3.109)

> < TV  

_ K l

a - . í h x . K L C í ),- <3-111>

nas quais (A,) é a matriz cuja diagonal contém os k valores próprios não-nulos e 

os outros elementos são zero; dodé matriz nula; k(M1)k é a matriz dos r vetores 

próprios normalizados m; correspondentes aos r valores próprios r(M2)dé a 

matriz dos d vetores próprios normalizados rrij correspondentes aos d valores 

próprios A-j! e k( ^ 1)k ® a inversa ordinária de k(A1)k.

A
= n(Ml)k k(Al)k k(M'T)n. (3-110)



BRONSON (1993, p. 255, 263) analisa fórmulas numericamente estáveis e 

não-estáveis que calculam a pseudo-inversa; uma numericamente estável é:
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na qual o índice H significa transposta hermitiana. As instruções para o cálculo são:

a) determine os valores próprios de AHA e uma base canônica de vetores 

ortonormados para AHA ;

b) construa uma matriz diagonal D cujos elementos da diagonal são os 

valores singulares positivos de A (i.e., as raízes quadradas positivas 

destes valores próprios);

c) faça V = [ ^  V2], em que as colunas de V1 são os vetores próprios

identificados na alínea a, os quais correspondem aos valores próprios 

positivos e as colunas de V2 são os vetores próprios restantes;

d) calcule = AN^D-1.

3.1.3.15 Formas bilineare quadrática

A expressão

em que ajké um escalar, chama-se forma bilinear das 2n variáveis x1,x2,...,xn e

yi,y2. - . y n-
Desenvolvendo a 3.113 obtém-se

B = a11x1y1 + a12x1y2 + a13x1y3 +... + alnx1yn 

+a21x2y1 + a22x2y2 + a23x2y3 +... + a2nx2yn 

+a31x3y i+ a32x3y2 + a313X3Y3 + • • • + a3nX3Yn

A+ =V1D_1U ,̂ (3.112)

B  =  Z Z a jkX jYk' (3.113)
j=1 k=1

+

+ a n1X n Y l +  a n2X nY 2 +  ^ 3 ^ 3  +  • • • +  ^ n ^ Y n

que é o desenvolvimento do produto

ai1 ai2 ••• ain Y1

(3.114)

(3.115)

a n1 a n2 a nn _ _Yn

Se A = I , obtém-se o produto escalar de x por y. 

Se x = y , obtém-se a forma quadrática
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Q = Z X ajKXjXk = xTA*- (3-110)
j=1 k=1

3.1.3.16 Matriz positiva definida e matriz positiva semidefinida

Uma matriz simétrica de ordem n chama-se positiva definida, se 

xTA x > 0 ,V x *0 , (3.117)

e chama-se positiva semidefinida, se

x t A x  > 0, V x *0 . (3.118)

As propriedades mais importantes destas matrizes (KOCH, 1980, p. 45-46) são:

a) uma matriz simétrica será positiva definida, se os valores próprios forem 

positivos;

b) uma matriz simétrica será positiva semidefinida, se os valores próprios 

forem não-negativos;

c) uma matriz positiva definida é regular, i.e., não-singular;

d) se A for uma matriz positiva definida, então BTAB será positiva definida 

se k(B) = k(A );

e) se A for uma matriz positiva definida, sê-lo-á também A '1.

3.1.3.17 Matriz raiz quadrada

i
Chama-se matriz raiz quadrada de A, denotada pelo símbolo A 2, a matriz

t è  = M A W  = t  y fc , (3.119)
i=1

cujas propriedades são:

a)
( i \ T
A2

v j

1 1

A2; (3.120)

b) A2A 2 = A; (3.121)

c) A*A~*=A~*A*=L (3.122)
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3.1.3.18 Matriz idempotente

A matriz A de ordem n é idempotente se a condição

AA = A (3.123)

for satisfeita. Este tipo de matriz é importante para a obtenção das redundâncias 

parciais para o exame da confiabilidade (ver 6.2.2). Esta matriz possui as 

propriedades seguintes (KOCH, 1980, p. 47-48; NOBLE e DANIEL, 1986, p. 275; 

358; BRONSON, 1993, p. 253, 266):

a) os valores próprios são ou zero ou 1 ;

b) uma condição necessária e suficiente para que uma matriz hermitiana de 

ordem n seja idempotente é que k de seus valores próprios sejam iguais 

a 1, e os n -k  restantes sejam iguais a zero, em que k é o posto da 

matriz;

c) traço de uma matriz hermitiana idempotente A é igual ao seu posto, i.e.,

d) se A é hermitiana e idempotente, então A+ = A , em que A+ é a inversa 

generalizada de Moore-Penrose da matriz A;

e) AA+ e A+A e são hermitianas e idempotentes;

f) se a matriz A de ordem n com k(A) = r for idempotente, então a 

diferença l - A  também sê-lo-á com

g) se A for idempotente e regular, então será A = I ;

h) se A for idempotente e simétrica, então ela será positiva semidefinida.

3.1.3.19 Matrizes de rotação

A fim de obter as matrizes de rotação, considere a figura 3.10, em que o 

sistema Ox'y'z' acha-se girado pelo ângulo y, no sentido matematicamente positivo, 

em relação ao sistema Oxyz. As coordenadas x',y' e z' do ponto P escritas com as 

coordenadas do sistema Oxyz são:

tr(A ) = k(A); (3.124)

k (l-A ) = n -r ; (3.125)
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X = xcosy + ysiny, 

y' = -xsiny + ycosy, 

t1 = z.

FIGURA 3.10 -  OBTENÇÃO DAS MATRIZES DE ROTAÇÃO

y

(3.126)

(3.127)

(3.128)

3(r)

A matriz transformação ortogonal é

cosy siny 0 

-s iny cosy 0 

0 0 1

Por conseguinte, o sistema recebe a notação:

V X

y' R%) y
z' z

(3.129)

(3.130)

Similarmente, pela rotação dos eixos cartesianos pelo ângulo p em torno do 

eixo y e pelo ângulo a em torno do eixo x, obtém-se, respectivamente, as matrizes 

de rotação, também chamadas matrizes transformação ortogonal, seguintes:

(3.131; 3.132)

cosß 0 -sinß r 1 0 0

R2(ß) 0 1 0 : Ri(«) “ 0 cosa sina

sinß 0 cosß 0 -s ina cosa
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3.1.3.20 Matrizes de reflexão

Mediante a equação

- X "-1 0 0' X

y = 0 1 0 y
z 0 0 1 z

(3.133)

um sistema dextrogiro é transformado em um sistema levogiro. Trata-se, portanto, 

de uma reflexão, i.e., a inversão da direção do eixo x, de modo que fique na direção 

oposta. Esta inversão é realizada mediante a matriz 

-1 0 0'

0 1 0 .  (3.134)

0 0 1

Similarmente, as reflexões dos eixos y e z são dadas, respectivamente, 

pelas matrizes

(3.135; 3.136)

'1 0 0' '1 0 0"

p2 = 0 -1 0 ; p3 = 0 1 0

0 0 1 0 0 -1

São propriedades destas matrizes (HECK, 1995, p. 381):

a) P=pJ=p- \  ie {1,2,3}; (3.137)

b) R|P2 = P2R| - — P3, (3.138)

c) P2P3 = P3P2 = —P-I, (3.139)

d) P3P1 = P1P3 = —P2. (3.140)

3.1.3.21 Produto Kronecker

Sejam as matrizes A = ra==l e B = rbMl  . A matriz C ^ o B l  chama-se
*  L  ‘JJm xn  L  'JJpxq  L  ‘J Jm pxn q

produto Kronecker das matrizes A e B cujo símbolo é C = A ® B :
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A®  B =

â B a12B aijB • a,nB"

COCvj * *
CD a22B • a2jB •• a2nB

a,iB ai2B a Bij • ainB

_3mlB am2B •• amjB ' • amnB_

(3.141)

O produto Kronecker tem as propriedades (WANG e CHOW, 1994, p. 52-53):

a) 0® A  = A ® 0 = 0;

b) (A1 + A2)® B  = (A1®B) + (A2®B);

c) A ® (B 1+B2) = (A ® B 1) + (A ® B 2);

d) (aA) ® (bB) = ab(A ® B), em que a e b são números reais;

e) (a 1® b1)(a 2® b 2) = (a 1a 2)® (b 1b 2);

f) (A®B)t = A t ®B t ;

g) (A ® B )+ = A+ ®B+;

h) (A ® B)~1 = A-1 ® B”1, se A e B forem regulares;

i) se A for uma matriz de ordem n com valores próprios .,X*, e

se B for uma matriz de ordem m com valores próprios Â̂B, A,2,..., k*,..., ,

então, os valores próprios de A ® B são dados por

i € {1,2,...,n}, j e {1,2,...,m}; (3.150)

(3.142)

(3.143)

(3.144)

(3.145)

(3.146)

(3.147)

(3.148)

(3.149)

\m íI I  I I I  .  _  I I  ,  I I I  _  l  _  a.

i) de»(A®B)=nn̂  = n»í =[det(A)l [det(B)l • (3-151>í=i j=i V í=i ) \  j=i )

3.1.3.22 Produto Khatri-Rao

Sejam as matrizes A = [8 , ^  e B = [bij]qxr. Sejam a1,a2,...,ar os vetores

coluna de A e b,,b2 bros vetores coluna de B. O produto Khatri-Rao

formado a partir das matrizes A e B, denotado pelo símbolo A o B  é a matriz 

(KHATRI e RAO, 1968, p. 169)



A 0 B  = [a1®b1 a2 ®b2 ... ar ®br] (3.152)

de ordem p q x r.

Se C = [Cij]sxr com os vetores coluna c1,c2,...,cr , então

AoBoC  = [a1(8)b1(8)c1 a ,® ^ ® ^  ... ^® b r®cr] (3.153)

de ordem pqsxre com a propriedade

(A 0 B )0 C  = A 0 (B 0 C ). (3.154)

A importância deste produto está na formulação de equações lineares para 

a obtenção do vetor de pesos otimizados (MÜLLER, 1986, p. 161).

3.1.3.23 Operadores vec e vech de matrizes
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A matriz A ^ a , !  pode ser escrita como um vetor constituído pela
L Jmxn

ordenação das colunas a1,a2..... aj,...,an uma sob a outra. À operação que ordena as

colunas uma sob a outra de uma matriz A, tranformando-a em um vetor, dá-se o 

nome de vetor de colunas , da matriz A e é denotado pelo símbolo vec A 

(HENDERSON e SEARLE, 1979, p. 65; KOCH, 1980, p. 39; WANG e CHOW, 1994, 

p. 53-54). Este símbolo significa o vetor formado pelas colunas de A, o qual é 

escrito na forma

vec(A) = (3.155)

Propriedades:

a) vec(A + B) = vec(A) + vec(B);

b) vec(aA) = avec(A), em que a é número real;

c) vec(xyT) = y ® x, em que x e y são, respectivamente, 

vetores de ordem n x 1 e m x 1;

(3.156)

(3.157)

(3.158)
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d) vec(ABC) = (c T® A T)vec(B) (3.159)

O operador vech cria um vetor a partir de uma matriz simétrica em que os 

elementos acima da diagonal são desconsiderados. Por exemplo, o operador vech, 

e.g., da matriz A = [ay]  é escrito na forma

O operador vech é importante como estrutura que aprimora o memorial da 

caracterização de estremas para a matrícula imobiliária.

3.1.3.24 Traço de matriz

O traço da matriz A de ordem n, denotado pelo símbolo tr (A ), é a soma dos 

elemento diagonais a ,̂ i.e.,

Para o traço de matriz são válidas as propriedades (WELLS, 1971, p. 58-59; 

WANG e CHOW, 1994, p. 54):

a11 a12 a13

vech a21 a22 a23

a31 a32 a33

(3.160)

n

(3.161)

(3.162)

b) tr(cA) = ctr(A ), em que c é número real;

c) tr(A  + B) = tr(A ) + tr(B);

d) t r (mAnnBm) = t r (nBmmAn);

(3.163)

(3.164)

(3.165)

f) (3.167)

(3.168)
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h) tr(nAn) -  Z^-i -  ^+^1 + ’" + ̂ n;
i=1

i) tr(A) > 0, se A for matriz positiva definida, 

ou se A for positiva semidefinida com A *  0;

j) tr(A ® B ) = tr(A )tr(B);

k) tr(AB) = (vecAT) vec(B);

I) tr (aT Aa j  = tr (AaaT j = aT Aa.

(3.169)

(3.170)

(3.171)

(3.172)

(3.173)

3.1.4 Diferenciação com Vetores e com Matrizes

Seja f(x) uma função contínua dos elementos do vetor 

=  [ * i  x 2 . . .  Xj . . .  x n] (3.174)

cujas 1a e 2a derivadas parciais, respectivamente, 

af(x) a2f(x)
dx, ôx,ôx,

(3.175)

existem para todo x no espaço Euclidiano de dimensão n. O vetor operador 

derivada parcial é definido como

' Ô 
ôx1

Õ

ôx,

Ô  def 

ÔX _Ô_

ÔX:

(3.176)

ÔXn

Para a função f(x ) , o vetor de derivadas parciais resulta a expressão
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df(x)

As derivadas das seguintes funções são importantes:

a) se f(x) for constante para todo x, então

8f(x) n.
dx

b) se f(x) = aTx , ou f(x) = xTa , então

Sf(x)
dx

(3.177)

(3.178)

(3.179)

3.1.4.1 Derivada da forma bilinear xTAy

Sejam os vetores x = [ x ^  e y = [ y ]^  e a matriz A = [ a , ^ :

(3.180; 181; 182)

I 1

1

a i 2 _

x2 ; y = ; A  = a 21 a 22

_ X 3 _ _a 31 a 3 2 _

Seja a forma bilinear xTAy em que os elementos da matriz A são 

constantes, e em que os elementos dos vetores x e y são as variáveis.

A derivada parcial

õ(xTAy)

dx
(3.183)
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é um vetor que tem a mesma ordem do vetor x, e a derivada parcial

õ(xTAy)

dy

é um vetor que tem a mesma ordem do vetor y: 

xTAy = [x1

- ( anX1 + a21x2 +a31x3)y1 + (a12x1 +a22x2 + a32x3) y

x2 x3]
'a,. a,2

V
a21 a22

_y2.
a31 a32.

2’

5(xTAy)

õx

?|xTAyj

~Õy

s(xTAy) ‘

dx̂

ô(xTAy)

õx2

õ(xTAy)

ôx3

õ(xTAy) |-

d(xTAyj

dy2

■̂2$\ ^  ̂ 22Í2 ^y>

a3iyi+a32y2

a-n̂ i + ̂ 21^2 a31x3 

a12x1 + a22x2 + a32x3

A tx .

3.1.4.2 Derivada da forma quadrática xTAx

Sejam o vetor x = [ x ^  e a matriz A = [ajj] :

x = V , A =
a,-. a2l"

-X2. -a21 a22 _

(3.184)

(3.185)

(3.186)

(3.187)

(3.188; 189)

Seja x t A x  em que os elementos da matriz A  são constantes, e em que os 

elementos do vetor x são as variáveis. A derivada parcial

ô ( x tA x )

dx
é um vetor que tem a mesma ordem do vetor x. 

Com efeito,

(3.190)
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x t A x  =  [ x 1 x 2 ]
^  **12

a21 ^22.

*1
X ,

(a,^! +a21x2)x1 +(a12x1 + a22x2)x2, (3.191)

d(xTAx)

s(xTAxj
2a11x, + a21x2 + a12x2 2a11 + a21 + a12 Vôx.,

ôx ô(xTAx) a12x1 + a21x1 + 2a22x2 _ai2 + ̂ 21 + 2322 _ _X 2 _
ôx2

= (a t+a ) x.

(3.192)

Se a matriz A for simétrica, i.e., AT = A , a derivada parcial 3.190 será 

2Ax. (3.193)

3.1.5 Maximização da Forma Quadrática

Seja B = [bjjjp̂ p uma matriz positiva definida cujos valores próprios são

/t,>A2 >...>X i > ...> A ,p>0 e cujos vetores próprios são m1,m2,...,mi,...,mp, e seja

x^O . As expressões da maximização da forma quadrática (JOHNSON e 

WICHERN, 1998, p. 82-84) são dadas por:

máx = X., quando x = m,;
Xÿ;0 — ■ —X X

x tB xmín- = A,., quando x = mD;
x*0 —  ' —  ^ pX X

y^Qy
máx - K+v quando, k = 1, 2,..., p-1.

x X m t,m2,.-,iTV x ‘x

(3.194)

(3.195)

(3.196)

> Prova:

Seja pMp uma matriz ortogonal cujas colunas são os vetores próprios 

m1,m2,...,mi,...,mp e A uma matriz diagonal, cujos elementos são os valores

próprios ?l1> à2 > ...>A í > .. .> à, p>0 e seja B =MA M (ver 3.119) e ainda 

y = Mtx . Então

P P
—  2 . .2l i  l i  T V iv 2 V v '

x t B x  x t B 2B 2x  x t M A 2Mt M A 2Mt x  _ y  A y  ^  ,y' ^  1i=1
x Tx  x tM M tx

T
y y

. < i=1

*  £y?

-  7̂ . < (3.197)

i=1 i=1
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Na Geometria, o ponto é considerado elemento, e os demais entes 

geométricos, e.g., a reta, o plano, o polígono são considerados conjuntos. Ponto, 

reta e plano são conceitos primitivos, os quais são aceitos sem definição. Além dos 

conceitos primitivos, para estudar a Geometria são necessários os postulados ou 

axiomas e teoremas. Nesta seção são dados os conceitos fundamentais com as 

respectivas fórmulas, as quais são necessárias à caracterização de estremas que 

compõem os lf3.

A posição de um ponto P para a Geodésia é definida por coordenadas em 

espaços de uma, duas, três dimensões.

As coordenadas podem ser reunidas no vetor posição r0, de modo que se 

obtém, para um certo ponto P, as notações:

x

(3.198; 199; 200)ro = [4 ro

O intervalo entre dois pontos no espaço é definido como segmento de reta 

que desempenha um papel importante na definição dos lfs. No espaço de três

dimensões, as coordenadas do ponto inicial R, = (x1,y1,z1) e as do ponto final 

P2 = (x2,y2,z2) de um segmento podem ser reunidas no vetor

í = [ X i  Yi Xj y2 z,]. (3.201)

Vetores assim constituídos ficam implícitos no memorial da caracterização 

de estremas, se os sistemas de coordenadas polares forem empregados.

3.2.1 Sistemas de Coordenadas

Um sistema de coordenadas é a correspondência biunívoca entre pontos do 

espaço e um subconjunto de números reais, e.g., a correspondência biunívoca de 

um ponto e um número da reta que contém os números reais

O sistema de coordenadas serve para a descrição quantitativa de pontos do 

espaço, e.g., do espaço de uma dimensão (a reta), do espaço de duas dimensões 

(o plano) e do espaço de três dimensões. Os números que determinam ponto são



chamados coordenadas. Os sistemas de coordenadas mais utilizados na Geometria 

são o sistema de coordenadas retangulares no espaço de duas e de três dimensões 

e o sistema de coordenadas polares de duas e de três dimensões; este último é 

também denominado sistema de coordenadas esféricas. Em quaisquer dos 

sistemas de coordenadas em Geodésia, escolhe-se designar a coordenada por 

número real, porque o conjunto dos números reais possui as propriedades 

(BRONSTEIN et al., 1999, p. 2):

a) o conjunto dos números reais é infinito;

b) o conjunto dos números reais é ordenado, i.e., para cada dois números 

reais distintos a e b pode-se indicar qual é o maior;

c) o conjunto dos números reais é denso, i.e., entre dois números reais 

distintos a e b, sendo a < b , existe pelo menos um número real c tal que 

a <c < b ;

d) o conjunto dos números reais é contínuo, i.e., para cada ponto da reta 

numerada corresponde um número real, o que não vale para o conjunto 

dos números racionais.

3.2.1.1 Sistema de coordenadas do espaço de uma dimensão

Sobre uma reta x, na qual estão reunidos os elementos do conjunto dos 

números reais, designado pelo símbolo K , a posição de um ponto P0 fica definida 

se sobre ela forem dados a origem (lat. Origo) da coordenada e um segmento unitário 

u = 01. Se esta reta for dividida em duas semi-retas, uma de orientação positiva 

(O +oo) e outra de orientação negativa (ò  -ao), pelo ponto comum O (denominado

origem), se um segmento unitário u for escolhido e se mediante uma seqüência de 

comprimento u ambas as semi-retas forem marcadas com números reais, então a 

um dado número real, genericamente designado por a, corresponderá um único 

ponto (BRONSTEIN et al., 1999, p. 1). A este número a, que representa a distância 

entre o ponto na semi-reta e a origem, é dado o nome de coordenada do ponto.

73
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3.2.1.2 Sistema de coordenadas do espaço de duas dimensões

No espaço de duas dimensões, i.e., o plano, para fins de mensuração da 

posição de um ponto Po, distinguem-se dois grandes grupos que são constituídos pelo 

sistema de coordenadas paralelas oblíquas e pelo sistema de coordenadas polares.

3.2.1.2.1 Sistema de coordenadas paralelas oblíquas

A fim de determinar o ponto no plano são necessárias duas retas 

numeradas com origens O e O' das coordenadas e os segmentos unitários u = 01 e 

u' = O T . Estas retas são ordenadas de modo que as respectivas origens coincidam, 

e de modo que elas tornem os eixos do sistema de coordenadas. Estes eixos são 

denominados eixos coordenados ou eixos das coordenadas e designados como 

eixo x ou eixo das abscissas, e como eixo y ou eixo das ordenadas (lat. abscindere, 

cortar; ordinare, ordenar). Os eixos compreendem um ângulo a < n de modo que a 

indicação do eixo no sistema dextrogiro é escolhido de tal modo que um giro do eixo 

x de um ângulo a no sentido de giro matematicamente positivo (sentido de giro anti- 

horário) leva-o sobre o eixo y; no sistema levogiro vale o sentido de giro horário.

Na Matemática, o ângulo é chamado positivo se segue o sentido de giro 

anti-horário e é chamado negativo se segue o sentido de rotação horário 

(BRONSTEIN et al., 1999, p. 125). Na Geodésia é estabelecido o ângulo positivo 

pela rotação no sentido horário.

As coordenadas x e y do ponto são também denominadas abscissa e 

ordenada, respectivamente. Um dos símbolos P(x,y) ou P = (x,y) é usado para 

designar o ponto P com abscissa x e ordenada y.

O plano xy fica dividido em quatro regiões denominadas quadrantes os 

quais são contados no sentido de giro matematicamente positivo como primeiro, 

segundo, terceiro e quarto quadrantes (figura 3.11). Em cada um destes quadrantes, os 

eixos são caracterizados por sinais consoante a exposição no quadro 3.1.
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FIGURA 3.11 -  SISTEMA DE COORDENADAS PARALELAS OBLÍQUAS

QUADRO 3.1 -  DESIGNAÇÃO DOS QUADRANTES E SINAIS DOS SEMI-EIXOS DO SISTEMA DE 
COORDENADAS PARALELAS OBLÍQUAS DO ESPAÇO DE DUAS DIMENSÕES

PONTO NO QUADRANTE SINAL DA

Abscissa (x) Ordenada (y)

I + +

II - +

III - -

IV + -

Pelo ponto P situado em um destes quadrantes, pode-se traçar duas 

paralelas; uma paralela ao eixo x e a outra, paralela ao eixo y. A intersecção delas 

com os respectivos eixos definem, cada uma, um ponto e o afastamento deste 

ponto em relação a origem define uma das coordenadas do ponto P.

3.2.1.2.2 Sistema de coordenadas paralelas retangulares

Se os eixos de coordenadas são perpendiculares um com o outro, i.e., 

a = rc/2, então, entende-se um sistema de coordenadas paralelas retangulares ou, 

também, um sistema de coordenadas cartesianas, idealizado pelo filósofo e 

matemático francês René Descartes, chamado Cartesius (1596-1650). O Sistema 

de coordenadas cartesianas se caracteriza por ser o sistema cujos eixos são 

perpendiculares entre si e cuja unidade de comprimento é a mesma sobre todos os 

eixos. O procedimento pelo qual se obtêm das coordenadas de um ponto P0 

situado em um certo quadrante é o mesmo descrito para a obtenção das
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coordenadas paralelas oblíquas. Analiticamente, as coordenadas cartesianas 

resultam do produto escalar entre o vetor posição e os versores dos eixos 

coordenados i e j, nas formas x = x.i e y = y . i.

O sistema de coordenadas cartesianas é empregado em mensurações 

geodésicas, adotando o sistema levogiro conforme a figura 3.13 em que os 

quadrantes ficam numerados -  a partir de I que é comum com o sistema dextrogiro 

-  no sentido horário.

FIGURA 3.12 -  SISTEMA DE COORDENADAS 
CARTESIANAS DO ESPAÇO 
DE DUAS DIMENSÕES

FIGURA 3.13 -  ÂNGULO DE DIREÇÃO E 
SINAL EM SEU CÁLCULO

Matemática Geodésia

, *2
II 1 IV I

*1 ------------------- P̂1 = (x1,yl) X1 ------------------ f  Fi = (Ĵ i -Xi)
i

X1

j I . V
j

I
j

0 i X1 0 i Yi V 0

III IV 111 II

Ay = y2- yn

*21 4-
IV
j

Ay
Ax + 
I

0 i
III II

É comum a adoção do sistema levogiro do espaço de duas dimensões 

(WITTKE e MECKENSTOCK, 1998, p. 39) para algumas aplicações como a 

observação de distância d entre dois pontos ^  e P2, o cálculo de suas respectivas 

coordenadas, e como função destas o ângulo de direção denominado rumo R,2 e o 

seu recíproco R21, o qual é definido no quadrante, conforme mostra a figura 3.13. A 

medida angular de direção A, independente do quadrante, sob a instrução em 

GRAFAREND et al. (1995, p. 339) é dada por:

1 -  4  sg n (Ay) -  4  sg n (Ax) sg n (Ay) + arctan— , seAx^O, A y *0  (3.202) 
Ax

A = *  . 2 .

em que o símbolo sgn designa o sinal algébrico do argumento Ax ou de Ay (ISO

1992a, p. 18).



3.2.1.2.3 Sistema de coordenadas polares
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A despeito da simplicidade deste sistema (figuras 3.14 e 3.15), a sua 

importância está na analogia com a concepção do sistema de coordenadas polares 

elipsóidicas (seção 5.3.2.4); com as coordenadas polares elipsóidicas são os lfs 

quantificados e orientados com azimute (quadro 7.4 e figura 7.3).

O sistema de coordenadas polares é definido por um ponto fixo O, chamado 

ponto origem ou pólo e por um eixo que parte do pólo, chamado eixo polar (figura 

3.14). A posição do ponto P0 do plano fica definida pelo ângulo a que é contado no

sentido de giro matematicamente positivo e pelo segmento r0 que vai do pólo ao 

ponto P0. O ângulo a situa no intervalo 0<a<27t quando medido no sentido 

matematicamente positivo (SIMMONS, 1988, p. 196,); no sentido matematicamente 

negativo, o intervalo e variação é -27r < a < 0. O segmento r0 é denominado 

distância polar ou raio vetor e pode assumir qualquer valor positivo. Os números 

reais r0 e a, escritos nesta ordem, os quais formam um par ordenado (r0,a) são 

denominados coordenadas polares do ponto.

FIGURA 3.14 -  SISTEMA DE COORDENADAS FIGURA 3.15 -  DISTÂNCIA ENTRE DOIS PONTOS

Na figura 3.15, a distância d definida pelos pontos P0 =(r0,a0) e P, =(r1,a1), 

a qual é obtida pela lei dos cossenos, é escrita

POLARES DO ESPAÇO DE 
DUAS DIMENSÕES

DO ESPAÇO DE DUAS DIMENSÕES 
POR COORDENADAS POLARES

(3.203)
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As coordenadas cartesianas (x,y) e as coordenadas polares (r0,a) de um 

ponto qualquer estão relacionadas pela forma

e o ângulo a, contado no sentido matematicamente positivo, pode ser calculado 

pela 3.202 se forem trocados os argumentos Ax por y e Ay por x.

Sempre é suposto um sistema de coordenadas do espaço de duas 

dimensões sobreposto a um sistema de coordenadas polares do mesmo espaço, de 

modo que o semi-eixo x de orientação positiva coincida com o eixo polar. Qualquer 

ponto do espaço de duas dimensões terá, então, coordenadas cartesianas (x,y) e

coordenadas polares (r0,a ) .

3.2.1.3 Sistema de coordenadas do espaço de três dimensões

Dois grandes grupos são distinguidos: sistema de coordenadas cartesianas 

e o sistema de coordenadas esféricas ou polares do espaço de três dimensões.

3.2.1.3.1 Sistema de coordenadas cartesianas

A fim de definir um sistema de coordenadas cartesianas do espaço de três 

dimensões é escolhido, primeiramente, um ponto fixo O, chamado origem das 

coordenadas. Neste ponto, são colocadas três eixos coordenados e mutuamente 

perpendiculares. Os eixos são designados, em geral, com x, y e z, e denominados 

de eixo das abscissas, das ordenada e das cotas, respectivamente. Os três eixos de 

coordenadas fixam três planos no espaço, os quais são designados com xy, xz e yz, 

e dividem o espaço em octantes. Os octantes numerados juntamente com os sinais 

característicos estão expostos na figura 3.16 e no quadro 3.2.

A orientação do sistema é conseguida mediante a fixação de três versores 

da direção dos eixos coordenados: no eixo x, o versor i; no eixo y, o versor j e no 

eixo z, o versor k. Por estes versores, os eixos de coordenadas são alinhados e o 

sistema de coordenadas é orientado no espaço. A tríade de versores i,j,k, nesta 

ordem, correspondentes à escolha do sistema de coordenadas x,y,z (sistema 

dextrogiro) é uma tríade positiva (KAPLAN, 1972, p. 53).

(3.204; 205; 206)
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FIGURA 3.16 -  OCTANTES

z

QUADRO 3.2 -  DESIGNAÇÃO DOS OCTANTES E SINAIS DOS SEMI-EIXOS

COORDENADAS OCTANTES
I II III IV V VI VII VIII

X + - - + + - - +

V + + - - + + - -

z + + + + - - - -

Em qualquer dos octantes, o ponto P0 nele situado tem a posição definida 

por um terno de números reais, os quais são denominados coordenadas 

retangulares do espaço de três dimensões desse ponto, cuja notação é 

P0(x,y,z) ou P0 =(x,y,z). (3.207)

As coordenadas x, y e z do ponto P0 resultam do produto escalar entre o vetor 

posição r0 e os versores i, j e k das direções dos eixos coordenados consoante a 3.25.

Segundo a posição da direção positiva dos eixos, dois tipos de sistema são 

possíveis. O primeiro denomina-se dextrogiro (figura 3.17), i.e., aquele em que o 

observador situado conforme o semi-eixo Oz vê o semi-eixo Ox coincidir com o 

semi-eixo Oy após o giro de um ângulo de 7t/2 no sentido positivo da trigonometria 

(i.e., sentido anti-horário); o segundo denomina-se levogiro (figura 3.18), i.e., aquele 

que girando o semi-eixo Ox no sentido horário de um ângulo %l 2 coincide com o 

semi-eixo positivo Oy (BRONSTEIN et ai., 1999, p. 204).
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FIGURA 3.17 -  SISTEMA DEXTROGIRO FIGURA 3.18 -  SISTEMA LEVOGIRO

A imagem especular de um sistema dextrogiro forma um sistema levogiro.

3.2.1.3.2 Sistema de coordenadas esféricas ou sistema de coordenadas polares do 
espaço de três dimensões

O ponto P0 do espaço de três dimensões pode ser determinado, no lugar do 

temo ordenado (x.y.z) das coordenadas cartesianas, também, de forma unívoca, pelo:

a) afastamento r0 = |r0|, 0 < r0 < oo, do ponto P0 em relação a origem O;

b) ângulo agudo 0, 0 < 0 < n , formado entre o segmento OP0 e a projeção 

ortogonal de deste segmento no plano xy, a qual é designada pelo 

símbolo rj;

c) ângulo a, 0 < a < 2 n ,  que a projeção do segmento OP0 sobre o plano xy

forma com o semi-eixo positivo x.

A origem de contagem do ângulo 0 está na projeção do vetor posição r0 no

plano xy e, a do ângulo a está na direção do semi-eixo positivo x.

A figura 3.19 ilustra os elementos matemáticos que compõem o sistema de 

coordenadas esféricas. Sempre é suposto que o sistema de coordenadas esféricas 

é sobreposto a um sistema de coordenadas cartesianas do espaço de três 

dimensões. Observa-se que ao sistema de coordenadas polares do espaço IR2 foi



acrescentado os eixos y e z. O termo coordenadas esféricas é utilizado porque o 

gráfico da equação r0 = const é uma esfera de centro O.

FIGURA 3.19 -  SISTEMA DE COORDENADAS ESFÉRICAS OU POLARES DO ESPAÇO DE TRÊS 
DIMENSÕES
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As coordenadas esféricas do ponto P0 são dadas pela tríade (ro,0,a). A

cada tríade de coordenadas esféricas corresponde um único ponto do espaço de 

três dimensões. No caso particular em que P0 se situa no eixo z, só r0 e 0 = ±7i/2 

são inequivocamente determinados; a é qualquer. As coordenadas esféricas são 

análogas às coordenadas polares do espaço de duas dimensões e, por isso, são 

chamadas, também, coordenadas polares do espaço de três dimensões.

O ponto P0 determinado pelo terno ordenado (x,y,z) das coordenadas

cartesianas pode ser expresso com as coordenadas esféricas (ro,0,a):

x = rocos0cosa; y = r0cos0sina; z = rosin0. (3.208; 209; 210)

O vetor posição de P0 é, analiticamente, escrito 

r0 =xi + yj + zk = rQcos0(cosa)i + rocos0(sina)j + ro(sin0)k. (3.211)

3.2.2 Transformação de Coordenadas Cartesianas

Dá-se o nome de transformação de coordenadas ao procedimento de 

cálculo algébrico que visa conhecer as coordenadas de um ponto em outro sistema
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não idêntico com o primitivo. Distinguem-se quatro casos de transformação de 

coordenadas: translação paralela (ou simplesmente translação); rotação (ou giro); 

combinação de translação com rotação e a reflexão.

3.2.2.1 Transformação das coordenadas cartesianas do espaço de duas dimensões 
nas coordenadas de outro sistema não-idêntico

3.2.2.1.1 Translação

Sejam Oxy e 0'x'y' dois sistemas de coordenadas retangulares de um 

mesmo plano; sejam (x,y) e (x',y') os pares das coordenadas retangulares do 

ponto P no primeiro e segundo sistemas respectivamente, e seja (ax,ay) o par

ordenado das coordenadas de O' referidas ao primeiro sistema (figura 3.20). Dá-se 

o nome de translação ao deslocamento paralelo dos eixos homólogos que passam 

da origem O para a origem O' e que mantêm o mesmo sentido dos eixos primitivos.

FIGURA 3.20 -  TRANSLAÇÃO DE SISTEMAS DE COORDENADAS CARTESIANAS DO ESPAÇO
DE DUAS DIMENSÕES

y’
k

j’
p

Xo r

o a

Na figura 3.20, a translação é efetuada pela soma vetorial

r0 =a + r0,
cujas coordenadas são:

(3.212)
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X V v
- +

_y_ _a y_ y. (3.213)

3.2.2.1.2 Rotação

Na rotação, a nova origem coincide com a primitiva, mas os eixos 

homólogos não são paralelos.

Na figura 3.20, fazendo a coincidência das origens, i.e., O sO ', obtém-se

(3.214)

Exprimindo analiticamente a 3.214, fica

(3.215)

que multiplicada pelos versores dos eixos coordenados i e j, e considerando o

produto escalar dos versores (ver 3.24), resulta as duas equações

x = x'i'.i + y'j'.i (3.216)

y = y'i'.j + y'j'.j (3.217)

que podem ser escritas na forma matricial

r0=R(a)ró, (3-218)

em que

ro s ro-

xi + yj = xT + y'j'

X i'.i j'.i
• “f •

xr
’ (̂oO - ; ro =

y ._y_ J J J J.
(3.219; 220; 221)

O ângulo entre os eixos coordenados xe  x' é igual ao ângulo entre os eixos

coordenados y e y ', logo: 

i'.i = cosa, (3.222)

i'.j = c o s ^ -  a j  = sina, (3.223)

j'.i = c o s ^  + a =-sina, (3.224)

j'.j = cosa. (3.225)

Então,

cosa -sina 

sina cosa
(3.226)

A transformação inversa é conseguida pela relação

r0'= R (> '. (3.227)



3.2.2.1.3 Combinação de translação com rotação
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Na figura 3.21, que mostra a combinação de translação e rotação, a relação 

3.212 expressa analiticamente é

xi + yj = axi + ay j + x'i' + y'j'. (3.228)

Multiplicando a 3.228 pelos versores dos eixos coordenados i e j:

x = ax + x'i'.i + y'j'.i, (3.229)

y = ay + y'i'.j + y 'j'.j, (3.230)

as duas equações podem ser escritas na forma matricial

^ a  + fV o - (3.231)

FIGURA 3.21 -  COMBINAÇÃO DE TRANSLAÇÃO COM ROTAÇÃO DE SISTEMAS DE 
COORDENADAS CARTESIANAS DO ESPAÇO DE DUAS DIMENSÕES

A transformação inversa é conseguida pela relação

r0 =  R (a) ( r0 _  a )- (3.232)
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3.2.2.2 Transformação de coordenadas cartesianas do espaço de três dimensões 
nas coordenadas esféricas

As coordenadas cartesianas x, y e z de um ponto podem ser calculadas a 

partir das coordenadas esféricas (ro,0,a). Da figura 3.19, as relações seguintes são 

obtidas

(3.233; 234; 235)x = rocos0cosa; y = rocos0sina; z = rosin0; 

com

V
2 2 2x + y +z (3.236)

As coordenadas esféricas (ro,0,a) são obtidas das coordenadas cartesianas 

segundo as fórmulas 3.236 e

(3.237)0 = arctan—  z  , para x2 + y2 *  0;

i x2 + y2

a  =

arctan— , para x > 0 e y > 0; 
x

Y
7i + arctan— , p a ra x< 0 e y> 0 ;

(3.238)

(3.239)

27t + arctan-^, para x > 0 e y < 0. (3.240)

O ângulo de orientação a, contado no sentido matematicamente positivo, 

pode ser calculado pela 5.77, fazendo X = a.

Sob a notação matricial, a relação entre as coordenadas cartesianas (x,y,z)

e as coordenadas polares (ro,0,a) é escrita

(3.241)

No espaço de duas dimensões, que se caracteriza por possuir z = 0, 

escreve-se

X cos 0 cosa

y =  ro cos0 sina

z sin0

X
= ro

cosa

_y_ sina
(3.242)



3.2.2.3 Transformação das coordenadas cartesianas do espaço de três
dimensões nas coordenadas cartesianas de outro sistema não-idêntico

Ante dois sistemas de coordenadas cartesianas não-idênticos de eixos 

x ,ye z  e x ',y 'ez' surge o problema que consiste calcular, mediante as

coordenadas cartesianas (x^y^Zo) de um ponto P0 em relação a um dos sistemas, 

as coordenadas (x',y',z') deste ponto em relação ao outro sistema. Tal conversão

de coordenadas é denominada transformação de coordenadas na qual distingue-se 

três casos: a translação de eixos, a rotação de eixos e uma combinação de ambos.

3.2.2.3.1 Translação de eixos

A translação de um sistema de coordenadas significa o deslocamento da 

origem do sistema de coordenadas ao longo do vetor r0 para a origem O' (figura 3.22).

FIGURA 3.22 -  TRANSLAÇÃO DE SISTEMA DE COORDENADAS CARTESIANAS DO ESPAÇO 
DE TRÊS DIMENSÕES
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3.2.2.3.2 Rotação de eixos

O sentido de rotação dos eixos, com os ângulos a ,p ey , é o definido 

positivo matematicamente. Nove triângulos esféricos são formados e resolvidos pelo
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teorema dos cossenos da trigonometria (ver Apêndice 2), resultando a matriz de 

rotação R, também chamada matriz dos cossenos diretores (expressão 3.259).

FIGURA 3.23 -  ROTAÇÃO DE SISTEMA DE COORDENADAS CARTESIANAS DO ESPAÇO DE

3.2.2.3.3 Combinação de translação com rotação de eixos

Sejam Oxyz e 0'x'y'z' dois sistemas de coordenadas cartesianas de 

origens O e O' respectivamente, (x,y,z) e (x',y',z') os ternos ordenados das 

coordenadas do ponto P0 referidas ao primeiro e ao segundo sistema, 

respectivamente, e (x^y^Zo) o terno ordenado das coordenadas da origem O' no

primeiro sistema (figura 3.24).

As coordenadas do ponto P0 referida ao segundo sistema é obtida pela 

diferença vetorial

TRÊS DIMENSÕES

2

X

(3.243)

(3.244)
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FIGURA 3.24 -  COMBINAÇÃO DE TRANSLAÇÃO COM ROTAÇÃO DE SISTEMAS DE 
COORDENADAS DO ESPAÇO DE TRÊS DIMENSÕES

z

Efetuando a multiplicação sucessiva pelos versores i', j 'e k ' das direções 

dos eixos coordenados, resultam as fórmulas que transformam as coordenadas do 

ponto P0 do sistema Oxyz no sistema 0'x'y'z'

x' = (x — x0 )i.i' + (y -  y0 )j.i' + ( z - z 0 )k.i', (3.245)

y' = (x -  x0 )i.j' + (y -  y0 )j.j' + (z -  Zg )k.j', (3.246)

z' = (x -  x0 )i.k' + (y -  y0 )j.k' + (z -  Zg )k.k', (3.247)

as quais podem ser dispostas na forma matricial

x' = Ax Rt , (3.248)
em que

(3.249; 250; 251)

Reciprocamente, para passar as coordenadas do ponto P0 do sistema 

0'x'y'z' para o sistema Oxyz, a 3.244 é multiplicada pelos versores i, je k  das 

direções dos eixos coordenados, resultando:

xT.i + y'j'.i + z'k'.i = x -  Xg, (3.252)

x'i'.j + y'j'.j + z'k'.j = y -  y0, (3.253)

xT.k + y'j'.k + z'k'.k = z -  Zg. (3.254)

y i.i' j i ' k.r

I
0X1X

1

x ' = y' ; R t = i-j' j j ' k.j' ; A x = y-y0
Tl i.k' j-k k.k' - Z - Z o .
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Na forma matricial escreve-se

Ax = Rx', 
em que

I
0X1XI

i.i' i.j' i.k' x'~

Ax = I *< o ; R = j i' j j' j k' ; x' = y'

I0 
N1N

i k.i' k.j' k.k' z'

(3.255)

(3.256; 257; 258)

A matriz R, denominada matriz dos cossenos diretores ou matriz de rotação, 

cujos elementos são obtidos pelo teorema dos cossenos da trigonometria esférica 

(ver Apêndice 2) sobre 9 triângulos esféricos que podem ser formados na figura 3.23 

é dada por:

"cospcosy j -cospsiny j sinp

cosasiny +sinasinpcosy j cosacosy-sinasinpsiny j-s inacosp , (3.259)

sinasiny-cosasinpcosy | sinacosy+ cosasinpsiny j cosacosp

em que os ângulos a ,pey são as rotações em torno dos eixos x, y e z,

respectivamente.

3.2.3 Descrição da Curvatura de uma Curva Plana e do Raio de Curvatura

Dá-se o nome de curvatura K (al. Krümmung) de uma curva plana no ponto 

A ao limite da razão entre o ângulo Aa que formam as direções positivas das 

tangentes aos pontos A e B e o comprimento do arco (AB), AB = As quando 

B -» A (figura 3.25) (BARANENKOV et al., 1986, p. 104; BRONSTEIN etal., 1999, p. 

227), i. e.,

K = lim .Aa. = íiçx. (3.260)
as->o As ds

A curvatura exprime, portanto, a razão de variação do ângulo a com relação 

ao comprimento de arco s.

Da figura 3.25, advém

tana -  -»• a = arctan^-.
dx dx

(3.261)

A expressão da diferencial do arco da é
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^ T
da = — — — -dx.

1 +
vdxy

(3.262)

FIGURA 3.25 -  RAIO DE CURVATURA DE CURVA DO ESPAÇO DE DUAS DIMENSÕES

y

A expressão do elemento de arco infinitesimal ds do espaço de duas 

dimensões é

ds2 = dx2 + dy2. (3.263)

Dividindo ambos os membros por dx2, obtém-se

ds = J1 +
dy

vdXy
dx. (3.264)

Substituindo a 3.262 e a 3.264 na 3.260, escreve-se a expressão da 

curvatura K de uma curva do espaço de duas dimensões como:

d2y

= .  (3.265)K = ^ -  = . 
ds

dx

1 + 'd y ^ 2 
vdxy

Dá-se o nome de raio de curvatura R (al. Krümmungskreisradius) de uma 

curva à quantidade inversa do valor absoluto da curvatura K (BRONSTEIN et al., 

1999, p. 227). Da 3.265 vem
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R =
N

ds
d a

(3.266)

A curvatura K no ponto A é tanto maior quanto menor for o raio de curvatura 

R. Para uma circunferência de raio r é constante a curvatura K = 1/r e, por 

conseguinte, o raio de curvatura R = r . Para a reta, são K = 0 e R = oo.A elipse tem 

curvatura variável que é calculada pela 3.265 e aplicada ao cálculo do raio de 

curvatura da seção meridiana M.

A curvatura de uma reta é nula, pois a não varia quando um ponto é deslocado 

ao longo dessa reta, i.e., da = 0. Para a circunferência de raio r (figura 3.26)

(3.267),7 1  S , 71

a = "2 = 7  "2

FIGURA 3.26 -  CURVA DE CURVATURA CONSTANTE

y

(3.268)

e, portanto, a curvatura

. da _ 1 
ds r

Este mesmo resultado é conseguido, sabendo-se que a curvatura da 

circunferência é constante e que o giro completo do ponto B implica a variação da 

direção de 27trad na circunferência de comprimento 27rr; portanto,
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I _ da _ 271 _ 1
ds 2nr r

(3.269)

Assim, aplicando a 3.269 à definição de lfs que separam terras devolutas 

estaduais das terras devolutas municipais (seção 2.2.3.2.1), ter-se-ão as curvaturas 

dos lfs: igual a 1/6 000 m se no Distrito e igual a 1/8 000 m se no Município.

A curvatura pode ser positiva ou negativa ou nula: k > 0, significa que a é 

crescente quando s cresce (a curva vira para a esquerda da tangente); k < 0, 

significa que a é decrescente quando s cresce (a curva vira para a direita da 

tangente); e k = 0 significa que a é constante quando s cresce.

3.2.4 Descrição dos Elementos de Linha Infinitesimais

Para a descrição da relação de medida entre a superfície original e a 

superfície de representação é, de significação fundamental, o elemento de linha 

infinitesimal, denotado pelo símbolo ds. No espaço de três dimensões, em 

coordenadas cartesianas (figura 3.27), escreve-se:

"dxT [” dx 

ds2 = dx2 + dy2 + dz2 = dy dy ,

dz dz

(3.270)

em que

(3.271)

Substituindo a 3.271 na 3.270 resulta

(3.272)

que é simplificada pela notação
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ds2 = edu2 + 2fdudv + gdv2 =
’du'

T
e f " du’

dv f g dv
(3.273)

As quantidades e, f e g foram introduzidas por Cari Friedrich Gauss (1777- 

1855) e são denominadas quantidades fundamentais de primeira ordem (KUNTZ, 

1990, p. 5) ou primeiras quantidades fundamentais de Gauss.

FIGURA 3.27 -  SISTEMA DE COORDENADAS CURVILÍNEAS GENERALIZADAS

Z

h
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Os métodos da Estatística têm sido um meio de ajuda indispensável na 

avaliação dos dados de observação geodésicas.

A ciência Estatística trata da organização, descrição, análise e interpretação 

dos dados amostrais. Está dividida, basicamente, em duas partes: a Estatística 

Descritiva que trata da descrição e organização dos dados amostrais, e a Estatística 

Indutiva, também denominada Estatística Inferencial ou Inferência Estatística ou 

Indução Estatística que trata da análise e interpretação dos dados amostrais cujo 

objetivo é a obtenção de conclusões sobre populações, com base nos resultados 

observados em amostras extraídas dessas populações (COSTA NETO, 1977, p. 1-2). 

A Estatística Descritiva se vale, para descrever os dados, de gráficos, das 

distribuições de freqüência, e das medidas descritivas.

Designa-se com o termo população ou universo o conjunto de elementos 

dos quais se busca as informações estatísticas como a média aritmética, a variância 

e o desvio padrão, e designa-se com o termo amostra uma parte da população 

sobre a qual se limita as observações sob métodos definidos, a fim de servir à 

inferência estatística. Em virtude de nem sempre ser possível o estudo de uma 

população, empregam-se as amostras a fim de que as características populacionais 

que são capazes de ser representadas por números sejam estimadas mediante a 

análise de amostras.

4.1 ANÁLISE ESTATÍSTICA UNIVARIADA

4.1.1 Variável Aleatória

Dá-se o nome de variável aleatória à função que associa um número real a 

cada elemento do espaço amostrai. O espaço amostrai é definido como o conjunto 

de todos os resultados possíveis para cada experimento. As variáveis aleatórias 

podem ser contínuas ou discretas. Contínua é a variável que pode assumir qualquer 

valor real entre dois números distintos, e discreta é a variável que pode assumir 

somente valores isolados. Os resultados de uma observação precisam ser 

reprodutíveis, dentro de certos limites, para terem interesse científico. Os resultados

4 FUNDAMENTOS DA ESTATÍSTICA
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numéricos apresentam variações mesmo quando se tomam os cuidados no sentido 

de reproduzir as observações, desde que a escala de mensuração não oculte a 

magnitude desejada.

4.1.2 Valor Esperado ou Esperança Matemática ou Expectância da Variável Aleatória

Seja x uma variável aleatória discreta com valores x1,x2,...,xj,...,xn. Chama- 

se valor esperado da variável aleatória x (ou esperança matemática ou expectância 

da variável aleatória x), denotado por jj. ou E(x), as expressões:

Hx =E(x) = f ]x j f(xi) para i e {1,2 oo}; (4.1)
M

íix = E(x) = Í x if(xj) para ie{1,2,...,n}. (4.2)
i=1

A função f(Xj) , também escrita p(Xj) , é denominada função de 

probabilidade da variável aleatória x no ponto designado como i. Essa função deve 

satisfazer às condições (MEYER, 1983, p. 73):

f(X i)>0 para V i; J f ( x i) = 1. (4.3; 4.4)
i=1

Na 4.2, a variável aleatória x toma um número finito igual a n de valores e é 

interpretada como uma média ponderada. Se todos os valores x1,x2,- -,xn forem 

eqüiprováveis, então a 4.2 se torna a média aritmética para os n valores possíveis 

(MEYER, 1983, p. 139), a qual é expressa por

E M ^ Í X  (4-5)
»■ i=1

Por isso, o valor esperado de x é também denominado medida de posição 

central e é expresso na mesma unidade de x. Se a variável aleatória x for contínua 

com função densidade de probabilidade f(Xj), então o valor esperado de x é 

definido pela integral imprópria

-KO

=E(x) = Jxf(x)dx. (4.6)
-o o

Diz-se que E(x) existirá se, e somente se,
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^  = E(X) = j*|x|f(x)dx (4.7)
—00

for finita.

4.1.2.1 Propriedades

Se c e k forem constantes:

a) E(c) = c;

b) E(cx) = cE(x);

c) E(k + cx) = k + cE(x); (4.10)

(4.8)

(4.9)

d) E(x1+x2+--- + ̂ + --- + xn) = E(x1) + E(x2) + --- + E (^) + ---+E(xn). (4.11)

4.1.3 Variância, Covariância e Coeficiente de Correlação Linear

Chama-se variância da variável aleatória x, denotada pelo símbolo var(x)

A raiz quadrada positiva da variância é denominada desvio padrão, cuja 

denotação é o símbolo ox e cuja expressão é

O número variância de x é expresso em unidade elevada ao quadrado da 

unidade de x, enquanto que o desvio padrão é expresso na unidade original da 

variável.

4.1.3.1 Propriedades

a) se c for uma constante:

ou ax, o número que resulta da expressão

(4.12)

(4.13)

var(c) = E [c -E (c ) ]2 = E [c -c ]2 =0; (4.14)



var (x + c) = E [(x  + c) -  E (x + c)]2 = E[x + c -  E(x) -  c ]2

= E [x -E (x ) ]2 = var(x); (4.15)

var(cx) = E [(cx )-E (cx)]2 = E(cx)2- [E ( cx) ]2 = c2E(x2) - c2[E (x) ]2

= c2 var(x); (4.16)

b) se x e y forem variáveis aleatórias e independentes: 

var(x + y) = E[(x + y) -  E(x + y)]2 

= E(x + y)2- [E (x  + y)]2

= E (x2 + 2xy + y2) -  [E (x) ]2 -  2 E (x) E (y) -  [E (y)]2 

= E(x2) + 2E(x)E(y) + E(y2) - [E (x ) ]2-2 E (x )E (y )-[E (y )]2 

= E(x2) - [E (x ) ]2+ E(y2) - [ E ( y ) |

= var(x) + var(y). (4.17)

A covariância da população é definida pela expressão

cov (x, y) = oxy d= E {[x -E  (x )] [y  -  E (y)]}. (4.18)

Desenvolvendo o segundo membro da 4.18, obtém-se

E{ [ x - E(x ) ] [y -E (y ) ]}  = E[ x y - xE( y ) - y E(x) + E (x)E (y)];

mas E[ xE(y)] = E(x)E(y) e E[y E (x )] = E(y )E (x );

logo, a 4.18 é reescrita como

cov(x,y) = axy = E (xy)-E (x)E (y) = E (xy )-p xpy. (4.19)

O coeficiente de correlação linear

97

rtp, axv cov(x,y) , ,
° - 7 T  = - i    com ox # 0 e c ( *  0; px., e M | -1 <  px, < 1 . (4.20)

^va r(x )va r(y )
P x,y

x y

4.1.4 Estatísticas

Designa-se com o termo estatística os valores calculados em função dos 

elementos da amostra. São de significação as estatísticas: média amostrai x, a 

variância amostrai s2, desvio padrão amostrai s, a variância da média amostrai ŝ  e 

desvio padrão da média amostrai s*.
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4.1.4.1 Média amostrai

A média aritmética, também denominada de valor médio aritmético, é uma 

medida de localização estimada pelo MMQ independentemente da distribuição dos 

resíduos. Considere a amostra x1,x2,...,xj,...,xn, a qual pode ser escrita como

x = [x>Li ’ e os resPectivos desvios s i em relação à média:

I

X
7I

IX
I.... I

M
I

x - x 2 8 2

X
• 

I 
•• 

IX —

Si

I
c

X
' 

I 
IX

I Ic
CO

1

= 1x -  x  = s. (4.21)

O princípio do MMQ requer que a soma quadrática dos desvios ^se ja  

mínima, a qual é sintetizada pela notação vetorial

eTe=mín. (4.22)

O ponto de mínimo da função requer que sua derivada primeira seja nula:

d(gTs)

de
2 e  =  0.

Mas o vetor e será nulo se, e somente se,

nx = £ x i.
i=1

Portanto,

x = l £ x i = - l l Tx. 
n t í  n

(4.23)

(4.24)

(4.25)

4.1.4.2 Variância amostrai e desvio padrão amostrai

Define-se a variância amostrai que estima a variância a , denotada pelo

símbolo s2, como o produto escalar (WITTE e SCHMIDT, 2000, p. 148)

2 def 1 T 1 (  T 1 T - ( I T
S  = — —  V V = — —  X  X  - X  11 X

n-1  n -1 l n
(4.26)

A quantidade n-1  chama-se graus de liberdade. Há somente n-1  graus de 

liberdade no cálculo de s, porque um deles já foi utilizado no cálculo da média, a 

partir da qual são calculados os desvios.
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4.1.4.3 Variância e desvio padrão da média amostrai

2 ( 1 a  1 " f , 1 2 s;
var(x) = s*=var = —  Z v a r(Xi) = —  nsx =-J-

V11 í=i y n í=i

2

n
(4.27)

A raiz quadrada positiva da variância da média amostrai resulta o 

correspondente desvio padrão

s.
s* i - 

Vn
(4.28)

4.1.5 Não-tendenciosidade dos Estimadores Média Amostrai e Desvio Padrão Amostrai

O estimador t,, do parâmetro 0 será não-tendencioso se

E(tn) = 6. (4.29)

Demonstra-se que a média amostrai x e a variância amostrai s2 são 

estimadores não-tendenciosos, respectivamente, da média populacional p. e da

variância populacional a2. Sejam x e s2, a média e variância da amostra aleatória 

de n observações, as quais foram obtidas de uma população com média p. e desvio

padrão cr2 .

E(x) = E
Xl + x2 + • • • + xt + • • ■ + xn

= ̂ [ E(xi ) + E(x2)+ ' +E(xí) + ' ' E(x")]

(4.30)

E(s2) = E ^ ± ( x, - x ) 2 = E
n-1 2 > i  - 2 x X x i +  n x 2V i=i i=1

= E
n-1

n 0  /  n n

j=i 11V >=i i=i y
+-

= - LT EÍ Ê x? - 1 (nx)2}  = - L í En-1  n J n_1

X (a 2+p2) -n (a 2+p2)

/  n ^ 2

&
v '=1 y

E 2 —2Xj -n x
i=1

= E
n-1

’ n . (  n Ÿ

i=i V. i=i y

n-1 n-1

n-1

( 2  2 \ I CT~ :n(o +n  j - n  — +P

£ E( * f ) - nE(x !)
i=1

2 A 
2

n-1 n(a2+n2) - a 2-np2 = ~ í [ ( n_1)a2]  = <j2 ‘ (4.31)



4.1.6 Distribuição Contínua de uma Variável Aleatória

A função f(x ) cujo gráfico é a curva de uma série de histogramas é 

considerada o modelo matemático e recebe o nome de função densidade da 

variável x. A variável contínua x tem função densidade de probabilidade f (x) se as 

propriedades seguintes forem satisfeitas:

a) f (x) assume valor singular real e não-negativo para todo valor real de x;

co

b) J f(x )d x  = 1; (4.32)
— oc

b

c) j f ( x ) d x  = Pr[a < x < b], (4.33)

a

O símbolo Pr [a < x < b] denota a probabilidade com que a variável aleatória 

x situa-se entre dois números reais a e b, sendo a < b .

A função distribuição F(x) é definida por

x

F(x) = j"f (x)dx ; |F(x) e M10 < F(x) < 1}. (4.34)
-co

A probabilidade de x situar-se entre dois pontos quaisquer x = a e x  = b é:

b a  a b a b

F (a)-F (b )=  J*f(x)dx- J f(x )dx=  j*f(x)dx+ jf ( x )d x -  j*f(x)dx= jf(x)dx. (4.35)
-co —co —oo a -co a

4.1.6.1 Distribuição normal ou gaussiana

A variável aleatória do conjunto {x e E | -oo < x < oo} tem distribuição normal,

também denominada distribuição gaussiana, com média p e variância a2, se sua 

função densidade de probabilidade (fdp) for dada por

100

f(x,n,c2) = -r=JL=-e"^ n ^ , (4.36)

em que o símbolo e é o número de Euler.
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Há dois parâmetros p e cr que devem satisfazer às condições

—co < p < oo, a > 0. A notação usual: x tem distribuição N(p,cr2) é empregada se, e

somente se, sua distribuição de probabilidade for dada pela 4.36.

Se a origem do sistema de coordenadas for transladada para p = 0 , e se

for escolhido o2=1 como índice sobre o eixo x ter-se-á a distribuição normal 

padronizada (figura 4.1), que é caracterizada pela expressão

f(x,0'1 )= v k e '
(4.37)

Agora existe uma única variável na fdp. Integrando entre os limites -ooex, 

obtém-se a função de distribuição

F(x,°.1) = - ^ =  ”je  2dx. (4.38)

FIGURA 4.1 -  DISTRIBUIÇÃO NORMAL PADRONIZADA

f  (X)

Os valores da integral constam dos manuais de Estatística.

Uma variável aleatória y chama-se variável aleatória padronizada se 

E(y) = p = 0 e  var(y) = 1.
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4.1.6.2 Distribuição qui-quadrado central e qui-quadrado não-central

Seja x  ~ N(0,l) um vetor aleatório nx1. A variável aleatória y com

y = xTx = t x 2 ~ x; (4.39)
i=1

é chamada variável aleatória que segue a distribuição qui-quadrado central, 

denotada pelo símbolo %2, i.e., com parâmetro de não-centralidade A, = 0 (figura 

4.2), e com v graus de liberdade; se x  ~ N(p,l), a variável aleatória y com

y = x l X =  2>- (4.40)
i=1

é chamada variável aleatória que segue a distribuição qui-quadrado não-central, 

denotada pelo símbolo x'2 (figura 4.3) com v graus de liberdade e com parâmetro 

de não-centralidade (WENDT, 1999, p. 112):

A = p V  (4.41)

FIGURA 4.2 -  FUNÇÃO DE DENSIDADE DE PROBABILIDADE % CENTRAL

f(x2)
V
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f(x;2w)f(x2n»

FIGURA 4 .3 -FUNÇÃO DE DENSIDADE DE PROBABILIDADE x NÃO-CENTRAL

4.1.6.3 Distribuição t de Student central e t de Student não-central

Sejam x~N(0,1)e y~%l  variáveis aleatórias independentes. A variável 

aleatória t com

é chamada variável aleatória que segue a distribuição t de Student central com v 

graus de liberdade (figura 4.4).

FIGURA 4.4 -  FUNÇÃO DENSIDADE DE PROBABILIDADE t DE STUDENT

fdp
A

X  0.4
! X

t com 4 graus de liberdade 

normal
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Sejam a variável aleatória x~ N ^,cr2), a média aritmética x e o desvio 

padrão dessa média dado pela 4.28. A estatística

(4.43)t = Ü Z Ü ~ tL Ln-1

é uma estatística que segue a distribuição t de Student central (i.e. o parâmetro de 

não-centralidade é nulo) com n-1 graus de liberdade.

Sejam x~N (p,1)e y ~ x l  variáveis aleatórias independentes. A variável

aleatória t' com

f í

(4.44)

é chamada variável aleatória que segue a distribuição t de Student não-central com 

v graus de liberdade e com o parâmetro de não-centralidade X = p.

4.1.6.4 Distribuição F central e F não-central

Sejam x, ~ e x2 ~ xl variáveis aleatórias independentes. A variável

aleatória F com

F = _ F
v  X (V1'V2Í 12

(4.45)

é chamada variável aleatória que segue a distribuição F central com v, e v2 graus 

de liberdade (figura 4.5).

FIGURA 4.5- FUNÇÃO DE DENSIDADE DE PROBABILIDADE F CENTRAL



Sejam x1 ~ ^  ( ^ )  e x2 ~ Xv2 (^2 ) variáveis aleatórias independentes. A 

variável aleatória

VoX,
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_  v 2 .

- ~ F/ iWV1X2 (V''V2)V > (4.46)

é chamada variável aleatória que segue a distribuição F não-central com v1 e v2 

graus de liberdade e com parâmetro de não-centralidade X (figura 4.6).

FIGURA 4.6 -  FUNÇÃO DE DENSIDADE DE PROBABILIDADE F NÃO-CENTRAL

f(F̂,v2(̂ ))

4.1.6.5 Equivalências entre as distribuições de probabilidades

As equivalências entre as distribuições de probabilidades Normal, % e F 

(PELZER, 1980a, p. 48; HAN e VAN MIERLO, 1986, p. 30;) são:

” X , 1 - a  =  Fv ,.,1 -a ; (4-47)

(4.48)

N (0,1)i a -  -̂ F1a)1_a -  -Jxi,1-a ’ (4.49)

2
X v ,

F =-%-
v ,v 2 2

X v 2

V,

V2x!,

V l X v 2

(4.50)
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4.1.7 Inferência Estatística

4.1.7.1 Enunciação das hipóteses para o teste estatístico

Dá-se o nome de hipótese nula, denotada pelo símbolo H0, à igualdade de 

duas estatísticas sob uma probabilidade determinada a príori, e dá-se o nome de 

hipótese alternativa, denotada pelo símbolo Ha, à desigualdade dessas mesmas 

estatísticas sob a mesma probabilidade determinada a príori.

Os testes de hipóteses empregados na Estatística servem para decidir e 

comparar os modelos formulados estatisticamente com a realidade (DEREN, 1986, 

p. 114). A teoria da confiabilidade de rede geodésica parte dos testes de hipóteses.

A rejeição de observações corretas introduz o erro tipo I cuja probabilidade é 

determinada a príori. A esta probabilidade dá-se o nome de nível de significância a. 

O erro tipo II envolve a aceitação de observações incorretas. A probabilidade de 

cometer um erro do tipo II é (1 -p ) , i.e., a rejeição da hipótese nula H0 e a aceitação

da hipótese alternativa Ha (figura 4.7). A probabilidade (1-p) recebe o nome de 

qualidade do teste (al. Testgüte) ou de poder do teste (al. Teststàrke).

FIGURA 4.7 -  ERRO TIPO I, ERRO TIPO 11, E QUALIDADE OU PODER DO TESTE

A busca de erros nos dados de medição emprega a probabilidade a para o 

erro tipo I e a probabilidade p para o erro do tipo II. O erro tipo I significa que, com a 

probabilidade a , uma hipótese nula é rejeitada porque a estatística cai na região de



rejeição, embora ela esteja correta (quadro 4.1). A probabilidade a recebe, também, 

o nome de risco de aceitação.

QUADRO 4.1 -  TESTES DE HIPÓTESES
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DECISÃO DO TESTE
REALIDADE

Ho é verdadeira Hq é falsa

H0 é rejeitada Erro Tipo I: Pr = a Decisão correta: Pr = 1 -  ß

Hq é aceita Decisão correta: Pr = 1 -  a Erro Tipo II: Pr = ß

O erro tipo II significa que, com a probabilidade p, a hipótese nula é aceita 

porque a estatística calculada cai na região de aceitação, embora ela seja falsa. A 

probabilidade p recebe, também, o nome de probabilidade de não-rejeição. O

parâmetro ô0 chama-se parâmetro de não-centralidade.

4.2 ANÁLISE ESTATÍSTICA MULTIVARIADA

4.2.1 Vetor Aleatório Multivariado

Dá-se o nome de vetor aleatório ao vetor cujas componentes são variáveis 

aleatórias. Para o caso geral, o vetor aleatório é simbolizado pela notação 

xT= [x 1 x2 ... Xj ... Xp], (4.51)

em que p é a quantidade de variáveis aleatórias.

4.2.2 Esperança Matemática do Vetor Aleatório

\
e W Hi

x2 E(x2) bh

Xi
=

E M
=

Hi
= \i.

Xp_/ _EW _



4.2.3 Matriz Covariância do Vetor Aleatório
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A matriz covariância do vetor aleatório x é uma generalização do conceito de 

variância da distribuição univariada, a qual é designada pelo símbolo £ e escrita na 

forma 

£ = cov (x)

= E [ x - E ( x ) ] 2 

= E ( x -p ) 2

= E ( x - p ) ( x - p ) T

E(X i-^ )2 E[(x, p1) ( x 2 M2)] | • •j E[(x , - m,)(xí- w)] |. •|e [(v - m)(xp - Mp)]

E[(X2 — — Mi)] E(>̂ 2 Hz)2 j. - i E[(x2-^2)(xj- Ml)] !. • k ( * 2- 
1 1

1

■■

1

E[(Xí-Mí)(x2-M2)] j- • j e ^ - mO2 : h [ ( v
1

"W)(Xp-Mp)]

1

E K x p -M p X ^ -^ flj- • '^ [(X p -M p ^ -w )]!. ■ k v

^

1

'~£1

v a r ( x 1)

c o v ( x 2 , x 1)

c o v ( x 1, x 2 )

v a r ( x , )

c o v ( x 1Ix i)

c o v ( x 2 , x i)

c o v f x ^ X p )

c o v ( x 2 , X p )

c o v ( x iJx 1) C O V  (Xj, x 2 ) v a r ( X i ) c o v f X i . X p )

I
0 0 < T3 c o v ( x p , x 2 ) c o v f X p . X i ) v a r ( X p )

(4.53)

Usualmente, a 4

£ =

1
Q ->■ 

ro

O i2

■ ■ » w  w  •

• <*1i • • O lp

a 21

CM 
CM

b

• ° 2 i  ' • ü 2p

2
a i2 . . .  O; - • CTip

2

I--
--- £ CTp2 ■■ <*PÍ • • V

53 é escrita

(4.54)

Na 4.54, o det(£) é a medida denominada variância generalizada e o tr(£) 

é a medida denominada variância total.



4.2.4 Matriz Desvio Padrão e Matriz Correlação do Vetor Aleatório
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Dada a matriz covariância Z, define-se a matriz desvio padrão, denotada

pelo símbolo V2, como

( 1 ^-1 ( 1 ^
R = V2 Z V2

V ) v )

21

CT2ai

-’pi

12

0^2

g i1 g i2

CTjOi 0|<72

P2
p̂*7! apG2

° 2 a i

ap<*i

O:

"1P

2P
^ p

= diag(a1,a2,...,cTi,...,çjp).

(4.55)

(4.56)

4.2.5 Variância e Covariância de Combinação Linear de Variáveis Aleatórias

Considere o vetor aleatório xT = [x 1 x2 ... x, ... xp] ,  sua matriz

covariância Z com valores próprios ^  > X2 > . . . > \  > . . . \  >0, o vetor

CT = [ C1 c2 ... C| ... cp]  e a combinação linear y, =c jx  = ci:x̂  +ci2x2 +--- + cipxp.

A variância e a covariância de combinação linear (JOHNSON e WICHERN, 1998, p. 

459) são dadas por:

var(yj) = var(c[x) = c[Zcj; (4.57)

cov(y ,yi) = cov(c^x,c[x) = c^ZCj. (4.58)

A solução normalizada é dada por
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C iV Z c f j= 1 -
H=1

(4.59)

4.2.6 Amostra do Vetor Aleatório: Matriz de Dados Amostrais

Uma amostra do vetor aleatório x pode ser representada pela matriz

X - [ < L  =

X 11

CM
x~ . Xy - • X 1p

X 21 X 22 . x2j .-  X 2p

X i1 X i2 ' . X, . • X ip

cX

X n2 • • X nj •-  X np

(4.60)

A matriz X , chamada matriz de dados, representa uma amostra de tamanho 

n proveniente de uma população p variada. Cada linha desta matriz representa uma 

observação p variada, que significa uma reunião de medidas obtidas de p variáveis 

diferentes de um mesmo item, por exemplo, medições lineares de um comprimento, 

medições angulares de uma direção, medições de temperatura do ar, medições da 

umidade do ar, medições da pressão atmosférica.

4.2.7 Vetor Médio, Matriz Covariância, Matriz Desvio Padrão e Matriz Correlação Amostrais

Em cada coluna da matriz de dados X = [xij]  é aplicada a 4.25, resultando o 

vetor médio amostrai

.  -  X i . . .  X p ] .  (4.01)

A expressão

xT = [x, x.

com

* T = [ X j1  x i2 • • •  X ij -  X ip ] .

(4.62)

(4.63)

é denominada matriz covariância amostrai obtida a partir da 4.60 e 4.61. Na 4.63, 

cada índice i e |1,2,...,n} representa uma linha da matriz de dados.

Desenvolvendo a 4.62, obtém-se a forma usual
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s = W . p

"s? S12 . .  S l j  . • S1P

S21
2

s2 . • S2j ’ • S2p

S|1 Sj2
2

• SJ ' ■ ^P

I Sp2 ' ■ SPÍ • ■ <

(4.64)

Na 4.64, o det(S) é a medida denominada variância generalizada e o tr(S)

é a medida denominada variância total.

A matriz desvio padrão amostrai é obtida em analogia a 4.55, em que o 

desvio padrão populacional a é estimado pelo desvio padrão amostrai s, resultando

V

£

= diag(s1,s2,...,si,...,sp).

(4.65)

A matriz correlação amostrai advém da 4.56, em que a matriz covariância £ 

é estimada pela matriz S e a matriz desvio padrão V é estimada pela matriz V

R  =
( 1  ̂
V 2

-1

s <
>

V / V J

-1

w12
SiS2

1

21

S2S-i

®i1 ®i2
SjS1 S|S2

Sp1 Sp2

®P®1 SpS2

S,Si

s2s.

SP̂

1p

SiSp

°2 p

S2Sp

ss° i ° p

(4.66)
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4.2.8 Variáveis Aleatórias Padronizadas

Freqüentemente as variáveis são padronizadas quando são medidas em 

diferentes escalas ou em uma escala comum quando as variáveis entre si 

apresentam grandes diferenças de valores (JOHNSON e WICHERN, 1998, p. 480).

Uma variável padronizada (média = 0 e variância = 1) é designada por zt de 

expressão

Xi-Pi
Z2 =

X2 P-2
Z = Xi-Fi

ZP=-
xp-F p

(4.67)

as quais podem ser reunidas no vetor

í 1 v 1

(x -n ).z = V2
V J

(4.68)

A esperança de z é nula:

E(z) = E (*-»*)
( i V  

v 2
V J

( iY 1 v 2
v )

A variância de z é obtida, aplicando a 4.57:

f  i V  
V2

v. j
E (x-n )=  V2 [E(x) - ji]  = 0.

var(z) = var
í  i Y 1 
V2

v )
(x~f)

( i r 1 
V2

v
var(x-|o.)

V

í  iV  í  iV  
V2

v  J

R

(4.69)

(4.70)

A 4.70 mostra que a matriz covariância do vetor z é a matriz correlação. 

Similarmente, para as variáveis aleatórias amostrais, a 4.67 se torna

Zi =
X.-X,

Z2 =
x2 - x 2

z =
x ,-x , X P ~ V (4.71)

a 4.68,

z =
( i Y  
v 2

V J
(x -x ):

e a 4.70,

var (*) = var
(
V2

v  J

(x -x ) V
V J

var (x -x )
r  i_v1 

V2
v  J

f 1 v 1

v v y

(4.72)

(4.73)
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4.2.9 Distribuição Normal Multivariada

A distribuição normal p variada (ou distribuição multinormal de dimensão p 

ou ainda distribuição normal multivariada) simbolizada por Np(p,2) é caracterizada

pela função de densidade de probabilidade (JOHNSON e WICHERN, 1998, p.159)

-1{x-h)T2 1(x-(í)
f(x )  = f(x,,x2,...,Xj,.. xp) = —  — J, -co<x, <co, ie{1,2,...,p}, (4.74)

(27i)2(detS)2

a qual tem densidade de probabilidade constante em regiões cujos limites são 

elipses, elipsóides ou hiperelipsóides (chamados contornos de densidade de 

probabilidade constante) de equação

(x -  p)T r 1 (x -  p) = d2 (x, p, 2). (4.75)

Nas expressões 4.74 e 4.75, x é o vetor aleatório que tem distribuição normal p 

variada, e é o número de Euler, 2 é a matriz covariância (matriz positiva definida) com

d e t ( 2 ) = f jV  (4.76)
i=1

Se p = 2, a 4.74 tem a representação gráfica dada pela figura 4.8, após a 

substituição: x1 por x e x2 por y .

FIGURA 4.8 -  FUNÇÃO DENSIDADE DE PROBABILIDADE NORMAL BIVARIADA

As curvas de mesma densidade de distribuição de probabilidade são elipses.
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A densidade da distribuição normal é sempre positiva porque a função 

exponencial não assume valores negativos e o determinante da matriz positiva 

definida é maior que zero (KOCH, 1980, p. 110).

A função de densidade de probabilidade de Np(p,Z) envolve a matriz s 

não-singular. Se z for singular, o vetor x p variado tem uma distribuição 

degenerada (SCHEFFÉ, 1959, p. 416). Neste caso, se o k(z) < p , pode-se definir a 

densidade singular de x (MARDIA et al., 1982, p. 41) e para que a inversa 

generalizada de X seja única, f (x) é escrita na forma

A matriz Z+ é a inversa de Moore-Penrose, também chamada de pseudo- 

inversa, cujas fórmulas para o cálculo estão na seção 3.1.3.14.

4.2.9.1 Propriedade principal

O expoente da fdp da distribuição normal univariada mede a distância 

estatística entre x e p com desvio padrão unitário. Esse expoente pode ser reescrito 

na forma

- i (x -n )TI-1(*-n)

- ,  - o o < X j  <00, ie{1,2,...,k}, (4.77)

v í=i 7
k

na qual é o produto dos valores próprios não-nulos.
i=i

(4.78)

e generaliza-se para o vetor x de p variáveis, assumindo a forma

( x - p ) ! “1 (x -p )  ~ Xp,

em que tem o posto k(z) = p e, por isso, 5T1 existe.

(4.79)

4.2.10 Distância Quadrática de Mahalanobis

Sob a designação distância quadrática de Mahalanobis, introduzido por 

Mahalanobis em 1930, entende-se um dos conceitos mais fundamentais da Análise 

Estatística Multivariada: a estatística que traduz a medida da distância estatística
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entre duas populações com médias diferentes, mas com matrizes covariâncias 

idênticas.

Sejam os vetores aleatórios jc, e x2, cada um dos quais composto de p 

componentes e

Se £ for matriz positiva definida, então a distância quadrática de Mahalanobis 

entre as médias m e \i2 das respectivas populações será (MARDIA, 1977, p. 495):

Na função de densidade de probabilidade, o expoente é uma constante e 

medida da distância quadrática de Mahalanobis, que tem distribuição Xp (MARDIA 

et al., 1982, p. 39).

Cada valor da distância quadrática de Mahalanobis representa um 

contorno, cuja forma e orientação são determinadas por £, e o tamanho é 

determinado por d2((x,,p2,E) (ANDERSON, 1958, p. 18). Quando |j. = 0 e £  = l, os 

contornos são circunferências para p = 2, superfícies esféricas para p = 3 e 

superfícies hiperesféricas para p > 4 . Analogamente, se £ * I  e não-singular, os 

contornos são elipses para p = 2, elipsóides para p = 3 e hiperelipsóides para p > 4.

O elipsóide tem centro no ponto cujas coordenadas são as do vetor x. As 

direções dos semi-eixos são determinadas pelos vetores próprios de E, e os 

comprimentos desses semi-eixos aj, pela equação

com o eixo xr Se p> 0  e o ^ ^ ,  0 será rc/4 e se p = 0 e o 1= c2, a equação é a 

de um círculo. O figura 4.9 mostra as elipses de mesma densidade para coeficientes 

de correlação distintos. A correlação zero implica independência entre as variáveis 

de distribuição normal bivariada (KOTZ et al., 2000, p. 255). Diz-se que as variáveis 

aleatórias x e y são variáveis aleatórias independentes quando o resultado de x não 

influencia o resultado de y.

E(x1) = p1, E(x2) = p2 e c o v( x 1) = c o v (x 2) = E. (4.80)

d2 (Pi. P2,2) = (n, -  p2)T £~1 (m -  \i2 ) . (4.81)

(4.82)

O eixo maior da elipse forma o ângulo

(4.83)
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FIGURA 4.9 -  CONTORNOS DE MESMA DENSIDADE DA DISTRIBUIÇÃO NORMAL BIVARIADA 
PARA COEFICIENTES DE CORRELAÇÃO DISTINTOS

FONTE: KOTZ et al.(2000, p. 256).

4.2.10.1 Distância quadrática de Mahalanobis amostrai

Na prática, as grandezas p e £ são desconhecidas e, por isso, essas 

grandezas precisam ser estimadas. O vetor médio amostrai x estima o vetor médio 

populacional p , e a matriz covariância amostrai S estima a matriz covariância

populacional £. A distância quadrática de Mahalanobis entre x, e x2, se exprime por:

d2(xl,x2,S) = (x1- x 2)TS'1(x1- x 2). (4.84)

Como S deve ser única e cada vetor aleatório possui sua correspondente 

matriz covariância, então uma única matriz, chamada matriz covariância comum, 

deve ser estimada pela expressão 

c _(n ,-1)S , + (n2-1)S2

n, + n2 -  2
(4.85)

em que n, e n2 são a quantidade de linha das respectivas matrizes de dados.

A fim de que se obtenha a definição dos limites de uma região de confiança 

para o vetor de coordenadas, a 4.75 é reescrita (KRAKIWSKY e THOMSON, 1978, 

p. 30; LEONHARD e NIEMEIER, 1980, p. 489; DUPRAZ e NIEMEIER, 1981, p. 388;

VANÍÓEK; KRAKIWSKY, 1986, p. 240) na forma



(x -  x)T K:1 (x -  x) = d2 (x,x,K*), (4 .8 6 )

na qual: x é o vetor estimado das coordenadas resultante de ajustamento pelo 

princípio do MMQ; x é o vetor dos valores admitidos como verdadeiros das 

coordenadas, e K-1 é a inversa ordinária da matriz covariância das coordenadas ajustadas.

O elipsóide de dimensão p é centrado em x e qualquer vetor testado que 

caia dentro do elipsóide é considerado compatível com x na probabilidade 

1 -a  (KRAKIWSKY e THOMSON, 1978, p. 30; KUANG, 1996, p. 152); isto permite

o cálculo de cf^x.x.K*) a partir dos vetores de coordenadas, substituindo x por

outro vetor do qual se quer obter a estatística.

A estatística d2 (p^.p^E) = 1, isto é, ^  = 1, representa, para:

a) p = 1, um intervalo unidimensional [xs -ôj.X; +ô,] (SURACE, 1995, p.

185); a probabilidade que o valor estimado esteja contido nesse intervalo 

é cerca de 68,3%;

b) p = 2 , uma elipse de erros de semi-eixos a, = ^  e a2 = 

sendo \  >X2 (MIKHAIL e GRACIE, 1981, p. 224-227). A interpretação 

comum da elipse de erros, na hipótese da distribuição normal dos erros, 

é que ela delimita a porção do plano que com a probabilidade de 

aproximadamente 39,4% contém a posição admitida como verdadeira do 

ponto em relação ao ponto considerado livre de erro na rede geodésica 

(SURACE, 1995, p. 185), isto é, se d2 (p1,p2,E) = 1, a probabilidade que 

um ponto caia dentro do contorno da elipse é a mesma probabilidade 

(1  -  a) da estatística x2.̂_a < 1 ;

c) p = 3, o elipsóide de erros de semi-eixos a1 = , a2 = Jk2 e a3 = Jkz

sendo ^ > > 4  >2̂  ; a probabilidade que a posição espacial admitida como

verdadeira de um ponto esteja no interior do elipsóide é de 

aproximadamente 19,9%;

d) p > 4, os hiperelipsóides de erros.
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A estatística d2 (p-pp^E) *  1, isto é, ^  *  1, representa, para:

a) p = 1, uma família de intervalos unidimensionais; para cada valor de

d2(|x1,p2,E) calcula-se a probabilidade que o valor estimado se situe

dentro do intervalo, ou calcula-se o intervalo para uma dada 

probabilidade;

b) p = 2, uma família de elipses com a mesma orientação da elipse dos 

erros; para cada valor de d2(p.,,p2,E) calcula-se a probabilidade

jc 2 < X2, vá} - 1 -  a Q116 as coordenadas se situem dentro da elipse ou

calcula-se os semi-eixos af, ie{1,2}, da elipse que contenha as 

coordenadas:

a^ - ^ E , d  , P 2 ’ 0  0 2 — ^ 2 d  ( p i  1M-2 ’ ’

c) p = 3, uma família de elipsóides cujo tratamento é análogo ao tratamento 

da família de elipses;

d) p > 4 , uma família de hiperelipsóides cuja importância se destaca no 

estudo da análise de componentes principais.

4.2.11 Análise de Componentes Principais

O estudo das componentes principais foi introduzido por Karl Pearson em 

1901 para o caso de variáveis não-estocásticas; posteriormente, em 1933, Hotelling 

generalizou o estudo para o caso de variáveis estocásticas (PRESS, 1982, p. 306- 

307). Componentes principais são combinações lineares de variáveis aleatórias e 

têm propriedades especiais em termos de variância (ANDERSON, 1958, p. 272).

Do conjunto de p variáveis originais: xv x2, ..., x,, ..., xp , geralmente

correlacionadas entre si, é obtido por combinação linear normalizada (a soma dos 

quadrados dos coeficientes é 1) o novo conjunto de p variáveis: 

yv y2, ..., Yi, ..., yp cuja propriedade é serem não-correlacionadas entre si,

chamadas componentes principais.
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Seja o vetor aleatório p variado xT=[x., x2 ... x* ... xp]  com vetor 

médio E(x) = p. e a matriz covariância

( x - p ) ( x - p ) T =Z. (4.87)

A variância e a covariância da combinação linear y ^m ^x  (ANDERSON, 

1963, p. 122-123) em que é o i-ésimo vetor próprio normalizado de E são, 

respectivamente,

var(Yi) = E{[m>  ~ E(m> ) ]  } = E{ [m  ̂(x - p ) ] 2

= E { m ^ (x - p ) ( x - p ) TmiJ = m^Emi = (4.88)

cov(yi,yj ) = E| m^x-E^m^x) m [x -E (m [x ) | = m^Em, = 0. (4.89)

A i-ésima combinação linear normalizada por = 1 que tem variância 

dada pelo valor próprio máximo \  de E é chamada de i-ésima componente 

principal do vetor aleatório x.

Nas componentes principais, os vetores próprios normalizados rrij (também 

denominado de versores m,) da matriz covariância do vetor de variáveis são os 

pesos associados com um vetor de variáveis correlacionadas e os valores próprios 

da matriz covariância do vetor de variáveis são as variâncias das componentes 

principais. Os vetores próprios correspondentes a diferentes valores próprios são 

linearmente independentes (BRONSON, 1993, p. 80). Se uma matriz A = fa==1 tem
L 'JJnxn

n valores próprios distintos, então existe um conjunto linearmente independente de n 

vetores próprios (os vetores próprios são linearmente independentes se, e somente 

se, não têm a mesma direção e sentido ou mesma direção e sentidos opostos), um 

associado com cada valor próprio, e qualquer vetor próprio de A é um múltiplo de 

um destes n vetores próprios (NOBLE e DANIEL, 1986, p.83, 216). A é simétrica e 

real se, e somente se, A tem um conjunto linearmente independente de n vetores 

próprios que podem ser escolhidos de maneira a formar um conjunto ortonormal

(op. cit. p. 249), isto é, X; *  Xj => m, _L n ij, ou seja = 0.

As componentes principais são obtidas em ordem decrescente de 

importância: a 1a componente principal y, é a combinação linear normalizada com
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variância máxima À, = A.máx; a 2a componente principal y2 é a combinação linear

normalizada com variância menor i 2 e assim são obtidas as sucessivas

componentes principais até a p-ésima componente principal yp que é aquela

combinação linear normalizada com variância mínima À.p = Xmín . Estes \  são os

valores próprios da matriz covariância. As componentes principais não pressupõem 

o conhecimento da distribuição de probabilidades da população.

Os objetivos do método das componentes principais são:

a) geração de novas variáveis não-correlacionadas, chamadas 

componentes principais y, que podem expressar a informação contida no 

conjunto de variáveis originais, geralmente correlacionadas (E. PLA, 

1986, p. 15);

b) redução do número de variáveis a serem tratadas através da eliminação 

de combinações lineares que contêm poucas informações (variâncias de 

magnitudes pequenas);

c) detecção e identificação de outliers (HAWKINS, 1974; JACKSON e 

MUDHOLKAR, 1979; CROSILLA, 1986; MARQUES, 1994); i.e., 

identificação de observação que aparecem inconsistentes com o resto 

dos dados (CHATFIELD e COLLINS, 1980, p. 36);

d) fornecer elementos que possibilitem compor modelos de análise da 

sensibilidade de rede geodésica (NIEMEIER e HOLLMANN, 1984; 

NIEMEIER, 1985a, p. 175-178; 1985b, p. 555-557; LEONHARD e 

NIEMEIER, 1980, p. 490-491; ZHANG e LI, 1990, p. 249) e que 

permitem descrever a acurácia de vizinhança (BOLJEN, 1991, p.560);

e) obter elementos de otimização para as redes de detecção de 

movimentos da crosta terrestre (CROSILLA e MARCHESINI, 1983);

f) análise de dados geológicos (DAVIS, 1973; ANDRIOTTI, 1997).

As componentes principais resultam da transformação linear (MARDIA et al., 

1982, p. 214):

x ^ y  = MT(x -p ) ,  (4.90)

Na 4.90, M é da forma da 3.85, em que as colunas são os vetores próprios 

normalizados m* da matriz covariância £ e de acordo com a 3.95,



MT2M = A = diag(Ài). (4.91)

Na decomposição espectral de 2, os p valores próprios são ordenados 

segundo disposição

X, >X2 > . . . > \  > . . \ >0, (4.92)

e associados com os respectivos valores próprios   ,mp. Por isso, diz-

se que 2 tem pares (vetor próprio, valor próprio) que são denotados pelos símbolos

(m1,A.1),(m2,À.2),...,(mi,A,i),...,(mp,A.p). (4.93)

4.2.11.1 Componentes Principais Populacionais
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Algebricamente, as componentes principais são combinações lineares de p 

variáveis aleatórias: x1,x2,...,xi,...,xpcomo eixos coordenados (JOHNSON e

WICHERN, 1998, p. 459). Seja XT = [x 1 x2 ... x, ... xp]  o vetor aleatório 

de dimensão p com vetor de médias p e a matriz covariância 2 com vetores 

próprios e valores próprios segundo a 4.93. Sejam as combinações lineares:

yi
T= o,x x"cJII + C2iX2 + •• + Ciixi + •• +

C P1X P

y2
T= c2x

.
.

.
 

|| O 
.. . 

ro + c22x2 + •• + ci2xi + •• + Cp2Xp

y = cjx aII 
••

+ c2ix2 + •• + CüXi + •• + cpixp

Vp = < x ~ cipxi + c2px2 + •• + C|pxi + •• + cppxp

que são representadas na forma matricial 

y = c Tx, 

em que

yT=[yi y2 ••• y ••• yP];

xT = [x , x, ... *  ... Xp];

(4.94)

(4.95)

(4.96)

(4.97)
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I
JP c 12 .  c ,  . • c 1p‘

C21 c 22 • c 2i . o.CM 
. .

O

Cm c j2 • • • c íp

I' ' 
" 

O T3 CP2 • • CPÍ • lQ.Q.
O

(4.98)

com:

cov(yIy ) = var(yi) = qr2ci, i e {1, 2, p}; (4.99)

cov(y,yk) = c|rSck, i,k e{1, 2, ..., p}. (4.100)

Para cada equação na 4.94 há um fator de escala arbitrário. A alteração da 

solução para a solução normalizada depende da condição: a soma dos quadrados 

das componentes do vetor c que compõe a matriz C seja igual a 1.

A j-ésima componente principal normalizada é escrita:

Vj = Cj x = + c2jx2 + • • • + CyXj + • • • + cpjXp,

com

(4.101)

(4.102)T 2 *
= 1-

j=1

Na análise de componentes principais, Cj é substituído pelo vetor próprio 

normalizado (versor) nrij de M, de modo que obedeça às propriedades 3.83 e 3.84.

4.2.11.1.1 Propriedades

As componentes principais y apresentam as seguintes propriedades 

(MORRISON, 1976, p. 266-299; MARDIA et al., 1982, p. 215; JOHNSON e 

WICHERN, 1998, p. 460-461). Seja £ a matriz covariância do vetor aleatório

multivariado, composto de p componentes x T = [x 1 x2 ... x{ ... xp]e  pares

(vetor próprio, valor próprio) segundo a 4.93. Então:

a) a j-ésima componente principal é dada por:

y. =m [x = m1jx1+m2jx2+--- + mijxi +--- + mpjxp, je  {1,2,...,p}; (4.103)

b) as p componentes principais são dadas pela expressão matricial

y = Mtx; (4.104)



c) E(yj) = m [E(x) = m[p; (4.105)

d) var(yj) = Àj, j e {1,2,....p}; (4.106)

var(y1)>  var(y2)>--->  var(yj)>---> var(yp). (4.107)

> Prova: seja c um vetor não-nulo, a maximização da forma quadrática é 

escrita

max-^-^- = Àmáx = Xv com cT=m1, (4.108)
c*° c  c

e a normalização dos vetores próprios

cTc = m[m = 1; (4.109)

então,

T T -r.c 2c -v m1 im . t / \
max Y = \  = ~~̂ r— L = m12m1 = var(y.); (4.110)
c*° c c m1m1

Similarmente, com c l m 1,m2,...,mk

máx Ç M  = X̂ +V k e {1, 2, ..., p-1}, (4.111)
cXm, .mj n\ c ' q

c = mk+1, com m^nii = 0, i 6 )1 ,2  kj, k€ {1, 2, ..., p-1}, (4.112)

= m;+12mk+1=var(yk+1);< (4.113)
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mLi^mk+1

m k+im k+1

e) c o v ^ .y ^ O ,  i * j ;  (4.114)

i> prova: se m, l m k,o produto interno é nulo; assim, 

mirmk = 0 => cov(yj,yk) = 0, (4.115)

pois

2mk -  \ mk. (4.116)

pré-multiplicando a 4.116 por m^, resulta:

m}2mk = m ^m ,, = = 0, Vi *  k; (4.117)

portanto,

m-2mk = cov(yj,yk) = 0;< (4.118)



f) traço da matriz covariância £ é igual ao traço da matriz espectral A 

t r ( £ )  = Z v a r ( x i )  =  G i2 +<4+--  + o2p = tr(A) = ]Tvar(yi) = £1+£2+--- + £p
i=i i=i

(4.119)

> prova: a decomposição espectral de £, de acordo com a 3.91, é

p

r
i=1

aplicando a propriedade 3.166 para o traço de produto matricial, vem 

tr (£) = tr (MAMT) = tr ( AMt m) -  tr (Al) = tr (A) = \  + X2 + • • • + £p; (4.121)

logo,

CTi1+CT22+ -  + app = X var(xi) = tr (£) = tr (A) = Z var(yi)- < (4.122)

124

£ +  £2m2mJ + • • • + £pmpmJ = pMp pAp pWlJ; (4.120)

p 

£
Í=1 i=1

P

n
i=1

h) coeficiente de correlação entre a j-ésima componente principal yj e a i-

9) n v a r (y j) = det(£); (4.123)

ésima variável original x, é dado por:

A (4-124)

> prova:

cov(xi,yj )
y x (4.125)

var(yj )var(xi) ’ 

seja o vetor unitário

< = [ 0  - 0 1 0  -  0], (4.126)

no qual o i-ésimo elemento representa o número 1; este vetor permite a 

representação de um elemento X; do vetor x pela expressão

x, = c j x; (4.127)

o numerador da 4.125 pela substituição da 4.127 e 4.103, fica expresso 
por

cov (xj .y-j) = cov (cjTx, m jx) ; (4.128)

aplicando a propriedade 4.58 e depois a 4.116, vem

covfxj.yj) = c o v ^ x .m jx )  = c^rrij = c ^ n ij = Xp^-, (4.129)
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portanto,

_ m ijA/ÃJ"
Py,x, G:

(4 .130)

i) a proporção da variância total explicada devido a j-ésima componente 

principal populacional é dada por:

(4.131)
^  + À,2 h 1- À.p tr (Z)

j) as variáveis originais podem ser expressas pelas componentes 

principais (KENDALL et al., 1983, p. 326-327): 

x i =  H l  y, +  rr|2 y2 + ' "  +  yp : (4 .1 3 2 )

I) as p componentes do vetor px, são obtidas pela expressão matricial 

Pxi = pMppYr (4.133)

4.2.11.2 Componentes principais obtidas de variáveis aleatórias normais multivariadas

Seja o vetor aleatório x T = [x 1 x2 ... Xj com distribuição

Np(p,E). Sabe-se que a densidade de x é constante no elipsóide (JOHNSON e 

WICHERN, 1998, p. 464)

( x - p ) V 1(x — p) = c2, (4.134)

centrado em p, cujo comprimento do i-ésimo semi-eixo é calculado pela expressão

la ^ r r ç ^ c X  ie{1, 2, ..., p}. (4.135)

Efetuando a decomposição espectral de E~1, pode-se reescrever a equação 

do elipsóide utilizando as componentes principais y.

>2p~1 =  p ^ p A p '1pn í  m 2 -  m p]
0

A,

0 0 ---

0

0

_1_

[m, m, m „
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m 11 m 2 1  • m p1

i

0 •

J _
À . 2

O

i

" m , i m 21  • •• m p1

m i 2 m 2 2  ' • m p 2
0 • 0 m 1 2

m 2 2  • '  m P 2

m i p m 2 p  • • m p p _

0 0 •

.  0 

1

V
m i P m 2 p  • • m p p

1 T 1 T 1 T 1 T

=  L x ™ i í T l i  = — m i m i + ~ m 2 m 2 +  + — m p m p . (4.136)
•2 " p

Introduzindo os termos da decomposição 4.136 na expressão 4.134

c2=(x-p)T 1 T 1 T 1 T— nvn, + — + ... + TLmpmp (x-n), (4.137)

c2=-^-(x -  p)T m,m[ (x -  p) + y - ( x  -  p)T m2m2 (x -  p) + • • •+y - (x  -  n)T rr^mj (x -  p);

mas

xTm| = m^x = y

(4.138)

(4.139)

é a i-ésima componente principal. Substituindo, agora, a 4.139 na 4.138, obtém-se a 

expressão do elipsóide de confiança por componentes principais y:

2 1 2 1 2 1 2 ^  Yj
0 = T-y>+ — y*+ " ' + — yp= £ - r -i=1

(4.140)
A-1 ' v2 * “p

A 4.140 define um elipsóide de confiança de dimensão p ou hiperelipsóide 

(desde que os valores próprios sejam positivos) em um sistema de coordenadas 

com eixos y1,y2,...,yi,...,yp situados nas direções de m1,m2,...,mi,...,mp,

respectivamente. Se k, é o maior valor próprio, então o eixo maior situa-se na 

direção de m,; os outros eixos menores situam-se nas direções definidas por 

m2,...,mi,...,mp.

Um valor próprio nulo mostra que há uma combinação linear entre as 

variáveis originais e o número de valores próprios não-nulos fornece a dimensão do 

espaço no qual estão as observações (BOUROCHE e SAPORTA, 1982, p. 42). Na 

prática é possível ter situações nas quais um ou mais valores próprios são nulos em 

decorrência de uma ou mais das variáveis originais terem combinações lineares 

entre si (JACKSON e MUDHOLKAR, 1979, p. 348), motivo pelo qual resulta 2



singular. Neste caso, a inversa de 2 é a inversa de Moore-Penrose ou pseudo- 

inversa, simbolizada por E+.

4.2.11.3 Componentes principais populacionais obtidas de variáveis aleatórias 
padronizadas

Seja R a matriz correlação associada ao vetor de variáveis padronizadas 

zT = [z 1 z2 ... Zj ... zp] ; R tem pares (vetor próprio, valor próprio) segundo a

forma 4.93. Verificam-se as seguintes propriedades (JOHNSON e WICHERN, 1998, 

p. 466-467):

a) a j-ésima componente principal é dada por

g) coeficiente de correlação entre a j-ésima componente principal y. e a i- 

ésima variável padronizada z( é dado por

f) a proporção da variância total explicada devido a j-ésima componente 

principal é dada por

Y =m[z = m1jz1+m2jz2 + --- + mpjzp, j e {1, 2, ..., p};

b) var(y). =A.j, je{1, 2, ..., p};

c) var(y,) > var(y2) > ••• > var(yp) > 0;

d) cov(y,yj) = 0, i * j ; (4.144)

(4.143)

(4.141)

(4.142)

e) traço da matriz correlação R é igual ao traço da matriz espectral A

p p

tr (R) = £ var (z,) = + x 2 + • ■ ■■ + =  tr (A) = £  var (y.) + Xz +... + = p;
i=1 Í=1

(4.145)

p

f) fJ v a r(y i) = det(R); (4.146)
i=1

(4.147)



4.2.11.4 Componentes principais amostrais
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Os resultados desenvolvidos são válidos se o vetor de médias p e a matriz 

covariância 2 forem conhecidos. Nas ciências experimentais geralmente estas 

grandezas são desconhecidas, necessitando que sejam estimadas a partir de uma

amostra multivariada X = [x^] , chamada matriz de dados, na qual n e p são,

respectivamente, o número de observações e o número de variáveis. As estatísticas 

empregadas para as estimações de p e de 2 são, respectivamente, a 4.61 e a 4.62.

4.2.11.4.1 Propriedades

Seja S = [ ^ ] pp a matriz covariância amostrai associada ao vetor aleatório p

variado x T = [ x 1 x2 ... ... xp . Na decomposição espectral de S, os p

valores próprios são ordenados segundo disposição

i 1> Í 2> . . . > i l > . . . Íp> 0, (4.149)

e associados com os respectivos valores próprios  mp. Por isso, diz-

se que S tem pares (vetor próprio, valor próprio) que são denotados pelos símbolos

(4.150)

As seguintes propriedades são válidas.

a) a j-ésima componente principal é dada por:

yí = m [(x -x )  = rfi1Jx1+m2jx2+---mpjxp, je {1 ,2 ....... p}; (4.151)

b) var(yj) = Â,i, je {1 ,2 .....p}; (4.152)

c) var(y1)> va r(y2)> --->var(yp)>0; (4.153)

d) cov(y„yJ) = 0, i * j ;  (4.154)

e) traço da matriz covariância S é igual ao traço da matriz espectral Â e o

determinante é o

tr(s ) = Z var(Xi) = di +v2+ -  + à2p = tr(pÂp) = £var(y.)=X1+Â,2+--- + í p;
i=1 i=1

(4.155)



p

f) f |v a r ( y i) = det(S); (4.156)
i=i

f) coeficiente de correlação entre a j-ésima componente principal y  e a i- 

ésima variável original x: é dado por:

-  &
(4-157)

g) a proporção da variância total explicada devido a j-ésima componente 

principal amostrai é dada por:

i ,  L
J -  1 (4.158)

129

^  + Â,2 + • • • + Â,p tr (S)

4.2.11.4.2 Interpretação geométrica das componentes principais amostrais

Supondo que a distribuição de X = [x jj] é aproximadamente Np(|j.,5:), 

então as componentes principais amostrais y = m [ ( x - x )  são realizações das 

componentes principais y =mjr(x -p )  as quais têm distribuição Np(0,A). A partir 

de valores amostrais xi , pode-se aproximar p por x e S por S. Se S for matriz 

positiva definida, o contorno consistindo de todos os vetores x = [x ^ x1 satisfazendo

( x - x ) TS"1( x - x )  = c2, (4.159)

estimará o contorno de densidade constante

(x -p )T2T1(x -p )  = c2. (4.160)

A interpretação geométrica das componentes principais amostrais fica 

mostrada pela figura 4.10 para o caso bivariado. A 1a componente principal amostrai 

situa-se ao longo do eixo da elipse na direção da variância amostrai máxima; a 2a 

componente principal amostrai situa-se ao longo do eixo da elipse na direção da 

variância amostrai mínima. Os contornos circulares indicam que a variação amostrai 

é homogênea em todas as direções.
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F IG U R A 4.10 -C O M P O N E N T E S  PRINCIPAIS A M O S TR A IS  E ELIPSE D E  D ISTÂ N CIA  C O N S TA N TE

A fim de verificar se os p valores próprios são iguais entre si sob o nível de 

significância a,  aplica-se o teste da igualdade dos valores próprios, também 

chamado teste de esfericidade, em um subconjunto contendo o número de valores 

próprios consecutivos igual a b (JACKSON, 1991, p. 33-34, 86-87, 347):

H o • \ + i  =  \ + 2  =  ■ • ■ =  7k+b, (4.161)

k+b / « \
-  Z  In f^ j + bln

j=k+1 '  1 >

/  Ä \
k£ > ^  

j= k + l bv y
X (b -l)(b+2)/2 (4.162)

na qual v designa o número de graus de liberdade associado com a matriz 

covariância amostrai e y? tem (b-1)(b + 2)/2 graus de liberdade. Fixado o nível de

significância a, se a estatística calculada for maior que x<b-i)(b+2)/2 - rejeita-se a 

hipótese Hg.

Para o caso bivariado, o teste da igualdade dos valores próprios, sob a hipótese 

Hg : X , = Í 2, (4.163)

é dado por: 

r  (n -2 ) (x ,-k a)

81^2
(4.164)
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Na 4.164, F* é a estatística a ser testada: F*~F2n_2, i.e., a estatística

segue distribuição F central com o número de graus de liberdade no numerador igual 

a 2 e o número de graus de liberdade no denominador igual a n -  2.

4.2.11.5 Componentes principais amostrais obtidas de variáveis aleatórias normais 
padronizadas

Seja R a matriz correlação associada ao vetor de variáveis padronizadas 

zT = [z, z2 ... Zj ... zp] ;  R tem pares (vetor próprio, valor próprio) segundo a

forma 4.150. Verificam-se as seguintes propriedades (JOHNSON e WICHERN, 

1998, p. 481-483):

a) a j-ésima componente principal é dada por

g) coeficiente de correlação entre a j-ésima componente principal y i e a i-  

ésima variável padronizada z, é dado por

h) a proporção da variância total explicada devido a j-ésima componente 

principal é dada por

9j =m jz = m1jz1+m2jz2+--- + mpjzp, je  {1, 2, ..., p};

b) v a r ( y ) .  = Â.j, je{1 , 2, ..., p};

c ) v a r ( y , ) > v a r ( y 2) >••• > v a r ( y p) > 0 ;

d) c o v ( y , y j )  = 0, i^ j;

(4.165)

(4.166)

(4.167)

(4.168)

e) traço da matriz correlação R é igual ao traço da matriz espectral A

P P

tr(R) = J v ar(£) = Â.1 + À2+... + Xp=tr(Â) = X var(yj)=Xi+ À2+... + Àp=p:

(4.169)

f) (4.170)

(4.171)

P
(4.172)
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A obtenção, o registro, a representação e a utilização do ente topográfico -  

objeto de mensuração -  em relação a informações temáticas que estejam na STF, 

sob a STF ou acima da STF exigem como sistema de ordenação um sistema de 

referência geodésico. A realização de tal sistema exige pontos demarcados cujas 

coordenadas são determinadas por medições geodésicas e representadas em um 

sistema de coordenadas definido matematicamente.

Na utilização de coordenadas de pontos fixos surge a questão de qual 

sistema de referência se trata, de modo que não fica distinguido entre a definição, a 

realização e a representação dos pontos do sistema de referência em um sistema 

de coordenadas matemático.

Em dependência do objetivo, sistemas de referência definidos distintamente 

e sistemas de coordenadas matemáticos podem ser empregados. Na Geodésia são 

empregadas as coordenadas elipsóidicas, cujo sistema se fundamenta no elipsóide 

de revolução -  superfície de referência matemática -  que se aproxima à forma 

natural da Terra que é o Geóide.

No Brasil, o sistema oficial deste tipo é o Sistema Geodésico Brasileiro 

(SGB) que foi realizado pela implantação de um conjunto de pontos demarcados, 

denominado rede geodésica, ao longo do território brasileiro e utiliza o elipsóide 

SAD-69 definido em 1969 para o Sistema Sul-Americano. O SAD-69 é caracterizado 

pelos parâmetros geométricos: o semi-eixo maior a = 6 378160m, o achatamento 

f = 1/298,25 e pela orientação topocêntrica em relação à Terra no datum Chuá, 

cujas coordenadas elipsóidicas são cp = -19°45'41,652 7" e X = -48°06’04,063 9" 

e cuja ondulação geoidal AN foi arbitrada nula (FISHER, 1973, p. 6)

Em virtude de à época de sua realização os métodos utilizados não 

permitirem a obtenção de acurácia em coordenada como a que é obtida pelo GPS 

(Global Positioning System), o SGB tem sido aprimorado mediante a introdução de 

estações da Rede Brasileira de Monitoramento Contínuo (RBMC). Para este fim é 

empregado o GPS cujo sistema de referência geodésico é o WGS-84 (World 

Geodetic System of 1984) que adota o elipsóide de parâmetros geométricos 

a = 6 378137m e achatamento f = 1/298,257 223 563.

5 FUNDAMENTOS DA GEODÉSIA



O sistema de coordenadas WGS-84 apresenta as características (NIMA8, 

apud HOOIJBERG, 1997, p. 46):

a) a origem é o centro de massa da Terra;

b) o eixo z é a direção do Pólo Terrestre Convencional (CTP), segundo a 

definição do Bureau International de l’Heure (BIH) para a época 1984,0, 

tendo por base as coordenadas de estações BIH;

c) o eixo x é a intersecção do plano meridiano de referência do WGS-84 e 

o plano do equador do CTP, sendo este meridiano o meridiano de 

origem definido pelo BIH para a época 1984,0, tendo por base as 

coordenadas de estações BIH;

d) o eixo y, definido no plano do equador CTP e formando um ângulo 7t/2a 

leste do eixo x, completa o sistema de coordenadas ortogonal, fixo, 

centrado na Terra e dextrogiro.

Cada vez mais é efetivada a passagem para a utilização dos sistemas 

geodésicos de orientação geocêntrica. A RBMC constitui uma parte das estações 

que realizam o Sistema de Referência Geocêntrico da América do Sul (SIRGAS). 

Como estes sistemas são definidos matematicamente, parâmetros que transformam 

as coordenadas de pontos referidas a um sistema para as referidas ao outro 

sistema precisam ser calculadas, e.g., os parâmetros que transformam as 

coordenadas referidas ao SIRGAS para as referidas ao SAD-69.

Nesta seção são apresentados os conceitos fundamentais do modelo 

geométrico da Geodésia, mediante os quais as estremas de lfs podem ser 

caracterizadas. Inicialmente são descritos os parâmetros geométricos do elipsóide 

de revolução; depois, os sistemas de coordenadas e suas transformações, incluindo 

no Apêndice 3 a dedução das fórmulas completas de Molodenskii, mediante as 

quais as coordenadas de lfs que não estejam refenciadas ao SGB possam ser 

transformadas com os parâmetros oficiais do IBGE, e finalmente o procedimento de 

cálculo de superfície de polígono elipsóidico como um dos modelos que trazem o 

aprimoramento à parcela terrestre como prédio.
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5.1 PARÂMETROS GEOMÉTRICOS DO ELIPSÓIDE DE REVOLUÇÃO

O giro de uma elipse em torno do seu eixo menor resulta um elipsóide 

achatado. O semi-eixo maior que é denotado pelo símbolo a e o semi-eixo menor que 

é denotado pelo símbolo b definem o tamanho e a forma do elipsóide de revolução, os 

quais ficam ilustrados pela elipse meridiana da figura 5.1, em que o eixo q contém a 

intersecção do plano meridiano com o plano do equador. Uma série de outras 

grandezas características são dependentes dos parâmetros a e b, das quais as mais 

importantes são definidas na seqüência e as demais encontram-se no Apêndice 1.

FIGURA 5.1 -  ELIPSE MERIDIANA DO ELIPSÓIDE DE REVOLUÇÃO

Dá-se o nome de excentricidade linear, denotada pelo símbolo E, ao 

comprimento do segmento de reta que liga o centro do elipsóide e o foco da elipse, 

i.e., metade da distância focal:

E = Va2- b 2. (5.1)

Com a excentricidade linear E, são definidas a 1a e a 2a excentricidades 

numéricas, respectivamente, pelas expressões:



Das 5.1 e 5.2, obtém-se a relação entre o semi-eixo menor b, o semi-eixo a 

e a 1a excentricidade numérica e dada por:

b2=a2( l - e 2). (5.4)

Dá-se o nome de achatamento, denotado pelo símbolo f, à razão da 

diferença entre o semi-eixo maior e o semi-eixo menor pelo semi-eixo maior:

f = ^ .  (5.5)
a

O achatamento situa-se no intervalo 0 < f < 1. Quanto mais o comprimento 

do semi-eixo menor se aproxima do comprimento do semi-eixo maior, mais o 

achatamento se aproxima de zero, e por conseguinte, mais o elipsóide se aproxima 

da esfera de raio dado pelo semi-eixo maior, i.e.,

| j m a j i b = 0  ( 5 6 )

b-»a a

Dá-se o nome de relação de comprimento, denotada pelo símbolo n, à razão 

definida por:

(5.7)
a + b

Dá-se o nome de raio de curvatura polar, denotado pelo símbolo c, à 

quantidade definida por:

c = f  (5.8)

As quantidades e,e',f,n são utilizadas, nos desenvolvimentos de séries que 

descrevem a geometria do elipsóide. Essas quantidades situam-se no 

intervalo [0; 1], o que permitem a convergência numérica rápida e poucos termos

tomam a solução satisfatória.

O raio de curvatura da seção transversal, denotado pelo símbolo N, e o raio 

de curvatura da seção meridiana, denotado pelo símbolo M, são expressos em 

função do semi-eixo maior, da 1a excentricidade numérica e da coordenada latitude 

geográfica elipsóidica, denotada pelo símbolo (p; o raio do paralelo, denotado pelo 

símbolo r, e a coordenada longitude geográfica elipsóidica, denotada pelo símbolo 

X, são quantidade auxiliares do desenvolvimento.
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A equação do elipsóide de revolução no sistema de coordenadas 

cartesianas tridimensionais é

2 / . . \2 / \2

f  ' +
+ = 1 .

Introduzindo a equações na forma paramétrica:

x = rcosÀ,, 
y = rsinX,

(5.9)

(5.10)
(5.11)

em que r é o raio do paralelo, i.e., r2= x2+y2, e X é a longitude geográfica

- l  + f ^ l  =1.

elipsóidica, a 5.9 é reescrita como

2 ,^ 2

a J

que é a equação da elipse meridiana. 

Da 5.12 retira-se

(5.12)

z2=b2 1-

2 A
2

a j
(5.13)

que derivando em relação a variável r, resulta

dz
dp

.É .L
a2 z ‘ 
Mas

dz . f  ti \  . coscp—  = tan -^ + (p = — cotcp = — r—  
dp v2 J sincp

então,

J2

a' z
b r _ cos(p 
2 7 sincp '

(5.14)

(5.15)

(5.16)

Elevando ambos os membros da 5.16 ao quadrado, obtém-se: 

b4r2sin2cp-a4z2cos2(p = 0. (5.17)

Substituindo a 5.13 na 5.17, após as simplificações, resulta a expressão de 

r, em função de ambos os semi-eixos e da latitude geográfica elipsóidica, dada por:

a coscp

-yb̂  sin2 cp + a2 cos2 cp
(5.18)



Ainda a 5.18 pode ser simplificada pela substituição da 5.4, resultando a 

expressão de r em função do semi-eixo maior, da 1a excentricidade e da latitude:

a cos (d ._
r = — jF = = = = . 5.19)L 2 ■ 2 y 1 -e  sin cp

Da figura 5.1, retira-se a relação

N = — -— , (5.20)
coscp ’

na qual substituída a 5.19, resulta a expressão do raio de curvatura da seção 

transversal:

N = . - = -= r. (5.21)L 2 ■ 2 y1 -e  sin cp

O segmento de reta da normal compreendido entre o ponto P da elipse 

meridiana e o semi-eixo maior, denotado pelo símbolo N ', cuja expressão obtida da 

figura 5.1 é escrita:

N' = — . (5.22)
sincp
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Da 5.16, 5.4 e 5.20, obtém-se:

z = 4 ^  = (1 -  e2)r -5 !2 2 . = (1 -e^Nsincp. (5.23)
a2 coscp v / coscp \ )

Substituindo a 5.23 na 5.22 resulta a relação entre N' e N expressa por:

N' = ( l - e 2)N. (5.24)

A obtenção do raio de curvatura da seção meridiana M é conseguida

fazendo R = M na 3. 266 e a substituição da 1a e 2a derivadas. Da 5.13 obtém-se

z = — Va2 - r 2 (5.25)
a

e sua segunda derivada em relação a r

4 ^  = — f=^ "  (5.26)dr ~

Substituindo a 5.25 na 5.14, esta é reescrita como 

dz b r (5.27)
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Substituindo a 5.26 e 5.27 na 3.266, após as simplificações, obtém-se

(5.28)

Para e = 0, i.e., a esfera, ter-se-ão as igualdades

N = M = a. (5.29)

Com M e r, o elemento de arco infinitesimal ds é expresso por

|ds| = ^(Mdcp)2 + (rdX)2, (5.30)

em que Mdcp é o elemento de arco infinitesimal do meridiano e rdA.é o do paralelo.

A figura 5.1 ilustra, ainda, os conceitos de latitude reduzida p e de latitude 

geocêntrica y. A primeira é dada pelo ângulo p formado pelo segmento de reta OP 

e o eixo q ; a segunda é dada pelo ângulo y formado pelo segmento de reta OP'e o 

eixo q

Igualando a 5.31 e a 5.32, obtém-se a expressão que relaciona a latitude 

geográfica elipsóidica tp ea latitude reduzida p

(5.31)

tany = — tanp = V l-e 2 tanp = (1-f)tanp
3

(5.32)

(5.33)

Logo:

(5.34)
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A posição de um ponto definida geodesicamente se constitui na realidade 

física como pontos do espaço euclidiano de três dimensões da realidade abstrata da 

Matemática, i.e., cada ponto é caracterizado pelo terno composto pelas coordenadas 

geográficas astronômicas (O.A)e altitude ortométrica H, ou pela tríade de

coordenadas cartesianas (x,y,z), ou ainda pelo terno composto pelas coordenadas

geográficas elipsóidicas (<p, I )  e altitude elipsóidica h. As tríades (<t>,A,H) e (cp,À,,h)

são chamadas coordenadas naturais e coordenadas elipsóidicas, respectivamente.

O conceito posição designa ponto do espaço de três dimensões se qualquer 

uma destas tríades for empregada, ou então, designa ponto da superfície de 

referência se qualquer um dos pares (O , A )  ou (cp.X.) for empregado.

A fim de descrever um ponto da realidade física e de estabelecer a relação 

geométrica entre os pontos distintos, os sistemas de coordenadas geodésicas são 

empregados. Os sistemas de coordenadas geodésicas são uma família de sistemas, 

da qual o sistema de coordenadas naturais e o sistema de coordenadas geográficas 

elipsóidicas são membros.

Para as medições geodésicas terrestres são de significação dois grupos de 

sistemas de coordenadas (DIN, 1995, p. 16-31): sistemas de coordenadas naturais 

e sistemas de coordenadas elipsóidicas. O primeiro compreende os sistemas 

definidos no espaço gravitacional terrestre, e o segundo compreende os sistemas 

definidos no espaço geométrico que utilizam o elipsóide de revolução. O espaço 

gravitacional terrestre consiste no conjunto dos vetores de gravidade que, da forma 

Geometria Euclidiana, paralelamente ao vetor do topocentro ficam deslocados do 

geocentro, e o espaço geométrico consiste no conjunto dos vetores-posição que 

ligam o topocentro ao geocentro (GRAFAREND, 1981, 417-418).

Os sistemas de coordenadas naturais e os sistemas de coordenadas 

elipsóidicas possuem divisões consoante os quadros 5.1 e 5.2. Cada um dos 

sistemas cartesianos é caracterizado pelo terno ordenado de coordenadas e de 

versores i,j e k das direções dos eixos coordenados. Cada terno ordenado de 

coordenadas e os versores dos eixos coordenados são distinguidos por sinais 

sobrepostos.

5.3 SISTEMAS DE COORDENADAS
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QUADRO 5.1 -  SISTEMAS DE COORDENADAS NATURAIS E VERSORES DAS DIREÇÕES DOS 
EIXOS COORDENADOS

SUBDIVISÕES DO SISTEMA ABREVIATURA
NATUREZA GEOMÉTRICA 

DAS COORDENADAS VERSORES 
DOS EIXOSretilínea angular

Cartesianas Geocêntricas CG x’ ,y*,z* — i ,j ,k
Geográficas Astronômicas GA — O, A —

Cartesianas Astronômicas 
Topocêntricas

CAT ** ** ** 
x ,y ,z — .** .** ** 

i ,j ,k

Polares Astronômicas 
Topocêntricas

PAT d Aa,z —

QUADRO 5.2 -  SISTEMAS DE COORDENADAS ELIPSÓIDICAS E VERSORES DAS DIREÇÕES 
DOS EIXOS COORDENADOS

SUBDIVISÕES DO 
SISTEMA

ABREVIA
TURA

NATUREZA GEOMÉTRICA 
DAS COORDENADAS VERSORES 

DOS EIXOSretilínea angular geodésica 
do elipsóide

Cartesianas Elipsóidicas CE •  •  •
x ,y ,z — — .• •• i •

i ,j M
Geográficas Elipsóidicas GE h <p,A. — —

Cartesianas Elipsóidicas 
Topocêntricas

CET x ,y ,z ---- — i ,j M
Polares Elipsóidicas PE — Ag s —

Polares Elipsóidicas 
Topocêntricas PET d Ag-C — —

5.3.1 Sistema de Coordenadas Naturais

No sistema de coordenadas naturais se efetuam mensurações geodésicas, 

e.g., o Sistema de Coordenadas Polares Astronômicas Topocêntricas (PAT) em 

que os instrumentos são posicionados de modo que o seu eixo vertical se aproxime 

o mais possível da vertical do ponto de modo que a materialize.

5.3.1.1 Sistema de coordenadas cartesianas geocêntricas

O sistema coordenadas cartesianas geocêntricas (CG), também 

denominado sistema de coordenadas terrestres fundamentais, é caracterizado pelas 

propriedades seguintes (TORGE, 1985, p. 314-315; TORGE, 1991, p. 35-37; HECK, 

1995, p. 32-3; KLEIN, 1997, p.12; DIN, 1995, p. 16):

a) sistema cartesiano do espaço de três dimensões;
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b) global e fixo na Terra;

c) origem no ponto médio de massa G , definido fisicamente;

d) eixo z é coincidente com o eixo de rotação médio da Terra; o eixo de 

rotação médio é determinado pelas estações de observação do 

International Earth Rotation Service (IERS) desde 1988 em que o pólo 

norte definido fica designado como Conventional Terrestrial Pôle (CTP);

e) plano x*z* é escolhido de tal forma que seja paralelo ao plano meridiano 

médio de Greenwich\

f) o plano x’y* corresponde ao plano equatorial astronômico médio;

g) os eixos x \y \  ez*são entre si ortogonais e formam um sistema 

dextrogiro;

I) o vetor posição neste sistema pode ser denotado pelo símbolo:

Estes elementos característicos estão representados na figura 5.2. 

FIGURA 5.2 -  SISTEMA DE COORDENADAS CARTESIANAS GEOCÊNTRICAS

r0 = x y z (5.35)

0)

eixo de rotação 
médio da Terra

plano meridiano 
médio de 
Greenwich Y’

x ’

5.3.1.2 Sistema de coordenadas geográficas astronômicas

O sistema de coordenadas geográficas astronômicas (GA) destina-se à 

determinação, à fixação ou definição da direção vertical nos pontos (DIN, 1995, p. 17).
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As coordenadas definidas pelo sistema são a latitude geográfica 

astronômica O e a longitude geográfica astronômica A (figura 5.3).

As coordenadas de um ponto

P0 =(<*>. A) (5.36)
podem ser interpretadas como as coordenadas esféricas da direção da vertical após

o deslocamento paralelo dos eixos de coordenadas do CG para o ponto P0.

O sistema de coordenadas geográficas astronômicas é um dos mais 

importantes sistemas de coordenadas em Geodésia, pois é nele que a latitude 

geográfica astronômica O e a longitude geográfica astronômica A, denominadas 

coordenadas naturais, são medidas, as quais fixam a vertical no espaço.

FIGURA 5.3 -  SISTEMA DE COORDENADAS GEOGRÁFICAS ASTRONÔMICAS

FONTE: FIECK (1995, p. 33), adaptada e traduzida pelo autor.

O plano, que contém a vertical (direção do vetor intensidade da gravidade g) do 

ponto P0, situado na superfície física da Terra e é paralelo ao eixo z , conforme mostra 

a figura 5.3, denomina-se plano meridiano astronômico do ponto P0 (Heck, 1995, p. 32).

Na figura 5.4, o ângulo formado pela vertical e sua projeção no plano do 

equador (plano x*y ) é latitude geográfica astronômica O do ponto P0. Conta-se O
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positivamente do equador para o norte e, negativamente, do equador para o sul, de 

modo que o intervalo de variação é ~  < O < .

FIGURA 5.4 -  COORDENADAS GEOGRÁFICAS ASTRONÔMICAS COMO PARÂMETROS QUE 
FIXAM A VERTICAL NO ESPAÇO

z*

Combinando as figuras 5.4 e 5.3, o ângulo formado pela projeção da vertical 

do ponto P0 no plano do equador (plano x*y*) e a projeção da vertical de Greenwich

neste mesmo plano é a longitude geográfica astronômica A. Conta-se A, no plano 

do equador, desde a projeção da vertical de Greenwich, de duas formas: a primeira, 

positivamente para o leste no intervalo 0 < A < 2n ; e a segunda, positivamente para 

leste no intervalo 0 < A < n e negativamente para o oeste no intervalo 0 > A > - n .

5.3.1.3 Sistema de coordenadas cartesianas astronômicas topocêntricas

Junto do CG é de significação o sistema de coordenadas astronômicas 

topocêntricas, abreviada por CAT, porque as medidas geodésicas terrestres, como a 

distância entre dois pontos, o ângulo zenital e o azimute astronômico, ilustradas pela 

figura 5.5, a ele estão ligadas pela direção da vertical do ponto Po.



FIGURA 5.5 -  LIGAÇÃO ENTRE O SISTEMA DE COORDENADAS CARTESIANAS
GEOCÊNTRICAS E O SISTEMA DE COORDENADAS ASTRONÔMICAS 
TOPOCÊNTRICAS

O CAT é caracterizado pela seguintes propriedades (TORGE, 1980, p. 117;

PELZER, 1985b, p. 495; VANÍÕEKe KRAKIWSKY, 1986, p. 294; KLEIN, 1997, p. 13):

a) coordenadas cartesianas;

b) origem em um ponto P0 escolhido: o topocentro;

c) eixo z** coincide com a direção vertical e é positivo no sentido do zénite 

do topocentro;

d) eixo x" é perpendicular ao eixo z*\ está contido no plano do meridiano 

astronômico do ponto P0 e é positivo para o sentido do norte 

astronômico;

e) eixo y** é perpendicular aos eixos x* e z* e é contado positivamente 

para o leste astronômico;

f) terno astronômico local (x**,y**,z**j forma um sistema cartesiano 

levogiro;

g) o vetor posição neste sistema pode ser denotado pelo símbolo



5.3.1.4 Sistema de coordenadas polares astronômicas topocêntricas
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O sistema de coordenadas polares astronômicas topocêntricas (PAT), 

definido em associação com o CAT, é caracterizado pelas coordenadas polares 

obtidas no topocentro P0 após a materialização da vertical pelo instrumento de

mensuração: a distância d, o azimute astronômico Aa e o ângulo zenital z, conforme

ilustra a figura 5.6. A posição de um ponto qualquer F?, e.g. P,, em relação à origem

(ponto P0) pode ser descrita com a notação

P1=(d,A,Iz). (5.38)

FIGURA 5.6 -  SISTEMA DE COORDENADAS POLARES ASTRONÔMICAS TOPOCÊNTRICAS

O azimute astronômico Aa é o ângulo entre o plano meridiano astronômico 

do ponto P0 e o plano vertical que contém a direção vertical e o segmento de reta 

que liga o ponto P0 ao ponto P,; Aa é medido no plano horizontal e é contado 

positivamente do norte para o leste de modo que o intervalo de variação é 0 < Aa < 2%.

Em um ponto P0, o vetor unitário n contido na direção vertical e sentido para 

o zénite astronômico pode ser descrito com ajuda dos vetores unitários do CG,



i*,j’ ek*, e das coordenadas geográficas astronômicas O e A ,  as quais são 

interpretadas como coordenadas esféricas ou então polares da direção zenital 

mediante a transposição dos eixos do CG para o ponto P0, de modo que as 

coordenadas do vetor n são obtidas no CAT na forma vetorial
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*#
X cos O cos A"

n =
**

y = cosOsinA (5.39)
**

z sinA

e a expressão cartesiana na forma

n = x**i +y‘*j +z” k = cos O (cos A) i +cosO(sinA)j + (sin€>)k. (5.40)

5.3.1.4.1 Conceitos de Linha vertical, vertical e normal do ponto P0 do topocentro

A direção vertical (al. Lotrichtung) ou, simplesmente, vertical do ponto P0 é a 

direção do vetor da intensidade da gravidade g (al. Schwereintensitãf) nesse ponto.

FIGURA 5.7 -  CONCEITO DE VERTICAL E CONCEITO DE NORMAL

A vertical é a referência para os ângulos latitude geográfica astronômica O 

e a longitude geográfica astronômica A do ponto P0. A direção oposta à direção da

vertical do ponto P0 chama-se direção do zénite astronômico.
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O plano que é perpendicular à direção vertical chama-se plano horizontal. 

Todos os planos que contêm a direção vertical e, por conseguinte, perpendiculares 

ao plano horizontal são denominados planos verticais. De interesse para as 

mensurações geodésicas é o plano horizontal tangente no ponto P0, pois é neste

ponto que a vertical é aproximadamente materializada pelo eixo vertical do 

instrumento, mediante o qual as grandezas de mensuração geodésicas são obtidas.

A direção de referência para a contagem das direções horizontais pode ser 

a direção do norte astronômico. Se o Geóide fosse conhecido, i.e, a sua ondulação 

AN e as componentes do desvio da vertical Ç e r\, respectivamente em latitude e em 

longitude, então poder-se-ia obter a passagem das coordenadas naturais para as 

elipsóidicas mediante as relações aproximadas

5.3.1.4.2 Grandezas de mensuração no ponto P0 e suas reduções

Os lf3 são medidos no sistema de coordenadas astronômicas topocêntricas, 

mas precisam ser reduzidos à superfície do elipsóide adotado pelo Sistema Geodésico 

oficial, e. g., o SGB para que a estremas tomem caracterizadas com as coordenadas 

geográficas elipsóidicas e que os lfs sejam descritos por coordenadas polares

elipsóidicas cuja origem do sistema, em cada estrema, é o par de coordenadas (cp, A,).

O sistema de coordenadas astronômico topocêntrico é realizado pela 

horizontalização do instrumento, e.g., teodolito ou taquímetro, em que o eixo vertical 

deve materializar a vertical do ponto de medição. A vertical em geral desvia da 

normal ao elipsóide e que contém o ponto de medição. Disto surge a redução 

necessária da direção horizontal quando se passa esta quantidade obtida no 

sistema natural para o sistema elipsóidico; assim, os ângulos medidos devem ter a 

redução, da ordem de centésimos de segundo de arco, devido ao desvio da vertical 

do ponto, segundo a expressão (ZAKATOV, 1997; WENDT, 1999, p. 55): 

ôi =(ricosAa -ÇsinAa)cotz. (5.44)

O^cp + Ç;

A ~ X + r| cos cp; 

H « h -  AN.

(5.41)

(5.42)

(5.43)
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Outra redução concerne às distâncias djj medidas no sistema de

coordenadas astronômico topocêntrico. Na figura 5.8, o plano normal que contém 

simultaneamente os pontos F> e Pj secciona o plano meridiano de Pj pelo ponto Pj"

da reta PjK; assim como a superfície do elipsóide pela seção normal, determinando 

o arco elíptico s' = FfP" e o afastamento dAcp sobre o meridiano.

No triângulo plano , o ângulo central ot é calculado pelo teorema dos 

cossenos:

O cálculo do segmento e, por conseguinte, do arco elíptico s' = FfP' 

foram elaborados por JORDAN-EGGERT (1962b, p. 11):

(5.45)

FIGURA 5.8 -  REDUÇÃO DE DISTÂNCIA

R

(5.46)

s ' =  NjCFj c o s 2  A â j +  '§ ‘ ° ? T*  c o s A ái
(5.47)
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Na 5.47, t] não é a componente do desvio da vertical em longitude, mas a 

expressão A1.12 (ver Apêndice 1) e V é a expressão A1.15.

Consoante os fundamentos expostos na seção 3.1, a linha definida pelos 

pontos extremos P0 e R, e orientada, é um vetor que pode ser representado pela 

notação A x  cuja expressão cartesiana no CAT é escrita

Ax" = Ax"i" + Ay"j" + Az"k". (5.48)

O azimute astronômico Aa, ilustrado na figura 5.9, pode ainda ser obtido

pela relação vetorial (HECK, 1995, p. 94):

Aa = arccos
^ < ( a x ”  x  Az"),Ay" >

= arcsin
< ( a z "  x Ax " ) ,A x "

V Ax" x  Az"
> V, I

Ax" x  Az"
/

(5.49)

F IG U R A  5.9 -  R E L A Ç Ã O  DA S Q U A N T ID A D E S  D E  O B S E R V A Ç Ã O  D IS TÂ N C IA  E  Â N G U L O  
Z E N ITA L  C O M  O S  V E T O R E S  A x , A y  e A z
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5.3.2.1 Sistema de coordenadas cartesianas elipsóidicas

O sistema de coordenadas cartesianas elipsóidicas, abreviado CE, é 

definido com respeito ao elipsóide (figura 5.10). Trata-se de um sistema cuja origem 

não coincide com a origem do CG e cujos eixos são não-paralelos com este.

São propriedades do CE:

a) origem coincidente com o centro E do elipsóide;

b) eixo z* coincidente com o eixo de rotação do elipsóide;

c) eixo x* situa-se na intersecção do plano equatorial do elipsóide e o plano 

meridiano de Greenwich:

d) eixo y* é escolhido de forma que o sistema seja dextrogiro.

FIGURA 5.10 -  SISTEMA DE COORDENADAS CARTESIANAS ELIPSÓIDICAS

5.3.2.2 Sistema de coordenadas geográficas elipsóidicas

O sistema de coordenadas geográficas elipsóidicas (GE) é definido pelos 

ângulos latitude geográfica elipsóidica cp e longitude geográfica elipsóidica X 

(TORGE, 1991, p. 45; DIN, 1995, p. 24).
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A posição do ponto P0 fica definida pelo par de coordenadas (cp.À) e a 

coordenada retilínea h (figura 5.11).

FIGURA 5.11 -  SISTEMA DE COORDENADAS GEOGRÁFICAS ELIPSÓIDICAS

z*

A latitude geográfica elipsóidica <p do ponto P0 é definida como o ângulo 

entre a normal ao elipsóide deste ponto e o plano equatorial elipsóidico (plano 

x’y*); (p é contada do plano do equador elipsóidico, positivamente para o norte, e

negativamente para o sul, de modo que o intervalo de variação é — < cp < ̂ .

A longitude geográfica elipsóidica X do ponto P0 é o ângulo no plano do

equador elipsóidico entre eixo x* e a projeção, sobre o plano x*y*, da normal ao 

elipsóide deste ponto. Conta-se X, no plano do equador, de duas formas: a 

primeira, positivamente para o leste no intervalo 0 < X < 2%; e a segunda, 

positivamente para leste no intervalo 0 < X < n e negativamente para o oeste no 

intervalo 0 > X > - n . A fim de determinar a posição espacial de um ponto na 

superfície física da Terra em relação a superfície do elipsóide, uma terceira 

coordenada é agrupada com (cp,A,), a qual é denominada altitude elipsóidica,

denotada pelo símbolo h, e definida como o comprimento do segmento da normal 

situada entre a superfície do elipsóide e o ponto.
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O vetor r0 que tem origem no centro do elipsóide extremidade no ponto P0 

STF é a soma vetorial

r0=r0'+hn, (5.50)

(5.51)

•
X ,

Po cos cp cos X

y;.Fo
= N cos(psinÀ

•
z ,

Po .

(1- e 2)sincp

n

cos <p cos X
coscpsinÀ

sincp

(5.52)

Substituindo a 5.51 e a 5.52 na 5.50, resulta a expressão do vetor posição r0:

XPo (N + h)coscpcosA.

ro = VPo (N + h)coscpsinA.
•

Z Pro
( l - e 2)N + h sincp

(5.53)

5.3.2.3 Sistema de coordenadas cartesianas elipsóidicas topocêntricas

Analogamente ao CAT que se vincula com o CG mediante a direção da 

linha vertical, o sistema de coordenadas cartesianas elipsóidicas topocêntricas, 

abreviado CET, ilustrado pela figura 5.12, vincula com o CE mediante a direção da 

normal do ponto P0. São propriedades do CET:

a) sistema cartesiano levogiro com origem no topocentro;

b) eixo z”  coincide com a direção da normal e tem sentido para o zénite 

elipsóidico;

c) eixo x" está contido no plano meridiano elipsóidico e tem sentido para o 

norte elipsóidico;

d) eixo y*' coincide com a direção leste-oeste elipsóidica e tem sentido 

positivo para o leste;

e) o plano x**y*‘ forma o horizonte elipsóidico topocêntrico que é 

perpendicular à normal do ponto P0.
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FIGURA 5.12 -  SISTEMA DE COORDENADAS CARTESIANAS ELIPSÓIDICAS TOPOCÊNTRICAS

Z "

A fim de definir a posição de um ponto qualquer R, em relação ao 

topocentro P0, são utilizados, ou o terno cartesiano (x ",y ",z "), ou as coordenadas 

polares (d,Ag,ç).

O azimute geodésico Ag da posição de P1 em relação a posição de P0 é

definido como o ângulo entre o plano meridiano elipsóidico de P0 e o plano formado

pelo o eixo z“  e o ponto P,; Ag é contado no plano x "y " e contado positivamente 

do norte geodésico, pela ordem dos quadrantes NE, SE, SO e NO, de modo que o 

intervalo de variação é 0 < Ag < 2n . O ângulo zenital elipsóidico Ç é o ângulo entre a

normal elipsóidica no ponto P0 e o segmento de reta que liga o ponto P0 ao ponto 

Pi; Ç situa-se no intervalo 0 < Ç < n .

A expressão cartesiana do vetor topocêntrico de P0 para R, pode ser escrita

Ax" = AxT  + Ay**f + Az‘*k” , (5.54)

na qual

Ax*‘ = dcosasin^, Ay'* = dsinasinÇ e Az" = dcos Ç. (5.55)
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Em analogia ao sistema de coordenadas polares (seção 3.2.1.2.3), é 

concebido o sistema de coordenadas polares elipsóidicas cuja origem para a 

contagem do comprimento da linha geodésica é um ponto com as coordenadas 

geográficas elipsóidicas (cp,À.) conhecidas e cuja origem para a contagem do ângulo

de orientação (azimute Ag) é a tangente ao meridiano do ponto. Como ilustra a

figura 5.13, supondo conhecidos no ponto P0' as coordenadas geográficas

elipsóidicas ((p0,A,0), a linha geodésica s01 e o ângulo de orientação dessa linha,

definido pelo ângulo (contado no sentido horário) formado entre as tangentes tm0 e

t's0, as coordenadas polares elipsóidicas são s01 e , mediante as quais

possibilitam a determinação das coordenadas do ponto R,' que é o extremo de s01 e

do azimute A„. .
9io

FIGURA 5.13 -  SISTEMA DE COORDENADAS POLARES ELIPSÓIDICAS

T
A

x*

Disto surgem dois problemas geodésicos principais. O primeiro consiste na 

determinação das coordenadas geográficas elipsóidicas do ponto extremo da linha 

geodésica quando são conhecidas as coordenadas geográficas elipsóidicas da origem 

da linha geodésica e as coordenadas polares referidas a esta origem, e o segundo
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consiste em determinar as coordenadas polares a partir do conhecimento das 

coordenadas geográficas elipsóidicas dos pontos extremos (KLOTZ, 1991, p. 31). A 

literatura geodésica traz uma variedade de procedimentos de solução de ambos os 

problemas com as respectivas acurácias. Destaque-se a solução -  conforme exposta 

em SCHMIDT (1999, p. 121-128) -  que aplica a integração numérica à integral elíptica 

que interpreta cada um desses problemas.

5.3.2.5 Sistema de coordenadas polares elipsóidicas topocêntricas

Na figura 5.12 pode ser conceituado o sistema de coordenadas polares 

elipsóidicas topocêntricas (PET), em analogia ao sistema de coordenadas esféricas 

ou polares do espaço de três dimensões (ver seção 3.2.1.3.2). As coordenadas são 

a distância, o ângulo zenital geodésico e o azimute geodésico, de modo que forma a 

tríade (d,Ag,ç).

5.3.3 Transformação de Coordenadas

Os entes geométricos podem ser caracterizados por coordenadas de vários 

sistemas apresentados e podem se tornar lfs. Em virtude disto surge a necessidade 

das transformações das coordenadas de suas estremas nas coordenadas 

geográficas elipsóidicas referenciadas ao Sistema Geodésico oficial. Além disso, há 

o problema da mudança do Datum geodésico o que implica a mudança dos valores 

das coordenadas (ver Apêndice 3).

5.3.3.1 Transformação das coordenadas cartesianas geocêntricas nas coordenadas 
cartesianas astronômicas topocêntricas

A posição de um ponto qualquer R, em relação a posição de um ponto P0,

que é a origem do CAT, fica caracterizada pelo vetor Ax cujas coordenadas podem 

ser expressas tanto no CG com no CAT. Ambos os sistemas se interligam pela

direção vertical do ponto P0 de modo que as coordenadas Ax*,Ay* e Az* a partir das 

coordenadas Ax” ,Ay" e Az“  ou então das coordenadas polares d, Aa e z podem 

ser deduzidas e invertidas.
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A fim de deduzir as relações matemáticas para as transformações, é 

necessário primeiramente exprimir os versores dos eixos coordenados r , j* ‘ e k“  

em função dos versores de base i*,j* e k* dos eixos coordenados. Nisto, o 

procedimento consiste em deixar os eixos x*,y* ez* do CG paralelos com os 

respectivos eixos x",y’* e z** do CAT.

Comparando a figura 5.3 com a 5.6, verifica-se que o eixo x* não é paralelo 

com o eixo x”  pelos dois ângulos A e que o eixo y* é não-paralelo com o

eixo y** pelo ângulo e que o eixo z* é não-paralelo com o eixo z** também

pelo ângulo

Por isso gira-se o CG em torno do eixo z* com o ângulo de rotação A no 

sentido anti-horário; e tomando o novo eixo y como eixo de rotação, efetua-se o

rotação pelo ângulo O sistema resultante distingue-se do CAT apenas no

sentido do eixo x que tem sentido norte-sul em vez do sentido oposto; os eixos y e z 

concordam com os eixos y“  e z * . O sentido do eixo x deve ser invertido, portanto. 

A inversão de sentido é efetuada pela matriz de reflexão. Com este procedimento, o 

sistema dextrogiro tornou-se um sistema levogiro cujos eixos coordenados são 

agora paralelos com os eixos coordenados do CAT no topocentro P0.

Logo, a expressão que relaciona os versores da direção dos eixos 

coordenados do CAT com os versores dos eixos coordenados do CG é dada pela 

igualdade matricial (HECK, 1995, p. 38-39)

j -  P1R2̂ _̂0jR3̂Â j , (5.56)

k k

na qual

' - 1 0  0 "

P1 = 0 1 0 , é a matriz de reflexão (seção 3.1.3.20),

0 0 1

(5.57)
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sinO 0 -cos O cos A sinA 0'

0 1 0 ' 3̂{A) - -s inA cos A 0

cos O 0 sinO 0 0 1
R < H

O produto matricial ^ R ^ ^ R ^  resulta a matriz

(5.58; 59)

>.A)

-sinOcosA -sinOsinA cos® 

-s inA  cosA 0

cos O cos A cosOsinA sin®

(5.60)

A matriz D(C) A) é ortogonal porque a transposta da matriz de rotação é igual 

a inversa da matriz de rotação e por isso representa-se 

^ U =D(<W (5-61)

Agora é possível transformar as coordenadas 

Ax’ <=> Ax” , Ay* «• A y " , Az <=> Az"

A expressão das componentes do vetor Ax’ em função das coordenadas do

vetor Ax”  é dada por:
+.* * .*  *  *  * * . * •  * *  .* *  * * .  **A x i + A y j + A z k = A x i  + A y j  + A z k

= Ax"(-sin®cosAi* -sinOsinAj’ +cos®k*)

+Ay**(-sinAi* + cosAj*)

+Az”  (cos Ocos Ai’ + cos®sinAj* + sinOk’ j. (5.62)

1 0 0 '1' '0' ■°T
Ax* 0 + Ay* 1 + Az* 0 = Ax" • -sinOcosA 0 -sinO sinA 1 +  C O S ® 0

0 0 1 0 0 1J
T 0]

••<+ -sinA 0 + cos A 1

0 0

T "0‘ "°1
+Az”  •cosOcosA 0 + cosOsinA 1 + sin® 0

0 0 1J

(5.63)

Fazendo as multiplicações, obtém-se
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Ax* -sinO cosA' -s inA cosO cosA

Ay* A **- Ax -sin<t>sinA A **+ Ay cos A A * *+ Az cos O sin A

Az* cos O 0 sin®

(5.64)

Logo, as coordenadas são expressas por

Ax* = -Ax” sin®cosA-Ay**sinA + Az" cos O cos A; (5.65)

Ay* = -Ax"sin®sinA + Ay**cosA +Az*‘ cos®sinA; (5.66)

Az* = +Ax** cos O + Az" sin O. (5.67)
Sob a notação matricial a 5.65, 5.66 e 5.67 se tornam

(5.68)

As coordenadas do vetor Ax" são obtidas da 5.68 mediante a inversão da

Ax ^ dJ ^ A x".

matriz A); mas

(dm Í ' = KW ))
-1

D, (5.69)

(5.70)

de modo que resulta

Ax" = d(<i,,A)Ax* 

e as coordenadas

Ax“  = -Ax’ sinOcosA- Ay* sinOsinA + Az* cos O; (5.71)

Ay" =-Ax*sinA + Ay*cosA; (5.72)

Az" =+Ax*cosOcosA + Ay* cosOsinA + Az* sin O. (5.73)

As coordenadas polares d, Aa e z de um ponto qualquer ^  podem ser

expressas em função das diferenças de coordenadas do CG e dos parâmetros 

O e A da direção vertical. Disto escreve-se as quantidades

a) distância pela expressão:

|d| = -J(ax")2 + (Ay” )2 + (az")2 -  A x * + (Ay’ f  + (Az*)2; (5.74)

b) azimute pela expressão:

Ay"
Aa = arctan

Ax

= arctan-
-Ax’ sin A + Ay* cos A

-Ax* sin O  cos A  - Ay* sin O  sin A  + Az* cos O  

c) ângulo zenital pela expressão:

z = arccos-^—

(5.75)
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= arccos
Ax* cos ® cos A + Ay* cos ® sin A + Az* sin ®

(5.76)

5.3.3.2 Transformação das coordenadas cartesianas elipsóidicas nas coordenadas 
geográficas elipsóidicas

A transformação inversa, i.e., a obtenção do temo (cp,À,,h) do ponto P0 a

partir do terno ordenado das coordenadas cartesianas |x*,y*,z*j é conseguida pela

fórmula da longitude X (GRAFAREND et al., 1995, p. 339) e pelas fórmulas da 

latitude cp e da altitude elipsóidica h (BOWRING, 1985, p. 203, 206):

1 --lsgn(y*)— lsgn(y*)sgn(x‘ ) +arctan^-, {A .eK |0< l< 27 t}; (5.77)

z + e'2a(1-f)sin3u

X = TZ

cp = arctan

1
2 3e acos u

c p e K |- f  < c p < |

u = arctan z*(1-f)

/ y  

1 , e'2a(1 -  f )

h = ^ x ’ j +(y*) coscp + z*sincp--^q-, {h eM |h > 0}.

(5.78)

(5.79)

(5.80)

5.3.3.3 Transformação das coordenadas cartesianas elipsóidicas nas coordenadas 
cartesianas elipsóidicas topocêntricas

Como o CE e o CET estão ligados um com o outro pela normal elipsóidica, 

existem relações que permitem expressar as coordenadas de um sistema em 

função das coordenadas do outro sistema.

Note-se que a relação geométrica que existe entre o CG e o CAT é 

semelhante a que existe entre o CE e o CET; a distinção se faz pela troca dos 

argumentos <t> e A  por cp e X , respectivamente. Disto segue que a relação existente

entre os vetores básicos i~ e i* (HECK, 1995, p. 46) se exprime por:
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1 i
1

= R R ,/ nR ,
■ v .

1
**

. 
—

.
1

(5.81)

na qual o produto ^R. i-Y
2 "’J

%) resulta a matriz

-sincpcosA -sincpsinA cos(p 

-sinÃ cosÃ Ò (5.82)

cos <p cos A coscpsinA sincp 

Então, as fórmulas que relacionam os vetores de base são

i -sincp cos A. -sincpsinA. coscp
• •

i

J = -sinA cos A 0
• •

i

k** cos cp cos 7 coscpsinA sincp k*

i -sincpcosA -sinA coscp cos A i

J = -sincpsinA cos A coscpsinA J

k* coscp 0 sincp k**

(5.83)

(5.84)

Ax‘ = DU Ax~

Analogamente a 5.68, as coordenadas do vetor Ax* sao obtidas pela expressão

(5.85)

cujas componentes são

Ax* = -Ax**sincpcosA-Ay**sinA + Az**coscpcosA; (5.86)

Ay’ = -Ax**sincpsinA +Ay**cosA +Az’*coscpsinA; (5.87)

Az* = +Ax’* cos(p + Az** sincp. (5.88)

Inversamente,

AX“ = D(Ç.X)AX‘ . (5.89)

Ax** = -Ax*sincpcosA-Ay*sincpsinA +Az*coscp; (5.90)

Ay‘* =-Ax*sinA + Ay*cosA; (5.91)

Az** = +Ax*coscpcosA +Ay* coscp sinA + Az* sincp. (5.92)

Com estas expressões, obtém-se finalmente a relação entre as 

coordenadas polares d,Aa e Ç e as coordenadas do CE

|d| -  ^(Ax**)2+(Ay*‘ )2+(Az**)2 = ^(Ax*)2+(Ay*)2+(Az*)2; (5.93)
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-Ax* sin X + Ay’ cos X
(5.94)

-Ax* sintpcosA.-Ay’ sin cp sin À. + Az’ coscp

= arccos (5.95)

5.3.3.4 Transformação das coordenadas cartesianas geocêntricas nas
coordenadas cartesianas elipsóidicas

A figura 5.14 mostra a correspondência entre o CG e o CE, a qual é dada 

por seis parâmetros que, geometricamente, podem ser interpretados como três 

deslocamentos da origem nas direções dos eixos assim como três ângulos de 

rotação para a rotação espacial dos eixos coordenados.

FIGURA 5.14 -  RELAÇÃO ENTRE AS COORDENADAS CARTESIANAS GEOCÊNTRICAS E AS

A fim de alinhar os eixos do CE paralalelamente aos do CG são necessários 

três rotações espaciais mediante os ângulos de rotação sx,ey e sz em torno dos

eixos x*,y* e z ’ , respectivamente.

A rotação no espaço do CE no CG fica descrita pelo produto das três 

matrizes de rotação R1(í̂ ,R 2̂  e R3(ez) (HECK, 1995, p. 48):

COORDENADAS CARTESIANAS ELIPSÓIDICAS

\ °
Po

A
x*
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1
a*
I

.*
J -  R3(e2)R2(sy)R1fe) J (5.96)

k* k*

O vetor posição x* do ponto P0 é composto pela soma do vetor posição x* 

com o vetor a do deslocamento da origem:

x* = a + Rx\ (5.97)

As coordenadas do vetor x* são

(5.98)

Da equação 5.97, são obtidas as fórmulas para as diferenças de 

coordenadas. Sejam os vetores:

x í= a  + RxJ; (5.99)

x ;= a  + Rx; (5.100)

*
X X ’

•
X

*

y = ay
+  R 3(Ez)R 2(ey)R lfe )

•

y
z* S .

•
z

fazendo a diferença x2 - x j , obtém-se a equação 

Ax* = R Ax*,

As coordenadas do vetor x’ são

(5.101)

Ax* Ax*

Ay* -  R%)R2(gRl(e,) Ay*

Az* Az*

(5.102)

5.3.3.5 Transformação das coordenadas cartesianas astronômicas topocêntricas 
nas coordenadas cartesianas elipsóidicas topocêntricas

Das seções 5.3.3.1 e 5.3.3.3 são retiradas as equações

* *  = d (o,a)Ax“ ;
• —kT A ••

a*  = D(<p,x)Ax ;

Ax* = RAx*.
Substituindo a 5.104 em 5.105 e, depois, em 5.103, resulta 

R D ^ A x ^ D ^ A x * * .

(5.103)

(5.104)

(5.105)

(5.106)



Sob a consideração da 5.61, ambos os membros da 5.106 são 

premultiplicados por obtendo

A»"=D c .a)R D ^)Ax“ . (5.107)

O CAT e o CET se distinguem em orientação pelos ângulos de rotação 

r|,£, ei|/, que descrevem as respectivas rotações em torno dos eixos x“ ,y*’ e z " 

(figura 5.15).

Uma relação equivalente a 5.107 é obtida mediante a transformação do 

sistema levogiro CET em um sistema dextrogiro a fim de que os ângulos de rotação 

ri,£, e ip, possuam um sentido de rotação matematicamente positivo (HECK, 1995,

p. 53), o que é conseguida pela reflexão do eixo y‘* no plano x**y*‘ de modo que a 

rotação espacial completa é dada pelo produto matricial P2R3(v)R2(ç)R1(ii) .

A fim de transformar o sistema dextrogiro resultante no sistema levogiro 

CAT é necessária a reflexão do eixo y** no plano x**y*‘ . Com este procedimento é 

obtida a equação
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(5.108)

As expressões 5.107 e 5.108 mostram a relação não-linear que há entre as 

componentes do desvio da vertical, i.e., a componente do desvio da vertical em 

longitude, a componente do desvio da vertical em latitude e a componente do desvio 

da vertical no plano horizontal: q = (A-A,)cos(p-(sxcosÂ, + sysinA.)sin(p + szcoscp,

 ̂= (®-<p) + sxsin?t-eycosA. e ij/ = (A-À)sin<p + (sxcosA. + sysinA,)cos9  + ezsin(p,

respectivamente, e os ângulos de rotação sx,sy e e2 , assim como os parâmetros

cp e X da normal elipsóidica e O e A da direção zenital no topocentro R, (HECK, 

1995, p. 53-54):

R 3(,j,)R 2(ç)R 1(t1) =  P 2P 1R 2j ' | _ íI)j R 3(A)R 3(sz)R 2(Ey)R l(ex )R 3(X)R 2j 'x _ (pj P 1P 2 ■ ( 5 ‘ 1 0 9 )

O primeiro membro da 5.109 pode ser aproximado, dado que os ângulos 

r|,4 e vj/ são pequenos, pela matriz

♦ ♦
X

•  •
X

**

y P 2 R 3 (V )R 2(!;)R 1(ti)

• •

y
**

z

i
••N

i
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R 3 (V ) R 2( í; ) R 1(t,)

1 -4
-l|/ 1 r\

- ti 1

(5.110)

FIGURA 5.15 -  DISTINÇÃO ENTRE O SISTEMA DE COORDENADAS CARTESIANAS
ASTRONÔMICAS TOPOCÊNTRICAS E O SISTEMA DE COORDENADAS 
CARTESIANAS ELIPSÓIDICAS TOPOCÊNTRICAS

leste geodésico

O produto R3(£z)R2̂ R 1(tg também pode ser aproximado, dado que os 

ângulos sx,sy e ez são pequenos, pela matriz

R 3 (Ez) R 2(Ey) R l(Bx)

1 ez -8y

-sz 1

Sy -Sx 1

(5.111)

Substituindo na 5.109 a 3.135, a 5.60, a 5.111 e a 5.82, reescreve-se a 

5.110 na forma:

'  1 y "1 0 0' -sinOcosA -sinOsinA cos O

-Vj/ 1 Tl : 0 -1 0 -sinA cos A 0

“ Tl 1 0 0 1 cosOcosA cos O sinA sinO

1 SZ Ey -sincpcosA -sincpsinA. coscp ‘ 1 0 0'

-sz 1 sx -sinA. cos A 0 0 -1 0

Sy "S, 1 _ cos cp cos A, cos cp sinA, sincp 0 0 1

. (5.112)



5.4 SUPERFÍCIE DO POLÍGONO SOBRE O ELIPSÓIDE
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A superfície de um polígono sobre o elipsóide pode ser deduzida a partir da 

superfície formada pelo lado desse polígono, pelos meridianos dos pontos extremos 

do lado e o equador.

A comparação da figura 5.16 com a figura 5.17 mostra que a linha 

geodésica entre os pontos B e C do elipsóide corresponde ao arco de círculo 

máximo entre os pontos B’ e C’ da esfera. Nisto as latitudes esféricas dos pontos 

sobre a esfera são idênticas com as latitudes reduzidas dos pontos sobre o 

elipsóide. Assim, para cada ponto ((p,X) da linha geodésica no elipsóide, há 0  ponto

(P,a) em um círculo máximo.

F IG U R A  5.16 -  T R IÂ N G U L O  E L IP S Ó ID IC O

A

a Í

F IG U R A  5 .1 7 -T R IÂ N G U L O  E S F É R IC O

A'

B'

Ainda nas figuras 5.16 e 5.17, o triângulo elipsóidico ABC corresponde ao 

triângulo esférico A’B’C’ com o mesmo azimute Ag para as linhas s e Ao

(RAINSFORD, 1955, p. 13; HECK, 1995, p. 183, 245; WOLFRUM, 1995, p. 413). A 

latitude reduzida ß do ponto B é a  mesma do ponto B ', e a do ponto C é a mesma 

de C', mas a distância entre os dois pontos e a diferença de longitude são 

diferentes (JORDAN-EGGERT, 1962b, p. 110).

O elemento de arco infinitesimal ds expresso

a) na esfera:

RdccosAg =Rdß; (5.113)

RdosinAg = Rcosßdo; (5.114)



b) no eiipsóide:

dscosAg =Md(p; (5.115)

dssinAg = NcoscpdA,. (5.116)

A  relação entre a longitude geográfica elipsóidica X e o ângulo © é a razão 

entre a 5.113 e a 5.115:

R d p = M £ ^ d p = M da  (5
Mdcp ds dcp ds 

e entre a 5.114 e a 5.116:

Rcospd© _ RdcrsinAg dp _ Ncoscp dg _ Ncoscp d{3 ^ 2  coscp dp (5 118)
NcoscpdA. dssinAg dA. ~ cosp ds~M cospdcp_ cospdcp' '

Como

cosp = — (5. 119)

sinp = ̂ i ;  (5.120)
cosp v ’

então
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£2££ = v V l^ e 2 (5.121)
cosp ’

A relação diferencial entre cp e p , a qual vem da 5.33 é

_ j _ dp = V w - 4 - d V => = V T v  ^
COS p COS Cp COS cp

Reescrevendo a 5.119 na forma: 

cos2 p  ___ 1

cos2cp v 2( l - e 2)

que substiuída na 5.122 resulta o quociente diferencial entre 4^-
d©

dp 1

(5.122)

(5.123)

(5.124)
d(f> v 2V w '

Substituindo a 5.124 na 5.118 encontra-se o quociente diferencial entre dA,

e d©:

dX = A
d© V

^ ■  = V l-e 2oos2p = J l - T S Í3-(1-sin2p) = J Í ± i ^ £ = ( 1 - f ) V l  + e'2sin2p.
v V 1 + e \  1 + e

(5.125)



5.4.1 Superfície do quadrilátero infinitesimal
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Da figura 5.18, a superfície dS de um quadrilátero infinitesimal na superfície 

do elipsóide é expressa por:

a ( l-e 2) a2(1- e2)
H£ = (M Hffl)(N rnRm d>)= 1 --- ' ------------ -■  r.nsmHrpH>-  i-------- ^-COScpdffldA..

^ ( l-e 2sin2<pf V l-e 2sínV (1 -  e* sin!

(5.126)

FIGURA 5.18 - QUADRILÁTERO ELIPSÓIDICO INFINITESIMAL

9

cpo+d(p Ncos(pQd ^ Rj ((p0+dcp; X,0+ d X )

Md(p

Ç (% »\ ) ) À.Q+ dÀ,

Utilizando do Apêndice 1 as identidades

i = bVl + e'2 =>^- = 1 + e'2^>a2 = b2(l + e'2); 1 = ( l - e 2)(l + e'2)
1 + e'2

sinq> = VsinP; V2 = — ? + e — ; 0 = e'2- e 2- e 2e'2; dcp= Y — d(3;
1 + e sin p V W

e substituindo-as na 5.126, vem a expressão da superfície infinitesimal dS em 

função da latitude reduzida p e da diferencial d© :

dS = b2 (1 + e'2 sin2 p)(cosp)dpd©. (5.127)

Fazendo

t = V1 + e'2sin2p; (5.128)
a 5.127 resulta



dS = b2tt'(cosp)dpdco; (5.129)

em que t' diz respeito à esfera.

Mediante a 5.129, a integração é efetuada sobre a esfera (DANIELSEN,

1989, p. 62). A superfície S compreendida pela linhas: equador, geodésica e os

meridianos é a intergral:

®2 Pi

S -  b2 Jt'dcD jtcospdp; (5.130)

em que

p, p,

jtcospdp = j*71 + e'2 sin2 (3 cos p d p. (5.131)
0 0

Fazendo as substituições:

e'sinp = x; (5.132)

^ -  = e'cosp=>^-dx = cospdP; (5.133)
dp e

e ^ in p ^ y ; (5.134)

a 5.131 é reescrita como

Pi y

jtcospdp = jV l + x2dx. (5.135)
0 0

O integrando Vl + x2 é desenvolvido em série pela fórmula do binômio com

expoente m > 0 (BRONSTEIN et al., 1999, p. 1011):

,m m (m -í)  2 m (m -í)(m -2 ) 3 m (m -í)--(Y n -n  + í) n
(1 + x) = 1 + fTIX + - > —  ■/ X H—  ----- £ ------- i x3+- - -+— ^ i  -X H—

áL í O! n!
(5.136)

que resulta

L Ti 1 2 1 4 1 6  5 8  7 10V1 +  X =1+ I x - - X  + w x - m x + ̂ x  . . .  (5.137)

Então a solução da integral 5.135 é
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Multiplicando a 5.138 por

t ' -  t / í+ 7  - 1 + 5 / + ^ v 6 - i f g  y8 +  25è  y'° •••

resulta, após a eliminação dos termos de potência superiores a 11,

1 (  2 3 1 5 4 /  8 9  64 11 ^7[y+3y -̂ y +wy -3̂ y + w y +-J.
Substituindo a 5.140 na 5.130, a expressão da superfície se torna

(5.139)

(5.140)

5 4 7 8 9  64
+ ^ y  - ^ y  + ^ r ^ y

11 + • • • Idoo. (5.141)
105 315 3465

Mas y = e'sinpi . É necessário exprimir o sinft em função dos argumentos 

to e p0 (figura 5.19).

FIGURA 5.19 -  TRIÂNGULOS ESFERICOS AUXILIARES SOBRE A ESFERA UNITÁRIA DE BESSEL
P

No triângulo esférico retângulo P'PÓR| sobre a esfera unitária de Bessel

(HECK, 1995, p. 246), o ponto P0' possui a máxima latitude reduzida e co é contado

a partir do meridiano deste ponto.

Aplicando o teorema dos senos (ver Apêndice 2), obtém-se



s in ( |-p ,)  s in ( |-p „ )  oospi 1

cinIL sinA cos Po sinA'
2

Aplicando o teorema das cotangentes (ver Apêndice 2), obtém-se 

cos A = sin©sinpo.

Elevando cada membro da 5.143 ao quadrado, 

cos2 A = sin2 ©sin2 p0 => sin A = ^1-sin2 cosin2 po.

Substituindo a 5.144 na 5.142, esta é reescrita como 

cos Pt  ______ 1______

cosp° V1~ sin2«>sin2Po

Aplicando o teorema das cotangentes ao triângulo P'P0'P2 . 

cos© = c o t j jp  p2 jcotp0;

tanp2 =tanp0cos©;

. . cos p,
sinp, = sinpn cos©-----

 ̂ cos po

Portanto,

, . _ , sinpo cos©
y = e sinp2 = e 0

y1-sin2 p0sin2©

Fazendo 

sin0 = sinpo sin©; 

obtém as identidades:

cos0 = ^1-sin2Po sin2©;

1 I 2 2
COS ©  =  — :— —  -Jc o s  0 - c o s  Pn ; 

sinPo v 0

que permitem reescrever a 5.149 como

, sinpo cos© , 1 I 5“  j —
y = e — —  = e ----- õVC0S ©-cos p0.

COS0 COS0 *

Diferenciando as funções sin© e sin0 da 5.150: 

cos0d0= sinpo cos ©d©;

(5.142)

(5.143)

(5.144)

(5.145)

(5.146)

(5.147)

(5.148)

(5.149)

(5.150)

(5.151)

(5.152)

(5.153)

(5.154)
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obtém-se a diferencial dco expressa por:

<to= . ^ se de.
sinpo cos©

Substituindo a 5.152 na 5.155 obtém-se: 

cose 

ycos2 0 -  COS2 P0

Com a 5.153 e 5.156, a integral da soma dada pela 5.141 é

forma:

©2 o>2

o, «, V

COS0

©2  ©2

cos2 0 -  cos2 pc

“2
:d0 = e '|d 0 = e '[0 ^ .

Jy3 d <0 = j [ e' _ L _  Vc°s2 e -  °°s2 p0) -
0 , ( 0 ,  V

©2

= e'3 P HJ COS 0 '

COS0 rd0
cos2 0 -  COS2 P0

cos20-cos2po)d0

0>2 © 2

= e'3 Íd0 -  e'3 cos2 p0 f— - 
J J cos

com

2 2 n  c =cos p0;

“2 A
\  = P P 9

J COS 0

cos2 0

©2 ©2

e'3 0 - cos2 Po í— d0 = e'3
J cos 0
®i ©,

0 - c ‘

0>1
© 2  © 2

jy 5d© = } ( e'^ ê > /c o s 20-cos2Po COS0

“1 <0| tJCOS2 0 -  cos2 Pc
©2

= e '5 í — V “ í cos20_cos2  Po)
J c o s  0 v '

rd0

©,

©2

= e'5 í— (cos4 0 - 2  cos2 0 cos2 po + cos4 p0 )d0 
Jcos 0

©1

© 2  © 2  ©2

= e'5 fd0-2e'5cos2po f— L-dO + e'5 cos4p0 f— d0=e'5 r0 -2 c 2l2 + c 
J J COS 0 j  cos 0 L

©, ©, (D,

(5.155)

(5.156) 

resolvida na

(5.157)

!I2T \  (5.158) 
-»©!

(5.159)

(5.160)

iJ * .  (5.161)
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com

4 4 nc =cos ß0;

“2 A
'4 = i — Vrde.

J  COS 0

(5.162)

(5.163)

“2 ^
j*y7dû> = j(e

©, ©,

e'— —̂ Jcos2 0
COS0 '

<0,

®2

-cos2ß„ f  C0Se
y cos2 B -  cos2 ß0

s2ß„)3de
® 2

f -T—  ( cos2 0 — cos
J cos 0

CO,

“ 2

f— %—{cos6 0 -3  cos4 0 cos2 ßD + 3 cos' 
J cos 0

to,

0COS4 ß0■2f' — '54ßo-COS6ßo)d0

©2 ©2 ©2 ©2

= e'7 (*0d0 -3e'7 cos2 ß0 f_ l_ d 0 + 3 e '7cos4ßo (*— i?- d 0 - e '7cos6ßo f— ^ — d0
J J cos 0 j  cos 0 j  cos 0

©1 ©, ©,©1

= e'7 

com

0 -3 c2I2+3c4I4- c%
’“2 
• CD,

= cos6 ß0;

“ 2 A

^ », COS 0

3'— —̂ Jcos2 0 -  cos2 ß01 —  c-ose r d0
COS0 * 1 I ~

(5.164)

(5.165)

(5.166)

002 C02

fy ,d“ =J(e
©! ©!

= e‘

TTTq -V^®  Po j 2
'  y  cos 0 -cos ß0

CÛ2

f— ĝ—  (cos2 0-cos2 ß0) d0
J cos 0 v '
©,

©2

e'9 f— (cos8 0 - 4  cos6 0 cos2 ß0 + 6 cos4 0 cos4 ß0 -  4 cos2 0 cos6 ß0 + cos8 ß0 ) d€ 
Jcos 0 V ’

CO,

00,

(Oj

+e'9cos8ß0 f— d0 = e'9 
Jcos 0

©2  ©2

-V -d0+6e'9cos4ßo f— V -d 0 -4 e '9cos6ßo f— ^ -d 0
>s 0 J cos 0 J cos 0

©, ©,

©2 ©2

= e'9 fd0 -4e'9 cos2 ß0 f— -
J Jcos 0

©, ©,

0 -  4c2I2 + 6c4I4 -  4c6l6 + c8lg T
Je
I© 2 

©1
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com

8 8 „ 
c =cos p0;

<02

'b = í — W d6-
Jcos 0

<0,

(5.168)

(5.169)

®2
í y” d í = Í ( e'^bV <=os2e-cos2p0

11
COS0

<0, ®I

= e'11 f 7F t (COs20- COs2 Po)5
J COS 0 v ’

■yjcos 0 -  COS2 P0

d0

d0

<0,

“2

= e "  J  1
J COSCOS10 0
ca,

^COS10 0 - 5  COS8 0 COS2 P o  + 1 0  COS6 0 COS4 P o  '  

- 1 0 COS4 0 COS6 P o  +  5 COS2 0 COS8 P o  -  COS10 P o  J
d0

®2

= ^ í '

CO2

d0-5e,11cos2po f— d0+1Oe,11cos4 
J cos 0

“2

Po f— 1
J cos

-d0-1Oe,11cos6
cos 0

Po Í—J cos6cos 0
d0

ü>2 ©2

+5e,11cos8p0 f— d 0 -e ,11cos10 po í— - 
J cos 0 J cos10

cos 0
d0

= e<11 0 -  5c2I2 +1 Oc4I4 - 1  0c6I6 + 5c8I8

10,
-C U

ca,

-|®2

ca,

(5.170)

com

8 8 n  
C = cos p0;

COj

i, = M -
° j  cos10 0

ü>.

d0.

(5.171)

(5.172)

Substituindo as 5.157, 5.158, 5.161, 5.164, 5.167 e 5.170 na 5.141, obtém-se:

e'0
2 „<3+ 3e'3(e c\) 
__Le'5(e-2c2l2+c4l4)
+4 . e '7105„ (e -  3c2I2 + 3c4I4 -  c6lg) 

gfg e'9 (0 -4c2I2 + 6c4I4 - 4c6l6 + c8l8)

+  3 H 5  9  _  5 c 2 ‘ 2  + 1  ° c 4 ' 4 " 1  ° c 6 ' 6  +  5 c 8 | s  "
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0| i  + l e '2- — e'4+ — e'6__8 ,8 64 10
3 15 105 315 3465

_c2l [ 2 e,2 _ l e^ +_£_e'6 — + — e'10 
2U  15 35 315 693

1 4 .s 16 f8 128 , . 1 0-c l ——e’ — -e" +
’ 15 35 105

e  —
693

-c% f -r^re'6 - - ^ r e '8 + 4 if-e '10
105 315 693

-C°ü J r e 18 - ^ r e ' 10
315 693

(5.174)

1°. 64 ,io
3465

A solução das integrais L,, l4, l6, l8 e l,0 é obtida da fórmula geral (BRONSTEIN, 

1999, p. 1040):

dx 1 sinax + n - 2  f  dxí; n-1
cos ax

n - 2  f  d
n - 1 J cosn. i - 2  ’cos ax

com n > 1 e a = const. (5.175)

í;

cosnax a(n_/l)

Fazendo a = 1, x = 0 e n e {2,4,6,8,10} obtém-se a fórmula de recorrência

d0 1 | n ~ 2 .  | _  s in 0
n a ~ n 1 n“1 n 1 n"2’ n~1 _ n-1 „

COS 0 n "  1 n _  1 c o s  0

Portanto,

n = 2 => l

n = 4 => I

n = 6 =s> I,

n = 8 => I,

n = 10

cos 0

J* cos2 0

. - FJcos

■ = FJcos

, = FJcos

I . - HJ cos

d 0  =
sin0

<J0 =

O /-v

COS 0
d 0  =

O r\cos 0
d 0  =

COS0

1 sinO
3 cos3 0

1 sin0
5 cos5 0

1 sin0

+ - |l2 = ̂ J 3 + ̂ rX\
3 2 3 3 3 1

+ — I J + — J + — J'
5 4 “  5 5 15 3 15 1’

+— I J + — J +-^-J+  7  '6 -  -7 °7  +  O C  ° 5  +  o c  J 3 +  3 57cos70 ' 7 6 7 ~7 ' 35 ' 35

(5.176)

(5.177)

(5.178)

(5.179)

(5.180)

10 „cos 0
do —  ̂ sin0 8. _ 1 . 8 1 16 1 64 i
d0 -  + - '8 “  9 Js + 63 ^  + ÍÕ5 Ü5 + 315 Ü39  c o s 9 0  9

J 2 8 .J  
315 r

(5.181)

Substituindo a 5.177, a 5.178, a 5.179 e a 5.180 na 5.174 e após a ordenação, 

obtém-se:
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1+ 2 e'2 _ J_  e'4 + _ l_ e'6 §_e'8 . 64 c,1°
, 3 15 105 315 3465

“ 2

-c2̂

2 e-2- l e ' 4 + 4 e '6 - ^ e 1* + ^ e ' ,° 3 15 35 315 693

+c

+c

+c

2 < 4  8_ ,e _32_ ,8 256 ,10

45 105 315 2 079
32 „,6 256 „,8 , 1024 „,10" C . _ _ _ C r . '1 v1575 4 725
128 „,8 1024 _,io'C _ . _ _ _ C

10 395
\

11025 24 255 y

s 8192 .10

1091475

-c4J,

f  1 r '4__ 4 _ p'6 16 ,8 128 ,ioN
45 105 315 2079

+c

+c

16 „,6 128 „,8 , 512 „ ,1 0C . «_ ” _ C i" . „ _ „ u1575
64

4 725

-e'8 ___512_e '10

10 395
\

11025 24 255 y

6 4096 ,io
1091475

(5.182)

o I
- C  Jc

r 4 „,6 32 „,8 , 128 „ ,1 0  ̂
v  I w

8 I-c  J7

I-c  Jc

^525 1

r 2f 16 c^3 675
r 4 1024

363 825
Y 8 „*
1̂ 2 205 ~
r 2 512

218 295
64 „ ,1 0

1575 3 465

y

y

,10

31185
(0,



Da 5.150, faz-se 

A0 = 02 -0 1 =arcsin(sin(30sinco2) -arc sin (sin |30 sinco,);

^ n - 1  _

sin02 sin^
n-1 ~ n-1 r, '

cos 02 cos 01

(5.183)

(5.184)

176

e representando as parcelas que estão entre parênteses por em que i e j são o

expoente da constante c que está fora e dentro dos colchetes, respectivamente, 

obtém-se

k - i  + 2 eí2 _ J _  ,4 4 ,6_8 * 64 ,io'
00 3 15® 105 315® 3 465

2 „ , 2  2 „,4 , 4 „,6 32 „,8 , 64 ,10

20 ~ 3 15 35 315 e + 393
k -J L p '4  8 ,6 32 ,8 256 ,io

2 45 105 315 2079
k _ 32 ,6 256 ,8 1024 ,10

24 1575 4725 10395
k 128 c ,8 1024 c ,io
26 11025 24 255

'2 8

8192 e,io
1091475

k —  ̂ r'4 ^ r'6 i ^  r '8 r '10
40 45 105 315 2079

k _ 16 r '6 128 ,8 512 ,io
42 1575 4 725 10 395

k„ = 4 â ^ e ’844 11025 24 255
. _ 4096 ,io

46 1091475

k - 4 c'6 32 r'8 i 128 c'10
~ 525 1575 3 4 65

k . , =  I g ^ - J ã ^ e ' ’062 3 675 8 085
k -  1024 c ,io 
64 363 825

k - 8 r 28 64 ~'10
80 "2 2 0 5  4851

k -  5 1 2  p '10

82 218 295

(5.185)
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|S| = a2(1 -f)2

k00A9

— ̂ 20 2̂2̂  2̂4̂  2̂6̂  2̂8̂  j  ̂  ^̂ 1

- (k 40 + k42c2 + k44c4 +k46c6)c4AJ3

— (̂ 60 6̂2̂  6̂4̂  ) ̂  *̂̂ 5

—(k80+k82c jc  AJ7 

-(k 10o)c1°J9

(5.186)

5.4.1.1 Cálculo da diferença angular Aro

A diferença angular A© é calculada pelo procedimento em SODANO (1958, 

p. 15-18):

Aro = \AX\ + x,

em que x é dado pela série de Helmert:

x = e2C
128

128nF 

+ 128en2PF

+ 128e2n2C2F

8e2nhC2 sinFcosF

+ 16e'2Psin2F

+ 3h‘ F

-  2h2 sin3 FcosF + (l6e2e'2n + 448e4n3)c 2PF2

-  8e'2hPsin2F -  16nhPFsinFcosF

+ 128e4n3P2F3 + 32e2e'2nP2Fsin2 F

-  8hF

+ 128e4n3C4F 

+ 5h2 sinFcosF

-  16e2nhPF2

(5.187)

-  8h sin FcosF

-  24e2nhC2F

-  64e4n3C2mF3

+ 16e2e,2nC2Psin2 F

+ Se^P2 sin3 FcosF

em que

e'n =• 
e' + e

A = sinp1sin(32;

B = cospi cosp2;

F = arccos(A + BcosAA.); 

Bsin|AÀ,| 

sinF ’ 
m = 1-C 2; 

h = e'2m;

A

C =

P =

192e4n3C2PF3cotF -  8e'2hPsin2 Fcos2 F

(5.188)

(5.189)

(5.190)

(5.191)

(5.192)

(5.193)

(5.194)

(5.195)

(5.196)m_________
tanF sinF

Calculado Aro, calcula-se, agora, ro1 pela solução dos triângulos esféricos

retângulos P'P0'P; e P'P0'P2'.
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Aplicando o teorema das cotangentes ao triângulo P'P0'RÍ, obtém-se:

cot í í  -  Pi ):sin í $  - P0 ] = cos í  £  - p0 ) cos co1 + sin a, cot £  => tan p0 =2 ~i i i 2  ü j  — i 2  r-u i 1 ■ — . —  ̂ w 2

Analogamente para o triângulo P'PÓP2\  obtém-se:

cot

tanp,
cosa.

tanp2
j  ~ P2 J sin f -  Po J = cosI j  -  po Jcosa2 + sin a2 cot-| => tan p0 =

Igualando as expressões

cosa2 _ tanp2 
cosa, tanp, ’

cos (a, + Aa) tanp2

cosa tanp, ’

cosa, cosAa-sina, sin A a  tanp2
"  tanp, ’cosa, 

cos A a  -  tan a, sin A a  =

1a, = arctan sinAa

tanp2 
tanp, ’

cos A a  -f  tan p2 ̂
tanp,

Finalmente, obtém-se:

a 2 = a, + Aa.

(5.197)

(5.198)

(5.199)

(5.200)
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Nesta seção apresentam-se as denominações, os conceitos, os 

procedimentos matemáticos e estatísticos pelos quais as estimativas de qualidade 

são obtidas. No sistema de coordenadas astronômicas topocêntricas dá-se o início à 

caracterização do l f  mediante as observações das quantidades, e.g., distância, 

ângulo horizontal e ângulo zenital, as quais estão sujeitas a critérios da verificação 

de qualidade. Essas observações devem ser consideradas como amostras de um 

vetor aleatório multivariado.

As estimativas de qualidade são alguns dos elementos aprimoradores da 

caracterização de estremas como objeto de análise em memorial da 

caracterização de estremas da matrícula imobiliária. São expostas as estimativas 

que podem ser deduzidas da matriz covariância amostrai na fase da análise dos 

dados advindos das mensurações e as estimativas que podem ser deduzidas da 

matriz covariância dos parâmetros ajustados e da matriz covariância dos resíduos.

Os critérios de verificação da qualidade de rede geodésica são expostos e 

sugeridos que integrem as documentações fundiárias: o laudo de demarcação e o 

laudo de arbitramento no processo de discriminação de terras devolutas, o 

plano geral de legitimação de posses em terras devolutas e o laudo de 

demarcação de quinhões.

6.1 ANÁLISE DOS DADOS ADVINDOS DAS MENSURAÇÕES

A fim de caracterizar uma grandeza de mensuração, a teoria clássica de 

erros faz a distinção entre valor medido xi e valor verdadeiro x de uma grandeza. A 

diferença entre estes dois valores é chamada desvio verdadeiro r| que permanece 

desconhecido. A diferença entre o i-ésimo valor medido de uma amostra 

composta de n valores medidos x1,x2,...,xi,...,xn sobre a grandeza x e  o seu valor 

esperado E(x) = p. é chamado desvio aleatório s,, que se estima a partir da

realização do valor esperado que é efetuada pelo valor médio x dos n valores 

medidos. A diferença entre o valor esperado e o valor verdadeiro é chamado desvio 

sistemático (“b/as”) 5 que possui uma parte conhecida 8C e outra parte
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desconhecida 8d. Estes conceitos podem ser ilustrados pela (figura 6.1) e 

formulados.

Os valores estimados de variância, de covariância e, por conseguinte, 

de correlação não são influenciados pelos desvios sistemáticos, pois

O termo acurácia (lat. accuratio\ al. Genauigkeíf) é a designação qualitativa 

para o tamanho da aproximação proveniente do resultado da determinação para o 

valor de referência em que pode estar conforme com a definição ou convenção do 

valor verdadeiro, do valor correto ou do valor esperado (DIN, 1987, p. 3).

Neste sentido, a acurácia é o grau de conformidade de um certo resultado 

com um padrão no que diz respeito à qualidade. Segundo o padrão de referência, 

os atributos absoluto, relativo, interno e externo podem adjetivar o termo acurácia 

(WENDERLEIN, 1988, p. 147).

A medida de acurácia depende de dois critérios: a precisão e a correção, 

conforme esclarece a figura 6.2, em que a precisão é medida de dispersão das

Si = Xi -  p;

õ = p - x  = Ôc + 8d.

(6 .1)

(6 .2)

Então comporá a realização da grandeza de mensuraçãoXi, as partes:

Xj — Sj + p = S| + ô + X. (6.3)

FIGURA 6.1 -  CONCEITOS DA TEORIA CLÁSSICA DOS ERROS

r) = £ i + 8

x 8 £i

X
O E (x) = p XiX

(6.4)

2

(6.5)

(6.7)



observações em torno de um valor médio e a correção é a medida do afastamento 

deste valor médio em relação ao valor verdadeiro.

FIGURA 6.2 -  PRECISÃO E CORREÇÃO COMO CRITÉRIOS DE ACURÁCIA

y
A
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FONTE: SCHMIDT(1997, p. 215).
NOTA : Adaptada e traduzida do original pelo autor.

6.1.1 Organização dos Dados de Mensuração: Matriz de Dados Amostrais

A finalidade das observações geodésicas é determinar os parâmetros 

incógnitos, e.g., as coordenadas dos pontos. O termo mensuração designa o 

processo pelo qual um número é associado à variável aleatória, e a observação é o 

resultado numérico de uma certa mensuração. Cada valor numérico t v é entendido

como a realização da variável aleatória í ] . Doravante, esta notação é utilizada. Nas

ciências experimentais, freqüentemente, há um conjunto de variáveis a serem 

medidas, o qual pode ser expresso pelo vetor aleatório multivariado

<T=[<, t ,  ... I, ... Q .  (6.8)

Uma amostra do vetor aleatório t ,  na qual cada uma das n variáveis m 

vezes é medida, denomina-se matriz de dados amostrais ou, simplesmente, matriz 

de dados, a qual é denotada pelo símbolo L, e é expressa como:
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r  iH i £12 A j • An
l 21 í 22 ^2j • An

M x n A A  • ■ *,J • • An

Anl 4*2 ‘ • U  • • A n

6.1.2 Estimativas Obtidas a partir da Matriz de Dados

Da matriz de dados L advém o vetor médio amostrai -  que estima o vetor 

médio populacional p (ver seção 4.2.2) -  denotado pelo símbolo l , cuja expressão 

é da forma 4.61 em que os são substituídos pelos &t . A matriz covariância 

amostrai -  que estima a matriz covariância populacional E (ver seção 4.2.3) -  

denotada pelo símbolo S é a 4.64. Os semi-eixos do hiperelipsóide são dados pela 

4.82 mediante a decomposição espectral de S. A Matriz correlação amostrai é a 

4.66. A distância quadrática de Mahalanobis amostrai é 4.84.

6.2 ANÁLISE DOS DADOS ADVINDOS DO AJUSTAMENTO DE OBSERVAÇÕES 
GEODÉSICAS PELO MÉTODO DOS MÍNIMOS QUADRADOS

A análise de rede geodésica depende do conhecimento das coordenadas 

dos pontos, do plano das medições e da acurácia. No ajustamento das observações 

geodésicas em que é empregado o modelo Gauss-Markov (WELSCH et al. 2000, p. 

140-141):

E(£) = Ax ou £ = Ax + s, E(s) = 0, e|sst ) = c o v ( e )  = c o v (£ ) , (6.10)

as coordenadas estimadas encontram-se no vetor x e suas acurácias na matriz de 

cofatores de covariância das incógnitas Q* que é a inversa da matriz dos 

coeficientes das incógnitas das equações normais N:

N = (a tPA)"1. (6.11)

Na 6.11 a matriz A compreende as derivadas parciais das equações de

observação y = f(x ), sendo avaliada com o vetor dos valores aproximados y° das 

incógnitas, de forma:
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P = diag

Ê L Ê h 6Yi
âx, õx2 ÕXi dxu

õy2 Êh. Ôl2 Õy2
6x1 õx2 ÕXj õxu

def <9y *

nxu õx ~ i^L È L 6y, È L
ÕX, õx2 dxu

3yn 5yn
ôx1 õx2 axj « Õxu

(  2 2 2 2 ^
g0 g0 2s. 2o_

2 2
Sf S£\  M 2 sl

2
s,n /

(6.12)

(6.13)

A variância o20, no ajustamento de observações geodésicas, chama-se

variância de uma observação de peso unitário (KOCH e POPE, 1969, p. 390), e 

pode ser entendida como a variância da população, pois segundo a 4.31 a 

esperança da variância amostrai s2é a variância populacional a2.

A matriz de cofatores de covariância das incógnitas estimadas pelo 

ajustamento é obtida da relação:

N = 4 r K ,
On

>>
c

r

d x ,y, dx ,x ,

d y 2yi d y 2x. d y 2y2

d x 2y. d x 2x, d x 2y2 d x 2x2

dyjX, d y y 2 dy,x2 d y ,y

d x tf. d . x , dx,y2 dx,x2 ‘ dxjYj

dy„y i dy„x. d y uy2 d y ux2 • d y„y, • ' '  d y„yu

dxuy2 d x„x2 ’ d „ yi d «  * '  d x „y„

■ (6.14)

simétrica

em que K* é a matriz covariância das incógnitas. A matriz Q* ou então K* descreve o

comportamento estocástico do vetor das incógnitas x . Esse comportamento -  traduzido 

em medidas de acurácia conforme a figura 6.3 -  pode ser interpretado mediante o 

teorema da decomposição espectral (ver seção 3.1.3.13) da matriz covariância das 

incógnitas.



FIGURA 6.3 -  MEDIDAS DE QUALIDADE DE REDE GEODÉSICA
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6.2.1 Medidas de Acurácia

A qualidade de um ajustamento de rede é caracterizado pelas medidas de 

acurácia e pelas medidas de confiabilidade. Estas medidas definem a região em que 

o valor verdadeiro ou valor de referência se situa com uma probabilidade pretendida. 

O conceito de confiabilidade vincula a detecção dos erros grosseiros, que podem 

falsificar os resultados, às observações geodésicas.

Segundo o modo de a matriz Q* ser empregada, são distinguidas as

medidas de acurácia, para uma rede, em medidas locais e em medidas globais 

(LEONHARD e NIEMEIER, 1980, p. 488-489; DUPRAZ e NIEMEIER, 1981, p. 394; 

NIEMEIER, 1985a, p. 160,171; JÄGER e BILL, 1986, p. 75-79; MARSHAL, 1989, p. 98-112).

As medidas locais de acurácia são aquelas obtidas das submatrizes da 

matriz de cofatores de covariância das incógnitas, conforme ilustra a figura 6.3; cada 

submatriz utilizada é a portadora da informação de acurácia das incógnitas de um 

ponto ou de dois pontos da rede geodésica.

As medidas globais de acurácia são aquelas obtidas da matriz completa de 

cofatores das incógnitas, a qual é a portadora das informações de acurácia da rede 

geodésica como um todo.

6.2.1.1 Estimativas de medidas locais de acurácia

Nesta seção apresentam-se os conceitos para rede do espaço de duas 

dimensões. Nas estimativas de medidas locais de acurácia sob o nivel de 

significância a , a variância de uma observação de peso unitário a priori, denotada 

pelo símbolo o20, é igual à variância de uma observação de peso unitário a

posteriori, denotada pelo símbolo âj; ; esta última é obtida do ajustamento.

6.2.1.1.1 Acurácia de coordenada isolada

A medida de acurácia de coordenada isolada é o desvio padrão:

(6.15)



6.2.1.1.2 Acurácia média de coordenadas
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Na 6.14 sejam calculados, separadamente, a média das variâncias 

das coordenadas y e x. A raiz quadrada de cada média é a medida de 

acurácia média de coordenadas; suas expressões são:

em que uy e uxdesignam o número de coordenadas y e x, respectivamente.

6.2.1.1.3 Semi-eixos da elipse de erro de ponto, quantidades obtidas da curva podária 
e semi-eixos da elipse de confiança

A expressão dos semi-eixos a e b, e do ângulo de orientação 0 da 

elipse são dadas por:

O ângulo 0 < n é o azimute da direção do semi-eixo ae  Q + n/2  é o azimute 

da direção do semi-eixo b.

A interpretação geométrica da elipse de erro, na hipótese da 

distribuição normal dos erros, é que ela delimita a porção do plano que, com 

39% de probabilidade, contém a posição verdadeira do ponto (SURACE, 1995, p. 185).

A condição de isotropicidade de erros sob um nível de significância a 

é a equivalência entre a curva podária e a elipse de erro. Quanto mais esta

(6.16; 17)

'max 5 (6.18)

(6.19)

em que

(6 .20)

1
0=-^arctan 2% (6.21)



elipse se aproxima de uma circunferência, tanto mais a curva podária e elipse 

tendem a se equivaler.

Define-se matematicamente a curva podária -  também denominada 

curva pedal (al. Fufipunktskurve) e curva de erro de um ponto -  de uma curva 

em relação a um ponto F̂ , como o lugar geométrico dos pés das 

perpendiculares (P) traçadas pelo ponto F? às tangentes a curva, conforme a 

figura 6.4 ilustra.

FIGURA 6.4 -  ELIPSE DE ERRO E SUA CURVA PODÁRIA
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X

A equaçao da curva podária em coordenadas polares (JORDAN- 

EGGERT, 1962a, p. 444; PROCHÁZKA, 1966, p. 143) é

âu = ^a2cos2(Ajj -9 ,) + b2sin2(Au -0,], com O<0<27t. (6.22)

em que os símbolos a e b designam o semi-eixo maior e semi-eixo menor da elipse 

de erro, respectivamente, A^ é o azimute da direção ij e 0( é o ângulo de direção da

elipse. Para qualquer direção dada por Au, a 6.22 fornece a medida de acurácia das

coordenadas do ponto. Se Ajj for igual a Q,, então será igual ao semi-eixo maior

da elipse; se (A^ -0 ,] for igual a i / 2 ,  então ôu será igual ao semi-eixo menor da elipse.

O quadrado dos semi-eixos da elipse de confiança resulta pela 

multiplicação dos semi-eixos da elipse de erro de ponto por quantil da



distribuição de probabilidade de qui-quadrado central sob o nível de 

confiança 1 - a .  Deste modo obtém-se

(6.23; 24)

6.2.1.1.4 Semi-eixos da elipse de erro relativa a dois pontos e semi-eixos da elipse de 
confiança

Ao cálculo dos semi-eixos da elipse relativa a dois pontos precede a 

determinação da matriz covariância da diferença de coordenadas homônimas de 

dois pontos. Sejam

xT =[y, Xt y2 x2] (6.25)

o vetor de coordenadas estimadas pelo ajustamento e sua respectiva matriz de 

cofatores de covariância

Qi

^y iY i i ^ y * ^ 1X2

^x ,y , 9x,X i J cl><iy2 9 x 1x 2

<̂ y2yi ^ 2 * 1  ! c 'y2Y2 ^ y 2x2

^ y , V ,  ! <lx2y2

A =

(6.26)

O vetor das diferenças das coordenadas homônimas dos dois ponto é dada por

(6.27)’y2- y i ' Ay ’f(y i.y2)
x2 — x1 Ax _f(x1Ix2)_

A matriz covariância da variável aleatória A é obtida por propagação 

Ka =GK í Gt =<7qQa, (6.28)

na qual

G =

ôAy ôAy ôAy ôAy i i 0 0
i

^ y 7 ôx, ôy2 ôx2
ÔAx ôAx ôAx ÔAX i

0 -1 10 1
L^Vi ôx1 õy2 ôx2

(6.29)

9 AyAy 9 AyAx 

^ A x A y  9 a x A x

(6.30)

Os semi-eixos são dados
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m̂ín 2 ( AyAy V7mín > (6.32)

em que

w = (̂qAyAy-qAxAx)2+4q'yAx, (6.33)

0 =-^arctan— — . (6.34)
^AxAx ÂyAy

O quadrado dos semi-eixos da elipse de confiança relativa a dois

pontos resulta pela multiplicação dos semi-eixos da elipse erro relativa a dois

pontos por quantil da distribuição de probabilidade de qui-quadrado central 

sob o nível de confiança 1 - a . Deste modo obtém-se

arc = "\/%2,1-a ’ r̂c ~ ’ (6.35,36)

6.2.1.1.5 Acurácia de ponto

Critérios escalares para a medidas da acurácia de ponto são o traço e o 

determinante da matriz covariância K = ÔqQ = ôo[q-j]2 2, os quais são designados 

por acurácia de ponto segundo Helmert e segundo Werkmeister, respectivamente:

ô" -  Va2 + b2 = w  + Ámin = VqViy, + > (6-37)

ct”  = Va2b2 -  V^máx X ^mín = ~ Qy* • (6 -38)

6.2.1.1.6 Acurácia de função das coordenadas obtida pela lei da propagação 
das covariâncias

A lei da propagação de covariâncias recebe o nome, frequentemente, de lei 

geral da propagação de erros (PELZER, 1985a, p.57). Se n incógnitas y, forem 

funções de u variáveis x] , as quais são escritas nas formas

yi = f (x j), i e {1,2.....n}, je{1,2,...,u} (6.39)

e
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V " f ^ X ^ X , , . . - .X j ....... X u ) -

y 2 f2( x 1, x 2, . . - .X j .......x „ )

*< II —
*>

^
>

r

II

yi

-
í ( X i , X 2„ .

_yn. _ í i ( x 1i x 2, .. . ^ . . . „ x j

(6.40)

de acordo com a lei da propagação de covariâncias, a matriz covariância das n 

incógnitas yf é escrita

K y = A K XA (6.41)

Se houver somente uma incógnita y como função de u variáveis, a qual é 

expressa por y = f(x1,x2,...,xj,...,xu) , a lei da propagação de covariâncias fornece o

escalar ò2, o qual é expresso na forma matricial

ôy = aTK i a, (6.42)

na qual

ôy ôy

ôx, ôx2
õy_
Ôx,

ôy_
ôx„

(6.43)

A produto matricial 6.42 desenvolvido mostra a fórmula da propagação de

covariâncias:

\2  /  ^  \2

+ -•- +  ̂ ôy Y - 2  o ôy 5y . _ ôy dy .
■zé~ a v +  2  . , 7 q „ v + 2 - ~ — +•••

vôxJ *  ôx, ôx2 X’X2 ôx, ôx3 X’X3

.«■> ôy ôy . , o ôy ôy . . o ôy ôy . . o ôy ôy .4-̂ -r----— Gvv + ---—■— CJV + ••• + £“    — G +--------- —— Gy .

ôx, ôx  ̂ 1j ôx2 ôx3 X2X3 ôx2 ôxu ôxu_1 ôxu x“-lXu
(6.44)

As derivadas parciais são calculadas com os valores aproximados das 

variáveis x,,x2..... X j , . . . , x u .

6.2.1.1.7 Intervalo da medida de acurácia de uma função das coordenadas obtido 
pelo quociente Rayleigh

O quociente Rayleigh para uma função y = f(x 1,x2,...,xj,...,xu) é

0 ^ m̂ín̂ O (aTa) ^ ^ m̂áx̂ O (^a ). (6-45)

em que o vetor a é dado pela 6.43.



Para um conjunto de funções yi = f ( x j), i e {1,2,....n}, j e {1,2,...,u}, este 

quociente é escrito

o ^ ^mín^o (aTQxa) ^ ô* < (aTQxa). (6.46)

6.2.1.1.8 Medida de acurácia de distância 

Seja a variável
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(6.47)d = f (Ay, Ax) = IjAy)2 + (Ax)2

que representa a distância entre pontos quaisquer ij. A variância da distância é 

calculada por propagação a partir de KA, pela expressão

^ = D K aDt , (6.48)

em que

D  = |jr- # - ]  = 4[Ay Axl. (6.49)SAy SAx d L J v '

6.2.1.1.9 Medida de acurácia de direção

Seja R uma direção qualquer ij é expressa por:

R = f(Ay,Ax) = arctan-^-. (6.50)

A medida de acurácia será

ô2 =DKaDt , (6.51)

em que

SR SRD = SAy SAx = 4r[Ax -Ay], (6.52)
d



6.2.1.2 Estimativas das medidas globais de acurácia
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6.2.1.2.1 Semi-eixos do hiperelipsóide de erro e do hiperelipsóide de confiança

Com a decomposição espectral de Q*, os vetores próprios e valores

próprios são ordenados conforme a 4.93, e os semi-eixos são calculados pela 

4.135. Pela propriedade de proporção de variância em componentes principais (ver 

4.131), podem ser considerados somente os semi-eixos representativos. Neste 

hiperelipsóide, pode o teste de esfericidade dado pela 4.161 ser aplicado.

A matriz Q* define um elipsóide de dimensão u, no qual os semi-eixos são

calculados pela raiz quadrada positiva dos valores próprios, e a orientação é dada 

pelos vetores próprios.

O valor próprio máximo (Xmáx) pode ser associado com o vetor próprio que o

corresponde na decomposição espectral.

A região de confiança para a incógnita Xj pode ser generalizada para o vetor 

x que contém as u incógnitas da rede geodésica, como:

Pr (x -  x) K l (x -  x) < Xr.va J = 1 -  a, (6.53)

na qual r é o posto de K *, a qual pode ser calculada por decomposição espectral, e

X^-a é o valor crítico da distribuição qui-quadrado central.

6.2.1.2.2 Quociente Rayleigh

Seja x ^ o  um vetor qualquer de ordem nx1 e A = [ajj]nnuma matriz 

simétrica com os valores próprios > X2 > ... > \  >... > A.n e respectivos os vetores 

próprios normalizados m1,m2,...,mj,...mn. A expressão

K, (6.54)
X X

é denominada quociente Rayleigh (ZURMÜHL, 1950, p. 135).

y ^ A v
Procura-se os valores extremos de Rh para a variável x, i.e., \  ^

x x

(MATHAI e PROVOST, 1992, p. 20). A condição necessária é que a primeira 

derivada da função Rh em relação a variável x seja nula:



dRh n
~ãT <6'55>

Com efeito,

B . .  = ̂ _ 2 A x - Z * í r2 x = 4 - ( A x - M  = 0. * T* * 0 -  (6.56)
x x (X X) X X

Então

A x -R hx = 0. (6.57)

O número real Rh pode ser escrito com base no valor próprio X, o que toma 

a forma de um problema valor próprio especial (seção 3.1.3.12):

(A-Â,l)x = 0. (6.58)

Os valores extremos do quociente Rayleigh procurados são o valor próprio 

máximo Xmáx e o valor próprio mínimo Xm-m. Pré-multiplicando a 6.57 por xT, vem

Rh = A A x .  (6.59)
x X

Da 6.59 advém os extremos do quociente Rayleigh que podem ser escritos 

nas formas (KLEIN, 1997, p. 121):

ímáxl t. ímáxl T
Rh = \ } se X Ax = \ í para x x = 1, (6.60)

[mínj  (min J

ou então,

ímáxl t Ím ín l Tm ^
Rh = \ se x x =  > para x A x  = 1. (6.61)

(mínj [máxj

Para uma função linear ou não-linear cp = fTx ou então cp = f(x) resulta a

variância o2 pela lei da propagação de covariâncias (REISSMANN, 1980, p. 82, 177):

a ^ f TQxf. (6.62)

em que

f = f (x, y, z) = f (x0, y0, Zo) + dx + Jí- dy + J|- dz = f0 + f rx, (6.63)
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fT d l d l d l
ôx. õy õz

(6.64)

xT=[dx dy dz], (6.65)
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Q*= %  %
_9xz 9yz 9zz

(6 .66)

f0 =f(xo,y0.Zo)- (6.67)

Uma estimativa de cr* é obtida com ajuda do quociente Rayleigh pela expressão

A expressão fornece o limite superior para a variância da função cp, o qual 

depende do valor próprio máximo de Q*. Disto decorre a exigência: o valor próprio 

máximo deve ser mínimo. Quanto menor for Xmáx, melhor será a acurácia das 

funções e, por conseguinte, da rede sob apreciação.

6.2.1.2.3 Critérios de optimalidade

A acurácia de uma rede é tanto mais alta quanto menor for o máximo valor 

próprio obtido da matriz K *. Geometricamente, calcula-se pela 6.53 um elipsóide de 

confiança de dimensão p que contém a posição do vetor x  de todos os pontos com 

uma probabilidade conhecida (1 -a). Alguns dos mais importantes critérios de

optimalidade para a rede geodésica (DUPRAZ e NIEMEIER, 1979, p. 70-71; 

PELZER, 1980b, p.57, DUPRAZ e NIEMEIER, 1981, p. 387-389) são:

(6 .68)

U
a) det(Qi ) -  7̂  x X2 x . . . x x . . . x Xu = =mín; (6.69)

i=1

U
b) tr (Q-  ̂ + A-2 h—  + A,j + — i- — 'y ' A,j — mín; (6.70)

c) \náx -mín; (6.71)

'mín

(6.72)

e) ^âx-^mín=mín; (6-73)

'máx * (6.74)



A 6.69 é denominada critério volume de confiança que deve ser mínimo. O 

volume do elipsóide de confiança é proporcional ao produto de seus semi-eixos e 

por isso é empregado como uma das medidas de acurácia (PELZER, 1980b, p. 

275). A 6.70 significa que a soma dos quadrados dos semi-eixos deve ser mínima; 

a 6.71 significa que o quadrado do semi-eixo maior deve ser mínimo; a 6.72 é a 

condição de isotropia, i.e., a medida de acurácia do ponto é a mesma em todas as 

direções; a 6.73 é a condição de homogeneidade, i.e., as elipses têm a mesma 

forma, o mesmo semi-eixo maior e o mesmo semi-eixo menor e a 6.74, na qual m1 é 

o vetor próprio correspondente a A .m á x , tem as componentes que representam o

comprimento da projeção do semi-eixo maior no eixo das variáveis.

As componentes do vetor dado pela 6.74 é uma representação 

unidimensional -  projeção nos eixos das coordenadas originais, conforme ilustra a

figura 6.5 -  do semi-eixo maior do elipsóide dimensão u nas quais ^  é o 

comprimento do semi-eixo maior e as componentes do vetor m, são os cossenos 

diretores e, por conseguinte, os ângulos diretores podem ser calculados.

FIGURA 6.5 -  REPRESENTAÇÃO DOS VETORES PRÓPRIOS
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X

i

No caso de uma rede geodésica horizontal, à cada coordenada é associada

uma componente do vetor ^  =m1̂ Awáx (BAIXIANG e MINYI, 1993, p. 243). Por

exemplo, da 6.74 retiram-se as componentes n q u e  é a projeção do semi-
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eixo do elipsóide de dimensão p no eixo x, m1A/^máx que é a projeção do semi-eixo

desse elipsóide no eixo y e assim sucessivamente para os demais pontos. A 

resultante dessas projeções indicam a direção ao longo da qual existe “fraqueza” na 

rede geodésica.

Na otimização de rede geodésica para a detecção de movimento da crosta 

terrestre, o vetor Pj, com = Xmáx .define a direção crítica ao longo da qual o

movimento real de um ponto terá que ser grande para que seja separado de um 

pseudo-movimento (CROSILLAe MARCHESINI, 1983, p. 309).

Os valores próprios representam a medida para o juízo quantitativo de rede 

geodésica e seus vetores próprios representam as grandezas geométricas 

qualitativas correspondentes (JÄGER, 1988, p. 83). Se o det(Qx) for nulo, o critério

utilizará o produto dos X, *0(KUANG, 1996, p. 154).

6.2.2 Medidas de Confiabilidade

A teoria da confiabilidade serve para a decisão se um erro é detectável e 

qual influência tem o erro não-detectável nos resultados do ajustamento. Portanto é 

parte de um conceito para a avaliação da qualidade do resultado do ajustamento.

Os erros que não foram eliminados das observações ocasionam a alteração 

dos resultados, e.g., a alteração das coordenadas. Por isso são necessárias 

medidas que representem o quanto são confiáveis as observações. A essas 

medidas dá-se o nome de medidas de confiabilidade.

O conceito de medidas de confiabilidade introduzido por BAARDA (1967, 

1968) se subdivide em confiabilidade interna e confiabilidade externa. A primeira 

quantifica a menor porção do erro existente na observação que pode ser localizado 

com uma dada probabilidade. A segunda quantifica a influência dos erros não- 

detectáveis nas coordenadas dos pontos. Na seqüência, os conceitos de estimativas 

de confiabilidade interna e confiabilidade externa serão apresentados 

resumidamente.
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A fim de inspecionar o modelo estocástico empregado, calcula-se a estatística

para a detecção de erros grosseiros, em que r é o número de graus de liberdade do 

ajustamento, i.e., o número de equações superabundantes do sistema de equações

normais. A variância de uma observação de peso unitário a priori aj;, sob o nível de

significância a , deve ser testada estatisticamente com a variância de uma

6.2.2.2 Redundância

O número de equações superabundantes r do sistema de equações normais 

oriundas do modelo linear l  + v = Ax é a diferença entre o número de observações 

n, que é igual ao número de equações de observação, e o número dos parâmetros 

u, que estão sendo estimados. Ao número r = n -u  dá-se o nome de redundância 

do sistema. A contribuição de cada observação l x à redundância r recebe o nome 

de redundância parcial i; (FÕRSTNER, 1979, p. 64) e é expresso pela relação:

em que Qv é a  matriz de cofatores de covariância dos resíduos \i, contidos no vetor 

v, P é a matriz dos pesos das observações £} contidas no vetor t , e o  subíndice ii 

indica o i-ésimo elemento da diagonal.

O produto matricial QVP resulta uma matriz idempotente cujo traço é a 

redundância r:

A 6.77 é obtida mediante a matriz dos cofatores de covariância dos resíduos

T _ vTPv " 2
2 (6.75)

°0 a(

observação de peso unitário a posteriori â20.

(6.76)

n

tr(Q,P) = 2 ]':= r. (6.77)
i=1

(6.78)

a qual é pósmultiplicada pela matriz P:
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QVP = Q,P -  A (ATP A )1ATP = I -  A (ATPA) 1ATP,

e pela propriedade 3.166 de traço, vem

tr(QvP) = t r ( l) - t r  a (a tPa )~ ATP = n - t r  (a tPA)’ 1 At PA = n -u  = r.

(6.79)

(6.80)

Os elementos da diagonal do produto QJ3, os quais são denotados por 

r; = (QVP).. mostram a distribuição da redundância nas observações (FÕRSTNER, 

1985, p. 1139). O número r; é positivo porque a matriz dos pesos é matriz diagonal, 

situa-se no intervalo 0 < r; < 1 e chama-se redundância parcial. Este intervalo é 

obtido da 6.78, somando os seus membros por-P"1:

Qv -P~1=Q ,-P ~1- A ( a tPa )’ V  (6.81)

= -A ( a tPA)~1At ; (6.82)

multiplicando a 6.82 por P , vem

QVP - 1 = A ( AtPa )~1 AtP. (6.83)

Na 6.83, o i-ésimo elemento da diagonal é escrito

(QvP).j -1  = -  A (ATPA) ATP (6.84)

Os elementos da diagonal do produto QVP são todos positivos. O produto 

a (a tPA) At é matriz de cofatores de covariância; por isso, os elementos de sua

diagonal são todos positivos. Os elementos da diagonal da matriz P são, também, 

todos positivos. Então, a 6.84 fornece a desigualdade:

0 < (QJ3).. < 1 ou 0 < ij < 1 (6.85)

A partir da solução

x = (ATPA)"1 AtP* (6.86)

obtém-se a expressão do vetor dos resíduos

v = Ax - L = A(ATP A )1 At PL- 1 = (Q, - QV)P£ - L

= -Q VP* + Q,P* - 1 = -Q VP*. (6.87)
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6.2.2.3 Medida de confiabilidade interna

Sob o conceito de confiabilidade interna de uma rede geodésica são 

reunidos todos os critérios que servem para a detecção de erros grosseiros. A 

confiabilidade interna indica o erro mínimo que se encontra em uma observação 

(GRIMM-PITZINGER e HANKE, 1988) que é sensível ao teste.

Para o erro grosseiro W ,, presente na i-ésima observação  ̂ , que o teste 

pode detectar corretamente com segurança mínima, a confiabilidade é descrita pela 

quantidade

V , .  (6.88)

O valor limite inferior depende (FÕRSTNER, 1979, p. 66; BENNING, 1983, p. 221):

a) da acurácia das observações, a qual é descrita pelo desvio-padrão ;

b) da geometria da rede juntamente com as observações, a qual é descrita 

pela redundância parcial r;;

c) do nível de significância a para o erro tipo I (ver seção 4.1.7.1);

d) da qualidade ou poder do teste, i.e., da probabilidade para detectar a 

observação com erro grosseiro;

e) do parâmetro de não-centralidade 80 (figura 4.7).

O valor limite inferior é definido pela expressão:

(6.89)

a qual indica que quanto menor for a redundância parcial r; tanto maior será o erro 

grosseiro. A redundância parcial é calculada a partir do resíduo qw. e do peso da 

observação ps:

1=qw,R- (6-9°)

No quadro 6.1 estão os intervalos recomendados para a orientação da 

decisão sobre a controlabilidade de observações mediante as redundâncias parciais.
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QUADRO 6.1 -  CONTROLE DE OBSERVAÇÕES POR REDUNDÂNCIAS PARCIAIS

INTERVALO CONTROLABILIDADE

0 < i" <0 ,01 não há

0,01 < r: <0,1 ruim

0,1 < r; < 0,3 suficiente

0,3 < rj <1 boa

FONTE: MÜRLE e BILL (1984; p. 48).
NOTA : Traduzido do original pelo autor.

Na figura 4.7, em que k designa o valor crítico específico conforme o nível

de significância a adotado, a região indicada por 1-(3 permite especificar a

qualidade ou o poder do teste para a detecção de erros grosseiros;

a) os erros grosseiros são detectados em 100(1-(3)% dos casos, e

b) os erros grosseiros permanecem não detectados em 100(3 % dos casos.

6.2.2.3.1 Localização de erros grosseiros nas observações

A estatística do teste de erros grosseiros para a i-ésima observação -  teste 

data snooping de Baarda -  é designada por w( e tem a expressão:

w, =— (6. 91)

\JF^ = N(0,1) sob Ho, (6.92)

>J ^  = N(8bt1)sobH>. (6.93)

Sob a hipótese nula, segundo a qual nenhum erro grosseiro existe na 

observação l t , a estatística (W;)2 possui distribuição F central (ver seção 4.1.6.4); 

caso contrário, a hipótese alternativa, segundo a qual existe erro na observação i - , 

é correta, a estatística (w, f  possui distribuição F não-central (HAHN et al., 1989, p. 237).

6.2.2.4 Medida de confiabilidade externa

com w. ~

Os efeitos de erros grosseiros sobre os parâmetros incógnitos e sobre as 

funções destes parâmetros são averiguados sob o conceito da confiabilidade 

interna.



O vetor das correções x (que é a solução das equações normais no 

ajustamento de observações geodésicas pelo modelo 6.10) na presença de um erro 

grosseiro W, é expresso por:

x = -NAt P ( l  -  ejW,) = -N~1At P£ + N~1 At P = -x  + Vx, (6.94)

em que N é a matriz dos coeficientes das equações normais, A é a matriz das 

derivadas das equações de observação em relação às incógnitas, P é a matriz dos 

pesos das observações, i  é o vetor da diferença entre o vetor dos valores 

calculados e vetor dos valores observados e e, é a i-ésima coluna de uma matriz 

identidade n x n . Portanto, o efeito do erro grosseiro V2J no vetor solução é dado por: 

Vx = N'1ATPeiV̂  . (6.95)

6.2.3 Medida de Sensibilidade

A fim de determinar os deslocamentos da posição de uma estrema do 

terreno com procedimentos geodésicos, é necessária a discretização do terreno por 

um número definido de pontos, cujo conjunto é designado por rede. A rede é medida 

em momentos distintos. A análise geodésica dos deslocamentos baseia-se na 

avaliação das medidas repetidas. Se houver deslocamento da estrema, entre duas 

épocas, significará a existência de mudança na geometria da rede e, por 

conseguinte, a variação da posição dos pontos.

O objetivo da análise de deslocamentos é detectar variações nas posições 

dos pontos, as quais situam na ordem de grandeza da acurácia das observações. 

Como observações geodésicas clássicas podem ser chamadas distâncias, direções 

angulares, diferenças de altitude e coordenadas obtidas do GPS.

Para as redes geodésicas de controle deve ser examinado se o movimento 

de pontos são detectáveis. Neste sentido define-se sensibilidade de rede geodésica 

como a habilidade para detectar deslocamentos com probabilidades dadas a partir 

de observações em duas épocas (NIEMEIER e HOLLMANN, 1984, p. 47). Para 

cada época são calculados o vetor das incógnitas coordenadas x e a respectiva 

matriz de cofatores de covariância das incógnitas Q *. Sejam as épocas

denominadas 1 e 2, das quais se obtém os respectivos vetores x, e x2 das
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incógnitas coordenadas e as respectivas matrizes de cofatores de covariância 

Q* e < \  . À questão, se existe deslocamento significativo de ponto entre as duas 

épocas, requer a formulação das hipóteses nula e alternativa:

H0: E{d} = 0; (6.96)

HA:E{d} *0.  (6.97)

nas quais o vetor

d = x2 -  ^  (6.98)

é chamado vetor deslocamento.

A matriz de cofatores de covariância do vetor d, considerando que os 

vetores x, e x2 das incógnitas são não-correlacionados, é expressa por:

Q d = < V Q x 2- (6.99)

A estatística empregada para avaliar as hipóteses formulada na 6.96 e 6.97 

tem a expressão (NIEMEIER, 1985b, p. 549)

t  dTQrfd
T = — - 7 — • (6.100)

rô0

e a representação gráfica pela figura 6.6.

Na 6.100, Qd é a inversa generalizada de Moore-Penrose ou pseudo-

inversa de Qd (ver seção 3.1.3.14), r é o posto da matriz Qd e ô20 é o valor comum

estimado, a partir de ambas as épocas, para a variância de uma observação de 

peso unitário a priori (NIEMEIER e HOLLMANN, 1984, p.48).

A estatística T segue a distribuição F central com r graus de liberdade no 

numerador e f, + f2 graus de liberdade no denominador: f, é o número de graus de

liberdade que estimou ô20 na época 1 e f2 é o número de graus de liberdade que

estimou Ôq na época 2. A hipótese nula H0será válida se, e somente se,

T<Frf+f (WELSCH, 1980, p. 387; SALER, 1995, p. 78).
’ 1 2'

Caso seja válida a hipótese alternativa HA, a estatística T segue a 

distribuição F não-central, com parâmetro de não-centralidade:

x* =4-<irQ;d. (6 1 0 1 )
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Para cada ponto, uma direção crítica pode ser definida. Nessa direção, 

qualquer movimento real de ponto deve ser separado de um pseudo-movimento a 

fim de evitar erros.

FIGURA 6.6 -  ESTATÍSTICA PARA AVALIAR AS HIPÓTESES EM SENSIBILIDADE DE REDE 
GEODÉSICA

O vetor deslocamento d pode ser escrito (ZHANG e LI, 1990, p. 248): 
d = ag, (6.

em que a é a norma do vetor d, e g é o vetor unitário que indica a direção de d. 

Substituindo a 6.102 na 6.101 vem

Efetuando a decomposição espectral de Qd(ver seção 3.1.3.13) e tomando 

o valor próprio máximo À,máx e o valor próprio mínimo A,min juntamente com seus 

respectivos vetores próprios m1 e , obtém-se o vetor deslocamento máximo dmáx 

e o vetor deslocamento mínimo dm!n:

o T

(6.103)

(6.104)

(6.105)
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Com os fundamentos jurídicos que vinculam o l f  à linha geodésica 

sucintamente apresentados na seção 2 e com os fundamentos metodológicos 

apresentados nas seções 3, 4, 5 e 6, torna possível propor, agora, o 

aprimoramento do memorial da caracterização de estremas com dados 

numéricos reais, fornecidos pelo INCRA, referentes à gleba denominada Pó de 

Serra e ao seu parcelamento que totalizam 68 lfs. São mostrados o procedimento 

que obtém as coordenadas polares elipsóidícas de cada l f  e o procedimento que 

obtém a superfície da gleba, e também das parcelas, como função das coordenadas 

geográficas elipsóidícas.

Atendendo ao que determina, quanto à escrituração do Livro n. 2, o art. 176, 

§1°, II,3 da Lei n. 6 015/1973: “a identificação do imóvel feita, mediante indicação de 

suas características e confrontações, localização, área e denominação, se rural, ou 

logradouro e número, se urbano, e sua designação cadastral, se houver”, o 

memorial aprimorado da caracterização de estremas desta gleba é inserido na 

matrícula.

7.1 INTRODUÇÃO DE PARÂMETROS GEODÉSICOS E ESTATÍSTICOS

Os sistemas de coordenadas destinados à caracterização de 

estremas devem pertencer também à família de sistemas de coordenadas 

geodésicos, e para que haja uniformização, devem pertencer ao Sistema 

Geodésico Brasileiro. Por isso, cada memorial deve conter os parâmetros 

geométricos do elipsóide de referência para este Sistema e as coordenadas 

de estrema e a superfície do prédio devem ser obtidas como função destes 

parâmetros.

As coordenadas de estrema que definem o l f  resulta do modelo

matemático no qual o vetor médio amostrai t  e a respectiva matriz covariância S 

são introduzidos. Do ajustamento das observações geodésicas pelo princípio do 

MMQ resulta a matriz covariância dos parâmetros K* e a matriz covariância dos

resíduos Kv- Com os elementos da matriz K *, as coordenadas podem ser escritas



com suas respectivas acurácias bem como os azimutes mediante a lei de 

propagação de covariâncias. A controlabilidade das observações será possível com 

a aplicação do teste data snooping de Baarda e para isto são necessários a matriz 

covariância dos resíduos, a matriz dos pesos das observações, o nível de 

significância a e a qualidade ou poder do teste 1-p.

FIGURA 7.1 -  APRIMORAMENTO DO MEMORIAL DA CARACTERIZAÇÃO DE ESTREMAS E DE 
ENTES NATURAIS PARA A MATRÍCULA IMOBILIÁRIA EM PROPOSIÇÃO 

____________________________________________  continua
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LIVRO N. 2 -  REGISTRO GERAL ( )° Ofício de Registro de Imóveis de

Matrícula (número) Ficha 1
Data

CARACTERIZAÇÃO DAS ESTREMAS DO IMÓVEL NO SISTEMA GEODÉSICO BRASILEIRO 
OFICIAL

ísemi-eixo maior: a =
PARAMETROS DO ELIPSOIDE: \

[achatamento : f =

DENOMINAÇÃO DO IMÓVEL:

ESTREMA QUE INICIA O PERÍMETRO EM COORDENADAS GEOGRÁFICAS ELIPSÓIDICAS:

(<(>;*•) =

DESCRIÇÃO DO PERÍMETRO POR COORDENADAS POLARES ELIPSÓIDICAS (AZIMUTE E 
COMPRIMENTO DE l f  )

DESCRIÇÃO DO PERÍMETRO DE SUPERFÍCIES A SEREM EXCLUÍDAS DO REGISTRO 

SUPERFÍCIE REMANESCENTE DA GLEBA

S = f(cp,A,) =

DADOS COMPLEMENTARES PARA A INTERPRETAÇÃO DO PRINCÍPIO DA ESPECIALIDADE

1 DADOS INSTRUMENTAIS

a)medidas de acurácia interna nominais i ° lmear
[^angular “ "

b) cálculo do desvio padrão de uma observação segundo a NBR 13 133, p. 33-35 em ABNT (1994)

c) calibração
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FiGURA 7.1 -  APRIMORAMENTO DO MEMORIAL DA CARACTERIZAÇÃO DE ESTREMAS E DE 
ENTES NATURAIS PARA A MATRÍCULA IMOBILIÁRIA EM PROPOSIÇÃO 

 _______________________________________________________________________ conclusão

Matrícula (número)

LIVRO N. 2 -  REGISTRO GERAL ( )° Ofício de Registro de Imóveis de ...

Data
Ficha 2

2 ESTIMATIVAS DAS MENSURAÇÕES

a) vetor médio amostrai

7T= P  \  ... Jt ... 7P]

b) matriz covariância amostrai 

VECHt (S,) = [s ?  ... % ... sp1 4  ... ^  ... sp2 ... 4  ... s( s2PJ • "

3 ESTIMATIVAS DO AJUSTAMENTO DE OBSERVAÇÕES PELO MÉTODO DOS MÍNIMOS 
QUADRADOS PARA A IDENTIFICAÇÃO E A AVIVENTAÇÃO

2
a) variância de uma observação de peso unitário a priori a0 =

b) variância de uma observação de peso unitário a posteriori o 0 =

c) vechT(Qi ) =

d) vechT(Qv) =

e) diag(QvP) =

f) nível de significância a  =
g) qualidade ou poder do teste 1 -  (3 =
parâmetro de não-centralidade da distribuição normal ô0 =

Proprietário:

Registro anterior:

R. 01 -  

Av. 02 -  

Av. 03 - 

R. 0 4 -

7.2 CÁLCULO DAS COORDENADAS POLARES ELIPSÓIDICAS

As fórmulas9 aqui empregadas para o cálculo das coordenadas polares 

elipsóidicas (azimute e comprimento de i f )  são as de SODANO (1958, p. 16-19):

9 Ver SCHMIDT (1999, p. 126-128) que aplica a integração numérica à integral elíptica que 
calcula as coordenadas polares elipsóidicas.
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64

64F +16hF +16h sin F cos F -  32e'2P sin2 F -  3h2F  ̂

-5h2 sin F cos F + 2h2 sin3 F cos F + 8e'2h P sin2 F 

+8e'2hP sin2 F cos2 F -  8e'4P2 sin3 Fcos F

+ j(2 C  + h C -e '2CPF)x

+ — Px2 
2 ™

(7.1)

em que F é a 5.192, h é a 5.195, P é a 5.196, C é a 5.193 e x é a 5.188. O azimute 

depende do cálculo do rumo R que tem expressões:

cotR,g -U , -  x +
sinAÄcosß2

cotR21 = U2 — Ui cosß2 x + 
sinA^cosß1

U, + U2cosAXcosß1

2 sin2 AX 2 sin2 AÃcosß

U, U1cosAA.cosß2 

2sin2AÃ 2sin2AÄcosß1

(7-2),

(7.3)

em que

li _ tanp2cosp1 -cos AÃ sin p.,
1 sin AÃ

.. sin p2 cos AX -  cos p2 tan p1
2 sinAÀ

e a interpretação do quadrante de R está no quadro 7.1.

(7.4)

(7.5)

QUADRO 7.1 -  INTERPRETAÇÃO DO QUADRANTE EM QUE SE SITUA O AZIMUTE

QUADRANTE DE R,2 QUADRANTE DE R21

sgn(AÀ.) sgn(A/.)

+ - - +

sgn(cot) sgn(cot) sgn(cot) sgn(cot)
+ - + - + - + -

I II III IV I II III IV
AZIMUTE

QUADRANTE
I II III IV

Ag = R Ag = t i  + R Ag = 7i + R Ag = 2n + R

NOTA 1: no II e IV quadrantes R é negativo.
NOTA 2: Interpretação elaborada com base em SODANO (1965, p. 74).

Em analogia à 3.202, as expressões que calculam os azimutes sem a 

preocupação com o quadrante são:



A 9l2 = 7 1
1 -  js g n  (AX) -  j  sgn2 (aà) sgn (cot) + arccotR15 (7.6)
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A =n
921

1+ j  sg n ( Al) -  ̂  sg n2 ( AÀ) sg n (cot) + arccotR21’ (7.7)

FIGURA 7.2 -  A GLEBA PÓ DE SERRA E O SEU PARCELAMENTO

Izaldo Aparecido Redroso

M18I

S A T 2
wO

M 1 7 . U — —
---------------

í 37
|41

?  E J 2 S A

%

$ 7 e J Z 7A

i

A Z V e J ^

|43

M16k

M27.

M28 Ç

Norte

!

Luis Fernando
M28A 45 ivcu

f r
1 M29

48 M22

4

I 5 6 ,
M 2 3 ------------------

Estradai------- ►
50 s  :

% <§>
DGUT L a  M11 D®,

M13

~æ ^M 30
iI

l
19

i a
M31\ 55,.--

M10
18

M09
P æ  DG1

u17
M08

Teru lochida

FONTE: INCRA (1998b).
NOTA : Extrato do original sob redução e com o acréscimo da numeração dos ij, .
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QUADRO 7.2 -  COORDENADAS DAS ESTREMAS 
DA GLEBA PÓ DE SERRA

NOME

DA

ES
TRE
MA

COORDENADAS GEOGRÁFICAS 
ELIPSÓIDICAS REFERENCIADAS AO 
SISTEMA GEODÉSICO BRASILEIRO 

OFICIAL:
PARÂMETROS DO ELIPSÓIDE: a = 6 378160 m; f  = 1/298,25

Latitude cp Longitude X
M18 -23° 43'27,292 7" -50°58'21,439 5"

M19 -23° 43'34,084 7" -50°58'21,515 0"

M20 -23°43'39,739 4" -50° 58'21,730 5"

M21 -23° 43 ’45,509 4" -50° 58'21,886 1"

M22 -23° 43'51,820 0" -50° 58'22,030 2"

M23 -23° 43'51,787 0" -50° 58'21,829 0"

M35 -23° 43'52,229 6" -50° 58'02,940 7"

M24 -23° 43’ 52,229 0" -50°58'02,517 0"

SAT1 -23° 43 ’48,519 5" -50°58 '02,118 0"

M01 -23° 43'47,826 5" -50° 57'48,361 2"

M02 -23° 43'55,403 9" -50° 57'45,827 2"

M03 -23° 44'02,124 9" -50° 57'43,7941"

M04 -23° 44'06,5061" -50° 57'42,162 5"

M05 -23° 44'14,934 7" -50° 57'40,639 6 ”

M06 -23° 44'14,958 6" -50° 57'58,145 3"

M07 -23° 44 ' 15,183 2" -5 0 °5 8 ’14,2161"

M08 -23° 44'07,426 0" -50°58 '15,006 2"

M09 -23° 44'05,246 3" -50°58'15,130 1"

M10 -23°44'04,814 6" -50° 58'15,133 6"

M11 -23° 43'57,274 2" -50° 58'15,772 4"

M12 -23° 43'57,032 0" -50° 58'22,072 8"

DG4 -23° 43'57,063 4" -50° 58'22,2731"

M13 -23° 45'59,107 2" -50° 58' 22,7618"

M14 -23° 44'09,158 9" -50° 58'24,2371"

EJ18 -23° 44'07,250 9" -50° 58'28,834 7"

EJ19 -23° 44'05,894 8" -50° 58'31,635 7"

EJ20 -23° 44'03,970 3 ” -50° 58'35,000 8"

EJ21 -23° 44 ' 01,042 6" -50° 58'40,055 7"

ÉJ22 -23° 43'59,822 3" -50° 58'41,065 3"

EJ23 -23° 43'57,869 7" -50° 58'40,584 9"

M15 -23° 43'56,394 9" -50° 58'42,627 8"

24B -23° 43 ' 54,745 3" -50° 58'46,068 9"

24A -23°43 '48,784 2" -50° 58'48,566 7"

25A -23°43 '45,713 8" -50° 58'52,176 7"

M16 -23° 43'41,642 6" -50° 58'57,091 3"

EJ27A -23° 43'35,3641" -50° 58'53,0581”

EJ28 -23°43'32,168 8" -50° 58'50,2612"

M17 -23° 43 ' 30,244 5" -50° 58 ' 49,668 2"
SAT02 -23° 43 ' 29,480 3" -50° 58'42,1351"

QUADRO 7.3 -  COORDENADAS DAS ESTREMAS 
INTERNAS

NOME

DA

ES
TRE
MA

COORDENADAS GEOGRÁFICAS 
ELIPSÓIDICAS REFERENCIADAS AO 
SISTEMA GEODÉSICO BRASILEIRO 

OFICIAL:
PARÂMETROS DO ELIPSÓIDE: a = 6 378160 m; f = 1/298,25

Latitude cp Longitude X
AZM2 -23° 43'34,201 9" -50° 58'42,185 3"

M27 -23° 43'39,988 0" -50° 58'42,310 0"

M28A -23° 43'45,728 5" -50° 58'33,169 7"

M28 -23° 43 ' 45,903 8" -50°58 '42,4212"

M29 -23° 43'51,420 3" -50° 58'42,557 2"

M30 -23° 43'57,556 0 ” -50° 58'13,276 0"

M31 -23° 44'04,278 2" -50° 58'12,045 5"

DG2 -23° 44'03,0818" -50° 58'09,366 7 ”

DG3 -23° 43'56,839 6" -50° 58'04,966 2"

AZM1 -23° 43'57,019 7" -50° 58 '04,587 9"

M25 -23° 44 ' 03,294 2" -50°58 '09 ,0111"

DG1 -23° 44'04,661 7" -50° 58'11,966 9"

M26 -23° 44'07,086 4" -50° 57 '58,2319"

FONTE: INCRA (1998a)

FONTE: INCRA (1998a)
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QUADRO 7.4 -  COORDENADAS POLARES ELIPSÓIDICAS DOS lfs DA GLEBA PÓ DE SERRA

continua
ESTRE
MAS

COORDENADAS COMPR.
(m)

AZIMUTE lf CON
FRON
TANTE

Latitude cp Longitude x sgn(A L) qu. valor

M18 -23° 43'27,292 7" -50° 58'21,439 5"
209,018 - 3o 180°35'10,8" 1

Terras
de

Estrada

M19 -23° 43'34,084 7" -50°58'21,515 0"

M19 -2 3 °4 3 ’34,084 7" -50°58 ’21,515 0"
174,182 - 3o 180° 00'33,9" 2M20 -23° 43'39,739 4" -50°58'21,730 5"

M20 -23°43'39,739 4" -50° 58'21,730 5"
177,632 - 3o 181°25'19,8" 3M21 -23° 43'45,509 4" -50° 58'21,8861"

M21 -23 °43 ’45,509 4" -50° 58'21,8861"
194,169 - 3o 181°12'15,4" 4M22 -23° 43'51,820 0 ” -50° 58'22,030 2"

M22 -23° 43'51,820 0" -50° 58'22,030 2"
5,796 + 1o 79°53’53,5” 5M23 -23°43'51,787 0" -50° 58’21,829 0"

M23 -23° 43'51,787 0" -50° 58 '21,829 0"
535,232 + 2o 91° 27'32,7" 6M35 -23° 43'52,229 6" -50° 58’02,940 7"

M35 -23° 43'52,229 6" -50° 58'02,940 7"
12,752 + 1o 89° 54'42,9" 7M24 -23° 43'52,229 0" -50° 58'02,517 0 ”

M24 -23° 43' 52,229 0" -50°58'02,517 0"
114,840 + 1° 5°39’18,7" 8SAT1 -23°43'48,519 5" -5 0 °58'02,118 0"

SAT1 -23°43'48,519 5" -50° 58 ' 02,118 0 "
390,161 + 1° 86°52’07,5" 9

Terras
de

Luis
Fernando

M01 -23° 43'47,826 5" -50° 57'48,3612"

M01 -23° 43'47,826 5" -50° 57'48,3612"
243,748 + 2° 162°53'17,6" 10M02 -23° 43'55,403 9” -50° 57’45,827 2"

M02 -23° 43'55,403 9" -50° 57'45,827 2"
214,601 + 2° 164°26'18,9” 11M03, -23° 44'02,124 9" -50° 57'43,7941”

M03 -23° 44'02,124 9" -50° 57'43,7941"
142,545 + 2° 161°04'35,4" 12M04 -23° 44'06,5061" -50° 57'42,162 5"

M04 -23° 44'06,5061" -50° 57'42,162 5"
263,183 + 2° 170°33'23,T' 13M05 -23° 44'14,934 7" -50° 57'40,639 6"

M05 -23° 44'14,934 7" -50°57 '40,639 6"
495,776 - 3o 269°54'50,6" 14

Terras
de

Teru
lochida

M06 -23° 44'14,958 6" -50° 57'58,145 3 ”

M06 -23° 44'14,958 6 ” -50° 57'58,145 3"
455,223 - 3o 269°07'45,6" 15M07 -23°44'15,183 2" -50°58'14,216 1"

M07 -23°44 ' 15,183 2" -50°58 '14,216 1"
239,678 - 4o 354°38'36,0" 16

Terras
de

estrada

M08 -23° 44'07,426 0" -50° 58'15,006 2"

M08 -23° 44'07,426 0" -50° 58’15,006 2"
66,707 - 4o 357°00'16,3" 17M09 -23° 44'05,246 3" -50°58'15,130 1"

M09 -23° 44'05,246 3" -50°58'15,130 1"
15,579 - 4o 359°34'20,6" 18M10 -23°44'04,814 6" -50° 58'15,133 6"

M10 -23°44'04,814 6" -50° 58'15,133 6"
232,653 - 4o 355°32'25,7" 19M11 -23° 43'57,274 2" -50° 58'15,772 4"

M11 -23° 43'57,274 2" -50° 58'15,772 4"
178,588 - 4o 272°23'26,8" 20M12 -23° 43'57,032 0" -50° 58'22,072 8 "

M12 -23° 43'57,032 0 ” -50° 58'22,072 8"
5,768 - 3o 260°20’09,7” 21DG4 -23° 43'57,063 4" -50°58 '22,273 1"

DG4 -23° 43'57,063 4 ” -50° 58'22,2731"
65,491 - 3o 192°24'51,9" 22M13 -23° 43'59,107 2" -50° 58'22,761 8"

M13 -23° 43'59,107 2 ” -50° 58'22,761 8"
312,121 - 3o 187°41'41,6" 23M14 -23° 44'09,158 9" -50° 58’24,2371"
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QUADRO 7.4 -  COORDENADAS POLARES ELIPSÓIDICAS DOS lfs DA GLEBA PÓ DE SERRA

conclusão
ESTRE
MAS

COORDENADAS COMPR.
(m)

AZIMUTE CON
FRON
TANTE

Latitude cp Longitude \ sgn(AJ.) qu. valor

M14 -23°44'09,158 9" -50° 58'24,237 1"
142,553 - 4o 294°15'56,2"

24

Rio
Aguas

da
Serraria

EJ18 -23° 44'07,250 9 ” -50° 58'28,834 7"

EJ18 -23° 44'07,250 9" -50° 58'28,834 7"
89,694 - 4o 297°44'25,2"

25

EJ19 -23° 44'05,894 8" -50° 58'31,635 7 ”

EJ19 -23° 44'05,894 8 ” -50° 58 '31,635 7"
112,211 - 4o 301°50'58,9"

26

EJ20 -23° 44'03,970 3 ” -50° 58 '35,000 8 ”

EJ20 -23° 44'03,970 3" -50° 58'35,000 8"
169,097 - 4o 302°10'31,0"

27

EJ21 -23° 44'01,042 6" -50° 58'40,055 7"

EJ21 -23° 44'01,042 6" -50° 58'40,055 7"
45,914 - 4o 322°42'19,4"

28

EJ22 -23° 43'59,822 3" -50° 58'41,065 3"

EJ22 -23° 43'59,822 3" -50° 58'41,065 3"
61,673 + 1° 12°45'43,1"

29

EJ23 -23° 43'57,869 7" -50° 58 '40,584 9"

EJ23 -23° 43'57,869 7 ” -50° 58'40,584 9"
73,202 - 4o 308°06'09,T'

30

M15 -23° 43'56,394 9" -50° 58 ' 42,627 8"

M15 -23° 43'56,394 9" -50° 58'42,627 8 ”
109,669 - 4o 297°30'24,6"

31

24 B -23°43'54,745 3" -50° 58'46,068 9"

24B -23° 43'54,745 3" -50° 58'46,068 9"
196,519 - 4o 338°54'20,1"

32

24A -23° 43'48,784 2 ” -50° 58'48,566 7"

24A -23° 43'48,784 2" -50° 58'48,566 7"
138,684 - 4o 312°44'00,1"

33

25A -23° 43'45,713 8 ” -50° 58'52,176 7"

25A -23°43'45,713 8" -50° 58'52,176 7"
187,242 - 4o 311°58'50,8"

34

M16 -23° 43'41,642 6" -50° 58 '57,091 3"

M16 -23° 43'41,642 6" -50° 58'57,0913"
224,311 + 1» 30°36'01,7"

35 Cór
rego
da

Lasca
EJ27A -23° 43'35,3641” -50° 58'53,0581"

EJ27A -23° 43'35,3641" -50° 58'53,0581”
126,386 + 1o 38°51'50,9"

36

EJ28 -23° 43'32,168 8" -50° 58'50,2612"

EJ28 -23° 43'32,168 8" -50° 58'50,2612"
61,677 + 1° 15°50'21,7"

37

Terras
de

Isaldo
Aparecido
Pedroso

M17 -23° 43 ' 30,244 5'' -50° 58'49,668 2"

M17 -23° 43'30,244 5" -50° 58 '49,668 2"
214,588 + 1° 83°42'44,9"

38

SAT02 -23° 43'29,480 3 ” -50° 58'42,1351"

SAT02 -23° 43'29,480 3" -50° 58'42,1351"
590,019 + 1o 83°27'05,6"

39

M18 -23° 43'27,292 7" -50° 58'21,439 5"
39

2 ]=  7 288,882 m
if=1
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 r ___________   continua

QUADRO 7.5 -  COORDENADAS POLARES ELIPSÓIDICAS DOS lfs DAS PARCELAS DA GLEBA PÓ
DE SERRA

PAR ES- COORDENADAS COMPR. AZIMUTE
CONFRON

TANTE
CELA TREMA Latitude (p Longitude x (m) sgn

( m

qu. valor V
M27 -23° 43'39,988 0" -50° 58 '42,310 0"

182,129 3o
Parcela 05

M28 -23° 43'45,903 8 ” -50° 58'42,4212" ~ 180° 59'29,1" 4 /

M28 -23° 43'45,903 8" -50° 58'42,4212"
169,712 49

Parcela 06
M29 -23° 43'51,420 3" -50° 58'42,557 2" ~ 3° 181°18’00,6"

M29 -23° 43'51,420 3 ” -50° 58'42,557 2"
152,910 180o44'54,8" 52

Parcela 07
M15 -23° 43'56,394 9" -50° 58'42,627 8" 3U

M15 -23° 43'56,394 9" -50° 58'42,627 8"
109,669 3124B -23° 43'54,745 3" -50° 58'46,068 9" 4U 297° 30’24,6"

01 24B -23° 43'54,745 3" -50° 58'46,068 9"
196,519 4o 338° 54'20,1" 3224A -23°43'48,784 2” -50° 58'48,566 7" ~

Rio
Águas24A -23° 43'48,784 2" -50° 58 ’48,566 7"

138,684 4o 312°44’00,1" 3325A -23° 43'45,713 8" -50° 58’52,176 7" “
Serraria

25A -23°43'45,713 8" -50° 58'52,176 7"
187,242 4o 311o 58'50,8" 34M16 -23° 43'41,642 6" -50° 58'57,091 3"

M16 -23° 43'41,642 6" -50° 58'57,091 3"
421,810 1o 83° 04'06,1" 44

Parcela 02

M27 -23° 43 ’39,988 0 ” -50° 58'42,310 0"
+

SAT2 -23° 43 ’29,480 3" -50° 58'42,1351"
145,314 3o 180° 33'38,9" 41

Parcela 03

AZM2 -23° 43'34,201 9" -50° 58'42,185 3"

AZM2 -23° 43'34,201 9" -50° 58'42,185 3"
177,859 3o 181° 08’12,0" 43

Parcela 04

M27 -23° 43'39,988 0" -50° 58'42,310 0"

M27 -23° 43'39,988 0" -50°58'42,310 0"
421,810 3o 263° 04'00,1" 44

Parcela 01

M16 -2 3 °4 3 ’41,642 6 ” -50° 58'57,0913" '

M16 -23° 43'41,642 6" -50° 58'57,0913"
224,311 1° 30°36'01,7" 35

02
EJ27A -23° 43'35,3641" -50° 58’53,0581"

+

EJ27A -23° 43'35,3641" -50° 58'53,0581"
126,386 38°51'50,9" 36

Córrego

EJ28 -23° 43'32,168 8 ” -50° 58'50,2612"
+ 1°

Lasca

EJ28 -23° 43'32,168 8" -50° 58'50,261 2"
61,677 1o 15°50'21,7" 37M17 -23° 43’ 30,244 5 ” -50° 58'49,668 2"

+

M17 -23° 43'30,244 5" -50° 58'49,668 2"
214,588 1 ° 83° 42'44,9" 38

Terras de 
isaldo

SAT2 -23° 43'29,480 3" -50° 58'42,1351"
+ Ap. Pedroso

M18 -23° 43'27,292 7" -50° 58'21,439 5"
209,018 180°35'10,8" 1

Terras
de

M19 -23° 43'34,084 7" -50°58'21,515 0" " 3o estrada

M19 -23° 43'34,084 7" -50°58'21,515 0"
585,403 3o 269° 38'45,5" 40

Parcela 04

03
AZM2 -23°43'34,201 9" -50° 58'42,185 3" ~

AZM2 -23° 43'34,2019" -50° 58'42,185 3"
145,314 1o 0o 33'39,0" 41

Parcela 02

SAT2 -23° 43'29,480 3" -50° 58'42,1351"
+

SAT2 -23° 43'29,480 3" -50° 58'42,1351"
590,019 1 ° 83° 27'05,6" 39

Terras de 
Isaldo Ap.

M18 -23° 43'27,292 7" -50° 58'21,439 5"
+ Pedroso

M19 -23° 43 ’ 34,084 7" -50° 58'21,515 0"
174,182 3o 182° 00'33,9”

Terras
de

04
M20 -23° 43'39,739 4 ” -50° 58'21,730 5" ' 2 estrada

M20 -23° 43'39,739 4 " -50° 58 '21,730 5 ”
582,965 3o 269° 14'49,6" 42

Parcela 05

M27 -23° 43'39,988 0" -50°58'42,310 0" '

M27 -23° 43'39,988 0" -50° 58'42,310 0"
177,859 1 o 1° 08-12,1" 43

Parcela 02

AZM2 -23° 43'34,2019" -50° 58'42,185 3"
+



213

_ _ _ 1 ___________________       continuação

QUADRO 7.5 -  COORDENADAS POLARES ELIPSÓIDICAS DOS lfs DAS PARCELAS DA GLEBA PÓ
DE SERRA

PAR
CELA

ES
TREMA

COORDENADAS COMPR.
(m)

AZIMUTE

V CONFRON
XANTE

Latitude (p Longitude x sgn
(AX)

qu. valor

AZM2 -23° 43'34,201 9" -50° 58'42,185 3"
585,403 + 1o 89° 38'53,9" 40 Parcela 02M19 -23° 43 ’34,084 7" -50°58'21,515 0"

05

M20 -23° 43 ’39,739 4" -50° 58'21,730 5"
177,632 - 3o 181°25'19,8" 3

Terras
de

estradaM21 -23° 43'45,509 4 ” -50° 58'21,8861"

M21 -23° 43'45,509 4" -50° 58'21,8861"
319,672 - 3o 268° 47'27,9" 45

Parcela 06
M28A -23° 43'45,728 5 ” -50° 58'33,169 7"

M28A -23°43'45,728 5" -50° 58'33,169 7"
262,048 - 3o 268° 49'13,4" 46M28 -23° 43'45,903 8" -50° 58'42,4212”

M28 -23° 43 ’45,903 8 ” -50° 58'42,4212"
182,129 + 1o 0o 59’ 29,1" 47 Parcela 01

M27 -23° 43’39,988 0" -50° 58'42,310 0"

M27 -23° 43 ’39,988 0 ” -50° 58 ’42,310 0 ”
582,965 + 1o 89°14'57,8" 42 Parcela 04

M20 -23° 43 ’ 39,739 4 ” -50° 58 '21,730 5"

06

M21 -2 3 °4 3 ’45,509 4 ” -50° 58'21,8861"
194,169 - 3o 181°12'15,4" 4

Terras
de

estradaM22 -2 3 °4 3 ’51,820 0" -50° 58'22,030 2"

M22 -23° 43 ’51,820 0" -50° 58'22,030 2"
581,497 - 4o 271°12'37,9" 48 Parcela 07

M29 -2 3 °4 3 ’ 51,420 3" -50° 58'42,557 2"

M29 -23° 43'51,420 3 ” -50° 58'42,557 2"
169,712 + 1o 1°18'00,7" 49

Parcela 01

M28 -2 3 °4 3 ’45,903 8" -50° 58'42,4212"

M28 -23°43'45,903 8" -50°58'42,421 2"
262,048 + 1° 88° 49'17,1" 46

Parcela 01

M28A -2 3 °4 3 ’45,728 5" -50° 58'33,169 7"

M28A -23°43'45,728 5" -50° 58'33,169 7"
319,672 + 1° 88° 47'32,4" 45M21 -23° 43 ’45,509 4" -50° 58'21,8861"

07

M29 -23° 43’ 51,420 3" -50° 58'42,557 2"
581,497 + 2o 91°12'46,2" 48

Parcela 06

M22 -23° 43 ’51,820 0” -50° 58'22,030 2"

M22 -23° 4 3 ’ 51,820 0 ” -50° 58'22,030 2"
161,405 - 3o 182° 26'31,2" 50

Terras
de

estrada

DG4 -2 3 °4 3 ’57,063 4 ” -50° 58'22,2731"

DG4 -23° 43 ’57,063 4" -50° 58'22,2731”
65,491 - 3o 192° 24'51,9" 22M13 -23° 43'59,107 2 ” -50° 58'22,761 8 ”

M13 -23° 43’59,107 2" -50° 58 '22,761 8 ”
568,803 - 4o 278° 26' 04,7" 51 Parcela 08

M15 -23° 43 ’56,394 9" -50° 58'42,627 8"

M15 -23° 43'56,394 9" -50° 58'42,627 8"
152,910 + 1° 0°44'54,8" 52 Parcela 01

M29 -23° 43'51,420 3" -50° 58' 42,557 2"

08

M15 -23° 43'56,394 9" -50° 58'42,627 8"
568,803 + 2° 98°26’12,7" 51

Parcela 07

M13 -23° 43'59,107 2 ” -50 ° 58'22,761 8"

M13 -23° 43'59,107 2 ” -50° 58'22,7618"
312,121 - 3o 187°41'41,7" 23

Terras
de

estradaM14 -23° 44'09,158 9" -50° 58'24,2371"

M14 -23° 44'09,158 9" -50° 58'24,2371"
142,553 - 4o 294°15'56,2" 24

Rio
Águas

da
Serraria

EJ18 -23° 44'07,250 9" -50° 58'28,834 7"

EJ18 -23° 44 ' 07,250 9" -50 ° 58'28,834 7 ”
89,694 - 4o 297° 44'25,2" 25EJ19 -23° 44'05,894 8" -50 ° 58'31,635 7"

EJ19 -23° 44'05,894 8" -50 ° 58'31,635 7"
112,211 - 4o 301° 50’58,9" 26EJ20 -23° 44'03,970 3 ” -50° 58'35,000 8"

EJ20 -23° 44'03,970 3 ” -50° 58'35,000 8"
169,097 - 4o 302°10’31,0" 27EJ21 -23°44'01,042 6 ” -50° 58'40,055 7"
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QUADRO 7.5 -  COORDENADAS POLARES ELIPSÓIDICAS DOS lfs DAS PARCELAS DA GLEBA PÓ
DE SERRA

continuação
PAR ES COORDENADAS COMPR. AZIMUTE

CELA TREMA Latitude tp Longitude \ (m) sgn
{m

qu. valor l f CONFRON
TANTE

EJ18 -23° 44'07,250 9" -50° 58 '28,834 7"
89,694EJ19 -23° 44'05,894 8 " -50° 58'31,635 7" - 4o 297° 44'25,2" 25

EJ19 -23° 44 ’ 05,894 8 " -50° 58'31,635 7 ”
112,211EJ20 -23° 44'03,970 3" -50° 58'35,000 8 " 4U 301° 50'58,9" 26

EJ20 -23° 44' 03,970 3 ” -50° 58 '35,000 8 "
169,097 4o 27

Rio

EJ21 -23° 44' 01,042 6 " -50° 58'40,055 7" 302°10'31,0" Aguas
da

EJ21 -23°44'01,042 6 " -50° 58'40,055 7"
45,914 40 28

Serraria

EJ22 -23° 43'59,822 3" -50° 58' 41,065 3” ' 322° 42'19,4"

EJ22 -23° 43'59,822 3" -50° 58'41,065 3"
61,673 1o 29EJ23 -23°43'57,869 7" -50° 58'40,584 9"

+ 12°45'43,1"

EJ23 -23° 43'57,869 7 ” -50° 58'40,584 9"
73,202 30M15 -23° 43'56,394 9" -50° 58’42,627 8 " ~ 4U 308°06’09,1"

M23 -23° 43'51,787 0" -50° 58’21,829 0"
535,232 2°

M35 -23° 43'52,229 6 " -50° 58’02,940 7"
+ 91°27'32,7" b

M35 -23° 43'52,229 6 " -50° 58 '02 940 7"
152,706 3o 202°0T21,7" 54DG3 -23° 43'56,839 6 ” -50° 58'04,966 2" -

Terras
deDG3 -23° 43'56,839 6 " -50° 58'04,966 2"

228,805 3o 212o 58'57,8" 55DG2 -23° 44'03,0818" -50° 58'09,366 7"

DG2 -23° 44'03,081 8 " -50° 58'09,366 7"
84,090 3o 244° 07'11,5" 56M31 -23° 44'04,278 2" -50° 58'12,045 5" ■

09 M31 -23° 44'04,278 2" -50° 58’12,045 5"
209,807 4o 350° 26'04,5" 57M30 -23° 43'57,556 0" -50° 58’13,276 0" -

Parcela 15

M30 -23° 43'57,556 0" -50° 58'13,276 0"
71,022 4o 276° 59'25,6" 58M11 -23° 43'57,274 2" -50° 58 '15,772 4 ”

M11 -23°43'57,274 2 " -50° 58'15,772 4"
178,588 4o 272° 23'26,8" 20M12 -23° 43'57,032 0" -50° 58'22,072 8 " ~ Terras

M12 -23° 43'57,032 0 ” -50° 58'22,072 8 "
161,656 1° 2o 27'01,2" 53

estrada

M23 -23° 43'51,787 0 ” -50° 58'21,829 0"
+

M01 -23° 43'47,826 5" -50° 57'48,361 2"
243,748 162°53'17,6" 10

Terras de 
Luís

M02 -23° 43'55,403 9" -50° 57'45,827 2"
+ 2U Fernando

M02 -23° 43'55,403 9" -50° 57’45,827 2"
533,622 3o 264° 39'15,2" 62AZM1 -23° 43'57,019 7" -50° 58'04,587 9" ~

AZM1 -2 3 °4 3 ’57,019 7" -50° 58 '04,587 9"
158,684 1° 21°42'01,9" 59

10 M24 -23° 43'52,229 0" -50°58'02,517 0"
+ Terras

M24 -23° 43'52,229 0" -50°58'02,517 0"
144,840 1o 5°39'18,7" 8

estrada

SAT1 -23°43'48,519 5" -50°58 ’02,118 0"
+

SAT1 -23°43'48,519 5" -50°58 '02,118 0"
390,161 1° 86° 52'07,5"M01 -23° 43'47,826 5" -50° 57'48,361 2"

+ 9

M02 -23° 43'55,403 9" -50° 57' 45,827 2"
214,601 2o 164°26'18,9" 11

Luís
Femando

M03 -23° 44'02,124 9" -50° 57'43,7941" +

11 M03 -23° 44'02,124 9" -50° 57'43,7941"
715,089 3o 267° 06'54,3" 63 Parcela 12

M25 -23° 44'03,294 2" -50°58 '09 ,0111"
+

M25 -23° 44'03,294 2" -50°58 '09 ,0111"
230,041 1o 32° 58'58,1" 60

Terras

AZM1 -23° 43'57,019 7" -50° 58'04,587 9"
+ estrada
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QUADRO 7.5 -  COORDENADAS POLARES ELIPSÓIDICAS DOS lfs DAS PARCELAS DA GLEBA PÓ
DE SERRA

continuação
PAR
CELA

ES
TREMA

COORDENADAS COMPR.
(m)

AZIMUTE
l f

CONFRON
TANTE

Latitude cp Longitude x sgn
(AX)

qu. valor

AZM1 -23°43'57,019 7" -50° 58'04,587 9 ”
533,622 + 1° 86° 52'07,5" 62

Parcela 10
M02 -23° 43'55,403 9" -50° 57'45,827 2"

12

M03 -23° 44'02,124 9" -50 ° 57'43,7941"
142,545 + 2° 161°04'35,4" 12

Terras de 
Luis 

FernandoM04 -23° 44'06,5061" -50° 57'42,162 5"

M04 -23° 44'06,5061" -50° 57'42,162 5"
455,490 - 3o 267° 45'09,7" 64

Parcela 14
M26 -23° 44'07,086 4 ” -50° 57'58,231 9"

M26 -23° 44' 07,086 4 " -50° 57 '58,2319”
475,247 - 3o 268°44'21,2" 65

Parcela 13
M08 -23° 44'07,426 0" -50° 58'15,006 2"

M08 -23° 44'07,426 0" -50° 58'15,006 2"
66,707 - 4o 357° 00'16,3" 17

Terras
de

estrada

M09 -23° 44'05,246 3" -50° 58'15,1301"

M09 -23° 44'05,246 3" -50° 58'15,130 1"
91,533 + 1o 78° 38'55,2" 6 6DG1 -23° 44'04,661 7" -50° 58'11,966 9"

DG1 -23°44 '04,6617" -50 ° 58'11,966 9 ”
93,686 + 1o 63°19'04,8" 61M25 -23° 44'03,294 2" ~50°58'09,0111"

M25 -23° 44'03,294 2" -50° 58 '09,0111"
715,089 + 1o 87° 07'04,5" 63

Parcela 11

M03 -23° 44 ’02,124 9" -50° 57'43,7941"

13

M26 -23° 44'07,086 4" -50° 57'58,231 9"
242,190 + 2° 179°25'11,2" 68

Parcela 14

M06 -23° 44'14,958 6" -50° 57'58,145 3"

M06 -23° 44'14,958 6" -50° 57'58,145 3"
455,223 - 3o 269° 07'45,6" 15 Terras

de
estrada

M07 -23°44'15,183 2" -50°58 '14,216 1"

M07 -23° 44' 15,183 2" -50 °58 '1 4 ,216 1"
239,679 - 4o 354° 38'36,0" 16M08 -23° 44'07,426 0" -50° 58'15,006 2"

M08 -23° 44'07,426 0" -50° 58'15,006 2"
475,247 + 1o 88° 44'28,0" 65

Parcela 12

M26 -23° 44'07,086 4" -50°57'58,231 9"

14

M04 -23° 44'06,5061 " -50° 57'42,162 5"
263,183 + 2° 170°33'23,1" 13

Terras de 
Luís 

FernandoM05 -23° 44'14,934 7" -50°57 '40,639 6 ”

M05 -23° 44'14,934 7" -50° 57'40,639 6"
495,776 - 3o 269° 54'50,6" 14

Terras de 
Teru 

lochidaM06 -23° 44'14,958 6" -50° 57'58,145 3"

M06 -23° 44'14,958 6" -50 ° 57'58,145 3"
242,190 - 4o 359° 25'11,2" 68

Parcela 13

M26 -23° 44'07,086 4" -50°57'58,231 9"

M26 -23° 44'07,086 4" -50° 57'58,231 9"
455,490 + 1o 87° 45'16,2" 64

Parcela 12

M04 -23° 44'06,5061" -50°57'42,162 5"

15

M U -23° 43'57,274 2 ” -50° 58'15,772 4"
71,022 + 2o 96° 59'26,6" 58

Parcela 09
M30 -23° 43'57,556 0" -50° 58'13,276 0"

M30 -23° 43'57,556 0" -50° 58'13,276 0"
209,807 + 2° 170°26'05,0" 57M31 -23°44'04,278 2" -50° 58'12,045 5"

M31 -23° 44'04,278 2 ” -50° 58'12,045 5"
89,284 - 3o 259°18'53,1" 67 Terras

de
Estrada

M10 -23° 44'04,814 6" -50° 58' 15,133 6"

M10 -23°44'04,814 6" -5 0 °5 8 ’15,133 6"
232,653 - 4o 355° 32'25,7" 19M11 -23° 43'57,274 2" -50° 58'15,772 4"

Estra
da

01

M23 -2 3 °4 3 ’51,787 0 ” -50° 58'21,829 0"
161,656 - 3o 182° 27'01,1'' 53

Parcela 09

M12 -23° 43'57,032 0" -50° 58'22,072 8"

M12 -23° 43'57,032 0 ” -50° 58'22,072 8"
5,768 - 3o 260° 20'09,7" 21 EstradaDG4 -23° 43'57,063 4" -50° 58'22,2731"
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 _________________________________________________  conclusão

QUADRO 7.5 -  COORDENADAS POLARES ELIPSÓIDICAS DOS lf, DAS PARCELAS DA GLEBA PÓ
DE SERRA

PAR ES COORDENADAS COMPR. AZIMUTE
CELA TREMA Latitude <p Longitude x (m) sgn

(AX)
qu. valor lf CONFRON

TANTE

DG4 -23° 43'57,063 4" -50° 58'22,2731"
161,405 1o 50

Parcela 07
M22 -23° 43'51,820 0" -50° 58'22,030 2" + 2o 26'31,3”

M22 -23° 43'51,820 0" -50° 58'22,030 2"
5,796 1o EstradaM23 -23°43'51,787 0" -50° 58'21,829 0"

+ 79° 53'53,5" 5

M24 -23° 43152,229 0" -50°58'02,517 0"
158,684 3o 59

Parcela 10
AZM1 -23°43'57,019 7" -50° 58'04,587 9" ■ 201°42'01,0"

AZM1 -23° 43'57,019 7" -50° 58'04,587 9"
230,041 3o 212°58'56,3” 60

Parcela 11

M25 -23° 44'03,294 2" -50°58 '09 ,0111"

M25 -23° 44'03,294 2" -50°58 '09 ,0111"
93,686 3o 243°19'03,6" 61DG1 -23°44'04,661 7" -50° 58'11,966 9"

Parcela 12
Estra

da
DG1 -23° 44'04,661 7" -5 0 °5 8 '1 1,966 9"

91,533 3o 258° 38'53,9" 66

02
M09 -23° 44'05,246 3" -50°58'15,130 1"

M09 -23° 44'05,246 3" -50° 58'15,130 1"
15,579 4o 359° 34'20,6" 18

Estrada

M10 -23°44'04,814 6" -50 °58 ' 15,133 6"

M10 -23° 44'04,814 6" -50° 58 ' 15,133 6"
89,284 79° 18 ' 54,3 '' 67

Parcela 15

M31 -23° 44'04,278 2" -50° 58'12,045 5"
• |U

M31 -23° 44'04,278 2" -50° 58'12,045 5 ”
84,090 1° 64°07'12,6" 56DG2 -23° 44'03,081 8" -50° 58'09,366 7 ” +

DG2 -23° 44'03,0818" -50° 58'09,366 7"
228,805 1° 32° 58'59,6" 55

Parcela 09
DG3 -23° 43'56,839 6" -50° 58'04,966 2 ”

+

DG3 -23° 43'56,839 6" -50° 58 ' 04,966 2 ”
152,706 22° 01’22,5” 54M35 -23° 43'52,229 6" -50° 58 ' 02,940 7 " + r

M35 -23° 43'52,229 6" -50° 58'02,940 7"
12,752 1o 89° 54'42,9”

Estrada

M24 -23° 43'52,229 0" -50°58'02,517 0 ”
+ I



7.3 SEQÜÊNCIA DE CÁLCULO DA SUPERFÍCIE DO PRÉDIO NO ELIPSÓIDE DE 
REFERÊNCIA

A superfície de um polígono constituído por p lados, e.g., um prédio, no 

elipsóide advém do somatório das p superfícies dos p polígonos que são formados 

pela linha geodésica, pelos meridianos dos pontos extremos da geodésica e pelo 

equador. Há superfícies que são excluídas, as quais recebem no somatório sinal 

negativo (ver quadro 7.6).

A seqüência de obedece à ordenação seguinte. Primeiramente, os dados de 

entrada que são

a) semi-eixo maior e o achatamento do elipsóide;

b) o módulo das coordenadas elipsóidicas das estremas do l f , sob a 

restrição |cr| >|cp.|+1|.

Depois, a solução do |S| de acordo com a 5.186 que depende do cálculo:

a) das séries dada pela 5.185;

b) do valor absoluto da diferença de longitude geográfica elipsóidica:

\A l\  =  ~  í

c) do valor absoluto da latitude reduzida: |p| = arctan[(1-f)tan(p] ;

d) de x dado pela 5.203;

e) da diferença angular Aco dada pela 5.187, valor sempre positivo;

f) do valor absoluto de co, pela 5.199 

9) de C02 pela 5.200;

h) de dado pela 5.197;

i) dos ângulos 0., e 02 e da diferença angular A 0 , esta em radianos, dados 

pela 5.183;

j) de AJn_1t com n = 2,4,6,8,10 , dado pela 5.184;

I) de cn = cos" p0 com n = 2,4,6,8,10;

m) do |S|, cuja unidade resulta em m2ou, então, em ha se |S| x 10"̂ .
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QUADRO 7.6 -  SUPERFÍCIE DA GLEBA PÓ DE SERRA NO ELIPSÓIDE
continua

ESTREMAS: COORDENADAS INTEGRAÇÃO |S| sgn N. DO 

VLatitude <p Longitude \

M19 -23° 43 ’ 34,084 7" -50°58'21,515 0"
5 977 290,9 + 1M18 -23°43 '27,292 7" -50° 58'21,439 5"

M20 -23°43'39,739 4" -50° 58'21,730 5"
17 062 914,8 + 2M19 -23°43'34,084 7 ” -50°58'21,515 0"

M21 -23°43 '45,509 4" -50° 58'21,8861"
12 321 547,5 + 3M20 -2 3 °4 3 ’39,739 4" -50° 58'21,730 5"

M22 -23° 43 ’51,820 0" -50° 58'22,030 2"
11 413 696,9 + 4M21 -23° 43 ’45,509 4" -50° 58'21,8861"

M22 -23° 43'51,820 0" -50° 58'22,030 2"
15 934 105,5 - 5M23 -23°43'51,787 0 ” -50° 58'21,829 0"

M35 -23°43'52,229 6 " -50° 58'02,940 7"
1 495 865 707,3 - 6M23 -23° 43'51,787 0" -50° 58’21,829 0"

M35 -23° 43'52,229 6 " -50° 58 '02,940 7"
33 555 171,4 - 7M24 -23° 43'52,229 0" -50°58'02,517 0"

M24 -23° 43'52,229 0" -50°58'02,517 0"
31 598 299,9 - 8SAT01 -23° 43'48,519 5" -50°58'02,118 0"

SAT01 -23°43'48,519 5" -50° 58 ' 02,118 0 "
1 089 428 643,3 - 9M01 -23° 43'47,826 5" -50° 57'48,3612 "

M02 -23° 43'55,403 9" -50° 57’45,827 2"
200 680 311,4 - 10M01 -23° 43'47,826 5" -50° 57'48,361 2"

M03 -23° 44'02,124 9" -50° 57 '43,7941"
161 024 067,5 - 11M02 -23° 43'55,403 9" -50° 57'45,827 2"

M04 -23° 44'06,5061" -50° 57'42,162 5"
129 232 720,9 - 12M03 -23° 44'02,124 9" -50° 57'43,7941"

M05 -23° 44'14,934 7" -50° 57'40,639 6 "
120 631 625,1 - 13M04 -23° 44'06,5061" -50° 57 '42,162 5"

M06 -23° 44'14,958 6 " -50° 57'58,145 3"
1 386 720 892,5 + 14M05 -23° 44'14,934 7" -50° 57'40,639 6 "

M07 -23 °44 ' 15,183 2" -50°58 '14,2161"
1 273 056 478,5 + 15M06 -23° 44'14,958 6 " -50° 57'58,145 3"

M07 -23°44'15,183 2" -50° 58'14,216 1"
62 585 368,1 + 16M08 -23° 44'07,426 0" -50° 58'15,006 2"

M08 -23° 44'07,426 0" -50° 58'15,006 2"
9 813 287,1 + 17M09 -23° 44'05,246 3" -50° 58'15,130 1"

M09 -23° 44'05,246 3" -50° 58'15,130 1"
277 349,6 + 18M10 -23°44 '04,814 6 " -50° 58'15,133 6 "

M10 -23°44 '04,814 6 ” -50° 58'15,133 6 "
50 594 585,7 + 19M11 -23° 43'57,274 2 ” -50° 58'15,772 4"

M11 -23° 43'57,274 2 ” -50° 58'15,772 4"
498 990 738,4 + 20M12 -23° 43'57,032 0" -50° 58'22,072 8 "

DG4 -23° 43'57,063 4" -50° 58'22,2731"
15 863 730,3 + 21M12 -23° 43'57,032 0" -50° 58'22,072 8 "

M13 -23° 43'59,107 2" -50° 58'22,761 8 "
38 705 391,8 + 22DG4 -23° 43'57,063 4" -50° 58'22,2731"

M14 -23° 44'09,158 9" -50° 58'24,2371"
116 852 515,6 + 23M13 -23° 43'59,107 2" -50° 58'22,761 8 "
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QUADRO 7.6 -  SUPERFÍCIE DA GLEBA PÓ DE SERRA NO ELIPSÓIDE
conclusão

ESTREMAS: |<fí|>|<p+1| COORDENADAS INTEGRAÇÃO |S|
sgn

N. DO 
VLatitude (p Longitude \

M14 -23°44'09,158 9" -50° 58' 24,2371"
364 173 676,7 + 24EJ18 -23° 44'07,250 9" -50° 58'28,834 7"

EJ18 -23° 44'07,250 9" -50° 58'28,834 7"
221 861 814,9 + 25EJ19 -23° 44'05,894 8" -50° 58'31,635 7"

EJ19 -23° 44'05,894 8" -50° 58’31,635 7"
266 538 263,4 + 26EJ20 -23° 44'03,970 3” -50° 58'35,000 8"

EJ20 -23° 44'03,970 3" -50° 58'35,000 8"
400 371 020,5 + 27EJ21 -23°44'01,042 6" -50° 58'40,055 7"

EJ21 -23° 44'01,042 6 " -50° 58'40,055 7"
79 962 966,6 + 28EJ22 -23° 43’59,822 3" -50° 58'41,065 3”

EJ22 -23° 43’59,822 3" -50° 58'41,065 3"
38 048 324,8 - 29EJ23 -23° 43’57,869 7" -50° 58’40,584 9 "

EJ23 -23° 43'57,869 7" -50° 58'40,584 9"
161 797 246,1 + 30M15 -23° 43'56,394 9" -50° 58'42,627 8"

M15 -23° 43'56,394 9” -50° 58'42,627 8"
272 529 935,5 + 3124B -23° 43'54,745 3" -50° 58'46,068 9"

24B -23° 43'54,745 3" -50° 58'46,068 9"
197 813 728,1 + 3224A -23° 43'48,784 2" -50° 58'48,566 7"

24A -23° 43'48,784 2" -50° 58'48,566 7"
285 880 261,8 + 3325A -23°43'45,713 8" -50° 58'52,176 7"

25A -23° 43' 45,713 8" -50° 58'52,176 7"
389 177 785,9 + 34M16 -23° 43'41,642 6" -50° 58'57,091 3"

M16 -23° 43'41,642 6" -50° 58'57,0913"
319 363 121,7 - 35EJ27A -23° 43'35,3641" -50° 58'53,0581"

EJ27A -23° 43'35,3641" -50° 58'53,0581"
221 456 947,8 - 36EJ28 -23° 43'32,168 8" -50° 58'50,2612"

EJ28 -23° 43'32,168 8" -50° 58'50,2612"
46 952 061,1 - 37M17 -23° 43'30,244 5" -50° 58 '49,668 2"

M17 -23° 43'30,244 5" -50° 58'49,668 2"
596 440 876,1 - 38SAT02 -23° 43'29,480 3" -50° 58'42,1351"

SAT02 -23° 43'29,480 3" -50° 58'42,1351"
1 638 568 507,2 - 39M18 -23° 43'27,292 7" -50° 58'21,439 5"

S = 1561996,2 m2 = 156,199 6 ha
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QUADRO 7.7 -  SUPERFÍCIE DAS PARCELAS DA GLEBA PÓ DE SERRA NO ELIPSÓIDE
continua

PARCELA ESTREMAS COORDENADAS INTEGRAÇÃO |S| N. DO
Latitude (p Longitude x sgn

M28 -23°43'45,903 8" -50° 58'42,4212"
8 806 469,1 47M27 -23° 43'39,988 0" -50° 58'42,310 0"

+

M29 -23° 43'51,420 3" -50° 58'42,557 2"
10 770 656,8 49M28 -23° 43’45,903 8" -50° 58'42,421 2"

+

M15 -23°43'56,394 9" -50° 58'42,627 8"
5 592 543,6 52M29 -23°43’51,420 3” -50° 58'42,557 2"

+

M15 -23° 43'56,394 9” -50° 58’42,627 8"
272 529 935,5 3124B -23°43'54,745 3 ” -50° 58’46,068 9”

+

01 24B -23° 43'54,745 3 ” -50° 58’46,068 9"
197 813 728,1 3224A -23° 43'48,784 2" -50° 58’48,566 7"

+

24A -23° 43'48,784 2" -50° 58’48,566 7 "
285 880 261,8 3325A -23° 43' 45,713 8" -50° 58’52,176 7"

+

25A -23° 43' 45,713 8" -50° 58'52,176 7"
389 177 785,9 34M16 -23° 43'41,642 6" -50° 58'57,0913 "

+

M16 -23° 43’41,642 6" -50° 58'57,0913"
1 170 465 848,9 44M27 -23° 43’39,988 0" -50°58'42,310 0" *

S = 105 531,9 m2 = 10,553 2 ha

AZM02 -23° 43’34,201 9" -50° 58'42,185 3"
3 972 793,7 41SAT02 -23° 43’29,480 3" -50° 58' 42,135 1"

+

M27 -23° 43'39,988 0” -50° 58'42,310 0"
9 874 637,0 43AZM02 -23° 43'34,2019" -50° 58'42,185 3"

+

M16 -23° 43'41,642 6" -50° 58'57,091 3"
1 170 465 848,9 44M27 -23° 43'39,988 0" -50° 58'42,310 0"

+

M16 -23° 43'41,642 6" -50° 58'57,091 3"
319 363 121,7 35

02
EJ27A -23° 43'35,3641" -50° 58'53,0581"

EJ27A -23° 43'35,3641" -50° 58'53,0581"
221 456 947,8 36EJ28 -23° 43'32,168 8" -50° 58'50,2612" '

EJ28 -23° 43'32,168 8" -50° 58'50,2612"
46 952 061,1 37M17 -23° 43'30,244 5” -50° 58'49,668 2" "

M17 -23° 43'30,244 5" -50° 58'49,668 2"
596 440 876,1 38SAT2 -23° 43’29,480 3” -50° 58'42,1351" '

S = 100 272,9 m2 =10,027 3 ha

M19 -23° 43'34,084 7" -50°58'21,515 0"
5 977 290,9 1M18 -23° 43'27,292 7" -50° 58'21,439 5"

+

AZM2 -23°43’34,2019" -50° 58'42,185 3"
1 636 669 321,7 40

03
M19 -23° 43'34,084 7" -50°58’21,515 0"

+

AZM2 -23° 43'34,201 9" -50° 58'42,185 3"
3 972 793,7 41SAT2 -23°43'29,480 3" -50° 58'42,1351"

SAT2 -23° 43'29,480 3" -50° 58'42,1351"
1 638 568 507,2 39M18 -23° 43'27,292 7" -50° 58'21,439 5" '

S=105 311,7m2 =10,5312 ha

M20 -23° 43'39,739 4" -50° 58'21,730 5"
17 062 914,7

04
M19 -23° 43'34,084 7" -50°58’21,515 0"

+ 2

M27 -23° 43'39,988 0" -50° 58'42,310 0"
1 629 582 595,1 42M20 -23° 43'39,739 4" -50° 58'21,730 5"

+



221

QUADRO 7.7 -  SUPERFÍCIE DAS PARCELAS DA GLEBA PÓ DE SERRA NO ELIPSÓIDE
 ] i _______    continuação

PARCELA ESTREMAS COORDENADAS INTEGRAÇÃO |S| N. DO
Latitude <p Longitude x sgn

M27 -23° 43'39,988 0 ” -50° 58'42,310 0 ”
9 874 637,0 43AZM2 -23° 43'34,2019" -50° 58'42,185 3" “

AZM2 -23° 43'34,201 9" -50° 58'42,185 3"
1 636 669 321,7 40M19 -23°43'34,084 7" -50°58'21,515 0" “

S = 101551,1 m2 =10,1551 ha

M21 -23°43'45,509 4 ” -50° 58'21,8861”
12 321 547,5M20 -23° 43'39,739 4" -50° 58'21,730 5"

+ 3

M28A -23°43'45,728 5 ” -50° 58'33,169 7 ”
893 545 784,7 45M21 -2 3 °4 3 ’45,509 4 ” -50° 58'21,8861"

+

M28 -2 3 °4 3 ’45,903 8" -50° 58'42,4212"
732 625 834,4 46

05 M28A -23° 43'45,728 5" -50° 58'33,169 7 ”
+

M28 -23° 43'45,903 8" -50° 58'42,421 2"
8 806 469,1 47M27 -23° 43'39,988 0 ” -50° 58 '42,310 0" “

M27 -23° 43'39,988 0" -50° 58'42,310 0 ”
1 629 582 595,1 42M20 -23° 43'39,739 4" -50° 58'21,730 5 ” “

S = 104102,4 m2 =10,410 2 ha

M22 -23° 43'51,820 0" -50° 58'22,030 2 ”
11 413 696,9M21 -23° 43'45,509 4" -50° 58'21,8861"

+ 4

M22 -23° 43'51,820 0 ” -50° 58'22,030 2 ”
1 625 636 175,1 48M29 -23° 43'51,420 3" -50° 58 '42,557 2 ”

+

M29 -23° 43'51,420 3" -50° 58'42,557 2 ”
10 770 656,8 49

06 M28 -23° 43'45,903 8" -50° 58'42,421 2" ”

M28 -23° 43'45,903 8" -50° 58'42,421 2 ”
732 625 834,4 46M28A -23° 43'45,728 5" -50° 58'33,169 7 ”

M28A -23° 43'45,728 5" -50° 58’33,169 7 ”
893 545 784,7 45M21 -23° 43'45,509 4" -50° 58’21,8861” “

S = 107 596,1 m2 =10,759 6 ha

DG4 -23° 43'57,063 4" -50° 58'22,2731"
19 237 363,8 50M22 -23° 43'51,820 0 ” -50° 58 '22,030 2 ”

+

M13 -23° 45'59,107 2" -50° 58'22,761 8"
38 705 391,8 22DG4 -23° 43'57,063 4" -50° 58'22,2731"

+

M13 -23° 45'59,107 2 ” -50° 58'22,761 8"
1 573 394 671,1 51M15 -23° 43'56,394 9 ” -50° 58'42,627 8"

+

07 M15 -23° 43'56,394 9 ” -50° 58'42,627 8"
5 592 543,6 52M29 -23° 43'51,420 3 ” -50° 58 ’ 42,557 2"

M22 -23° 43'51,820 0" -50° 58 '22,030 2 ”
1 625 636 175,1 48M29 -23° 43'51,420 3" -50° 58'42,557 2" ”

S = 108 708,0 m2 = 10,870 8 ha

M13 -23° 45'59,107 2 ” -50 ° 58'22,761 8"
1 573 394 671,1 51M15 -23° 43'56,394 9 ” -50° 58'42,627 8 ” “

M14 -23° 44'09,158 9 ” -50° 58'24,237 1"
116 852 515,6 23M13 -23° 45'59,107 2" -50 ° 58'22,761 8"

+

08
M14 -23° 44'09,158 9 ” -5 0 °5 8 ’24,237 1"

364 173 676,7 24EJ18 -23° 44'07,250 9" -50° 58'28,834 7"
+
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QUADRO 7.7 -  SUPERFÍCIE DAS PARCELAS DA GLEBA PÓ DE SERRA NO ELIPSÓIDE
 i___________   continuação

PARCELA ESTREMAS COORDENADAS INTEGRAÇÃO |S| N. DO
Latitude cp Longitude x sgn

EJ18 -23° 44'07,250 9" -50° 58'28,834 7"
221 861 814,9 25EJ19 -23° 44'05,894 8" -50° 58'31,635 7" +

EJ19 -23° 44'05,894 8” -50° 58'31,635 7"
266 538 263,4 26EJ20 -23° 44'03,970 3 ” -50° 58'35,000 8" +

EJ20 -23°44'03,970 3" -50° 58'35,000 8"
400 371 020,5 27EJ21 -23°44'01,042 6" -50° 58'40,055 7" +

EJ21 -23°44'01,042 6” -50° 58’40,055 7"
79 962 966,6 28EJ22 -23° 43'59,822 3" -50° 58 '41,065 3"

+

EJ22 -23°43’59,822 3” -50° 58'41,065 3”
38 048 324,8 29EJ23 -23° 43’ 57,869 7 " -50° 58'40,584 9" ”

EJ23 -23°43'57,869 7" -50° 58'40,584 9"
161 797 246,1 30M15 -23° 43'56,394 9" -50° 58'42,627 8"

+

S = 114 507,9 m2 = 11,450 8 ha

M35 -23° 43’52,229 6" -50° 58'02,940 7"
1 495 865 707,3M23 -23°43'51,787 0" -50° 58'21,829 0" ” 6

DG3 -23° 43'56,839 6" -50° 58'04,966 2"
160 414 819,3 54M35 -23° 43'52,229 6 ” -50° 58'02,940 7"

+

DG2 -23° 44'03,081 8" -50° 58’09,366 7"
348 529 742,5 55DG3 -23° 43'56,839 6" -50° 58'04,966 2"

+

M31 -23° 44'04,278 2" -50° 58'12,045 5"
212 175 832,3 56DG2 -23° 44'03,081 8" -50° 58'09,366 7"

+

09 M31 -23° 44'04,278 2 ” -50° 58'12,045 5"
97 459 581,0 57M30 -23° 43'57,556 0" -50° 58'13,276 0"

+

M30 -23° 43'57,556 0" -50° 58'13,276 0"
197 715 073,1 58M11 -23° 43'57,274 2" -50° 58'15,772 4"

+

M11 -23° 43'57,274 2" -50° 58'15,772 4"
498 990 738,4 20M12 -23° 43'57,032 0 ” -50° 58'22,072 8" +

M12 -23° 43'57,032 0" -50° 58'22,072 8"
19 308 985,9 53M23 -23° 43'51,787 0" -50° 58’21,829 0" -

S = 111093,4 m2 =11,1093 ha

M02 -23° 43'55,403 9" -50° 57’45,827 2"
200 680 311,4 10M01 -23° 43'47,826 5" -50° 57’48,361 2"

AZM1 -23°43'57,019 7" -50°58'04,587 9"
1 485 829 244,1 62M02 -23° 43'55,403 9" -50° 57'45,827 2"

+

AZM1 -23° 43'57,019 7" -50° 58'04,587 9"
164 010 375,1 59

10 M24 -23° 43'52,229 0 ” -50° 58'02,517 0"
M24 -23° 43'52,229 0” -50°58'02,517 0"

31 598 299,9 8SAT01 -23° 43'48,519 5" -50°58'02,118 0" '
SAT01 -23° 43'48,519 5" -50°58'02,118 0"

1 089 428 643,3 9M01 -23° 43'47,826 5" -50° 57'48,361 2"

S = 111614,4 m2 =11,1614 ha

M03 -23° 44'02,124 9" -50° 57'43,7941"
161 024 067,5 11M02 -23° 43'55,403 9" -50° 57’45,827 2" “

11 M25 -23° 44'03,294 2" -50° 58’09,0111"
1 997 305 056,8 63M03 -23° 44'02,124 9" -50° 57'43,7941" +
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QUADRO 7.7 -  SUPERFÍCIE DAS PARCELAS DA GLEBA PÓ DE SERRA NO ELIPSÓIDE

PARCELA ESTREMAS COORDENADAS INTEGRAÇÃO |S| N. DO
Latitude (p Longitude x sgn

M25 -23°44’03,294 2" -50°58’09,0111”
350 328 370,5 60AZM1 -23° 43'57,019 7" -50° 58'04,587 9" “

AZM1 -23°43'57,019 7" -50° 58'04,587 9"
1 485 829 244,1 62M02 -23°43'55,403 9" -50° 57'45,827 2" ”

S = 123 374,7 m2 =12,337 5 ha
M04 -23° 44'06,5061" -50° 57'42,162 5"

129 232 720,9 12M03 -23° 44'02,124 9" -50° 57'43,7941" ~

M26 -23° 44'07,086 4" -50° 57'58,231 9"
1 272 829 446,2 64M04 -23° 44'06,5061" -50° 57'42,162 5"

+

M08 -23° 44'07,426 0" -50° 58'15,006 2"
1 328 670 111,9 65M26 -23° 44'07,086 4 ” -50°57'58,231 9" +

M08 -23° 44'07,426 0" -50° 58'15,006 2"
9 813 287,1 17M09 -23° 44'05,246 3" -50° 58'15,130 1" +

12 M09 -23° 44'05,246 3" -50° 58'15,130 1"
250 546 563,1 66DG1 -23° 44'04,661 7" -50° 58'11,966 9" ”

DG1 -23° 44'04,661 7" -50° 58 '11,966 9"
234116 557,6 61M25 -23° 44'03,294 2" -50°58'09,0111"

M25 -23° 44'03,294 2" -50° 58'09,0111"
1 997 305 056,8 63M03 -23° 44'02,124 9" -50° 57'43,7941"

S = 111946,8 m2 = 11,194 7 ha
M06 -23° 44'14,958 6" -50° 57'58,145 3"

6 862 188,4 68M26 -23° 44'07,086 4" -50° 57’58,231 9" "
M07 -23°44'15,183 2” -50°58'14,2161"

1 273 056 478,5 15M06 -23° 44'07,086 4" -50° 57'58,231 9"
+

13
M07 -23°44’ 15,183 2" -50°58'14,216 1"

62 585 368,1 16M08 -23° 44'07,426 0” -50° 58'15,006 2" +

M08 -23° 44'07,426 0" -50° 58'15,006 2"
1 328 670 111,9 65M26 -23° 44'07,086 4" -50° 57'58,231 9" “

S = 109 546,3 m2 = 10,954 6 ha

M05 -23° 44'14,934 7" -50° 57'40,639 6"
120 631 625,1 13M04 -23° 44'06,5061" -50° 57'42,162 5" “

M06 -23° 44'14,958 6" -50° 57 '58,145 3”
1 386 720 892,5 14M05 -23° 44'14,934 7" -50° 57'40,639 6" +

14
M06 -23° 44'14,958 6" -50° 57 '58,145 3 ”

6 862 188,4 68M26 -23° 44'07,086 4" -50° 57'58,231 9"
+

M26 -23° 44'07,086 4" -50° 57'58,231 9"
1 272 829 446,2 64M04 -23° 44'06,5061” -50° 57 '42,162 5" ”

S = 122 009,6 m2 = 12,2010 ha
M30 -23° 43'57,556 0" -50° 58'13,276 0 ”

197 715 073,2 58M11 -23° 43'57,274 2" -50° 58'15,772 4"

M31 -23° 44'04,278 2" -50° 58' 12,045 5"
97 459 581,0 57

15
M30 -23° 43'57,556 0" -50° 58'13,276 0" “

M10 -23°44'04,814 6" -50°58'15,133 6"
244 596 971,7 67M31 -23° 44'04,278 2" -50° 58'12,045 5" +
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QUADRO 7.7 -  SUPERFÍCIE DAS PARCELAS DA GLEBA PÓ DE SERRA NO ELIPSÓIDE
__________      conclusão

PARCELA ESTREMAS COORDENADAS INTEGRAÇÃO |S| N. DO
Latitude (p Longitude a. sgn V

M10 -23° 44'04,814 6" -50° 58' 15,133 6"
50 594 585,7 19M11 -23°43’57,274 2" -50° 58'15,772 4" +

S = 16 903,2 m2 =1,690 3 ha
M12 -23° 43'57,032 0" -50° 58'22,072 8"

19 308 985,9 53M23 -23°43'51,787 0” -50° 58'21,829 0" +

DG4 -23° 43'57,063 4" -50° 58'22,2731"
15 863 730,3 21

ESTRADA
01

M12 -23° 43'57,032 0" -50° 58 '22,072 8" +

DG4 -23° 43'57,063 4" -50° 58'22,2731"
19 237 363,8 50M22 -23°43'51,820 0" -50° 58'22,030 2" “

M22 -23° 43'51,820 0" -50° 58'22,030 2"
15 934 105,5M23 -23° 43'51,787 0" -50° 58'21,829 0” “ 5

S = 1246,9 m2 =0,1247 ha
AZM1 -23°43'57,019 7" -50° 58'04,587 9”

164 010 375,1 59M24 -23° 43'52,229 0" -50°58'02,517 0" +

M25 -23° 44’03,294 2" -50°58'09,0111"
350 328 370,5 60AZM1 -23° 43’57,019 7" -50° 58'04,587 9" +

DG1 -23°44'04,661 7" -50° 58'11,966 9"
234 116 557,7 61M25 -23° 44'03,294 2" -50°58'09,0111" +

M09 -23° 44'05,246 3" -50° 58'15,130 1"
250 546 563,1 66DG1 -23°44'04,661 7” -50° 58'11,966 9" +

M09 -23° 44'05,246 3" -50° 58'15,130 1"
277 349,6 18ESTRADA

02
M10 -23°44'04,814 6" -50°58'15,133 6" +

M10 -23°44'04,814 6" -50° 58' 15,133 6 "
244 596 971,7 67M31 -23° 44'04,278 2 " -50° 58'12,045 5" "

M31 -23° 44'04,278 2" -50° 58'12,045 5"
212 175 832,3 56DG2 -23° 44'03,0818" -50° 58'09,366 7" ”

DG2 -23° 44'03,0818" -50° 58'09,366 7”
348 529 742,5 55DG3 -23° 43'56,839 6" -50° 58'04,966 2"

DG3 -23° 43'56,839 6" -50° 58'04,966 2"
160 414 819,3 54M35 -23° 43'52,229 6" -50° 58'02,940 7" ‘

M35 -23° 43'52,229 6" -50° 58'02,940 7"
33 555 171,3M24 -23° 43'52,229 0" -50°58'02,517 0" 7

S = 6678,9 m2 =0,667 9 ha

Total: 1561996,2 m2 
1

= 156,199 6 ha
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FIGURA 7.3 -  APRIMORAMENTO DO MEMORIAL DA CARACTERIZAÇÃO DE ESTREMAS PARA 
A MATRÍCULA IMOBILIÁRIA EXEMPLIFICADO PARA O CASO REAL: A GLEBA PÓ 
DE SERRA

  continua
LIVRO N. 2 -  REGISTRO GERAL ( )° Ofício de Registro de Imóveis de ...

Data
Matrícula (número) Ficha 1

CARACTERIZAÇAO DAS ESTREMAS DO IMOVEL NO SISTEMA GEODESICO BRASILEIRO 
OFICIAL

PARÂMETROS DO ELIPSÓIDE: semi-eixo maior a = 6 378160m ; achatamento f = 1/298,25 .

DENOMINAÇÃO DO IMÓVEL: Gleba Pó de Serra.

ESTREMA QUE INICIA O PERÍMETRO EM COORDENADAS GEOGRÁFICAS ELIPSÓIDICAS:
M18 = (q a ) = (-23° 43' 27,292 7 - 5 0 °  58' 21,439 5").

DESCRIÇÃO DO PERÍMETRO POR COORDENADAS POLARES ELIPSÓIDICAS (AZIMUTE E 
COMPRIMENTO DE l f )

Da estrema M18, segue confrontando com terras de uma estrada com as tríades:
(180°35' 10,8*'; 209,018m; M19),
(180°00'33.9” ; 174,182m; M20),
( 181025'19,8"; 177,632m; M21),
( 181°12’15,4"; 194, 169m; M22),
(79°53’53,5”;5,796m; M23),
(91°27'32,7"; 535,232m; M35),
(89°54'42,9"; 12,752m; M24),
( 5°39'18,7"; 114,840m; SAT1).

Da estrema SAT1 segue confrontando com terras de Luís Fernando com as tríades:
(86°52'07,5"; 390,161 m; M01),
( 162°53'17,6"; 243,748m; M02),
( 164°26T8,9" ;214,601m; M03),
(161°04’35,4"; 142,545m; M03),
(170°33'23,1"; 263,183m; M05).

Da estrema M05, segue confrontando com terras de Teru lochida com as tríades:
(269°54'50,6"; 495,776m; M06) e ( 269o07’45,6"; 455,223m; M07).
Da estrema M07 segue confrontando com terras de uma estrada com as tríades:
(354°38'36,0"; 239,678m; M08),
( 357°00'16,3"; 66,707m; M09),
( 359034'20,6"; 15,579m; M10),
(355032'25,7"; 232,653m; M11),
(272°23'26,8"; 178,588m; M12),
(260°20'09,7"; 5,768m; DG4),
(192°24'51,9"; 65,491 m; M13),
(187°41'41,6” ; 312,121 m; M14).
Da estrema M14 segue confrontando com o rio Águas da Serraria com as tríades:
( 294°15,56,2"; 142,553m; EJ18),
( 297044'25,2"; 89,694m; EJ19),
(301°50'58,9"; 112,211m; EJ20),
(302°10’31,0"; 169,097m; EJ21),
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FIGURA 7.3 -  APRIMORAMENTO DO MEMORIAL DA CARACTERIZAÇÃO DE ESTREMAS PARA 
A MATRÍCULA IMOBILIÁRIA EXEMPLIFICADO PARA O CASO REAL: A GLEBA PÓ 
DE SERRA

_________________________________________________________________________ continuação
LIVRO N. 2 -  REGISTRO GERAL ( )° Ofício de Registro de Imóveis de ...

Matrícula (número) Ficha 2
Data

( 322°42'19,4"; 45,914m; EJ22),
(12°45’43,1"; 61,673m; EJ23),
(308°06'09,r ; 73,202m; M15),
(297o30'24,6"; 109,669m; 24B),
( 338°54'20,1"; 169,519m; 24A),
(312o44'00,r; 138,684m; 25A),
(311°58'50,8"; 187,242m; M16).

Da estrema M16 segue confrontado com o Córrego da Lasca com as tríades:
(30°36'01,7"; 224,311m; EJ27A),
( 38°5T50,9"; 126,386m; EJ28) e 
(15°50'21,7"; 61,677m; M17).

Da estrema M17 segue confrontando com terras de Izaido Aparecido Pedroso com as
tríades:
(83°42'44,9"; 214,588m; SAT2) e (83°27'05,6"; 590,019m; M18).

QUANTIFICAÇÃO DO PERÍMETRO: 7 288,882 m 

QUANTIFICAÇÃO DA SUPERFÍCIE: S = f (qsX) = 156,199 6ha .

DESCRIÇÃO DO PERÍMETRO DE SUPERFÍCIES A SEREM EXCLUÍDAS DO REGISTRO
Excluem-se desta superfície as terras de estradas delimitadas por dois perímetros distintos.

O primeiro inicia na estrema M23 = (-23°43'51,787 0";-50058'21,829 0") e segue com as tríades:

( 182°27,01,1"; 161,656m; M12),
(260°20'09,7"; 5,768m; DG4),
(2°26'31,3"; 161,656m; M22),
(79°53’53,5”;5,796m; M23).
Este perímetro delimita a superfície S = f (<p;k) = 0,124 7ha .

O segundo inicia na estrema M24 = (-23°43'52,229 0";-50°58'02,517 0") e segue com as

tríades:
(201°42'01,0"; 158,684m; AZM1);
(212°58'56,3"; 230,041m; M25);
(243°19'03,6"; 93,686m; DG1);
(258°38'53,9"; 91,533m; M09);
(359°34'20,6" ; 15,579m; M10);
(79°18'54,3"; 89,284m; M31);
(64°07'12,6"; 84,090m; DG2);
(32°58'59,6"; 228,805; DG3);
(22°0T22,5” ; 152,706m; M35) e ; 12,752m; M24).

Este perímetro delimita a superfície S = f (<p;X) = 0,667 9ha .

SUPERFÍCIE REMANESCENTE DA GLEBA: S = f (<p;A) = 155,407 Oha.
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FIGURA 7.3 -  APRIMORAMENTO DO MEMORIAL DA CARACTERIZAÇÃO DE ESTREMAS PARA 
A MATRÍCULA IMOBILIÁRIA EXEMPLIFICADO PARA O CASO REAL: A GLEBA PÓ 
DE SERRA10

__________________________    conclusão
LIVRO N. 2 -  REGISTRO GERAL ( )° O fício de Registro de Imóveis de ...

Data
Matrícula (número) Ficha 3

DADOS COMPLEMENTARES PARA A INTERPRETAÇÃO DO PRINCIPIO DA ESPECIALIDADE 

1 DADOS INSTRUMENTAIS

a)medidas de acurácia interna nominais

b) cálculo do desvio padrão de uma observação segundo a NBR 13 133, p. 33-35 em ABNT (1994)

c) calibração

2 ESTIMATIVAS DAS MENSURAÇÕES

a) vetor médio amostrai

r = p ,  \  ... ... X ]

b) matriz covariância amostrai 

VECHT(Sí ) = [s12 s,, ... ^  ... sp1 ^  ... Sl2 ... s,w -  Sj2 ... spj ... sl

3 ESTIMATIVAS DO AJUSTAMENTO DE OBSERVAÇÕES PELO MÉTODO DOS MÍNIMOS 
QUADRADOS PARA A IDENTIFICAÇÃO E A AVIVENTAÇÃO

2
variância de uma observação de peso unitário a prion a 0 = 

variância de uma observação de peso unitário a posteriori cr0 =

vechT(Qi ) = 

vechT(Qv) = 

diag(QvP) = 

nível de significância a  =

qualidade ou poder do teste 1 -  p =

parâmetro de não-centralidade da distribuição normal 80 =

10 Ver a figura 8.1 que mostra o memorial da caracterização de estremas desta gleba, 
objeto de aprimoramento.
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FIGURA 7.4 -  APRIMORAMENTO DO MEMORIAL DA CARACTERIZAÇÃO DE ESTREMAS PARA 
A MATRÍCULA IMOBILIÁRIA EXEMPLIFICADO PARA O CASO REAL: PARCELA 0111

LIVRO N. 2 -  REGISTRO GERAL ( )° O fício de Registro de Imóveis de ...

Data
Matrícula (número) Ficha 1

CARACTERIZAÇAO DAS ESTREMAS DO IMOVEL NO SISTEMA GEODESICO BRASILEIRO 
OFICIAL

PARÂMETROS DO ELIPSÓIDE: semi-eixo maior a = 6 378160m; achatamento f = 1/298,25 

DENOMINAÇÃO DO IMÓVEL: Parcela 01

ESTREMA QUE INICIA O PERÍMETRO EM COORDENADAS GEOGRÁFICAS ELIPSÓIDICAS:
M27= (-23° 43' 39,988 0 - 5 0 °  58' 42,4212")

DESCRIÇÃO DO PERÍMETRO POR COORDENADAS POLARES ELIPSÓIDICAS (AZIMUTE E 
COMPRIMENTO DE l f )

Da estrema M27 segue confrontando com a Parcela 05 com a tríade constituída pelas 
coordenadas polares elipsóidicas (azimute e comprimento de l f ) e  estrema: (180°59’29,1";182,129m; 
M28).

Da estrema M28 segue confrontando com a Parcela 06 com a tríade (181°18'00,6"; 
169,712m; M29).

Da estrema M29 segue confrontando com a Parcela 07 com a tríade ( 180°44'54,8";
152,910m; M15).

Da estrema M15 segue confrontando com o Rio Águas da Serraria com as seguintes tríades: 
(297°30'24,6"; 109,669m; 24B);
(338°54'20,1"; 196,519m; 24A);
(312°44'00,r ;138,684m; 25A);
(311°58'50,8"; 187,242m; M16).

Da estrema M16 segue confrontando com a Parcela 02 com a tríade (83°04'06,1"; 
421,810m; M27).

SUPERFÍCIE DA PARCELA: S = f (tp; X) = 10,553 2ha

O mesmo procedimento é aplicado para as demais parcelas; e em todos os 

memoriais são incluídos dados complementares para a interpretação do princípio da 

especialidade concernente à individualização obrigatória da propriedade imóvel, 

conforme a figura 7.3.

11 Ver a figura 8.2 que mostra o memorial da caracterização de estremas desta parcela, 
objeto de aprimoramento.
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O modelo geodésico proposto -  sob a ênfase da utilização das coordenadas 

geográficas elipsóidicas transformadas nas coordenadas polares elipsóidicas que 

descrevem os lfs e sob a ênfase da utilização das coordenadas geográficas 

elipsóidicas com as quais a superfície do prédio é determinada conforme exposto na 

seção 5.4 e a sua seqüência de cálculo didaticamente exposta na seção 7.3 -  

demonstrado numericamente, na seção 7, com dados reais e representado, como 

conteúdo aprimorado quanto à obrigatoriedade da individualização da propriedade 

fundiária, em uma matrícula imobiliária.

Os pares de coordenadas polares elipsóidicas precedendo a estrema e, 

portanto, formando uma tríade, é o procedimento analítico de expor as coordenadas 

geográficas elipsóidicas de cada estrema, conforme a figura 7.3.

Em decorrência da natureza das observações geodésicas -  objeto da 

Estatística -  o modelo requer dados complementares em sua concepção (figura 7.1).

As quantidades geodésicas e estatísticas na composição da matrícula, 

conforme ilustradas na figura 7.3, constituem o aprimoramento buscado que 

contribui para a caracterização de imóveis concernentes aos seus lfs, fornecendo

procedimentos que podem ser aplicáveis ao art. 225 da Lei 6 015/1973, segundo o qual:

Os tabeliães, escrivães e juizes farão com que, nas escrituras e nos autos judiciais, as 
partes indiquem, com precisão, os característicos, as confrontações e as localizações dos 
imóveis, mencionando os nomes dos confrontantes e, ainda, quando se tratar só de terreno, 
se esse fica do lado par ou do lado ímpar do logradouro, em que quadra e a que distância 
métrica da edificação ou da esquina mais próxima, exigindo dos interessados certidão do 
registro imobiliário.
§ 1o As mesmas minúcias, com relação à caracterização do imóvel, devem constar dos 
instrumentos particulares apresentados em cartório para o registro.
§ 2o Consideram irregulares para efeito de matrícula, os títulos nos quais a caracterização 
do imóvel não coincida com a que consta do registro anterior.

O procedimento de interpretação deste artigo proposto na figura 7.1 é 

exemplificado pelo memorial da caracterização de estremas da Gleba Pó de 

Serra na figura 7.3. Esta exemplificação mostra como o memorial da

caracterização de estremas pode ser aprimorado em comparação com aqueles 

que tem sido elaborado. A gleba Pó de Serra e a parcela 01 representadas pela figura 

7.2 e as coordenadas geográficas elipsóidicas constantes dos quadros 7.2 e 7.3 têm 

suas estremas caracterizadas com o conteúdo da figura 8.1 e 8.2, respectivamente.

8 ANÁLISE DOS RESULTADOS
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FIGURA 8.1 -  MEMORIAL DA CARACTERIZAÇÃO DE ESTREMAS DA GLEBA PÓ DE SERRA 
ELABORADO PELO INCRA12

MEMORIAL DESCRITIVO

LOTE: GER ÁREA: 155,894 5 ha
GLEBA: PROJETO DE ASSENTAMENTO PÓ DE SERRA PERÍMETRO: 7 286,84 m
MUNICÍPIO: LONDRINA UF: PR

DESCRIÇÃO DO PERÍMETRO

Partindo do marco M18 de coordenadas geográficas Latitude 23°43'27"S e Longitude 
50°58'21"W, cravado à margem de uma estrada; deste, segue pela referida estrada com distância 
de 1422,41 metros, indo até o SAT 01; deste, segue por linhas secas confrontando com terras de Luís 

Fernando com os seguintes azimutes e distâncias: 86°52'55" e 390,22 metros, indo até o M01; 
162°54’1 f' e 243,92 metros, indo até o M02; 164°27'12"e 214,64 metros, indo até o M03; 
161°05'29" e distância de 142,49 metros, indo até o M04 e 170°34'18"e 262,87 metros, indo até o 
M05; deste, segue por linha seca confrontando com terras de Teru lochida com azimute de 
269°55'47" e distância de 495,79 metros, indo até o M06, cravado à margem de uma estrada; deste, 
segue pela referida estrada com distância de 1568,81 metros, indo até o M14, cravado à margem do 
Rio Água de Serraria; deste, segue pelo referido rio no sentido de sua montante com distância de 
1329,02 metros, indo até o M16, cravado na barra do rio citado acima com o Córrego da Lasca;

deste, segue pelo referido córrego no sentido de sua montante com distância de 412,20 metros, indo 
até o M17; deste, segue por linhas secas confrontando com terras de Izaldo Aparecido Pedroso com 
os seguintes azimutes e distâncias: 83°43'12''e 214,66 metros, indo até o SAT02 e 83°27'37"e 
590,04 metros, indo até o M18; ponto inicial da descrição deste perímetro._______________________

FONTE: INCRA (1998a)

FIGURA 8.2 -  MEMORIAL DA CARACTERIZAÇÃO DE ESTREMAS DA PARCELA 01 DA GLEBA 
PÓ DE SERRA ELABORADO PELO INCRA13

MEMORIAL DESCRITIVO

LOTE: 01 ÁREA: 10,251 3 ha
GLEBA: PROJETO DE ASSENTAMENTO PÓ DE SERRA PERÍMETRO: 1 559,33 m
MUNICÍPIO: LONDRINA UF: PR

DESCRIÇÃO DO PERÍMETRO

Partindo do marco M27 de coordenadas geográficas Latitude 23°43'39"Se Longitude 
50°58'42"W ; deste, segue por linha seca confrontando com o lote 05 com o azimute de 181°00'01" e 
distância de 182,03 metros, indo até o M28; deste, segue por linha seca confrontando com o lote 06 
com o azimute de 181°18'34" e distância de 169,76 metros, indo até o M29; deste, segue por linha seca 
confrontado com o lote 07 com o azimute de 180°45'23"e distância de 153,06 metros, indo até o M15 
cravado à margem do Rio da Serraria; deste, segue pelo referido rio no sentido de sua montante com 
distância de 632,92 metros, indo até o M16; deste, segue por linha seca confrontando com o lote 02 com 
azimute 83°04'31" e distância de 421,74 metros, indo até o M27, ponto inicial deste perímetro________

FONTE: INCRA (1998a)

12 Ver a figura 7.3 que mostra o memorial da caracterização de estremas desta gleba 
aprimorado.

13 Ver a figura 7.4 que mostra o memorial da caracterização de estremas desta parcela 
aprimorado.
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A interpretação do art. 225 da Lei 6015/1973 nos memoriais da 

caracterização de estremas (e também de entes naturais), consiste no emprego 

das quantidades geodésicas e estatísticas segundo o modelo da figura 7.3. Estes 

memoriais, se estiverem em matrícula, tornarão as primitivas -  já que os peritos 

devem se orientar pelo conteúdo dos títulos -  disponíveis para as mensurações 

necessárias para as demarcatórias, divisórias, discriminatórias, entre outras. Na 

ação divisória, se houver quinhões determináveis ad mensuram, é requerido do 

agrimensor que proceda à divisão geodésica do imóvel (SANTOS, 1996, p. 86).

A sentença em cada uma dessas ações é dependente do laudo de 

agrimensor que, em parte, é composto pelos memoriais da caracterização de 

estremas. A perícia geodésica (THEODORO JÚNIOR, 1999, p. 281) é indispensável 

(CPC, art. 956), pois a sentença de procedência da demarcação -  ato da 1a fase do 

procedimento demarcatório -  tem de determinar o traçado da linha demarcanda 

(CPC, art. 958). A falta desta diligência acarreta a nulidade da sentença 

(THEODORO JÚNIOR, 1999, p. 281; SANTOS, 1996, p. 76). Na 2a fase, as 

estremas são fixadas, os memoriais da caracterização de estremas e da 

caracterização de entes naturais são gerados e tornam parte integrante da 

sentença homologatória da demarcação (e.g., APIAÍ. Comarca. Proc. n. 048/39, fls. 

1 259 e 1 260).

O conteúdo da escrituração do Livro n. 2, determinado pelo o art. 176, §1°,

II,3 da Lei n. 6 015/1973: “a identificação do imóvel feita, mediante indicação de 

suas características e confrontações, localização, área e denominação, se rural, ou 

logradouro e número, se urbano, e sua designação cadastral, se houver”, é 

dependente da interpretação do art. 225 desta lei e este, por sua vez, é dependente 

dos procedimentos de mensuração dos lfs.

Neste sentido o conteúdo da seção 5 desta pesquisa é justificado pelo 

argumento que entes geométricos podem ser caracterizados por coordenadas de 

vários sistemas apresentados e podem se tornar lfs, inclusive com elipsóide de 

referência diferente. Por isso há a necessidade dos modelos de transformação de 

coordenadas de suas estremas nas coordenadas geográficas elipsóidicas 

referenciadas ao Sistema Geodésico oficial assim como modelo de mudança de 

Datum geodésico.



O conteúdo da seção 6 -  dependente do conteúdo da seção 4 -  que 

apresenta o procedimento de obtenção das estimativas de qualidade dos dados 

advindos das mensurações em que se empregou a matriz de dados e o 

procedimento de análise dos dados advindos do ajustamento de observações 

geodésicas pelo método dos mínimos quadrados, em que mostra a necessidade de 

serem dados; a variância de uma observação de peso unitário a príori a*, a

variância de uma observação de peso unitário a posteriori ôj;, vechT(Qi ),

vechT(Qv), diag(QvP), o nível de significância a, a qualidade ou poder do teste

1-p eo  parâmetro de não-centralidadeda distribuição normal ô0.

Nas ações discriminatórias encerradas há imóveis declarados devolutos por 

sentença, os quais tornam objeto de registro. Em virtude disto, as Fazendas 

Públicas requerem a extração de carta de sentença para fins registrários (e.g., 

MIRACATU. Comarca. Proc. n. 106/73-B, fls. 1914) em que faz parte o laudo de 

demarcação. Como para cada imóvel é aberta uma matrícula, deveria constar desta 

matrícula a caracterização de estremas no Sistema Geodésico Brasileiro oficial, 

conforme proposto na figura 7.1 e exemplificado pelo memorial da caracterização 

de estremas da Gleba Pó de Serra na figura 7.3.

A aviventação de limites apagados a que se refere o art. 959 do CPC 

depende da interpretação correta do princípio da especialidade; este, por sua vez, é 

a interpretação do art. 225 da Lei 6 016/73 que depende da caracterização de 

estremas e de entes naturais. A caracterização de estremas depende, por sua vez, 

de Sistema Geodésico de Referência.
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O objetivo desta pesquisa consistiu em apresentar e analisar fundamentos 

abrangentes que aprimorem a concepção do modelo geodésico que interprete parte 

do princípio da especialidade concernente à individualização obrigatória da 

propriedade fundiária por suas estremas, no espaço geométrico, sob o emprego de 

coordenadas geográficas elipsóidicas e a transformação destas em coordenadas 

polares elipsóidicas.

O ponto de partida da atenção foi a exposição, na seção 1.4, do argumento 

que a caracterização de estremas vincula a individualização obrigatória de 

propriedade fundiária que está contido no princípio da especialidade do registro 

imobiliário à Geodésia, pois o problema do posicionamento de uma linha na 

superfície física da Terra -  um dos objetos da Geodésia -  também é um dos 

objetos, e.g., da ação demarcatória (actio finium regundorum), da ação divisória 

(actio communi dividundo) -  se nesta houver quinhão determinável ad mensuram -  e 

da ação discriminatória.

Cada uma destas ações requer um laudo que busca a interpretação do 

princípio da especialidade do registro imobiliário mediante mensurações geodésicas, 

consignando-a em memorial da caracterização de estremas e a caracterização de 

entes naturais tidos como definidores de lfs.

Neste vínculo, os sistemas de coordenadas têm papel destacado e, em 

particular, o sistema de coordenadas geográficas elipsóidicas e o sistema de 

coordenadas polares elipsóidicas mediante os quais os lfs são descritos.

A tese fundamental da investigação resultou da constatação, nos 

documentos consultados que estão listados no quadro 1.1, que os memoriais da 

caracterização de estremas, em seu conteúdo, podem receber aprimoramento 

advindos da contribuição dos conceitos da Geodésia concernente à 

determinabilidade de linhas da superfície física terrestre e dos conceitos de 

estimativa de qualidade de rede geodésica.

A fim de justificar esta tese, apresentaram-se na seção 2 os fundamentos 

jurídicos, na seção 3 os fundamentos matemáticos, na seção 4 os fundamentos 

estatísticos, na seção 5 os fundamentos geodésicos com destaques para os 

sistemas de coordenadas geodésicas destinadas às medições terrestres e para a
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determinação da superfície do polígono elipsóidico e na seção 6 os conceitos de 

análise de qualidade de rede geodésica.

Como a mudança do nome do confrontante não constitui irregularidade no 

registro, recomenda-se, em atenção ao princípio da especialidade, sempre quando 

possível, a substituição do nome pelo número da matrícula do imóvel confrontante.

Recomenda-se ao perito agrimensor que cada gleba, na 2a fase do 

procedimento demarcatório, contenha a caracterização das estremas no Sistema 

Geodésico Brasileiro oficial, sempre que possível, conforme proposto na figura 7.1 e 

exemplificado na figura 7.3 cujos dados complementares para a interpretação do 

princípio da especialidade só será possível se for adotado como procedimento o 

conteúdo da seção 6.

Recomenda-se aos juizes que nas ações que dependam de memorial da 

caracterização de estremas, e.g., na ação demarcatória (actio fínium regundorum), 

na ação divisória (actio communi dividundo) e na ação discriminatória haja como 

norma a adoção dos procedimentos geodésicos e estatísticos da forma proposta na 

figura 7.1 e exemplificado na figura 7.3 a fim de que o princípio da especialidade 

torne interpretado com rigor científico, contribuindo também como procedimento que 

interpreta o conteúdo do art. 959 do CPC.
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GLOSSÁRIO
Alfabeto grego
A a oc'À,(pa alfa
B P ( 3 r | 'x a beta
r Y y a ' p a gama
A 8 ô s 'X x a delta
E 8 s 'u n Â o v épsilon
Z ; Ç q 'x a zeta
H r | 'x a eta

® 9 , 3 9 t | 'x a teta

I 1 ic o 'x a ióta
K K xa'ua capa
A X X a 'p ô a lambda

M p
p i mi

N V V I ni
S S csi
0 o o 'p i x p o v omicron
n n 711 Pi
p P

p o ro
2 Ç c n 'y p a sigma
T X x a o tau
Y o o 'v j/ iZ o v ipsilon
O <p

cpi fi

X X qui
*p V i j / i psi
Q C0 t o p s 'y a oméga

Derivada de uma função vetorial de variável escalar. Um vetor variável a é 
denominado função vetorial ou função-vetor da variável escalar t, se para cada valor 
de t corresponder um valor do vetor a. Esta função-vetor é denotada pela 
expressão a = f  (t) ou, em componentes, a = axi + ayj + azk em que ax = fx, ay = fy

e az = f2. A figura G1 mostra que o vetor variável na forma de raio vetor r = r(t) do 

ponto P descreve a curva hodógrafa da função vetorial ao variar t.

FIGURA G1 -  DERIVADA DE FUNÇÃO VETORIAL DE VARIÁVEL ESCALAR

Z

A derivada da função-vetor a = f(t)em  relação é uma nova função de t definida 

pelo limite lim f 0 + A*)~ f (t) (broNSTEIN e SEMENDIAEV, 1984, p. 719).



236

Hr
A derivada do raio vetor —  é o vetor tangente à hodógrafa no ponto. As regras 

das derivadas para vetor são :

— (a+ b + c +
d r  - u - ° -  ) dt ”  dt "  dt -  ’

r ja
—  = 0 , se a for vetor de constantes; 
dt

d í L\ db . da

d /_ eis l  A db — (axh) = — x b + a x — .

Equação. Denomina-se equação à igualdade que somente é válida para certos 
valores definidos.

Expressão algébrica. Denomina-se expressão algébrica à coleção de quantidades 

algébricas (números ou letras conectados pelos sinais de operação +, V” ,
dentre outros) com parênteses, colchetes e chaves, indicando a sucessão das 
operações.

Expressão analítica do erro de uma função. Seja a função w = f (x,y,z). Se dx, dy

e dz são os erros das observações x, y e z, o erro dw é dado por 
dw = f(x + Ax,y +Ay,z +Az)-f(x,y,z).

Formas da representação analítica de uma curva plana. As curvas planas podem 
ser representadas em coordenadas cartesianas e em coordenadas polares 
(BRONSTEIN et al., 1999, p. 223): a) representação em coordenadas 
cartesianas pela forma implícita: f (x,y) = 0; pela forma explícita: y = f (x,y); pela

forma paramétrica: x = x(t), y = y ( t ) ; b)pela representação em coordenadas

polares r = f(0).

Formas da representação analítica de uma função matemática. As funções 
matemáticas de uma variável ou de várias variáveis podem ser escritas de 
modos diferentes (BRONSTEIN et al., 1999, p. 120-121): a) representação 
explícita: uma função é representada ou definida na forma explícita, se ela for 
expressa pelas u variáveis independentes, as quais são denominadas de 
argumentos y = f(x1,x2,...,xu); b) representação implícita: uma função é 

representada ou definida na forma implícita, se os argumentos e a função por 
uma equação do tipo seguinte estão ligados f (x1,x2,...,xu,y) = 0; c) 

representação na forma paramétrica: uma função é representada na forma



paramétrica, se os u argumentos e a função forem escritos explicitamente; para 
uma função de duas variáveis, representa-se x = <p(r,s), y = iy(r,s).

Formas da representação ana lítica  de uma superfíc ie .
a) forma implícita: f(x,y,z) = 0;

b) forma explícita: z = f(x ,y);

c) forma paramétrica: x = x(u,v); y = y(u,v); z = z(u,v);

d) forma vetorial: r = r(u,v) ou r = x(u,v)i +y(u,v)j + z(u ,v)k.

Fórmulas diferenciais aproximadas. Nos cálculos geodésicos quando o acréscimo 
a uma função é considerado pequeno, i.e., quando o produto dois a dois pode 
ser negligenciado (TARDI e LACLAVÈRE, 1951, p. 16), pode-se substituir o 
acréscimo pela diferencial total. Por exemplo, para a função w = f(x,y,z), em

vez de dw = -^-dx  + -^ -d y + -^ -d z , emprega-se a relação aproximada:

A a# A/V A/V
Aw =^r— Ax + — •-A y+  -̂ í—  Az + --- termos de ordem superiores. 

dx dy y õz K

Função de uma variável. Diz-se que uma quantidade y é uma função de uma 
quantidade variável x, se para um dado valor de x, a quantidade y assume um 
valor definido. Escreve-se: y = f(x ). A variável y é denominada de variável 

dependente e a variável x é denominada de variável independente.

Geocentro. Denomina-se geocentro ao ponto médio de massa da Terra 
(GRAFAREND, 1981, p. 418).

Gleba. (lat. gleba: chão, terreno). Designa o imóvel em relação à sua caracterização 
fundiária, podendo receber ou não o parcelamento.

Identidade. Denomina-se identidade à igualdade de duas expressões algébricas.

Linearização pela série de Taylor. A estimação das coordenadas são obtidas por 
funções não-lineares. Considerando a função não-linear de uma única variável 
independente y = f(x ), a expansão em série de Taylor é

y = f (x.)+^ k  dx+l í 0 k  dx2 + -

Para uma função de duas variáveis z = f (x,y) é

Z = f (x-V.) + ̂ k> . dx+^ k< . dy + l i 0 k » .  dx2+5 !^ -k v . dy2 + -
A generalização da expansão de função multivariada, em que n funções 
relacionam com u variáveis,
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f1(x1,x2,--,xu)'

y = f(x )  =
f2(x)

=
fafa.Xa.-.xJ

. U x). 1
3

X

CM
Xx~c1

com a matriz de derivadas parciais de n linhas e u colunas, chamada matriz
jacobiana,

' A A .  A
õx1 õx2 õxu
õf2 Õf2 õf2

df _ ÕX1 õx2 Õx„
õx 1 £ . U

A A  . .  A
dx1 õx2 ôxu

Se z = f (x ,y ), a forma linearizada é 

z = f(xo,y J + J | |x„,y„ dx + J^-|x y dy + • • •

AT
O número de colunas das matrizes e —  e são o número de componentes

dx dy

do vetor x e y, respectivamente; o número de linhas é igual ao número de 
componentes do vetor z.

Matriz Hermitiana. Uma matriz simétrica que só contenha elementos reais é 
hermitiana (BRONSON, 1993, p. 162).

Parcela. Terra que resulta do desmembramento ou de loteamento de gleba.

Quantil. Valor para o qual a função de distribuição de probabilidade de uma variável 
aleatória admite um valor pretendido (DIN, 1984, p. 6) e. g., o quantil q da função 
de distribuição normal padronizada

U /
F(u) = Pr(y <u) = - p =  [e 2dx, -a><u<co, com y distribuído segundo N(0,1) 

V27i J
-oo

éF(ua) = q.

Teoria matemática dos erros. Quando uma grandeza é medida, cometem-se erros 
independentemente do equipamento e do operador. A teoria dos erros pretende 
classificar os possíveis erros que podem acontecer nas medições para estudá- 
los e, principalmente, evitá-los ou, pelo menos, torná-los tão pequenos que 
possam ser ignorados. Dessa forma os erros podem ser classificados em 
grosseiros, sistemáticos e acidentais. Os erros grosseiros são devidos à 
distração do operador. Os erros sistemáticos podem ser classificados em erro de 
truncamento, erro de arredondamento e erro nos dados. O erro sistemático pode 
ser controlado. Dado o número decimal x =a,a1a2...anb , em que a ^ .a ^ . - . ^ e b  
são algarismos. A supressão do algarismo b dá o número aproximado
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x' = a,a1a2.,.an, se b<5 ou x '=  a,a,a2...(an+1), se b> 5 . Em qualquer do

casos, o erro de arredondamento e, é s < — f-rr  ■ Os erros nos dados devem-
1 o

se às próprias medidas, à natureza matemática dos números (e.g.: 

V2 = 1,4142...; e = 2,7182...; 71 = 3,1416...) e ao modelo matemático 
empregado. Os erros acidentais são devidos a causas desconhecidas e, 
conseqüentemente, impossíveis de serem previstos e eliminados.
Erro absoluto e erro relativo. Seja x e x ', respectivamente, o valor exato e o 
valor aproximado de um número. Chama-se erro absoluto a diferença. 
s(x) = x -  x '. Se s(x) < 0, o erro absoluto será por excesso; se s(x) > 0, o

erro absoluto será por falta. O erro absoluto mede a diferença entre dois 
números, mas não estabelece relação com a grandeza envolvida. A fim de obter

E(x) x — x'essa relação, define-se o erro relativo sr(x) = — -—  = ----- . O valor exato ou
v ’ x x

verdadeiro, em todos os procedimentos de medição, e' intingível. Isto implica 
que tanto o erro absoluto como o erro relativo são estabelecidos a priori pela 
unidade de medida da grandeza.
Algarismos significativos. Na medida 1,237±0,001m, os algarismos 1, 2 e 3 
são corretos, e o algarismo 7 é duvidoso, porque pode ser 6 ou 8. Os algarismos 
corretos e o duvidoso se chamam algarismos significativos.
Propagação dos erros nas operações elementares. Sejam x' e y ' , os
valores aproximados dos números exatos x e y, respectivamente, e sejam 
Ax e Ay os respectivos erros absolutos, i.e., x ' - A x < x < x '  + Ax, 
y' - Ay < y < y' + Ay.
Adição. O erro absoluto da soma é a soma dos erros absolutos: 
x + y = (x' + y') ± (Ax + Ay).
Subtração. O erro absoluto da diferença é a soma dos erros absolutos: 
x - y = (x' - y') ± (Ax + Ay).
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a = bVl + e'2 = ^
1 - f

b = aVl -  e2 = a(1 - f )

= -f- = aVl + e'~ =,2 a,____ = — u—  = M = N
g 2  1 — © 2 <P=±90° <p=±90

(A1.1)

(A1.2)

(A13)

2 a2 - b 2 e'2e =
a 1 + e

72“ = 2 f — f - 1 -  (1  ~ f )

2 ,2 2 
,2 _ a -  b e

b2 1 - e  (1 - f ) 2

(A1.4)

(A1.5)

f = a -b = 1 - V l - e 2 = 1 -
Vl + e'2

p = Ncoscp

M =
i^1 - e 2j a ( l- e 2)

^ (l -  e2 sin2 <p) 3 ^  J m W T f  V O - I2)’ V

(A1.6)

(A1.7)

(A1.8)

N
Va2 cos2cp + b2 sin2cp ~ e2 s ir >2 9  -^cos2 cp + (1  — f ) 2 sin2 (p

M^1-e2 sin2cpj

i^ ê 2
c c a

£ ^ r. r  v  w
y 1 + e cos 9  V  ̂+ rl

(A1.9)

(A1.10)

n = i-b  _ - 1  + Vl + e" 1 - V l - e 2 f

a + k 1 + Vl + e'2 1 + V l- e 2 ^ *

ri2 =e'2 cos2(p = V2-1

(A1.11)

(A1.12)

NOTA: a expressão A1.12 não é a componente do desvio da vertical em 
longitude
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continuação

C b (A 1 1 3 )

1-e  sin cp V W

1 cos2 Aa sin2 A. m m
9 + - r r - ±  = — r — ¥-------r r -  = 2 . (A1.14)

Âg Mm Kn 1 + e'2cos2cp cos2 Ag 1 -e 2cos2(3 sin2 Ag

w Fa Í2 2 sincp 1 coscp . . .  ....V = V1 + e c ° s < p = ^ |  = ̂ = ^ j |  (A1.15)

V2= ^  = 1 + e'2cos2cp = ----- 21 2 = 1+2e>22 (A1.16)
M 1 -e  cos (3 1 + e' sin p

W = V l-e 2 sin2cp (A1.17)

W2 = ( l - e 2) v 2 = - ^ —~ (A1.18)
1 ' 1 + e'2

1 = (1 -  e2 )(1 + e'2) = f + Vi -  e2 = f  + - r  1- (A1.20)

1 -  e2 = (1 -  f )2 (A1.21)

0 = e'2 -  e2 -  e2e'2 (A1.22)

tanp = (tancp)V l-e2 = (tancp)(1-f) (A1.23)

tancp = (tanp)V l + e'2 (A1.24)

sincp = Vsinp (A1.25)

coscp = ( c o s p )v V l-e 2 (A1.26)
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cosp
(coscp)Vl + e

V
(A1.27)

cos(cp-p) =
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2\/Vt

sin2cp fV - OD
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(A1.28)

tany =
tanp _ tancp

(A1.29)

. „ -  1 + Vl + e‘ isincpcoscp , . 0
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v '  1 + tancptany 1 + e cos cp V 2(1+ e' cos cp)

(A1.31)
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APÊNCICE 2 -  FÓRMULAS DO TEOREMA DOS SENOS, DOS COSSENOS E DAS 
COTANGENTES DA TRIGONOMETRIA ESFÉRICA

FIGURA A1 -  TRIÂNGULO ESFÉRICO E SEUS FELEMENTOS PRINCIPAIS

A

QUADRO A1 -  FÓRMULAS DO TEOREMA DOS SENOS, DOS COSSENOS E DAS 
COTANGENTES DA TRIGONOMETRIA ESFÉRICA

TEOREMA DOS SENOS TEOREMA DAS COTANGENTES

sina sinb sinc 
sinÂ sinB sinC

sin a cot c = sin B cot C + cos a cos B, 

sin a cot b = sin C cot B + cos a cos C, 

sinb cot a = sin C cot A + cosb cos C, 

sinb cot c = sinÂcotC +cosb cos Â, 

sinc cot a = sinBcotÂ + cosc cos B, 

sinc cot b = sinÂcotB + cosc cos Â.

TEOREMA DOS COSSENOS

cos a = cos b cos c + sin b sin c cos A 

cosb = cosacosc + sinasinccosB 

cosc = cos a cos b +sin a sinb cos C



As fórmulas de Molodenskii fornecem as diferenciais dcp,dledh das 

coordenadas <p, k e h , respectivamente, de um ponto do sistema cujo elipsóide tem 

os parâmetros {a,f} a fim de obter as coordenadas correspondentes <p',X/ e h' no 

outro sistema cujo elipsóide tem os parâmetros {a ',f'}.

O modelo mais simples para a mudança de Datum parte dos sistemas 

cartesianos com rotação, translação e fator de escala (PIEROZZI, 1989, p. 46):
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*2 XÔ x ;

y‘2 = yô + ( 1 +  k ) R (Ex,

•

y i

Z2 A
•

e conforme a figura A2

FIGURA A2 -  MUDANÇA DE DATUM GEODÉSICO 

Z2

(xí.y*,^*) é o terno de coordenadas cartesianas de um ponto no 1o sistema;

(x*,yô,z^) é o terno de coordenadas cartesianas do mesmo ponto no 2o sistema; 

(xÀ.yê.zÃjé o terno de coordenadas cartesianas, expresso no 2o sistema, da origem 

do 1o sistema;
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1 + K é o fator de escala;

Ex,Ey,Ez são as rotações em torno dos respectivos eixos do 1o sistema, expressos 

em radianos e giro anti-horário.

As diferenciais da A3.1 calculadas no ponto (0,x) são:

dxj = dxô + dk x  ̂+ (dR)0 xj + dx .̂ (A3.2)

Fixando o ponto no 2o sistema, i.e., dxj = 0, reescreve-se a A3.2, assumindo

a forma:

dx* = -dx ’ -  dk x!J -  (dR)0 x*. (A3.3)

As diferenciais das equações 5.53 são 

j *  dx j  5x _î  dx —ji_ õx j  dx j f
dx = V 9 + ã r dX + ãhdh + ^ - da + nr ’ (A3.4)

dy' = ^-d<p + ^ j-d X  + ^ - d h  + ^ - d a  + ^ - d f ,
ap õk ah õa af

dz* = ^-dq> + % -dk  + % -dh + ^ - d a  + -^-d f.
3q> Y dk õh õa õf

As A3.4, A3.5 e A3.6 são separadas nas matrizes

(A3.5)

(A3.6)

dx*=

dx*

dy*

dz*

(A3.7)

JC

õx'* õx*
dk ah

d f ay*
õk ah

Õz az*
õk ah

(A3.8)

dL = dk
dh

(A3.9)
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dx dx'
da df
dy_ dy’
da da
dz dz’
da da

da =
da

df

A equação na forma matricial é 

dx* = JC(dL) + D(da).

As diferenciais dx*, dy*, dz* do vetor dx*são:

= cos cp cos A,;

= —  cosepsinA.;
3

M

-y -  = -(M  + h) sincp cos A.; dy'
ah

= -  (N + h) cos cp sin k; df_
da

Pv*
= cos cp cos A.; dy’

df
ri*  N

= — coscpcosA.; 
da a

dz
5q>

*.• t m
= j^ js in 2 cp coscpcosA.; az*

dk

= -  (M + h) sin (p sin A.; dz’
ah

-  = (N + h)coscpcos A,; dz’
af

= (M + h)cos(p;

= 0;

= sin(p;

continuação

(A3.10)

(A3.11)

(A3.12)

JC

= (1 -  f)^Msin2 cp -  2N) sincp. 

Substituindo as derivadas na expressão do produto JC que fica

-(M  + h)sincpcosA. (N + h)coscpsinA. coscpcosA. 

-(M  + h)sincpsinA, (N + h) coscpcosA. cosepsinA. 

+(M + h)coscp 0 sincp

(A3.13)
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que separado, advém para

-sincp cos A, cosepsinA. coscp cos A.

-sincpsinA. cos A. cosepsinA.

+cos(p 0 sincp

APÊNDICE 3 -  MUDANÇA DE DATUM GEODÉSICO

M + h 0 0

C =  0 N + h  0 

0 0 1

Mas

JC (d L ) + D (da) = - d x ’ - (d k )x *  -  (dR)0 x*. 

Isolado dL, sua expressão é

dxô + (d k )x *  + (d R )o x* + D (d a )

1—  0 
h)

1

dL = -C  1 JT

C 1JT

(M + h)

(N + h)coscp 

0 1

T-sincpcosÀ -sincpsinA. coscp

-sinA. co s^ 0

L+coscp cos A, cosepsinA. sincp

-sincpcosA. -sincp sinA, coscp

M + h
-sinA.

M + h

COS A .

M + h 

0
(N + h)coscp (N + h)coscp 

coscp cos A. cosepsinA. sincp

continuação

(A3.14)

(A3.15)

(A3.16)

(A3.17)

(A3.18)

dxó + (d k )x * + (d R )0x ’ + D(da)J =
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dx0
(N + h) cos cp cos A, 0 dEz - dEy' (N + h) coscp cos A

d Yo + dk (N + h)coscpsinA + -dEz 0 dEx (N + h)coscpsinA

dz0 Ĵ N(1 — f)2 + h sincp _dEv - dEx 0 j^N(1-f)2 +h sincp

+

N
COScpCOSÀ. . ,

a 1 - f
^  sin2cpcoscp cos Â.

N— coscpsinA „ , 
a 1 - f

sin2cpcoscpsinÀ

N (1 — f )2 . . /  2 \
—   — sincp (1-f)(Msin cp-2N)sincp

da

df

(A3.19)

Agora calculam-se as coordenadas dcp, dA e dh do vetor dL:

sincpcosA , sincpsinA , coscp .
d(P = — n ~ ü—  dxo + J  h dy0 - T T - r dzo M+h M+h u M + h ^

+

7 a 2 >
f r + h ;v y

sinA

M + h 'dEx-

^a2
v N +h,

cos A

M + h dEy

N
+-

1 — (1 — f ) sincpcoscp, 1
=-------- ------------------- dk + — da | +

M + h l a

M + (1 -f)2Nl sincp coscp ^

M + h 1 - f
df. (A3.20)

d,  = dyo _ [N (1 -0 2: h].a n (poos,dE_

(N + h)coscp (N + h)coscp N + h

+ h tancpsinA

N + h
-dE+dEz; (A3.21)

dh = -(coscp cos A.) dx0 -(coscpsinA)dy0 -(sincp)dZo +N 1 -(1 - f)2J(coscpsincpsinA)d

-N l-^ -f^J^o scps incp cos^dE y- - ĵ- + h dk--jq-da + N(1-
f )2(sin2(p ) i r f df-

(A3.22)
As diferenciais da e df podem ser assimiladas pelas diferenças Aa e A f, 

respectivamente.
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As variações da geometria de um objeto constituem uma das tarefa 

fundamentais das mensurações geodésicas, as quais junto com os modelos 

matemáticos permitem interpretar a realidade física.

As mudanças de geometria dos lfs constituídos podem ocorrer como 

conseqüência do deslocamento ou desaparecimento das estremas que os definem 

por coordenadas e que os materializam por sinais de demarcação na SFT. Em 

decorrência disto o art. 946, I do CPC determina a fixação de novos lfs ou a 

aviventação dos lfs apagados. Se estes lfs forem caracterizados conforme a 

metodologia desta pesquisa em duas ou mais épocas surgirá, então, o problema da 

congruência.

Dá-se o nome de problema de congruência ao problema na mudança da 

geometria, para o qual duas formas de modelo de ajustamento -  a forma geral e a 

forma simplificada -  são apresentadas (NIEMEIER, 1981, p. 335-339).

A4.1 FORMAS GERAIS DOS MODELOS MATEMÁTICOS

O modelo funcional é dado por:

+ Vj = AjjXj, i,Je{1,2,...,k}. (A4.1)

A equação A4.1 é a forma concisa de

V V A , A12 . .  A , . A1k *1

4 V2 A2i A22 .. A2j . A2k x2

<
+

Vi
=

A, A, . .  Ajj . • Aik *i
(A4.2)

4 . _V

<
l Ak2 Akj I

<
I x>

 
.

pc 1

em que 4 é o vetor de observação, v, é o vetor dos resíduos, Aué a matriz que 

contém as derivadas parciais das equações de observação y = f (x ) ,  sendo avaliada 

com o vetor dos valores aproximados y° das incógnitas, % é o vetor dos parâmetros 

estimados, i é a i-ésima época e k é o número total de épocas.
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O modelo estocástico é dado por:

Ou 0,2 Q. Qik"
Q21 Q22

■  ° 2i :
^2k

K t = CTqQ, = ct2
Qíi On

• Q|j :
Qik

®kl Qk2 • Qkj • 1

o

(A4.3)

em que K( é a matriz covariância para as observações de todas as épocas, a0 é a 

variância de uma observação de peso unitário a priori, Q* é a matriz de cofatores de 

covariância para as observações de todas as épocas e Qu é a matriz de cofatores 

de covariância dos vetores de observação (  e e.

O vetor Xjdas correções advém da solução das equações normais

(A4.4)

com a matriz dos cofatores de covariância das incógnitas Q* dada por:

Qi, “ ( A ^ A í)* (A4.5)

e com o valor estimado para a variância da observação de peso unitário a priori CTq; : 

„2 Q /PV:

em que r; é a redundância.

(A4.6)

A2 FORMAS SIMPLIFICADAS DOS MODELOS MATEMÁTICOS

A simplificação consiste na consideração

A,j = 0, V i* j,

Qjj = 0, Vi ^ j.

(A4.7) 

(A4.8)
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