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RESUMO

Dadas as necessidades do controle da propagagido de erros e da unicidade de
solugdo nos levantamentos por poligonais, nesta dissertagdo realiza-se uma pesquisa que
sistematiza os procedimentos de calculo mediante a aplicagdo dos seguintes métodos de
ajustamento fundamentado no principio dos minimos quadrados: variagdo de coordenadas,
equagdes de condigdo ou dos correlatos e combinado as poligonais topograficas precedidos do
teste qui-quadrado (x°) da forma quadratica do erro de fechamento e sucedidos do célculo da
variancia da area para as poligonais fechadas. As poligonais geodésicas estuda-se a aplicagdo
do método das equagdes de condigdo ou dos correlatos utilizando a formula do transporte de
azimute e as formulas do transporte de coordenadas geodésicas para estabelecer tais equagdes.
E verificada a unicidade de resultado entre os métodos mediante valores numéricos simulados
para as poligonais topograficas. Dados de observa¢des resultantes das medigdes de uma
poligonal pelo IBGE (Instituto Brasileiro de Geografia e Estatistica) no Estado de Santa
Catarina, Brasil, sdo utilizados para exemplificar o ajustamento pelo método das equagdes de
condigdo ou dos correlatos. Verifica-se também aplicagdes decorrentes da teoria do teste data
snooping para as poligonais topograficas.
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RESUME

Puisqu’ il y a la nécessité du contrdle de la propagation des erreurs et de Iunicité
de résoudre dans les levés de terrains par les polygonales, dans cette dissertation a été
effectuée une recherche qui systématise les procédures de calcul a travers de I’application des
méthodes de compensation basées sur le principe des moindres carrés, c’est-a-dire, la méthode
des variations de coordonnées, la méthode des équations de condition et la méthode combinée

pour les polygonales topographiques précédées du test chi-carré (X?) de la forme quadratique
de I’erreur de fermeture et succédées du calcul de la variance de I’aire pour les polygonales
fermées. Sur les polygonales géodésiques a été étudiée I’application de la méthode des
équations de condition en utilisant la formule du transport de azimut géodésique et les
formules du transport de coordonnées géodésiques pour I’établissement de telles équations. On
vérifie 'unicité de résultats entre les méthodes a travers des valeurs numériques simulées pour
les polygonales topographiques. Les données d’observations en resultants des mensurations
d’une polygonal faites par I’/BGE (Instituto Brasileiro de Geografia e Estatistica) dans I’Etat
de Santa Catarina, Brésil, sont utilisées pour exemplifier la compensation pour la méthode des
équations de condition. Pareillement on fait la vérification des applications retirée de la théorie
du test data snooping pour les polygonales topographiques.
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ABSTRACT

Due to the requirements of the control of error propagation and of the singleness in
solution in the surveyings by methods of traverses, a research is described in this dissertation
which systmatizes the procedures of calculus through the use of following adjustment methods
by the least-squares principle, i. e., variation of coordinates method, also known as differential
displacements method, condition equations method, also known as correlates method and

combined method. The chi-square (X?) test of the quadratic form of misclosures is applied
before the adjustment for the topographical traverses and in relation to the closed traverses it is
provided the estimation of area variance after the adjustment. For the geodetic traverses, the
method of condition equations (or correlates method) is applied using the geodetic azimuth
transport formula and the godetic coordinate transport formulae in order to set up its
equations. The unvarying of results is examined among the above methods through the
numerical values provided in the case of the topographical traverses. The observed data of
surveying measurements by the /BGE (Instituto Brasileiro de Geografia e Estatistica) in the
State of Santa Catarina, Brazil, are employed to illustrate the adjustment by the method of
condition equations (or correlates method). There is an evaluation applications of the theory in
the data snooping test for the topographical traverses.
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ZUSAMMENFASSUNG

Durch die Notwendigkeit der Kontrolle der Fehlerfortpflanzung und der
Einheitlichkeit der Losung in den Vermessungen durch Polygone, wird in dieser Dissertation
eine Forschung gemacht, die das Verfahren der Berechnung durch die Verwendung der
Ausgleichungsmethoden kraft der Methode der kleinsten Quadrate systematisiert: Koordinaten
Variation, Equationen der Kondition oder der Korrelaten und Kombiniert zu den vorgangigen

topografischen Polygonen vom Test Chi-Quadrate (x*) der quadratischen Form des
Fehlerabschlusses und gefolgt von den Varianzrechnungen der Fliche zu den geschlossenen
Polygonen. Zu den geodaitischen Polygonen tiberlegt man sich die Verwendung der Equationen
oder der Korrelaten, und benutzt dafir die Azimut transport Formel und die geodatisch
Koordinierten transport Formel um solche Equationen herzustellen. Die Einheitlichkeit der
Ergebnisse wird unter den Methoden durch den numerisch simulierten Werte zu den
topografischen Polygonen festgestellt. Daten der Beobachtung der Messungsergebnisse des
IBGE (Instituto Brasileiro de Geografia e Estatistica) einer geodatischen Polygonen werden
im Bundesstaat Santa Catarina, Brasilien, verwendet um die Ausgleichung durch der Methode
der Konditionsequationen oder Korrelaten darzustellen. Man Beobachtet auch Verwendungen
die die Theorie des Data Snooping Tests folgen zu den topografischen Polygonen.

XXxiii



1 INTRODUCAO

As poligonais sdo objeto de estudo em duas das trés divisdes de Torge' para a
Geodésia. Trata-se de o mais simples tipo de levantamento que permite a obtengdo das
coordenadas horizontais de pontos sendo aplicada, por exemplo, nos levantamentos cadastrais,
no fornecimento do controle sobre uma base local de apoio a levantamentos topograficos por
métodos terrestres ou fotogramétricos, a projetos de engenharia civil, e até mesmo nos
levantamentos geodésicos (TESKEY and GRUENDIG, 1985).

Existem muitas situagdes geométricas distintas que representam uma poligonal
conforme sdo tratadas nas seguintes publicagdes: JORDAN (1944, p. 454, 457); ASHKENAZI
et al. (1972); FAIG (1972, p. 27); BLAHA (1973); SCHENK (1975); PAPO and
PERLMUTTER (1977), PAPO and PELED (1977), BRANDSTATTER (1987); TESKEY
and MACLEOD (1988) e ABNT (1994, p. 18, item 6.5.1).

Nesta dissertacdo o objeto de estudo ficara restrito as poligonais representadas
pelas figuras (1.1), (1.2) e (1.3). Estas poligonais possuem as seguintes caracteristicas
fundamentais:

a) forma geométrica (JORDAN 1944, p. 454, 457, ASHKENAZI et al., 1972,

FAIG, 1972, p. 27, TESKEY and MACLEOD, 1988), dividindo-se em

poligonais fechadas (figura 1.1) e em poligonais abertas (figuras 1.2 e 1.3);

' A Geodésia pode ser dividida em: (a) Geodésia Global, responsavel pela determinagdo da forma da Terra
incluindo o campo da gravidade externo completo; (b) Levantamento Geodésico, que leva em consideragdo a curvatura da
Terra, responsavel pela definigdo da superficie de uma regido por coordenadas de pontos de controle e (c) Levantamento
Plano (levantamento topografico, levantamento cadastral, levantamento de engenharia) onde se obtém os detalhes da
superficie do terreno referenciados, em geral, a um plano horizontal (TORGE, 1980, p. 1).



b) superficie sobre a qual se desenvolvem, dividindo-se em poligonais topograficas
(figuras 1.1 e 1.2) e em poligonais geodésicas (figura 1.3);

¢) sistema de referéncia no qual se apoiam ou sdo controladas (figuras 1.1, 1.2 e
1.3); e

d) p distidncias medidas e (p+1) angulos medidos, sendo p o numero total de
segmentos ou de lados (PAPO and PERLMUTTER, 1977).

A poligonal fechada desenvolvida no plano topografico (figura 1.1) é o caso
particular das poligonais abertas desenvolvidas nesse mesmo plano. Os pontos 1 e (p+1) sdo
respectivamente os pontos de inicio e de término do desenvolvimento; a,, ..., 3,.1 sd0 o0s
angulos horizontais observados no sentido horario; Sia, ..., Sp p+1 530 0s comprimentos das
linhas definidoras dos lados; os pontos A e 1 tém coordenadas fixas (sdo pontos que definem
uma base da rede de controle);, Ay e As sdo respectivamente os azimutes” topograficos inicial e

final.

FIGURA 1.1 - POLIGONAL FECHADA DESENVOLVIDA NO PLANO TOPOGRAFICO.

2 O azimute topografico Ax da linha de extremos i e k é definido como o angulo entre as projegdes do
meridiano e da linha ik no plano tangente em i. Ax tem origem na diregio norte, tem sentido hordnio e situa-se no intervalo
0 < Ag < 360°.



A poligonal aberta desenvolvida no plano topografico (figura 1.2) possui todos os
elementos da poligonal fechada acrescentando uma outra base da rede de controle

representada pela linha definida pelos pontos C e D
FIGURA 1.2 - POLIGONAL ABERTA DESENVOLVIDA NO PLANO TOPOGRAFICO.

NORTE Iy

A poligonal geodésica desenvolvida na superficie do elipsoide (figura 1.3) esta
apoiada em duas bases distintas do Sistema Geodésico de Referéncia (SGR) definidas pelos
pontos A, B e C, D. Os pontos 1 e (p+1) sdo, respectivamente, os pontos de inicio e de
término do desenvolvimento da poligonal coincidentes, respectivamente com os pontos B e C;
ay, ..., 31 s30 os angulos elipsoidicos obtidos dos dngulos horizontais horarios medidos na
superficie fisica da Terra apds as redugdes de natureza geométrica que compreendem as
redugdes denominadas de angulo sec¢do normal-geodésica e efeito da altura do sinal, e a
redugdo de natureza fisica (devido a inclinagdo da linha vertical), Sz, ..., Sp pe1 S30 0s
comprimentos das geodésicas’; ag € ar s30 respectivamente 0s azimutes' geodésicos inicial e
final; t, é a projegio do meridiano® geodésico do ponto B=1 no plano tangente neste ponto e
t,+1 € a projecdo do meridiano geodésico do ponto C=(p+1) no plano tangente neste ponto.

W definida na segdo 7.2.

* O azimute geodésico esta definido na segdo 7.2.3
% O meridiano geodésico esta definido na segdo 7.2.3



FIGURA 1.3 - POLIGONAL GEODESICA.

NORTE 94 : NORTE

CEp+1l

tp+1

O plano sobre o qual a poligonal topografica se desenvolve ¢ perpendicular a
vertical em um ponto de altitude ortométrica h (situado acima, sobre ou abaixo da superficie
fisica da Terra) e possui pontos genéricos i € k cuja convergéncia meridiana (Aa) representa,
em valor absoluto, o maior valor desprezivel.

A altitude ortométrica de um ponto i (h;) € a distdncia contada ao longo da vertical
desde o ponto i até o geodide.

A superficie fisica da Terra é a borda entre as massas solidas ou liquida e a
atmosfera (TORGE, 1980, p. 2).

A convergéncia meridiana relativa aos pontos i € k (Aay) € a diferenga entre o
azimute da linha ik no ponto k e o azimute dessa mesma linha no ponto i. A sua expressdo ¢

dada por:



Aoy = f((Pi,(Pk:}Vi,}\fk) = AN, seno@,, sec

(A,
A<2pm+( ) sen @, cos’ o, ,

12
onde: @;e @ sdo as latitudes dos pontos 1 e k;

Ai e Ay sdo as longitudes dos pontos i e k;
1
My =k =i, 804 =0, -0, € 0, = (0: +04);

sen @, € sen @; 530 negativos no hemisfério sul.
Esta expressdo resulta valores no intervalo 0 2 Aok > 0.
Verifica-se que Aok = 0 quando ¢; = @x = 0 ou quando A; = A, = 0. Portanto, em
outras situacdes Aoy # 0.

Limita-se um plano topografico por pontos i e k quando o maior valor para |Aoy|
possa ser considerado nulo.

As poligonais geodésicas sdo aquelas cujos valores observados sdo calculados
sobre a superficie do modelo geométrico mediante reducGes de natureza geométrica e fisica, e
a convergéncia meridiana relativa a dois pontos i e k é considerada.

As poligonais abertas e fechadas recebem um tinico tratamento matematico.

O que se busca com esta dissertagdo € sistematizar os procedimentos de calculo
dos dados de poligonal de modo que haja unicidade de solugdo com estimativas, mediante a
aplicagdo dos métodos de ajustamento:

a) variacdo de coordenadas;

b) equagdes de condigdo ou dos correlatos; e

¢) combinado.

Enfatiza-se a aplicagdo do teste X* da forma quadratica do erro de fechamento

antes do ajustamento a fim de estimar a variancia das coordenadas do ultimo ponto mediante a



propagacdo das varidncias pré-estabelecidas e dos erros decorrentes do processo de medigido

(presentes nos valores observados) para o ultimo ponto e apds a i-ésima iteragdo do
ajustamento, aplica-se o teste X* da forma quadratica dos residuos. Espera-se que o nivel de

significancia (c) adotado para o teste antes do ajustamento se mantenha para o teste apos a i-
ésima iterag¢ao do ajustamento.

Tendo em vista a utilizagdo das poligonais fechadas para levantamentos destinados
a regularizagdo fundiaria, procede-se ao estudo do calculo da varidncia da area, estimativa nio
menos importantg que, junto com as demais estimativas de acuracia obtidas no processo do
ajustamento podem ser integradas nas documentagées que dependam desses levantamentos.

A acuricia é uma palavra usada para descrever quanto o valor experimental esta
proximo do valor verdadeiro da grandeza, quanto menor for a soma de todos os erros
sistematicos e estatisticos, tanto maior € a acuracia do resultado (VUOLQ, 1992, p. 69). Os
erros sistematicos estdo relacionados a equipamentos incorretamente ajustados e/ou calibrados,
ao uso de um procedimento incorreto pelo experimentador ou a uma falha conceitual; erros
estatisticos, também chamados "erros aleatorios" ou "erros acidentais”, sdo aqueles causados
por variagdes incontrolaveis e aleatorias dos instrumentos de medida, e de condigdes externas
tais como temperatura, umidade do ar, etc. (HELENE e VANIN, 1991, p.1-2). A precisdo,
palavra utilizada sempre com relagdo aos erros estatisticos, indica de quanto as medidas sdo
reprodutiveis, quanto menor for o erro estatistico, tanto maior € a precisio da medida
(VUOLO, 1992, p. 69).

Introduz-se a aplicagdo do teste data snooping ao calculo das poligonais
topograficas.

Cada etapa desta dissertagdo é exemplificada com dados simulados (figuras 2.1 e

quadro 2.1) referente aos métodos de ajustamento aplicado as poligonais topograficas € com



dados reais fornecidos pelo IBGE para exemplificar o calculo do ajustamento de poligonal
geodésica pelo método das equagdes de condigdo ou dos correlatos.

Uma preocupagio constante nesta disseftag:a’io € expor com objetividade e clareza a
fim de que haja contribuigio também a formagio dos alunos dos cursos de engenharia afins

com as ciéncias geodésicas.

No capitulo 2 ¢é estudado o teste X* da forma quadratica do erro de fechamento e
sua aplicagdo as poligonais topograficas. A exemplificagdo com dados simulados encontra-se
no final do capitulo.

No capitulo 3 ¢ estudado o ajustamento de poligonais no plano topografico pelo
método de variagido de coordenadas.

No capitulo 4 ¢ estudado o ajustamento de poligonais no plano topografico pelo
método das equagdes de condigdo.

No capitulo 5 ¢ estudado o ajustamento de poligonais no plano topografico pelo
método combinado.

Desenvolveu-se as equagdes que caracterizam cada um destes métodos aplicados a
uma poligonal topografica e sistematizou-se as iteragdes. A exemplificagdo com dados
simulados para cada método encontra-se no final dos respectivos capitulos.

No capitulo 6 é estudada a varidncia da area definida pela poligonal no plano
topografico. A exemplificagdo numérica com dados simulados encontra-se no final do capitulo.

No capitulo 7 é estudado o ajustamento de poligonais geodésicas pelo método das
equagdes de condigdo utilizando as coordenadas e azimute geodésicos. A exemplificagdo com
dados reais de uma poligonal geodésica observada pelo IBGE no Estado de Santa Catarina

encontra-se no final do capitulo.



No capitulo 8 é feita a analise de resultados compreendendo o teste qui-quadrado
do erro de fechamento e os métodos de ajustamento aplicados a poligonal topografica, o
método das equagdes de condigdo aplicado a pdligonal geodésica e a analise mediante a
aplicagdo do teste data snooping as poligonais topograficas.

No capitulo 9 sdo feitas as conclusdes e as recomendagdes decorrentes desta

pesquisa.



2 TESTE QUI-QUADRADO DA FORMA QUADRATICA DO ERRO DE

FECHAMENTO

2.1 INTRODUCAO

O teste X* da forma quadratica do erro de fechamento permite levar em conta os
erros acidentais e por isso € adequado para as poligonais que se apoiam nas redes de controle
(TESKEY and MACLEOD, 1988) como uma maneira segura de avalia-la, dado um nivel de
significancia (ct).

O teste X* da forma quadritica de erro de fechamento (JONES, 1970;
KRAKIWSKY and THOMSON, 1978, p. 30, VANICEK and KRAKIWSKY, 1986, p. 237,
TESKEY and MACLEOD, 1988) aplicado ao ultimo ponto de uma poligonal (figura 2.1) é

definido pela expressao:

— Ir _'
q= E Zy.x E (2_1)
sendo:
E'= [8‘, ax}
’ (2.2)

onde: €, e €, sdo, respectivamente, os "erros de fechamento" em coordenada y e

em coordenada X, expressos por:

&, =y-y (2.3)
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€, = X —X (24)
onde: y e x s3o as coordenadas fixas do ultimo ponto da poligonal,y e xsdo as

coordenadas provisorias do ultimo ponto da poligonal, obtidas com valores observados.

A matriz variancia-covariancia das coordenadas (y, x) ¢ dada pela expressdo:
L= (2.5)

2 2 ~ . . n .
onde: O,,0, sdo, respectivamente, as varidncias das coordenadas y e x, e

o, =0, éa covariancia das coordenadas y e x.

Os elementos de Zy,x podem ser calculados (GEMAEL, 1994, p.56-58) conforme

exposto na seqii€ncia.

2.2 SEQUENCIA DE CALCULO DO TESTE

a) MVC dos azimutes:

Esta matriz é obtida mediante a aplicagdo da lei de propagagdo das covaridncias:
ZA '—'GE'GT (26)
Onde:

T A € a matriz varidncia-covanancia dos azimutes;

¥. é a matriz variancia-covariancia dos angulos;

G ¢ a matriz das derivadas parciais da fungdo: Ay = f{a;)
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OA, OA,  O0A, ]
Oa, Oa, da,
O0A,, OA,, 0A
G—aA“‘ - 3 3 o | .
N a, a, da, |;i=1..,pk=i+1] 2.7)
OA .., OA _ O0A,,.
| Oa, Oa, oa, |

Onde: Ay € o azimute de qualquer lado da poligonal, definido pelos pontos i e k,
dado pela expressdo:

Ay =Ag+Xa;—(i-1)180° j=12, i k=i+1 (2.8)
=1

onde: a; sdo os angulos horizontais horarios observados nas estagdes.

A matriz varidncia-covaridncia dos angulos horizontais, cujos valores numéricos

sdo obtidos das especificagdes do instrumento, € expressa em sua forma geral por:

o, O 0
0 ol 0
X, = (2.9)
2
] 0 0 cap+l_ (n)Z

X. é uma matriz diagonal se as medig¢des forem ndo correlacionadas.

b) MVC das distancias:

A matriz varidncia-covariancia das distancias, cujos valores numéricos sdo

obtidos das especificagdes do instrumento, € expressa em sua forma geral por:



[o2 0 |
0 o! 0
Sy
I, = (mz)
i 0 0 gwl

¢) MVC das distancias e azimutes:

12

(2.10)

A matriz varidncia-covariancia das distidncias e azimutes consiste em reunir as

matrizes variancia-covariancias da distancia e do azimute em uma Unica matriz. A sua forma

geral € expressa por:

d) MVC das coordenadas do ultimo ponto:

(2.11)

Aplicando ainda a lei de propagagdo das covaridncias (2.6) para as coordenadas do

Giltimo ponto, a matriz variancia-covaridncia das coordenadas do ltimo ponto resulta a forma:

2, «=DZg, D’

Onde:
a}IpH aYp+l . ayp-&-l l a},pﬂ _1_ aYp+l
D= 08y, OSy 0S,pn1 POA; pOAy
axp+l axp+l . axp+l l axp+l l 6xp+l
08, 08y 0S,pn1 POA, pOAy

(2.12)
l aYp+l
paAp p+!
’ 2.13
Lo | @)
paAp,pH
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P

Yori =YV1 t __leik COsAj
) i=1,.p;k=i+l (2.14)
P

Xp =X+ 2 Sy senAy

i=1

O fator —1—= i (—r—%j—) foi introduzido na (2.13) para que os valores de Z,
p 648000\ "

expressos em (")’ se convertam em radianos, quando for calculada a (2.12).

e) Aplicagdo do teste:

A poligonal sera aceita, se:

2 2
X’v; 0,50 < q < xv; 1-0,5x

(2.15)
Onde:

v = 2 graus de liberdade;

o = nivel de significancia adotado.

2.3 SIMULACAO COM A SEQUENCIA 2.2

Uma poligonal, representada por sua caderneta de campo (quadro 2.1) e por seu
esbogo (figura 2.1) é apresentada para exemplificar a aplicagdo do teste, adotando a = 1%

As coordenadas fixas do ponto 1= (p+1) valem x = y = 10000,00 m

O azimute fixo da linha 1-A vale 315°00' 00,0”

Os desvios-padrio das distancias Si sdo dados por os = (5 mm + SE-6xS)



Os desvios-padrao dos angulos a; valem o, = 0,8".

QUADRO 2.1 - DADOS OBSERVADOS E CALCULADOS PROVISORIAMENTE.

14

Ponto] Angulo a O'f Distszi;xcia ol Azimute Ayx | Ponto Coordenadas
1 Observado | (") Li_nha Observada | (m?) Provisério 1 X )“,
ik (m)
1 90°0001,0" | 0,64
2 | 300°0000,1*| 0,64 | 1-2 1000,000 ] 0,0001 45°0001,0" 2 10707,11021] 10707,10335
3 ] 300°0000,8*] 0,64 | 2-3 1000,005 | 0,0001 165°0001,1" 3 10965,925401 9741,17132
4 ]210°0000,0"1 0,64 | 34 1000,010 | 0,0001 285°0001,9"1 4 9999,99230 10000;00185
4-A 315°0001,9"
ea=+19" £ =-0,00770 | &, =0,00185

FIGURA 2.1 - POLIGONAL TOPOGRAFICA FECHADA COM DADOS OBSERVADOS.

az

NORTﬁ iy

Para uma poligonal fechada as coordenadas do tltimo ponto (p+1) sdo iguais as do

primeiro (1), o que ndo ocorre calculando-as com os valores observados. O ajustamento das

observagdes fornecera essa igualdade.



a) Matriz 5
£, =GZ,G’
(6A,, 0A,, OA,]
0Oa, 0Oa, 0a,
G- OA, |0A, OA, OA,
Oa, Oa, Oa, Oa,
aA}l aAJI aA}l
| Oa, da, da, |
A, =A,+Ta,—(i-1)180° i=12,.
=
Az = A + a4 - 0 x180° =45° 00'01,0”
Aypy=Apta +a -1 x 180°=165°00'01,1”

As;=Ap+a +a+ta; -2 x180°=285°00'01,9"

Logo:
1 0 0
G={1 1 0
1 1 1

Do quadro (2.1), obtém-se:

064 0 O
T = 0 064 O |("

0 0 0,64

Substituindo as matrizes G e £, na (2.6), obtém-se:

1 0 0{{064 O 0 1 1 1] 10,64
Z,={1 1 0| 0 064 0 ({0 1 1(=/0064
I 11 0 0 064|/0 0 1] (0,64

15

g k=1t

0,64 0,64
128 1,28 |(")
128 192
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b) Matriz¥ s:
Do quadro (2.1), obtém-se:

0,0001 0 0
Ts=| 0 00001 0 |(m)
0 00,0001

c) Matriz g a:
Substituindo X5 e £, na (2.11):

(10,0001 0 0 0 0 0 ]
0  0,0001 0 0 0 0

0 0 0,0001 0 0 0
ZS,A =
0 0 0 0,64 0,64 0,64
0 0 0 0,64 128 128
i 0 0 0 0,64 128 192

d) Matriz Z, .:

Derivando a (2.14), substituindo na (2.13) e fazendo a transposta da matriz D,

obtém-se:
[ cosA,, senA,, |
COsA senA
COsA senA
«D; =| ——S,senA, —S§, cosA,,
P P
] 1
——S,,senA,, — S, cosA
P

1 1
-—S§, senA, =S, cosA;



Substituindo os correspondentes valores numéricos, a matriz D' resultante sera:

[ 7,07103353028E - 1

—9,6592720654E -1
2,58827942682E -1

-3,42816703534E -3

—-1,25477143985E -3

| 4,68297582584E -3

7,07110209329E -1 |
2,5881389385713— 1
—9,65923442146E ~ 1
3,42813379505E - 3

—-4,68297066162E -3

1,25484582499E -3 |

Efetuando produto (2.12), obtém-se:

y,x

{ 0,000172 —0,000004}
Z —

-0,000004  0,000159

e) Aplicagdo do Teste:

q = ET Z—I E
yx
e,] [ 000185
E= = (m)
£, -0,00770
q= [0,00 185 —0,00770]{

q=0,390214 = 0,39

-0,000004 0,000159

0,000172 -0,000004]"'[ 0,00185

J

Para o nivel de significancia a = 1%.

x* teorico com o = 1%
0,5 a. = 0,005

I- 0,50 = 0,995

-0,00770

17
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v = 2 graus de liberdade
x =001

X§;0,995 = 10760

2 2
XV; 0,5a < q < Xv; 1-0,5a

0,01<0,39 <10,60
A poligonal sera aceita ao nivel de significancia de 1%. Este nivel de significincia

é mantido no teste X* da forma quadratica dos residuos que compara a variancia da unidade de

peso a priori com a variancia da unidade de peso a posteriori no ajustamento.

FIGURA 2.2 - GRAFICO DA DISTRIBUICAO DE PROBABILIDADE QUI-QUADRADO PARA V= 2.

F (%2)

0 (o0l 039 10,60 %
REGIOES CRITICAS I—
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3 AJUSTAMENTO DE POLIGONAIS NO PLANO TOPOGRAFICO PELO

METODO DE VARIACAO DE COORDENADAS

3.1 INTRODUCAO

O método de variagdo de coordenadas € uma aplicagdo do método paramétrico ao
ajustamento de triangulagdo, trilateragdo, poligonal ou combinag@o de tais processos de
levantamento permitindo obter as coordenadas finais dos vértices mediante as corregdes (dx; e
dy;) que sd@o adicionadas as coordenadas provisorias, calculadas com os valores observados
(GEMAEL, 1994, p. 213).

Em uma poligonal desenvolvida no plano topografico sdo observados angulos e
distdncias. Isto requer que equagbes de observagdo de distdncia e de angulo sejam
estabelecidas a fim de propiciar o ajustamento tanto das coordenadas (x e y) como dos valores
observados. O estabelecimento das equagdes de observagdo no plano topografico, uma para
cada observagio, se fundémenta nas formulas diferenciais que exprimem a variagido do azimute
ou do comprimento do lado quando variam as coordenadas dos pontos extremos.

Essas equagdes de observagdo no plano (BLACHUT et al, 1979, p. 123-126;
SHEPHERD, 1981, p. 43-45, GEMAEL, 1994, p. 214-215) sdo desenvolvidas com base na
figura (3.1)

Ao final do ajustamento, o teste X’ da forma quadratica dos residuos (VANICEK

and KRAKIWSKY, 1986, p. 237) é aplicado para fazer a comparagdo entre a variancia de
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unidade de peso a priori e a varidncia de unidade de peso a posteriori. Esta comparagio € um
indicador da qualidade do ajustamento.

Estuda-se neste capitulo duas dedugGes matematicas que conduzem ao modelo
linearizado.

A exemplificagdo numérica ¢ feita com dados simulados oriundos da poligonal

apresentada pela figura (2.1) e dados numéricos apresentados pelo quadro (2.1).

3.2 PRIMEIRA DEDUCAO

A figura (3.1) apresenta as estagdes genéricas (j, i, k) de um levantamento no
plano topografico, em cujo ponto (i) considera-se os instrumentos medidores de distancia e de
angulo estacionados, observando o ponto situado atras (j) por uma distancia (S;), e
observando o ponto situado a frente (k) por uma distancia (Si) e angulo horizontal horario
(aji); observa-se também a orientagio® da linha (ij) mediante o azimute (A;) € a orientagio da
linha (ik) mediante o azimute (Ai). Sobre esta geometria se estabelecem as equagdes de
observagdo fundamentais para o ajustamento pelo meétodo de variagdo de coordenadas

desenvolvidas a seguir.

SA orientagdo de uma linha mediante o azimute pode ser feita transportando o azimute fixo da base de
apoio da poligonal que é calculado utilizando as coordenadas dos pontos extremos dessa base.



FIGURA 3.1 - DISTANCIAS, ANGULOS E AZIMUTES NO PLANO.

A G NORTE H

y

3.2.1 Equagdo De Observagdo No Plano Para A Distancia S;;

A equagio de observagdo da distancia S;;, € dada por:

S.z.:(x.—x.)z-i-(y‘—y.)2 @3.1)
[ J 1 i) i .

Diferenciando a (3.1):

28, dS; =2(x; - x, J{dx; —dx, )+ 2(y; ~ y; {dy, — dy,)

dSiJ. _ (Xj —xi)gdxj —dxi) +(Yj -yi)(:y,- _in)

ij ij

= senAiJ.(dxj —dxi)+cosAij(dyj - dyi)

dSij = —senAy dx; — cosA dy, +senAij dxj +COSA dyj 3.2)
mas,

ds, =S; - S{+V, (3.3)
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Substituindo (3.3) na (3.2) e fazendo a simplificagdo (SHEPHERD, 1981, p. 44):

N
X. —X

j i _
S = senAij = Kij

i

Fs (3.4)
u = cosAij = Lij

ij )

a equagdo de observagdo da distancia se torna:

f=-K;dx -L;dy, +K;dx +L dy,+S8/-S§; =V, (3.5)

3.2.2 Equagio De Observagdo No Plano Para O Azimute A;

A equagio para o azimute A;; ¢ dada por:

tgA, =L (3.6)
Yi—Yi
Diferenciando a (3.6):
1 d _(Yj“yi)(dxj‘dxi)_(xj‘xi)(dyj"‘d)'i)
cos’ Ay T (yj —Ya)z
_cos’ Aij(yj —yi)(dxj —dxi)— cos’ Aij(xj - xi)(dyj - dyi) 37)
¥ 2 ’ ‘
(Yj _Yi)
mas:
cos’ A, 1
Sl S (3.8)
(Y,’_Yi)z Sizj
e
Y;—Y: =S;cosA; 5.9

X; ~X; :SijsenAij
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Substituindo a (3.8) e a (3.9) na (3.7) e simplificando:
1

dA; = ;[cosAij(dxj - dxi) - senAij(dyj - dyi)] (3.10)
ij

Exprimindo a (3.10) em segundos de arco:

.. 648000

d"A; = -y [cosAij(dxj —dxi)— senAij(dyj —dyi)] (3.11)
ij

" 648000

d"A; = - (—cosAijdxi +cosA ;dx; +senAdy; —senAijdyj), (3.12)
]

mas:

d"A; = A} -Af + Vi, (3.13)

Substituindo a (3.4) e a (3.13) na (3.12) ¢ fazendo a simplificagdo (op. cit, p. 44).

648000 ¥, v, _ 648000

; osA; =P,
T S; T S,
(3.14)
48000 X, —X; 48
6 X 648000 g
T S§ TS,
a equagdo de observagdo no plano para o azimute A; resulta:
f, = -P,dx, +Pdx, +Q,dy, -Q,dy, +A{ - A} = V! (3.15)

3.2.3 Equagdo De Observagio No Plano Para O Angulo ajik

E obtida pela diferenca entre as equagdes dos azimutes Ay e Ay, considerando a
partir de um vértice ocupado i, como vértice atras, j e como vértice a frente, k.

Conforme a (3.15), exprime-se a equagao de observagdo para o azimute Aj:

-P,dx; + Pydx, +Q,dy, —Q,dy, +Ay -Aj =V (3.16)
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Efetuando a diferenga: (3.16) menos (3.15) encontra-se a equagdo de observagio

para o angulo ajx:

f,= (Pij —Pik)dxi +(Q¢ - Qij)dyi ~ Pydx; +Q,dy; + Pydx,
(.17)

_ " ey
Q,dy, +ay —aj, = V'ﬁk

3.3 SEGUNDA DEDUCAO
3.3.1 Equagdo De Observagdo De Distancia

A equagdo de observagdo de distancia dada a seguir, é escrita uma para cada lado

p de uma poligonal. Na figura (3.2), Si € o comprimento observado da linha ij e Vs, € 0

residuo na observagao.

FIGURA 3.2 - DISTANCIA OBSERVADA.

Lo

0 X

Desta forma, a equagdo de observagao da distancia Sy é dada por:

(S + Ve ) =[(e - x) + (. —yi)z]% (3.18)
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entao:

i
(85 + Vi ) = Fxooyioxioyi) = [0 = %) + (v, - v)'| (3.19)
A (3.19) é uma equagio ndo-linear e pode ser linearizada por expansdes das séries
de Taylor, desprezando todos os termos de 2* ordem e maior (WOLF, 1969), resultando:

OF OF OF OF
dx. + -+ ——dx, +——dy. 3.20
o & a;dy'+a; ) ay:dn (3.20)

F(xi »Yi ’xk’yk) = F(x‘;,Y?,x: ,y:) +

onde:

X, =x; +dx,

y: =y; +dy,
¢ (3.2
X, =X, +dx,
Ye =Y +dx, |
Observagdes:

a) X;,¥;,X,,y, sdo as coordenadas provisérias dos vértices, obtidas mediante o
transporte e valores observados.

b) dx;, dyi, dx., dyx sdo as incognitas e representam as corre¢des a serem
adicionadas as coordenadas provisorias dos vértices para a obtengdo das

coordenadas finais.

<) ;xi ¢ a derivada parcial de F com relagio a x; avaliada para x:; analogamente

1
para as outras derivadas.

Calculando as derivadas parciais da (3.19):

cF 1 2 '% A
) -y ]2 ey =B (.22
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LS s £ (3.23)
y; Sa
F_ %X (3.24)
0%, Sy
F _ ¥y, (3.25)
ayk Sik
Substituindo a (3.22), a (3.23), a (3.24) e a (3.25) na (3.20):
e we e X T Xy =Y
F(xi’yﬂxk ’yk)zF(xi’yi’xk 7yk)+ N * dxi +y__o—ZLin
S;, R
TSl M AT £ ) (3.26)
S S
mas F(x;,y;,x;,y:) =S5 (327)
Substituindo a (3.19) e a (3.27) na (3.26):
Sp+V,, =S;+ XiSEXK dx, + yiS—:;.Vk dy, + XkS’;‘kX; dx, + .ka_:kyi dy, (3.28)
Ordenando os termos:
YN e Y gy N Ny M Yogy s s oy (3.29)
ik ik ik ik

Matricialmente, as equagdes de observagdo de distancia podem ser expressas por:
nAu uX1+nL:nvl (330)
onde:

A, éamatriz de tamanho (n x u) dos coeficientes das incognitas, dada por:

_JXTX YoV X TX YT (3.31)
S, S, S; S,
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. X, € o vetor de tamanho (u x 1) das incognitas dado por:

- -

dx.

dy,

X, = | (3.32)
dx,

Ly
.L; € o vetor de tamanho (n x 1) dos termos independentes das equagdes de
observagdo de distancia, dado por:
Lo =[s5-8i] (3.33)
.V, € o vetor de tamanho (n x 1) dos residuos das distancias observadas, dado

por:

V=[] (3.34)

3.3.2 Equagdo De Observagao De Angulo

A equagdo de observagdo de dngulo dada a seguir, € escrita uma para cada angulo

(ajx) de uma poligonal. Na figura (3.3), a‘;; € 0 angulo observado entre as linhas ij e ik € Vaji

k

¢ o residuo na observagio.
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FIGURA 3.3 - ANGULO OBSERVADO.

Desta forma, a equagio de observagao do angulo aji ¢ dada por:

- X. —X.
alt x‘—arctg - (3.39)

Y« Y ;Y

a}k + VaJIk = F(xj,yj,xi,yi,xk,yk) = arctg

Da mesma maneira que a (3.19), a (3.35) ¢ uma equagdo ndo-linear e pode ser
linearizada por expansdes das séries de Taylor, desprezando todos os termos de 2* ordem e

maior (op. cit.), resultando:

Z3 F
F(x.,y.,xi,yi, xk,yk) = F(xf’,y‘?,x;’,yf,x:,yz)+ —dx; + ——dy,
127 ] J &J 1 @,J ]
g Fay v g+ oy, (3.36)

x; %Y, ooy

Calculando as derivadas parciais:



OF __ 1 1 __ 1 1 _
ox; 1+(xj—-xi)z Yi~Yi (yj—yi)2+(xj-—xi)2 (Yj—yi)
L yji-yi i (yj_Yi)z i
- i Yi __yJ-Yi=+y -Y;
DETENETANE I
OF
e URINR
i~ X
_1+[yj'_}'ij i
_ X;— X : __XiTX
_x. S;
(yy)gyy; G-y
iTYi
F _ 1 (_ 1 ]_ 1 [_ 1 j:
0ox, 1+(xk—xij2 Ye 7Yi 1+[xj—xi]2 Yi—Yi
Ye 7Y Yi— Y
=T 21 2 1 + 2 1 2 1
(v —¥i) +(xk2—xi) (i -¥:) (Yj‘)’i) +(xj—xi) (yi—Yi)
(Yk _Yi) (yj —yi)z
- _ YE_Y; - Y;_Yi
(Yk_yi) +(xk_xi) (yj—Yi) +(xj°xi)2
_YioYe YiTY;

s s
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(3.37)

(3.38)

(3.39)
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oF 1 - 1
oy = ) [(Yk ‘Ya) ’ (xk ‘xi)]_ 2
i (xk—xi) (xj—xij
1+ 1+
Ye Y Y= Y:

[(Yj_yi)-z (xj—xi)]z = :Xi 2 ‘)2

2
(Yk Yi) + (Yk _yi)z
- = L (3.40)
(v;-v.) + ) (v;-v.) oS
IR A i i

;i B H(ﬁ:—_&)z (ykiyi)z (yk—-yi)zﬁl-(xk—xi)z (ykiyi}

Y Vi (Yk "Yi)z
_ Yi™ Y
= ——-Szik (3.41)
OF 1 -2 _
e ek
1+ :
Ye Y

=+
(Yk _}'i)2 +(xk - xi)z Si

Substituindo a (3.27), a (3.38), a (3.39), a (3.40), a(3.41) e a (3.42) na (3.36):

(3.42)

,,,,, ALYt X XS Yi-Yi YiTYi
F 32 jr i J o > =F joJ jr 2 b ’d i )d ] - dxi
(x, Yo X Yir Xy Yk) (x, Y X Yir Xy Yx)+ (S;)z X; (S;)z y1+{ (S:k)l (SlJ 2 ]

{x‘—xk_xi“x,dej_Yi_kax PR dy, (3.43)
- . . S
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mas,

C

F(x),57:%,55%00Y, )= 8% | (3.44)

substituindo a (3.35) e a (3.44) na (3.43):

Y. -y’ X, =%’ -yl Y Y,
a. +Va. =a5 +— y’dx.— ; ’dyﬁ{y' . Y, y’de.
Jik jik ) o i

s )

° _x° X:-X' * -y X -x
+[x“ X D ‘]dyi—yl ykdxk+ L —tdy, (3.45)

s) ()

ordenando:

y -y X - X’ yo-y. Y oY X[ -x) X -x]
——dx, + ——dy, +| 5 — ’]dxa '{ T T k}in

&) ) [ () () &) (s)

WY Ty S e, = Vay, (3.46)

o \2 o Jik
(53) (s3)
Nesta expressao ajﬁlk, aj; e Va, sdo medidos em radianos; para converter em

segundos de arco, os coeficientes das incognitas sdo multiplicados por

648000( " j 1 ( ..dj
p= = w\ 1)
e rad senl” \ra

Matricialmente, as equagdes de observagio de angulo podem se expressas por:

nAu uxl+ nLl = nVl (347)
onde:

A, éamatriz de tamanho (n x u) dos coeficientes das incognitas dada por:
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Y; X2=-x" y'-y® y-y® x°-x° x°-x° y’-y° x°-Xx°
A - ) 3 1 yi yk __y' y.l ' J _ i k yk yi i k (3.48)

B N A ) B 19 I 9 B G B O B G4 B G

. X, € o vetor de tamanho (u x 1) das incognitas dado por:

-~ -

dxj
dy.

)

X, = (3.49)

.L; € o vetor de tamanho (n x 1) dos termos independentes das equagdes de

observagdo de angulo, dado por:
Ly =[a5, —a, (3.50)

. V; € o vetor de tamanho (n x 1) dos residuos dos angulos observados, dado por:

,,v,:[Vam;] (3.51)

3.4 SEQUENCIA DE CALCULO PARA O AJUSTAMENTO
3.4.1 Primeira Etapa

As expressdes matriciais utilizadas nesta sec¢do tem suas dedugdes em GEMAEL

(1994, cap. 7).
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a) Modelo matematico natural:
F(x*) =L* (3.52)
Os valores observados ajustados s3o fungdo explicita das coordenadas

ajustadas.

X {x} (3.53)

b) Modelo matematico linearizado:

nAu nXl+nLI:nvl (354)
A= BF. (3.55)
axi
XO

¢) Equagdes Normais:

AL LGP AL X+ AT P L=0, (3.56)
X=~(ATPA)" ATPL, (3.57)
fazendo:

N =(ATPA)” (3.58)
U=A"PL, (3.59)
entdo:

X=-N"U (3.60)

d) Coordenadas ajustadas:

X' =X +X (3.61)
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e) Vanancia da unidade de peso a posteriori:

s VPV _XTUSL'PL

(3.62)
n-u n—-u

V=AX+L (3.63)
f) MVC das coordenadas ajustadas:

X' =gIN™ (3.64)
g) Valores observados ajustados:

'=L"+V (3.65)
h) MVC dos valores observados ajustados:

Il =GIANT'AT (3.66)
1) MVC dos residuos:

IV=6lP"'-ZL (3.67)

j) Teste X* da forma quadratica dos residuos:
A comparagio entre G e G se baseia no fato de que a forma quadratica V'PV
tem distribuicdo X* com (n - u) graus de liberdade (GEMAEL, 1994, p. 123) e tem por

finalidade verificar se estatisticamente o ¢ igual a G ; esta (ltima ¢ obtida do ajustamento.
Estabelece-se o teste de hipotese:
Hipotese basica (H)) — Hy: 62 =6

Hipotese alternativa (H,) — Hi: o # 0,



Calcula-se:
~2
2

0

2 VPV
x =

——, que comparado com os valores tedricos:

0

Arosa € Xoioosa»fornece o resultado final do teste.

o .
=—2(n-u), com G, =

VPV
n-u

H, ¢ aceita, ao nivel de significancia o, se:

2 *2 2
Xv; 0,5a < X < Xv; 1-0,5

3.4.2 Iteragao
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Em virtude de ter feito a linearizagdo (3.20) e (3.36), far-se-d0 necessarias as

iteragdes (GEMAEL, 1994, p. 179-180) e sdo calculadas até que o vetor das corregdes se

anule, fixado um dado numero de decimais.

A sequéncia de calculo é mostrada a seguir:

a) 1"iteracdo:

X' =XI°
Al= oF I
oX*
X1°

Li= F(X1°)— L

NI™ = (Al PAl)’l
Ul=Al1" PLI

X1=-NI"' Ul

X1' = X1° + X1
Vi=AlXI+L1
., _VI'PVI

0
n—-u
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b) 2? Iteragdo:

X1* = X2° N2~ = (AzT PAz)”' X2' = X2° +X2
OF T
A2=—— U2=A2TPL2 V2=A2X2+L2
oX
X20

T

L2=F(x2°)-L" X2=-N2" U2 62 = vz pva
n—u

c) i-ésima iteragio:

<0 .1 .T AL -3 -0 .
X, =Xi Ni™' = (Ai" PAi) Xi* = Xi° + Xi
. OF . Ty T
Ai= Ui=Ai PLi Vi=Ai Xi+Li
X
X;
T -
Li=F(Xi*)-L* Xi=-Ni" Ui 5= BV
n—-u

3.5 SIMULACAO COM A SEQUENCIA 3.4.1

Na poligonal apresentada pela figura (2.1) e dados de observagdo do quadro (2.1),
ha 7 observagdes (3 distancias e 4 angulos) o que implica a existéncia de 7 equagdes de
observagdo, compreendendo 3 equagdes de observagdo de distancia e 4 equagdes de

observagdo de angulo.

3.5.1 Primeira Etapa

Inicialmente se estabelecem essas 7 equagdes de observagio.
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As equagdes de observagdo de distancia sdo obtidas da (3.5):

Vértice 2: fl = _Kzldxz _LudY2 +K2ldxl +L21d}'1 +S§| —S;l =V,

Sn

Vértices 3: f, = -K,dx, - L,dy, +K,dx, +L,,dy, +S5, =S5, =V, _

Vértice 1=4:  f, =K, dx, - L, dy, +K,,dx, +L,dy, +S5,-S5, = V.

Si3

As equagdes de observag@o de angulo s@o obtidas da (3.17):
Vértice 1 =4:  f, =(P,, —P,,)dx, +(Q,, - Q,4)dy, —P,,dx, +Q,, dy,

c o _ ’
+P,dx, —Q,,dy, +a;;, —a%;, =V,

Al2 3512
Vértice 2: fy = (P, — Py)dx, +(Qy - Qu)dy2 - P, dx, +Q,,dy,

cr -
+P,dx, - Q,dy, +a5, —a%, = V!

13
Vértice 3 f6 = (P3Z - P3])dx3 +(Q3] - Q32)dy3 - P}dez + Q32dy2

+P,dx, —Q,dy, +aj, —aj;, =V

231 333
Vértice 1=4:  f, =(P,, - P,,)dx, +(Q,, - Q,;)dy, —P,;dx, +Q,,dy,

c“ o' _ 1"
+P1AdxA _QlAdyA +a3iA T84, T V.

aia

Nos vértices fixos as corregoes sdo nulas e considerando as identidades:

K; =-K; , L;=-L;, Pij ="'Pji > Q., =—jS , Pp=-P;eQ,=-Q,, as equagdes de

observagdo, finalmente, resultam:

f =K,dx, +L,,dy, +0+0+S, -S;, =V,

Si2
fz = —Kndxz - LzdeZ + Kzsdxs + Lzde3 + S(z:z - S‘z)s = Vs:,

f3 = 0+0—K31dx3 - L:de3 +S;:l _S:I =V,

Su



f,=P,dx, -Q,,dy, +0+0+a_ -a°

Al2

fy= (_Pu _P“)dxz +(Q23 +Q!2)dy2 +P,dx, - Q,dy, +alci~3 -a%, =V”

fs = stdxz - stdyz +(_P23 - P3l)dx3 +(Q31 +Q23)dy3 +af;1 _a‘;’;l

f, =0+0+P,dx, -Q,dy, +aj, -aj

3iaA

a) Matnz ,A.:

Al2

r
a

”

33ia

Ad2

123 a5,

- V"
%
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Os elementos desta matriz sdo os coeficientes das incognitas dx,, dy,, dx; e dys.

dx, dy, dx, dy,
[ K, L, 0 0 ]
—Kzs "Lzs Kzs L23
0 0 —KSI —le
OF
A, = = P -Q 0 0
7y axi. 12 12
X: (‘Pn - Pza) (Q23 + le) st “st
st "st (- Pz3 - P3l) (Q3l + st)
L 0 0 P3| —Q3I |
X;
Introduzindo os valores observados (dngulos e distancias):
[ 707110209329E -1 7,0710335302E -1 0 0 ]
—2.58813893857E -1 9,65927206547E -1 2.58813893857E -1 -9,65927206547E -1
0 0 9,65923442146E -1 -2,58827942682E — |
Ay = 145850536109 -145851950323 0 0
53.38525582 199,235881074 -199,235791928 —-53,3839307507
-199.235791928 -53.3839307507 145849230345 -145.850088553
L 0 0 53,3865615831 199.234019304




b) Matriz dos pesos:

Os elementos sdo obtidos do quadro (2.1):

7Py = G3(7 EL%) =

-1

[0,0001

0 0
0,0001 0

0 00001

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0 0
0 0 0
0 0 0
064 0 0
0 064 0

o o o ©

0 0 064 O

0 0

¢) Vetor dos termos independentes:

d) Vetor das incognitas (corre¢des as coordenadas provisorias):

[ sfz - S?z
S; - S;3
Sg:l - Sgl

aiiz -a,
a5,
afﬁl - agﬁt

LagiA - a:iA

X, =-N"U=

]

INVE R

90°00'01,00054" —-90°00'01,0”
300°00'00,09872" —300°00'00,1"”
300°00'00,84311"” —300°00'00,8"

dx,

999,99999833 — 1000,000 |
1000,004995 — 1000,005
1000,00208198 —1000,010

[0,00112]
0,00439
0,00585

0,00579 |

0 064]

11

1 209°59'58,05763" - 210°00'00,0" |

1,5625

0 0 0 0
0 0 0 0
10000 0 0 0
0 1,5625 0 0
0 0 1,5625 0
0 0 0
0 0 0 0
[-0,000001667m |
-0,000005440m
-0,007918020m
0,00054"
-0,00128"
0,04311"
i -1,94237"
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0
0
0
0
0

0
1,5625 |




e) Vetor das coordenadas ajustadas:

X=X+ X =

f) Vetor dos residuos:

V, =AX+L=

V., | [ 0,00389m]

< < < < <

<

1 [dx,] [10707,11021

dy,| | 974117132

~0,00013m
~0,00376m
=|-0,47675"
~0,54183"
~0,40467"

| —0,47675" |

g) Variancia da unidade de peso a posteriori:

57 V'PV _1,71825

n—-u

=0,57275

h) MVC das coordenadas ajustadas:

JZIXi=62N"" =

simeétrica

0.‘(2 GXZ)'2 0X2X3 ox2y3
2

c)’z G)’zxs GY:)’;

2
G X3 c X3¥3

2
yi

dy, | |10707,10335
dx, | |10965,92540

10707,11133]
10707,10774
10965,93125

9741,7711]



$2X4 =

0,000012562 0,000012405

 simétrica

[0,000014876 0,000007408 0,0000134142

0,000020713

i) Vetor dos valores observados ajustados:

JA=LP+V=

1000,000
1000,005
1000,010
90°00'01,0” |+
300°00'00,1”
300°00'00,8”

1 210°00700,0” |

0,00389
-0,00013
-0,00376
-0,47675"
-0,54183"
-0,40467"

| -0,47675"

j) MVC dos valores observados ajustados:

JEL% =G62ANTIAT =

2
(532

Simétrica

Gs, Oss, Oss,

Csa,

Os,s; Os,a

2
GSJ 08331 G

2
(531

=1 90°00'00,5”

-0,000004362
—0,000000790
-0,000002702

0,000006726 |

1000,004m |
1000,005m
1000,006m

299°59'59,6"
300°00'00,4"

| 209°5959,5" |

(o)
S)a; 133 134

68232 08233 GSza.‘

(0]
Siay ' Sya 18y

a3, a)a, )2,

a ay a334

a3 33,

ay

——
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72La =

Simétrica

k) MVC dos residuos:

[0,000036 —0,000018 -0,000018 -0,000239 -0,000250
0,000036 -0,000018 0,000477 -0,000477
0,000036 -0,000239 0,000727

0,098051 0,085230

0,106802

Simétrica

1) Teste x* da forma quadratica dos residuos:
Hipotese basica: H, o2=6]

Hipotese alternativa: H,: o} # 62

~2
(o)

2

0

x? calculado: %' =

v tedrico com o = 1%
0,5 o = 0,005

1-0,5a=0,995

10,000021 0,000018 0,000018 0,000239 0,000250 —0,000727 0,000239]
0,000022 0,000018 -0,000477 0,000477 0,000477 -0,000477
0,000021 0,000239 —-0,000727 0,000250 0,000239

0,268510 —-0,085230 —-0,085230 —-0,098051

0,259759 —-0,089299 -0,085230

0,259758 —0,085230

0,000727
-0,000477
~0,000250
0,085230
0,089299
0,106802

42

0,268510

-0,000239]]
0,000477
-0,000239
0,098051
0,085230
0,085230

0,098051|

(n-u)=6%(n-u)=0,57275(7-4) = 1,71825=1,72
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x5, 000 = 0,07

x’3; 0905 = 12,84

0,07<1,72<12,84

Logo, H, ¢é aceita ao nivel de significincia de 1%.

Verifica-se que o nivel de significancia adotado para o teste X* da forma quadratica
do erro de fechamento é mantido no teste X* da forma quadratica dos residuos que compara

G2 comG;.



4 AJUSTAMENTO DE POLIGONAIS NO PLANO TOPOGRAFICO PELO

METODO DAS EQUACOES DE CONDICAO

4.1 INTRODUCAO

O modelo matematico deste método envolve apenas os valores observados
ajustados. As coordenadas (x, y) ajustadas sdo obtidas pelas formulas de transporte utilizando
os valores observados ajustados. Diferentemente do método variagdo de coordenadas, a matriz
varidncia-covariancia das coordenadas ndo ¢ fornecida no processo do ajustamento; ela ¢
obtida aplicando-se a lei de propagagdo de covaridncias.

O modelo matematico da propagagdo de covaridncias segue 0s principios expostos
em BLACHUT et al. (1979, p. 59), MIKHAIL and GRACIE (1981, cap. 6), GEMAEL (1994,
p.44-45) e SURACE (1995).

A exemplificagdo numérica ¢é feita para poligonal fechada utilizando os dados
simulados apresentados pela figura (2.1) e quadro (2.1).

As poligonais de p lados da forma das figuras (1.1) e (1.2) satisfazem a (r=3)
equagdes de condigdo ligando (n=2p+1) incognitas (os valores observados ajustados).

Para estabelecer as equagdes de condigdo, utiliza-se as formulas do transporte de

azimute e do transporte de coordenadas.
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4.2 DESENVOLVIMENTO DAS EQUACOES DE CONDICAO NO PLANO

As poligonais desenvolvidas no plano, ilustradas pelas figuras (1.1) e (1.2),
satisfazem a trés equagdes de condigio (ASHKENAZI et al., 1972): uma de transporte de
azimute, uma de transporte de coordenada y e uma de transporte de coordenada x .

As equagdes de condi¢do ndo envolvem as coordenadas (x, y) mas tio-somente as
observagdes que para as poligonais sdo observagdes angulares e lineares.

O ajustamento fornece as corregdes a serem adicionadas as observagdes. Essas
corregdes devem minimizar a forma quadratica fundamental VTPV e as observagdes ajustadas
devem satisfazer as equagdes de condigdo a seguir.

As equagles que caracterizam o método para as poligonais de p lados,
compreendendo um conjunto de observagdes composto de p distincias € (p+1) angulos,

apoiadas nos pontos fixos 1 e (p+1) e nas dire¢des fixas Ay e Ay, sdo dadas por:

a) 1° equagdo: equagdo de condigdo do transporte do azimute:

fi=A,+a, " +a,"+...+a,, -px180°-A =0 (4.1)

b) 2* equagdo: equagdo de condigdo do transporte da coordenada y.

f, =y, +Si cosA, +a;) +S}, cof A, +a] +a; —180°) + ...

+8,,. cofA, +a +aj+... +a, —(p- D180’ |-y, =0 (4.2)



¢) 3" equagdo: equagio de condi¢do do transporte da coordenada x:

f,=x,+S}, Sen(Ao + a?) +S5, sen(Ao +a®+al - 1go°) .
+Sp 5 sen[Ao +aj +aj;+...+a, —(p- 1)180"]— x,=0
Generalizando, as (4.1), (4.2) e (4.3) podem ser reescritas como:

p+l

fi=A,+Xa; —pl80°-A;=0 i=1,..,ptl
i=l
p i

f2 = yl +ZS1 COS(AO + Zaj —(i - 1)1800) _yp+l = O
i=1 j=1

P i
fy =x; + XSk sen(A0 +Ya; —(i- 1)180°) —Xp =0
. a

i=1

paraa(4S5)ea(4.6) i=1,..,p;, j=1,.,1, k=1tl

4.3 SEQUENCIA DE CALCULO PARA O AJUSTAMENTO

(4.3)

(4.4)

(4.5)

(4.6)

46

As expressdes resolutivas para o método das equagdes de condig¢do apresentadas a

seguir sem dedugio, estdo deduzidas em GEMAEL (1994, cap.8).

4.3.1 Primeira Etapa

a) Modelo matematico natural:

F(L')=0

4.7

Esta expressdo informa que os valores observados ajustados ligam-se através de

equagdes de condigdo.
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b) Modelo matematico linearizado:

I'Bn nVl + rwl = rOl b (48)
B OF
de: =
onde:  rPn =Ty, 4.9
W, =F(L*)= "erro de fechamento" (4.10)

¢) Vetor "Erro de Fechamento":

Este vetor mostra o "erro de fechamento” em azimute, o "erro de fechamento" em
coordenada y e o "erro de fechamento" em coordenada x obtidos quando os valores
observados (angulos e distancias) sdo substituidos nas (4.4), (4.5) e (4.6). A expressdo geral

do vetor ¢ dada por:

r p+l 7
A, +%a -pl8o—A, | [e
i=1
W, =FL) = i(s‘.kcosA&)~(yp+,—y,) =| €, (4.11)
%
L%(SiksenAik)—(xM—x,)v €.

d) Equagdes Normais:

As equagdes normais na forma matricial s3o dadas por:

er rKl + rWl=r01 (412)
xKi :_r M;‘ twi (413)
M, =B, P B (4.14)
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e) Matriz B,

A (4.9) pode ser generalizada, assumindo a seguinte forma:

Oof of O O jOf O
0a, Oa, Oa, Oa,, Eé’S,2 oS, ...
S P O PO A L . 4.15)
oL . Oa, Oa, Oa, 0Oa, |0S, S, ..
L™ | of, of, of, df, E o, o
| Oa, Oa, da, 0a, |08, oS, .. |
Lb
que calculados seus elementos resulta:
I ]
p P P :
,B, = —§SiksenAik --i:z;,SiksenA.lk —E‘;SiksenAik OicosAiJc v cosA (4.16)
{
ﬁ%SmcosAm iSmCOSAu( iSikcosAik OisenAik -+ senA,
1= 1= 1=p ' .
Lb

Para que os residuos a serem adicionados aos angulos do vetor L® resulte na

unidade de segundos de arco, as derivadas de f, e f; com relagdo aos dngulos devem ser

divididas por p= 648000 (l——j :
T rad

f) Matriz dos pesos:

A matriz dos pesos das observagdes € dada por:

nPn = 0(2) (nz“Lt:x)—l __)nPn_l = nELbn

com o= 1, que se reduz a uma matriz diagonal quando as observagdes sao nio-

correlacionadas entre si.

p+l

npn—l = diag{gil o': cgu cép.pﬂ} (4.17)
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g) Vetor dos residuos:

n\]lznPn_l nBE rKl (418)

h) Varidncia da unidade de peso a posteriori:

T
IV: nPn nvl :_lKr rwl
r r

&2 = (4.19)
i) Teste X* da forma quadratica dos residuos:
A comparagio entre ol e G2 se fundamenta no principio de que a forma

quadratica tem diétn'buigﬁo x* com r graus de liberdade.

Estabelece-se, entdo, o teste de hipotese:

Hipotese basica (Ho) = H, o) = 62
(4.20)
Hipotese alternativa (H,) - H,: o} # G}
. 6, VPV -K'W
Calcula-se: x :giz’—r =———= 5 (4.21)
o o
0 0

Que comparado com os valores tedricos X%; 0.5 © xf,; 1-05. fornece o resultado

final do teste.

H, ¢é aceita ao nivel de significancia a,, se:

2

% 0sa <A <AL osa (4.22)
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j) Vetor dos valores observados ajustados:

a’ | [ var ]
ay Vay
b aj, | | Vay,
nLal = nLl + nVl = + (423)
sz Si2
S23 Sy
Lsp,pﬂ_ Lvsp.wl_

k) Azimutes ajustados:
O azimute A} €[0°; 360°], de qualquer lado definido pelos pontos i e k, ¢ dado

pela expressdo:

N

Al =A,+Xa —(i-1)180° , j=1,2,...,i
=l

ou

\ (4.24)
AL =A_  +a’+180°
onde: +180°, se (Ai_l_ . +a:’)< 180°
1) Coordenadas ajustadas:
X; =x' +S; senA}
(4.25)
Y. =y; +S, cosA}
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m) MVC dos valores observados ajustados:

2L, =62 (- P, BT M;' B, ,P) (4.26)
n) MVC dos residuos:
IV = P' B M' B P'=¢ P'- Il 4.27)

Onnnrr r " n nTn Onn

Esta matriz ¢ fundamental para o estudo do teste data snooping.

o) MVC das coordenadas ajustadas:

E obtida pela aplicagio da lei de propagagio de covariancias.

JIx:= D, .ZL' D! (4.28)
Onde D é uma matriz cujos elementos sd@o as derivadas parciais das (4.25) com

relagdo aos valores observados ajustados (MONICO, 1989), expressa por:

ox, %, Ox, Ox, O X ]
aal aaz aap+1 aSlz asza asp,pH
(o R, 7 o T TN SR
aa’l aaz aapﬂ asxz asza asp.p+1
ox, Ox, X, X 00X X,
da, oa, da,, 0s, Oy 3s, .
D=y, v oy (4.29)

Ga, 0a,  da, 05, 05, 05,
ot OX,, ox,., Ox,, Ox, ox,.,
da, da,  fa,, o5, Os, 3s, ..
aywx ay|>+| . aYp+| ayp+1 ayp+l ayp+1
L aax 0&2 aap+l asn a523 asp.pﬂ
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4.3 .2 Iterag@o

As iteragdes (GEMAEL, 1994, p. 181-182) sdo necessarias até que o vetor dos
residuos .V, se estabilize, visto que o vetor dos valores observados ajustados L) depende de
V1, € 08 azimutes ajustados e coordenadas ajustadas dependem do vetor L.

a) 1? iterag@o:

L'=LI° M1=B1P" BI'
oF )
Bl=— K1=-MI1" Wi
aI_,.
L1° » .
V1=P"' BI'KI
LI* =1* + VI
T T
W1=BI(L® - LI°) + F(LI°) g2 YL PVI__KI Wi
r r

b) 2° iteragdo:

L'=L2° M2=B2P' B2”
B2 = o K2=-M2"wW2
oL
L2 Vv2=P"' B2TK2
L2 =L’ +V2

T T
W2 = B2(L* -~ L2°) + F(L2°) G1-YZ PVZ_ K2 W2
r T
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c) i-ésima iteragao:

L', =Li° Mi=Bi P Bi'
Bi =X Ki=-Mi"' Wi
o
Lic Vi=P Bi'Ki

Li*=L"+Vi
R . T . T Wi

Wi = Bi(L® ~ Li®) + F(Li°) G-VLPVI_ K Wi

r r

4.4 SIMULACAO COM A SEQUENCIA 4.3.1

Utilizar-se-a a poligonal apresentada pela figura (2.1) e dados numéricos do

quadro (2.1), onde se tem 4 observagdes angulares e 3 observagdes lineares, e portanto n=17.

4.4.1 Primeira Etapa

a) Equagdes de condigdo:

Conforme as (4.4), (4.5) e (4.6), as equagdes de condi¢do para a poligonal sio:
f,=A,+a] +aj +aj+a; -3x180°-A, =0

f, =y, +8S},cosA}, +S;,cosAj, +8S;,cosA}, -y, =0

f, =x, +S}],senA}, +S;,sen A}, +S;,senAj, -x, =0

onde:

A}, =A,+a;

Al =A,+al +a) ~180°

Aj,=A,+a; +a;+a; -2x180°



pesos:
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b) Vetor erro de fechamento:

Calculando a (4.11), obtém-se:

e, | [ 019"
W, =F(L")=|¢, |=| 0,0018478m
e, | | -0,007704125m

¢) Matriz dos pesos:

Substituindo os dados do quadro (2.1) na (4.17), obtém-se a inversa da matriz dos

,P;' = diag{0,64 064 064 06400001 00001 00001}

d) Matnz B,

A (4.16) adequada para que o vetor dos residuos resulte corregdes aos angulos na

unidade de segundos de arco € escrita na forma:

(5

13 12 12
——>S,senA, —EZSik senA, ——XS,senA, O
=2 pi=3

cosA, cosA, cosA,,

pi:l
12 12 12
-‘;ES.Ik cosA, Egsm COsA, Bi:}%s“‘ cosA, O.senA, senA, senA,,

resultando:



1 1 1 1 0 0 : 0
,B, =| 3,73506520098E -8  3,428204386E-3  4,68297582586E-3 0 7,07103353028E—-1 -9,65927206547E~1 258827942682E -1
8,95841628837E-9 -3,42812483665E -3 1,25484582499E—-3 0 7,07110209329E—-1 258813893857E~1 -9,65923442146E -1

199



e) Equagdes normais:
M, K, +,W, =0

JMB :3 B7 7P7—] 7B;

2,56  5]19117924001E-3  —-1,39089283408E-3

M, = 1,71557265068E—4  —3,76091184466E-6
simétrica 1,5852883147E-4
3K1:‘3M;1 W,

-7,44921221978E-1
, K=l 12,6986379057
423631323454

f) Vetor dos residuos:

Calculando a (4.18), obtém-se:

[Va, | [-04767"
Va, | |-0,5418"
Va, | |-0,4047"

V,=| Va, |=|-0,4767"
Vs, | |+0,003893m
Vs, | |-0,000130m

Vs, | | —0,003763m

L

g) Variancia G
Calculando a (4.19), obtém-se:

62 =0,572752



h) Tese X’ da forma quadratica dos residuos:

. 2 - R12
Ho: o, = o

. 2 ~2
Hi: o, # o

*2

2 . —
X calculado X =

2
GO

G: 05727

x3=17182 =172

A cOmM o =1% : 0,5a = 0,005, 1-0,5a = 0,995

2
x 3; 0,005

0,07 <1,72 <12,84

=0,07, X3 o0 = 12,84

Portanto, Hy € aceita ao nivel de significancia de 1%.

i) Vetor dos valores observados ajustados:

Da (4.23), obtém-se:

Va,
Va,

Va

3

Va

4

\Y

Si2

V.

Sz

V.,

S3t

" 90°00701,0” ]
300° 00’ 00,1”

300° 00" 00,8"

1000,000 m

1000,005m

1000,010m

210° 00 00,0 | +

[-0,4767"
~0,5418"
~0,4047"
—0,4767"
+0,003893m

-0,000130m

| -0,003763 m

1000,003893m

1000,004870m

 1000,006237m

300° 00'00,3953"

209°59'59,5233"

[ 90°00700,523" |

299°59'59,5582"

57



J) Valores observados, azimutes e coordenadas ajustados:

Ponto Angulo a; Linha Disténcia Sy Azimute Ay Ponto Coordenadas
i ik {m) i X (m) y (m)
1 90°00'01.5233" A-1 135°00'00,0" 1 10000.,000 10000.000
2 299°59'59 5582" 1-2 1000,003891 45°00'00,5233" 2 10707,111326 10707,107739
3 300°00'00,.3953" 2-3 1000,004870 165°00'00,0815" 3 10965,931250 9741,177106,
4 209°59'00,5233" 3-4 1000,006239 285°00'00,4768" 4 9999,999996 9999,999999
4-A 315°00'01,0001"
ga =+ 0,0001" & = -0,000004 gy, = -0.000001

8¢
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k) MVC dos valores observados ajustados:
Da (4.26), obtém-se:

[0,268511 -0,085230 -0,085230 —0,098051  0,000239 —0,000477  0,000239]
0,259759  -0,089299 -0,085230  0,000250  0,000477 —0,000727

0,259759 —0,085230 —0,000727  0,000477  0,000250

;2L = 0,268510  0,000239 -0,000477  0,000239
0,000021  0,000018  0,000018

0,000022  0,000018

| simétrica 0,000021 |

1) MVC dos residuos:
Da (4.27), obtém-se:

[0,098051 0,085230 0,085230 0,098051 —0,000239  0,000477 —0,000239]
0,106802 0,089299 0,085230 —0,000250 —0,000477  0,000727
0,106802 0,085230 0,000727 —0,000477 —0,000250
,ZV, = 0,098051 —0,000239  0,000477 —0,000239
0,000036 —0,000018 —0,000018
0,000036 —0,000018

| simétrica 0,000036 |

m) MVC das coordenadas ajustadas:
As coordenadas incognitas sdo Xz, Y2, X3 € 3, portanto u = 4.

Entdo a matriz ,D, na (4.29) tem as dimensdes 4 x 7.
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axZ axZ axZ axZ axZ axZ axl
oa, COa, 0Oa, Qda, Os, Os,, 0Os,
o, %, 9%, &, %, %, I,
D.-|0a G, 02, Oa, 85, Os,  Osy
AT oxy, Oxy Oxy,  Ox, Ox, 0%, Ox,
Oa, a, Oa, da, Os, Os,, Osy
ay3 ayS aY3 aY3 ay}! aYS 0y3
|0a, Oa, Oa, Oa, Os, Os, Osy

As expressdes de x e y em fungdo dos valores observados ajustados sdo:

[ R | [ [
X; =X; +5;,senA},

Y3 =Y: +5],c08A],

X3 =x; +8},senAj, + S, senAj,

y3 =y; +S},cosA}, + S5, cosA ),

Derivando com relagdo aos valores observados ajustados e introduzindo o fator

1 o . — R ,
— para a conversdo da unidade da variancia dos Angulos que esta em (")°.
p

que calculados seus elementos, resulta:

[ 3,42815506369E -3
—3,42817245881E-3
—1,2548087951E-3

| —4,68296685979E~-3 —125479440099E-3 0

é(S;z cosA;z)

—%(S}z senA}z)

0
0

—3.6829638588E-3 0

1
5(8}2 cosAj, + S5, cosA‘2'3)

0 0 0 senA,, 0 0

0 0 0 cosA,, 0 0
%(S;3cosA;3) 0 0 senA,, senA,, 0
0

7,07108575135E-1 0 0]
7.07104987233E-1 0 0

(=T = = =]

1 1
—E(SizsenA}2+S;35enA;3) —E(SgasenA‘u) 0 0 cosA,, cosA,,

7,07108575135E-1
7,07104987233E-1

2,58818663441E-1 O

-9.65925928555E-1 0]



Efetuando o produto (4.28):

JIX;

0,000014876 0,000007408 0,000013142

. r .
_sxme’mca

0,000012562 0,000012405
0,000020713
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-0,000004362 |
-0,000000790
-0,000002702

0,000006726 |
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5 AJUSTAMENTO DE POLIGONAIS NO PLANO TOPOGRAFICO PELO

METODO COMBINADO

5.1 INTRODUCAO

O método combinado € um caso mais geral que os dois métodos anteriores
estudados. Permite obter, no proprio processo do ajustamento as coordenadas ajustadas € a
matriz varidncia-covaridncia (MVC) das coordenadas ajustadas, facilitando a obtengdo da
varidncia da area delimitada por uma poligonal fechada.

O niimero de graus de liberdade no método combinado (S =r - u) e a condigdo
necessaria (n > r - u) sdo relacionados com o niamero de lados (p) de poligonal. Isto permite
verificar a existéncia ou ndo de uma poligonal quando os dados sdo fornecidos.

E dada a seqiiéncia de calculo cujas formulas (GEMAEL, 1994, cap. 10) sio
apresentadas sem dedugdo, e é dada uma sistematizagio para as iteragdes necessarias.

A simulag¢io da 1° etapa do ajustamento utiliza os dados do quadro (2.1) e a figura

2.1).

5.2 DESENVOLVIMENTO DAS EQUACOES

As equagbes que caracterizam o método combinado em uma poligonal topografica

sdo obtidas das expressdes do transporte de azimute e do transporte de coordenadas.
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Utilizando as figuras (1.1) e (1.2), as equagdes que caracterizam o método
combinado para uma poligonal de p lados que se apdia nos pontos fixos 1 e (p+1) e nas
diregdes fixas Ao e Ar sdo escritas da seguinte forma:

a) Equagio do transporte de azimute:

f,=A,+a} +a; +aj+---+a; —px180°-A, =0 5.1

b) Equagdes do transporte de coordenadas:

f,=x,+S},sen(A, +a})-x; =0

f, =y, +S;,cos(A, +a})-y, =0

f, =x; +S},sen(A, +a] +a; -180")-x; =0 > 52)
f, =y} +S;,cos(A, +a; +a, —180")-y; =0
f,=x;+S,sen(A, +a] +a; +a; -2x180")-x} =0

f, =y, +S;,cos(A, +a] +a; +a; -2x180")-y; =0

f,, =X} +S;,,, sen[A, +a} +a} +a}+..+a}(p-1)180°] - x,, =0

£y =¥ +Shp COS[A, +a1 +a% +al+.+al(p- IS0 ]-y,, =0 ©2)
Generalizando a (5.1) e a (5.3):
£ =A, +‘§aj _pI80°-A. =0 (i=1, ,p+l) (5.4)
£, =x' +S, sen[Ao +§a§ —(i—l)lSO”}-xk -0 (5.5)
i=1,..,p;1=1,.,1, k=i+l
£, =y +S} co{Ao+§a§ —(i—l)lSO“}—yk =0 (5.6)

i=1,..,p;, J=1,..,1, k=i+l

As poligonais de p lados da forma das figuras (1.1) e (1.2) apresentam:



n=(2p+1) observagdes (angulos e distancias)

u=(2p-2) coordenadas (x, y) a serem determinadas ¢ 5.7

r=(2p+1) equagdes J
No método combinado, tem-se S = r - u graus de liberdade, sendo necessario que
n>r - u (GEMAEL, 1994, p. 166). Isto aplicado as poligonais resulta S = 3, sendo necessario

que p > 1.

5.3 SEQUENCIA DE CALCULO PARA O AJUSTAMENTO

5.3.1 Primeira Etapa

a) Modelo matematico natural:

F(X,LY)=0 (5.8)

Esta expressdo mostra que as coordenadas ajustadas X" e os valores observados

ajustados L’ estdo ligados por uma fun¢do nao explicita.

b) Modelo matematico linearizado:

rAu ux] + an nVl + rW] =rol (59)
onde:
|
A= —— 5.10
A, X (5.10)
X’
B, = aF' (5.11)
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X° é o vetor de tamanho (u x 1) das coordenadas provisorias, obtido mediante o
transporte de coordenadas utilizando os valores observados.

L® é o vetor de tamanho (n x 1) das observagdes, que compreende angulos e
distancias.

«X1 € o vetor das corregdes as coordenadas provisorias;

2V € o vetor dos residuos;

W, é o vetor "erro de fechamento".

¢) Vetor "erro de fechamento":
Este vetor mostra o "erro de fechamento"em azimute, o "erro de fechamento" em
coordenada x e o "erro de fechamento" em coordenada y, obtidos quando os valores (angulos

e distdncias) sdo substituidos nas (5.4), (5.5) e (5.6). A expressdo geral do vetor ¢ dada por:

Wi = F(LY) (5.12)

d) Equagdes normais:

Ay W Xo M K+ W =0 (5.13)
onde:

M, = B, ,P.' B! (5.14)
Xi = -GAD M AT AT M W, (5.15)
Ki=- M"'(A, X+ W) (5.16)

OBS: X, ¢ chamado de vetor das corregdes;

K, é chamado de vetor dos correlatos.



diagonal.

e) Matriz dos pesos:
=02 (,ZL%) > P = Il (5.17)
com . =1 (adimensional)

~z L’ € a matriz varidncia-covaridncia dos valores observados.

Admitindo que as observagdes sejam ndo-correlacionadas, a matriz dos pesos sera
-1 _ 3 2 2 I 2 2
P —dxag{cﬂl 0 6,105, = C } (5.18)

f) Vetor dos residuos:

nvl = nPn_l nBlT rKl (519)

g) Variancia da unidade de peso a posteriori:

. TP y
s1=1VaoPe Vi K W (5.20)
r-u r-u

h) Teste X* da forma quadratica dos residuos:

A comparagdo entre o) ed. segue os procedimentos estudados nos dois

métodos anteriores.

i) Vetor das coordenadas ajustadas:

uX;:uX(l)-*_qu (521)
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j) MVC das coordenadas ajustadas:

-1

IX: =63 AT M;' A (5.22)

k) MVC dos valores observados ajustados:

) 5 =&§[P“ +P'B™™M'A(A™™'A)  AT™M'BP"' -P"'B'M'BP'| (523)

1) MVC dos residuos:

2V, = . P -, 2L (5.24)
5.3.2 Iterag@o

A iteragdo no método combinado (GEMAEL, 1994, p. 182-183) sistematizada

abaixo € necessaria até que, sob um dado nimero de decimais, o vetor ,X; se anule, e se
estabilize o vetor das coordenadas X .

a) 1? iteragio:

L' =LI°; X" = XI° M1=B1P"' B’
Al = X1 =-(AI"MIT AD)" A" M1 W1
ox:
Kl =-M1"(A1X1+W1)
X1°, L1°
X1* = XI°+X1
_ p-! T
g1 = 9F V1=P" BIT KI
oL
LI*=L"+V1

X1°,L1°



W1 =B1(L’ - LI°)+F(XI°,L1°)

X1 = —(Al"M1™ A1)“A1T M1~ W1

b) 2" iteragdo:
LI* =L2°;X1"* = X2°

OF
Xt

A2 =

X2°,L2°

X2°,L2°

W2 =B2(L"- L2°)+F(L2°,X2°)

¢) i-ésima iteragao:

L.i—l = Loi ;Xil—l = X?

A= OF
oX*

X, L
&: a:
ar’

X, L
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5 - VI"PVl -KI1'W1

0

r-u r-u

M2 =B2 P'B2"
X2=-(A2"M27" A2)A2TM27' W2

K2=-M2"(A2X2+W2)

X2* = X2°+X2
v2=P! B2T K2
L2*=L"+V2

5= V2'PV2 -K2'W2

0

r—-u r-u

M;=B; P"' Bf

Xi=-(A{M" A)TAT MW,
Ki=- M'(A, X, +W,)

Xi= X? +X,

V;=P' B} K,

L'=L"+V,
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W; = Bi(Lb‘ L°i)+F(X?,L(:) 62 = ViTPVi _ _KiTWi
r-u r—u

Xi=- (ATMIA) ATMW,

5.4 SIMULACAO COM A SEQUENCIA 5.3.1

Para exemplificar o ajustamento de uma poligonal pelo método combinado,
utilizar-se-a a poligonal apresentada pela figura (2.1) e quadro (2.1).
Ha 3 lados (p = 3) e 7 observagdes (n = 7), o que implica, conforme a (5.7), na

existéncia de 7 equagdes (r = 7) e 4 coordenadas (u = 4).

5.4.1 Primeira Etapa

Inicialmente se estabelecem as 7 equagdes:

a) Equagdes:

f,=A,+a} +a;+aj+a;-3x180°-A =0

f, =x,+S], senA}, -x; =0 ,com A} = A +a;
f,=y,+S},cosA},-y; =0

f, =x;+8S;;, senAj, —x3 =0 ,com A}; = A  +a; +a} —180°
f, =y} +S}, cosAl, -y} =0

a ] a — a 4 a a Cl
f.=x;+8S; senAj —x, =0 ,com A} = A +a; +a; +a; -2x180

f, =y;+85 cosAj ~y, =0



b) Vetor "erro de fechamento":

A obten¢dao do vetor W, consiste em calcular as equagdes com os valores

observados (» L%).

Entdo,

c) Matriz A,

;A=

OF

ox*
xO

f,(,L}) 1,9"
£,(,L}) 0 m
£,(,L}) 0 m
£,(,L}) |= 0 m
f,(,L}) 0 m
£,(,L})| |-0.007704125 m
£,(,L})| | 00018478 m
of, o, off O
o, Oy, Ox; Oy,
afZ afZ afZ afl
axZ aYZ ax} aY3
afB af3 af] af}
o, Oy, Ox; 0y,
of, of, o, &f,
axZ 6}’2 ax} 0YS
of, of, o, of,
ox, Oy, Ox; Oy,
ofp, of, o, &
ox, Oy, Oxy 0y,
of, of, o, of,
ox, Oy, Ox; Oy,

J

XO
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d) Matniz B,
[ e, of, of, of, of, of, of, |
Ca, o0Oa, dCa, <Ca, O0S,, 0S, OS,
of, of, of, of, of, of, of,
da, Oa, Ca, <ca, &8S,, OS, &S,
of, of, of, of, of, of, of,
oa, Oa, Oa, <Oa, OS,, 0S,, 08,
B. = oF [ _ of, of, of, of, of, of, of,
7o) |0a, 0Oa, 0Oa, a, S, 3S, OS,
L
of, of, of of, of, of, of,
ca, <Oa, ca, a0a, 88, OS,, 08,
of, of, of of of, of, of
Ca, 0Oa, (a, Oa, 0S,, O0S,, OS,
of, of, of, of, of, of, of,
| 0a, Oa, Jda, 0Oa, 08, 0S,; 0S|
Lb

Para obter os residuos dos angulos em segundos de arco, as derivadas com relagdo

o 648000(
aos dngulos sdo divididas por p = (—d) para as (5.5) e as (5.6).
s ra
- 1 1 1 1 0 0 0 |
S,, cosA |,
22 0 0 0 senA,, 0 0
p
-S,; senA ,
TOi SenA,, 0 0 0 cosA, O 0
p
A
by | SmSSAs  Scoshy 0 0 0 senA, O
p p
—S,senA,; -S,senA,, 0 0 0 CosA,, 0
p P
S, cosA,, S, cosA,, S, cosA, 0 0 0 senA,,
P P P
-SysenA,  —S,senA, -§,senA, 0 0 0  cosA,,
L p P P




1
3,42813379507E -3
—-3,42816703535E -3
—4,68297066164E -3
—1,25477143986E -3
1,25484582499E -3

| 4,68297582586E -3

1 1 1

0 0

0 0
-4,68297066164E -3 0 0
—-1,25477143986E - 3 0 0

1,25484582499E -3  1,25484582499E-3 0
4,68297582586E -3 4,68297582586E-3 0

0

0 7,07110209329E -1
0 7,07103353028E -1

0

0
0
0

0

0

0
2,58813893857E -1
—9,65927206547E - 1

0

0

o O O ©

0
-9,65923442146E - 1

2,58827942682E -1 |

(43



e) Matriz dos pesos:

-1 _ q: 2 2 2 2 2
,P; --dlag{cr,l ¢, ©, O, O,

3 3 8
Do quadro 2.1, retira-se:
o, =0, =0, =0, =064""
o5, =05, =0g = 00001 m’

logo,

2 2
osn Gsn}

,P;' = diag{0,64 0,64 0,64 0,64 0,001 0,0001 0,0001}

f) Equagdes normais:

,M,;=;B, 7P7_l 7B:
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(2,56 2,19400562884E — 3

5,75218296565E — 5

simeétrica

-2,19402690262E -3
4,24785822255E -5
5,75210058886E - 5

—5,9942024469E -3

—1,02744639913E - 5
1,02745636158E — 5
3,47691373641E - 5

—-1,60610744302E -3  2,40930398398E -3 -

-2,75297560196E ~6  2,75313880335E - 6
2,75300229569E — 6 -2,75316549867E — 6
~1,74781841158E -5 -7,52179991464E - 6
9,53168345836E -5 -2,01541721936E -6
9,63241146541E - 5

8,99131358565E — 3]

1,02744753217E - 5
~1,02745749463E - 5
~2,80707051541E - 5
~7,5213623294E - 6
~1,37180854178E — 5

4,88052945556E -5 |

YL



- -1 _
4XI:—(4AI 71\’17I 7A4) 4A; 71\'17l W,

Cx,| [0,001119]
Cy,| |0,004387
Cx, | [0,005855

Cy, | 10,005791]

Fa
Il

—7M;‘(7A4 4X1 + 7W1)

(—7,44921221991E - 1]
42,3631323431
12,6986379085
LK, =|42,3631323435
12,6986379048
423631323462

| 12,6986379092

g) Vetor dos residuos:

7V|:7p7_| 7B;r 7K1

v, -0,4767"
A -0,5418"
\'A -0,4047"
V=V, =] -04767"
Vs, | |+0,003893 m
Vs, | |-0,000130 m
Vi, | [-0,003763m
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h) Vanancia da unidade de peso a posteriori:

T T
&2 = Vs P oV =_1K7 Wy

0

r-u r-u

52 = 1,718257 _ 1,718257

0 3 =0,572752 (adimensional)

O valor de &} resultou equivalente aos dois métodos anteriores, o que implica no

mesmo resultado para o teste X* da forma quadratica dos residuos visto que ol também € o

mesmo.

1) Vetor das coordenadas ajustados:
X=X+ X,

4 X? sdo as coordenadas calculadas com valores observados do quadro (2.1).

X, Cx, X,

yo| 1Cy,| |y}

0 a
X3 Cx, X3

y(s) Cyi ] |ys

10707,11021] [0,001119] [10707,111329]
10707,10335| {0,004387| |10707,107737
1096592540 | | 0,005855| |10965,931255

| 974117132 | |0,005791] | 9741177111

j) Vetor dos valores observados ajustados:

7 L.l :7L'; +7V1



LS £

Sy |

" 90°0001,0”
300°00'00,1”
300°0000,8"
210°00"00,0"
1000,000m
1000,005m

L

+| -04767"

| 1000,010m |

~0,4767"
~0,5418"
-0,4047"

+0,003893 m
~0,000130m

| ~0,003763m |

k) MVC das coordenadas ajustadas:

12X :6'(2,(4A; 7M;l 7A4)

JZX4

Lsimétrica

-1

0,000012562

[0,000014876 0,000007408 0,000013142

0,000012405
0,000020713

1) MVC dos valores observados ajustados:

Calculando a (5.23), obtém-se:

[ 90°00'00,5233"
299°59'59,5582"
300°00°00,3953"
=| 209°59759,5233"
1000,003893 m
1000,004870 m
| 1000,006237m |

-0,000004362 |
-0,000000790
-0,000002702

0,000006726 |
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0,259759
7 ZL.7 =
simétrica
m) MVC dos residuos:
7 zV7 = 6: nPn_l —721‘37
0,106802
22V, =

[0,268511 -0,085230 -0,085230
0,259759 -0,089299

simétrica

5.4.2 Iterag¢do

-0,098051  0,000239 -0,000477
-0,085230  0,000250 0,000477
-0,085230 -0,000727 0,000477
0,268510  0,000239 -0,000477
0,000021  0,000018

0,000022

[0,098051 0,085230 0,085230 0,098051 —0,000239  0,000477
0,106802 0,089299 0,085230 -0,000250 -0,000477

0,085230  0,000727 —0,000477
0,098051 -0,000239  0,000477
0,000036 —0,000018

0,000036

0,000239]]
~0,000727
0,000250
0,000239
0,000018
0,000018

0,000021 |

-0,000239

0,000727
-0,000250
~0,000239
~0,000018
~0,000018

0,000036
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A rigor, considerar-se-a ajustada uma poligonal quando os valores finais obtidos

dos calculos sdo aqueles da i-ésima iteragao necessaria, conforme exposto na sec¢io (5.3.2).

Havendo a necessidade de concisdo neste trabalho de dissertagdo, os resultados

numéricos das iteragdes nao sao apresentados.
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6 VARIANCIA DA AREA DEFINIDA PELA POLIGONAL

NO PLANO TOPOGRAFICO
6.1 INTRODUCAO

Em qualquer um dos métodos de ajustamento estudado neste trabalho, o vetor dos
valores observados ajustados (L)) é fornecido no proprio processo do ajustamento, isto €, na
ultima iteragdo necessaria a estabilizagdo do vetor dos residuos (,V,). Desta forma, a poligonal
fica geometricamente definida e, no caso das poligonais fechadas, obtém-se a area com a
unicidade de resultado quando empregadas as formulas exatas. A varidncia da area (o) ¢
calculada mediante a formula da lei de propagagdo de covariancias, utilizando a formula geral

para o calculo de area em fungdo de coordenadas retangulares e a matriz varidncia-covariancia

das coordenadas ajustadas advinda do ajustamento.

6.2 FORMULA GERAL PARA O CALCULO DE AREA EM FUNCAO

DE COORDENADAS RETANGULARES

A poligonal fechada de (p+1) pontos tem sua area (s) expressa em funcdo das

coordenadas retangulares de seus vértices (CICCONETTI, 1938, p.464) dada por:

1

s=£(x, y)=5{

Zp:xiYK—ikai}a i=12,.,p ; k=1+1 6.1)
=1 i=1
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Desenvolvendo os somatorios:

1
s=f(x,y)= '2‘{|x1Yz FXY 3t AR Y o T XY T XY, T e xp+,yp|} 6.2)

6.3 VARIANCIA DA AREA

A variancia da area (og) ¢é dada pela lei de propagacio de covariancias:

6: = Du “Ex: uDT (63)

onde:

8s_|:6s Os 0Os Os Os Os 6.4)

Tlox, Oy, ox, By, ox, Oy,
X

F:{ } (6.5)
yi

W2X,? é a matriz variancia-covaridncia das coordenadas obtida no processo do
ajustamento pelos métodos variagdo de coordenadas e combinado e, por propagagdo de

covariancias, no método das equagdes de condigdo.
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6.4 SIMULACAO

Para exemplificar o calculo da varidncia da area (cé), utilizar-se-a a poligonal

apresentada pela figura (2.1), o vetor de coordenadas ajustadas (uX:) e a matriz variancia-

covaridncia das coordenadas ajustadas (,£X.,"), ambos da secgdo (5.4.1), supondo que o vetor
dos residuos (,V,) esta estabilizado.

Para a poligonal da figura (2.1), a (6.2) resulta:
1 2
Szg{lxl Y: TX Y3 XY — X% Y XY, X Y3l}(m )

Derivando s= f{x, y) com relagdo as coordenadas ajustadas (X2, y2, X3, y3), a (6.4)

resulta:
s 0Os Os Os 1
D, :{axz dy, ox, Ws}zg[)ﬁ Y X TX YTy, X —XI](m)
Introduzindo os valores das coordenadas ajustadas retiradas da se¢do 5.4.1 (item
1):

D, = —;—[—258,822889 -965931255 -707,107737 707,11 1329](m)
Efetuando o produto (6.3), obtém-se o valor numérico procurado para a varidncia
da area (&ﬁ) :

o= -3—7£54—3£5- =9,263469(m*)

A area (s) calculada a partir da (6.1) utilizando as coordenadas ajustadas resulta:

s = 433017,0305 (m%)
O desvio-padrio da area obtido a partir de o; é o =3,O43594(m2) 0 que

representa 0,001% sobre a area calculada com as coordenadas ajustadas.
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7 AJUSTAMENTO DE POLIGONAIS GEODESICAS PELO METODO DAS

EQUACOES DE CONDICAO
7.1 INTRODUCAO

Antes de ajustar uma poligonal geodésica € necessario conhecer a altitude
ortométrica das estagdes novas mediante o transporte da altitude ortométrica do vértice de
apoio da poligonal no Sistema Geodésico de Referéncia (SGR). Essas altitudes s3o ajustadas.

O conhecimento das altitudes ortométricas ajustadas das estagdes novas e o
conhecimento da ondulagdo geoidal na posigdo desses pontos permitem obter as respectivas
altitudes geométricas necessarias para a redugio das distincias a superficie do elipsoide de
referéncia, isto é, conhecer o comprimento das linhas geodésicas correspondente as distancias
observadas na superficie fisica da Terra apos minimizados os erros devido ao operador, a
imperfeigdo dos equipamentos e aos efeitos do ambiente.

Os angulos horizontais observados sdo reduzidos a superficie do elipsdide
mediante duas redu¢des de natureza geométrica (dngulo segdo normal-geodésica e efeito da
altura do sinal) e uma redugdo de natureza fisica (estudados nas secgbes 7.4.2 e 7.4.3),
permitindo conhecer os dngulos elipsodicos correspondentes.

Conhecidos os comprimentos das linhas geodésicas e os adngulos elipsoidicos, as
coordenadas do vértice de uma base do SGR e o azimute correspondente sdo transportados
para as estagdes novas até atingir uma outra base do SGR a fim de obter os "erros de

fechamento" em coordenadas e em azimute.
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O ajustamento de poligonal geodésica pelo método das equa¢des de condigdo
utiliza as formulas de transporte de coordenadas e de transporte de azimute como equagdes de

condigdo.

7.2 TRANSPORTE DE COORDENADAS E DE AZIMUTE NO ELIPSOIDE

O estudo do transporte de coordenadas e de azimute no elipsdide pode ser
verificado nas seguintes publicagdes: CICCONETTI (1938, cap.VII), GEMAEL (1959, cap.
11); MINISTERIO DO EXERCITO ( 1976a, cap. 4); MINISTERIO DO EXERCITO (1976b,
cap. 12); TORGE (1980, p. 218-220) e GEMAEL (1988, cap. 8). Consiste em calcular as
coordenadas do ponto k (¢, Ax) conhecendo-se:
a) as coordenadas do ponto i (9;, A;);
b) o comprimento da geodésica Si; a geodésica em uma superficie € a curva na
qual a normal principal de cada um de seus pontos coincide com a normal a
superficie (ZAKATOV, 1981, p. 63); e

¢) o azimute o da geodésica Si.

Apos efetuados os calculos das coordenadas do ponto k obtém-se os elementos

necessarios para calcular o azimute reciproco ay; conforme mostra a figura (7.1).

FIGURA 7.1 - TRANSPORTE DE COORDENADAS NO ELIPSOIDE. NORTE
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Para calcular as coordenadas (@, Ax) € 0 azimute reciproco (ou;) conforme mostra
a figura (7.1), utilizar-se-d0, neste trabalho, as classicas formulas de Puissant (GEMAEL,
1959, cap. 11; MINISTERIO DO EXERCITO, 1976a, cap. 4, MINISTERIO DO

EXERCITO, 1976b, cap. 12; GEMAEL, 1988, cap. 8).

7.2.1 Calculo da Latitude

O = ¢ t Aix (7.1
A, =8¢, +D(3p, )’ (72)
8¢, = BS, coso, +CS} sen’a, —hES] sen’ oy +... (7.3)
A@y = BSi cos ay + CSZ sen’a, +(8(pik)2 D-hES. sen’a +... (7.4)
onde:
1

g=_L 7.5)

Mi

IM.N,

_ 3e’seno, cos;

- (1.7)
2(1— e’ sen’ (pi)
1+3tg’ o,
E- j_‘g_zﬁ (7.8)
2N’
b S, cosa;, (7.9)
Mi
1__ 2
M, = a(1-¢’) (7.10)
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a
N, = (7.11)

(l—ez sen’ (pi)y2

Observagio:

a) C e D sdo negativos no hemisfério sul;

b) M; € o raio de curvatura da se¢do meridiana;

¢) N; é a grande normal.

Para as poligonais cujos lados ndo excedem 25 km, isto ¢, Sy < 25 km, (Su)*
pode ser substituido por h? (MINISTERIO DO EXERCITO, 1976b, cap. 12).

Substituindo as (7.5), (7.6), (7.7), (7.8) e (7.9) na (7.4), obtém-se:

S, cosa, Slsen’a,tgp, 3e’seno,coso;S; cos’a,
M, 2N M, 2(1—e2 senchi)Mi2

1

Ao, =

1+3tg’,)S) cosa, sen’a
_( g ) mz & & (1.12)
6N’M.

A unidade de Aoy € radiano; a expressdo para transforma-la em segundos de arco
¢é dada por:

Agy = pAcpm(——) (7.13)
rad

Foi visto o transporte da latitude (¢;) conhecida, de um extremo 1 da linha
geodésica para o seu outro extremo k.
Mas como se exprime uma férmula matematica do transporte de ¢ para varias

linhas geodésicas sequencialmente ligadas, como € o caso das poligonais geodésicas?
A expressio do transporte da latitude para o ponto extremo da ultima geodésica €

dada por:
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P . .
P, =¢,+§A<pik; i=1,.,p; k=itl (7.14)

onde ¢, ¢ a latitude conhecida do 1° ponto.

7.2.2 Calculo da Longitude

M= Ai+ Ady (7.15)

2
AL, =A secq)kI:Sik sena., +§Si sen’am(%) -4,095E-15

xS, cos’ ., senoaik] (7.16)

onde: A = (7.17)

1
N,

Substituindo a (7.17), (7.6) e a (7.5) na (7.16), obtém-se:

2 3 3
AL, =__1__(s.* sencr, + B @SuSeN Oy 4 o055
N, coso, 6N
xS sena, cos’ oaik) (7.18)
A unidade de A\ € radiano.

Analogamente a (7.14), a expressdo do transporte da longitude para o Gltimo

ponto de uma poligonal geodésica € dada por:

P

=A+XAN, ;i=1,.,p ; k=it (7.19)

| 1
P i=1

A

onde A, ¢ a latitude conhecida do 1° ponto.
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7.2.3 Calculo do Azimute

O azimute geodésico o da linha geodésica de extremos i € k (figuras 7.1, 7.2, 7.4
e 7.5) é definido como o dngulo entre duas linhas: a projecdo do meridiano geodésico (m;) no
plano tangente ao elipsoide de referéncia em i e a tangente a projegdo da linha geodésica ik no
mesmo plano tangente (VANICEK, 1975, p. 147).

O meridiano geodésico m; € a linha geodésica no elipsoide de referéncia que
contém os polos elipsoidais € o ponto 1 (op. cit., p. 147).

Devido a convergéncia meridiana relativa aos pontos i € k (Acix), 0 azimute oy da
linha geodésica ik e o azimute reciproco ay; ndo diferem de 180°, exceto para quaisquer dois
pontos da linha equatorial e quaisquer dois pontos de um mesmo meridiano; nestes dois casos,
tem-se, portanto Ao = 0.

Desta forma a expressdo que relaciona o azimute oy e seu reciproco ay; € dada

por:
O = Ol + 180° + Aa;k (720)
onde:
L (an,)
A, = AL, seno  sec A(g“‘ +( l;) seno, cos’ @, (7.21)

onde o_ ¢ a latitude média dos pontos extremos i e k.

A unidade de Ao € radiano.
Para obter a expressdo do transporte do azimute em uma poligonal geodésica,

recorrer-se-a a figura 7.2.
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FIGURA 7.2 - POLIGONAL GEODESICA.

NORTE a

4 W{“E

Na figura (7.2), para o efeito da dedugdo da expressdo geral do transporte do
azimute em uma poligonal geodésica, todos os elementos (azimutes o, dngulos a e
comprimentos das geodésicas S) sdo considerados conhecidos.
Entdo,
o, =0, +a,
a,, =0, +a, =o, +180" +Aa,, +a,
=a,+a, +180° +Aa,, +a,
a,, =0, +a, =a,; +180" + Aa,; +a, > (7.22)
=, +a, +180° +Aa,, +a,

Ay =Q, 3 +2, =Qy, +180° +Aa.,, +a,

=0, +a, +180° + Aa,, +a,
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Considerando o intervalo [0° < o < 360°], a (7.22) é reescrita como:
o, =0,+a,

o, =0, +a, +Aax,, +a, - 180°
o, =0, +a, +Aa,, +a, +Aa,; +a, —-2x180" (7.23)

o, =0, +a, +Aa,, +a, +Aa,; +a, +Aa,, +a,

-3x180°

J

Da expressdo (7.23) infere-se que a expressdo para o azimute da ultima linha

geodésica de uma poligonal é dada por:
-1
Qo =0 +§a,- +:’§Aaik -(p-1)x180° (7.24)

o, W,' efo; 360°]

7.3 TRANSPORTE DA ALTITUDE ORTOMETRICA
7.3.1 Redugio Dos Angulos Verticais ao Solo

As expressdes que reduzem os angulos verticais reciprocos e simultaneos
(MINISTERIO DO EXERCITO, 1975, cap. 2; GEMAEL, 1988, cap. 9) observadas em duas
estagdes genéricas 1 € k sdo dadas por:

z, =7/ +C, (7.25)

z, =z, +C, (7.26)

onde:
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AS,

Cr= p———-—s_ Al senz. (7.27)

Cy = pﬁiﬁu—ksm; (7.28)

Z,zx  sdo angulos verticais reduzidos;

z;,z, sdo angulos verticais observados,

C,,C, sdo as corregdes a serem adicionadas, respectivamente aos angulos
observados z; e z; ;

ASy, AS; sdo as alturas dos alvos em relagio ao topo dos marcos,
respectivamente das estagoes k e i;

Al;, Al  s3o as alturas do teodolito em relagio ao topo dos marcos,

respectivamente estacionadosemiek .

7.3.2 Calculo da Altitude Ortométrica

A diferenca de altitude ou desnivel (Ah) no modelo esférico (GEMAEL, 1959, p.
216, GEMAEL, 1988, cap. 9) é dada por:
S, | Sk

p— . .. 3
Ah, =2(R, + h.,)(tg % Z') Ry 29Rs (7.29)
2 Si g Zy — Z

2R, 2
onde;
Ri € o raio de curvatura de uma secgdo normal ik de azimute a, e € obtido

mediante o teorema de Euler expresso por:

2 2
1 _cos oy  sen"ay
R, M N

m m

(7.30)
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O indice m indica a utilizag¢do da latitude média dos extremos da geodésica Si e h;
¢ a altitude ortométrica conhecida do extremo i da linha geodésica Si.
A expressdo genérica do transporte de altitude ortométrica para o ultimo ponto de

uma poligonal godésica € dada por:

h,., :h,+i2:Ahik Si=1,..,p ; k=i+l (7.31)

7.3.3 Ajustamento do Nivelamento Trigonométrico por Equagdes de Condigado
7.3.3.1 Primeira etapa

a) Modelo matematico:

natural: F(LY»=0 (7.32)
linearizado: B, .V + W, =0, (7.33)
onde: r=numero de equagdes

n = numero de observagdes

b) Equagdes de condigdo:
A equagdo de condi¢do para uma linha de nivelamento trigonométrico que inicia e
termina em pontos de altitude ortométrica conhecidos 1 e (p+1) em cujo trecho encontram-se

0s pontos aos quais serdo transportadas a altitude do ponto inicial (1), € dada por:
f=h,+%AhL —h =0 ;i=1,_,p; k=il (7.34)
i=1

onde, Ahy € substituido pela (7.29).
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¢) Vetor erro de fechamento:
W, =F(L" (7.35)
L’ representa o vetor de tamanho nx1 das observagdes depuradas dos erros

sistematicos (angulos verticais reduzidos ao solo e distdncias observadas), W; é obtido

substituindo em (7.34) os valores de L®.

d) Equagdes normais:

M Ky + W, =0, (7.36)
Ki=-M"' W, (7.37)
M, =B, P B (7.38)

e) Matriz | B_:

B, = af. (7.39)
oL b
B, = o o (7.40)
0z, oS,
Derivando a (7.29):
1 secz Zk - Zi
3 Z
%:“Z(Rk‘*hi)( Sm + Sm}) 2 2
0z, 2R, 24R; ! -—Sik—tg zZ, —Z,
2R, 2
.
Sy sec? Z, — % tg Z -z
+ 4R, 2 2

(7.41)
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OAh, OAh,
= 7.42
2z, 2z, (7.42)
1 S2
_ 3
OAh _ 2(Rax +hi)tg z, — 2, 2R, 8R;
38, - Sa %%
2R, © 2
( 1 tgzk“zij( S + S?k3j
2R, ~ 2 J\2R, 24R}
+ 5 (7.43)
(1_ Sa tg—z" - zi)
2R, © 2 ]
f) Matriz dos pesos:

Como Ah = f{z, S), a inversa da matriz dos pesos € obtida analogamente a (4.17),

substituindo os elementos diagonais da varidncia do angulo horizonal pela varidncia do angulo

vertical.

g) Vetor dos residuos:
nVl:nPn_l nB:— rKl (744)

h) Variancia da unidade de peso a posteriori:

&2 _1KxT W - \VT P, Vi

— 9 n 0 n
0 —

(7.45)
r r

1) Vetor dos valores observados reduzidos ajustados:

L= 0+ (7.46)
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7.3.3.2 Iteragdes

As iteragdes, que precisam ser calculadas, seguem a seqiiéncia exposta no capitulo

4, secgdo (4.3.2).
7.3.4 Calculo da Altitude Geométrica

A altitude geométrica (H;) de um ponto i na superficie fisica da Terra é a distancia
sobre a normal desde o elipsoide até o ponto i, e pode ser obtida (GEMAEL, 1987, cap. 1;
GEMAEL, 1988, cap. 9) aproximadamente por:

H, =N, +h, (7.47)

onde:

N; é a ondulagdo do geodide;

h; ¢ a altitude ortométrica; e o sinal de aproximagdo é devido a ndo colinearidade
entre as altitudes geométrica e ortométrica.

Pode-se assumir essa colinearidade, quando o desvio da vertical possui valor de até
5" isto ndo causa erro significativo (cerca de 0,01 m) na altitude para distancias entre pontos

de até 30 km (ZAKATOV, 1981, p. 380).

7.4 REDUCAO DOS VALORES OBSERVADOS

As observagdes se processam na superficie fisica da Terra, enquanto que os

calculos sdo efetuados sobre a superficie do elipsoide. Esta transferéncia, denominada redugao,
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de uma dada grandeza de uma superficie para outra implica corre¢des. Ha as redugdes de

naturezas geométrica e fisica.

7.4.1 Redugdo Geométrica da Distancia

Para esta redugéo € necessario conhecer a altitude geométrica dos pontos extremos

da distancia observada.

FIGURA 7.3 - REDUGCAO GEOMETRICA DA DISTANCIA.

Na figura (7.3), (H, +1,) e (H, +1,) sdo as altitudes geométricas aproximadas dos

pontos extremos da distdncia observada di; Ci2 e Si2 sdo, respectivamente o comprimento da
corda e do arco na esfera de raio R, correspondente a distancia observada d,,.

As expressdes de Cjz e Sy, (BLACHUT eral,, 1979, p. 116; ZAKATOV, 1981, p.

445) sio dadas por:
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(7.48)

R, € calculado pela (7.30) e

3 s
Slz =C12 + Clzz + 3CIZ4
24R?  640R!

(7.49)

7.4.2 Redugdo Geométrica de Angulos Horizontais

a) Angulo sec¢do normal-geodésica:
: « ~ . 0 .
O conhecimento do angulo sec¢do normal-geodésica 'c::; permite que as

observagdes angulares efetuadas sobre a normal se transformem em observagdes angulares da

correspondente linha geodésica.

Na figura (7.4), ty; e t1ix sdo as diregdes das visadas de um suposto teodolito de
eixo normalizado na estag¢@o i, em alvos situados, respectivamente, nas estagdes j € k; t; € tix

sdo as diregdes correspondentes as linhas geodésicas Sjje Si.
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FIGURA 7.4 - ANGULO SECCAO NORMAL-GEODESICA.

tik

No ponto i, o dngulo compreendido entre as diregdes t,i e ti € chamado de angulo

< - | N .
sec¢do normal-geodésica (1) e vale 3 do angulo () entre duas sec¢des normais reciprocas.

Analogamente se aplica para as dire¢des ty; € t;;.

Desta maneira, o dngulo da estagdo i (a;;k) definido pelas dire¢des ti e ti; sobre

as respectivas secgdes normais ik e i se transforma no angulo a definido pelas diregdes ty €

t;; sobre as respectivas linhas geodésicas Si e Sij mediante o conhecimento do angulo 3

A expressdo que calcula T (BOMFORD, 1983, p. 109; GEMAEL, 1987, cap. 4) ¢

dada por:
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0 e’S} ( , S, sen2g, sena,, j
t=—=(a! —a, )= cos’ ©.sen2q, — —= i & 7.50
3 (0 - aa) 12N? ®i . 2N. (7.50)

1

onde:

aj ea, sio, respectivamente, os azimutes geodésicos (com origem no norte) da
sec¢do normal e da linha geodésica. Quando se considera o azimute geodésico com origem no

S, sen2¢, sena,
2N,

sul, o sinal (-) que antecede a parcela precisa ser trocado.

Esta corre¢do € positiva se k estiver a noroeste ou sudeste de i (BOMFORD,
1983, p. 109).
Se ¢; = 23° sul, S = 15000 m e oy = 45° tem-se T =0,001".

Ao longo do meridiano, t = 0.

b) Efeito da altura do sinal:

Esta corregdo é devido a altitude geométrica (Hi) do ponto visado; a altitude
geométrica (H;) da esta¢do ndo exerce influéncia, pois a secgdo normal da estagio independe
da altitude deste ponto.

Na figura (7.5), a estagdo 1' da superficie fisica da Terra se projeta, segundo a
normal ni, em i na superficie do elipsoide; o ponto visado k' da superficie fisica da Terra se
projeta, segundo a normal n, em k na superficie do elipsoide; a visada ik' ¢ feita pela tangente

ta" ao plano iny".
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FIGURA 7.5 - EFEITO DA ALTURA DO SINAL. ~ uclA POLO NORTE
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Mas, considerando k na superficie do elipsoide, isto €, Hy = 0, a visada sera dada
pela tangente ty ao plano ink.

Nestas condigdes o azimute o' deve receber uma correg@o & para se transformar
no azimute oy da linha geodésica Si.
A expressdo de 8 (GEMAEL, 1987, cap. 4) ¢ dada por:

e’H,
d= 2Nk (cos2 o, sen2a, —

(7.51)

S, sen2o, senaikj
2N,

A mesma consideragdo quanto a origem de o para a (7.50) € aplicada na (7.51).
A corregdo d € positiva se k esta a sudoeste ou nordeste de i (BOMFORD, 1983,

p. 107).

Se ¢, =23° sul, H; =900 m, Sy = 15000 m tem-se & = 0,083".

Ao longo do meridiano, § = 0.



100

7.4.3 Redugio Fisica de Angulos Horizontais

O angulo observado na superficie ﬁsicé da Terra é determinado por um angulo
diedro, cuja aresta € a linha que coincide com o eixo vertical do instrumento, isto é, com a
vertical, o angulo no ponto correspondente na superficie do elipsoide € medido com um angulo
diedro cujos lados s3o planos normais e sua aresta € a normal a superficie do elipsoide e, desta
forma, devido a inclinagdo da vertical com relagdo a normal ha a necessidade de introduzir a

corre¢io AM na diregdo observada (ZAKATOV, 1981, p. 440) dada por:

_ mcosa, —Esena,
tgz,

AM

(7.52)

onde:

n € a componente (projegdo) do desvio total da linha vertical no primeiro vertical,

& é a componente (projegdo) do desvio total da linha vertical no meridiano, e

aix € 0 azimute geodésico (origem no norte).

O valor numérico de AM ¢é da ordem de centésimos de segundos e deve ser
considerado, sobretudo, nas regides montanhosas onde a inclinagéo da linha vertical alcanga
algumas dezenas de segundos (op. cit., p. 441-442).

Para o valor maximo de cos o, com z; = 89° 00' e z; = 89° 30' em um ponto i onde
n = 3", tem-se respectivamente AM = 0,052" e AM = 0,026".

Na secgdo (7.6), quadro (7.13) os valores de AM nao serdo considerados por ndo

dispor de 1 e § como dados para calcular a poligonal.
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7.5 AJUSTAMENTO DA POLIGONAL GEODESICA
7.5.1 Primeira Etapa

a) Modelo matematico:

natural; F(L=0 (7.53)
linearizado: Bn .Vi +:W;=,0, (7.54)
L* representa o vetor dos valores observados reduzidos ajustados que sdo os

angulos elipsoidicos e os comprimentos das geodésicas.

b) Equa¢des de condigdo:
De acordo com a figura (7.2), estabelece-se trés equag¢des de condigdo:

= 1* equagdo: equagdo de condigdo de azimute:
+1

f,=Yal + T Ax} (o —a,)-p180° =0, i=1,.,p; k=i+l (7.55)
i=1 i=1

« 2% equagdo: equagdo de condigdo de diferenga de latitude:
L : .

fZ:EA(pik—((ppH—(p,):O c1=1,.,p; k=1+l1 (7.56)

= 3* equagdo: equagio de condi¢do de diferenga de longitude:

f, = éAk‘ik ~(Apa—2y)=0 (1.57)

¢) Vetor "erro de fechamento":

(7.58)
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W, ¢ obtido substituindo o vetor dos valores observados reduzidos (L°) que

compreende os angulos elipsoidicos e os comprimentos das geodésicas, nas equagdes de

condigdo (7.55), (7.56) e (7.57).

d) Equagdes normais:

A (7.36) sdo as equagdes normais em sua forma matricial.

e) Matriz B,

of
B = 7.59
T o aLl ( )

Lb

Parar =3:

oo O O o

Oa, Oa, aap aapﬂ iasn asp.p+l

1
p | & O i (7.60)
" |Oa, O0a, oa, :aslz 08,5
I

of o o 1o &,

da, OQa, oa, | 0S,, GSMH_
afl =1 6Aa,2 “+6Aap.p+ll
da, 0a, Oa,
afl :1+6Aalw*l & (7.61)
da, da,
o
oa,, )
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OAa,, | . : . . :
——1% ¢ a derivada parcial da convergéncia meridiana relativa aos pontos 1 e 2 (1°

1

linha geodésica) com relagdo ao angulo da estagdo inicial, obtida derivando a (7.21),

resultando:
OAa,, _0AA,, Ag,, ( ) 2
= sen@ _ sec— =+ ~——senQ, cos
da, da, P 2 01605 %
aAq)lz }‘ A(Plz Ag,,
— sen@  sec—*=t 7.62
Ga, 2 PmT BT, (7.62)
of, = _a.A(x'_”+ +%
0S,, 0S,; cS,,
b (7.63)
of, OAa, ..,
0S, .. OS, . J
onde:
OAa,, | ! : A - : a
AS. ¢ a derivada parcial da convergéncia meridiana relativa aos pontos 1 € 2 (1
12

linha geodésica) com relagdo ao comprimento da respectiva geodésica, obtida derivando a

(7.21), resultando:

OAa,, _ 0AM,, sen@  sec—= 40, ( ) sen@, cos’ @,
3s, @S, 2
+%é& Sen(pm Secﬁ_‘p.‘_Z_ tg%.z— (764)
as,, 2 2



e, NI __6A(p b

afz _ aA(pp,pH .
oa Oa

P P

of,
Oa

p+i J
onde:

0AQ ,
Oa,
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(7.65)

¢ a derivada parcial da diferenga de latitude relativa aos pontos 1 e 2 (1*

linha geodésica) com relagdo ao angulo da estagdo inicial, obtida derivando a (7.12),

resultando:

A, _ Sy sen(a, +a,) N S2, sen(at, +a, )cos(a, +a,)tgo,

oa, M,

_3e™S}; sen(ot, +a, )cos(at, + a,)sen o, cosQ,

(1 —¢’sen’ (p,) M?

sz(l +3tg2(pl)[20052(a0 +a,)sen(ct, +a, ) sen’(c, +a,)]

~

afl - a[S(‘)IZ cee 4 aA(DP‘P“

0S,, OS, 0S,,
afz — aA(Dp_pH

0S,,. OS, ..

onde:

(7.66)

(7.67)
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Ao,
oS,

¢ a derivada parcial da diferenga de latitude relativa aos pontos 1 e 2 (1*
linha geodésica) com relagdo ao comprimento da respectiva geodésica, obtida derivando a

(7.12), resultando:

0Ag,, _ cos(o, +a,) S sen’ (o, +a,)tgo, .\ 3e*S,, cos’(a, +a,) sen@, coso,
as,, M, N, M, (1—e2 sen’ (p,) M}

_sz(l+3tg2¢1)°°s(a° +al)sen2(a0 +al) (7.68)

N2 M,

oa, Oa, oa,

of, OAL > (7.69)

onde:

AL,

3 ¢ a derivada parcial da diferenga de longitude relativa aos pontos 1 e 2 (1°
al

linha geodésica) com relagdio ao angulo da estagdo inicial, obtida derivando a (7.18),
resultando:

S, sen’ (o, +2, ) cof(ot, +2, )tg’o,
2N?

Ak, ___ 1 S, cos(a, +a,)+
0a, N,coso,

—4,095E — 15 x sz[cos3(ono +a,)—2sen’(a, +a,)cos(o, + al)]} (7.70)
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afa — anlZ aA}"p-wl
as,, 05, as,,
s (7.71)
of, OAA,,.,
asp,pﬂ aspwl
onde:
OAA,, : . . : ) )
oS ¢ a denivada parcial da diferenga de longitude relativa aos pontos 1 € 2 (1
12

linha geodésica) com relagdo ao comprimento da respectiva geodésica, obtida derivando a

(7.18), resultando:

S, sen’(a, +a,)tg’
oAk, 1 sen(at, +a,)+— (2 - Jig o,
0S,, N,coso, 2N,
~1,2285E ~ 14 x S}, sen(at, +a,)cos*(ot, +a, )] (7.72)

Para a 2" linha geodésica da poligonal, junta-se ao argumento oy, a expressdo da
convergéncia meridiana relativa aos pontos das extremidades da linha geodésica imediatamente

anterior e assim sucessivamente para as demais linhas, conforme mostra a (7.23).

f) Matriz dos pesos:

A inversa da matriz dos pesos € dada pela (4.17).

g) Vetor dos residuos:

E dado pela (7.44).

h) Variancia da unidade de peso a posteriori:

E dada pela (7.45).
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1) Vetor dos valores observados reduzidos ajustados:

E dado pela (7.46).
J) MVC dos valores observados ajustados, MVC dos residuos ¢ MVC das

coordenadas ajustadas:

Estas matrizes podem se obtidas, respectivamente pelas (4.26), (4.27) e (4.28).

7.6 APLICACAO

A fim de exemplificar o ajustamento de poligonal geodésica, utilizar-se-4 uma

poligonal observada pelo IBGE apresentada pelos quadros (7.1) e (7.2), e pela figura (7.6).



QUADRO 7.1 - DADOS DAS OBSERVAGOES DE UMA POLIGONAL DO IBGE.

(JA MINIMIZADOS OS ERROS DEVIDO AO OPERADOR, AOS EQUIPAMENTOS E AOS EFEITOS DO AMBIENTE).

DE VT- MORRO AZUL PARA VT- BASE AEREA ESTADO DE SANTA CATARINA PROJETO PORTOBRAS
El1 () {VT- Morro Azul EP-SH22-1000 EP-SH22-1005 EP-SH22-1002 EP-SH22-1003 EP-SH22-1004 EP-SG22-1048 VT-Base Aérea
REﬁ(j) VT - Marco Norte VT-Morro Azul | EP-SH22-1000 EP-SH22-1005 EP-SH22-1002 EP-SH22-1003 EP-SH22-1004 EP-SG22-1048
E2 (k) | EP-SH22 - 1000 EP-SH22-1005 EP-SH22-1002 EP-SH22-1003 EP-SH22-1004 EP-SG22-1048 VT-Base Aérea VT-Biguagu
ANGULOS VERTICAIS [OBTIDOS PELO TEODOLITO o, =
All 1.52 1,47 1,58 1,64 1,62 1,41 162 | e
AS2 0,74 0,88 0,14 1,25 0,12 1,43 1,32 | eeee
z'l 90°53'56,38" 89°55'01,38" 90°11'28,68" 89°52'45 32" 89°56'30,25" 90°28'24,60" 90°01'15,00" ————e
Al2 1.47 1.43 1.52 1,58 1,19 1,60 146 |  -e---
ASl 0,90 0,77 0,15 1,04 0,84 1,08 030 | e
z"2 89°12'30,08" 90°15"2},10" 89°57'20,90" 90°13'36,70" 90°14'28,70" 89°39'01,60" 90°09'21,30" -——--

DISTANCIAS | [OBTIDAS PELO INSTRUMENTO GEODIMETRO AGA 600 ; 0, = (0,01 +2 S E-6) m]
S 13496,369 22463,9026 18112,992 13284,7881 23607,6233 16002,5945 22693,0579 ——
All 1,400 1,408 1,440 1,510 1,675 1,090 1,670 —
A2 1,456 0,925 1,587 1,501 1,241 1,594 1,458 | -
ANGULOS HORIZONTAIS  [OBTIDOS PELO TEODOLITO : 6, = 0,82506]
a; 209°39'02,52" 147°22'55,70" 138°34'13,29" 188°29'46,50" 158°44'03 42" 194°33'48 74" 168°07'41,50" 141°04'32,00"
$S, = 1296613274 m = 129661,3274E - 3 km

801



QUADRO 7.2 - RESUMO DAS MONOGRAFIAS DOS VERTICES PARA O APOIO DA POLIGONAL NO SGR.

VERTICE i MUNICIPIO @i (sul) i (oeste) h; (m) VERTICE VISADO ot Si(m)
Morro Azul Jaguaruna 28°36'30,91500" 49°05'06,26600" 227,58 Criciama - MN 060°21'49 458" 16483,59
Criciuma - MN Icara 28°4(0'55,39100" 49°13'53,99500" 70,55 Morro Azul 240°26'02,440" 16483,59
Base Aérea Flonanépolis 27°40'41,73100" 48°33'49,67100" 70,66 Biguagu 146°43'02,653" 20554,73
Biguagu Biguacu 27°31'23,33000" 48°40'40,70900" 539,95 Base Aérea 326°46'13,090" 20554,73
OBSERVACOES: FIGURA 7.6 - ESBOCO DA POLIGONAL OBSERVADA PELO IBGE.

a) Dados Planimétrcos:
C . v=27°30's——+~ $:27°30'S
lasse: AP o= 49°00'W BIGUACU . age30'W
DATUM: Chua
BASE
AEREA
a=6378160
Elipsoide: SGR-67 {f=1/29825
e’ =2f - f’
1048
Tipo do Azimute: Geodésico
. . . . = 28° 00’ Pi 28.00'5
Origem de Contagem do Azimute: Sul (sentido horario) ¥z s , 1004 + .
22 49°00'W A= 48°30'W
b) Dados Altimétricos:
Classe: Trigonométrica (4)
DATUM: Imbituba .
A48°00W
~p;2e°30's+ + $=28°30°S
¢) Os dados foram fornecidos pelo IBGE em 13.11.1996. MORRO AZUL() _(2) A:48°30'W

1000

MARCO NORTE

601



QUADRO 7.3 - TRANSPORTE DO AZIMUTE E DAS COORDENADAS PARA O NIVELAMENTO TRIGONOMETRICO.

PONTO LINHA PONTO COORDENADAS
1 a'jx 113 Si ik Ol i @; (sul) i (oeste)

Morro Azul 209°39'02,52" | Morro Azul 60°21'49,458" Morro Azul 28°36'30,915" 49°05'06,266"
Marco Norte

1000 147°22'55,70" | Morro Azul 13496,369 270°00'51,9780" 89°56'54,1091" | 1000 28°36'30,7727" 48°56'49,4880"
1000

1005 138°34'13,29" | 1000 22463,9026 237°19'49,8091" 57°14'17,4542" | 1005 28°29'56,3996" | 48°45'14,1614"
1005

1002 188°29'46,50" | 1005 18112,992 195°48'30,7442" 15°47'04,5182" | 1002 28°20'30,2524" | 48°42'12,9904"
1002

1003 158°44'03 42" | 1002 13284,7881 204°1651,0182" 24°15'16,0658" | 1003 28°13'56,8449" 48°38'52,6225
1003

1004 194°33'48,74" | 1003 23607,6233 182°59'19,4858" 02°58'58,2447" | 1004 28°01'11,0026" 48°38'07,5643"
1004

1048 168°07'41,50" | 1004 16002,5945 197°32'46,9847" 17°31'24,3131" | 1048 27°52'55,3076" 48°35'11,1850"
1048

Base Aérea 141°04'32,00" | 1048 22693,0579 185°39'05,8131" 05°38'27,8037 | Basc Aérea 27°40'41,6733" 48°33'49,6338"
Base Aérea
Base Aérea 146°42'59,8037"
Biguagu
Base Aérea 146°4302,653" Base Aérea 27°40'41,731" 48°33'49,671"
Biguagu

€q = -2,8493" gp = <0,0577" £, = 0,0372"

011



7.6.1 Ajustamento do Nivelamento Trigonométrico

A poligonal geodésica ilustrada pela figura (7.6) e dados numéricos do quadro
(7.1) apresenta o conjunto de observagdes, compreendendo 14 angulos verticais e 7 distancias.
Isto representa no ajustamento a existéncia da matriz ,B, de tamanho 1 x 21; a

matriz ,P,, 21 X 21; o vetor W, 1 X 1 e o vetor .V, 21 x 1.

7.6.1.1 Primeira etapa

a) Desenvolvimento da equagdo de condigdo:

Desenvolvendo a (7.34):

f = AhY, + Ah, + Ah}, + Ah}, + Ah}, + Ah?, + A%, — (h, —h,) =0

b) Vetor das observagées reduzidas:

Compreendem os angulos verticais reduzidos ao solo pelas (7.25) e (7.26) e das

distancias observadas reduzidas aos topos dos respectivos marcos (que para esta poligonal ndo

apresenta alteragdo na quarta decimal). Esses valores calculados estdo no quadro (7.4).

QUADRO 74 - ANGULOS VERTICAIS REDUZIDOS AO SOLO.

LINHA Z Z;
Morro Azul - 1000 90°53'44 46" 89°12'21,37"
1000 - 1005 89°54'55,96" 90°15'15,04"
1005 - 1002 90°11'12,28" 89°57'05,30"
1002 - 1003 89°52'39,26" 90°13'28,32"
1003 - 1004 89°56'17.14" 90°14'25.64"
1004 - 1048 90°28'24,86" 89°38'54,90"
1048 - Base Aérea 90°01'12,27" 90°09'10,76"




Portanto, o vetor , L} assume a seguinte forma:

21

[90°53'44,46" ]

S ]

89°12'21,37"
89°54'55,96"
90°15"15,04"
90°11'12,28"
89°57'05,30"”
89°5239,26"
90°13°28,32"
89°56'17,14”
90°14'25,64"
90°28'24,86"
89°38'54,90"
90°01'12,27"
90°09'10,76"

13493369 m
22463,9026m
18112,992m
13284,7881m
23607,6233m
16002,5945m

22693,0579m |

112
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¢) Vetor "erro de fechamento":
Introduzindo os angulos verticais reduzidos e distancias (vetor L°), os azimutes e
coordenadas do quadro (7.2) na (7.29), e em seguida utilizando as altitudes do quadro (7.2) e

aplicando na (7.34), obtém-se o "erro de fechamento" (g€,) mostrado no quadro (7.5).

QUADRO 7.5 - TRANSPORTE DA ALTITUDE ORTOMETRICA USANDO VALORES OBSERVADOS

REDUZIDOS.

Ponto | Morro Azul | 1000 | 1005 | 1002 | 1003 1004 1048 | Base Aérea | Base A4rea €

h(m) 227,58 |28.546|94.931|57.742 | 97,966 | 160,258 | 45,045 71,366 70,66 0,706

O valor g, = 0,706 m se enquadra nas especificagcdes para poligonagdo (IBGE,
1996, p. 6), segundo as quais o valor maximo ¢ de 0,5 m por estagdo para o erro de

fechamento em pontos de altitude conhecida.

d) Matriz dos pesos:

A variancia do angulo vertical, neste trabalho, foi tomada como sendo igual a
variancia do angulo horizontal.

Ha 14 elementos da diagonal correspondente a variancia do angulo vertical, dados

por: 62 =1,60000300589E — 11 rad’

Ha 7 elementos da diagonal correspondente as varidncias das distancias, dados por:

0;2 =1,36846266474E —3 m’ 0'2” =3,2735844435E -3 m’
023 =3,01706378409E —3 m* cém =1,76443590293E -3 m’
0;“ =2,13684159677E -3 m’ cém =3,06762182341E -3 m’

ol =133733390345E-3 m’

S
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e) Matriz B:

Os elementos da matriz B, calculados pelas (7.41), (7.42) e (7.43) estdo no quadro

(7.6).

QUADRO 7.6 - ELEMENTOS DA MATRIZ B DA 12 ETAPA.

dAh,, dAh, dAh,,

LINHA ik é, 0z, 8,
Morto Azul - 1000 6749,68473663 ~1.47469805129E-2
1000 - 1005 -11232,2283148 2,95518858933E-3
1005 - 1002 -9056,62263582 2.05317032874E-3
1002 - 1003 6642,55975476 agzh“ =—agh“‘ 3.02784452537E-3
1003 - 1004 211804,2053427 ) “ 2.63867499804E-3
1004 - 1048 -8001,77295298 ~7.19957348775E-3
1048 - Base Aérea -11346,6838211 1.15989329419E-3

f) EquagOes normais:

M, K, + W =0,
M=BP™" BT

M, =[0,02015991686536]
K=-M"W

K, =[-35,01998568323513]

g) Vetor dos residuos:

nVl :nI’n—l nBT rKl




21V1=

h) Vanancia da unidade de peso a posteriori:

~2
G,

O teste X’ da forma quadratica dos residuos resulta falho.

| -0,0001 m |

0,78" |
~0,78"
1,30”
-1,30"
1,05"
-1,05"
0,77"
—0,77"
1,36”
-1,36"
0,92"
-0,92"
1,31"
-1,31"

0,0007 m
~0,0003 m
0,0002 m
~0,0001 m
~0,0003 m
0,0004 m

r r

-K'W _V'PV_25_

1

25
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i) Valores observados reduzidos ajustados:

nL‘] =nLI; +.Vy

89°1221,37"
89°54'55,96"
90°15"15,04"
90°11"12,28"
89°5705,30"
89°52'39,26"
90°13'28,32"
89°56'17,14"
90°14'25,64"
90°28'24,86"
89°38'54,90"
90°01"12,27"
90°09'10,76"

13496,3690m
22463,9026m
18112,9920m
13284,7881m
23607,6233m
16002,5945m

[90°53'44.46" ]

22693,0579m

0,78"
~0,78"
1,30"
~1,30"
1,05"
~1,05"
0,77"
~0,77"
1,36"
~1,36"
0,92"
-0,92"
131"
~1,31"

0,0007 m
~0,0003m
0,0002m
~0,0001 m
~0,0003m
0,0004m

| -0,0001m |

[ 90°53'45,24" ]

89°12'20,59"
89°54'57,26"
90°15'13,74"
90°11"13,33”
89°57'04,25"
89°52'40,03"
90°13'27,55"
89°56'18,50"”
90°14'24,28"
90°28'25,78"
89°38'53,98"
90°01" 13,58”
90°09'09,45”

13496,3697m
22463,9023m
18112,9922m
13284,7880m
23607,6230m
16002,5949m

| 22693,0578m |
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J) Obtengdo das altitudes ortométricas ajustadas da 1* etapa:
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QUADRO 7.7 - TRANSPORTE DA ALTITUDE ORTOMETRICA USANDO VALORES AJUSTADOS DA 1*

ETAPA.
Ponto | Morro Azul | 1000 | 1005 | 1002 | 1003 1004 1048 | Basc Aérea | Basc Adrea €1
b 227,58 28.495]94.738 (57,457 1 97,632 | 159,769 | 44,485 70,663 70,66 0,003

7.6.1.2 Iteragdo

» 1*iteragdo: L' =LI°:

a) Na 1* iteragdo os elementos da matriz ,B,,, apresentados pelo quadro (7.8), sdo

calculados substituindo os valores de ,, L} da 1° etapa nas (7.41), (7.42) e (7.43).

QUADRO 7.8 - ELEMENTOS DA MATRIZ B DA 1* ITERAGAO.

oAh, oAh, oA,

LINHA ik oz, oz, aS,
Morro Azul - 1000 6749.68578507 ~1,47507598549E-2
1000 - 1005 ~11232,2274072 2,94889227297E-3
1005 - 1002 -9056,62251859 -2,05825370802E-3
1002 - 1003 6642.55920611 agzh“‘ =—agh‘* 3.02413279522E-3
1003 - 1004 711804,2038727 . % 2,6320863927E-3
1003 - 1048 -8001,77296118 -7,20403298307E-3
1048 - Base Acrea “11346.682674 1.15355850849E-3

b) Vetor "erro de fechamento":

W1=BI(L’ - LI°)+ F(LI°)
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F(L1°) é o valor &,= 0,003 m do quadro (7.7)

W1 =[0,70900015212472] m

c) Equagdes normais:

M1 KI + WI = 0,
MI1=BI1P'BI"

Mil= [0,02015992555378]
K1=-MI"WI

Kl= [—35,16878820972505]

d) Vetor dos residuos:

VI=P"' BI' KI,

1 non n



Vi, =

21 1

e) Varidncia da unidade de peso a posteriori:

-

-0,78"
1,30”
-1,30"
1,0'5"
-1,05"
0,77"
-0,77"
1,37"
-1,37"
0,93"
-0,93"
1,32"
-1,32"

0,0007 m
—0,0003 m
0,0001 m
-0,0001 m
-0,0003 m
0,0004 m

0,78" ]

| ~0,0001 m |

G,

r

r

-, _VI'PVI_ KI'WI_25

1

25

119



f) Valores observados reduzidos ajustados:

JLI =L+, VI,

21 I"1‘1!

[90°53'44 46" ]

89°12'2137"
89°5455,96"
90°15’15,04”
90°11' 12,28"
89°57'05,30"
89°5239,26"
90°13'28,32"
89°5617,14"
90°14'25,64"
90°28'24.86"
89°3854,90”
90°01'12,27"
90°09'10,76"

13496,3690m
22463,9026 m
18112,9920m
13284,7881m
23607,6233m
16002,5945m

22693,0579m

0,78"
~0,78"
1,30”
~1,30"
1,05”
~1,05"
0,77"
-0,77"
1,37"
-137"
0,93"
-0,93"
132"
-1,32"

0,0007 m
~0,0003m
0,0001m
~0,0001 m
-0,0003m
0,0004m

[90°5374524"

| -0,0001m |

| 22693,0578m |

89°12'20,59"
89°54'57,26"
90°15'13,74"
90°11'13,33”
89°57'04,25"
89°52'40,03"
90°13'27,55”
89°56'18,51"
90°14'24,27"
90°28725,79"
89°38753,97"
90°01'13,59”
90°09'09,44"

13496,3697 m
22463,9023m
18112,9921m
13284,7880m
23607,6230m
16002,5949 m
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g) Obtengdo das altitudes ortométricas ajustadas da 1? iteragdo.
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QUADRO 7.9 - TRANSPORTE DA ALTITUDE ORTOMETRICA USANDO VALORES AJUSTADOS DA 1?

ITERAGAO.
Ponto | Morro Azul | 1000 | 1005 | 1002 | 1003 1004 1048 | Base Aérea | Base Aarea €
h 227,58 28,50 | 94,74 | 5746 | 97.63 | 159,77 | 44,48 70,66 70,66 0,00

7.6.2 Calculo da Altitude Geométrica

Ajustado o nivelamento trigonométrico e conhecendo a ondulagio geoidal para

cada ponto, a altitude geométrica H; €, entdo, obtida aplicando a (7.47).

0 quadro (7.10) mostra a ondulagio geoidal Ni, obtida pelo programa MAPGEO-

V1.0 do IBGE, que calcula a interpolagdo de ondulagdes geoidais do mapa geoidal (versdo

1992) obtido a partir de alturas geoidais por satélites € do modelo geopotencial (GEMT2), no

sistema de referéncia SAD-69. A precisio esperada de Ni é 3,0 m (absoluta) e 1,0 cm/km

(relativa).

QUADRO 7.10 - ALTITUDE GEOMETRICA.

PONTO i @; (sul) A; (oeste) N; h; H;
Marco Norte 28°40'55" 49°13'53" 0,83 70,55 69.72
Morro Azul 28°36'30" 49°05'06" -1,10 227,58 226,48
1000 28°36'30" 48°56'49" -1,39 28.50 27.11
1005 28°29'56" 48°45'14" -1,59 94,74 93.15
1002 28°2030" 48°42'12" -1.41 57.46 56,05
1003 28°13'56" 48°38'52" -1,32 97,63 96.31
1004 28°01'11" 48°38'07" 0,89 159,77 158,88
1048 27°52'55" 48°35'11" 0,66 44,48 43,82
Basc Aérea 27°40'41" 48°33'49" 0,21 70.66 70,45
Biguacu 27°31'23" 48°40'40" 0,31 539,95 540,26
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7.6.3 Calculo do Ajustamento da Poligonal

Tendo sido calculadas as altitudes geométricas (H;) das estagdes, segue-se o
calculo das distancias reduzidas ao elipsoide empregando-se a (7.48) e a (7.49) obtendo-se os
comprimentos das geodésicas Si cujos resultados estdo no quadro (7.11). Com estes valores
de Sy calcula-se o transporte obtendo novos azimutes o e novas coordenadas (@;, ) cujos
resultados estdo no quadro (7.12). Com estes valores de ai e (@i, A;) sdo calculados o angulo
secgdo normal-geodésica (1) pela (7.50) e o efeito da altura do sinal (3) pela (7.51) cujos
resultados estdo no quadro (7.13), os quais sdo utilizados para calcular os angulos elipséidicos
ajx cujos resultados estdo na ultima coluna deste quadro.

A fim de obter os "erros de fechamento" em azimute (€.) € em coordenadas (g,
€:), componentes do vetor ,W; do ajustamento, efetua-se outro transporte conforme é
apresentado no quadro (7.14). Na ultima linha deste quadro sdo encontrados os resultados
destes erros. O "erro de_fechamento" em azimute €, = -2,7681" se enquadra nas especifica¢des
para poligonagdo (IBGE, 1996, p. 6), segundo as quais o "erro de fechamento" em azimute,
valor maximo (em modulo) permitido, entre dire¢des de controle é 0,8" por estagdo ou 1" JN ,

sendo N igual ao nimeo de estagdes. A poligonal apresenta 8 estagdes o que resulta o valor de

2,8284"



QUADRO 7.11 - DISTANCIAS REDUZIDAS AO ELIPSOIDE.

PONTO i H; AL; @i (sul) LINHA ik ay (normal) di (m) Ci (m) Si (m)

Morro Azul 226,48 1,400 28°36'30,915"

1000 27,11 1,456 28°36'30,7727" | Morro Azul 270°00'51,9780" l3496,3696v 13494,6267 13494,6292
1,408 1000

1005 9315 0.925 28°29'56.3996" | 1000 237°19'49.8091" | 22463,9023 22463,5905 22463,6022
1,440 1005

1002 56.05 1.587 28°20'30.2524" | 1005 195°48"30.7442" 18112,9921 181127374 18112,7435
1,510 1002

1003 96,31 1,501 28°13'56,8449" | 1002 204°16'51,0182" 13284,7880 13284,5646 13284,5670
1,675 1003

1004 158,88 1,241 28°01'11,0026" } 1003 182°59'19,4858" 23607,6230 23607,0613 23607,0749
1,090 1004

1048 1382 1.594 27°52'55,3076" | 1004 197°32'46.9847" | 16002,5949 16001,9261 16001,9304
1,670 1048

Basc Adrea 70,45 1.458 27°30'31,731" | 1048 185°39'05.8131" |  22693,0578 22692.8326 22692.8447

Base Aérea
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QUADRO 7.12 - TRANSPORTE DO AZIMUTE E DAS COORDENADAS USANDO A DISTANCIA REDUZIDA AO ELIPSOIDE.

PONTO LINHA PONTO COORDENADAS
i ' ik Si ik Ot i @i (sul) A (oeste)

Morro Azul 209°39'02,52" | Morro Azul 60°21'49,458" Morro Azul 28°36'30,915" 49°05'06,266"
Marco Norte

1000 147°22'55.70" | Morro Azul 13494,6292 270°00'51,9780" 89°56'54,1398" | 1000 28°36'30,7727" 48°56'49,5521"
1000

1005 138°34'13,29" {1000 22463,6022 237°19'49,8398" 57°14'17,.4893" | 1005 28°29'56,4050" 48°45'14,2347"

‘ 1005

1002 188°29'46,50" | 1005 18112,7435 195°48'30,7793" 15°47'04,5544" | 1002 28°20'30,2656" 48°42'13,0661"
1002

1003 158°44'03,42" | 1002 13284,5670 204°16'51,0544" 24°15'16,1035" | 1003 28°13'56,8646" 48°38'52,7014"
1003

1004 194°33'48,74" {1003 23607,0749 | 182°59'19,5235" | 02°58'58,2828" | 1004 28°01'11.0401" | 48°38'07.6441"
1004

1048 168°07'41,50" | 1004 16001,9304 197°32'47,0228" 17°3124,3445" | 1048 27°52'55,3657" 48°35'11,2720"
1048

Basc Aérea 141°04'32,00" | 1048 22692,8447 185°39'05,8545" 05°3827,8453" | Base Aérea 27°40'41,7383" 48°33'49,7214"
Basc Aérea
Base Aérea 146°42'59 8453"
Biguagu
Base Aérea 146°43'02,653" Base Aérea 27°40'41,731" 48°33'49,671"
Biguagu

8 7
fi= 2o+ 2 Ay {0 — o) =7 x180° €a = -2,8077" €q = 0,0073" £2 = 0,0504"

1ZA¢



QUADRO 7.13 - REDUGAO ANGULAR (CALCULO DO ANGULO ELIPSOIDICO).

(H + Al) _
POI:T'I‘O aly ©; (sul) LII:JI:-IA Delspggo i Sik fe] | 5" AM PONTO ag
Morro Morro Azul 69,72 60°21'49.458" | 16483,59 | 0,0005 | 0,0050
Azul 209°39'02,52" | 28°36'30,915" | Marco Norte Morro Azul 209°39'02,5155"
Morro Azul 28,566 | 270°00'51,9780" 0,0000 { 0,0000
1000 13494,6292
1000 227,880 89°56'54,1398" 0,0000 | 0,0000
1000 147°22'55,70" | 28°36'30,7727" | Morro Azul 1000 147°22'55,7061"
1000 94,075 | 237°19'49,8398" 0,0010 | 0,0071
1005 22463,6022
1005 28,518 57°14'17,4893" 0,0010 | 0,0022
1005 138°34'13,29" | 28°29'56,4050" | 1000 1005 138°34'13,2909"
1005 57.637 195°48'30,7793" 0,0004 | 0,0025
1002 18112,7435
1002 94,590 15°47'04,5544" 0,0004 | 0,0041
1002 188°29'46,50" | 28°20'30.2656" | 1005 1002 188°29'46,5021"
1002 97,811 204°16'51,0544" 0,0003 | 0,0061
1003 13284,5670
1003 57,560 24°15'16,1035" 0,0003 | 0,0036
1003 158°44'03 42" | 28°13'56,8646" | 1002 1003 158°44'03,4180"
1003 160,121 | 182°59'19,5235" 0,0001 | 0,0014
1004 23607,0749
1004 97,985 02°58'58,2828" 0,0001 | 0,0009
1004 194°33'48,74" | 28°01'11,0401" | 1003 1004 194°33'48,7411"
1004 45414 197°32'47,0228" 0,0003 | 0,0022
1048 16001,9304
1048 159,970 17°31'24,3545" 0,0003 | 0,0078
1048 168°07'41.50" | 27°52'55,3657" | 1004 1048 168°07'41,4935"
1048 71,908 185°39'05,8545" 0,0002 | 0,0012
Basc Aérea 22692,8447
Base Base Aérea 45,490 05°38'27,8453" 0,0002 | 0,0008
Adérca 141°04'32,00" | 27°40'41,731" | 1048 Base Aérea 141°04'32,0424"
Base Aérea 540,26 146°43'02,653" | 20554,73 | 0,0009 | 0,0421
Biguagu

174!



QUADRO 7.14 - TRANSPORTE DO AZIMUTE E DAS COORDENADAS USANDO ANGULOS E DISTANCIAS ELIPSOIDICOS.

PONTO LINHA PONTO COORDENADAS
i A ik Si ik U 1 @; (sul) A; (oeste)

Morro Azul 209°39'02,5155" | Morro Azul 60°21'49 458" Morro Azul 28°36'30,915" 49°05'06,266"
Marco Norte

1000 147°22'55,7061" | Morro Azul 134946292 270°00'51,9735" 89°56'54,1353" | 1000 28°36'30,7727" 48°56'49,5521"
1000

1005 138°34'13,2909" | 1000 22463,6022 | 237°19'49,8414" 57°14'17,4909" | 1005 28°29'56,4050" 48°45'14,2347"
1005

1002 188°29'46,5021" | 1005 18112,7435 195°48'30,7818" 15°47'04,5569" | 1002 28°20'30,2656" 48°42'13,0661"
1002

1003 158°44'03.4180" | 1002 13284,5670 204°16'51,0590" 24°15'16,1081" | 1003 28°13'56,8646" 48°38'52,7014"
1003

1004 194°33'48,7411" | 1003 23607,0749 182°59'19,5261" 02°58'58,2854" | 1004 28°01'11,0401" 48°38'07,6441"
1004

1048 168°07'41.4935" | 1004 16001,9304 197°32'47,0265" 17°31'24,3582" | 1048 27°52'55,3657" 48°35'11,2720"
1048

Base Aérea 141°04'32 0424" | 1048 22692.8447 185°39'05,8517" 05°38'27,8425" | Base Aérea 27°40'41,7383" 48°33'49,7214"
Base Aérea
Base Aérea 146°42'59 8849"
Biguagu
Base Aérea 146°43'02,653" Base Aérea 27°40'41,731" 48°33'49,671"
Biguagu

£a =-2,7681" g, = 0,0073" £, = 0,0504"

971
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A poligonal cujos dados numéricos estdo nos quadros (7.1) e (7.2) e cujo esbogo é

apresentado pela figura (7.6) apresenta um conjunto de observagdes compreendendo 8 dngulos

e 7 distancias.

Isto representa no ajustamento a existéncia da matriz B, de tamanho 3 x 15; a

matriz ,P,, 15 x 15; o vetor Wy, 3 X1 e o vetor,V;, 15x 1.

7.6.3.1 Primeira etapa

a) Desenvolvimento das equagdes de condigio:

Desenvolvendo a (7.55),

f, =a! +Aa}, +a) +Aaj, +a; + Al +a) + Ay, +ag + Ao +ag + Adg,
+a} + Al +a) —(7x180°) - (o, —at,) =0

Desenvolvendo a (7.56),

f, = AQ?, + AQS, + AQ%, + A0S + A0S + A0S, + A0l — (0, —,) =0

Desenvolvendo a (7.57),

£, = AN, + AN, + ALY, + AN, + AN, + AN, + AN, — (A, —A,) =0

b) Vetor das observagdes reduzidas:

Do quadro (7.13) retiram-se os angulos elipsoidicos e do quadro (7.11), os

comprimentos das geodésicas.
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[209°39'02,5155"]
147°22'55,7061"
138°34'13,2909”
188°29'46,5021"
158°44'03,4180"
194°33'48,7411"
168°07'41,4935"

141°04'32,0424"
L
1571

13494,6292m
22463,6022m
18112,7435m
13284,5670
23607,0749m
16001,9304m

22692,8447m

¢) Vetor "erro de fechamento":

Na (7.58), &, representa a diferenga entre o azimute (o) da base "Morro Azul -
Marco Norte" transportado para a base "Base Aérea - Biguagu" e o azimute (o) desta ultima
base; &, representa a diferenca entre a latitude (¢;) do vértice "Morro Azul" transportado para
o vértice "Base Aérea" e a latitude (@s) deste ultimo vértice; €, representa a diferenga entre a
longitude (A,) do vértice "Morro Azul" transportado para o vértice "Base Aérea" e a longitude
(As) deste ultimo vértice.

Estes valores sdo retirados da Gltima linha do quadro (7.14).
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€, -2,7681" —-1,34201275068E -5
sWi=1g, 1= 0,0073” |=| 3,5391398721E-8 |rad
g, 0,0504" 2,44346095279E - 7
d) Matriz dos pesos:

Aplicando a (4.17) para o tamanho 15 x 15, sendo 8 varidncias de angulos e 7

varidncias de distdncia, e a partir dos desvios-padrio do quadro (7.1), o, =082506" e
a, =(0,01 +ZSE—6)m , obtém-se os seguintes elementos diagonais da inversa da matriz dos

pesos:

G, =0, =0, =0, =0. =0, =0. =0, =160000300589E ~11 rad’
;. =1,36820510382E - 3m’

o, =3,01699784911E - 3m’

o, =2,1367956299E - 3m’

o, =133730160539E - 3m’

o;, =327345905177E -3m’

o, =1,7643242549E -3m’

o, =3,06757461247E - 3m’

e) Matnz B,:

a, a a; a, a5 a4 a, g S, S;i Sy Sy Sk S, S.e
[of, of, of of of, of of of | of of of of o o of |
, da, da, dfa, da, da, Oa A
of, of, of, of, of, of, of of, , of, of, o, . of,

~
<

& af B
B:———.___-_‘_
3™Is 63 . .

o))
[
-]
J S P,
Q
wn
I~
o))
W
S
QD
2]
tod
-
Q
W
o))
wn
&
Q
wn
2
o))
72}
2

&
B
o)
&g
S
e
&
8)
(=3
g
QD
g
~
o))
2]
3
Q
wn
r
)]
wn
&
o))
wn
&
)]
w
%
o))
wn
P
L.



OAM,

i, i+1

~

f) Calculo dos elementos da matriz ;Bs:

of, Ao, OAaL,,
—=l+—++—
0a, Oa, oa,

'afl _
Oa,

Generalizando:

of, =7 0AoL,, .

— =1+ — , =1....8).
6aj E} éaj (J )

Para as demais derivadas tem-se:

6f‘ _ i=7 6Aai i+l (J =1 7) .
8S,.. = 88, T
af i aA(pl i+l

= =1,...,8);
da Zx da, ( )

afz _ i=7 aA(pl i+l (J — 1 7)
08, =08, ST
af =7 aA}"l 1+1

=1....8);
da, E} da; ( )

* -F a:ﬂ"“ , (j=1....7)
oS, = o5,

As expressdes das derivadas dos argumentos a; para

,ondei=1,..,7ej=1, .., 8, sdo:
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Quandoj=1:

i=1-(1)
1=2- 1+QAQ—”J
\  Oa,
p
i=3- 1+8Aa,2+aAa23j
oa, 0a,

N OAa.,, . OAaL,, N OAa,,

Oa,

Oa,

Oa

1

o5y (1+ OAc,,  OAay,  OMa,,  dAa,

Oa,

oOa,

oa,

J

N OAat,, . OAct,, . OAa,, . OAQL 4 N OAa 4

oa,

Oa,

Oa, )

N (1 ,Oday, M,  OAw,, Ay |, Aay, DAy

Oa,

N OAa.,, N

0Oa,

Oa,

aaZ

aA(XNj

oa,

-

0a,

da,

dBa,, | OAa,, dAa,

Oa,

)

N cAa.,, N OAaL N OAa.

aal aa] )

0a,

Ca,

)

aaz

oa,

OAw,,  OAw,,  OAa,,  GAd aAa(,,j

ca,

ca,
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Quando j = 3:

i=3-(1)

i=4- (14— aAa“j
0a

( aAaM 6Aa45j
6 (HaAaM dAat,, 6Aa,6)
aa3
-7 (l N OAat 6Aa4, 6Aa56 N OAa,
Oa, 0a,
Quando j = 4:
i=4-(1)
1=5o (14.%}
Oa,
i=6—> (1+ OAL + 6Aa,6)
Oa, Oa,
7 (1 Lo, BAay, 5Aa67)
634 aa4 634
Quando j =5:
i=5-(1)
1i=6— (1+ éAa“j
Oa
i=7- (l + OAGs, 6Aa6,j
Oa, oa,

J
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oS

i,i+1

bl

As expressoes das derivadas dos argumentos S;j.; para

,ondei=1, .., 7ej=1,. .., 7, sdo:

OAa

1,i+!

OAQ

i,i+l

Quando j = 1:
i=1-(1)
i=2—>(——aAa”)
S,
3 (6Aan 3.,
3, S,
(aAau dAat,, aAau)
1=4—> =+
8s, oS, oS,
(aAan dAa,, Aa, 6Aa”]
1=5—> + +
os, 05, 08, 0§,
[aAau dAo,, GAa,, Ao, OBAa,
1=6—> + : + :
oS, da, 08, 05, OS,
(aAan dAa,, dAa, Ao, dAa, JFAa,
1=7-> + 2
oS oS 3S, oS S oS

oS,

b+l

b

oS,

iN
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OAa.,, . OAat,, . aAa“)
aSZB 6823 5823

aa23 6523 0523 6823

(=6 (aA(XB +GAOL34 N oA, +6Aa56j

OAaty, | OAay,  OAat,,  OAd, aAch,J
3S,  3S,  8S,  0Sy

o))
[72]
b

Quando j = 3:

i=3-(1)

as34

OAaL,, aAa“j
3S,, S,,

oS S,

6 (aAa“ OAct 6Aa56)

aA(l A ys + 6A(156 + 6Aa67j
5534 0S,, 0S,,
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Quando j = 4:

i=4-(1)
/

i=5—> ——aAa“’j
\ 6845 :

26 (6Aa4, . 8Aa,6)
\ 08,  OS,

i=7->

(BAOL“ N OAa N aAaﬁ,j
\ 6845 0545 0S,s

Quando j = S:

i=5-(1)

i=6—> (————aAa“’)
0S

PN (6Aa56 N 6Aa67}
0Ssy  OSgq

Quando j = 6:

i=6— (1)

oAa
1= 7 67
17 2]

Quando j =T7:

i=7->(1)

Mediante as (7.62), (7.64), (7.66), (7.68), (7.70) e (7.72), aplicada a cada uma das

linhas (derivando com relagdo as incognitas a; e Sy das respectivas linhas), auxiliado pelas
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expressOes das derivadas dos argumentos e utilizando dados numéricos do quadro (7.14), os

elementos da matriz ;B,s sdo:

of,

oa,

of,

aa,
of, _
a,
* _
0Oa,
* _
Oa
o _
a,

*

a,
o _
oa,

1

SEE

L =991398776734E -1

=9,91398488682E -1
=9,924238772E -1
=9,93891304839E -1
=9,94906545498E — 1

=9,96872714447E - 1
=9,98137908584E — 1

=1

=8,02877361342E -3

—2%=590366111123E-3

Oa,

3
2

2|

b
2

©
7
=2

Oa,

% 293183944388 - 3

=2,15909239656E -3

=1,30098672034E -3

of =1,10970550327E -3
Oa,

L =351321711191E-4

=0

i

12

afl

23

of,

34
of
oS,

o,
as,,
o
as,,
of

1

oS 78

=-8,54468583757E -8

=-7,17289499905E -8

—=-2,30795041479E - 8

=-3,46519734624E -8
=-4,36220984345E -9
=-2,50463042432E -8

= -8,12043936408E -9

= -1,41831564168E — 10
= -8,52204339589E 8
= —1,51546058748E — 7
= —1,43585742207E 7
= —1,57278676064E ~ 7
= ~1,50186454942E 7

=-1,56737112096E -7



> = -1,8234737355E -2

a,

A o 182353388475E -2
Oa,

O o 160903489822E - 2
Oa,

o, =-1,3007366541E -2
Oa,

A o 108651316752E~2
a5

gfl = ~6,6944648973 1E -3
a

K 399521053253 -3

g) Equagdes normais:
er rKl + rWl = rol

M=BP"' B’

1,26693725298E - 10

3M3 =
simétrica
K=-M"W
—238002,650658

LK, =1 -167739958,097
-73396390,1374

h) Vetor dos residuos:

V=P"'B' K

ot =—1,78451614567E -7
oS

12
—2 =-1,50065253794E - 7
23

3

= —4,84926343812E -8
34

of,

=-7,31222882523E -8

LM

KX o 925341763895E -9
2.,

of,

=-5,34360297085E - 8

67

N o \74227542873E -8

78

3,45956271479E — 13 —1,38432231122E-12
2,14459701171E -15 —5,54089544486E —15
2,04812258701E - 14
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[-0,8064"]
0,3702"
1,4950"
1,1748"
1,1301"
0,2243"

-0,0107"

—0,7855"

0,0180m
0,0764m
0,0619m
0,0394m
0,0886m
0,0514m

| 0,0846m |

1) Variancia da umdade de peso a posteriori:

~, VPV -K'W 21
0‘0: = :———:7
r r 3

O teste X* da forma quadratica dos residuos resulta falho.

j) Vetor dos valores observados reduzidos ajustados:

nLa]:nLl: + l’\V

1
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[209°39702,5155”] [-0,8064"7 [209°39'01,7091"]

147°22'55,7061" 0,3702" 147°22'56,0763"
138°34'13,2909" 1,4950" 138°34'14,7859"
188°29'46,5021" 1,1748" 188°29'47,6769"
158°44'03,4180" 1,1301” 158°44'04,5481"
194°33'48,7411" 0,2243" 194°33'48,9654"
168°07'41,4935" -0,0107" 168°07'41,4828"
141°04'32,0424" —-0,7855" 141°04'31,2569"
sl = + =

13494,6292m | | 0,0180m | | 13494,6472m
22463,6022m | | 0,0764m | | 22463,6786m
18112,7435m | | 0,0619m | | 18112,8054m
13284,5670m | | 0,0394m | | 13284,6064m
23607,0749m | (0,0886m | | 23607,1635m
16001,9304m | | 0,0514m 16001,9818 m
22692,8447m | | 0,0846m | | 22692,9293m

O quadro (7.15) apresenta os valores dos azimutes o € das coordenadas (¢;, A;)
obtidos mediante o transporte utilizando os valores observados ajustados (vetor L) Na
altima linha deste quadro estdo os "erros de fechamento" em azimute (€.) € em coordenadas
(4, €4). O maior "erro de fechamento" em coordenadas € g, = 0,0002" que corresponde ao
comprimento linear menor que 0,010 m. Este comprimento linear se enquadra nas
especificagdes para poligonagdo (IBGE, 1996, p. 6), segundo as quais o valor maximo para o
erro-padrdo em coordenadas apds a compensagdo em azimute € 0,04 m VL, sendo L dado

pelo comprimento da poligonal em quildmetros. A poligonal em estudo tem L =

129661,3274E-3 km, 0 que resulta em 0,455 m para o valor maximo.



QUADRO 7.15 - TRANSPORTE DO AZIMUTE E DAS COORDENADAS USANDO VALORES AJUSTADOS DA 1? ETAPA.

PONTO LINHA PONTO COORDENADAS
i a'x ik S ik Ui i @; (sul) A (oeste)

Morro Azul 209°39'01,7091" | Morro Azul 60°21'49 458" Morro Azul 28°36'30,915" 49°05'06,266"
Marco Norte

1000 147°22'56.0763" | Morro Azul 13494.6472 270°00'51,1671" 89°56'53,3286" | 1000 28°36'30,7710" 48°56'49.5514"
1000

1005 138°34'14,7859" | 1000 22463,6786 237°19'49,4049" 57°14'17,0537" | 1005 28°29'56,4007" 48°45'14,2326"
1005

1002 188°29'47.6769" | 1005 18112,8054 195°48'31,8396" 15°47'05,6128" | 1002 28°20'30,2602" 48°42'13,0601"
1002

1003 158°44'04,5481" | 1002 132846024 204°16'53,2897" 24°15'18,3363" | 1003 28°13'56,8601" 48°38'52.6901"
1003

1004 194°33'48,9654" | 1003 23607,1635 182°59'22,8844" 02°59'01,6370" | 1004 28°01'11,0334" 48°38'07,6185"
1004

1048 168°07'41,4828" | 1004 16001,9818 197°32'50,6024" 17°3127,9294" | 1048 27°52'55,3601" 48°35'11,2361"
1048

Base Aérea 141°04'31,2569" { 1048 22692,9293 185°39'09.4122" 05°38'31,3962" | Base Aérea 27°40'41,7312" 48°33'49,6710"
Base Aérea
Base Aérea 146°43'02,6531"
Biguagu
Base Aérea 146°43'02,653" Base Aérea 27°40'41,731" 48°33'49,671"
Biguagu

€qa = 0,0001" g, = 0,0002" &, = 0,0000"

ort



7.6.3.2 Iteragdo

s 1%iteragdo L' =LI°:

141

a) Elementos da matriz , Bl,, obtida com dados numéricos do quadro (7.15):

M 991308758633E -1
Oa,
A 9.91398475054E -1
Oa,
M 992423870399 - 1
a'3
i 9,9389130083E - 1
a4
KM\ _ 9.04906539178E - 1
da,
K _ 9.968727137E 1
oa,
M 9.98137904871E -1
0Oa,
o
a8
KM 30289887851 - 3
Oa,
M 500387348221 - 3
Oa,
%M _ 5 93204598771E -3
0Oa,
X o 515928252301E -3
oa,
A o 130115411877E 3
0Oa, '
X 1,10981206108E - 3
da,
X, 3513843013E -4
Oa,
A _,
Oa,

of,

12

of,

23

of,

34

of,

45

of,

56

of,

67

of,

78

2

12

2

23

2

34

2

45

2

56

2

67

2

78

=—8,54468574377TE -8
=—-7,17288499339E -8
=-2,3079920858E -8
=-3,4652802235E -8
=—-4,36356985904E ~9
=-2,50476757474E -8

=-8,1218555932E-9

=-1,42447472157E - 10
=—8,52207146521E -8
=—1,51545839469E -7
=—1,43585043367E -7
=-1,57278542917E -7
=-1,50185633939E -7

=-1,56736845384E -7



of

a—’-: -1,82347761699E -2 o, =-1,78451613944E -7
a, 12

o, =-1,82353683308E -2 of, =-1,50065048472E -7
a, 23

o, =-1,60903641306E -2 ot =—-4,8493512042E -8
a, 34

of, =-1,30073756859E -2 of, =-7,31240403821E -8
a, 45

o, =—-1,08651456016E -2 o, =-9,25630306672E -9
a 56

§f3 =—6,69446679151E -3 o, =-5,34389588005E -8
a 67

of, =-3,99521860152E -3 o, =—1,74257933524E -8

6a7 78

o, _,

Oa,

b) Vetor "erro de fechamento":

W1=BI(L® - LI°)+ F(L1%)

Os elementos do vetor F(L1°) sdo obtidos da titima linha do quadro (7.15).

10,0001"7] [4,8481368111E-10]

F(L1°)= 0,0002"” |=]9,6962736222E - 10 | rad

10,0000 | | 0]

[ —1,34196422701E -5 |

Wl=| 3,63577913215E -8 | rad

| 2,44346974484E -7
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c) Equagdes normais:

err rKll + rW11 = rOl

MI1=B1P" BI"

1,26693723605E — 10 3,45974718187E-13 ~1,38432366891E —12]
Ml = 2,14473529386E —15 —5,54116169611E —15

simétrica 2,04812785726E - 14
Kl=-MI" W1

[-239358,822499 |

K1=|-169301993,999

| —73912708,9501 |

d) Vetor dos residuos:

Vi=P'BI' K1



V1, =

15 1

e) Variancia da unidade de peso a posteriori:

[—0,8212"]
0,3663"
1,5027"
1,1813"
1,1374"
0,2254"

-0,0102"

-0,7899"

0,0181m
0,0770m
0,0625m
0,0397m
0,0894 m
0,0518m

~, VI'PVI_ —KI'W1_21_

| 0,0854m |

Gy

f) Vetor dos valores observados reduzidos ajustados:

r

LI*=L"+V1

144
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[209°39702,5155"] [-0,8212"] [209°39'01,6943"
147°22'55,7061" 0,3663" | |147°22'56,0724"
138°34'13,2909" 1,5027" | |138°34'14,7936"
188°29'46,5021” 1,I813” | |188°29'47,6834"
158°44'03,4180" 1,1374” | 1158°44'04,5554"
194°33'48,7411" 0,2254" | | 194°33'48,9665"
168°07'41,4935” | | -0,0102" | | 168°07'41,4833"
141°04'32,0424" | | -0,7899" | | 141°04'31,2525"

LI} = + =
13494,6292m 0,0181m 13494,6473m
22463,6022m 0,0770m 22463,6792m
18112,7435m 0,0625m 18112,8060m
13284,5670m 0,0397m 13284.6067m
23607,0749m 0,0894m 23607,1643m
16001,9304 m 0,0518m 16001,9822m
| 22692,8447m | | 0,0854m| | 22692,930Im |

O quadro (7.16) apresenta os valores dos azimutes ok € das coordenadas (@i, Ai)
obtidos mediante o transporte utilizando os valores observados ajustados da 1 iteragdo (vetor

sL1%). O "erro de fechamento" em azimute € nulo até a 4* decimal de segundos de arco e o

maior (em modulo) "erro de fechamento" em coordenadas € €, = -0,0002".



QUADRO 7.16 - TRANSPORTE DO AZIMUTE E DAS COORDENADAS USANDO VALORES AJUSTADOS DA 1% ITERAGAO.

PONTO LINHA PONTO COORDENADAS
i B ik Si ik Ol i @; (sul) A; (oeste)

Morro Azul 209°39'01,6943" | Morro Azul 60°21'49,458" Morro Azul 28°36'30,915" 49°05'06,266"
Marco Norte

1000 147°22'56,0724" | Morro Azul 13494,6473 270°00'51,1523" 89°56'53,3138" | 1000 28°36'30,7710" 48°56'49,5514"
1000

1005 138°34'14,7936" | 1000 22463,6792 237°19'49,3862" 57°14'17,0350" | 1005 28°29'56,4006" 48°45'14,2326"
1005

1002 188°29'47,6834" | 1005 18112,8060 195°48'31,8286" 15°47'05,6018" | 1002 28°20'30,2600" 48°42'13,0601"
1002

1003 158°44'04,5554" | 1002 13284,6067 204°16'53,2852" 24°15'18,3318" | 1003 28°13'56,8598" 48°38'52,6900"
1003

1004 194°33'48,9665" | 1003 23607,1643 182°59'22 8872" 02°59'01,6398" | 1004 28°01'11,0331" 48°38'07,6184"
1004

1048 168°07'41,4833" | 1004 16001,9822 197°32'50,6063" 17°31'27,9332" | 1048 27°52'55,3598" 48°35'11,2360"
1048

Base Aérea 141°04'31,2525" | 1048 22692,9301 185°39'09,4165" 05°38'31,4005" | Base Aérea 27°40'41,7309" 48°33'49,6708"
Basc Aérea
Base Aérea 146°43'02,6530"
Biguagu
Basc Aérea 146°43'02,653" Base Aérea 27°40'41,731" 48°33'49,671"
Biguagu

£, = 0,0000" €, = -0,0001" €, = -0,0002"

141
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8 ANALISE DOS RESULTADOS

8.1 TESTE QUI-QUADRADO DO ERRO DE FECHAMENTO E OS METODOS DE

AJUSTAMENTO APLICADOS A POLIGONAL TOPOGRAFICA

Considerando a poligonal simulada apresentada pela figura (2.1) e quadro (2.1),

verifica-se que:
a) Comparando o resultado do teste x* da forma quadratica do erro de fechamento
(item 2.3-¢) com o resultado do teste X* da forma quadratica dos residuos (item
3.5.1-1), o nivel de significancia (ct) € mantido;
b) Comparando os resultados do vetor dos residuos obtidos (itens 3.5.1-f, 4.4.1-f

e 5.4.1-g), ocorre igualdade ao nivel da 4* decimal de segundos de arco para os

angulos e igualdade ao nivel da 5* decimal para as distancias;
c¢) Com esta estabilizagio dos residuos, 6. se mantém ao nivel da 3* decimal e
como o nimero de graus de liberdade € o mesmo, o nivel de significancia (o) do

teste X’ da forma quadratica dos residuos se mantém.
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8.2 METODO DAS EQUACOES DE CONDICAO APLICADO A POLIGONAL

GEODESICA

Considerando a poligonal geodésica do IBGE apresentada pela figura (7.6) e

quadros (7.1) e (7.2), verifica-se, ainda com apenas uma s iteragdo, que:

a) O vetor dos residuos (itens 7.6.3.1-h e 7.6.3.2-d) apresenta para os angulos
valores estabilizados ao nivel do décimo de segundo de arco o que proporciona
0 mesmo nivel aos azimutes ajustados e para as distdncias, valores estabilizados
ao nivel do centimetro. Isto resulta valores de coordenadas estabilizadas ao
nivel do milésimo de segundo de arco.

O quadro (8.1) ilustra a diferenga entre valores ajustados na 1* etapa e 1* iteragdo,

referentes aos azimutes, as distancias e as coordenadas.

QUADRO 8.1 - DIFERENCA ENTRE VALORES AJUSTADOS NA 1* ETAPA E 1* ITERACAO.

Linha ik a’ — al’ ) Ponto i Po° — @l° A - Al
Morro Azul - 1000 0,0148" -0,0001 m 1000 0,0000" 0,0000"
1000 - 1005 0,0187" -0,0006 m 1005 0.0001" 0,0000"
1005 - 1002 0,0110" -0,0006 m 1002 0,0002" 0,0000"
1002 - 1003 0,0045" -0,0043 m 1003 0,0003" 0,0001"
1003 - 1004 -0,0028" -0,0008 m 1004 0,0003" 0,0001"
1004 - 1048 -0,0039" -0,0004 m 1048 0,0003" 0,0001"
1048 - Base Aérea -0,0043" -0,0008 m Base Aérea 0.0003" 0,0002"

b) O calculo da distancia (Sﬁ) e do azimute (aﬁ) a partir das coordenadas
ajustadas ((pi‘, k‘i) da 1* iteragdo mantém as decimais estabilizadas dos valores

ajustados (al; , Sl;k), conforme mostra o quadro (8.2).




149

QUADRO 8.2 - COMPARAGAO ENTRE VALORES AJUSTADOS DA 1% ITERACAO E VALORES
OBTIDOS A PARTIR DAS COORDENADAS AJUSTADAS.

Linha ik aﬁ Sﬁ alj —aﬁ S15, —SE
Morro Azul - 1000 270°00'51,1583" 13494,6434 -0,0060" 0,0039 m
1000 - 1005 237°19'49,3437" 22463,6721 0,0425" 0,0071 m
1005 - 1002 195°48'31,8248" 18112,8074 0,0038" <0,0014 m
1002 - 1003 204°16'53,2848" 13284,6062 0,0004" 0,0005 m
1003 - 1004 182°5922,8942" 23607,1641 -0,0070" 0,0002 m
1004 - 1048 197°32'50,6021" 16001,9830 0,0042" -0,0008 m
1048 - Basc Aérea 185°39'09,3781" 2269292641 0,0384" 0,0037 m

¢) O teste X’ da forma quadratica dos residuos resultou falho. Isto se deve ao fato
de a matriz varidncia-covaridncia das observagdes ter sido pré-estabelecida

incorretamente €/ou de presenga de erros grosseiros nas observagdes.

8.3 ANALISE MEDIANTE APLICACAO DAS RELACOES DO TESTE

DATA SNOOPING

Data snooping pode ser definido como a investigagdo em relagdo a observagéo na
qual um erro grosseiro foi cometido durante a medi¢ao (BAARDA, 1968, p. 27), esta baseado
no teste estatistico de residuos padronizados apds o ajustamento por minimos quadrados
(KILPELA et al., 1982); é um eficiente e sensivel método até para os erros de pequena

magnitude (MARQUES, 1994).
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A teoria foi desenvolvida por Baarda nos anos de 1967, 1968 e 1976 para o uso
em redes geodésicas (FORSTNER, 1980).

Na fotogrametria tem sido utilizado para a detecg¢do e a localizagdo de erros
grosseiros que ocorrem em blocos fotogramétricos tais como os erros conforme a classificagio

apresentada por MITISHITA (1980, p. 8-11) sintetizados no quadro (8.3).

QUADRO 8.3 - TIPOS DE ERROS GROSSEIROS

Tipo Nome do Erro Magnitude (m)
1 "Blunders” m>170c
2 "Blunders" m<170c
3 "Qutliers" 30<m<100c
4 (erros cometidos em pontos de ligagdo de faixas)
5 (erros associados aos pontos de controle na aerotriangulagio).

Para a melhoria da qualidade das poligonais (TESKEY and GRUENDIG, 1985) e
para a otimizagdo de redes geodésicas (DEREN and YIONGQIAN, 1991) sdo aplicados
elementos da fundamentagio teorica do teste data snooping.

A detecgdo e a localizagdo de erros grosseiros, objeto do teste data snooping, é
um problema que ndo tem sido solucionado no ajustamento. Dadas as caracteristicas deste
teste e para que torne uma das alternativas para a analise dos dados apds o ajustamento €
necessario que:

a) os numeros-redundincia (que serdo estudados na secgdo 8.3.1.2) sejam

corretamente calculados para cada observagdo o que depende da matriz dos
pesos, da varidncia da unidade de peso a posteriori, ¢ da matriz variancia-

covariancia dos residuos;
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b) os pesos dados as observagdes sejam apropriadamente escolhidos de modo que
reflita a qualidade da observagdo tio bem quanto a geometria o que permite
reduzir a indesejavel distribui¢do de erros grosseiros nos residuos (EL-HAKIM,
1982);

¢) o nivel de confian¢a adotado para o teste data snooping seja equivalente aquele
adotado para o teste %’ da forma quadratica do erro de fechamento que avalia a
qualidade das observagdes antes do ajustamento, e aquele adotado para o teste
X da forma quadratica dos residuos que compara a varancia da unidade de
peso a priori com a varidncia da unidade de peso a posteriori (esta ultima é

obtida do ajustamento).

8.3.1 Fundamentagdo Teorica do Teste

As relagdes matematicas que fundamentam o teste foram retiradas das seguintes

publicagdes: ACKERMANN (1981, 1982); EL-HAKIM(1981) e BERBERAN( 1992, 1995).

8.3.1.1 Contribui¢do do erro observacional para o residuo

A relagdo entre a componente v; com a qual um erro observacional €; contribui
para o residuo v; € dada por:

v =—(Q, P).g, (8.1)

onde: Qv é a matriz dos coeficientes de peso dos residuos v;

P ¢ a matriz diagonal dos pesos das observagdes,

ii sdo os indices que indicam o i-ésimo elemento da diagonal da matriz.
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A matriz Q, ¢ obtida do ajustamento das observagdes mediante a expressao:

Q,=4ZV ' _ (8.2)

onde: &, ¢é a variancia da unidade de peso a posteriori,

2V ¢ a matriz varidncia-covariancia dos residuos obtida do ajustamento.

8.3.1.2 Numero-redundancia

A matriz (Q,, P) é idempotente e determina até que ponto os erros observacionais
g, aparecem nos residuos vi. Ao i-ésimo elemento da diagonal desta matriz da-se o nome de

numero-redundancia (adimensional) e € expresso por:

1
r,=(Q, P). ==(EVP), (8.3)
c,0
De acordo com a (8.3), a componente v: da (8.1) é reescrita como
V. =—T.€. (3.4)

1 1 1

O numero-redundincia r; € interpretado como a contribuido da observagdo a

redundancia total r do problema. Desta forma

r= iri =trago (Q, P) = numero de graus de liberdade (8.5)

i=
onde: n é o numero que representa a ordem da matriz.
O ntmero-redundincia r; situa-se no intervalo 0 < r; < 1 e indica a confiabilidade
do ajustamento de uma dada observagdo particular. O limite inferior (r; = 0) indica nenhuma

confiabilidade e o limite superior (r; = 1) indica maxima confiabilidade. Desta forma se

~ * .
estabelece uma outra relagdo entre a componente v, e o erro observacional ¢, dada por:
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lv] <Eg, (8.6)
8.3.1.3 Residuo padronizado

Da matriz (Q, P) sdo determinados os desvios-padrdo g, dos residuos v; das

observagdes |; ndo-correlacionadas de pesos p;:

o} =(Q P), o} >0, =041, (8.7)

O residuo padronizado w; € definido por

V.

W =—1 = vi .:vi pi
GVi o.li\/ri Govri

A suposi¢do fundamental é que as observagdes contaminadas por €rros grosseiros

(838)

resultam em residuos padronizados de magnitudes significativamente altas (MARQUES, 1994,

p. 1)
8.3.1.4 Teste de hipoteses

Assumindo que os residuos padronizados w; tem distribui¢io normal, faz-se o
seguinte teste de hipotese.

Hy: nenhum erro grosseiro existe na observagao.

A hipoteses Hy € rejeitada se:

|wi| >k (8.9)

onde: k é um valor critico conforme um nivel de confianga especifico.
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A escolha deve ser feita de modo que a probabilidade o de erro do tipo I (rejeigdo
de Ho quando verdadeira) e a probabilidade B de erro do tipo II (aceitagio de Hy quando falsa)
sejam tdo pequenas quanto possivel. |

O quadro (8.4) obtido de ACKERMANN (1981) apresenta alguns niveis de

confianga e seus respectivos valores criticos.

QUADRO 8.4 - NIVEIS DE CONFIANCA E VALORES CRITICOS PARA O TESTE DATA SNOOPING.

l-a K 1-B
99,9% 3,29 76%
99,7% 3,00 84%
99,0% 2,56 93%
95.0% 1,96 98%

8.3.2 Exemplo numérico da aplicagdo do teste

A aplicagio numérica sera feita para a poligonal topografica representada pela
figura (2.1) e pelo quadro (2.1).

A matriz dos pesos das observagdes ¢ dada por

[1,5625 0O 0 0 0 0 0
0 15625 0 0 0 0 0
0 0 15625 0 0 0 0
P =a(,218) " = 0 0 0 15625 0O 0 0
0 0 0 0 10000 O 0
0 0 0 0 0 10000 O
0 0 0 0 0 0 10000

com G, =1 (adimensional).
Da secgdo (5.4.1) sdo retirados o vetor dos residuos, a varidncia da unidade de

peso a posteriori e matriz variincia-covariancia dos residuos, expostos na sequiéncia.



'V, ] [ -04767" ]
Vaz ~0,5418"
Vi3 -0,4047"
Vi =| Vo, |=| -04767" |,
A/ }0,003893m
Vsys | |—0,000130m
| Vsy, | | —0,003763m |

61=0572752, ¢

1

A27

(0,098051 0,085230 0,085230
0,106802  0,089299
0,106802
7LVy =
simétrica

0,098051 -0,000239
0,085230  —0,000250
0,085230 0,000727
0,098051 -0,000239

0,000036

a) Obten¢do dos nameros-redundancia r;:

Calculando o produto matricial da (8.3) obtém-se:

( 0,267488
0232512
0232512
TV, ,P, =| 0267488
-0,000651

0,001302

| -0.000651

0232512 0232512
0,291363 0243614
0243614 0,291363
0232512 0232511

-0,000682  0,001984

~0.001302 —-0,001302
0.001984 —-0,000682

0267488 | —4.165213
|

0232512 | —4.364130

02325111 12.694688

0,267489 1 —4.165345

————e————

~0.000651 ) 0,631134
0001302 | =0.310016
1

~0.000651 | -0.321117

0,000477
-0,000477
-0,000477

0,000477
-0,000018

0,000036

8.330405
~8.330465
~8.330479

8330539
-0.310016

0,620030
-0.310017

-0,000239]
0,000727
-0,000250
-0,000239 | -
-0,000018
-0,000018

0,000036 |

41652247
12.694610
—4.364160
~4165226

-0321117
-0.310017
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0,631134 |

de cuja diagonal retiram-se os numeros-redundancia r; e conforme a (8.5) obtém-se a

redundancia total r ou o nimero de graus de liberdade do problema:
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r, = 0267488

I'82

r,, = 0291363

Il

0,291363

f,, = 0,267489
f5,, =0,631134
I3y = 0,620030
I, = 0,631134

7
r=3 1 =3,000001

i=1

b) Obtengdo dos residuos padronizados w;:

Calculando a (8.8) obtém-se:

w,, =-1152134 wg,, = 0,490031
W,, =—1,254677 Ws,, =-0,016510
w,, =-0,937186 Wg,, =—0,473667

w,, =—1152134

¢) Resultado do teste:

Ho: nenhum erro grosseiro existe na observagio.

Rejeita-se Hy se |w;|> k.

Comparando os valores dos residuos padronizados do item b com os valores de k

do quadro (8.4), verifica-se que para nenhum dos niveis de significancia a hipotese Hy ¢

rejeitada.



157

9 CONCLUSOES E RECOMENDACOES

9.1 CONCLUSOES

a) O teste X* da forma quadratica do erro de fechamento é um teste estatistico que

permite, antecipadamente, estimar com que nivel de significincia (o) a hipdtese

nula do teste X* da forma quadratica dos residuos, que compara as varidncias de
unidade de peso a priori e a posteriori, ndo sera rejeitada;

b) O ajustamento pelo método de variagdo de coordenadas fornece no proprio
processo do ajustamento a matriz das coordenadas ajustadas e o vetor dos
valores observados ajustados;

c) O ajustamento pelo método das equagdes de condigdo fornece, no proprio
processo do ajustamento, o vetor dos valores observados ajustados; ndo fornece
o vetor das coordenadas ajustadas o qual é obtido mediante as formulas do
transporte de azimute e de coordenadas. Também ndo fornece a matriz
varidncia-covaridncia das coordenadas ajustadas;

d) O ajustamento pelo método combinado é o caso mais geral que os dois
anteriores, fornece no proprio processo do ajustamento o vetor das
coordenadas ajustadas, o vetor dos valores observados ajustados e a matriz
varidncia-covariancia das coordenadas ajustadas. Este método, pela condigdo
necessaria n > r - u, permite relacionar as n observagdes e as u incognitas

ligadas por r equagGes com os p lados da poligonal;
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e) A estimativa da varidncia da area ndo € fornecida pelo ajustamento; ¢ calculada
mediante a aplicagdo da lei de propagacdo de covariancias, utilizando a férmula
geral para o calculo de area em fun¢do de coordenadas retangulares e a matriz
varidncia-covariancia das coordenadas ajustadas; e

f) Havendo necessidade de obter a variancia da area, faz-se menos calculos, se

utilizar o método variagdo de coordenadas ou 0 método combinado.

9.2 RECOMENDACOES

a) Dada a necessidade da precisdo relativa entre os pontos de uma poligonal, o
estudo do plano topografico deve ser retomado;

b) A utilizagdo do teste x> da forma quadratica do erro de fechamento antes do
ajustamento;

¢) Considerar ajustada uma poligonal somente quando o vetor dos residuos esteja
estabilizado, fixado um certo numero de decimais;

d) A aplicagdo do teste data snooping as poligonais; e

e) O estudo de outras formulas substitutivas as de Puissant para facilitar o calculo

da matriz B.



159

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

ABNT. NBR 13133-Execugiio de levantamento topogrifico: procedimento. Rio de
Janeiro, maio 1994.

ACKERMANN, F. Zuverlassigkeit photogrammetrischer Blocke. Zeitschrift fiir
Vermessungswesen. 106. Jahrgang, Heft 8, Seite 401-411 Aug 1981.
Reliability and gross error detection in photogrammetric blocks. Deutsche
Geoditische Kommission bei der Bayerischen Akademie der Wissenschaften,
Miinchen, Reihe B: Angewandte Geodisie, Heft 258/V, Seite 49-67, 1982,

ASHKENAZI, V., WUDDAH-MARTEY, E. E. L.; DODSON, A. H. Rigorous
adjustment of an EDM traverse on a desk calculator. Survey Review, Tolworth,
Surrey, v. XXI, n. 165, p 325-334, July 1972.

BAARDA, W. A testing procedure for use in geodetic networks. Netherlands Geodetic
Commission, v.2,n. 5, 1968.

BERBERAN, A. Outlier detection and heterogeneous observations a simulation case
study. Australian Journal of Geodesy Photogrammetry and Surveying, n. 56, p.
49-61, June 1992.

Muiltiple outlier detection. A real case study. Survey Review, Tolworth, Surrey, v.
33, n. 255, p. 41-49, Jan. 1995.

BIRD, R.G. Least squares adjustment of a traverse. Survey Review, Tolworth, Surrey, v.
XX, n. 155, p. 218-230, Jan. 1970.

BLACHUT, T. J., CHRZANOWSKI, A.; SAASTAMOINEN, J. H. Urban surveying
and mapping. New York: Spring-Verlag, 1979.

BLAHA, G. Etude sur I’exactitude des polygonales réguliéres en fonction de la précision
des observations. The Canadian Surveyor. Le Géométre Canadien, Ottawa, v. 27,
n. 1, p. 10-22, mars 1973.

BOMFORD, G. Geodesy. 4.ed., Oxford University Press, 1983.

BRANDSTATTER, G. Polygonzugartige Mehrfachpunktbestimmung mit Winkeln und
Quasistrecken. Zeitschrift fiir Vermessungswesen. 112. Jahrgang, Heft 10, Seite
515-525, Okt. 1987.

CICCONETTL, G. Trattato di geodesia e topografia. Tomo I. Milano: Francesco
Vallardi, 1938.



160

DEREN, L.; YIONGQIAN, Z. Optimization and design of geodetic networks in
consideration of accuracy and reliability. Allgemeine Vermessungs-Nachrichten, v.
8, n. International Edition 91, p. 27-33, June 1991.

EL-HAKIM, S. F. A pratical study of gross-error detection in bundle adjustment. 7he
Canadian Surveyor.Le Géométre Canadien, Ottawa, v.35, n. 4, p. 373-386, Dec.
1981.

Data snooping with weighted observations. International Society for
Photogrammetry and Remote Sensing - Comission III - International Archives
of Photogrammetry, v. 24 - IIL. Proceedings of the Symposium Mathematical
Models, Accuracy Aspects and Quality Control. Heilsinki University of
Technology, Otaniemi, Finland, p. 126-133, June 7-11, 1982.

FAIG, W. Advanced Surveying I. New Brunswick Fredericton N.B. Canada, July
1972. Lecture notes n. 26 - Department of Surveying Engineering, University of
New Brunswick.

FORSTNER, W. The theoretical reliability of photogrammetric coordinates. XIV
Congress of the International Society for Photogrammetry Hamburg, 1980,
Commission III, v. XXIII, Tomo B3, p. 223-235.

GEMAEL, C. Geodésia elementar. Curitiba: DAED, 1959.
Introdugiio a geodésia geométrica: 1* parte. Curitiba: Universidade Federal do
Parana, 1987.
. Introdugiio a geodésia geométrica: 2* parte. Curitiba: Universidade Federal do
Parana, 1988.
. Introdugdo ao ajustamento de observacgdes: aplicacGes geodésicas. 1 ed.
Curitiba: Universidade Federal do Parana, 1994.

HELENE, O. A. M.; VANIN, V. R. Tratamento estatistico de dados em fisica
experimental. 2.ed. Sdo Paulo: Edgard Bliicher, 1991.

IBGE. Departamento de Geodésia. Especificagdes € normas gerais para
levantamentos geodésicos: coletinea de normas vigentes. Rio de Janeiro, 1996.

JONES, P. B. The notion of a permissible misclosure in traversing. The Australian
Surveyor, Sydney, v. 23, n. 3, p. 184-207, Sept.1970.

JORDAN, W. Tratado general de topografia. 9.ed., tomo I. Barcelona: Editorial
Gustavo Gili, 1944.

KILPELA, E.; HEIKKILA, J.; INKILA, K. Some results of gross error detection tests in
relative orientation and scale transfer. International Society for Photogrammetry
and Remote Sensing -Comission III - International Archives of
Photogrammetry, v. 24 - III. Proceedings of the Symposium Mathematical
Models, Accuracy Aspects and Quality Control. Heilsinki University of
Technology, Otaniemi, Finland, p. 9-11, June 7-11, 1982.



161

KRAKIWSKY, E. J. ; THOMPSON, D. B. Mathematical models for horizontal
geodetic networks. New Brunswick, Fredericton, New Brunswick, Canada, Apr.

1978. Lecture notes n. 48 - Department of Surveying Engineering, University of
New Brunswick.

MARQUES, J. M. O método da anilise de componentes principais na detecgiio e
identificacdo de outliers multiplos em fototriangulag¢io Curitiba, 1994. Tese
(Doutorado em Ciéncias Geodésicas) - Departamento de Geociéncias, Universidade
Federal do Parana.

MIKHAIL, E. M.; GRACIE, G. Analysis and adjustment of survey measurements.
New York: Van Nostrand Reinhold, 1981.

MINISTERIO DO EXERCITO. Estado Maior do Exército. Poligonaciio eletronica. 1.
ed., 1976a.
. Triangulacio e trilateracdo geodésicas. 1.ed., 1976b.
. Nivelamento trigonométrico. 1. ed., 1975.

MITISHITA, E. A. Deteccio de erros grosseiros nas aerotriangulacdes. Curitiba,
1986. Dissertagio (Mestrado em Ciéncias Geodésicas) - Departamento de
Geociéncias, Universidade Federal do Parana.

MONICO, J. F. G. Ajustamento de poligonais geodésicas pelos métodos paramétrico e
correlatos: anélise da MVC dos parimetros. Anais do XIV Congresso Brasileiro
de Cartografia, Gramado, v. 1, p. 219-222, 1989.

PAPO, H.; PELED, A. Adjustment of a traverse network. Survey Review, Tolworth,
Surrey, v. XXIV, n. 184, p. 82-92, Apr. 1977.

PAPO, H. B, PERLMUTTER, A Rigorous adjustment of a traverse network.
Manuscripta Geodaetica, Berlin, v. 2, n. 2, p. 175-193, Feb. 1977.

SCHENK, T. Zur strengen Ausgleichung von Polygonnetzen. Zeitschrift fiir
Vermessungswesen. 100. Jahrgang, Heft2, Seite 53-62, Feb. 1975.

SHEPHERD, F. A. Advanced engineering surveying: problems and solutions. First
Published. East Kilbride, Scotland: Edward Amold, 1981.

SURACE, L. Analisi delle precisioni della rete geodetica fondamentale nel sistema IGM
83. Bolletino di Geodesia e Scienze Affini, Firenze, n. 2, Anno LIV, p. 177-208,
apr./giug. 1995,

TESKEY, W. F.; GRUENDIG, L. Improving the quality of traverses. The Canadian
Surveyor. Le Géométre Canadien, Ottawa, v. 39, n. 3, p. 211-222, Autumn 1985.
: MACLEOD, J. W. Application of statistical testing to cadastral survey traverses.
CISM Journal ACSGC, Ottawa, v. 42, n. 1, p. 17-21, spring/printemps 1988.

TORGE, W. Geodesy. Berlin, New York: de Gruyter, 1980.



162

VANICEK, P. Physical Geodesy II. New Brunswick Fredericton N.B. Canada, Aug.
1975. Lecture notes n. 41 - Department of Surveying Engineering, University of
New Brunswick.

; KRAKIWSKY, E. J. Geodesy: the concepts. 2.ed., North Holland Publishing,
1986.

VUOLO, J. H. Fundamentos da teoria de erros. S3o Paulo: Edgard Bliicher, 1992.

WOLF, P. R. Horizontal position adjustment. Surveying and mapping, Washington, v.
XXIX, n. 4, p. 635-644, Dec. 1969.

ZAKATOV, P.S. Curso de geodesia superior. Moscou: editorial Mir, 1981.



