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Resumo

Apresenta-se um estudo da existéncia de solugoes e das condigoes de otima-
lidade de primeira e segunda ordem, para problemas com um e com varios
objetivos. Neste estudo, a convexidade desempenha um papel muito im-
portante. Nosso objetivo foi estender os conceitos de convexidade para tais
problemas, nos quais as fungoes envolvidas sao diferenciaveis. Definimos
os conceitos de pontos estacionarios e de condicoes de Kuhn-Tucker para
problemas mono-objetivos e os seus analogos para os problemas multiob-
jetivos. Neste ambito, os Teoremas da Alternativa foram largamente em-
pregados. Introduzir-se-ao conceitos de invexidade, nos quais, os problemas
KT-invexos e KT-pseudoinvexos foram a chave para garantir a suficiéncia
destas condigoes.

Palavras-chave: Condicoes de Otimalidade; otimizacao mono e multiob-
jetivos; fungoes convexas generalizadas, KT-invexidade.
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Abstract

In this work we study the existence of the solutions and the first- and second-
order optimality conditions (ou first and second order optimality conditions)
for scalar and vector optimization problems. In this study, the plays a very
important role. The main aspect of this work was to extend the concepts of
convexity for such optimization problems, where the functions are differenti-
able. We define concepts of stationary points and Kuhn-Tucker conditions
for mono-objective problems and for their analogues multi-objective pro-
blems. In this context, Theorems of Alternative have been widely used.
Invexity concepts have been used, in which the problems KT-invexos and
KT-pseudoinvexos was key to ensure the sufficiency of these conditions.

Keywords:Optimality Conditions; scalar and vector (ou mono-objective
and multi-objective) optimization problems; generalized convexity, KT-
invexity.
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Capitulo 1

Introducao

Diariamente encontramos situagoes que nos levam a tomada de decisoes. Esse
tipo de problema surge por exemplo, nas areas da Engenharia, Economia, Administracao,
etc. Inicialmente, restrito a problemas que envolvem um tunico objetivo, os modelos de
otimizagao e suas técnicas visam minimizar (ou maximizar) uma fun¢ao (nem sempre li-
near), denominada funcdo objetivo, de vérias varidveis escolhidas dentro de alguma regiao
admissivel (factivel), que é definida pelas restri¢oes impostas as varidveis do problema.

Esses problemas que buscam calcular o ponto étimo (de minimo ou maximo)
de alguma funcao objetivo, sujeita ou nao a restrigoes, sao chamados problemas de pro-
gramagao matematica.

No sentido de contemplar situagoes mais realistas, os problemas de programacao
matematica evoluiram para o estudo de varios objetivos, em geral conflitantes, que con-
correm para uma determinada solucao. Esses problemas de otimizacao com objetivos
multiplos, denotados problemas multiobjetivos, sao interessantes tanto do ponto de vista
tedrico quanto aplicado a problemas reais (para aplicagoes veja, por exemplo, [26] e ad-
mitem a seguinte formulagao:

minimizar f(z) = (fi(x),..., fp(z))
sujeito a v € D (1.1)

em que D C IR" é um conjunto nao vazio e f : R" — IR.

Conceitualmente, um ponto 6timo de é chamado eficiente, quando nao é
possivel melhorar nenhum objetivo sem piorar em algum outro. Essa nomenclatura é
devido a Pareto, um dos precursores neste campo da Otimizagao Multiobjetivo, que tratou
do tema em seu célebre trabalho ”Cours d’Econimie Politique” [30].

Em meados da década de 40 muitos trabalhos surgiram no campo da otimizacao
(auge da Pesquisa Operacional), os quais se destacam Charnes e Cooper, Gale, Kuhn
e Tucker e de Karlin. Entre 60 e 70 a literatura sobre este tema foi se sofisticando e
nocoes como eficiéncia fraca e eficiéncia propria surgiram. A grosso modo, um ponto
é fracamente eficiente se nao é possivel melhorar todos os objetivos simultaneamente e
propriamente eficiente se é solucao eficiente e se os quocientes entre ganho em um objetivo
e perda com respeito aos demais é limitada.

A partir disso, iniimeras publicacoes tém aparecido visando desenvolver critérios
que permitam decidir quando um ponto factivel é ou nao eficiente. Um dos métodos mais
classicos tenta relacionar o problema multiobjetivo com algum problema escalar especifico,
cuja teoria é bastante desenvolvida.



Introdugao 2

Nesse ambito, a convexidade desempenha um papel fundamental. Sob hipdteses
de convexidade as condicOes necessarias e suficientes de otimalidade sao trivialmente es-
tabelecidas, as quais garantem a existéncia de pontos 6timos (eficientes).

Desde a tultima década outras familias de funcoes mais gerais que as fungoes
convexas comecaram a surgir no intuito de generalizar o conceito de convexidade. Tais
funcoes sao conhecidas por fungoes convexas generalizadas. Entre elas, as funcoes invexas
introduzidas por Hanson [16] tem grande destaque, uma vez que esta classe de fungoes
tem a propriedade de que todo ponto é minimo global quando, e somente quando, for
estacionario. Além disso, para problemas definidos por restricoes de desigualdades, as
condicoes de Kuhn-Tucker sao suficientes para a otimalidade, quando as fungoes envolvi-
das no problema sao invexas. Além disso, Martin [4], introduziu uma classe de problemas,
denominados Kuhn-Tucker invexos (KT-invexos), que inclui a classe dos problemas inve-
x0s, a qual satisfaz a propriedade: o problema é KT-invexo quando, e somente quando,
todo ponto que satisfaz as condi¢oes de Kuhn-Tucker é minimo global. Contrapartidas
deste resultado para o problema vetorial foram estabelecidas em Osuna-Gomez et
al.[25] para solugoes fracamente eficientes.

Até agora, quando citamos as condigOes necessarias e suficientes de otimalidade
estavamos na verdade nos referindo as condi¢oes de otimalidade de primeira ordem. E
sabido que as condigoes de otimalidade de segunda ordem sao de suma importancia, ja
que elas nos auxiliam a eliminar candidatos nao 6timos em nossos problemas de pro-
gramacao matematica. As condicGes necessarias de segunda ordem sao utilizadas para
eliminar pontos estacionarios nao 6timos, e as suficientes de segunda ordem nos ajudam
a determinar quando um dado ponto é de fato minimizador.

Trabalhando com convexidade generalizada, a luz das condig¢oes de segunda or-
dem, Ginchev e Ivanov [27] fizeram para problemas com um objetivo um interessante
trabalho usando a noc¢ao de segunda ordem e de derivadas direcionais. Além disso, Iva-
nov [28] introduziu a no¢ado de KT-invexidade de segunda ordem e provou que um pro-
blema é KT-invexo de segunda ordem quando, e somente quando, todo ponto que satisfaz
condicoes necessarias de segunda ordem ¢ um minimizador global deste problema.

Visando estender os conceitos explorados por Ginchev e Ivanov [27, 28] aos pro-
blemas multiobjetivos, Santos, et al. [15] definem pontos de Kuhn-Tucker de segunda
ordem e deriva as condig¢oes necessarias de otimalidade de segunda ordem para problemas
multiobjetivos. Além disso, introduzem o conceito de KT-pseudoinvexidade de segunda
ordem cuja principal propriedade é: o problema multi-objetivo é KT-pseudoinvexo de
segunda ordem quando, e somente quando, todo ponto Kuhn-Tucker de segunda ordem
do problema é solucao fracamente eficiente.

Este trabalho divide-se em duas partes. A primeira, concentra-se no estudo de
problemas de programagao matematica com um objetivo. O intuito é estudar a existéncia
de solugoes para tais problemas e garantir as condigoes necessarias e suficientes de oti-
malidade. A segunda, trata dos problemas de programacao matematica multiobjetivos, e
uma andlise andloga a realizada na primeira parte é estudada.



Parte 1

Problema Mono-objetivo



Capitulo 2

Existéncia de Solucoes

Inicialmente, consideraremos o seguinte problema de otimizagao:

Minimizar f(z)

sujeito a x € D (2.1)

onde D C IR" é um conjunto nao vazio e f : IR" — IR.

Para este problema, a funcao f serd chamada funcgao objetivo e D é o conjunto
de restrigoes (também chamado conjunto viavel). Cada ponto x € D serd chamado ponto
factivel (ou ponto vidvel).

Os conceitos de solucao para o problema sao os seguintes:

e Um ponto factivel * € D é um minimizador (ou solugao) do problema (2.1]) se

f@®) < flx), Ve e D.

e Um ponto factivel z* € D é um minimizador local do problema ({2.1]) se existe uma
vizinhanca V' do ponto z* tal que

f(z*) < f(x),Yre DNV.

e O walor étimo do problema (2.1)), se define com v = inf,cp f(x).

A figura a seguir ilustra os conceitos de minimizador e de minimizador local.
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Figura 2.1: Caracterizacao de méaximos e minimos

Na primeira parte desta Dissertagao consideraremos o seguinte problema de oti-
mizagao:

Minimizar f(x)

. s i < ) = 17 T
sujeito a: gi(x) <0, mn (P)
xelU
onde f,g; : IR" — IR e U C IR" é um subconjunto aberto e nao vazio de IR".
Por simplicidade, definiremos I = {1,--- ,m}.
Denotaremos

X={zeU:g(x)<0,iel}

ao conjunto factivel. Note que, o problema (P) é um caso particular do problema ,
tomando-se D = X.
Cada fungao ¢; : IR" — IR é uma restricao (de desigualdade) do problema (P).
Para cada ponto factivel x € X, definiremos o conjunto

I(x) ={iel:gz)=0}

o qual é chamado conjunto dos indices das restrigoes ativas em .

O objetivo fundamental deste capitulo é estudar os resultados de existéncia de
solugbes para o problema (P). Antes porém, recordamos o muito conhecido Teorema de
Weirstrass, o qual estd muito relacionado a este tema:

Proposicao 2.1 [Teorema de Weierstrass] Suponha que D é um subconjunto compacto e
nao-vazio de IR" e que a funcdo f : IR" — IR € continua em D. Entao existem x1,x5 € D
tais que

f(wy) < f(x) < flaz), Vo € D.

Para demonstracao, veja [6].

Em particular, se f é continua e o conjunto factivel D é compacto e nao vazio,
entdo o problema (P) tem solugao.

Neste capitulo estudaremos alguns resultados de existéncia de solugoes para o
problema (P) com hipdteses mais fracas de continuidade (na fungao objetivo f) e de
compacidade do conjunto factivel X.

Para isto, iniciamos recordando as defini¢oes de semi-continuidade:



Definicao 2.2 Seja a funcao f: R"— R.
(1) Dizemos que f é semi-continua inferiormente (sci, por simplicidade)
em T € R", se para cada ¢ > 0 existe um r = r(e) > 0 tal que

f(x) > f(T) —e, Vo € B(T,7)

(onde B(T,r) denota a bola aberta de centro T e raio r). Se f for sci em cada x € R™
diremos simplesmente que f € semi-continua inferiormente.

(2) Dizemos que f é semi-continua superiormente (scs, por simplicidade)
em T se(—f) for sci em T. Similarmente, se f for scs em cada © € R™ diremos sim-
plesmente que f € semi-continua superiormente.

Note que a nocao de semi-continuidade é mais fraca que a de continuidade. Se f é
continua em 7, entao f é sci e scs em Z. O exemplo a seguir mostra que semi-continuidade
inferior nao implica continuidade.

Exemplo 2.3 Seja a funcao f : IR — IR definida por:

Fz) = { 22, sex <1 (2.2)

—22% +4x, sex > 1.

Temos que f € semi-continua inferior em x = 1, entretanto, pelo grdfico (Figura 2.2)
abairo, podemos observar que o limite lateral inferior tende a 1 e o superior a 2, logo f
nao € continua em xr = 1.

Figura 2.2: Fungao semi-continua inferior

A seguinte proposi¢ao nos da uma caracterizacao alternativa de semi-continuidade:

Proposicao 2.4 Uma funcio f : R"— R ¢é sci em T € R" se, e somente se, para toda
sequencia (z¥) convergente a T, tem-se

f(@) < liminf f(z*). (2.3)

k—o00
Demonstracao. Seja f uma funcgao sci em T e considere uma sequencia (xk), com zF — 7.
Tome € > 0 arbitrério. Sendo f sci em Z, existe uma bola aberta B(Z,r), tal que f(z) >
f(T) —¢,Vz € B(z,r). Como 2¥ — T, existe um ng € N tal que z* € B(T,r),Vk > ng.
Em particular, f(2*) > f(Z) — &, Vk > ng. Em particular,
liminf f(z*) > f(Z) — ¢

k—00



e, sendo € > 0 arbitrério, hgn inf f(2*) > (7).
— 00

Para demonstragao da reciproca, suponha por contradi¢cao que ¢é valido para
cada sequéncia ¥ — 7 e que f ndo é sci em 7. Entao, existe um ¢ > 0, tal que, para cada
r > 0, existe um z € B(7,r) tal que f(z) < f(T) —&’. Assim sendo, existe uma sequéncia
2F 7 tal que f(2*) < f(Z) — €/, Vk € N. Da hipétese feita,

(@) < liminf f(=") < f(7) - &

o que é absurdo. 0
Sejam f : R"— R uma fun¢ao dada e o € R.
Se define o conjunto de nivel,

Sa(f) ={z € R": f(z) < a}.

Figura 2.3: Conjunto de Niveis

Observe os itens (a) e (b) da Figura 2.3. Em (a) estd ilustrado o gréfico das
curvas de nivel da funcao representada em (b), onde os planos cortantes estao represen-
tados em azul claro. Note que curvas de nivel muito espagadas significa que o grafico
cresce lentamente; duas curvas de nivel muito préximas significa que o gréafico cresce
abruptamente.

O seguinte resultado nos da uma caracterizacao de sci em termos dos conjuntos
de nivel.

Proposicao 2.5 Uma fungio f : R"— R € sci se, e somente, se So(f) € fechado, para
cada o € R.

Demonstragao. Sejam f uma fungao sci e o € R. Mostraremos que o conjunto S,(f)
é fechado. Para isto, provaremos que seu complementar, [S,(f)]¢ é aberto. Tome T
[Sa(f)]¢, entao, f(T) > « e, para cada € > 0, existe uma bola B(Z,r), tal que, f(x)
f(@)—e,Yx € B(T,r). Entdo, f(z) > a—¢c e, como € > 0 é arbitrario, temos que f(x) >
para cada x € B(T,r). Ou seja, [S,(f)]¢ é aberto.

Agora, demonstramos a reciproca. Suponha que o conjunto [S,(f)]¢ é aberto,
para todo o € R. Fixe T € IR" e € > 0. Como f(Z) > f(T) — ¢, entdo T € [S4,(f)]¢, onde

€
>
«Q



ap = f(T)—e. Assim, existe r > 0 tal que B(T,r) C [Sa,(f)] isto é, f(x) > f(T)—e,Vx €
B(%,r) ou, equivalentemente, f é sci em T. 0

A seguinte proposicao nos fornece condigoes suficientes para que o conjunto
factivel de (P) seja fechado.

Corolario 2.6 Seja U C R™ um conjunto fechado. Se as restrigoes g;,;1 € I, sao sci,
entio X ={z € U : g/(x) <0,i € I} € fechado.

Demonstracao. Se g; sao sci, entao pela Proposicao , o conjunto Sp(g;) sado fechados.

Mas, podemos escrever
m

X=Un (ﬂ So(gi))v
i=1
ou seja, X é intersecao de m + 1 fechados e, portanto, X é fechado. 0O
Um conceito necessario nesta discussao é o de fungao coerciva:

Definicao 2.7 Sejam f: R"— R uma func¢do dada e X C R"™ um subconjunto nao vazio.
Diremos que f € coerciva sobre X se para toda sequéncia (x*) C X, tal que ||2*|| — oo,
tem-se f(z*) — +oo.

Figura 2.4: Fungao coerciva [§]
A Figura 2.4 ilustra que f : IR — IR dada por f(z) = 2* — 22 é coerciva.

Proposigao 2.8 Sejam f : R"—= R e X C R" um subconjunto nao vazio. Entao [ €
coerciva sobre X se, e somente se, o conjunto

Sa(f; X) ={r e X : f(z) < o}
¢ limitado, para todo o € R.

Demonstracao. Inicialmente, suponha que f é coerciva e, por contradicao, suponha que
exista um o' € R tal que o conjunto S,/ (f, X) é ilimitado. Entdo, existe uma sequéncia
(zF) € X tal que ||z¥]] — oo e f(2¥) < o, para cada k, que contradiz o fato de f ser
coerciva.

Agora, demonstramos a reciproca. Tome (z¥) C X uma sequéncia tal que ||z*|| —
00, e suponha que os conjuntos S, (f, X) s@o limitados, Vao € R. Entao, para cada n € N
fixado, existe um indice k(n) tal que 2% & Sy (f, X),Vk > k(n). Como 2* ¢ Sy (f, X)
entdao f(z*) > k(n),Vk > k(n) e, portanto, f(z*) — +o00. Logo, f é coerciva. 0



Corolario 2.9 Suponha que no problema (P), pelo menos uma das restri¢oes g;,i € I é
coerciva. Entdo, o conjunto factivel X € limitado.

Demonstracao. Suponha que existe um indice i € I tal que g;, é coerciva. Entao, pela

Proposi¢ao anterior, o conjunto de nivel Sy(g;,) = {x € R" : ¢;,(z) < 0} é limitado. Com

maior razao, X C Sy(g;,) também ¢é limitado. 0
Outro conceito que necessitaremos é o de solucao 6tima com tolerancia:

Defini¢ao 2.10 Sejam ¢ > 0 dado e v(P) o valor détimo do problema (P). Definimos o
conjunto R
R ={reX: f2) <o(P)+2)

ao qual chamaremos conjunto das solugoes otimas de (P) com tolerdncia c.
Observe que, em particular, o conjunto )?(0) ={reX: f(zr) <v(P)}.

Exemplo 2.11 No caso da figura abaizo, X(g) = {z e R" : 2% < e}, cuja fungio é
f(@) = 22

iy

] NG

Figura 2.5: Valor 6timo com tolerancia ¢

O préximo teorema apresenta um resultado de existéncia de solugoes, relaxando-se
a hipétese de compacidade do conjunto factivel. Para demonstrar tal fato, necessitaremos
do seguinte resultado:

Proposicao 2.12 Se f € sci e X € um conjunto fechado, entao os conjuntos )/(\'(5) 5a0
fechados, para cada ¢ > 0.

Demonstra¢ao. Tome € > 0. Se v(P) = —oo, entao )A((e) = @, logo ¢é limitado. Agora,
suponhamos que v(P) é finito. Como f é sci, pela Proposigao , o conjunto {z € R" :
f(z) <wv(P)+ e} é fechado. Além disso, por hipdtese, X também é fechado. Portanto, o
conjunto

X(@E)=Xn{zeR": f(z) <v(P)+e}

é fechado. O
Finalmente, estabeleceremos os principais resultados desta Secao.



10

Teorema 2.13 No problema (P), suponha que o conjunto X é compacto e nao vazio e que
a fungao objetivo f € sci. Entdo o conjunto X (0) das solugoes dtimas de (P) é compacto
€ nao Vazio.

Demonstragdo. A demonstragao se dard em duas partes. Na primeira delas, verificaremos
que X (0) é nao-vazio e, na segunda, que é compacto.

Seja 8 = v(P) o valor 6timo do problema (P), entdo existe uma sequéncia (2*) C
X tal que 8 = kh_)rglo f(z*) e, se a > 3, existe k € N tal que

b e{reX: flz) <a}=5S.(f X)Vk>k

Sendo X limitado, o conjunto S,(f, X) também é limitado. Assim sendo, a

N ,oqe - . N ’ 1 k' —o0 _
sequéncia (z*) é limitada e portanto, admite uma subsequéncia (z*') tal que z*¥ — 7.

Como 2¥ € S,(f, X),Vk' > k e Su(f, X) é fechado, entdo T € S,(f, X). Considere a
sequéncia (f(z*)). E claro que f(z*) g B, e sendo f uma fungao sci,
f(@) <lim inf f(z¥)= lim f(z*)=p.
k' —o00 k! —o00

Por outro lado, como T € X, temos que < f(Z) e portanto, f(Z) = v(P), ou
seja, T € )A((O)

Agora, verifiquemos que o conjunto X (0) é compacto. Sendo f sci e X fechado,
entao, pela Proposicao o conjunto )A((O) ¢é fechado. Além disto, )A((O) C X e, por
hipétese, X 6 limitado. Logo, X (0) ¢é limitado. Portanto X (0) é compacto. 0

Observacao 1 O Teorema fornece um resultado de existéncia de solucoes para o
problema (P) com hipdteses relaxadas de continuidade na fungdo objetivo f. (Compare

com a Proposicao .

O proximo resultado estabelece que, sob hipGteses de coercividade da fungao
objetivo, os conjuntos X (¢) sao limitados.

Proposicao 2.14 Seja f uma fungao coerciva sobre o conjunto factivel X. Entdo, para
cada € > 0, os conjuntos X (€) sao limitados.

Demonstragao. Tome € > 0. Se v(P) = —oo, entao )/(\'(5) = () e, portanto, limitado.
Suponhamos, que v(P) é finito. Se f é coerciva sobre X, entao pela Proposigao (2.8)) o
conjunto Sy(py+<(f, X) = X(e) é limitado. 0O

O teorema que se segue apresenta outro resultado de existéncia de solucoes,
relaxando-se a hipotese de compacidade do conjunto factivel.

Teorema 2.15 Suponha que X € fechado, nao vazio e que a fungdo f € sci. Se f é
coerciva, entao X (0) é compacto e ndo-vazio.

Demonstragdo. Seja 3 = v(P) o valor étimo de (P). Entao existe uma sequéncia (z*) C X
tal que = klim f(x*). Primeiro vamos demonstrar que X (0) é nao-vazio. Seja a > f3,
—00

entdo existe k € N tal que

¥ e So(f, X)={x e X : f(z) <a},Vk>k.
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Segue da Proposicao que o conjunto S, (f, X) é limitado e, existe uma subsequéncia
(z*) de (2*) tal que z* "23° . Como X 6 fechado, temos T € X. Considere a sequéncia

(f(z*)). Temos que 3 = Jlim f(z*) e como f é sci,

f(@) <lim inf f(a*) = p.
k'—o0
Como T € X, temos que < f(T), ou seja = f(T). Logo, T € )A((())
Provaremos agora a compacidade de X (0). Como X fechado e f sci, segue da
Proposicao 1' que X (0) é fechado. Sendo f coerciva, entao pela Proposigéom X(0)
¢ limitado. 0O

Exemplo 2.16 [13/ Dados uma regiao convera fechada nao-vazia C° C R™ e um ponto
T € IR", aplicaremos os teoremas vistos anteriormente sobre o estudo da existéncia e
caracterizacdo dos pontos em C que minimizam, sobre C, uma certa distancia euclideana
ao ponto T, isto €, o estudo do problema:

Minimizar ||z — 7|,

(Q)

sugeito a: x € C
1
onde ||lyllo = (y"Qy)?, Q € uma matriz (n x n) simétrica definida positiva (em particular,
se Q=I, I a matriz identidade de ordem n, entdo temos a distancia euclideana habitual).
Mais precisamente, estudaremos o problema equivalente, com fung¢ao objetivo di-
ferencidvel:

.. . 1 —n2
Minimizar 5 ||z — Z|;,

sugeito a: x € C

Q)

A fungao objetivo f(x) de (Q) é continua. Mostraremos que f(x) é coerciva:
Como Q € definida positiva, entdo a sequinte relacdo € vdlida para todo x € IR"™

2TQx > al|z|?, coma >0
Logo,
1 _ _
(@) [lz] < llzllg < llz =Zlq + 17l (2:4)

onde a > 0 e ||z|| = +o0, por hipdtese. Entdio, por , |z =2, = +o00. Como

f(z) = 1|z —f“é, temos que f(x) — 4o00. Portanto f(x) € coerciva e, pelo Teorema

concluimos que o problema (Q)) admite solugoes dtimas.



Capitulo 3

Condicoes necessarias de otimalidade

Neste Capitulo, consideraremos as condigoes que devem ser satisfeitas para que
um ponto factivel do problema (P) seja 6timo. Serao consideradas condigoes de 1¢. ordem
(i.e., condigoes que envolvem as derivadas de 1*. ordem) e também de segunda ordem
(i.e., condigoes que envolvem as derivadas segundas).

3.1 Condicoes de primeira ordem

Iniciamos com uma caracterizagao geométrica de otimalidade local para o pro-
blema (P):

Proposicao 3.1 Suponha que as funcgoes f,g;, © € 1, sao diferencidveis. Se z* € X é um
minimizador local de (P), entdo o sistema

VT f(z*)d <0

VTgi(x*)d < 0,i € I(x*) (3.1)

nao admite solugao d € R".

Demonstragao. Seja z* € X um minimizador local de (P). Suponhamos por contradigao
que exista uma direcao d € R™ que resolve o Sistema 1} Como z* € U e U é aberto,
entao existe um Jdy > 0 tal que z* + td € U, para todo t € (0,dp). Além disso, para cada
i € I(z*) fixado, temos

0> V7g(z*)d = lim 2 (2" +td) = gi(=")

t—0t t

Logo, para cada i € I(z*) existe §; > 0 tal que

-~ -~

gi(z* + td) — g;(x*) = g;(x* + td) < 0,Vt € (0,6;).

Por outro lado, para i € I\ I(z*) temos que g;(z*) < 0 e como as fungdes g; sdo continuas,
existe d; > 0 tal que

~

gi(z* +td) < 0,Vt € (0,5;).

Definindo-se 6 = min{dg, - - , 0}, temos que x* + td € X, para todo t € (0, A). Por outro
lado, temos

t—0t t

12
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e portanto, existe &' > 0 tal que f(z* + t(?) < f(x*),vt € (0,9).

Defina § = min{é,d'}. Para cada ¢ € (0,4), obtemos os pontos da forma z* + td.
que sao factiveis para (P) e f(z* —i—tc/l\) < f(z*), contrariando a otimalidade local de z*.

Utilizando-se um Teorema de Alternativa, podemos converter a condi¢ao geométrica
de otimalidade dada na proposicao anterior em uma regra de multiplicadores.

Adotaremos a seguinte notacao: Para z,y € R", escreveremos

< Yy &= <y,it=1,---,n
é yﬁxigyiv7i:17”'7n
< y<= rSyer#y.

Observacao 2 Recordemos que:
(i) Um conjunto D C IR" é chamado conjunto convexo se para quaisquer

re€DyeDeacl01] tem-se que ax + (1 — )y € D.

OND,

Figura 3.1: (a) Conjunto convexo (b) Conjunto ndo convexo

(ii) Seja D C IR"™ um conjunto convero. Dizemos que a fun¢io f : D — IR €
convexa em D quando para quaisquer v,y € D et € |0, 1], tem-se que

fA=tr+ty) s 1-1)f(z) +1f(y)

fly)

(1-f@)+1f()
J(~t)z-+ty)

()
r (I-tz+ty Yy

Figura 3.2: Funcao convexa

Pode-se provar: se f : D — R é uma funcao convexa e continuamente dife-
renciavel em D, convexo, entao Va,y € D

f@)+ VI f(@)(y—=) < fy).

Para maiores detalhes, veja [I].
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Lema 3.2 [Teorema de Gordan Generalizado] Sejam D C IR"™ um conjunto convexo e
f:D — IR?, uma funcdao convexa definida em D. Temos que:

(i) Nao eziste x € D tal que:
f]<l’) < O, \V/] eJ

se, e somente se

(ii) Ewistem m escalares nao-negativos pj, j € J , ndo todos nulos, tais que:
p
> _wifi(x) 20, Yo € D
j=1

em que J ={1,...,p}.

Demonstragao. (i) = (i). Suponha por contradigdo que (ii) ocorre, entretanto existe
T € D tal que:

Como (ii) é valido por hipdtese, temos que:

p
> wifi(x) 20, Ve e D
=1

f1; = 0 (3.3)
i, > 0, para algum jo € J.

Assim, de (3.2) e (3.3]) concluimos que

> wifi@) 4 piofio(T) <0

J=L3j#jo

o que é um absurdo. Portanto, (i7) = (1).
Na sequéncia abaixo, mostraremos que (i) = (7).

e Scjap={y e R™: f(zx) =y, (i. &, fj(x) Zvy;, j€J), para algum x € D}, de modo
que o conjunto ¢ seja nao vazio e convexo.

e Seja o conjunto convexo K = {y € R™ :y; < 0,5 € J}. Ou seja, o ortante negativo
do IR™.

e Mostremos que K N¢ = (). Suponha que exista y € K N ¢. Entao, existe T € D tal
que f;(7) <y <0, Vj € J, o que impossivel por (i).

e Agora, dado que K é convexo, ¢ é convexo e KN¢ = (), podemos aplicar o Teorema
da Separagao, (para maiores detalhes, veja [22]), o qual garante a existéncia de

h e R™ (h#0) e a € IR, tais que:

h-yZa=h-z, Yy € ¢ eVze K,onde h.y é o produto interno usual
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e Mostremos que h = 0. Suponha por contradicdo que existe j, € J tal que hj, < 0.
Defina z(p) € K (com p € R_), como:

1 . .
—, S€J %]O
zi(p) = { p o
P, €7 =1Jo
entao, de

h-z=a(aeR),Vze K
z(p) € K, Vpe R_
hy, <0

concluimos que 0 < p- h;, < a, Vp < 0 onde @ € IR. O que é impossivel. Logo,
h 2 0.

e Por um raciocinio similar, temos que o 2 0. Assim, definindo p; = h;, j € J, temos
o resultado.

Em particular, temos o conhecido Teorema de Gordan:

Coroldrio 3.3 [Teorema de Gordan] Se {a;}", é um conjunto dado de p vetores no R",
entao:

(i) Nao existe v € R" tal que:

a; - <0, VjeJ
(3.4)

se, e somente se,

(ii) Ewiste m escalares nao negativos, i, j € J, nao todos nulos, tais que:

m

Zuj‘aj:()

Jj=1

Aplicando o Teorema de Gordan ao sistema de desigualdade (3.1)) obtemos o
Teorema de Fritz-John.

Teorema 3.4 [Fritz-John] Seja x* € X um minimizador local de (P). Suponha que as
fungaées f,g; (i € I(z*)) sao diferencidveis e que as fungoes g; (i € I\I(x*)) sao continuas.
Entao, existem escalares \g, \; € R, i € I, nao todos nulos, tais que,

AV () + ) AiVg(z*) =0 (3.5)
el
Aoy N 20, i€l (3.6)
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Demonstragao. Seja x* uma solucao local de (P). Pela Proposigao o Sistema ({3.1]) nao
possui solugao d € R". Entao, aplicando o Teorema de Gordan (Corolério ao Sistema

(3.1, existem N=0,i€ {0} U I(2z*), ndo todos nulos e tais que

MV fa)d+ Y NVTgi(a*)d =0,Yd € R
i€l(x*)

isto é,
MV f(z") + Z AiVgi(xz*) = 0.
€l(x*)
Assim, basta definir:
' 0, iel\I(x*).
|

Podemos observar que no Teorema |3.4, nao existe a garantia de que o multiplica-
dor associado a funcao objetivo Ay seja nao nulo. Dessa forma, se este multiplicador for
zero, perdemos as informacgoes contidas na derivada da funcao objetivo. Para contornar
este inconveniente, inserimos nas hipéteses das condigoes necessarias, alguma condicao de
regularidade (ou qualificagao de restri¢ao).

Por simplicidade, admitiremos a seguinte qualificacao de restricao:

Defini¢ao 3.5 Diremos que o problema (P) satisfaz a qualificacdo de restricio (QR) em
x* se o conjunto {Vg;(x*)}icr+) for linearmente independente.

Se as hipéteses do Teorema de Fritz-John acrescentar a qualificacao de restrigao
(QR), o multiplicador Ay # 0.

Teorema 3.6 [Kuhn-Tucker] Suponha que x* € X € um minimizador local de (P), que
as funcgoes f,g; (1 € I(x*)) sao diferencidveis e que as fungoes g; (i € 1\ I(z*)) sdao
continuas. Além disto, suponha que as restricoes do problema (P) satisfazem a quali-
ficagdo de restricao (QR) no ponto x*. Entdo, existem p; € R, i € I tais que

V @)+ puVgi(a*) =0 (38)
el

P20, iel (3.9)

pigi(x*) =0, i e I. (3.10)

Demonstragao. Pelo Teorema (3.4)), existem multiplicadores Ao, A; (i € I) tais que se

verificam as equagoes (3.5))-(3.7). Se Ao = 0, por (3.5 terfamos >, ., A\;Vg;(z*) = 0, com

Ai = 0 e nao todos nulos, o que contraria a condicao (QR). Basta definir

by
i=tiel
W )\ol

e obtemos o resultado desejado. 0

Observacao 3 Observe que as condi¢oes de Kuhn-Tucker (Teorema podem ser ob-
tidas com qualificagoes de restri¢ao mais gerais que a condicio (QR). Para maiores de-
talhes, veja, por exemplo [24, [9, 3, [17, (18, [32, (23, [31)].
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Definicao 3.7 Um ponto x* € X factivel para (P) é dito ser um ponto Kuhn-Tucker
se existem u; € R, i € I, satisfazendo as Equagoes (@— )

Exemplo 3.8 Seja o sequinte problema:

Minimizar f(x)
gi(r)=0,i=1,--- 4 (M)

sujeito a: v eU C R

{gs(a) = 0}

\ = (0.0)
D

I() = {1,4}

{g(x) = 0}

-z " {ou(x) = 0}

Va(T)

Figura 3.3: Condicoes de Kuhn-Tucker

Na Figura (3.3), tracamos as quatro restrigées nos casos em que g;(x) = 0,1 =
1,---,4 com x € R% O conjunto das restricées ativas em T é dado por I1(T) = {1,4}.

Os gradientes V g;(x) sao naturalmente ortogonais as respectivas fungoes g;(x) no
ponto T, e apontam para a dire¢ao de mdximo crescimento de g;(x) a partir de T (onde
gi() = 0).

Se o ponto T é minimo local do problema diferencidvel (M), o Teorema de Kuhn-
Tucker (@ garante a existéncia dos multiplicadores py, g > 0, tais que,

V(@) = mVai(T) + pnaVga(T)

isto €, =V f(T) pode ser escrito como combinacao linear (com coeficientes positivos) dos
gradientes das restrigoes ativas em T.

3.2 Condicoes de segunda ordem

Nesta secao, obteremos as condigoes necessarias de otimalidade para o problema
(P) utilizando as informagoes das derivadas segundas das fung¢oes do problema. Ao longo
desta se¢ao, suporemos que as fungoes f, g; sao duas vezes diferenciavel.

Para isto, necessitaremos do conceito de direcao critica abaixo.

Definigao 3.9 Dizemos que o vetor d € R™ € uma dire¢io critica do problema (P) no
ponto z* € X se

VIf(z*)d <0

VTgi(z*)d <0,i € I(z*)

e denotaremos por D(x*) o conjunto de dire¢des criticas em x*.
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E do conhecido Teorema da Alternativa abaixo.

Lema 3.10 [Teorema de Motzkin] Sejam A,C e D matrizes dadas, com A # 0. Entao,
exatamente uma das sequintes condigoes deve ocorrer:

(I) O sistema
Az >0
Cr =20
Dx =0

tem uma solucgao x;
(IT) O sistema

ATy +CTyy + DTy; = 0
1 > 0,90 20

tem solugdo (y1,ya, y3)-
Para maiores detalhes e prova, veja [22].

Teorema 3.11 Seja x* € X um minimizador local de (P). Suponha que as fungoes f,g;
(1 € I(z*)) sao duas vezes continuamente diferencidveis e que as fungoes g; (i € INI(z*))
sao continuas. Entdo, para cada dire¢io critica d € D(x*), existem multiplicadores
Ao, Ai >0 (i € 1) tais que

MV + Y AVgi(a*) =0 (3.11)
1€l(z*)

MV f(z*)d =0 (3.13)

ANV gi(z*)d = 0,i € I(z*) (3.14)

d"(Vf(a)+ > ANVPgi(x"))d = 0. (3.15)
i€l (x*)

Além disto, se (QR) vale em x*, entao para todo d € D(z*), teremos Ao # 0.
Para facilitar a demonstragao, defina o seguinte conjunto:
Iy={ieI(z*): V'g(a*)d =0}

Observe que este conjunto de indices é equivalente as afirmagoes (3.12)) e ((3.14)).

Demonstracao. Seja d uma diregao critica fixa e arbitraria. Entao, o sistema

{ VT f(a*)z +d" (V2 f(z*))d < 0 (3.16)

VTgi(x*)z +d (V2g;(z*))d £ 0, i € I

nao tem solucao z € IR". Isto é equivalente a
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VT (%) + [dT (V2 f(a*))d]t < 0
VTgi(x*)z + [d"(Vgi(x*))d]t £ 0, i € Iy
—t <0,

o qual nao tem solugao z € IR", t € IR. Pelo Teorema de Motzkin (Lema [3.10)), existem
multiplicadores £, \g € R e \; € IR™ tais que

)\OVf —i—Z)\VgZ =

dT (V2 f (z* —i—ZAVZgl Nd—£=0
\(A0,5)>0A>0Afov2¢10

Como (Mg, &) > 0, temos que: A\g > 0e & 2 0,0u, \g =20e& > 0. E assim,
existem A\g € R e \; € R™ tais que
onf ) + Z AiVgi(z*) =

3.17
dT (V2 f( +Z>\V2gz )d >0 (3:17)

[ 2o =00 20,0 = 0.¥i ¢ Iy

ou,

)\OVf —I—Z)\ng

3.18
+Z)\ VggZ > ( )

L o >0\ =0, _OVZgéIO

Assuma que ([3.18)) ndo ocorre. Isto é equivalente a

)\OVf —i—Z)\VgZ

-

+Z)\ V2gi(2*))d — € =0 (3:19)

L Ao > 0620, >0)\ =0,Yi ¢ I

Logo, novamente pelo Teorema de Motzkin (Lema [3.10)), existem z,¢ = 0, satisfazendo

d' [V f(z*)z + V2 f(2*)]dt < 0
dT[(Vgi(x*)z + Vg (z*)]dt £ 0, Vi € Io.

Mas, como (3.16)) nao tem solucao, temos que t = 0. Por isso,

VIf(x*)z <0
VTgi(x*)2 20, Vi € Io.
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Por outro lado,

VTf(z*)d =0
VTg(x*)d =0, Vi € I

VT f(2*)d < 0
V7gi(x*)d < 0, Vi € I\ I

porque d é critica. Assim, vale que

VIf(z*)(d+ez) <0
VTgi(x*)(d+e2z) 20, Viel

para qualquer € > 0 suficientemente pequeno. O que contradiz (3.11f). E isto completa a
prova. U

Defini¢ao 3.12 Um ponto z* € X factivel para (P) que satisfaz as condi¢oes —
, com Ao # 0, para toda diregdao critica d € D(z*) é chamado ponto Kuhn-Tucker
de segunda ordem.

No proximo capitulo estabeleceremos condicoes adicionais para que pontos Kuhn-
Tucker e Kuhn-Tucker de segunda ordem sejam minimizadores locais.



Capitulo 4

Condicoes Suficientes de Otimalidade

Neste capitulo abordaremos critérios que garantem que as condi¢oes necessarias
vistas no capitulo anterior também sao suficientes para a otimalidade local. Tais resultados
serao obtidos para funcoes convexas e posteriormente generalizaremos a uma classe mais
ampla de fungoes.

E bastante conhecido que sob hipoteses de convexidade as condigoes de Kuhn-
Tucker sao suficientes para a otimalidade global.

Teorema 4.1 Seja T € X um ponto factivel de (P) e suponha que as funcgoes f,g; (i €
I(T)) sao continuamente diferencidveis e convexas. Se existe A\ € R" que satisfaz as
condigoes

V@) + D AVg(@) =0 (4.1)
el

Aiz0iel (4.2)

Xigi(T) =0, € 1, (4.3)

entdo T € uma solugdo étima global de (P).
Demonstracao. Dado x € X, temos que
g9i(r) = 0= g,(7),Vi € I(T)

e pela convexidade das g;, temos que

VI (@) —7) S 0.i € I(T), (1.4)
e de (4.4) e (4.1)) segue que
V(@) (r —7) Z)\Vng J(x —7) 2 0. (4.5)
iel

Mas, sendo f convexa, temos
V@) (y —7) = fly) - f(7), Yy € X. (4.6)

De (3) e (6), segue que
f(@) = fly),Vy € X,
ou seja, T é minimizador global de (P). 0
O objetivo central deste capitulo é estabelecer a suficiéncia das condigoes de
Kuhn-Tucker para uma classe mais ampla de funcoes.

21
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4.1 Funcoes invexas e suficiéncia das condicoes de
Kuhn-Tucker

A suficiéncia da condigoes de Kuhn-Tucker é verificada sob hipdteses de con-
vexidade, como observamos no inicio deste capitulo. Neste momento, surge um ques-
tionamento pertinente: existem classes de fungoes que generalizam a classe das fungoes
convexas e que, para tais fungoes, as condi¢oes de Kuhn-Tucker ainda resultam suficientes
para a otimalidade?

Hanson [16] foi um dos primeiros a dar contribuigoes significativas no intuito de
enfraquecer as hipdteses de convexidade na obtencao de condigoes suficientes de otima-
lidade. Ele introduziu o conceito de funcao invexa e demonstrou que - para problemas
irrestritos - uma funcgao é invexa se, e somente se, todos os seus pontos estacionarios sao
minimizadores globais. Além disso, sob hipdteses de invexidade se verifica a suficiéncia
das condigcoes de Kuhn-Tucker para a otimalidade global.

Inicialmente, trataremos o problema irrestrito

Minimizar f(x) .
" (P)
sujeito a: x € U
onde U C R™ é um subconjunto aberto e nao vazio de R" e f : R"— R é uma fungao
diferenciavel definida em U.
O conceito de funcao invexa é a generalizacao natural do conceito de funcao
convexa continuamente diferenciavel.

Definicao 4.2 Dizemos que uma funcao [ € invexa em T € U se, para cada x € U,
existe uma fungao n: U x U — R" tal que

f(x) = f(@) 2 VT f(@)n(e,T).
Se f for invexa em cada ponto de U, diremos simplesmente que f € invexa.

Observe que esta é a extensao natural do conceito de funcao convexa diferenciavel.
De fato, se f é convexa e continuamente diferenciavel, entdo f é invexa, com n(z,7) =
r—.

Note que é possivel “construir” fungoes invexas como a composta F' o ¢, onde
F :R — R é uma funcao convexa e ¢ : R"— R é uma funcao diferenciavel, com derivada
inversivel. De fato, se f = Fo¢ e x,y € R", temos:

fly) = fx) = F(o(y) — F(o(x))
F'(¢(x))[o(y) — ¢(x)]
F'(@)¢' (@) o(y) — o()]

Desta desigualdade, segue que f é invexa, com 7(y,x) = [¢'(z)] " [o(y) — ¢(x)].

1AV

Proposicao 4.3 Seja f: U C R"— R uma funcao diferencidvel. Entdao f € inveza se, e
somente se, seus pontos estaciondrios sio minimizadores globais de (P*).

Observacao 4 Lembremos que T € U é chamado ponto estaciondrio (ou critico) do
Problema (P*) se, Vf(z) = 0.
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Demonstra¢ao. Suponha que T € U é um ponto estacionario de f. Entdo Vf(Z) = 0. Da
definigao de invexidade, é imediato que f(x) > f(Z), para cada x € U.

Agora, suponha que todo ponto estaciondrio de f é um minimizador global de
(P*). Neste caso, basta definir:

n(z,z) =< ||[Vf@)]]? V (), se Vf(T)#0
0, se Vf(z)=0.
Por construgao, f(z) — f(z) = V! f(T)n(z,T), YV, T € U, isto é, f é invexa. -

Corolario 4.4 Se f nao tem pontos estaciondrios, entao f € invexa.

Observagao 5 Considere a func¢io f(xr) = 1 — exp(—2?). f nao é conveza (veja figura
abairo). Mas, neste caso f'(x) = 2xexp(—x?). Assim, seu tunico ponto estaciondrio é
x = 0. E este ponto é minimizador global. Concluimos pela Proposicao [{.5 que f ¢é
muexa.

Figura 4.1: Fungao invexa

Observacao 6 O Coroldrio[4.4] é interessante, pois estabelece um critério para determi-
narmos se uma funcao é invexa sem explicitarmos a fungao 7.

Observagao 7 Se para o problema (P) tivermos que T € X e as fungoes f,qg;, i € I(T)
sao todas invexas com respeito a uma mesma 1, entao as condigcoes de Kuhn-Tucker
(4-1)-{4-3) sio suficientes para que T € X seja um minimizador global de (P). (A prova
é andloga & prova do Teoremal{.1}, trocando-se o termo x — T por n(z,T).)

4.2 KT-invexidade e condicoes suficientes de primeira
ordem

O objetivo desta secao é definir o chamado problema KT-invexo. Esta classe de
problemas ¢é a mais ampla classe de problemas para os quais as condi¢oes de Kuhn-Tucker
sao necessarias e suficientes para a otimalidade global.

Antes de definirmos KT-invexidade, vamos demonstrar que se o problema (P) for
invexo (isto é, se todas as fungdes do problema forem invexas com respeito a uma mesma
n) vale a suficiéncia das condigoes de Kuhn-Tucker para a otimalidade global.
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Proposicao 4.5 Seja T € X é um ponto Kuhn-Tucker do problema (P) e suponha que as
funcoes f,g;, i € I sao inveras com respeito a uma mesma 1. Entdo T é um minimizador
global de (P).

Demonstragao. Seja T € U um ponto Kuhn-Tucker de (P). Por factibilidade,
9(T) =0
e das condigoes de Kuhn-Tucker, existe A € R™ tal que

V@) + \N'Vg(7)
A

0
0

v

de modo que a seguinte condigao vale: Se ¢;(Z) < 0 entao A; = 0.
Suponha que (P) é invexo, isto é, existe  : U x U — R™ tal que

flx) = f@) =z V' f@n(,7)
g9i(x) = gi(T) 2 V'g@n(x,7),i €1
e portanto,
flz) = f(T) vV @)z, ) +0

e, reordenando os termos

fl@)=f@) = V@) +NVg@)]n(e,z) + A\ g(T) — A g(2)
Ng(@) — Ng(x) = —A\"g(z) 2 0

e portanto,
f(z) 2 f(7)

para todo x € X e portanto T é minimizador global de (P). 0

Fazendo uma analise na demonstracao da proposicao acima, podemos destacar
trés importantes fatos, os quais nos conduzirao a um conceito de convexidade generalizada,
mais fraco que a invexidade e que, ainda, preserva a suficiéncia das condi¢oes de Kuhn-
Tucker para a otimalidade.

Primeiro, que podemos trocar z — T por n(z,T).

Depois, olhando para a definicao de invexidade é possivel substituir

f(x) = f@) 2 V' f(@)n(2,7), Vo, T €U
por
f(l’) - f(f) z VTf<f)77(Q3,T),VSL’,f € X.
E, por fim, é possivel substituir
gi(x) = gi(T) 2 V' gi(@)n(2,7),0 € 1
por
gi(x) — gi(T) 2 V' gi(T)n(2,7), 0 € I(T)

o que implica
gi(x) = V7 g(@)n(x,T),i € I(T),Ve € X,

Baseando-nos nestas observagoes propomos a seguinte modificagao (enfraquecimento) do
conceito de problema invexo:
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Defini¢ao 4.6 (Martin [4]) O problema (P) é chamado Kuhn-Tucker invexo (ou KT-
invexo, simplesmente) se existe uma fungao n: U x U — R™ tal que

fl@)=f@) = V'f(@)n(z,7)
—V'g(@m(z,T) =2 0,i€l(T)

para quaisquer x,T € X.

E imediato da definicao que todo problema invexo é KT-invexo. O seguinte
exemplo prova que a reciproca disto é falsa, em geral.

Exemplo 4.7 (Martin [{)]) Considere o problema
Minimizar f(x)
sujeito a: (Q)
r20,z€eR

onde suporemos que a funcao f € suave, com derivada positiva. Claramente, o unico
ponto Kuhn-Tucker é o minimizador global x = 0. Se o Problema (Q) for invexo entao f
serd convexa. De fato:

I
v 1V
I

flx) - [(@)
@

Por fim, enunciamos e demonstramos e resultado fundamental desta Secao.

Entretanto, (Q) é KT-invexo com n(x,T) =

Teorema 4.8 O problema (P) é KT-invezo se, e somente se, todo ponto Kuhn-Tucker é
minimizador global de (P).

Demonstragao. (=) E quase imediata da definicio de KT-invexidade e das observacoes
feitas apds a prova da Proposicao

(<) Suponha que todo ponto Kuhn-Tucker é minimizador global de (P) e con-
sidere o par de pontos factiveis z,7 € X. Se f(z) < f(T), entdo T nao é minimizador
global de (P) e, por hipdtese, nao é um ponto Kuhn-Tucker. Isto significa que nao existe
(Ao, Ai) 2 0,4 € I(T) com A\g > 0 e tal que

MV f(@ Z \iVgi(Z) = 0.
1€I(T)

Logo, pelo Teorema de Alternativa de Motzkin (Lema [3.10]) segue que existe um vetor
v € R", que depende de T tal que

Definindo-se:

temos que

e sei € I(T), temos VT g;(T)n(x ,E) §
Agora, suponha que f(x) = f(Z). Neste caso, definimos n(x,Z) = 0 e teremos

F(@) ~ F@ 2 VT F(@)n(e,7) o Vg@n(e, 7) = 0,i € 1(). m
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4.3 KT-invexidade de segunda ordem e condicoes su-
ficientes de segunda ordem

Nesta secao obteremos resultados semelhantes aos obtidos na secao anterior,
porém considerando as condigoes necessarias de segunda ordem para o problema (P). Ou
seja, vamos considerar uma noc¢ao de convexidade generalizada - chamada KT-invexidade
de segunda ordem - a qual verifica a propriedade: (P) é KT-invexo de segunda ordem se,
e somente se, todo ponto Kuhn-Tucker de segunda ordem de (P) é um minimizador global
de (P). Ao longo desta segao suporemos que o problema (P) ¢ de classe C?.

Defini¢ao 4.9 (Ivanov [28]) Dizemos que o problema (P) é KT-invexo de segunda
ordem se, e somente se, existem aplicacoes d : U x U — R", n: U xU — R" e
w:UxU — R tais que, para quaisquer ,T € X, d(x,T) é uma diregcdo critica em T,
w(z,7) >0e

f@) = f@) 2 VI f@)n(z,7) + w(@,7)[d" (2, 7)V*f(@)d(2, T)] (4.7)

V% (@)n(2,7) + w(z,7)[d (2, 7)V3gi(T)d(2,T)] £ 0,i € I(T). (4.8)

Observagao 8 Todo problema KT-invexo é KT-invero de sequnda ordem. Com efeito,
basta tomar d =0 e w = 0 na definicao de KT-invexidade de sequnda ordem.

Antes de apresentarmos um exemplo no qual mostramos que a reciproca da
afirmacao mencionada na Observacao 7 nao é verdadeira em geral, daremos uma ca-
racterizacao alternativa para a KT-invexidade de 2* ordem:

Proposicao 4.10 O problema (P) é KT-invexo de sequnda ordem se, e somente se, para
quaisquer x,T € X, existe uma dire¢ao critica d(z,T), um nidmero ndo negativo w(x,T) =
0 e uma diregio n(x,T) € R™ tais que a sequinte condi¢cdo ocorre: Para quaisquer z,T € X
tais que f(x) < f(T), entao:

(i) VT @n(a,7) + wle, D (2, 7) V2 (@)d(x, 7)) = -1
(i) V7g,(@n(2,7) + wle, DA (2, 7) Vg (@)d(x, 7)) £ 0,i € I(T).

Demonstra¢ao. (=) Suponha que (P) é KT-invexo de segunda ordem. Tome z,7 € X
tais que f(x) < f(T) e seja:

p = V7 f@0(2,7) + wiz, 7)[d (2,7) V2 (@)d(z, 7)
temos que p < 0. Defina:

d(z,7) = d(z,7) € D(T)

~ 1
n(z,z) = _—pn(w,f)ER"
Sam = 200 >

—-Pp

em que d,w e 1 sdo como especificadas na defini¢ao [4.9



Condigoes Suficientes de Otimalidade 27

Por construcao, (i) e (ii) se verificam, escolhendo-se d(x,7) = d(z, ), n(z,T) =
n(x,7) e w(z,7) = w(x, 7).

(<) Reciprocamente, suponha que as condigbes (i) e (ii) se verifiquem. Por
absurdo, suporemos que o problema (P) nao é KT-invexo de segunda ordem. Neste caso,
existem z,T € X tais que para todo u € R", y € R, e z € D(T), pelo menos uma das
desigualdades abaixo é violada:

fla) = f@) 2 VI f@u+y[z" V[ (@)2] (4.9)

V7 0i(T)u+ y[z" V?g:(T)2] £ 0,Vi € I(T). (4.10)
Escolhendo: u =0, y =0 e z = 0 temos que (4.10)) é satisfeita. Logo, pela hipétese, (4.9)

¢ violada. Ou seja:

fla) = f@ < V'f@u+yle"Vf(@)7]
= 0

e, portanto, f(x) < f(Z). Ainda, pela hipétese, existem n € R",w € IRy e d € D(Z) tais
que (i) e (ii) se cumprem. Seja t > 0 arbitrario. Escolhendo u = tn, y = tw e z = d,
temos que (4.10) ocorre e, portanto, (4.9)) é violada. Ou seja:

f(x) — f@) < VI f(@)(tn) + twld" V2 f(T)d] < 0,Vt >0

o que é absurdo, pois f(z) — f(Z) é finito e VT f(Z)n + w[d" V2 f(T)d] < 0. O
Uma outra caracterizacao de ponto Kuhn-Tucker de segunda ordem ¢é dada na
seguinte proposicao:

Proposicao 4.11 = € X ¢é um ponto Kuhn-Tucker de sequnda ordem se, e somente se,
para toda dire¢ao critica d € D(x) a sequinte desigualdade é vdlida:

Rmin]R (VT f(2)n +wd" V2 f(z)d : VT gi(x)n + wd" Vg:(x)d £ 0,5 € I(z)} 20 (4.11)
neR™ weR

Para demonstrarmos a Proposigaol4.11] necessitaremos recordar alguns resultados
de dualidade de problemas de Programacao Linear.

Consideremos o problema linear (primal):

Minimizar ¢z
sujeito a:

Axr =b (PL)
20
e, a este problema, associamos o problema (dual)
Maximizar b7 w
sujeito a: (PLD)

wA < c.

Lema 4.12 (Teorema de Dualidade) Com respeito ao par de problemas (PL) e (PLD)
podemos afirmar:

(i) Se x é factivel para (PL) e w € factivel para (PLD), entdo c'z > bTw.

(i1) Ezatamente uma das sequintes afirmagoes € verdadeira:
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e Ambos problemas possuem solucao otima, x* e w* que verificam
'z =bpTw.

e Se um dos problemas tem valor ¢timo ilimitado, entdo o outro € infactivel.

e Ambos os problemas sao infactiveis.

Para maiores detalhes, veja Bazaraa [19].

Com auxilio do Lema [£.12] podemos demonstrar a Proposigao [4.11}
Demonstragao. (Prova da Proposigao (4.11))) (=) Seja € X um ponto Kuhn-Tucker de
2% ordem e suponha por contradi¢do que existam d € D(x),n € R" e w € R, tais que

VT f(z)n+ wld"Vf(z)d] = —1 (4.12)

VI gi(z)n 4+ w[d"V2f(z)d] £0,i € I(z). (4.13)

Como z é um ponto Kuhn-Tucker de segunda ordem, segue que existem \g > 0 e \; =
0,7 € I, os quais satisfazem as condigdes necessdrias de segunda ordem (3.11))-(3.15)).
Agora, multiplicando (4.12]) por A e (4.13]) por A; e somando as equagoes obtidas, obtemos

MoVF@) + > 1Vgi(2) 0+ whed V2 f(z)d+ > Nd Vigi(x)d) £ —)

icl(z) icl(x)

o que implica
MNd" V2 f(z)d+ > Nd"Vgi()d £ =X <0

1€l(x)

o que é absurdo, pois d € D(x).

(<=) Suponha que para cada diregao d € D(x) se cumpra (4.11]) e, por contradigao,
suponha que z nao é um ponto Kuhn-Tucker de 2 ordem. Neste caso, existe uma direcao
critica d € D(x), tal que, ndo existem multiplicadores \g > 0, \; 2 0, ¢ € I(z) satisfazendo
as condigoes necessarias —. Assim, o problema linear

Maximizar Ag

sujeito a:

MV (@) + D ier@ AiVgi(x) =0 (P1)
AodTVZf(.%)d + Zie[(x) )\ZdTVQQZ(Z')d 2 0

Ai 2 0,i€I(x)

tem valor 6timo nao positivo. Se tomamos Ao, \; = 0, i € I(z), obtemos que o valor
méximo deste problema é zero. Mas, o problema dual do problema (P1) é o problema
(P2)

Minimizar 0

sujeito a:

VT f(z)u —vd"V?f(x)d =1 (P2)
VIgi(x)u — vd'V3g;i(x)d = 0,i € I(x)

v 2= 0.

Segue do Lema que o problema (P2) também possui solucao (u, v). Portanto, existem
n € R™ e w € R, tais que se cumprem as equacgoes (4.12)) e (4.13)): basta tomar n = —u,
w = v. Desta forma, (4.11)) ndo se cumpre para este d € D(x), o que é absurdo. 0
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Exemplo 4.13 (Ivanov [28]) Neste exemplo exibimos um problema que é KT-invezo de
sequnda ordem, mas nao ¢ KT-invexo. Considere o problema:

2 .22 2
Minimizar f(x) = W _h 222
g(x) =22+ 23—-450

r = (21,25) € R?

N (R)
sujeito a:

O problema (R) é KT-invexo de 2* ordem. Verificaremos que a Proposi¢do ¢ satis-
feita.
Sejam x,y € X = {x € R* : 2 + 2} < 4}, arbitrdrios, com f(y) < f(z).
FEscolhemos as fungoes d = (dy,dy),n = (m1,m2) e w como seque:

1. Se x = (x1,12) € um ponto da circunferéncia x> + z2 < 4, x1 # 0, entdo tomamos
’ 1 2 = )

—1
pu— p—— pu— d p— .
w 0) T 31‘1 » N2 07 € (07 0)

2. Se x = (0,%2), entdo a implica¢ao ¢ satisfeita, pois x € minimizador global
e nao existe y € X tal que f(y) < f(x).

-1

T2x9 + x5 — 429

3. Se x? + 13 <4, w3 # 0, entdo escolhemos w =0, 9 =0, Ny =
d = (0,0).

4. Se x = (0,0) entao a implicagdo nao € satisfeita se tomarmos w = 0. Por-
tanto, o problema (R) nao é KT-invexo. Como V f(x) = 0 podemos escolher n e d

arbitrdrios, mas tais que d # (0,0) e w =

&+ 4d3
5. Se x = (£1,0), entio Vf(x) = (0,0) e para todo par de nimeros poderia ser
escolhido para n. Tomamos d tal que 2d? < 3d3 e w = M Porque d ¢é
critica, se x = (1,0), entao tomamos d; = 0 e se x = (—1,0), entdo tomamos
dy = 0.
6. Sext+ax5 <4, v1#0,%+1, 3 =0, entdo escolhemos w =0, 1, = x?__lxl’ Ny =0
ed=1(0,0).

Finalmente, estabelecemos o resultado fundamental desta secao.

Teorema 4.14 O problema (P) é KT-invezo de sequnda ordem se, e somente se, todo
ponto Kuhn-Tucker de seqgunda ordem é minimizador global de (P).

Demonstragao. (=) Suponha que (P) é KT-invexo de segunda ordem e, por absurdo,
suponha que existe um ponto Kuhn-Tucker de segunda ordem = € X, e que z nao é um
minimizador local de (P). Entdo, existe y € X tal que f(y) < f(x). Pela Proposigao [4.11],
ocorre para toda dire¢do critica d € D(x). Mas, pela Proposicao existem
n(y,x) € R" w(y,x) 2 0ed(x,y) € D(z) tais que

VI f(@)n(y, z) + wly, 2)[d" (y, 2)V? f(z)d(y, 2)] = -1

VEgi(@)n(y, @) + w(y, 2)[d" (y,2)Vg;(x)d(y, x)] £ 0,4 € I(x)
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o que contraria a Proposicao [4.11]

(<) Agora, suponha que todo ponto Kuhn-Tucker de segunda ordem de (P) é um
minimizador global de (P). Sejam y,x € X e f(y) < f(z). Da hipétese feita, x nao é um
ponto Kuhn-Tucker de segunda ordem de (P). Pela Proposigao existe uma direcao
critica d € D(x) que ndao cumpre a condigao (4.11]). Portanto, existe uma diregao critica
d(x,T), um nimero nao negativo w(z, =) = 0 e uma direcao n(y,x) € R", tal que,

VEf@)n(y, @) +w(y, 2)[d" (y,2)V f(2)d(y, 2)] <0

Vigi(@)n(y, ) + w(y, 2)[d" (y,2) Vigi(x)d(y, 2)] £ 0,4 € I(x).

Mas, pela Proposicao isto é equivalente a dizer que (P) é KT-invexo de segunda
ordem. 0O



Parte 11

Problema Multiobjetivo
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Capitulo 5

Formulacao do problema, conceitos
de solucao e escalarizacao

5.1 Formulacao do problema e conceitos de solucao

Na Segunda Parte deste trabalho, vamos considerar o problema de otimizacao
multiobjetivo, o qual pode ser formulado como:

Minimizar f(z) := (fi(z), -, fp(x))
sujeito a:

gi(x) =0, 1€l

relU

(MOP)

onde U C R" é aberto e nao vazio, e as fungoes f;, g; : R"— R sao funcoes diferencidveis
em U.

Denotaremos: J = {1,--- ,p}, [ ={1,--- ,m}.

O conjunto X = {z € U : g;(z) £ 0,i € I} é o conjunto factivel de (MOP).

Cada ponto z € X é chamado um ponto factivel de (MOP).

Para cada © € X, definimos I(z) = {i € I : g;(x) = 0} chamado conjunto dos
indices de restricoes ativas em x.

Varios conceitos de solucao podem ser associados ao problema (MOP). Talvez,
os mais conhecidos sejam os seguintes:

e Solucao fracamente eficiente: z* € X é solugdo fracamente eficiente (resp. solugao
local fracamente eficiente) de (MOP) se nao existe x € X tal que f(x) < f(z*),
(resp. se existe uma vizinhanga N de z* tal que nao existe x N N tal que f(z) <

f(@).

e Solugao eficiente: z* € X ¢ solugdo eficiente (resp. solugdo local eficiente) de
(MOP) se nao existe z € X tal que f(z) < f(z*), (resp. se existe uma vizinhanga
N de z* tal que nao existe x N N tal que f(z) < f(z*)).

e Solucao propriamente eficiente: x* € X é solugdo propriamente eficiente de (MOP)
se ela é eficiente e se existe M > 0 tal que, para cada k € J

Su(@*) = fr()
fi(x) — fi(z¥)

para algum j tal que f;(z*) < f;(z) quando z € X e fy(x) < fi(z").

<M
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Observacao 9 Temos que:

Mazimizar f(r) = (fi(z),..., fp(z))
sugeito a: (5.1)
reX

E equivalente a

Minimizar — f(x) = — (fi(x),..., fo(z))
sujeito a: (5.2)
reX

E imediato das definigoes: eficiéncia propria = eficiéncia = eficiéncia fraca.
As reciprocas sao falsas, como mostram os seguintes exemplos:

Exemplo 5.1 Moulin e Soulié [12].
Seja o problema:

Mazimizar f(x) = (fi(x), fa(x)) (5.3)
sujeito a: ¥ € X |

onde f : R* = R® com fi(z) = x1 € fo(x) =29, e X = {x € R” : 2% + 23 < 1}U[-1,0] x

[0,1] € R?.
£l
as ; \
\H
| j l rfl
—1
Figura 5.1: Conjunto factivel X
e O ponto a1 = (\/LE’ \%) nao pode melhorar estritamente f, sem diminuir estrita-

mente fo. O ponto a; € solugao eficiente pertencente ao conjunto B, onde B é o
arco compreendido entre (1,0) e (0,1).

e O ponto ay = (_71, 1) pode melhorar fi sem diminuir estritamente fo, (consideremos
por exemplo, o ponto (0,1)), mas nao pode melhorar os dois critérios ao mesmo
tempo. O ponto ay € By entretanto as pode ¢ B. Com:

By ={BU(\1): -1 <A<0}
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e Na Fz'gum vizualizamos os pontos eficientes como sendo os pontos de f(x), tais
que, a intersecao de Oz—HRi com f(x) se reduz aos pontos a e as solugoes fracamente
eficientes, como pontos B de f(x), tais que, a interse¢ao de 3+ {IRQ+ \ O} com f(x)
€ vazia.

Exemplo 5.2 Considere o problema:

Minimizar f(x) = (fi(v), fa(x))

sujeito a: x 20, x € R.

onde fi(z) = —a e folx) = 2°. Temos que o ponto x = 0 € eficiente, porém nao é
propriamente eficiente. De fato, a razdao

f1(0) = fi(z) 1

fo(x) = f2(0) =

¢ ilimitada quando x tende a zero pela direita.

5.2 Escalarizacao

Por “escalarizacao” entende-se um processo através do qual é possivel converter
um problema multiobjetivo em um problema de otimiza¢do mono-objetivo (ou “escalar”)
equivalente, de tal maneira que as solucoes do problema multiobjetivo podem ser obtidas
como solugoes de um problema classico de programacao nao-linear.

Vamos considerar o Método da Ponderacao e o Método da e-restricao.

1. Método da Ponderagao: Seja W = {w € R? : w; > 0,5 € Je Y}l w; = 1}.
Para cada w € W, consideraremos o seguinte problema (ponderado)

Minimizar 37, w; f;(z)

sujeito a: x € X.

2. Método da e-restricao: Para cada vetor € € RP e k € J, definimos o problema

Minimizar fi(z)

sujeito a:

filx)Sejield j#k (Pr(e))
r e X.

O objetivo desta Secao é descrever as relacoes existentes entre as solugoes do
problema multiobjetivo (MOP) e as solugoes dos problemas escalarizados (P,,) e (Pg(¢)).

Teorema 5.3 Se existe w € W tal que T € X € solugao de (P,), entao T € solugdo
fracamente eficiente de (MOP).

Demonstracao. Se T nao fosse solugao fracamente eficiente de (MOP), entao existiria um
r € X tal que f;(x) < f;(%), para cada j € J. Se multiplicamos estas desigualdades por
w; > 0 e somarmos sobre j € J obtemos > . ; w;fi(z) < > c;w;f;(T) o que é absurdo,
pois T € X é solucao de (P,). 0
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Teorema 5.4 Suponha que todas as fungoes de (MOP) sejam converas. Se T é uma
solugdo eficiente de (MOP) entao existe w € W tal que T € solugao de (Py,).

Demonstragao. Suponha que T € X é solugao eficiente de (MOP). Seja = € X e defina:

U = {ueR:u>0}
V = {veR:v< f(T)— f(x)}.

Entao, U NV = (. Além disso, U e V sao convexos e nao-vazios. Logo, pelo Teorema de
Separagao de Hahn-Banach (ver [I1]) existe um vetor w € RP, w # 0 tal que

whv £0 < wlu,Yu € U, Vv € V.
Portanto, w = 0. E claro que v = f(@) — f(z) € V. Assim,

w' (f(@) — f(z)) £0

e, portanto
W f(z) < W' f(z),Ve € X

ou, equivalentemente, T é solugao de (P,). 0

Teorema 5.5 Se existe w € W tal que w > 0, T € X, tal que, € solu¢ao de (P,), entdo
T € solugao propriamente eficiente de (P).

Demonstragdo. Vamos supor que w > 0 e que >, w;f;(T) = >, w;fi(z),Voe € X
e, por absurdo, suporemos que T nao ¢ solugao eficiente de (MOP). Neste caso, existe
zo € X tal que f(xo) < f(T), e como w > 0, terfamos D, ; w; f;(T) > > e ;w;fi(xo), 0
que é absurdo.

w
Agora, definimos M = (p — 1)mé}€x—]. Vamos demonstrar que T ¢ solucao
ik Wk
propriamente eficiente de (MOP), com respeito a este M.
Suponha por absurdo que T nao é solugao propriamente eficiente de (MOP) para

este M. Entao, para algum k € J e algum x € X, temos

Ju(@) = fulz) > M(f(x) — f5(T))
para cada j com f;(Z) < fj(x) e fe(x) < fi(T). Logo, para cada j # k temos

7l@) = fulo) > Py () — £@)

e, multiplicando a desigualdade acima por e somando todas as desigualdades obtidas

sobre j # k, obtemos

wi(fo(E) = frlx) > Y wi(fi(x) = £(T))

J7#k
donde
> wif(@ > wifi(x)
jeJ jeJ
o que contraria o fato de T ser solugao 6tima de (P,,). 0O

Em [25], Osuna-Gémez et al. introduzem o seguinte conceito de convexidade
generalizada para o problema multiobjetivo (MOP):
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Defini¢ao 5.6 (Osuna-Gomez et al. [25]) Dizemos que o problema (MOP) é K T-invexo
em X com respeito a n se, para quaisquer x,y € U, com g(z) = 0,9(y) < 0, eziste um
vetor n(y, x) € R™, tal que

fiy) = fi(x) =2 VT fi(@)n(y, ) Vi € J
~V%gi(x)n(y,x) 20 Vi € I(z)
Antes de mostrarmos como os conceitos de KT-invexidade e de escalarizacao

(ponderacgao) se relacionam, apresentamos dois lemas essenciais na prova do teorema que
segue.

Lema 5.7 Se o problema (MOP) é KT-invexo, entao todo ponto Kuhn-Tucker é uma
solucao fracamente eficiente.

Demonstragao. Seja T um ponto Kuhn-Tucker para (MOP), e suponha que este problema
é KT-invexo. Devemos concluir que T é um ponto fracamente eficiente.
Se, por absurdo, existe outro ponto factivel z € X tal que f;(z) < f;(Z),Vj € J,

entao
0> fi(z) — f;(@) = V" f;(@n(z,T) Vi€ J

o que implica,

> NV f@n(,E) <0, ¥A; >0 (5.4)
jeJ
Como 7 é um ponto Kuhn-Tucker,
jed iel(3)

De (5.4), e (5.5)), temos que

> wV gi(@n(x,7) > 0 (5.6)

il (@)
Dado que o problema (MOP) é KT-invexo, segue que
~V'gi(T)n(x,7) 20, Vi € I(T)
e desde que p; > 0,
—wV' gi(T)n(x,7) 2 0, Vi € I(T)

Portanto,

> Vg (@n(w,T) <0

i€l(@)

Mas isto contradiz (/5.6]). 0

Lema 5.8 Se (MOP) é KT-invexo, entao todo ponto Kuhn-Tucker resolve um problema
escalar ponderado.
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Demonstragao. Seja T € X um ponto Kuhn-Tucker. Entao, existe A > 0 e p > 0 tal que

DAV Z 1V gi(T) =

Jj€J i€l(z (57)
wigi() =0,Vi € I(T )

Portanto (T, 1) assegura as condi¢oes de Kuhn-Tucker para o problema escalar (Py). Além

disso, se o problema (MOP) é KT-invexo, entao o problema (P,) é KT-invexo e assim T

¢ uma solugao 6tima de (P)) 0
Com isso, temo o seguinte:

Teorema 5.9 (MOP) é KT-invexo se, e somente se, para todo T € X solucao fracamente
eficiente (MOP), existe w € W tal que T € X € solugao de (P,)

Demonstracao. Nos Lemas e foi provada a suficiéncia do teorema. Mostraremos
agora a reciproca.

Suponha que todo ponto Kuhn-Tucker é solucao fracamente eficiente e resolve o
problema escalar ponderado (P,,) para algum w € W. Entao, o seguinte sistema nao tem
solugao, (A, v) > 0,v >0

> NV Z 1iVgi(T) =0
JE€J i€l 58
U+ijfj - j( )) =0 o9

jed

VZ,x € X com g(T) £0e g(r) 0. Ou equivalentemente,

YAV Z 1V gi(T) =

jedJ icl(z
Zwﬂfj ) = —v<0 (5.9)

VZ,x € X com ¢g(T) = 0eg(x) < 0. Entao, pelo Teorema de Motzkin (Lema |3.10)), segue
que o sistema abaixo tem solucao (7,¢), n € R"ee € IR

e<0
VTf](f)n -+ 5(]%(1‘) — f](f)) < O, V] eJ (510)
VTg(Z)n <0, i€ ()

VZ,x € X com ¢g(T) £0eg(x) £0. Logo, VZ,z € X com g(x) =0 e g(T) = 0, existe
n(x,T) tal que

f](ﬂf) - f](f) g vaj(f)n(xaf)a vj €J (5 11)
V% (@)n(z,7) 2 0,i € I(T) ‘
Ou seja, (MOP) é KT-invexo em X. 0

Com hipdteses de convexidade, vale a reciproca do Teorema 5.5}

Teorema 5.10 Suponha que o conjunto factivel X de (MOP) é convezxo e que as fungoes
fi, j € J sdo convexas em X. Entao T € X € solugao propriamente eficiente de (MOP)
se, e somente se, existe w € W, w > 0 tal que T € solugdo de (P,).
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Demonstracao. (<) E valida sem quaisquer hipdteses de convexidade. Veja Teorema .
(=) Se T é solugao propriamente eficiente de (MOP), entao existe M > 0 tal que
para cada k € J, o sistema

{ fr(@) < fi(T)
fe(x) + M fi(x) < fo(@) + M f;(T), j #k

nao tem solucao z € X. Entao pelo Teorema de Gordan Generalizado (Lema , para

cada k fixado, existem )\k j € J, com deJ 7 =1 tal que )\k >0e

(@) + > N (ful) + Mfi(2) Z M fu(@) + D N(fu(@) + M f3(T)), Vo € X.

J#k Jj#k
Agora, somando sobre k = 1,--- , p, obtemos
D+ MY M) i) 2 Y (1+ MY N)f(@)
JjeJ J#k Jjed J#k
Basta tomar w; = (1 + MZA?) 0
J#k

Os préximos resultados relacionam as solugoes de (MOP) e as solugoes de (Py(¢)).

Teorema 5.11 (a) Se T € X € solucao eficiente de (MOP), entao T € solug¢do dtima
de (Px(g)), para algum k € J e e € RP.

(b) SejaT € X. Definac; = f;(T), para cada j € J. SeT € solugio unica de (Py(g)), entdo
T € X € solugio eficiente de (MOP).

Demonstracao.

(a) Se T é solugao eficiente de (MOP), entdo nao existe x € X tal que f(z) < f(Z).
Definindo-se ¢; = f;(Z), para cada j € J, temos que f;(T) < ¢;, para cada j € J.
Fixado k € J temos que T ¢é factivel para (Py(g)). Além disto, T é solugdo Stima
de (Px(e)). (Caso contrario, existiria um x € X tal que f;(x) § ej=[fj@),j#ke
fr(x) < fe(T), o que contraria a eficiéncia de 7.)

(b) Suponha que T é solugao tnica de (Pg(e)) e, por contradigao, que T nao ¢é solugao
eficiente de (MOP). Entao, existe z € X tal que f;(z) £ f;(T) para cada j € J,
com uma desigualdade estrita valida para um certo jp € J.

Entao x é factivel para (Pi(e)) e fe(z) £ fu(Z). Logo, fr(x) = fi(T), e, por
unicidade, terfamos x = T, o que é absurdo, pois f;(x) < f;(T) Vj € J.



Capitulo 6

Existéncia de solucoes

O objetivo deste capitulo é garantir a existéncia de solugoes para o problema
(MOP).

Para isto, vamos considerar o problema de otimizag¢ao multiobjetivo abstrato, isto
é, cuja estrutura de ordenacgao dos vetores do espago RP é mais geral que a comparacao de
vetores < e <, que utilizamos até aqui. Para tais problemas, consideraremos um resultado
de existéncia de solugoes, o qual serd particularizado para o problema (MOP).

Definicao 6.1 Dizemos que uma relacao bindria < em Y C RP € uma relagao de
dominacgdo (ou relagao de preferéncia) se € transitiva e nao-reflexiva. Dados z,y € RP,
se x =y (ou, ainda y < x) diremos que x domina y.

Definicao 6.2 Seja < uma relacao de domina¢ao em Y. Diremos que y* € Y é um
elemento eficiente de Y se ndo existe y € Y tal que y < y*. Denotamos E(Y, <) ao
conjunto dos elementos eficientes de Y.

Consideremos agora o problema (MOP) formulado anteriormente.
Com esta terminologia, teriamos Y = f(X) e, a relacdo de dominagao em Y serd
definida por:

y1 = f(z1) <ya = f(22) <= y1 < v

Além disto, se y* = f(z*) é elemento eficiente de Y = f(X) entao x* é solugao eficiente
de (MOP). Neste caso, (Y, <) ={y € R : y = f(z*), x* é solucao eficiente de (MOP)}.

Definigao 6.3 Sejam Y C RP e < uma relacdo de dominacdo em Y. A multiaplica¢ao

D : YR
y — D) ={deRl.y<y+dtU{0}

¢ chamada estrutura de dominacao em Y.

O conjunto dos elementos eficientes de Y, também pode ser denotado (Y, D).
Retornemos ao problema multiobjetivo (MOP). Neste caso, a estrutura de do-
minagao em Y = f(X) é relacdo de dominagao <, e dada por

D(y)={deRF:0<d}U{0} =RE.

Recordemos que: D C RP é um cone se, para cada A € R, A > 0 temos AD C D.
Se, além disto, tivermos D + D C D, o cone D é um cone convezo.
Um cone D ¢ dito um cone ponteado se D N (—D) = {0}.

39
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Figura 6.1: Cone Ponteado C

Particularmente interessantes sdo as estruturas de dominacao em Y onde D(-) =
D (constante e igual a um cone em Y).

Observacao 10 Lembremos que a relacao de ordem < € assimétrica se, e somente se,
Vax,yeY, x=y=y#x.

Proposicao 6.4 Suponha que a estrutura de dominagdo em'Y é D(-) = D (constante) e
que D € um cone em Y e que < € a relagao de ordem associada. Entao:

(i) < € assimétrica se, e somente se, D € ponteado;
(ii) =< € transitiva se, e somente se, D € convezo.
Demonstracgao.

(i) (=) Seja < assimétrica e suponha, por contradi¢do, que o cone D nao é
ponteado. Entao, existe z # 0 tal que z,(—z) € D. Assim, temos 0 > z e 0 = (—2).
Sendo < assimétrica z % 0 e (—z) % 0, implicando que 0 ¢ z+ D e 0 ¢ (—2) + D, ou
seja, z,(—z) ¢ D, o que é absurdo.

(<) Agora, sejam D um cone ponteado e z,y € Y,z # y,x = y. Entao, z € y+D
e, portanto, * — y € D. Suponha por absurdo, que y >= z. Entao, y € x + D, ou seja,
y—x=—(x—y) € D esendo D ponteado, z —y = 0, o que contradiz o fato de = # y.

(ii) (=) Seja < transitiva e suponha por contradigdo, que D nao é convexo.
Entao, existem x,y € D tais que z+y ¢ D (claro que z # y). Masx = (x +y) —y € D,
isto é, x +y > y. Além disso, y € D, entdao y € 0+ D implicando que y = 0. Logo pela
transitividade de <, temos que = + y > 0. Portanto, x +y € D o que é absurdo.

(<) Reciprocamente, sejam D convexo e z,y,z € Y tais que z = y e y > z.
Entdao, x € y+ D ey € z+ D, ou seja, (x —y),(y — z) € D. Sendo D convexo
(x—y)+(y—2)=x—2z€ D, isto é, x = z e arelacdo é transitiva. O

Definicao 6.5 Uma estrutura de dominacao D € chamada aciclica se ela ndao possui
ciclos, isto €, se para cada m € N, nao existem yi,--- ,ym €Y tais que

Y1 < Y2 < - < Yy < Y1.

Retornemos ao estudo das solugoes eficientes de (MOP). Neste caso, a relagao de
dominacao em RP é dada por < e a correspondente estrutura de dominacao é dada por
RE | a qual é aciclica.

Um primeiro resultado de existéncia de solucoes é dado a seguir:
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Proposicao 6.6 Se a estrutura de dominag¢ao D é chamada aciclica e, se para cada

y €Y os conjuntos D(y)\{0} sao abertos e, se o conjunto Y é compacto e nao vazio,
entao E(Y, <) # 0.

Demonstragao. Suponha por absurdo que £(Y, <) = (). Entao, para cada y € Y existe
y €Y tal que ¥y > y ou equivalentemente

VyeY,IgeY yey+ D[EN\{0}

ou seja

Y c [Jw+ Dy)\{o}).

yeyY

Como por hipétese D(y)\{0} sdo abertos e Y é compacto, entao existem 4y, , Yy, € Y

tais que
m

Y (i + D(yi)\{0}).
i=1
Em particular, para cada j € {1,---,m}, existe i € {1,---,m} tal que y; € (y; +
D(y;)\{0}), ou seja y; > y;, o que contraria o fato de D ser aciclica. Portanto, £(Y, <
) # 0. O

Este resultado nao é de grande utilidade na obtencao das solucoes eficientes de
(MOP), pois D(y)\{0} = RE\{0} nao é aberto.

Agora, estudemos a estrutura de dominagao para as solugoes fracamente eficientes
de (MOP).

Neste caso, a relagao é ordem em Y = f(X) C RP é dada por

1= f(1) <ya = f(z2) = 11 < v

e neste caso, a estrutura de dominagao é dada por D = intR” U{0}. Logo, para caday €Y,
os conjuntos D(y) = intR% sao, trivialmente abertos. £(Y, <) = {y € R? : y = f(z*), 2*
¢ solucao fracamente eficiente de (MOP)}.

Assim sendo, como consequéncia da Proposi¢ao [6.6, obtemos um resultado de
existéncia de solugoes fracamente eficientes de (MOP).

Corolario 6.7 Suponha que em (MOP) se tenha f continua e que o conjunto factivel X
¢ compacto. Entao (MOP) possui solugoes fracamente eficientes.

Demonstra¢ao. Como f é continua e X é compacto, entdao ¥ = f(X) é compacto. O
resultado desejado segue da Proposicao 0O
Na realidade, sob as mesmas hipdteses do Corolario podemos garantir que
(MOP) admite solugoes eficientes.
Necessitaremos da seguinte generalizagao do conceito de compacidade:

Definicao 6.8 Sejam D C R?P um coneeY C RP. O conjuntoY é chamado D-semicompacto
se cada cobertura aberta de'Y , da forma

{(’yl—ﬁ)cyZGY, Zzl, ,n}

tem subcobertura finita.

(Estamos denotando por A o fecho de A e por A° o conjunto complementar de

A)
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Proposicao 6.9 Seja D um cone convexo com D ponteado, Y ndo-vazio e D-semicompacto,
entao E(Y, D) # 0.

Demonstrag¢io. Como D C D, entdo £(Y, D) D E(Y, D). Por isto, basta considerar o caso
em que D é um cone convexo, fechado e ponteado.
Podemos entao definir:

Y, 2 €Y, i <p iy <= y2—uy1 € D.

Além disto, y € E(Y, D) se, e somente se, y ¢ minimal em (Y, <p). Vamos provar que
Y ¢ indutivo: Por absurdo, suponha que existe Y = {y; : i € I} C Y, totalmente
ordenado e que nao admite limitante inferior em Y. Entao, nao existe y € Y tal que
y <p yi,? € 1. Ou seja, para todo y € Y, existe i € [ tal que y £p y;, ou equivalentemente,
N(y; — D)NY = (). Logo, para cada y € Y, existe i € I tal que y ¢ y; — D, isto é,
icl

Y C LJ(yZ — D) = LJ(yZ — D)°. Portanto, sendo Y um conjunto D-semicompacto,

iel R iel
existem y; € Y, 1 =1,--- ,m tais que
Y c|Jw - D). (6.1)
i=1
Por outro lado, sendo Y totalmente ordenado, podemos supor y1 <p 2 <p -+ <p Yn

donde segue que

e, portanto
(y—=D)* > D (ya — D)~ (6.2)

Logo, segue de (6.1)) e (6.2)),
Y C (1 — D). (6.3)

Mas, y1 €Y ey1 =y1 +0 € y1 + D, o que contraria (6.3)). Portanto, Y ¢é indutivo e, pelo

Lema de Zorn (veja [11]), (Y, <p) admite elemento minimal, o qual estd em E(Y, D) # (.

Logo, £(Y, D) # 0. O
E, como consequéncia imediata da Proposicao , obtemos:

Corolario 6.10 Suponha que em (MOP) se tenha f continua e que o conjunto factivel
X € compacto. Entao (MOP) possui solugoes eficientes.



Capitulo 7

Condicoes necessarias de otimalidade

Neste capitulo estenderemos as condicoes necessarias de otimalidade de primeira
e de segunda ordem ao problema multiobjetivo (MOP).

Observamos que muitos dos resultados apresentados nesta secao sao extensoes
bastante naturais das correspondentes, obtidas para o problema mono-objetivo (P), dis-
cutido na primeira parte desta dissertacao. Assim, as demonstragoes dos teoremas que
sao analogas nao serao apresentadas com detalhes.

7.1 Condicoes de primeira ordem

As nogoes de ponto Kuhn-Tucker e de ponto Fritz-John, se estendem de maneira
natural ao problema multiobjetivo (MOP):

Defini¢ao 7.1 (i) Dizemos que T € X é um ponto Fritz-John de (MOP) se existem
A€ RY, e R ndo todos nulos, tais que,

Z NV (@) + Z 1:Vgi(T) =0 (7.1)

wigi() =0, i=1,---,m. (7.2)

(ii)) O ponto T € X € um ponto Kuhn-Tucker de (MOP) se existem A\ €
RY, p € R, tais que, X # 0 e se cumprem as condigies e .

Teorema 7.2 Se T € X ¢ solugdo local fracamente eficiente de (MOP), entdao T € ponto
Fritz-John de (MOP). Além disto, se a qualifica¢ao de restrigao da independéncia linear
se verifica em T, entao T € ponto Kuhn-Tucker de (MOP).

Demonstracao. (Esbogo da prova) Seja @ € X uma solucao fracamente eficiente de (MOP).
Entao, o sistema

VIfi@)u<0,j€J={1--,p}

VTgi(T)u < 0,i € I(T)

nao tem solugao u € R". (Caso contrario, terfamos que os pontos da forma T + tu € X,
para todo ¢ > 0 suficientemente pequeno e f;(T + tu) < f;(T),Vj € J, contrariando a
eficiéncia local fraca de ).
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Aplicando o Teorema de Motzkin (Lema [3.10) ao sistema acima, existem A €
R, p € R’ nao todos nulos e tais que

D NViE Zw% ) =0.

jeJ i€l(z

O resultado desejado é obtido tomando p; = 0, i € I\{0}.
Por contradigao, suponha que (7.1)) é valido para A = 0. Isto contraria a quali-
ficacao de restricao. O

7.2 Condicoes de segunda ordem

Nesta secao, estenderemos as condigoes necessarias de segunda ordem obtidas na
primeira parte para o problema (P) ao problema multiobjetivo (MOP).

Ao longo desta secao admitiremos que as fungdes do problema (MOP) sao de
classe C2.

A nocgao de diregao critica se estende de maneira natural ao problema (MOP):
Diremos que d € IR" é uma direcao critica de (MOP) em z € X se
Vif,@d £ 0,j€J
Vig(@d < 0,icI(T).
Denotaremos D(x) o conjunto das diregdes criticas em x.
Para cada x € X e d € D(x), definiremos os seguintes conjuntos de indices:

Ji(x,d) = {je€J:V"fi(x)d=0}
L(z,d) = {i€I(x): VI g(x)d=0}.
Teorema 7.3 Suponha que T € X € solugao local fracamente eficiente de (MOP). Entdo

para cada diregao d € D(T), existem vetores A € RP € R™ com X\ 2 0, = 0, nao todos
nulos, tais que,

NV f(@)d=0,7€J (7.4)
iV gi(T)d = 0,i € I<_) (7.5)
> ONV@E) + Z 1:Vg:(Z) = 0 (7.6)
jeJ iel(z
X AVL@+ Y mVie@) | dz 0. (7.7)
jeJi(z,d) zeh(i,d)

Demonstracao. Esquema da demonstracao:
(1) Seja T € X uma solugao local fracamente eficiente de (MOP). Entao, para
cada diregao d € D(T) fixada, o sistema

VTf](_)Z + dTV2f](_)d <0,j € Ji(T,d)
VTg:(Z)z + d"'V?g;(T)d < 0,i € I,(T,d)

nao tem solucao z € R™. (A prova segue as mesmas linhas da demonstragao do Teorema

3.11)).
(2) Definimos A = A e b= b , onde:
Ay bo
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(i) Ay é a matriz cujas linhas sao os vetores V f;(7), j € J1(T, d);

(ii) Ay é a matriz cujas linhas sao os vetores Vg;

Z), i€ (T, d);

)da ,] € Jl(fa d)7
(iv) by é o vetor cujas componentes sao —d’ V2g;(T)

)

) (
(iii) by é o vetor cujas componentes sao —d’ V2 f;(T

) d,i € I,(T,d);

)

(v) k é a soma das cardinalidades de [,(7,d) e Ji(Z,d).

Assim sendo se T € X ¢ uma solugao local fracamente eficiente de (MOP), entao o sistema
Az < bnao tem solugdo z € R™. Consequentemente, se definirmos o vetor y = (y,--- ,y) €
R¥, entao o problema linear

Maximizar y

sujeitoa: Az+y<b (P*)

y€ER,z € RF

tem valor 6timo 7 < 0. O problema dual de (P*) é o seguinte problema

Minimizar b6

sujeito a: .

ATo =0 (D7)
Pelo Teorema de Dualidade (Lema , 0 problema (D*) possui uma solucdo 6, satisfa-
zendo 0 = (A, T1), onde A = (), >J6J1(Id = (J1;)ier,(z.4)- Basta definir:

B Aj, se j € Ji(T,d)
A= {O,sejeJ\Jl(I d)
o { I, se i€ 1(T,d)
Hi 0,seie{I@\LEZd}U{I\IT)}.

O
Motivados pelo Teorema Santos et al. [I5] propuseram as seguintes nogoes

de ponto Kuhn-Tucker de segunda ordem e de ponto Fritz-John de segunda ordem:

Definigao 7.4 Seja T € X um ponto factivel para (MOP).

(i) Se para cada diregao d € D(T), existem vetores X\ € RP ;. € R™ com A = 0, = 0,
nao todos nulos, tais que, se cumprem as condicoes —, dizemos que T € um
ponto Fritz-John de seqgunda ordem de (MOP).

(ii) Se para cada dire¢io d € D(T), existem vetores X € RP .y € R™, com A > 0, = 0,
tais que, se cumprem as condigoes (m (-) dizemos que T € um ponto Kuhn-
Tucker de segunda ordem.

Coroldrio 7.5 Seja T € X solugao local fracamente eficiente de (MOP) e suponha que
o conjunto {Vg;(Z)}ici@ € linearmente independente. Entao, T é ponto Kuhn-Tucker de

sequnda ordem.

A prova é consequéncia quase imediata do Teorema [3.11], e sera omitida.



Capitulo 8

Condicoes suficientes de otimalidade

Neste capitulo, discutiremos algumas condigoes de convexidade generalizada para
o problema (MOP), as quais garantem que um ponto Kuhn-Tucker (ou ponto Kuhn-Tucker
de segunda ordem) é solugao fracamente eficiente de (MOP). Os resultados deste capitulo
generalizam os resultados do Capitulo 4 a problemas multiobjetivos.

8.1 Condicoes de primeira ordem

Inicialmente, observamos que sob hipdteses de invexidade, todo ponto Kuhn-
Tucker ¢ solugao fracamente eficiente de (MOP). De fato:

Proposicao 8.1 Suponha que T € X é um ponto Kuhn-Tucker do problema (MOP) e
que as fungoes f;,9; (j € J, i € I(T)) sao invexas com respeito a uma mesma 1. Entdo T
¢ solucao fracamente eficiente de (MOP).

Demonstragao. Se T é um ponto Kuhn-Tucker de (MOP), entao existem A > 0, u = 0 tais
que

> AVE Zuzw )=0 (8.1)

JjeJ el(z

Logo, pelo Teorema de Motzkin (Lema [3.10]), o sistema

Vifi@u<0,VjeJ (8.2)
V%I (@u <0,Vi € I(7)

nao tem solugao u € IR".

Agora, tome x € X,z # T e suponha por contradicao que f;(z) < f;(Z),Vj € J.
Como z € X temos que g;(z) £ 0 = g;(7),Vi € I(T).

Da invexidade de f;,Vj € J e g;,Vi € I(T) em T temos que Vz € U, existe n(z,T)
tal que

fila) = f3(@) 2 V' f5(@)n(z, )

9i(%) — 9:(@) 2 V' g;(@)(, )
e tomando u = n(z,T) temos o absurdo, o que conclui a prova. 0
De maneira analoga ao que fizemos no Capitulo 4, consideraremos a classe mais

ampla de problemas para a qual as condi¢oes de Kuhn-Tucker sao necessarias e suficientes
para a eficiéncia fraca.
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Definicao 8.2 (Osuna-Gdomez et al. [25]) Dizemos que o problema (MOP) é K T-pseudoinvezxo
se para quaisquer x,y € U, com g(x) £0 e g(y) = 0, existe um vetor n(z,y) € R™ tal que

fily) < fi(x) = V' f(@)n(z,y) <0, jeJ
—V7gi(x)n(x,y) 20, i € I(x).

Teorema 8.3 O problema (MOP) é KT-pseudoinvezo se, e somente se, todo ponto Kuhn-
Tucker € solugdo fracamente eficiente de (MOP).

Demonstrag¢ao. (<) Suponha que todo ponto Kuhn-Tucker é uma solucao fracamente
eficiente de (MOP). Sejam =z, 7 € X, com f;(z) < f;(Z),Vj € J. Entdo, T nao é solucao
fracamente eficiente de (MOP) e, por hipétese, T nao é ponto Kuhn-Tucker. Entao, nao
existe (A, p) > 0, A # 0, tal que

> AV@) §jmv% ) =0.

jeJ i€l(z

Desse modo, pelo Teorema de Motzkin (Lema [3.10)), o sistema
va](f)d <0, j5€d
V7' (@)d =0, i € I(7T)

tem solucao d € R". Definindo-se n(z,T) = d, obtemos o resultado desejado.

(=) Suponha que o problema (MOP) é KT-peseudoinvexo e seja T € X um ponto
Kuhn-Tucker de (MOP). Provaremos que T é solugao fracamente eficiente de (MOP).
Por absurdo, suponha que exista z € X tal que f(z) < f(Z). Como (MOP) é KT-
pseudoinvexo, VT f;(Z)n(z,z) < 0, j € J, portanto,

> NV f@n(E,x) < 0,YA > 0.
jeg
Por outro lado, como T € X um ponto Kuhn-Tucker de (MOP), existem A > 0, 1 = 0 tais

que
ZA VTf] Z MZngz -

JjeJ i€l(z

Em particular, terifamos

va% == NV @@ 2) > 0. (83)

i€l(z jedJ

Pela KT-pseudoinvexidade, —V7g;(z)n(z,y) >0, i € I(x), e como p = 0

va% ) £0

i€l(z

o que contraria (8.3]). O
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8.2 Condicoes de segunda ordem

De maneira analoga ao Capitulo 4, estudaremos condigoes de convexidade gene-
ralizada, de modo que caracterizemos a mais ampla classe de problemas para os quais
as condigoes de Kuhn-Tucker de segunda ordem sejam necessarias e suficientes para a
eficiéncia fraca. Além disto, também obteremos condigoes suficientes de segunda ordem
para a eficiéncia.

A nogao de KT-invexidade de segunda ordem introduzida por Ivanov [28] para
problemas escalares (mono-objetivos) se estende de maneira natural a problemas multi-
objetivos:

Definicao 8.4 (Santos et al. [15] ) Dizemos que o problema (MOP) é K T-pseudoinvezxo
de segunda ordem se, para quaisquer x,y € X, com f(y) < f(zx), existe uma dire¢ao
d(z,y) € D(x), um nimero nao negativo w(x,y) e um vetor n(x,y) € R™ tais que

va](x)n<x7y) —f-W(ZL‘,y)dT({L‘,y)Vij(l’)d(l’,y) < 07 j eJ
V7 gi(@)n(x, y) + w(z, y)d" (z,y)V3gi(x)d(z,y) £0, i € I(z).

Enunciaremos agora um Teorema da Alternativa, utilizado na prova do préximo
Teorema.

Lema 8.5 [Teorema de Motzkin nao homogéneo] Sejam a;,b;,c; € R" e aj, 5,7 € R
dados, com J,I~,I° conjuntos finitos de indices e J # 0. Entdo, o sistema (com vardvel
z € R")

a;x+a; <0, je€J

bix+5; <0, 1€l

cix+v =0, i¢€I°

€ impossivel se, e somente se, o sequinte sistema (com varidveis 6;, \;, ji; € R)

( ZHJGJ+Z>\ZbZ+ZMZCZ:0

jeJ iel— iel0
Z 00 + Z AiBi + ZM%’ = 0o
jeJ iel— iel0
0o+ > 0;>0
jed

6, >0,ie JU{0}, N\, >0,i€

€ possivel.
Para maiores detalhes veja [10].

Teorema 8.6 O problema (MOP) é KT-pseudoinvezo de sequnda ordem se, e somente
se, todo ponto Kuhn-Tucker de sequnda ordem € solugao fracamente eficiente de (MOP).

Demonstra¢ao. (=) Suponha por contradicdo que T € X é um ponto Kuhn-Tucker de
segunda ordem para (MOP) e que nao é solugao fracamente eficiente. Entao, existe
y € X tal que f(y) < f(Z), e como (MOP) é KT-pesudoinvexo de segunda ordem,
existem d(7,y) € D(T), w(T,y) € Ry e n(T,y) € R™ tais que

Vf](E)TI(f? y) + w(f7 y)dT(f7 y)vzf](f)d(f, y) < 07 J eJ (84)
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Vi (@)n(T,y) +w(@,y)d" (T,y)V>e:(@)d(T,y) <0, i € I(T) (8.5)

Seja (A, i), o par de multiplicadores associados a diregao critica d(Z, y). Se multiplicamos
(8.4) por A\; = 0 e (8.5) por p; = 0 e, somarmos as desigualdades obtidas, temos

> ies NIV @M@, y) + w(@,y)d" (T,y) V2 f;(2)d(T, y)]
+ 2 ier@ 1ilVai(@In(T, y) + w(@,y)d" (7,y) V2e:i(T)d(T, y)] <

Rearranjando os termos,

= Y ANVL@ A+ wV (@

jeJ el

< —w@y)d"(@y) | > NVE) Zuzw d(@,y) <0

jedJ €l(T

(8.6)

o que é absurdo.

(<) Suponha que todo ponto Kuhn-Tucker de segunda ordem é solugao fraca-
mente eficiente de (MOP). Fixe T € X e uma diregao critica d € D(T). Agora, considere
0s seguintes sistemas:

V(@) +wd' V2 fi(T)d <0, j€J
(S1)

VT g:(T)n + wd'V3g;(T)d £ 0, i € I(T)
onde n € R" e w € R, e o sistema

fity) = f;(x) <0, jeJ }

9:(y) £0, i € I(T) (S2)

onde y € U.

Pelo Teorema de Motzkin ndo homogéneo (Lema , T € X é um ponto Kuhn-
Tucker de segunda ordem se, e somente se, (S1) ndo tem solugao (7, w). Por outro lado,
T € X é solucao fracamente eficiente de (MOP) se, e somente se, o sistema (S2) nao
tem solucao y. Como por hipotese, todo ponto Kuhn-Tucker de segunda ordem é solugao
fracamente eficiente de (MOP), os sistemas (S;) e (S2) s@o equivalentes. Portanto, (MOP)
¢ KT-pseudoinvexo de segunda ordem. 0O

No que segue, obtemos condigoes suficientes de segunda ordem para a eficiéncia
no problema (MOP).

A préxima proposigao estabelece condigoes suficientes para a eficiéncia local.

Proposicao 8.7 Seja T € X wm ponto factivel para (MOP) e suponha que, para cada
d € D(Z)\{0}, existam vetores A € R, € R, nao todos nulos, tais que,

SONVE@E) + Y mVei(T) =0 (8.7)

jed i€l
1:9i() =0, 1 € [ (8.8)
dr (Z wiV2£i(@) + Z \iV2g:(7) ) d>0 (8.9)
jeJ el

entio T € solugao local eficiente de (MOP).
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Demonstracao. Suponha por absurdo que T € X satisfaz as condigoes —, mas
nao ¢ uma solucao eficiente local de (MOP). Entéao, existe uma sequéncia (z;) C X tal
que zx — T e f(xg) < f(T), para todo k. Sem perda de generalidade, podemos supor que
T = T + trdyg, com t, — 07, d, € IR" e ||dg|| = 1, para todo k. Novamente, sem perda
de generalidade, podemos supor que dr — d € IR". Neste caso, pela formula de Taylor,
segue

0 = fi(@+tdi) — f;(@) = [T+ trdi) — 3T + tad)] + [[3(T + trd) — f;(T)]
= [fi(@ +trdy) — f;(F + tpd)] + [tV f;(Z)d + %dTVij(f)d +r;(ts)]  (8.10)

rj(tx)

onde lim -+,
tk:

= 0. Como f; é continua, temos
k—o00

klggo[fj(f + tpdi) — f;(T+td)] =0 (8.11)
e de e , segue que
V(@) d + %dTVij (@)d+r;(ty) <0
para todo k suficientemente grande e, como t; > 0, obtemos

VIfi(@)d + %’“dTV?fj(f)d + %Z’“) <0 (8.12)

e fazendo k — oo nesta tltima equagdo, obtemos V7 f;(Z)d < 0, para cada j € J.
Similarmente, para cada i € I(T), temos que

<0 (8.13)

t
V7 g:(z)d + Edeng(z)d +

onde hrn Billy) — ( e, portanto, VZ¢;(T)d < 0, isto é, d € D(Z),d # 0. Multiplicando

t2

- por A;j = 0e (8.13) por u; = 0 e somando as desigualdades obtidas, temos

0 = |d"Y_NVA@+ D wVa@d| + [d" O w VP E) + Y AVie(T)

JjeJ i€l(x) jeJ i€l
=0
= d (Z,ujv fi(@ —i—Z)\ V2g:(T) )
jedJ i€l
o que contradiz (8.9)). 0

Por fim, estabeleceremos uma condicao suficiente de segunda ordem para a eficiéncia
global em (MOP).

Recordemos que uma funcao diferenciavel ¢ : K C R® — R é chamada quase-
invexa se para cada par de vetores x,y € K, com x # y existe um vetor n(z,y) € R" tal
que

o(z) < o(y) = V7 oy)n(z,y) 0.

Note que se ¢ for continuamente diferenciavel e n(x,y) = = — y, entdo ¢ serd
quase-convexa.
Para cada T € X, definiremos o conjunto

lA)(E) ={d e D(z): V' f;(Z)d = 0, para algum j, € J}.



Condigoes Suficientes para a Eficiéncia Fraca e Eficiéncia 51

Proposigao 8.8 Suponha que T € X é um ponto factivel de (MOP), as funcoes f;,g;
(j € J,i € I(T)) sdo quase-invexas com respeito a uma mesma 1 e que n(x,T) # 0, para
todo z # T. Se para cada direcio d € D(T)\{0}, existirem vetores A € RE IN{0}, € R

tais que,
> NVE@) + ) miVei(T) =0

jeJ el

pigi(T) =0, i €1

dT<Zu]V FH@ > AVii(E >d>0

jeJ el

entio T € solucao eficiente (global) do problema (MOP).

Demonstragao. Suponhamos por contradi¢ao que T nao é solucao eficiente de (MOP).
Entao existe z € U tal que

flz) < f()
gi(x) £0, 1€ 1.

Em particular, temos que f;(x) < f;(Z) para cada j € J e g;(z) < ¢;(T), para i € I(T).
Como estas funcgoes sao quase-invexas com respeito a 7, temos

vV f(@m(,7)
Vigi(@n(z,7) £ 0, i € (7).
) < 0,Vj € J; (i) VIfi(@)n(z,7) =0,

0, 5edJ

Vamos considerar dois casos: (i) VT f;(Z)n(x, T
para algum jy € J.
Inicialmente, suponha V7 f;(Z)n(x,T) < 0,Vj € J. Neste caso, o sistema

VIfi(z)d <0, jeJ
VTg(@)d <0, i€ I(T)

tem uma solugdo d € R". Pelo Teorema de Motzkin (Lema [3.10)), ndo existem A > 0,

w >0, tais que,
> NV Z 1V 9:(T) = 0.

jeJ iel(z
O que contradiz as hipdteses feitas.
Agora, suponhamos que exista um jy € J tal que V7 f;(Z)n(z,T) = 0. Neste caso,
n(z,7) € D(T)\{0}. Como f;, é quase-invexa, temos que
(T 4+t 7)) — £ (T
f(@) £ 1@ = V@) = lim LT 2 5@

t—0t t

0

A

para todo j € J. Consequentemente, para cada j € J fixado, temos f;(z+tn(z, 7)) < f;(7)
para todo t > 0 e suficientemente pequeno. Usando uma expansao de Taylor,

02 f;(T +tn(z,7)) - f;(@) =tV f;(@)n(,7) + %nT(fﬁ,f)Vij (Z)n(2,T) +75(t),

t
onde lim h ( )
t—0 {2

= 0. Obtemos,

V7@ ®) + o BV @) + 1 <0 (8.14)
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e, similarmente, para cada i € I(7) fixado,

<0 (8.15)

Vi@t )+ 3 (0, D)V @n(e, ) +

R;(t o
onde lim ®) = 0. Agora, multiplicamos (8.14]) por A\; = 0 e (8.15) por p; = 0 e somando

t—0 12
as desigualdades obtidas, temos que

T

02 D ANVLE@+ Y wVe@)| 17

JjeJ 1€1(T)

J/

-0
t _ _ _ _ _ _
+5 Z)\jnT(:c,:c)Vij(:c,:c)n(a:,x) + Z pin® (2, 7)V2g;(z, T)n(z, T)
jeJ 1€I(T)
Z)\Jn z,T)V2f;(2, Z)n(z, T) Z pin® (2, 7)V2gi(z, T)n(z, T)

jeJ 1€I(T)

para todo t > 0 suficientemente pequeno. Por isso,

S A0 e 2V fy D) + S gl (2,7 Vg T, T) < 0

JjeJ 1€I(T)

0 que 6 absurdo, pois n(z,z) € D(Z)\{0}. 0



Capitulo 9

Conclusoes e possibilidades de
trabalho futuro

Nesta Dissertacao foram considerados problemas de otimiza¢ao com um e com
varios objetivos. Foram estudadas a existéncia de solucoes para tais problemas e condig¢oes
necessarias e suficientes de otimalidade de primeira e de segunda ordem.

Existem na literatura especializada muitos conceitos de fungoes convexas gene-
ralizadas. Tais conceitos se relacionam a suficiéncia das condigoes de Kuhn-Tucker para
a otimalidade. Nosso interesse foi o de considerar a classe de problemas para os quais as
condigoes de Kuhn-Tucker sejam necessarias e suficientes para a otimalidade. Ou, dito de
outro de modo, a maior classe de problemas para os quais as condigoes de Kuhn-Tucker
sejam necessarias e suficientes para a otimalidade.

Estudamos também resultados semelhantes a estes, utilizando para isto as condicoes
de segunda ordem.

Nos Capitulos 2, 3 e 4 abordamos o estudo do problema mono-objetivo. No
Capitulo 2 tratamos da existéncia de solucao para tais problemas. Baseados no muito
conhecido Teorema de Weierstrass procuramos relaxar as hipéteses de continuidade da
funcao objetivo e de compacidade do conjunto. No Capitulo 3 apresentamos os classicos
Teoremas de Fritz John e Kuhn-Tucker para as condi¢oes necessarias de primeira ordem, e
um teorema relacionado as condigoes necessarias de segunda ordem. No Capitulo 4 procu-
ramos garantir que as condigoes necessarias (de primeira e segunda ordem) estabelecidas
anteriormente, sejam também suficientes para a otimalidade. Tais resultados foram obti-
dos sob hipdteses de convexidade e generalizados a classes mais amplas de funcoes. Neste
contexto temos que a KT-invexidade (e a KT-ivnexidade de segunda ordem) nos garante
que todo ponto de Kuhn-Tucker (ou ponto Kuhn-Tucker de segunda ordem) é minimiza-
dor global do Problema (P), ou seja, esta é a classe mais ampla de problemas para a qual
as condigoes de Kuhn-Tucker sejam verificadas.

Os Capitulos 5, 6, 7 e 8 tratam do estudo do problema multiobjetivo, e uma
andlise similar obtida ao problema mono-objetivo foi realizada. No capitulo 5 apresenta-
mos a caracterizagao do problema, os conceitos de solugoes e alguns resultados de esca-
larizagao; observamos que a KT-invexidade para o problema (MOP) é que garante que
toda solucao fracamente eficiente resolve um problema escalar ponderado. No Capitulo 6
consideramos o problema de otimizacao multiobjetivo abstrato e por meio dele apresenta-
mos resultados que garantem a existéncia de solugoes para o Problema de estudo (MOP).
No capitulo seguinte apresentamos resultados para as condi¢oes necessarias (de primeira
e segunda ordem) de otimalidade do Problema Multiobjetivo (MOP) os quais, sao gene-
ralizagoes naturais dos apresentados no Capitulo 3. Por fim no Capitulo 8, discutimos
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algumas condigoes de convexidade generalizada para o Problema (MOP) e observamos
que a KT-pseudoinvexidade (ou a KT-pseudoinvexidade de segunda ordem) é a classe
mais ampla a qual garante que, pontos Kuhn-Tucker (ou pontos Kuhn-Tucler de segunda
ordem) sao solugoes fracamente eficientes de (MOP).

O prosseguimento natural deste trabalho seria o de tentar obter resultados analogos
a estes, para diferentes tipos de problema. Por exemplo, o problema de otimizagao entre
espagcos abstratos, com estrutura de dominacao definida por cones convexos. Um conceito
de KT-invexidade para tais problemas, em contexto diferenciavel, foi considerado por San-
tos [14] em sua Tese de Doutorado. Uma possibilidade de trabalho futuro seria estender
este resultado, possivelmente, relaxando as hipoteses de diferenciabilidade das fungoes do
problema. Outra possibilidade, seria a de propor uma nocao analoga a de KT-invexidade
de segunda ordem, utilizando as condicoes de otimalidade de segunda ordem.

Outra possibilidade é o estudo dos chamados problemas anormais. Tais proble-
mas surgem quando o multiplicador associado a funcao objetivo é nulo. Neste caso, as
regras de multiplicadores usuais sao de pouca valia na busca de solucoes 6timas. Para o
caso diferenciavel, Avakov [7] e Izmailov [2] consideram, respectivamente, os problemas
com restricoes de igualdade e de desigualdade e conseguem estender as regras usuais de
multiplicadores usuais a alguns casos anormais. Entretanto, os resultados obtidos pelos
autores exigem um maior grau de diferenciabilidade das fungoes envolvidas. Uma questao
interessante ainda em aberto é: seria possivel estender tais resultados para o problema
nao diferenciavel ou, pelo menos, diminuindo o grau de diferenciabilidade das fungoes
do problema? E seria possivel obter uma nocao similar a de KT-invexidade para tais
problemas? Recentemente, Herndndez-Jiménez et al. [3], propuseram uma nogao de KT-
invexidade para problemas anormais. Uma possibilidade seria a de se estender a nocao
de KT-invexidade de segunda ordem para tais problemas.

Uma interessante técnica empregada na obtengao de condigoes de otimalidade
para problemas de programacao nao linear sao os chamados "Métodos de Deformacao”.
O método consiste, a grosso modo, em ”deformar”um problema de otimizagao em um
problema mais simples. Entre outras hipdteses, esta deformagao deve preservar os pontos
6timos. Bobylev [20] 21] estudou vérios problemas de deformacao e, para isto, foram
utilizadas as condigoes necessarias de primeira ordem. Seria possivel adequar as técnicas
de deformacao empregando-se as condi¢oes de segunda ordem?

Outra possibilidade é o estudo de dualidade para problemas multiobjetivos. Para
o problema de programacao nao linear, diferentes problemas duais podem ser definidos.
Talvez, os mais populares sejam os de tipo Lagrangeano, Mond-Weir e de Wolfe. Para se
obter as relagoes de dualidade entre os problemas primal e dual, se exige alguma nocao
de convexidade (ou convexidade generalizada) nos dados do problema. Novamente, existe
uma infinidade de funcgoes convexas generalizadas, utilizada na obtencao de tais resul-
tados. Recentemente, Ivanov [29] propoe um novo tipo de dual e introduz o conceito
de problemas WD-invexos. Tal classe de problemas tem a seguinte propriedade: um
problema ¢ WD-invexo se, e somente se, o par de problemas primal-dual satisfaz a pro-
priedade da dualidade fraca. Cremos ser possivel estabelecer resultados similares a este
para o problema multiobjetivo. Seria possivel estabelecer um resultado similar para o
problema de otimizac¢ao abstrato?
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