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Resumo

O objetivo desta dissertacdo é fazer um estudo dos espacos fibrados, mostrando como eles po-
dem ser classificados. Concretamente vamos nos concentrar em classificar fibrados vetoriais e
de forma mais geral vamos classificar G-fibrados principais, onde G é um grupo topolégico e

finalmente classificaremos fibrados com conexao.
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Abstract

The aim of this work is to study fiber bundles and their classification. Concretely, we will classify

vector bundles; more generally, principal G-bundles and finally principal bundles with connec-
tion.
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Introducao

Um espaco fibrado pode ser entendido de duas maneiras duais. Geometricamente, um fibrado
é uma colecao de estruturas parametrizadas pelos pontos de um espaco B; "acima de cada
ponto"de B colocamos uma estrutura (espaco vetorial euclideano,por exemplo). Dualmente,
podemos pensar da maneira topolégica, como uma aplicacdo 7 : E — B tal que as fibras !(b)
sdo todas "iguais"e compartilham alguma estrutura de maneira consistente.

O conceito matematico de espaco fibrado foi desenvolvido na década de 1930, e tem tomado
grande interesse em suas aplicacoes a geometria diferencial, um exemplo importante impor-
tante de espaco fibrado que aparece em geometria diferencial, € o espago tangente a uma va-
riedade diferenciavel. Em 1951 foi publicado o trabalho de N. Steerod [15] que é uma primeira
exposicao sistemdtica do assunto.

Essencialmente uma estrutura fibrada consiste de um espaco E chamado de espaco total, um
espaco B chamado de espaco base, uma aplicacdo continua e sobrejetora p : E — B chamada
de aplicagdo projecao, e um espaco Y chamado de fibra tipica que é homeomorfo ao conjunto
p~1(b), b € B chamado de fibra sobre o ponto b. Alguns casos particulares de fibrados sdo os
fibrados vetoriais e de forma mais geral os G-fibrados. No primeiro caso, temos uma estrutura
vetorial em cada fibra p~!(b) e no segundo, temos um grupo topoldgico que age efetivamente

sobre a fibra tipica Y.

O objetivo principal desta dissertacdo é classificar fibrados vetoriais, G-fibrados e finalmente
fibrados com conexao. Para o caso dos fibrados vetoriais, vamos ver como o "pullback"do fi-
brado canodnico sobre a variedade y" de Grassmann € isomorfo a qualquer fibrado vetorial &
sobre um espaco base compacto ou paracompacto. Basicamente este isomorfismo é obtido
construindo uma aplicagdo entre o espaco total do fibrado & e o espaco total de y" que seja li-
near e injetora em cada fibra. No caso dos G-fibrados, vamos mostrar que qualquer G-fibrado
é o fibrado associado de algum fibrado principal. Portanto, se classificamos os fibrados princi-
pais também classificamos os G-fibrados. (Aqui o fibrado classificante é o fibrado construido
em [10]). Finalmente para classificar os fibrados com conexdo vamos usar o fibrado de Stiefel
U(k)--- V2(C") — Gi(CM).
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Na literatura os fibrados classificantes sdo chamados de fibrados universais. Em particular,
quando o espaco base de um fibrado universal é um CW-complexo de dimensao n dizemos
que ele é n-universal, se e somente se, os grupos de homotopia 7; do espaco total sdo zero para
0 < i < n. Uma aplicacao interessante dos fibrados n-universais é calcular grupos de homo-
topia. Estes fibrados também podem ser usados para mostrar que dois espacos sdao homoto-
picamente equivalentes. No capitulo 3 vamos ver que se G é um grupo topolégico que é um
CW-complexo de dimensao n, entdo G é homotopicamente equivalente ao espaco de lazo do
conjunto B, onde B é o espaco base de algum fibrado n-universal. Outra cosa importante dos
fibrados classificantes ou universais, € que muitas vezes os fibrados sao obtidos como fibrados
induzidos, é assim, que a partir de ter uma classificacdo nés podemos obter um novo fibrado,
por exemplo. No capitulo 5 vamos ver exemplos de como obter um novo fibrado a partir de
uma aplicacio classificante dada pela aplicacdo de Hopf S” — S*, estos exemplos permitem es-
tudar algumas propriedades geométricas dos "pullback"como é visto em [2]. Neste trabalho é
assumida como conhecida a teoria basica de variedades diferencidveis. Para informacao desta

teoria pode ser consultado [8].
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Capitulo 1

Preliminares

1.1 Fibrados vetoriais

Neste capitulo vamos dar algumas noc¢oes béasicas sobre fibrados vetoriais, mostrando como
sdo construidos alguns dos fibrados que vamos usar neste trabalho. Daremos também alguns

resultados sobre grupoa de homotopia e fibragoes, os quais serdo tteis no final do capitulo 3.

Definicao 1.1.1. Um fibrado vetorial real & sobre um espaco topolégico B chamado base consiste

do seguinte:

1. Um espaco topolégico E = E(£) chamado espago total.
2. Uma aplicagdo 1 : E — B continua e sobrejetora chamada de projegdo.
3. Para cada b € B uma estrutura de espago vetorial real no conjunto n='(b).

4. Condigdo de trivialidade local: Para cada b € B, existe um aberto U C B, e um homeo-

morfismo
h:UxR" - Y(U)

tal que o digrama abaixo é comutativo

U xR* = 7-1(U)

m
pn l

U

isto é toh = pr, onde pry é a projecdo no primeiro fator. Além disso a correspondéncia

x — h(b, x) define um isomorfismo entre o espago vetorial R" e o espago vetorial 1='(b).



De forma andloga podemos definir os fibrados vetoriais complexos. O par (U, i) é chamado de
sistema de coordenadas locais para £ sobre B. Se for possivel escolher U igual ao espaco B todo,
entdo & sera chamado fibrado trivial. O espaco vetorial 7-!(b) é chamado fibra sobre sobre b,

ele pode ser denotado por F, ou F,(&).

Definicao 1.1.2. Sejam & en dois fibrados vetoriais sobre o mesmo espago base B. Dizemos que
& éisomorfo an), escreve-se £ =1, se existir um homeomorfismo f : E(£) — E(n) entre os espagos

totais que aplica cada espago vetorial F,(&) isomorficamente sobre o espago vetorial F,(n).
Exemplo 1.1.1. O fibrado trivial com espago total B x R", com aplicagdo proje¢do

m: BxR* — B
(b, x) — b

e com estrutura de espago vetorial nas fibras definidas por
t1(b, x1)+ t2(b, x2) = (b, t1x1 + £2X,)
E claro que 1 é continua além disso

h: BxR" — n}{(B)=BxR"
(b,x) — (bx)
€ um homeomorfismo. O fibrado trivial sobre B sera denotado por .
Notemos que um R” fibrado € trivial se e somente se € isomorfo a £.

Exemplo 1.1.2. O fibrado tangente 7, de uma variedade diferencidvel M. O espaco total de
Tym € a variedade TM, consistindo de todos os pares (x,v) comx € M e v tangentea M em x. A
aplicagdo projegdo m : TM — M é definida por 1t(x,v) = x e a estrutura de espago vetorial em
n~Y(x) é definida por:

t1(b, x1)+ t2(b, x2) = (b, t.x1 + £2X2)

A trivializagdo local de 7y, é obtida a través das cartas locais: se % é um aberto de M ex : U —

U C R" é uma carta local, entdo a aplicacdo

" 0
U xR B(q,al,...,an)HZa,-alq

fornece uma trivializacéo local do tangente (considerando os vetores tangentes como derivagoes).

Exemplo 1.1.3. Consideremos o espaco RP" de retas pelo origem em R"'. Notemos que é razod-

vel considerar RP"™ como o espago topologico quociente de R"+! — {0} / = onde = é uma relagdo de
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equivaléncia em R"*! — {0} definida porx =y sey = Ax, comA€R e A #0.
O fibrado candnico v} sobre RP", tem como espago total o conjunto E(y!) C RP" x R"*!, onde

E(r})={(l,v)/v €1} e como projecdo a fungdo

n:E(yl)—RP"
(L,v)—1

Vejamos que v, satisfaz a condigdo de trivialidade local. De fato, notemos que se x € R"+! —
{0} entdo a reta | que passa pela origem e pelo ponto x pode-se ver como a classe de x ou seja
I = [x]. Como os conjuntos U; = {x = (x1, X, ..., X,41)/X; # 0} sd@o abertos saturados, segue que os
conjuntos U; = {[x]/x; #0,} onde x =(x1, X2, ..., Xn+1) SG0 abertos em RP", definamos h; : U; xR —

n~Y(U;) por

X1 Xn+1
Ri(lx), )= (1x], 6=, oo £y 1 =)
Xi Xi
claramente h; é bijetora e continua e sua inversa estd definida por hi’l([x],y) = ([x],y:), onde
Yy =0, Yni1) h;' é continua, portanto h; é um homeomorfismo de U; x R com t=(U;) tal que

a correspondéncia t — h([x], t) define um isomorfismo entre t='([x]) eR.

vl sera chamado o fibrado linha canénico sobre RP".

Definicao 1.1.3. Seja um fibrado vetorial & com projecdo © : E — B, uma se¢d@o s de & é uma
fungdo continua s : B— E tal que(rmos)(b)=b, Vb € B.

Diremos que s é ndo nula se: s(b) é um vetor ndao-nulo na fibra n='(b) para cada b € B.

Observacéo 1.1. Notemos que um R!-fibrado trivial £, com projecao « : E — B, admite uma
secdo ndo nula, pois se definimos s : B — E como sendo s(b) = h(b,1),onde h: BXxR— E éa

trivializacdo de &, vemos que s é continua, além disso, 7(s(b))=b para cada b € B.
Usando a observacao anterior podemos demonstrar o seguinte teorema.
Teorema 1.1.1. O fibrado y,, sobre RP" ndo é trivial paran > 1.

Demonstragdo: Seja s : RP" :— E(y},) uma se¢do qualquer, e consideremos a fungao

R+ — {0} L RP" —> E(y})

que leva cada x € R"*! — {0} no ponto ([x], £(x)x). Notemos que #(x) é uma funcdo continua de
valores reais pois s o p é continua, além disso, 7(x) = —#(x) ja que p(x) = p(—x) ou equivalente-

mente ([x], #(x)x)=([x], —t(—x)x) e portanto t(—x)=—t(x).



Se t(x)=0, s se anula na fibra e portanto o fibrado y} nao € trivial. Se #(x) > 0 entdo #(—x) <O0.
Como R” — {0} é conexo segue do teorema do valor intermedidrio que existe x, tal que #(x,) =0,

logo s([xo]) = ([xo], 0). Portanto qualquer se¢do s anula-se na fibra, ou seja y! nao é trivial. O
Agora vamos considerar uma colecao {sj, ..., s, } de secdes de um fibrado vetorial £.

Definicao 1.1.4. As segoes sy, ..., S, sao linearmente independentes, se para cada b € B, os vetores

$1(b), ..., s,(b) sdo linearmente independentes.

Lema 1.1.1. Sejam & en fibrados vetoriais sobre B e seja f : E(£) — E(n) uma fungdo continua
que leva cada espacgo vetorial F,(&) isomorficamente no espago vetorial correspondente F,(n). En-

tao, f'é necessariamente um homeomorfismo. Logo & é isomorfo an, ou seja, temos que o seguinte

diagrama é comutativo
f
E(0E) — E(n)
ﬂfgl ﬂnl

Demonstracdo: Se e € E(n), entdo e € Fy(n) onde b’ = m,(e). Como f : Fy(&) — Fy(n) é um
isomorfismo, existe x € F/(&) tal que f(x)=e. Se e, # e, € E(&) sdo tais que 7z(e;) =mz(e)=b
como f : F,(§) — F,(n) é um isomorfismo segue que f(e;)# f(e.) portanto existe f~!.
Dado qualquer b € B, escolhamos um sistema de coordenadas locais (U, g) para & e (V;h) para
n,com b e UNV. Vejamos que a funcdo h~lo fog:(UNV)xR" - (UNV)xR" é um homeo-
morfismo. Tomemos

h(f(g(b,x))=(b,y)

notemos que y = (y1,..., V») pode ser expresso da forma y; = Zfij(b)xj onde [f;;(b)] denota
j=1
uma matriz ndo singular. Seja [Fj;(b)] a matriz inversa de [f;;(b)], entdo g~'o f~loh(b,y)=(b, x)

n
onde x; :ZF}'i(b)yi. Assim h™'o foge g~lof~loh sdo continuas.
i=1
Agora, notemos que se temos ¢ e y fungoes tais que p oy é continua e ¢ € um homeomorfismo

entdo Y é continua, e se Y € um homeomorfismo entdo ¢ é continua, segue que f e f~! sdo

continuas. O

Teorema 1.1.2. Um R"-fibrado & é trivial, se e somente se, & admite n segoes $i,...,S, que SGo

linearmente independentes.

Demonstracao: Sejam s, ..., s, secoes de & linearmente independentes. Definamos f: BxR" —

E(&) por f(b,x)=x151(b)+ -+ x,5,(b), x = (x1,...,X,,), assim temos que f é uma funcdo con-



tinua. Vejamos que f leva cada fibra do fibrado trivial £ isomorficamente na fibra correspon-

dente de £ ou seja temos que provar que

[ F(E%)— F(S)

é um isomorfismo. De fato

linear: Sejam (b,x),(b,y)€ F,(&%), logo

f(b’x+y) = (xl+y1)51(b)+"'+(xn+yn)sn(b)
= xlsl(b)+J/151(b)+"'+xnsn(b)+YnSn(b)
= f(b,x)+f(by)

Injetividade: Sejam (b,y), (b,x) em F,(&%) tais que f(b,y) = f(b,x) vejamos que x =y. Como
f(b,y)= f(b,x) entdo temos que:

x181(b)+--+x,8,(b)=y15:1(b) ++-+ yu$n(D)

logo (x; — y1)s1(b)+ -+ (x,, — yn)su(b), mas os vetores s;(b), ..., s,(b) sdo linearmente indepen-

dentes portanto temos que x; =}, ..., X, =¥, segue que x =} .

Assim pelo teorema do ntcleo e a imagem temos que F € um isomorfismo nas fibras.

Reciprocamente, suponhamos que & é trivial, com sistema de coordenadas (B, h). Definamos
si(b) = h(b, e;) onde os e; sdo os vetores da base candnica de R”, provemos que $i,...,S, Sao
secoes linearmente independentes, para i = 1,...,n. Como s;(b) = h(b, e;) e a correspondéncia
x — h(b, x) define um isomorfismo, temos entao que os h;(b, e;) sao linearmente independen-

tes, portanto sy, ..., s, sdo secdes linearmente independentes. O

1.2 Construcao de fibrados a partir de fibrados dados.

a) Restricao de um fibrado num subconjunto do espaco base. Seja & um fibrado vetorial com
projecdo 7 : E — B e seja B um subconjunto de B. Definindo E =7"(B)e7: E — Ba
restricdo de 7w a E, obtemos um novo fibrado vetorial que sera denotado por &|; e é cha-
mado a restri¢do de £ a B. Cada fibra F,(&|3) é igual a fibra correspondente F,(&) e tem a
mesma estrutura de espaco vetorial. Se (U, h) é um sistema de coordenadas para &, entao

(UN B, h|yns) é um sistema de coordenadas para &| 5.



O seguinte exemplo é de grande importancia neste trabalho, ja que por meio deste fibrado

nos vamos a classificar os fibrados vetoriais, e os G-fibrados.

b) Fibrado induzido. Seja o fibrado £ como acima, e seja B; um espago topoldgico qualquer.
Dada uma aplicacdo f : By — B é possivel construir o fibrado induzido f*£ sobre B;.
O espaco total E; de f*£ é um subconjunto de B; x E que consiste de todos os pares
(b,e) € By x E tais que f(b) = n(e). A aplicacao projecao m; : E; — B; é definida por
m1(b, e) = b. Assim temos que o seguinte comuta

E,—~F

Bl—>B

onde f(b, e)=e. A estrutura de espaco vetorial em ﬂ;l(b) é dada por:
ti(b, e1)+ t2(b, e2) = (b, t1e1 + 12€2)

Portanto f leva cada espaco vetorial F,(f*&) isomorficamente sobre o espaco vetorial
Frp)(&). Vejamos que f*& € localmente trivial. Sejam (U, h) um sistema de coordenadas
locais para &, definamos U, = f~Y(U) e h, : U, x R* — 7 (Uy) por hy(b, x) = (b, h(f(b), x)),

provemos que k; é um homeomorfismo tal que x — h;(b, x) define um isomorfismo.

Injetividade: Sejam (b, x) e (b,,y) pertencentes a U; x R” tais que hi(by,x) = hi(b,,y),

isto € (b, h(f(by),x)) = (bo, h(f(b>),y)) dai seque que b; = b, e h(f(b1),x) = h(f(b2),y),
mas h é injetora, logo x =y, assim obtemos que (by, x) =(b»,y).

Sobrejetividade: Seja (b,e) € 711‘1(U) segue que f(b) = m(e), ou seja e € Fy)(&), mas
a correspondéncia x — h(f(b),x) define um isomorfismo entre Fy;)(£) e R”, logo para
e € Fyp)(&) existe x € R” tal que e = h(f(b),x), portanto h,(b,x) = (b, e) ou seja h; é
sobrejetora.

Agora como h e f sdo continuas, segue que h; é continua, além disso sua inversa é dada
por hi'(b,e) = (b, h~'(e)) que é uma funcdo continua, a correspondéncia x — h;(b,x)
define um isomorfismo, pois a correspondéncia x — h(f(b),x) define um isomorfismo,

logo f*& é localmente trivial.

Se & for trivial, segue-se que f*& é trivial.



Definicao 1.2.1. Uma aplicagdo fibrada de ) em &, é uma aplicagdo comtinua g : E(n) — E(&)
que leva cada espago vetorial F,(n) isomorficamente sobre uns dos espacos vetoriais F,(&). To-
mando g(b) = b’ temos que a fungdo resultante g : B(n) — B(&) é comtinua. Assim uma aplica-

¢do fibrada den em & é um par de aplicagoes (g, §) que satisfazem as condigoes da acima

Lema 1.2.1. Se g : E(n) — E(&) é uma aplicagdo fibrada, e se § : B(n) — B(&) é a aplicagdo
correspondente de espagos base, entdo ) é isomorfo ao fibrado induzido g*&.

Demonstracao: Definamos & : E(n) — E(g*(£)) por

h(e)=(n(e), g(e))

onde 7 é a projecdo do fibrado ). E claro que h é comtinua, vejamos que h aplica cada fibra
Fy(n) isomorficamente na fibra F,/(g*£) onde g(b) = b’. De fato, sejam e, e, € F,(n), logo 7(e; +
e;)= b, assim obtemos que:

h(ei+e) = (b, gle;+es))
= (b, gle1)+ gle2))
= (b, g(e1)+(b, g(e2))
= h(e1)+ h(ez)

portanto h é linear em cada fibra, provemos agora que / é injetora, logo pelo teorema do ntcleo
da imagem obtemos que h é um isomorfismo nas fibras. Sejam e, e; € F,(n) tais que h(e;) =
h(ey), isto é, (b, g(e1)) = (b, g(e2)), segue que g(e;) = g(e,), mas g é injetora em cada fibra, logo

e; = ey, segue-se do lemal.l.1 que i € um homeomorfismo, e assim ) é isomorfo a g*&. O

No final da préxima secdo e no capitulo 5 apresentaremos alguns exemplos de fibrados induzi-

dos por uma certa aplicacao.

¢) Produto Cartesiano Dados dois fibrados vetoriais &, &, com aplicacoes projecao r; : E; — B;
i =1,2, ofibrado produto cartesiano &; x&, é definido como sendo o fibrado com projecao
71 X Tp 1 Ey X E; — By X B, onde a cada fibra (71, x 7m5) ! = F,, (&1) X F,(£2) é dada a estrutura
de espaco vetorial usual. Se (Uj, h;) e (U, h,) sao sistemas de coordenadas locais para &,
e &, respectivamente, entdo (U; x U,, h; X h,) é um sistema de coordenadas locais para

&1 X &y

d) Soma de Whitney Consideremos dois fibrados &, e &, sobre um mesmo espaco base B. De-
finamos d : B— B x B por d(b)= (b, b). O fibrado d*(&; x &,) sobre B é chamado a soma
de Whitney de &, e &, e sera denotada por &, @ &,.
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Definicao 1.2.2. Consideremos dois fibrados vetoriais & e ) sobre o mesmo espago base B com
E(&) € E(n), entdo & é um subfibrado de n (escreve-se & C n ) se cada fibra F,(&) é um subespaco

vetorial da fibra correspondente F,(n).

Lema 1.2.2. Sejam &, e &, subfibrados de 1 tais que cada espaco vetorial F,(n) é igual a soma

direta dos espacos F,(&1) e F,(E»). Entdo n é isomorfo a soma de Whitney &, ® &»,.

Demonstragdo: Definamos f: E(&; ® &2) — E(n) por f(b,(e1, e2)) = €1 + e,, assim temos que f
é comtinua e leva cada espaco vetorial F,(&; @ £,) isomorficamente em seu espago vetorial cor-
respondente F,(n) segue do lemal.l.1 que f é um homeomorfismo, portanto &, ® &, é isomorfo

arn. O

1.3 Fibrado canonico sobre a Variedade de Grassmann

Nesta secdo vamos construir um fibrado com espaco base a variedade de Grassmann chamado
de fibrado candnico sobra a grassmanniana, veremos mais adiante que este fibrado classifica os

fibrados vetoriais.

Definicao 1.3.1. A variedade de Grassmann G,(R"**) é o conjunto dos n-planos pela origem de

coordenadas do espago R+,

Observacao 1.2. Notemos que para o caso n = 1, a variedade de Grassamann G;(R**+!) coincide

com o espago projetivo RPk,

O conjunto G,(R"*k) é dotado com a topologia quociente como segue:
Um n-referencial em R”** é uma n-tupla de vetores linearmente independentes de R"**. A
colecdo de todos os n-referenciais em R”+F ¢ um subconjunto das n-copias R"+* x ... x Rk

chamada variedade de Stiefel e se denota por V,(R”*¥). Temos uma aplica¢do canonica:
q . Vn(Rn-HC) N Gn(RnJ’_k)

que leva cada n-referencial para o seu n-plano gerado, g é sobrejetora, entdo, dizemos que
U C G,(R"**) é aberto se, e somente se, q~'(U) é aberto em V,(R"**). Agora, seja VO(R"+*) C
V,(R"*¥) o0 conjunto de todos os n-referenciais ortonormais. Entao G,(R"**) pode-se conside-

rar como uma identificagao de V°(R"**). Podemos ver que os seguentes diagramas comutam

Vo(R7+k) i V,(R7+F) PG Vo(R7+k)

AT

Gn(Rn-i-k)



onde q, € a restricao de g a V°(R"**) e PG indica o processo Gram Schmidt e i é aplicacao

inclusao.
Observacao 1.3. O processo de Gramm Schimidt induz uma aplica¢gdo comtinua.

Lema 1.3.1. A variedade de Grassmann G,(R"**) é uma variedade topolégica compacta de di-
mensdo nk.

Demonstracdo: Provemos primeiro que G,(R"+*) é um espaco Hausdorff. Para w € R*** fixo,
seja p(X) a distancia ao quadrado de w ao n-plano X. Se x;,...,x, € uma base ortonormal de
X, entdo a identidade

pw(X):W'w—(w-xl)Z_..._(w,xn)Z

prova que a composi¢cao

VHO(Ran) KA Gn(Ran)p"’ ~R

é comtinua, portanto p, é comtinua. Agora, se X,Y sdo dois n-planos diferentes tais que w
pertence a X mas ndo pertence a Y, entdo p,(X) # p,(Y), como R é Hausdorff segue que exis-
tem U, V abertos que contem p,(X) e p,,(Y) respectivamente tais que UNnV = ¢, logo p;'(U) e
p;; (V) sdo abertos que contem a X e Y respectivamente, e além disso p {(U)Np (V)= ¢
Notemos que o conjunto V°(R"**) ¢ fechado e limitado em R"** x ... x R"** portanto é com-
pacto, segue de G,(R"™*) = go(V°(R"*)) que G,(R""*) é compacto, g, € a restricao de g ao
conjunto VO(R"F),

Agora vejamos que G,(R"+k) é localmente homeomorfo a R¥”. Seja X, € G,,(R"**), assim R"** =
Xo® X, sejatambém P : R"** — X, a proje¢ao ortogonal e consideremos o conjunto U de todos
os n-planos Y tais que P(Y)= X,.

Notemos que Ply : Y — X, define um isomorfismo entre Y e X, pois P(Y) = X, assim P|y é
sobrejetora e como P € linear segue que P|y € linear e portanto é injetora, ou seja, KerP|y =0,
mas KerPly = YNX., logo U é o conjunto dos n-planos Y tais que Y N X3 = 0. Notemos que
U é um conjunto aberto na Grassmanniana, além disso, cada Y determina uma transformacao
linear Ty : Xy, — XOl e cada transformacao T : Xy, — XOL determina um n-plano Yr € U. De fato, se
Y € U entdo cada y € Y pode-se escrever de forma unica como y =x+x%, comx € X e x+ € X}
e aplicacdo Ty(x) = x* determina uma transformacao linear. Reciprocamente se T : Xo — X7
é linear o conjunto Y7 = {x+ T(x)/x € X,} é um n-plano tal que Y7y N XOl = 0. Isto induze uma
aplicacdo bijetora T : U — Hom(X, X;) = R"* tal que T(Y) = T|y. Afirmamos que T é um
homeomorfismo. Seja x, ..., x, uma base fixa de X, como P|y é um isomorfismo entre Y e Xy,

entdo, cada n-plano Y € U tem uma tnica base yj, ..., y, tal que

P(y1)=x1,... P(yn) =x,



Para provar que T é comtinua, é suficiente provar que v : U — (X;)" definida por y(Y) =

(Ty(x1), ..., Ty(x,)) é comtinua. Consideremos as seguintes funcoes comtinuas:

e A projecdo ortogonal P: Rk — X,
¢ Aprojecao ortogonal P+ :R"* — XL,

e Aaplicagdao D: g~ '(U)— g~'(U) queleva cada n-referencial (y, ..., y,) no tnico n-referencial

(¥{,.-» ") 0 qual gera o mesmo plano g((yi, ..., y»)) € satisfaz P(y;) = x;.
e Afungado h:q '(U)— (X;)" definida por h(y1, ..., yn) = (PL(y1), ... PA(¥n))-

Entdo, temos que Y o q = ho D segue que ) o g é comtinua e portanto ¢’ é comtinua, logo T é
comtinua.

Para provar T-! é comtinua, consideremos a funcao comtinua ¢ : Hom(Xo,XoL) — q~}(U) de-
finida por ¢(T) = (x; + T(x1),...,x, + T(x,)), assim, como T-! = g o ¢ concluimos que T! é

comtinua. O

O fibrado canonico y*(R"*¥) sobre G,(R"**) é construido como segue: Seja

E=E(y"(R""))

O conjuntos dos pares

(n-plano em R"™* vetor no n-plano).

A topologia em E é a topologia subespaco de G,(R"+*) x R***, A aplicagdo projecdo 7 : E —
G,(R"*¥) é definida por 7(X,x) = X e a estrutura de espaco vetorial sobre cada fibra em X é
definida por:

H(X, x1) + B(X, x2) = (X, 11X + HX2).

Lema 1.3.2. O fibrado vetorial y*(R"*¥) satisfaz a condigdo de trivialidade local.

Demonstracao: Seja U uma vizinhanca de X, como no teorema anterior. Definamos

h:UxX,— n Y (U)

como segue: h(Y,x)=(Y,y)tal que y é o inico vetor em Y tal que P(y)=x. As identidades
h(Y,x)=(Y,x+ T(x))
h(Y,y)=(Y,P(y))

10



mostram que & e h~! sdo comtinuas. O

Exemplo 1.3.1. Seja S C R® uma superficie regular. Sabemos que para cada p € S, existe um
aberto VemR3 euma fungdo x: U — VNS diferencidvel, assim, sex{u,v)=(x(u,v),y(u,v),z(u,v)),
entdo as fungoes x(u,v),y(u,v),z(u,v) tem derivadas parciais comtinuas de todos os ordenes
em U. Além disso, para cada q € U a aplicagio dx, : R> — R3 é injetora, ou seja, os veto-
res g—;‘ = (g_fﬂ %, g_f,)T e % = (%, %, Z—j)T sao linearmente independentes. Sejap € S com p =
(x(u,v),y(u,v),z(u,v)), podemos definir a aplicagio de Gauss g : S — G»(R3) como sendo a com-
posta das fungoes comtinuas q : V5(R3) — G,(R3) e f : S — V(R3) onde f(p) = (g—z, g—j). Agora, se
definimos g : E(ts) — E(y*(R3®)) como &(p,v) = (T,S,v), onde T,S é o plano tangente a S trans-
ladado ao origem de coordenadas, obtemos que g é uma aplicagdo entre o fibrado 7s e o fibrado

12(R3) tal que o seguinte diagrama comuta

ET) —& B(r2(®9)
S £ . Gy(R2)

Segue do Lema 1.2.1 que o fibrado tangente T é isomorfo ao fibrado induzido g*y?*(R?)

1.4 Grupos de Homotopia

Um dos objetivos desta se¢do € definir o grupo fundamental e os grupos de homotopia de ordem
superior, estes grupos permitem determinar em alguns casos se dois espacos sdao homotipica-
mente equivalentes. Os grupos de homotopia também desempenham um papel fundamental
na classificacdo de Fibrados Principais, como veremos nos proximos capitulos. As demonstra-

coes dos resultados apresentados nesta secao podem ser encontrados em [1].

Definicao 1.4.1. Dois caminhos 0,7 : [0,1] — X tais que 0(0) = 7(0) e (1) = (1) se dizem
caminhos homotodpicos, se existe um aplicacdo chamada de homotopia H : [0,1] x [0,1] — X tal

que
1. H(t,0)=0(t) eH(t,1)=1(t) paracada t €[0,1].

2. H0,s)=0(0)eH(1,t)=0(1).

Se dois caminhos o e 7 sdo homoticos, escrevemos o ~ 7, ~ é uma relacao de equivaléncia no
conjunto dos caminhos em X. Denotamos por [o] a classe de homotopia do caminho o.
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Definicao 1.4.2. Dados dois caminhoso, :[0,1] — X tais que o(1) = 7(0), seu produto é o cami-

nho
2t 0<r<!
(ox1)(t)= o(2t)  se LR
T(2t—1) se ;St=<1

O caminho inversodeo éco~'(t)=o(1 —1t).

Lema 1.4.1. Sejam 0,01, 7o, 71 caminhos em X tais que 0o(1) = 7¢(0), 01(1) =71(0) eog ~ 03,

To~T1. Entdo, Tox0¢~T1%07.

O lema anterior permite definir a multiplicacdo de classes de equivaléncia como [0 ]-[T] = [o*T].

1.4.1 O grupo fundamental

Definicao 1.4.3. Um caminho o : [0,1] — X se chama fechado ou laco, se o(0) = o(1). Se além

disso, 0(0)= o (1) = x dizemos que o é um caminho basado em x.

Se Q(X, x) é a familia dos lacos basados em x, é claro que o produto e a inversdao de caminhos
sdo operacoes internas neste conjunto. Sobre (X, x) podemos considerar a relacdo de homo-
topia de caminhos, assim definimos o grupo fundamental de X no ponto x como 7;(X, x) =
QAX, x)/ ~.

Teorema 1.4.1. 7,(X, x) é um grupo.

Teorema 1.4.2. Sex,y € X eo é um caminho munindo x ey, entdo o homomorfismo de grupos

Yo 1 m(X, x) = m(X,y), definido por p,([T]) = (0 *T*x0 ™) é um isomorfismo.

Corolario 1.1. Se X é conexo por caminhos, o grupo fundamental 7t,(X, x) ndo depende do ponto

x € X. Neste caso, escreve-se m1(X).

Lemal.4.2. Sejay : X — Y umaaplicacdo comtinua, entdo a aplicagdo ¢, : 7:(X, x) — m1(Y, p(x)),
definida por ¢.([f]) = [ o f] é um homomorfismo de grupos, chamado homomorfismo induzido

por ¢.
Teorema 1.4.3. Sejam ¢ : Y — Z,y : X — Y aplicacoes comtinuas. Entdo
L (p¥)= i)

2. I,=1ondel, : m(X,x)— m(X,x) é o homomorfismo identidade induzido pela aplicacédo
identidade em X.
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Desta forma o grupo fundamental proporciona uma forma de passar da topologia a dlgebra.
Ou seja, o grupo fundamental define um Funtor da categoria de espacos topolégicos para a

categoria de grupos.

Teorema 1.4.4. Se ¢ : X — Y é um homeomorfismo, entdo a aplicagdo induzida p.m,(X,x) —

m1(X, p(x)) é um isomorfismo para cada x € X.

Corolario 1.2. Se X é contratil, entdo m(X, x) = {0}.

1.4.2 Grupos de homotopia de ordem superior

A definicdo do n-ésimo grupo de homotopia de um espaco X num ponto xy € X, 7,(X, Xo), é
andloga ao grupo fundamental. Substituimos o intervalo I = [0, 1] pelo cubo I" que consiste
de todos os pontos t = (1, ..., t,) no espaco euclidiano taisque 0 < ¢; <1 com i =1,...,,n. Uma
(n —1)-face do cubo I" é obtida fazendo algum ¢; =0 ou 1. A unido das (n — 1)-faces formam a
fronteira d T" de I".

Vamos considerar funcoes de I em X que enviam a fronteira d I no ponto x,, assim os ele-

mentos de 7, (X, Xo) sdo classes de homotopia de estas funcoes, uo seja

(X, o) ={[fIIf:(I",01") = (X, x0)}

Se comprimimos a fronteira de um n-cubo num ponto, obtemos uma configuracdo equivalente
a n-esfera e um ponto de referencia y, em S”. Assim podemos definir um elemento de 7,, como
a classe de homotopia de fun¢des de S” em X que enviam o ponto y, no ponto x.

Uma generalizacdo muito ttil de grupos de homotopia 7,(X, x¢) sdo os grupos de homotopias
relativos 7,(X, A, xo) ao par (X, A) com ponto base x, € A. A (n — 1)-face inicial de I"*, denotada
por I"*~1 é definida como o conjunto dos (t,, ..., ;) tais que ¢, = 0. A unido das outras (n—1)-faces

de I" é denotada por J"~!. Entao

aln — In—l U]n—l 31'11—1 — In—l m]n—l.

Se X é um espaco topolégico, e A é subespaco de X, aplicagcdo

£ ) 5 (X, A4, %)

é uma funcdo comtinua de I em X tal que levaa I""! em A e /" ! em xy. Em particular, leva
adl"emAedI" ! em xy. Denotemos por F"(X, A, xo) ou simplesmente F” o conjunto de tais

funcoes.
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Se f1, f» estdo em F", sua soma fj + f» é definida por:

h2n,t,.0t),  ©E[0;

+ Iy, 0,..oly)=
(fi+ o)t 12 ) {f2(2t1—1,l‘2:---,tn)»t1€[%’1]

Sen>2et) = %, entdo ambas linhas sdo iguais a x,. Portanto f;+ f> é comtinua e pertence a F".
Duas aplicacgoes fy, f1 € F" sdo homot6picas, fy =~ f; se existe uma funcao

fiI"xI—>X

tal que f(¢,0) = fo(t), f(t,1)= fi(t) e para cada r € I a funcao f, : I"* — X definida por f,(t) =
f(t,r) pertence a F". A relacao de homotopia em F" é uma relacdo de equivaléncia. Assim

definimos

(X, A, x0) = {[FIf (1% 1", 7" = (X, A, x0)}

Agorase f; ~ f (i =1,2) em F", entdo fi + fo >~ f{+ f,. Defato, sejam F: fi~ fleG: fo~ f),
assim temos que a funcao H: I" x I — X definida por

F(2t1, L5, ...r0),8), 1 €[0,5]

H((t]y ceny tl’l)’s) = { G((Ztl —1,0,.., tn)’s)’ he [%’ 1]

€ uma homotopia entre f,+ f; e f>+ f,. Portanto podemos definir a soma em 7,(X, A, xo) como:

(Al+ =i+ 1]

A notacao de soma é usada porque o grupo 7,(X, xy) é abeliano para n > 1, para mais detalhes
podem ser consultados os livros [15] ou [1].

Operador bordo: O homomorfismo bordo

a . nn(X)Aer) - aﬂ:n—l(Ay xO)

é definido escolhendo um representante f de a €11, e restringindo f a face inicial 1"~ de 1",

assim
Of :(I"1, 1", J"%) = (A, X0, Xo)-
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Uma homotopiade fj e f; restritaa I~ x I induz uma homotopia entre d fy e  f; em F"*~1(A, x,),

portanto f — J f induz uma aplicacdo de classes de homotopia. Claramente

(fit+fa)=0fi+0f>.

Portanto @ : m,(X, A, x¢) — m,-1(A, x9) € um homomorfismo.

Homomorfismo induzido: A funcao & : (X, A, xo) — (Y, B, )p) induz uma aplicacao h, : 7,(X, A, xo) —
.(Y, B, o) que é um homomorfismo tal que (hf), = h.f., id.=id e h,= f.se h~ f.

Sejam i : (A, xo) — (X, x0) e j : (X, x0,%0) — (X, A, x0) as aplicacdes inclusdes. A sequéncia infinita

de grupos

o ——T,(A, Xo) L> 7Tu(X, Xo) . Tu(X, A, Xo) - Tn-1(A, xX0) — -+ — (X, xo)

é chamada sequéncia homotépica de (X, A, xo).
Teorema 1.4.5. A sequéncia homotdpica é exata.

Observacao 1.4.1. Uma n-celula aberta ou fechada e é um espaco contrdtil, portanto 1 ,(e, xo) =
0 para cada x, € e e para cada n € N. Consideremos (e, S) uma q-celula fechada e a sua fronteira

S, ou seja um homeomorfismo de (19,0 19), seja xo € S. Entéo

ma(e) I n(e,8) —= 7,1 (S) ——= 7,1 (e)

é uma sequéncia exata, como 1 ,(e) =0, entdo Im j,. =0, pela exatitude tem-se que Kerd é zero,

além disso 1t,,_1(e) =0 dai segue que Keri, = 1,_,(S), novamente pela exatitude temos que:

0 :1,(e,8) = my-1(S)
Definicao 1.4.4. Um espaco X com ponto base x,, diz-se n-conexo, se t;(X,xo)=0 parai <n
E fA4cil verificar que as seguintes condic¢des sdo equivalentes.
1. Toda aplicagdo S' — X é homotépica a funcao constante.
2. Toda aplicacao S’ — X pode-se estender a uma aplicacao D! — X.

3. 1i(X,x0) =0 paratodo x, € X.
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O préximo Teorema é um resultado fundamental de toda a Teoria de Homotopia. Este teorema

é extremamente Util e mostra a importancia dos grupos de homotopia.

Teorema de Whitehead 1.4.1. Se a aplicacio f : X — Y, com X, Y CW complexos induz um

isomorfismo f: 7,(X)— m,(Y) para cada n €N, entdo [ é uma equivaléncia homotépica.

1.4.3 Fibracoes

Intuitivamente uma fibracdo generaliza uma propriedade topolégica dos fibrado. O objetivo

desta secdo é mostrar que todo fibrado é uma fibracao de Serre.

Definicao 1.4.5. Sejam E, B espacos topoldgicos. A aplicagdo comtinua p : E — B tem a pro-
priedade de levantamento de homotopia em relacdo ao espaco X, se para todo par de fungoes
§:Xx{0} - EeG:Xx1I— B tais que pg = Gi, existe uma funcdo comtinua G : X x I — E tal

que o diagrama abaixo comuta

Xx{0}2—~E

g
- 7
G -
il 4 PL
s
s

XxI-% - B

Definicao 1.4.6. Uma aplica¢do comtinua p : E — B é uma fibragdo se tem a propriedade de

levantamento de homotopia. Se b € B entdo p~'(b) = F, é chamada de fibraem b.

Exemplo 1.4.1. Se X é um espacgo de recobrimento para o espaco X, entdo a projecio P: X — X é

uma fibragao.

Exemplo 1.4.2. Se E = B x F, entdo a projegdo P : E — B definida por (b,x) — b é uma fibragdo

com fibra F. De fato, consideremos o seguinte diagrama comutativo

Xx{0} -2~ BxF
IR
XxI—S% -B

definamos G : x x I — B x F por G(x,t) = (G(x,t),q§(x)) onde q : Bx F — F é definida por

(b, x) — x, assim obtemos que o seguinte diagrama comuta

Xx{0} -5~ BxF

e

XxI—% - B
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Definicao 1.4.7. Uma aplicacdo p : E — B que tem a propriedade de levantamento em ralagdo a
todo cubo I" é chamada de fibragdo de Serre.

Proposicao 1.4.1. Toda fibragdo de Serre p : E — B tem a propriedade de levantamento de ho-
motopia em relacdo a todo CW -complexo X.

Demonstracao:
Como um CW-complexo tem a topologia do limite, entdo é suficiente mostrar que existe G,
para todo n > 0 tal que o seguinte diagrama comuta

xm & F

1
G, -
i s
7

X'x TS+ B

&n

onde §: X — E e G:X xI— Bsao dadas e satisfazem g, = g|xm, G, = G|xm ;.

Vamos provar por inducdo sobre n. Seja n = 0, entdo, para cada x € X, existe uma funcdo
continua h, : {x}xI — E com h,(x,0) = go(x) e phx = Gy jd que p é uma fibragdo de serre. Como
X© ¢ discreto, a funcdo Gy : X(© x I — E definida por Gy(x, t)h.(x, t) = é continua. Suponhamos
que n > 0 e que existe G,_, : X"~V x I — E, seja e uma n-célula em X e seja ¢, : (D",8""!) —

(euXn-1,X""1)a aplicacdo caracteristica de e. Consideremos o seguinte diagrama:

h
n
(D" x0) —>/ = E
e

Dt'x] ——B
onde h|pixo = g, € hlg-1; = Gn_1(¢. X id), agora os pares (I"*+1,1") e (D" x I, D" x 0US"~1x)
sdo homeomorfos. Portanto se r, : D" x [ — E faze que o diagrama anterior comute, podemos
definir g, : e x I — E por g.(x,t)=r.(u,t)onde x € é e u € D" satisfazem que ¢.(u)=x, assim

obtemos que o seguinte diagrama comuta:

&n

e E
g 7

it d pl

e X B

7/
Ve
j

"colando"todas as g, obtemos uma funcio continua G, que satisfaz as propriedades que nos

desejamos. O

O seguinte Teorema, cuja demonstracao pode ser encontrada em [6], mostra a relacdo que ha

entre um espaco fibrado e uma fibracao.

Teorema 1.4.6. Todo fibrado 7 : E — B sobre um espaco para compacto B é uma fibragao.
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Para nossos propdsitos vamos mostrar uma versao mais fraca do teorema anterior.

Teorema 1.4.7. Todo fibrado p : E — B com fibra F tem a propriedade de levantamento em

relagdo aos espagos CW -complexos.

Demonstracao: Vamos mostrar que todo fibrado p : E — B com fibra F tem a propriedade de
levantamento em relacao aos cubos 1", logo pela proposicao anterior podemos concluir que
todo fibrado tem a propriedade de levantamento em relacao aos espacos C W-complexos.

Consideremos o seguinte diagrama comutativo

[ni>E

Lk

lé
I+ - B

A familia de abertos da forma G~'(V) com V variando ao longo do sistema coordenado do fi-
brado p : E — B é uma cobertura aberta do espaco métrico compacto I"*1. Se A é o numero de
Lebesgue de esta cobertura, entao se A C I"*! tem didmetro menor do que A, temos que existe
V vizinhanga coordenada tal que A € G7!(V), ou seja G(A) C V. Dividamos I" em cubos C tal
que o diametro de C seja menor do que % e escolhamos pontos 0=ty <t; <---<t,, =1de I tal
que fj4 — ;< % para cada 0 < j < m, assim temos que o diametro de C X [f}, ;1] € menor do

que A, dai segue que G(C X [t},fj11]) C V.

Vamos provar por inducao que G =G, : CxI — B tem a propriedade de levantamento para cada
cubo C daparticdo I". De fato vejamos que para n =0, p tem a propriedade de levantamento de
homotopia. Vamos a denotar as projecoes V x F — Ve V x F — F por a, e By respectivamente.
se e € p~1(V), entdo p;'(e) = (avy;le, vy, 'e), como p(yv(v,x))=v segue que avp,le=npe,

portanto para cada e € p~!(V) tem-se que

pv(pe,Bvyp,'e)=e.

Seja I° = {u}, existe uma vizinhanca coordenada V tal que G({u} x [0,#;]) € V. Definamos
Gy : {u} x [0,5] = p~}(V) por Gu(u, 1) = py(G(u,t), Bvy; ' §o(u)). Agora pG,(u,t) = G(u,t)
e Gu(u,0)= ov(G(u,0), Bvy; ' 8o(u)) = p(p&o(u), vy, ' &o(u)) = §o(u), assim temos que o se-
guente diagrama comuta




Suponhamos que G = G, tem a propriedade de levantamento para todo k < n. Consideremos
um cubo C em I"*1, entdo G(C x [0, #;]) C V, onde V é uma vizinhanca coordenada. Se restrin-

gimos a retragao
"% [0, ] — (I x {0phu@ 1" x [0, 1])

ao cubo C, obtemos a retracao

rce:Cx [0, [1] —>(C>< {0})U(8C>< [0, tl])

definamos

we:(Cx{ohu@Cx[0,6])—p Vv

por welexioy = &oilexioy € Welocxiorn, = Gulacxp,n) onde G, existe pela hipétese de indugdo (8 =

cubo em I"1),
Finalmente, definamos

Gc:Cx[0,1] = p~'(V)

por

Gelu, t)=ov(G(u, 1), Bvy " were(u, t))

Vejamos que GClBCX[O,tl] = GnlﬁCx[O,tl] e que o seguinte diagrama comuta

8o

C p~'(V)
|
C x[0,1] G |4

Claramente pGc(u, t)= ppv(G(u, t),—)=G(u, t), agorase (u, t) € (C x {0})U(8 C x [0, t,]), entdo
re(u,t)=(u,t),se(u,t)e Cx {0}, entdo G(u,t)=G(t,0)=pgo(u) e wc(u, t)= go(u), portanto

Gu(u, t)=pv(pgo(u), Bryy' §o(u)) = go(u)

entdo se (u,t)€dC x [0, #;], obtemos que G(u, t)= pG,(u,t) Ve(u,t)=G,(u, t), portanto

GC(ur t) = SOV(pGn(u) f),ﬁv%_/lén(u, t)): Gn(uy t)

Agora como a fronteira de cada cubo em I"*! é um cubo em 1", pelo lema do colagem podemos

19



construir uma fun¢ao

G, : I"1x[0,4,] = E, tal que o diagramo em baixo comuta
In+1

B

Jntl x Il —_

onde I, = [0, t;]. Agora podemos repetir esta construcao com o intervalo [f;, t,] e obtemos uma
aplicacdo I"*! x [0, ,] que coincide com G; em I"*+! x {f,}, comtinuando este processo obtemos

uma aplicacdo G tal que o seguinte diagrama comuta
Jntl

7

Il’l+1 X Ié
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Capitulo 2

Classificacao de Fibrados Vetoriais

O objetivo deste capitulo é mostrar que qualquer fibrado vetorial é isomorfo ao "pullback"do
fibrado canodnico sobre a grassmanniana, ou seja neste capitulo vamos classificar os fibrados
vetoriais como o "pullback"do fibrado canbénico da grassmannina. Por dltimo vamos mostrar
que o fibrado canonico sobre a grassamanniana infinita classifica homotopicamente os fibrados

vetoriais.

2.1 O fibrado Universal y"(R"+k)

Teorema2.1.1. Para todoR" fibrado & sobre um espago compacto B existe uma aplicagdo fibrada

& — y™(R™*) para k suficientemente grande.

Demonstracao: Para construir uma aplicacdo fibrada f: £ — y*(R™) é suficiente construir uma
aplicagdo comtinua

frEE)—R™

que seja linear e injetora em cada fibra de . Entdo a funcao f pode ser definida por

f(e)=(f(fibra sobre e), f(e)) = (f(z~'(b)), f(e)

Afirmamos que f é comtinua. De fato, definamos g : B — G,(R™) por g(b) = f(ﬂ_l(b)) =

g(n(e)), assim f fica definida como

fle)=(g(n(e)), f(e)).

Portanto se provamos que g é comtinua, entdo temos que f é comtinua. Seja {U;} uma cober-
tura finita aberta de B tal que cada |y, € trivial, consideremos as seguintes funcdes comtinuas:

h;:U; xR" — n=Y(U;) (h; sdo as trivializacdes locais)
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w; : U; — (U; x R")" definida por w;(b) = ((b, e1),...,(b, e,)) onde ey,..., e, sdo a base candnica
para R”

H; : (U; x R")* — (E)" definida por H;((b1, V1), ...,(bn, v,)) = (hi(b1, 11),..., hi(by, vy))

G; : (1 (Uy))" — (R™)" definida por G;(x1, ..., X,) = (f(x1), .-y f(31))

Como os h; sao isomorfismos em cada fibra e f é injetora em cada fibra, temos que G; o H;o
w;(b) e V,(R™), assim g|y, =q o G;o H;ow; portanto g|y, é comtinua, logo g é comtinua.

Vejamos agora como construir f. Sejam Uy, ..., U, uma cobertura aberta de B tal que &|, é tri-
vial, como B é normal existe uma cobertura V,..., V; tal que V; C U;, analogamente podemos
encontrar uma cobertura Wi, ..., Wr tal que W; C V;. Pelo lema de Urysohn, existem fungoes

comtinuas A; : B— [0, 1] tais que

MW)=1 e A(V)=0.

Como &|y, é trivial, existem aplicacoes comtinuas h; : 7~!(U;) — R” tais que h; € linear e injetora

em cada fibra, com i =1, ..., r. Definamos h; : E(&)— R" por

hile) = 0 se m(e)¢ Vi
hi(e) Ai(r(e))hi(e) se m(e)eU;

claramente /; sio comtinuas, assim podemos definir f : E(§) > R como sendo f(e) =(h(e),..., h,(e)),

f é comtinua e injetora em cada fibra. O

Notemos que pelo teorema anterior f : E — E(y*(R"*¥)) é uma aplicacdo fibrada, assim nos

podemos definir uma aplicacdo comtinua
g:B— G,(R")

tal que o seguinte diagrama comuta

f

E E(y ”Uf’”k))
B g G (R™K)

Dai pelo lemal.2.1 £ é isomorfo a f*y"(R***). Assim temos classificado os fibrados vetori-
ais como o pullback do fibrado canénico y"(R"**). Neste sentido vamos dizer que o fibrado

y™(R"*¥) é universal.
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Definicao 2.1.1. Um espacgo topolégico B é paracompacto se B é Hausdorff e se para toda cober-

tura aberta {U,} de B, existe uma cobertura {V,} tal que

1. V, esta contido em algum U,,.
2. Cada ponto de B tem uma vizinhanga que intercepta um numero finito de V.

Se o espaco B é paracompacto de dimensao finita podemos aplicar um argumento similar para
construir uma aplicagao fibrada entre £ e y"(R"*+*)

Vamos mostrar que o lema anterior também é certo para o caso do que B seja um espaco pa-
racompacto de dimensao infinita. Para esto precisamos construir um novo fibrado anélogo ao
fibrado candnico sobre a grassmanniana de dimensao finita. No caso do lema anterior tivemos
uma cobertura finita do B assim nos precisamos escolher um k suficientemente grande para
construir a aplicacao f: & — y" mas para o caso de B paracompacto nos podemos ter uma co-

bertura ndo contavel, ou seja precisamos que k tenda ao infinito.

Seja R* o espaco vetorial que consiste das sequéncias infinitas
X = (xl,XZ,X3, )

com x; € R e onde s6 um numero finito dos x; sdo diferentes de zero. Para k fixo o subespaco
de todos

x =(x1,X2,..., Xk, 0,...)

sera denotado por o espaco coordenado R¥. Assim temos que R' CR?CR3C ... e

UR’C:R"".

k>1
Definicao 2.1.2. A variedade de Grassmann infinita

G, =Gy, (ROO)
é o conjunto dos n-planos pela origem R™.

Notemos que G,(R") € G,(R"*!) C ... além disso a topologia em G, € a topologia fraca, ou seja

U C G, é aberto em G, se, e somente se,U N G, (R"**) para todo k.
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2.2 Fibrado Universal y"

O fibrado candnico 7" sobre G,, é construido como no caso finito dimensional como segue. Seja

E(r")S G, xR™

o conjunto de todos os pares

(n-plano em R*, vetor no n-plano)

Definamos 7 : E(y") — G, por n(X,x)=X.

Antes de provar que y" é um fibrado vetorial, lembremos o seguinte resultado da topologia.

Lema 2.2.1. Sejam A e B espagos topolégicos com A = U A,, ondeA, CA; C ... é dotado com
n>1

a topologia fraca ou topologia do limite. Entdo f : A — B é comtinua se e somente se, f|a, €
comtinua para todo n.
Lema 2.2.2. y" é localmente trivial.
Demonstracao: Seja X, € R*® um n-plano fixo,e seja U € G, o subconjunto de todos os n-
planos Y com projecdo X, dada pele projecao ortogonal

P:R* — X,

U é aberto, pois para cada k a intersecao

U = UNG,(R™F)

€ um conjunto aberto. Definamos

h:Ux Xy—n Y(U).
Por h(Y,x) = (Y,y) segue do lema 1.3.2 que h|y, «x, € comtinua para todo k, assim pelo lema
anterior h é comtinua, a identidade h~'(Y,y)=(Y, Py) mostra que h é um homeomorfismo. [
Lema 2.2.3. Para cada fibrado vetorial £ sobre um espago paracompacto B, existe uma cobertura

localmente finita B contdvel U, U,, ... tal que &|y, é trivial para cada i.

Demonstracao: Escolhamos uma cobertura aberta V, localmente finita tal que &|y; é trivial, e
escolhamos uma cobertura aberta W, com W, C V,, para cada a. Pelo lema de Urysonh temos

que existe uma funcdo comtinua A, : B — [0, 1] que toma o valor de 1 em W, e valor de 0 fora de
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V;. Dai segue que V, = A_'((0,1]). Para cada b € B, seja S(b) o conjunto finito de indices & com

Aq > 0.Para um conjunto finito de S de indices seja U(S) o conjunto dos b € B tal que

Aa(b) > Ap(D)

paraa €Se f8 ¢S, notemos que U(S) = (A4(b) — A(b))~1(0,1], assim U(S) é aberto. Além, se S
e §’ sdo dois subconjuntos de indices diferentes com k elementos entdo U(S)NU(S’) = ¢. De
fato, existe a € Scoma ¢ S’ e f € §’ tal que 8 ¢ S para b € U(S) temos que A,(b) > Ag(b) e
Ap(D) > Aq(b), portanto U(S)NU(S)= ¢

Seja Uy a unido dos U(S) para os quais S tem k elementos, Uy e

B: U1UU2,U"'

Notemos que U(S) € V,, dai, como {V,} é localmente finita segue que {U,} é localmente finita.
Além disso como cada |y, € trivial, tem-se que &|ys) € trivial, portanto, como Uj € uma unido

disjunta dos U(S), segue que &|y, € trivial. ]

Lembremos que no Teoremaz2.1.1 provamos que uma aplica¢do f : E — R™ linear em cada fibra
determina uma aplicacdo fibrada £ — y"(R"**) para k suficientemente grande, o seguinte lema
é uma generalizacdo para o caso do que B seja paracompacto, sua prova é analoga a prova do
teorema mencionado, s6 que neste caso precisamos usar o lema anterior para encontrar uma

cobertura contével {U;} onde cada &|y, seja trivial.

Lema 2.2.4. Seja £ = (E, B,m) um R"-fibrado com B paracompacto. Entdo uma aplicagdo f :
E — R*> que é linear e injetora em cada fibra de E determina uma aplicagdo fibrada F : £ — v,

definida por

F(x)=(g(n(x)), f(x))
com g : B— G,(R®) definida por g(b)= f(n=}(b)).
Teorema 2.2.1. Se & =(E, B, ) é um R"-fibrado sobre um espago paracompacto B, entdo existe

uma aplicagado fibrada
F:&E—7,.

Demonstracao: Seja {U;} uma cobertura aberta localmente finita de B tal que &|y, € trivial para
cada i. Além disso sejam {V;} e {W;} coberturas localmente finitas tais que W; C Ve V; C U,.

Como B é normal,pelo lema de Urysohn para cada i existe uma func¢do comtinua
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AiZB—>[0,1]

tal que A(W)=1e Ai(V). Sejam h; : U; x R" — n~1(U;) e sejam r; : U; X R" — R”" a projecao
sobre R”. Para cada i definamos H; : E — R" por H;(x) = Ai(ﬂ(x))rihi_l(x) para cada x € n~1(U;)
e H;(x) = 0 para cada x € n~1(U;)°. Claramente cada H; é uma funciao comtinua, definamos
f:E—>UR":JR°°por

n>1
fx)=(H;(x))"

h; sdo isomorfismo em cada fibra, logo f € injetora em cada fibra, pelo lema anterior existe
F:&E—7,. O

2.3 Homotopia de Fibrados Vetoriais

Nesta secdo vamos provar que o fibrado canénico y" sobre a grassamanniana infinita G,, clas-

sifica homoticamente os fibrados vetoriais com espaco base paracompacto.

Vamos comecar com a definicdo de homotopia entre aplicacoes fibradas, a qual é anéloga a
definicdo de homotopia entre duas aplicacdes, ou seja, dizemos que dois aplica¢des fibradas

f, g :& — n sdo homotdpicas, se existir uma familia 1-parametro de aplicacoes fibradas

hi:&—n

com ho= f e h; = g tal que h é comtinua como funcao de duas varidveis. Em outras palavras a

aplicagao
h:E(E)x[0,1] — E(n)
é comtinua.

Teorema 2.3.1. Todo par de aplicagoes fibradas de um R" -fibrado em y" sdo homotopicas.

Demonstracao: Observemos primeiro que se temos uma aplicacao fibrada f : & — y", entdo
fazendo f = pr~of, onde pge~ : G, x R® — R™ é a aplicacdo projecdo, obtemos que f : E(£) — R
€ uma aplicacao linear e injetora em cada fibra de &, ou seja, toda aplicacdo fibrada f : £ — y"

determina uma aplicacdo f : E(£) — R™ linear e injetora nas fibras de £. Reciprocamente, f

determina f pela identidade
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f(e)=(f(fibra sobre e), f(e)).

Agora, sejam f, g : £ — y" dois aplicac¢oes fibradas.
Caso 1: Suponhamos que f (e)# —g(e) para todo vetor e € E(&) nao zero, entao a formula

hi(e)=(1—1)f(e)+1g(e) 0<r<1

determina uma homotopia entre f e g. De fato, sabemos que as funcoes soma e produto por
escalar S : R"R"” — R", m : R x R" — R”" respetivamente sdo comtinuas, logo pelo lema 2.2.1
temos que as respetivas fungoes S : R® x R® — R®, m : R X R® — R*® também sdo comtinuas,
assim como 71, é soma de funcoes comtinuas, segue que /1, é comtinua como funcio de duas
variaveis. Como f(e)# 0 para cada vetor e # 0, temos que f; é injetora em cada fibra E(&), assim
podemos definir h, : E(£) x [0,1] — E(y™") por

h.(e)=(h,(fibra em e), h,(e)).
Vejamos que h; é comtinua. De fato, temos que a aplicacao h; : E(£) x [0,1] — E(y") determina

uma aplicagao h::B(&)x[0,1] — G, tal que o diagrama em baixo comuta

hy
E(&)x[0,1] —= E(r")
|
hy
B(&)x[0,1] ——G,
Seja {U;} uma cobertura enumerével de B(&) tal que |y, € trivial, e sejam sy, ..., s, secoes linear-
mente independentes de &|y,. Entao h tlu:x[0,1] pode ser considerada coma a composta de:
e A funcdo comtinua H : U; x [0,1] — V,,(R*) definida por H(b, t) = (ftsl(b), e hesn(D)), €

e aprojecdo canonica q : V,(R®)— G,.

Pelo lema 2.2.1 g : V;,(R®) — G,, é comtinua, portanto h; é comtinua, segue que 7o h; é comti-

nua, de onde concluimos que h; é comtinua.

Caso Geral: Sejam f, g : & — y" aplicac¢oes fibradas, e consideremos as transformacdes lineares
d;:R® - R®, d,:R*® — R> definidas como d;(e;) = e,; e d»(e;) = e,;+1 para todos os elementos
e; da base canonica de R®. Sejam F e G aplicacoes fibradas induzidas por d, o f e d; o g respe-
tivamente, entdo aplicando o caso 1 temos que F ~ f, F ~ G, e G ~ g, aqui o sinal ~ significa

ser homotopicas, dai segue que f ~ g. O
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Corolario 2.1. Seja B un espaco paracompacto. Se f : B— G, e g : B— G, sdo duas aplicacoes
tais que f*y" = g*y", entdo f ~ g

O teorema 2.2.1 e coroldrio anterior nos permite dizer que o fibrado canoénico y” é universal no

sentido da definicdao dada no livro [5] paginas 53-54.
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Capitulo 3

G -Fibrados Universais

Neste capitulo daremos um conceito mais geral do fibrado, no qual a fibra Y ndo tem que ser
mais um espago vetorial. Concretamente vamos trabalhar com G-fibrados coordenados e G-
fibrados principais os quias sdo um caso particular dos G-fibrados coordenados.

Além disso vamos construir um G-fibrado principal devido a Milnor [10], que classifica os G-
fibrados.

3.1 G-fibrados ou G-fibrados coordenados

Definicao 3.1.1. Um grupo topolégico G é um conjunto que tem estrutura de grupo e tem uma

topologia tal que

1. Aaplicagio p : G — G definida por p(g)= g~ é comtinua.

2. AaplicagdoV: G x G — G definida por 9(g:, g2) = g18» também é comtinua, e a topologia
em G x G é a topologia produto.

Se G é um grupo topolégico, e Y é um espaco topolégico, dizemos que G é um grupo topolégico

de transformacgoes de Y emrelacdoan:G x Y — Y se:

1. n é comtinua.

2. n(e,y)=y paracaday €Y, onde e é aidentidade de G.

3. 1(g182y)=n(g1,n(g2y)) paratodo g;,gemGeyemY.
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A aplicacao n satisfazendo as condicoes anteriores é chamada acdo a esquerda, neste caso di-
zemos que G age pela esquerda sobre Y. Por simplicidade escrevemos g -y em vez de n(g,y).

Dai temos que 2. se escreve como e-y =y e 3. como (g1 82)y = g1(82)

Para um g fixo, temos que y — g -y é um homeomorfismo de Y em Y. Assim temos que G é

homeomorfo com um subgrupo de Hom(Y,Y).

Definicao 3.1.2. Dizemos que G age efetivamente sobre Y quando o tinico elemento de G tal que

gy =y paratodoy, é o elemento identidade e.

No capitulo 1 vimos que p : TM — M é um fibrado vetorial sobre a variedade M aqui TM =

UMGM T. M. Seja(U;, ¢;) um sistema coordenado para o fibrado tangente, entao, se x = (x!,..., x") =

0
ﬁlu;

onde x = (x!,..,x") = ¢;(u). Agora, seja (u;,1);) outro sistema coordenado para o fibrado

@i(u), um elemento em T U; se pode ver como um ponto u € M, e um vetor v = ZiX"(u)

tangente tal que U;NU; #® ey = (y',...,y") = ¢;j(u). Se tomamos um vetor v € T,,M, onde
u € U;NUj;, obtemos que v pode-se escrever como

Dai segue que X/ = Z—ﬁ(x)Xﬁ A matriz (G;;) = (%) é nao singular, ou seja (G;;) € GL(n,R),
assim as fibras de TM estdo relacionadas por um elemento de GL(n,R). O grupo GL(n,R) é
chamado grupo de estrutura de TM, alids, é claro que este grupo age efetivamente por multi-

plicacgdo sobre o espaco vetorial R”. Isto motiva a seguinte definicao.
Definicao 3.1.3. Um G-fibrado ou fibrado coordenado & é uma colegdo como segue:
1. Um espacgo E chamado espago total ou espaco fibrado.
2. Umespaco B chamado espacgo base.
3. Uma aplicagdo comtinua p : E — B chamada projegao.
4. Umespago Y chamado fibra.
5. Um grupo G que age efetivamenteem Y.
6. Uma cobertura {W}je ; de B.

7. Paracada j em ] um homeomorfismo

¢ Vi x Y —p (V)
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tal que:

8. ppj(b,y)=b paracadabeV;,y €Y.

9. Sea fungdo ¢j,: Y — p~1(b) é definida por

Pir(y)=¢;(b,y)

entdo, paracadai,j € J ecadab € V,N'V; o homeomorfismo

¢]_bl ib . Y—-Y
coincide com a operagdo de um elemento do grupo G.

10. Paracadapari,j em J a fungdo

gji:Vl-ﬂVj—>G

definida por g;;(b)= ¢, ¢y é comtinua.

Assim como no caso de fibrados vetoriais o conjunto p~!(b) é chamado de fibra sobre sobre b e

sera denotado por Y,. Notemos que

8xj&ji(b)= ¢,§2¢jb¢j‘,} in(D)= ¢ (D)= gki(D)

ou seja

8rj(b)gij(b) = gri(b) 3.1

Dai segue que g;; = e onde e é aidentidade em G

Portanto se fazemos i = k em 3.1 temos que

gik(b)=(gr;(b)~".

Definamos P; : p~!(V;) — Y por

P(t)=¢,,(t),b=p(1) (3.2)

Entdo P; satisfaz as seguintes condigoes:
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Pigpi(b,y)=y,¢;(p(t),Pi(t)=t,g;i(p(t))- P(t)=Pi(t) (3.3)

De fato

Pi(¢jb,y)) = ¢;1(¢;(b,y))
= ¢;,(#;b,y)
= ¢j_b1(¢jb(J’))
=)y

onde b = p®;(b,y)= b Alias, temos que:

¢i(p(r),Pi(t)) = @;p(P(2)),b=p(t)
= 99, (1)
= ¢

e por ultimo temos

gji(p(1))- (1) ¢, Pin(gy, (1))
= ¢, (1)

= P1)

Notemos que para o caso de fibrados vetoriais o grupo G que age efetivamente sobre R”" é o

grupo das transformacdes lineares de R”, G L(nR).

Definicao 3.1.4. Sejam & e &’ dois fibrados coordenados com o mesmo grupo estrutural G. Uma
aplicagado fibrada £ — &' é uma aplicag¢do continua h : E — E’, dos espagos totais de & e &’ respec-

tivamente que satisfaz as seguintes condicoes:

1. h leva cada fibra Y, de E homeomorficamente sobre a fibra Y,y de E’, isto induze uma apli-
cacdo comtinua h : B — B’ entre os espacgos totais de & e &' respectivamente tal que o dia-

grama abaixo comuta
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2. sebe V.nh (), e h,: Y, — Yy éaaplicago induzida por h, h(b)=b’, entdo a fungdo

gi(D)= hdin =P, hudjb
deY sobreY coincide com a operagdo de um elemento de G, e

3. aaplicagdo
gkj : V]ﬂfz‘l(Vk’)—>G

é continua.

3.2 G-Fibrados Principais

Defini¢do 3.2.1. Um fibrado & ={E, B, p,Y,G} é chamado fibrado principalse Y =G e G age em
si mesmo por traslagdo a esquerda.

Outra definicao de fibrado principal mais elegante afirma que se o grupo G é transitivo em G e
a funcao G — Y definida por g — gy, € aberta entao o fibrado £ é principal.
De fato, pela defini¢do de G-fibrado temos uma acdo G x Y — Y que ¢é efetiva, além disso a
funcao

F: G — Y

g§ — &W

é aberta, agora como & € principal a acdo é transitiva, logo F é uma bijecdo, como F é comtinua
e abertaentdio GEY

Seja G---E 2 . B um fibrado principal, lembremos que se P; : p~!(V;) — G é definida por
Pi(r) = (,bj_bl(t) entdo P; satisfaz 3.3. Assim podemos definir uma aplicagcdo n : E X G — E por
ny,g) = ¢:((p(y), P(y)g)), claramente 1 é comtinua, vejamos que é uma acdo. De fato, seja

e € G o elemento identidade, entdo n(y,e)=¢:(p(y), P(y)) =y, alids temos que:
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n(¢i(p(y), Pi(y)81), &2)
i(poi(p(y), Pi(y)g1), P:¢i(p(y), P(y)g1)82)
¢i(p(¥), Pi(y)g:182)

= Ny, 8182)

nn(y, g1, 82)

E facil ver que a acdo n é livre e transitiva em cada fibra de £

Notemos também que o espaco base B é homeomorfo a o espago de orbitas E/G. De fato,
consideremos as fungdes f: E/G — Be f': B— E/G definidas por f(xG)= p(x)e f'(b)=xG,
comx € p~'(b)e b €U onde U é aberto em B. As funcoes f e f’ estdao bem definidas ja que para
y=x-g,comx,y €EegeG obtemos que

h(yG) = p(x-8)
= plou(;,'(x)-8))
= (pogu)(e,'(x)-g)
= pn(pkx) ¢,'(x)-g)
= px)

onde pr; : Ux G — U é a proje¢ao na primeira componente. Alids, se b € B, x,x’ € p~!(b), entao,
x,x’ estdo numa mesma fibra de &, assim temos que existe g € G tal que x = x’- g = n(x’, g),
portanto f'(b)=xG =(x'g)G = x’G, além disso, f e f’ sdo inversas uma da outra.

Vejamos alguns exemplos de fibrados principais.

Exemplo 3.2.1. Fibrado de Referenciais. Seja M uma variedade de dimensdo n, um sistema de
referéncia num ponto x € M é uma base de T,M = R". O fibrado dos referenciais consiste em

considerar todas os possiveis referenciais em cada ponto, o espago total é o conjunto

FM = U E.M
xXeM

onde F,M = {bases de T,M}, a proje¢do p : FM — M é definida por p(t)=x set € F,M.
O grupo G = GL(n,R) age pela direita livremente em FM. De fato, sejam t € FM e x = p(t),

entdo existe R € T, M tal quet =(x, R). O grupo G L(n,R) transforma bases em bases, assim, dado

g € G =GL(n,R) podemos definir a agdo a direita de G sobre FM como
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tg =(x, g(R)).

Vejamos que FM é localmente trivial. Seja (U, (x!,...,x")) uma vizinhanga coordenada de M, em

2

cada ponto de u € U hd uma base {%b, coos GpW

u } A aplicagdo

UxGL(n,R) — P 1(U)
WA) = Al 521

© G

define um difeomorfismo, que fixando x é um isomorfismo de grupos de lie.

Exemplo 3.2.2. Sejap :S' — S! o fibrado sobre S! tal que p(z) = z2. O grupo ciclico de dimensdo
2, Z, = {1,—1} age livremente pela direita sobre S' da seguinte forma: ©, :S' - S',0_; : S' — §!
sao tais que ©,(z) =z eO_,(z) = —z. A fibra no ponto z é P\ (z)={\/z,— vz}

Sejam {((0,27), ei9),((—7, ), €19)} um atlasem S, consideremos os conjuntos abertos U, = {e'? /6 €(0,27)}
eU,=1{e!?/0 €(—n,n)}, definamos ¢, : Uy xZy — p~(Uy) por p,(ei%,1)= e'r, pi(ei?,—1)= —e?
ey : Uy X Zy— p~Y(Uy) por ¢o(ei?,1)= e, Po(ei?,—1)= —e'?, dai temos que

ol = e  se0<O<m
! e2in=0) semr <@ <21

Exemplo 3.2.3. Fibracao de Hopf. Consideremos

§*={(21,22) €C?/ (21, 22) = 1}
assim definimos
c? — R3IZRXC
(z21,22) = (lz1]* — 12207 22,1 22)

Se|z1|>+|z2> =1, entdo

_ 2 _
(211 =221, 2212)||” = (21 =122/ + 221 22/
= |z1|*+lz2l* — 2|21 2o/ + 4121 |22
= (|21 +]2.[*?

=1
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assim obtemos uma aplicag¢do

H: S8 — §2

(z21,22) — (21" — |22/ 22:122)
sobrejetora, além disso, S' age livremente sobre S® pela direita da seguinte forma

n: S$3 x St — 8

(21,22),€%) — (z1€1% z,ei0)

Seja & = {E,p, B,Y,G} um G-fibrado, e seja &= {E,ﬁ,B,G,G} um G-fibrado principal, o fi-
brado produto se define de forma analoga como no caso dos fibrados vetoriais, ou seja, £ x ¥ =
{E X Y,q,E,y,G} onde g(é,y)=é.
Definamos uma aplicacado

P:ExY—&

como segue: se x = p(€) € V; seja

P(e,y)=¢i(x,pi(&)y)
A aplicacao P assim definida é chamada de aplica¢do principal

Definicao 3.2.2. Dois fibrados & e £’ sobre o mesmo espago base e com a mesma fibra sdo equiva-

lentes, se existe uma aplicagado fibrada.

h:&—¢&
que induz a aplicagao identidade na base

Notemos que a definicdo anterior coincide com a defini¢do de isomorfismos de fibrados vetori-

ais com o mesmo espaco base.

Teorema de equivaléncia 3.2.1. Sejam & e &’ dois fibrados com a mesma fibra e grupo G, seja
h:& — & umaaplicagdo fibrada e seja f : B— B’ a aplicagdo induzida nas bases, entdo & e f*(&’)

sao equivalentes.
Demonstracao: ver [9] O

Vimos no capitulo 2 como o fibrado candnico sobre a grassmannina classifica os fibrados ve-

toriais, neste sentido dizemos que este fibrado é universal. Agora, nés sabemos que o grupo
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estrutural dos fibrados vetoriais é o grupo G L(R, n), entdao no capitulo 2 classificamos fibrados
com grupo estrutural G L(R, n). O objetivo da préxima secao € construir um G-fibrado principal

que € universal no sentido no Capitulo 2.

3.3 Construcao do Milnor

Antes de fazer a constru¢do do Milnor vamos a lembrar o conceito de join topolégico. Intui-
tivamente o join de dois conjuntos A; o A, é formados por todos os segmentos de retas com
extremidades no conjuntos, o join de trés conjuntos A; o A, o A3 é formados por todos os trian-
gulos com vértices no conjuntos, o join de quatro conjuntos é formado por todos os tetraedros
com vértices no conjunto e assim sucessivamente...

Formalmente o join A, o---0 A, de n espacos topolégicos é definido como segue: Um ponto no

join é caracterizado por:

1. n nimeros reais t,---,t, taisque t; >0e ty +---+ 1, =1.

2. Um ponto a; € A; para cada i tal que t; #0.

Um ponto no join A, o---0 A, vai-se denotar pelo simbolo t,a, ®---@® t,a, onde a; pode-se
escolher de forma arbitrdria ou omitido se ¢; é igual a zero.
Por topologia forte em A; o---0A,, queremos dizer que é a topologia mais forte tal que as funcoes

coordenadas

ti:Ajo---0A,—[0,1] a;:t7'(0,1] = A;

sdo comtinuas. Assim se (@, ) C [0, 1] entdo ti_l(O, ll={tha,®---®t,a,/t;<(a, p)} éumaberto
em A;o---0A,, alids de U C A; é um conjunto aberto, temos que
al._l(U) ={ha,®--®t,a,/a; €U, t;#0} é um aberto no join A;o---0A,. Assim uma subbase

para a topologiaem A, o---0 A, é dada pelos seguintes tipos de conjuntos:

i) O conjuntos de todos os pontos tya, ®---® t,a, taisquea <t; <f.

ii) O conjuntos de todos os pontos t;a,;®:--® t,a, taisque a; € U,t; #0 com U C A; aberto.

Segue da topologia nos joins que uma fung¢ado f: X — A;0---0A, é comtinua se, e somente se, as
fungoes t; o f e foa; forem continuas.

O join de uma quantidade infinita de espacos topolégicos pode-se definir da mesma forma,
com a restricdo do que todos exceto um numero finito dos ¢; sdo iguais a zero.

Consideremos G um grupo topoldgico e seja o conjunto
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EGoo:GOGOGO"'OGO---

Seja R: EGyx X G — EGy uma aplicacao definida pela formula:

R(18:1© - &1,8.900-),8)=(11(8:8)® - 14(8,8)©0®--)
Pela definicdo de topologia forte temos que R é comtinua além disso € claro que ela define uma
acdo a direita em EGq.

Em EG, podemos definir uma relacao de equivaléncia ~ dada por: e ~ e’ se, e somente se,

e,:R(e! g)

para algum g € G. Sejam BGy, = EGy/ ~ € p : EG,, — BG4 a projecdo candnica. Vejamos que
we = {EGx, p, BGx} é um G-fibrado principal. De fato, as vizinhancas coordenadas V; sdo os
conjuntos de todos os pontos p(t; 8, @ ® 1,8, P --)em BGy, taisque t; Z#0com i =1,...,n

Sejam ¢; : V; x G — p~1(V}) as fungdes coordenadas definidas por:

Oi(p(t1g1 @+ ®1,8,0 ), §)=1:(818;'8)D D 1,(88; ') D

Agora definamos p; : p~!(Vj) — por

Assim temos as seguintes identidades

p(pj(x)g):x pj¢j(x)g):g (pj(p(e)rpj(e)):e

As transformacoes coordenadas sdao dadas por

gii(p(h & @ @1,8n® ) =88,

Agora vamos provar que todas as aplicagdes anteriores sdo comtinuas. Pela definicdo de topo-
logia forte no join a continuidade da aplicacdo p; é imediata, também é claro que p é comtinua.

Seja ¢ aidentidade em G. A formula

¢i(pe),e)=R(e,pj(e)™")

mostra que ¢(p(e), €) é uma aplicagcdo continua de e, ou seja, temos que o seguinte diagrama

comuta
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Uy —> V; x {e}

N

p~ (V)
onde U; é o conjunto dos 18, ®---® t,8, ®-- tais que f; # 0, do anterior temos que ¢ op é
comtinua e pela topologia da identificagdo tem-se que ¢;(x, £) € comtinua como fungao de x.

Agora, segue da identidade

¢j(x, 8)=R(9;(x,£), g)

que a funcao ¢; é continua como funcao de duas variaveis. Por ultimo segue-se da identidade
gij(x)=p;p;(x,€) que as fungdes g;; sdo comtinuas, portanto nos podemos concluir que wg €
um fibrado principal.

Antes de mostrar que o fibrado principal wg classifica qualquer outro fibrado principal com
espaco base paracompacto como o "pullback"de wg, é necessario dar duas definicdes e um
teorema que nos permitirdo encontrar uma aplicacdo entre um G-fibrado principal £ qualquer

e o fibrado wg¢

Definicao 3.3.1. Uma cobertura {U;},.s de um espaco topologico B diz-se enumerdvel se existir

uma particdo da unidade u; localmente finita tal que

u;'((0,1)c U; paracadaicS$

Definicao 3.3.2. Um G -fibrado principal £ sobre um espaco base B é enumerdvel se existir uma

cobertura enumerdvel {U;}; de B tal que &|y, é trivial para cada i € S

Um exemplo de um G-fibrado principal enumerdvel é o fibrado w; como mostra o seguinte

teorema.

Observacao 3.1. Claramente todo fibrado principal sobre um espago paracompacto é enume-

ravel.
Teorema 3.3.1. O fibrado w; é enumerdvel.

Demonstracao: A identidade ¢;(ag) = t;(a) onde g € G, nos permite definir uma tnica aplica-

cao
Uu;: BGy— [0, 1]
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como sendo u;([t1g1® - ®t,g, D ---]) = t; ou seja que u; é uma aplicagdo tal que t;0 = t;,
vejamos que wg € trivial em cada V, = ui‘l(O, 1] = p(t; 1(0,1]) definindo uma secdo s; de wg

sobre V;. Para isso, definamos a aplicagao

s 670,11 — ¢;71(0,1]

por s;j(e)=ea;(e)"'. Notemos que esta aplicagao satisfaz a seguinte propriedade:

si(eg)=eglai(eg)) ' =eglai(e)g) ' =egg'ai(e) =eai(e)” =s/(e).

A identidade anterior permite definir uma aplicacao s; : V; — ¢; 1(0,1] como sendo s;(e) =
ea;(e)”!, ouseja, s; é tal que s, = s;0p. Agoranotemos que p(e) = p(s/(e)) paratodo e € r; '(0,1],

assim temos que

psi(le]) = pleai(e)™)
= p(si(eai(e)™)
= p(e)
= [e]

logo, ps;(x)=x para cada x € V;, além disso, como as s; s3o comtinuas, temos que as aplicacdes
s; sdo comtinuas. Portanto temos que s; é uma secao, logo wg|y; é trivial.

Mostremos que wg € enumeravel construindo uma parti¢ao da unidade {v;},<; em BG, com

v;'(0,1]c V,=u;'(0,1]
definimos w; : BG,, — [0, 1] por
wi(b) = max(0,u;(b)— > _u;(b).
j<i

Como w;'(0,1] = {b/u,-(b) > qu. uj(b)} e Zj<l. u;(b) >0 temos que u;(b)> 0, logo w;'(0,1] C
ui‘l(O, 1] = V. Para cada b € BG4, seja m o menor i tal que u;(b) # 0 e n o maior dos i tais que
u;(b)#0. Entao temos que ). _,_, u;j(b)=>_ _._. t;=1, além disso u,,(b) = wy,(b), assim se
tomamos b € BG;s;y € i = m temos que w,,(b) # 0 ja que u,,(b) = w,,(b) e portanto tem-se

que b € w;'(0,1], ou seja que os conjuntos w;'(0,1] sdo uma cobertura de BGy.

Alids, como u;(b)# 0 para i > n temos que w;(b’) =0 para todo b’ tal que ZOQSH uj(b’)> %
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pois max(O,—Zostn uj(b") =0. Seja N,(b) = {b’/ZOSJ.Sn uj(b’)> %} afirmamos que N, (b) é
um conjunto aberto em BG,. De fato N,(b) é aberto, se e somente se, p~!(NN,(b)) é abeto em
EGy. Como Zostn uj(b’) > % entdo existe 0 < i < n tal que ¢; # 0, dado que p~'(N,(b)) =
{hg1® - @1,8,0 - /[1§1D - ®,8,D---]€N,(b)} entdo p~'(N,(b)) pode-se visto como a
unido de conjuntos U; = {t, 8, ®---® 1,8, ®--- }, mas pela defini¢ao de topologia forte nos joins
temos que cada U; é aberto em EG,,, portanto podemos concluir que N, (b) é aberto em BG,.
Notemos que N,(b)N wi‘l(O, 1] = ® para i > n, portanto a cobertura {wi_l(O, 1]} é localmente

finita, assim se fazemos v; = Z“’;j.
j

temos que {vj} é a particdo da unidade que desejamos. [

Proposicao 3.3.1. Seja & um fibrado principal enumerdvel sobre B. Entdo existe uma parti¢do

da unidade contdvel {u,},<, tal que & |u;1(0,l] é trivial para cada natural n.

Demonstrag¢do: Seja {v;},.r uma parti¢cdo da unidade em B tal que £ é trivial sobre cada v; (0, 1]
para i € T. Para cada b € B denotemos o conjunto dos i € T com v;(b) > 0 por S(b) e para cada
conjunto finito S de T denotemos por W(S) o conjunto aberto dos b € B tais que v;(b) > v;(b)

paracadaieSejeT—S. Seja us: B— [0,1] definida por

us(b)=max(0,m inies,jeT—s(Vi(b) - Vj(b)))

assim, temos que W(S)=ug 1(0,1], denotemos por Card(S) o niimero de elementos de elemen-
tosde S, se Card(S)= Card(S’), entao W(S)Nn W(S’) = &, de fato, seja i € S’ — S, agora b € W(S)
temos que v;(b) > v;(b) e para b € W(S’) temos que v;(b) > v;(b) o que ndo pode acontecer

simultaneamente. Por tltimo, denotemos

Wo= |J W) e wulb)= D usb)

m=Card(S) m=card(S)
dai nos obtemos que W,, é um conjunto aberto por ser unido de conjuntos abertos, além disso
B = Umzl W, pois se b € B, e m é o namero dos v;(b) que sdo positivos, entao temos que
b € W,,. Alids w;(0,1] = Wy, de fato, se b € w;'(0,1], entdo wy,(b) # 0, assim obtemos que
Zm:Cmd(s) us(b) # 0, logo existe um S com Card(S)= m tal que us(b)# 0 dai v;(b) > v;(b) com
i€eSejeT-S§, portanto b € W, a outra inclusao é anédloga. Agora fazendo

wm(b)
ZOSn w”(b)

temos que {un,}y<,, € uma parti¢cdo da unidade contdvel, além disso, como & é trivial sobre cada

um(b)=

W(S) e estes conjuntos sdo disjuntos temos que & é trivial sobre cada W,,. O

Finalmente o seguinte teorema nos permite classificar os G-fibrados principais enumeraveis.
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Teorema 3.3.2. Para cada fibrado principal & com grupo G, e espago base B paracompacto, existe

uma aplicacgdo f : B— BG, tal que & e f*(wg) sdo equivalentes.

Demonstracao: Como na prova do teorema de classificacao de fibrados vetoriais, nosso obje-
tivo é construir uma aplicacao fibrada nos espacos totais. Pela hipotese o fibrado £ é enumera-
vel, assim pelo teorema anterior existe uma particao da unidade u (0, 1] em B contével tal que

€lu-1(0,17 € trivial para cada n > 0. Vamos denotar o conjunto u, (0, 1] por U, e seja

h,:U,xG— E(glUn)

o homeomorfismo coordenado gerado por o fibrado &|y,, logo nos podemos definir a aplicacdo

g : E(&)— EGy como sendo

g(z)=(uop(2)(qoh; ' (2))®---® u,p(z)(gnh,'(z)) @)

onde g, : U, Xx G — G é a projecdo no segundo fator, notemos que como nossa particao é lo-
calmente finita, temos que para os z onde h’'(z) ndo esta definida, u,(p(z)) =0, portanto g é
bem definida, alids, como & e wg sdo G-fibrados principais, entao as fibras sobre um ponto de
esses fibrados s@o as orbitas no ponto, portanto h;,'(zs) = h;'(z)s, dai segue que g(zs)= g(z)s,
assim tem-se que g é uma aplicacao fibrada, logo ela induz uma aplicacdo f : B— BG4 e pelo

teorema 3.2.1 temos que & e f*(wg) sdo equivalentes. O

3.4 Fibrado Associado

Nesta secao vamos construir um novo fibrado chamado fibrado associado, e vamos ver como
qualquer fibrado com grupo estrutural G pode ser obtido a partir de um fibrado principal asso-

ciado.

Seja P um fibrado principal sobre um espaco topolégico M com projecao p : P — M e grupo

estrutural G, e seja Y um espaco topolégico munido de uma acdo de G dada por:

GxY — Y
(8,y) — gy

Consideremos o espago topoldgico P x Y munido da acdo de G a direita definida por

(PxY)xG — PxY
(p,y)»g) =~ (py)g=(/p-g8"'y)
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Vamos denotar o espaco das 6rbitas desta acdo por P X Y e a projecdo canonica de P x Y sobre

Px¢ Y por py e a classe de equivaléncia, ou 6rbita, de um par (p, y) por [p, y], assim temos que:

[p-g,8 " yl=I[p,yl ou [p-gyl=Ip.g-yl

Temos entdo o seguente diagrama comutativo:

PxY - Px,Y

P M

onde 7[p,y] = p(p), p € By € Y. Segue da topologia quociente que 7 é comtinua. Provemos
que toda trivializagcdo ¢ : U x Y x p~1(U) de P sobre um aberto U de M induz uma trivializacdo
¢y :UxY — n~}(U)de Px¢Y sobre o mesmo aberto U de M. De fato, seja ¢ : UxY xp~}(U) uma
trivializacdo local de P. E claro que fungéo s : U — P, definida por s(m) = ¢(m, €) é uma secdo
local de P, onde € é a identidade do grupo G, definamos ¢y : U X Y — 77 (U) por ¢y(m,y) =
[s(m),y],assim tem-se ¢y é comtinua, vejamos que é bijetiva. Sabemos que ¢ ~1(p) pode-se

escrever como

e ' (p)=(p(p).¢(p)), peP'(U)

onde ¢ : p~(U) — G, assim temos que ¢(s(m)) = €. Alids, pode-se mostrar que ¢(m, g) =
s(m)- g, dai, como ¢(¢~!(p)) = p temos que p = s(p(p))- ¢(p), portanto, podemos definir cp;,l

como sendo

o Ipyl1=(pP)o(p)-y)

assim temos que:

ev(py'p,y]) = ¢v(p(p) o(p)-y)
= [s(p(p)), ¢(p)-y]
= [s(p(p))-9(p),y]
= [py]
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@y ([s(m),y])
(p(s(m)), @(s(m))-y)
= (m,e-y)

= (m,y)

¢y (py(m,y))

portanto, ¢y € bijetiva com inversa p}".

Definicdo 3.4.1. O fibrado {P xc Y,M,¢,Y,G} é chamado de G fibrado associado ao G fibrado
principal P.

Finalmente para classificar os G-fibrados, vamos mostrar que qualquer G-fibrado E sobre M
com fibra Y, pode ser obtido como fibrado associado de algum G-fibrado principal P. Entao,
a ideia é construir um G-fibrado principal usando as trivializacoes locais do fibrado E e depois
considerar considerar o fibrado P X Y e mostrar que este é isomorfo ou equivalente ao fibrado

original E.

Seja (U;, ;) uma trivializagao local do fibrado E e sejam g;; : U; N U; :— G as fungdes de tran-
sicdo. Seja T € M x G x J o conjunto das triplas (m, g,1) tal que m € U;, entdo T é um espacgo
topoldgico que é unido disjunta de abertos U; x G x {i}. definamos em T uma relacao de equi-

valéncia dada por

(m»g’i)"‘(m,’g/’k) se m=m/ gki(m)'g: g/'

Definamos o conjunto P como o conjunto das classes de equivaléncia desta relacao, e seja

q:T—P
a aplicacdo candnica, ou seja, g(m, g,i) =[m, g,i]. Um conjunto U C P é aberto se, e somente
se, g~1(U) é aberto em T, assim P é um espaco topolégico e g é comtinua. Definamos p : P — M
por p([m, g,i])=m. Entdo {P,p,M,G,G} é um fibrado principal, para mais detalhes ver [15].
Agoravejamos que {E, tg, M, Y, G} é isomorfo ao fibrado {P x; Y, 7, M,Y,G}. Seja f: E — PxgY
definida por f(e) = ([p, Pi(e)]) onde P; é dada pela equacao 3.2 e p = [ng(e),€,i], mg(e) € U;.
temos assim que o seguinte diagrama é comutativo

E f
7'[1;‘]
M

— L PxsY

)
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portanto temos f é um isomorfismo ou uma equivaléncia de fibrados.

Agora nosso objetivo € mostrar uma importante relacdo entre o grupo topolégico G de um fi-
brado principal quando este é um CW-complexo e o espaco de lagos de um conjunto B, onde
B é o espaco base de algum fibrado classificante. Para isto vamos trabalhar com a definicdo que
dé o livro de Steenrod [15] de fibrado n- Universal, e vamos a mostrar que wg é universal neste

sentido.

Definicao 3.4.2. Fibrado n-Universal: Seja & um fibrado principal sobre um espago B e com
grupo G. Dizemos que & é n-universal se para todo espagco CW -complexo K, para todo fibrado
principal £’ sobre K com grupo G e toda aplicac¢do h de &|, em & onde L é subcomplexo de K

existe uma extensd@ode h de&’ em &.

Observacao 3.4.1. 1. Notemos que se nos tomamos K = L, entdo temos uma aplicagdo h :
& — &, assim pelo teorema 3.2.1 temos que &’ é equivalente a f*(&) onde f é aplicagdo nas

bases induzida pela aplicagdo h.

2. Um fibrado n-universal so classifica fibrados principais com espago base CW -complexo de

dimensao finita.
O seguinte teorema dd uma caraterizacao para os fibrados n-universais.

Teorema 3.4.1. Um fibrado principal & = (E, p,B,G, G} é n-universal, se e somente se, T;,(E)=0

para0<i<n.

Demonstracao: Seja e uma (i + 1)-celula e S a sua fronteira. Seja f : S — E, definamos f” :
Sx G — & x G, definida por f'(y,g)=(f(y), g), e consideremos P : £ x G — & dai temos que a
funcdo composta Po f’ € uma aplicagdo fibrada de S x G em &. Se i < n, como & é n-universal,
Pf’ pode-se estender a uma aplicacao h: e x G — &, do fato que P é uma aplicacdo principal
segue que P(b,e) = b onde € é a identidade em G, logo Pf’(y,e) = f(y), portanto h(y,€) é uma
extensdo de f a uma aplicacdo de e em E, assim temos que f : S — E é homotomicamente tri-

vialparai=1,...,n—1.

Reciprocamente suponhamos que 7;(E) =0 parai =1,...,n. Seja e uma (i + 1)-celula e S a sua
fronteira e seja i : S x G — £ uma aplicacao fibrada, definamos f : S — E como f(y)= h(y,€),
como 7;(E) =0, f pode-se estender a ' : e — E, seja h’ uma aplicacdo fibrada de e x G em
¢ definida por h'(y,g) = P(f'(y), g). Afirmamos que h’ é uma extensdo de h. De fato, € claro
que duas aplica¢goes admissiveis A, y de G em G, diferem por traslacdo a esquerda em G,ou
seja existe g € G tal que A(a) = gy(a) para cada a € G, entdo, se A(€) = y(€), obtemos que
Ale) = gA(e), portanto g = €, assim se duas aplicacdes admissiveis coincidem na identidade do

grupo G ,elas coincidem em todo G. Notemos que para y € S temos as seguintes igualdades
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h(y,e)=f()=fy)=hy,e)

Como I’ e h sdo aplicacgdes fibradas elas restritas as fibras sdo aplicacoes admissiveis, portanto
pelas igualdades da acima, elas coincidem em S x G, assim temos provado que toda aplicacao
fibrada i :Sx G — & pode-se estendera h’:e x G — &.

Agora seja £’ um fibrado sobre um CW-complexo K e seja £” = &’|; onde L é um subcomplexo
de K e suponhamos que temos uma aplicacao h: £’ — &£. Para cada 0-celula v de K que ndo esta
em L, tomemos duas aplica¢des admissiveis A: G — G, e y : G — G, entdo podemos estender h
ao conjunto p’~!(L)UG,, isto nos permite fazer uma extensao de h para o conjunto p’~!(K°UL).
Suponhamos indutivamente que & se estende a p’~'(K'UL) com i < n. Se e é uma (i + 1)-celula
de K que ndo esta em L, dado que e é contratil temos que £|s é equivalente ao produto S x G
onde S € a fronteira de e. Portanto como h se pode estender a e X G, comtinuando este processo
obtemos que # se estende sobre p’~!(K" U L), portanto temos que & é n-universal.

O

Antes de mostrar que wg é co-universal lembremos que se A e B sao dois espacos topologicos tal
que A C B, entao dizemos que A é contratil em B se a aplicacao inclusdo i : A — B é homotipi-
camente trivial. Notemos que os conjuntos EG,, podem ser definidos como sendo os conjuntos

dos pontos tpgo @ ® 1,8, ®0®---, assim obtemos que
EGyCcEGyC---CEG,C--
assim temos que nos podemos ver o conjunto EG,, como EG,, = U EG,, assim, a topologia em

n=>0
EG é atopologia do limite. Vamos provar que EG,, é contratil, mostrando que EG,, é contratil

em EG,;, ou seja temos que provar que a inclusao i : EG,, — EG,, definida por
i(Hhg1® - ®t,8,.90€e®--)=(1§1D D, £, D0eD---)

é homotopicamente trivial, onde € é a identidade em G. Primeiro vejamos que i é continua. De
fato, seja U € EG,4; um conjunto aberto, como i~!(U) é conjunto dos pontos t, g1 ®---® 1,8, D
0®---€EGy, taisque 11819 @ 1,8, P0e®--- € U temos pela definicdo de topologia nos joins
que

a<t;<f ou t;#0 e g;,€V

onde V C G é um abertoe i =1, ..., n, portanto, em qualquer dos casos anteriores obtemos que
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i~}(U) é um aberto em EG,, logo i é comtinua. Agora vejamos que i é homotopicamente trivial,
seja H, : EG, x I = EG,4, definida por

Hy(t1g1®®t,8,000),1)=((1—1)1§1® D1~ ), g, D LeDOD---)

claramente H, é bem definida, além disso, se U € EG,4, é um aberto, temos que o conjunto
H>1(U) tem a forma V x [0,1) onde V é um subconjunto de EG, formado pelos pontos (#, g ®
@, 8,000 )taisque a < t; < B out; #0e g; pertence algum aberto de G, portanto temos

que V é aberto em EG, e assim obtemos que H,, € continua. Alids, temos que

H,(6hg1® 1,8,008---),0) = i(hg1® Dl,8,D0eD0eBO0€---)
H,(1,g:1®©1,8,900---),1) = 081®---®0g,D"

logo H, é uma homotopia entre a fun¢do inclusdo i e a constante 0g;®---®0g,®---, ou seja que
i ¢ homotopicamente trivial. Finalmente definamos H: EG, X I — EGy, por H(a,t)=H,(a,t),
para a € EG,. H é bem definida, pois a homotopia H,, restrita ao conjunto EG, coincide com
a homotopia H,, além disso, como H,, é continua para cada n, pela topologia do limite tem-
se que H é continua. Assim H é uma homotopia entre a funcdo identidade idg,, e a fungao

constante, portanto podemos concluir que EG,, € contrétil, logo o fibrado w¢ é co-universal.

Observacao 3.4.2. Se P: EG — BG é um fibrado universal, dizemos que o conjunto BG é um

espaco classificante.

Como uma aplicacao dos fibrados n-universais, vamos ver uma importante relacdo entre o tipo

de homotopia de um grupo topolégico e o seu espaco classificante.

Suponhamos que p : EG — BG é um fibrado oo-universal onde o grupo estrutural G e o espago
total EG sao espagos CW-complexos, entdo, pela universalidade temos que 7,(EG) = 0 para

todo n €N, seja f: EG — {e} a aplicacdo constante, com e, € EG, portanto temos que

f* . ﬂn(EG) - ﬂn({eo})

é um isomorfismo, assim pelo Teorema de Whitehead temos que EG é contratil. Seja H : EG X
I — EG uma contracdo de EG, logo H(e,0)= e, e H(e, 1) = e, consideremos a funcao ¢ = poH,

entao seque que
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¢(e,0) = p(H(e,0)=p(e))=constante
¢(e,1) = p(H(e,1))=p(e)

portanto ¢ é uma homotopia entre a aplicagdo constante ¢, : EG — BG, ¢.,(e) = p(e)) e a
projecao p : EG — BG. Consideremos o conjunto P(BG) de todos os caminhos « : I — BG tais
que a(0) = p(ey), se consideramos a funcado H : P(BG)xI — P(BG)talque H(a, s)(t)=a((1-s)t),
vemos que esta define uma homotopia entre a aplicacdo identidade no conjunto P(BG) e o
caminho constate a(0), segue que P(BG) é contratil. Agora se ¢ : EG — P(BG) é definida por

p(e)=al(t)=¢(e, t), temos que o seguinte diagrama comuta

EG —%~ P(BG)
l |
BG BG

onde g(a) = a(1) para cada caminho a € P(BG). Afirmamos que g é uma fibracdo. De fato,
sejam G:Y x I — BG e Gy: Y x {0} — P(BG) aplica¢des continuas tais que o seguinte diagrama

é comutativo

Y x {0} -~ P(BG)
| |
YxI—%—~ BG

Entdo, nos podemos construir uma aplicacdo G : Y x I — P(BG) definindo para cada (y,s)€ Y x I

o caminho G(y,s): I — BG como sendo

G () serefo]

G(y,s)t)= {G(y,Zt—2+S) sete[521]

dai temos que G é continua, e satisfaz as seguintes identidades

G(y,0)(1)=Go(y,s) G(y,s)0)=p(e)) G(y,s)1)=G(y,s)

Assim, temos que o seguinte diagrama comuta

Y x {0} -~ P(BG)

e

YxI BG
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Logo, tem-se que q : P(BG) — BG é uma fibracdo, em particular € uma fibracao de Serre, agora
como p : EG — BG é um fibrado, tem-se pelo Teorema 1.4.7 que p também é uma fibracado de
Serre, alids a fibra de g é o espaco de lacos do conjunto BG denotado por Q(BG), dai segue que

¢ induz uma aplicacdo ¢ nas fibras tal que o seguinte diagrama comuta

G —2-Q(BG)

|,

EG —~ P(BG)

P

BG BG

Sabemos que p e g geram sequéncias exatas entre de grupos de homotopia, dos conjuntos G,
BG, EG, P(BG) e Q(BG), entao usando essas sequéncias e os morfismos induzidos pelas apli-

cagOes @ e p temos o seguinte diagrama

T (EG) —— 7y11(BG) Tn(G) —— ma(EG) Tn(BG)---

- | X |- |

M1 (P(BG)) — Mp1(BG) — (A BG)) — mn(P(BG)) — m,(BG)---

Como 7,(EG)=0e P(BG) é contrétil, segue que p, é um isomorfismo, entdo pelo lema do cinco
obtemos que ®, é um isomorfismo, logo pelo Teorema de Whitehead podemos concluir que o

grupo G é homotopicamente equivalente a ( BG).

Observacao 3.2. Na ultima linha acima, precisamo usar o fato que (BG) é CW-complexo, uma

prova de esto poder ser encontrada em [10] vol 1.
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Capitulo 4

Fibrados com conexoes

4.1 Conexoes em fibrados principais

Uma conexao € essencialmente uma forma de identificar os pontos de fibras diferentes. Uma

forma de ver a necessidade de tal nocao é considerar a seguinte questao:

Dado um fibrado vetorial 7: P — M, uma secdo s : M — E e X € T, M o que significa a derivada
direcional d(s)X?. Se consideramos uma secao apenas como uma aplicacao entre as variedades

M e E, entdo uma resposta a pergunta € fornecida pela aplicacao

Ds:TM—TP

mas isso ignora a maior parte da estrutura que faz um fibrado vetorial interessante. Nos prefe-
rimos pensar em secoes como aplicacoes vetor-avaliadas, que podem ser somadas e multipli-
cadas por escalar, assim, gostariamos de pensar a derivada direcional ds(x)X como algo que
respeita esta estrutura linear. A partir desta perspetiva, a resposta é ambigua, salvo que P seja o
fibrado trivial M x R” — M. Neste caso temos uma identificacdo natural nas fibras e podemos
pensar uma secao s simplesmente como uma aplicacdo s : M — R” e a derivada direcional é

entao:

d _
ds(x)X = Z(r(t)]—o =lim str(t)) : s(r(0))

onde 7y é um caminho diferenciavel com y(0) = X, assim podemos definir a plicacdo linear
ds(x): T,M — F, onde F, é a fibra sobre x. O problema no caso em que o fibrado 7 : P— M nao
seja trivial, € que ndo existe um isomorfismo natural entre fibras diferentes; precisamos de uma
estrutura extra. Isto nos leva a ideia de transporte paralelo. Intuitivamente o transporte paralelo

é uma maneira de identificar os pontos de fibras diferentes que estao sobre uma mesma curva.
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A comtinuagdo apresentaremos a definicdo formal deste conceito.

Dada uma curva ¢t — c(¢) uma curva em M, um levantamento de ¢ em P é uma curva ¢t — ¢(t)
em P tal que 7(¢(t)) = c(¢). O seguinte teorema cuja demostracdo pode ser encontrada em [7]

nos permite definir o conceito de transporte paralelo.

Teorema 4.1.1. Seja 7w : P — M um fibrado vetorial diferencidvel. Sep € M et — c(t) é uma
curva diferencidvel em M com c(0) = p, entdo para cada u € F, tal que t(u) = p = c¢(0), existe um

tinico levantamento horizontal ¢ de c tal que ¢(0)= u.

Definimos o transporte paralelo como sendo a fun¢ado 7, : F, — Fy) tal que 7,(u) = ¢(¢). Po-
demos ver que 7, é um isomorfismo de espacos vetoriais. Podemos mostrar também, que o
transporte paralelo 7, : F, — F.;) induz uma transformacao linear Hor, : T,M — T, P tal que
o espaco T, P e a soma direita da imagem de Hor, denotada por H, e o Kernel da aplicacao

7., .Para mais detalhes ver [13]. Isto motiva a seguinte definicao.

Definicao 4.1.1. Sejar: P— M um fibrado principal sobre uma variedade M com grupo G. Para
cada u € P seja V;, o subespaco de T, P consistindo dos vetores tangentes a fibra que passa por u,
isto é, V, = Ker m,,,. Uma conexdo C em P é uma escolha de um subespaco H, de T, P, para cada
u €P, tal que:

1. ,P=V,®H,.
2. Hy.g=(Ry):H, paratodoucPegeQG.

3. H, é uma distribuicdo diferencidvel.

O subespaco V, é chamado de subespaco vertical e H, é chamado de subespaco horizontal de
T, P em relacao a conexao C. Cada vetor X € T, P se decomp6e numa soma X = X, + X;, em que

X, € V,, é acomponente vertical de X e X;, € H, é a componente horizontal de X.

Um conceito importante na teoria das conexdes, e que nos vamos a usar mais para a frente, é o
conceito de forma de conexao. Antes de definir-lho lembremos alguns conceitos.

Seja f: P x G — P uma acao a direita de um grupo de lie G numa variedade P. Para cada u € P
seja f, : G — P a aplicacdo induzida, ou seja, f,(g)= f(u, g). Dado A € g, onde g é a dlgebra de
lie do grupo G, podemos associar o campo A* € X(P), chamado de genereador infinitesimal de
A, colocando para cada u € P A*(u) =(f,):A
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Observacdo 4.1.1. Sea : R — G é um caminho definido por a(t) = exp(tA), assim a’(0) = A,

além disso,

A'(w)=(fu):A=(fu) (0)=(fuoa)(0)

mas(f,oa)(t)=u-exp(tA), assim temos que

d
A#(u):Eh:ou‘exP(l‘A)

Proposicao 4.1.1. A aplicagio v : g — X(P) definida por (A) = A" é um homomorfismo de
dlgebras de lie. Quando a agdo for efetiva, entdo 1) é injetiva, e quando a agdo for livre, entdo

para A € g nao nulo o campo A* ndo se anula.
Demonstracao: ver [7] O

Se {Pm,M,G,G} é um fibrado principal, entdo por definicdo G age liviemente em P. Portanto,
dado A € g ndo nulo o campo A € X(P) ndo se anula, além disso, dado u € P temos também que
o caminho ¢ — u - exp(tA) tem imagem na fibra sobre x = (1), segue que A*(u) € T,(7~1(x))
assim podemos concluir, pela proposicdo anterior, que a aplicacdo vy, : g — T, (7~!(x)) defi-
nida por ¢, (A) = A*(u) é injetiva e como g e T, (7~ !(x)) tem a mesma dimensdo como espacos

vetoriais, pelo teorema do ntucleo e a imagem segue que Y, € um isomorfismo.

Definicao 4.1.2. A forma de conexdo w de uma conexdo C é definida em cada X € T,P como

sendo o tinico A € g tal que A*(u)=X,.
A seguinte proposicdao d4 uma caraterizacdo para a forma de conexao w.
Proposicao 4.1.2. A forma de conexdo tem as seguintes propriedades:

1. w(A*)=A para cada A € g.

2. oW = Adg-10ow isto é: w(og).X = Adg-(w(X) para todo g € G e todo campo vetorial
X sobre P, aqui oy : P — P é definida como sendo o4(u) = u-g e Ady = DJg(e), e éa
identidadeem G eJy:G — G étal queJg (h)=g 'hg.

Reciprocamente, dada uma 1-forma w com valores em g sobre P com as propriedades acima,

existe uma unica conexdo C em P cuja forma de conexdo é w.

Demonstracao: O item 1. da proposicdo segue imediatamente da definicdo de w. Para mostrar
2. vamos dividir a prova em dois casos, um para o caso em que X é horizontal e outro caso
para o qual X é vertical. Se X é horizontal, temos que w(X) = 0, além disso, pela definicao de

conexdo temos que (0 )«(X) =0, portanto w((o¢).)(X)=0 e aigualdade se segue pela linearidade
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de Adg-1. Se X é vertical, podemos supor que é um campo vetorial fundamental A*. Como

(0¢)«(X) € o campo vetorial fundamental correspondente a Ad g1 A, entdo,

(O‘Z wW)u(X)=wug(0g)X)=Adg1A=Ad g (w,X).

Reciprocamente, dada uma 1-forma w satisfazendo as condic¢des 1. e 2. definimos

H,={XeT,P/w(X)=0}.
Afirmamos que T,,P = H, & V,. De fato, se v € H, NV}, entdo v = A*(u), para algum A € g, além
disso, w(v) = 0 = w(A*(u)) = A portanto v = 0, segue que H, NV, = {0}. Entdo é suficiente
provar que dim(H,)+ dim(V,)=dim(T,P). Sabemos que w, é uma transformacao linear de
T.Pemg, assimdim(T,P)éasomadedim(Ker(w))edim(Im(w)), mas Ker(w)= H,, alias,
como g é isomorfo a V, temos que dim(g) = dim(V,), agora, como w(A*)=A paracadaAecg
tem-se que Im(w) = g, logo dim(g) = dim(Im(w)) assim podemos concluir que dim(H,)+

dim(V,)=dim(T,P). e portanto obtemos que:

I,P=H,®V,.

Agora vejamos que (0g).H, = H,.z. Seja v € (04)u«Hy, logo existe X € H, tal que (04)u«X =0,

assim tem-se que w,.¢(0 g)u«(X) = w,.¢(v) pela condigao 2 temos que:

wu~g(0g)u*(X) = p(H(e)O)):Adg‘low(X)
= Adg(0)
=0

portanto v € H,.4, ouseja(og)H, C H,.¢
Agora, seja v € H,..4, como (0),) € um isomorfismo, existe X € T, P tal que (0g).(X) = v. Preci-

samos provar que X € H,,. De fato

w) = w((og1)uglX))
= Adg(w,¢(X))
=0

dai segue que (0g) H, =H, ¢
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4.2 Conexao Canonica no Fibrado de Stiefel

Seja C" o espago n-dimensional dos nimeros complexos. A variedade de Stiefel V,’(C") se de-
fine de forma andloga ao caso real, ou seja, V}°(C") € o conjunto dos k-referencias unitarios em
Cn.

Se (v, ..., Vi) € um k-referencial, entdo v; = Z?zl b;je; onde {ej} é a base candnica de C", pode-
mos associar uma matriz de ordem (n, k) como sendo A = (a;;) com a;; = b;;, como (v, ..., Vk)
é ortonormal, temos que ZZZI bj.b;, = 6,1, assim a matriz A satisfaz a condicao A*A = I, onde
A* ¢é a transposta conjugada. Portanto V?(C") é identificado com o conjunto das matrizes de
ordem (n, k) tal que A*A = I.. Notemos que o grupo unitario de matrizes U(k) age sobre V?(C")
pela direita, com respeito a esta agao temos que g : V?(C") — G¢(C") é um U(k)-fibrado princi-
pal, onde Gx(C") é a variedade de Grassaman em C" e g é a aplicacao que leva um k-referencial

no seu plano gerado, o fibrado anterior é chamado de Fibrado de Stiefel.

Seja S : V2(C") — M,,xx(C) uma aplicacao da variedade de Stiefel no conjunto das matrizes de
ordem n X k tal que S(v, ..., vx) = A onde A é a matriz associada ao referencial (v, ..., vy ). Consi-
deremos a forma diferencial S*dS com valores nas matrizes de ordem (k X k), S* é a transposta
conjugada da matriz S e dS é a matriz que se obtém depois de aplicar a derivada exterior em
cada componente da matriz S, notemos que S*dS tem valores na algebra de lie u(k) de U(k),
pois §*S = I, logo $*d S+ (dS*)S =0 ou S*dS+(5*dS)=0.

Proposicao 4.2.1. $*dS é uma forma de conexdo no fibrado Stiefel.

Demonstracdo: Sejam & € V’(C") e s € U(k), denotemos por X: o vetor tangente ao ponto &
e denotemos por X:s a imagem de X: pelo diferencial da aplicacdo & — £s. Chamemos de f a
aplicacdo & — £, assim f,(X:) = X&s, logo (X:5)(S) = fiu(X:)(S), alids, notemos que d(So f) =
d(S)sjaque d(So f)=d(S-s)=d(S)s +Sd(s)mas s € U(k) é constante, entdo d(s)=0. Agora,

usando a regra da cadeia obtemos

(X:5)(S) = dS(Xss) = dS(f.X:) = d(So f)(X:) = d(S)s(Xz) = dS(X)s.

Portanto

(§*dS)(Xzs) = S(Es)X:s)(S)
= §"S(E)X:S)s
= s 1(SdS)(Xz)s

54



Seja agora a € u(k), a é o vetor tangente a matriz identidade I; € U(k) e £a é a imagem de a

pelo diferencial da aplicacao s — &s, entao

(§*dS)Ca) = S'(E)(Ea)S
§(8)S(&)a

= a

assim pela proposicao 4.1.2 temos que S*d S é uma forma de conexdo no fibrado de Stiefel. O

Lema 4.2.1. seja U um conjunto aberto de R" e V. um subconjunto aberto relativamente com-
pacto tal que V C U. Para toda 1-forma diferencidvel a em U com valores na dlgebra de lie u(k)
existem funcoes diferencidveis ¢, ..., ¢ v definidas em V e com valores no espago das matrizes
My (C) tal que:

i) Z¢}‘¢j = I.
j=1

i) Y ¢ide;=a.
j=1
ondem’=(2n+1)k?.

Demonstracao: sejam f7,..., fx2 0 conjunto de matrizes definidas positivas que formam uma

fll=1

Como a tem valores em u(k), entdo /i é uma matriz Hermitiana, além disso a = A1dxs +---+

base para o espaco das matrizes Hermitianas sabre o corpo dos ntimeros reais tais que |

Asdx; onde as x; sdo as funcoes coordenadas em R”, assim podemos escrever «/i em U como

n k2 - -
Zs:l Zrzl Arsfrdxs, onde A, sdo funcoes com valores em R. Se a,; = sup|A,|, fazendo A, =
14

Urs —Vrs onde

1
rs  — _Ars rs
u s (Arstar)
1

Vis = E(ars_lrs)-

Claramente ., v, sdo fungoes diferencidveis positivas. Portanto u,; = p2 e v, = g% onde

Prs € grs sdo funcoes diferencidveis positivas, fazendo x; = by, entdo, para b suficientemente

1

0z sobre V para todo r. Portanto, a

grande temos que Zle(,urs + v,5) pode ser limitado por

matriz
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_Ik - {Z(.UJFS Vrs)fr}

é semi-definida positiva.

Sejam g, r h, matrizes semi-definidas positivas tais que g2= f; e

:_Ik_{Z(.Urs Vrs)fr}

Definamos agora as fung¢des ¢; com valores no espago M (C) para 1 < j < (2n + 1)k? como

segue:

e Paral<j<nk? ¢; é definida como as nk? funcoes p,;e’* g, em algum ordem.
e Parank?+1<j<2nk? ¢; é definida com as nk? fungdes g,;e~'*> em algum ordem.

e Para2nk?+1<j <(2n+1)k? ¢; é definida como as k? fung¢oes h, em algum ordem.

Mostremos que as funcoes ¢ satisfazem as condicoes i) e ii) do lema. De fato

D¢io; = D opre*gi+y gi+ Y I
j=1 rs rs r

= Z,ursfr +Zvrsfr + I _Z(.urs +Vrs)fr

= I.

Alias
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S\

Z¢ dp; = Y pre ™ (pnie™dx,+(dp,)e™)g’

+ D _are™(—qrie dx,+(dgr)e g’

+ Y hrdh,

rs

= lersgrsdxs-l-ZprSdpmgr+Zl( qrs)gdes
+ ZCIrstIrsg +Zh dh,

= Zl(.urs - Vrs)frdxs + Egd(l)i +qrs)fr +Z hrdhr

rs

= a+%Zd(,u,s+vrS)f,+Zh,dhr.

Como h, e d h, comutam temos que %d(hf) =h,dh,, assim obtemos que

i¢;d¢] =a+ %d(Z(Mrs +vis)fr +Z hf) =a
j=1 rs s

pOiS d(zrs(.ufrs'i'vrs)fr +er h%)zlk- O

A seguinte proposicdo resolve o problema de classificar fibrados com conexao de forma local.

Proposicao 4.2.2. Seja P um U(k)-fibrado principal sobre uma variedade X de dimensédo menor
ou igual a n ey uma forma de conexdo em P. Para todo subconjunto aberto relativamente com-
pacto W de X com W contido numa vizinhanga coordenada U de X, onde P é trivial, existe uma
aplicagdo fibrada diferencidvel ® de p~ (W) em V?(C™") tal que o pull-back dey, por ® éy, onde
m”=2n+1)k3ep:P— X éa projegao.

Demonstracao: Como P é trivial sobre U C X, existe uma secdo local o de P sobre U. Seja
a o pull-back de y por o, ou seja, @ = o*(y), pelo lema anterior, podemos encontrar funcoes
M ((C))-avaliadas ¢, -+, ¢, em W tais que:

DY ¢ =1I.
j=1

ii) Zd)*dgbj =qaonde m’=(2n+1)k2.

j=1
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Definamos a funcdo ® de p~!(W) sobre o espaco de matrizes de ordem m” x k como sendo

¢1(p(2)
el 9¢)= : &
P m(p(E))

onde s € U(k) é determinado por £ =o(p(&))-s.

® esta bem definida, pois £ e o(p(&)) estdo na mesma fibra, e como a a¢do de U(k) sobre P é
livre e transitiva em cada fibra existe um tinico s € U(k) tal que £ = o(p(&))-s. Agora mostremos

que ¢ é uma aplicacdo de fibrados. De fato, temos que p(& - s) = p(&), assim obtemos que:

$1(p(€-9)) $1(p(&))
o(Z-5)= s =]

Pm(p(E-3)) P (p(S))

onde s €cU(k)eé -§=0(p(E-3)-t =0c(p(&)):t, mas & = og(p(&))-s, além disso, U(k) age

livremente sobre P, portanto ¢ = s§, assim concluimos que:

-t

(E5) =(S)s.

Alids, n6s temos que

o) = s (97 )pEN)s
j=1

= s*s

= I.

dai segue que ® € uma plicagdo do fibrado P|,-i(1) para o fibrado de Stiefel. Além disso

(S dS)X) = S$*'dS(¢.X)
= S(¢.X)S
= S$*X(Sod)
= S$*d(Sod)

como So®(&)=P(&) tem-se que
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O*(79) = *d P

Agora

o (@®*dP)X = B*'dd(o.X)
= &(0.X)d
= O*X(Do0)
= (Poo)d(®oo)

mas ((I)ocr)*cl((I)oa)=Z:’:1 prdo;=a.

Assim y e ®*d® sdo duas conexdes em P|,-1y, tal que seu pullback pela se¢do o é o mesmo,
portanto y = ®*d ®.
O

Teorema 4.2.1. Seja P um U(k)-fibrado principal sobre uma variedade X de dimensdo menor ou
igual a n ey uma forma de conexdo em P. Entdo existe uma aplicagdo de fibrados diferencidvel
® de P na variedade de Stiefel V(C™) tal quey é o pullback por ® da conexdo canonica y, em
V?(C™), ondem =(n+1)(2n+1)k3.

Demonstracao: Como X é uma variedade diferencidvel, entdo X é um espaco localmente com-
pacto, assim, para cada x € X, com x € U onde U é um celula coordenada, existe um aberto
V; relativamente compacto tal que x € V; C V; C U, segue que {V/} é uma cobertura para X,
além disso, por [11] os V; podem ser divididos em n + 1 classes ¢; tais que dois conjuntos V;,
Vt na mesma classe ndo se interceptam. Seja {W;} uma subcobertura de {V;} e seja D; a unido
dos conjuntos p~}(W;) onde W; C Vi e V; € ¢;. Como cada celula coordenada U ¢é contritil,
entdo o U(k)-fibrado principal p : P — X é trivial sobre cada celula coordenada, assim pela
proposi¢do anterior existem aplicacdes fibradas ®; de p~'(V;) a variedade de Stiefel V°(Cen+Dk’)
e com conexao induzida y em p~!(V;). Cada D; é a unido disjunta de conjuntos p~!(W;) com
W; € €;, portanto existem aplicacdes diferencidveis ; definidas em D; tais que ¢;(&) = ®;(&)
para £ € p~!(W). Agora, é claro que os D; formam uma subcobertura para P, além disso, se
denotamos por 8 a acdo de U(k) sobre P, como a aplicacdo p é U(k)-invariante entao segue-se
que cada D; ¢ invariante, ou seja, 0,(D;) = D; para cada s € U(k), portanto existe uma particao
da unidade A; ndo negativa, diferenciavel, subordinada a {D j} que é invariante pela agdo 6, as-
sim, se fazemos {7 = A; temos que {; também ¢ uma parti¢ao da unidade subordinada a {D j}‘

invariante pela acdo 6 e Y ¢ f =1.
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Consideremos a aplica¢dao ® em P definida por

Si(E)yn(E)
®(&)= : paracada &€ P

§n+1€¢ n+l(€)

Mostremos agora que ® € uma aplicacdo fibrada de P em V?(C™) tal que ®*d® = a. De fato

n+1

o) = Y CHOWEWE)

i=1

= D SEOYEE)

a soma € zero para os & ¢ D; assim a somatorio é s6 sobre aqueles i para os quais £ D;. Sabemos
que em D; se satisfaz a igualdade vy *1); = I assim temos que );1; = I para todo i sobre o qual
a soma se estende. Portanto, como »_{ (&) =1, temos que ®*®(&) = I. Além disso, para cada
EePeseU(k)temos

$i(E-s)yu(E-s) $1(E)YPa(E)s 1))
O -s)= : = : = : s=®(&)s
Cni1& sYPnia(€-5) Cni1&YPnia(8)s En1&YP n(8)

Assim ® € uma aplicagao fibrada de P na variedade de Stiefel V?(C™)

Por ultimo, para completar a prova do teorema vejamos que ®*d® =«

n+l1
O'de = Y pidlapi+Lidy)
rlzill n+1

= szfcidngiwzfdwi.

Como no caso anterior, para cada & € P, a soma s6 toma valores sobre os i para os quais & € D;.
Como em cada D; temos que jyp; = I e Y;d); = a. Agora, como Y {;dZ; = 3d(}.Z3)=0,entdo
P dd=>¢;dl;I+(>.{a=a.

O
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Capitulo 5

Alguns exemplos de classificacao

Nos capitulos anteriores, vimos que os fibrados vetoriais e principais sdo sobre um mesmo es-
paco base X classificados por classes de homotopia de fungdes f — B onde B é a base de algum
fibrado universal. Neste capitulo estudaremos alguns exemplos de aplicacoes classificantes os
dois primeiros exemplos falam de R'-fibrados sobre S' e S'-fibrados sobre S?, estes exemplos
mostram como a partir de ter uma classificacao por homotopia, podemos obter a quantidade
que hé deste fibrados. Os outros exemplos sdo mais contemporaneos e sao baseados nos exem-

plos dados em [2].

5.1 Exemplos elementares

Exemplo 5.1.1. Fibrados vetoriais com fibra de dimensdo 1 sobre S'
Os fibrados vetoriais de dimensdo 1 ou R!-fibrados sobre S', sdo classificados por classes de ho-

motopia de funcoes f : S' — RP>®

T R
-
|»
§1—L rp
Pelo teorema de aproximacdo celular, temos que f : S' — RP>® é homotopica a uma fungio S' —
RP>. Sabemos que o numero de classe de homotopia de funcoes de S' — RP> é dado pelo numero
de elementos de 7,(RP>®). Como RP' C RP? C..- CRP" C ---, aplicando o functor 7, temos a

sequéncia 1(RP') — m(RP?) — --- — m(RP") — ---, que estabiliza em 11,(RP?) = Z,. Dai, segue
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que hd duas classes de homotopia de funcoes S' — RP> e portanto hd dois R'-fibrados sobre
Sl. Usando o isomorfismo entre 1,(RP!) e Z, e o fato que RP' é homeomorfo a S' temos que os

R'-fibrados sobre S', sdo o fibrado trivial, S' xR — S' e o fibrado canénico y' sobre RP'.

Exemplo 5.1.2. Fibrados principais com fibra S' sobre S*

Os S'-fibrados sobre S? sdo classificados por fungoes S — CPN

Pelo teorema de aproximacdo celular fungoes S> — CP>® sdo homotépicas a aplicagbes S? —
CP!' = 8. Neste caso, a sequéncia induzida estabiliza desde o comego m,(CP') = 1,(CP?)=---, e
mo(CPY) = 1,(S?) 2 Z, gerado pela aplicagdo identidade. Assim obtemos que S -fibrados sobre S?,
sao classificados por classes de homotopias de fungoes de S> em S? Neste caso temos que hd igual
ntimeros de S' -fibrados sobre S*> como niimeros enteros. Elas todas podem ser geradas da seguinte

maneira: considerando a S? como a esfera unitdria de R x C, consideramos a aplicagdo de grau n

1
¢n(l’,Z) = —(r’zn)’

com diagrama de "pullback”

O espago total é o conjunto dos pontos((r,z),0) € §? x S3 tais que ¢ ,(r,z) = h(0).
Um analise similar pode ser feito para classificar fibrados S®-principais sobre S* = HP'; de novo

sao classificados pelos numeros inteiros e a classificagao é feita substituindo os niimeros comple-

xos pelos quaternos no paragrafo acima.
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5.2 Exemplos geométricos recentes

Vemos como muitas vezes os fibrados sao na pratica definidos como fibrados induzidos. Todos
os exemplos serao de fibrados principais com grupo S = Sp(1), o grupo de quaternos unitarios.
O fibrado que classifica S3-fibrados é S3-- - S* — HP*>, e nos concentraremos em fibrados induzi-
dos pelo primeiro da cadeia, a fibragao de Hopf S3---§” — §* Z HP!. A importancia dos exemplos
que descrevemos é que neles existem acdes de grupos cujos quocientes sao esferas exoticas, ou
seja, esferas homeomorfas, mas nao difeomorfas a esfera padrdo. O primeiro exemplo diz sobre

o grupo de Lie Sp(2) como espaco total de um fibrado sobre S”.

Exemplo 5.2.1. Seja h : S” — S* a aplicacgdo de Hopf correspondente a agdo de Hopf pela direita
de S3 sobre S7, ou seja, h((a,b)") = (|a|? — |b|?,2ab) e seja a : S* — S* a aplicacdo antipodal de S*.
O "pullback"da fibragdo de Hopf pela aplicagdo a o h é o conjunto dos pontos ((a,b)",(c,d)") em
S x 87 tais que

~(laf? = 1b?,2ab)=(Ic/* —|d*,2¢cd).

Da igualdade anterior e do fato que|a|>*+|b|?> = |c|*+]|d |?, obtemos o seguinte sistema de equagoes:

aa+cc =1
ab+cd = 0
ba =0
bb + =1

Assim, o conjunto (a o h)*S’ pode-se identificar com o espacgo das matrizes com entradas nos qua-

a c
ternos A = b d tais que AA* = A*A = I, em outras palavras, com o grupo de Lie Sp(2). Por-

tanto o grupo Sp(2) pode ser realizado como o espago total do "pullback"do fibrado de Hopf pela
aplicagdo de Hopf:

S3 S3

o

S3¢ Sp(2) —=§7

"

§3¢ 7 o g4

No diagrama, p e s denotam a primeira e segunda coluna de uma matriz em Sp(2). Se em vez
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de trabalhar com o conjunto dos quaternos, consideramos o conjunto dos nimeros complexos,
obtemos que o grupo unitério de Lie U(2) pode ser realizado como o "pullback"da aplica¢do de
Hopf h : S3 — S? pela funcao aoh

St St

]

Sic UR)—S3

b

e S3 aoh S2

Como o conjunto C é comutativo, entdo, o fibrado S'---U(2) — §? € trivial, pois a funcao f :

b
§? — U(2) definida por f((a,b)’) = ( al_o _) ¢ uma secao deste fibrado. No caso do fibrado
a

§3...8p(2) — §7 este fato ndo é certo.

Exemplo 5.2.2. Consideremos a aplicagdo ¢ : S — S’ dada pela suspensdo da aplicagdo de Hopf
n: 8% — §2. Cada vetor (y1, 2, ¥3) € R? pode ser identificado como um quaterno imagindrio puro
p=ni+y.j+ sk, entdo, sey é um quaterno unitdrio, y se pode escrever comoy = x, + ap onde
X1 e a sdo niimeros reais tais que xi + a* = 1. Portanto a aplicacdo n) : S* — S* pode-se escrever
comon(y)=yiy. SejaS? a esfera unidade de™ x R x H e seja ) : S — R® = H x H definida como

sendo Y((x, A, y)") = A+x( 1 Como |Y| = |x|? + A% + |y|* # 0, entdo podemos normalizar o
ny

vetory(x) e definir ¢p = l;/j—‘ 188 — 97,

Entao, se consideramos o S3-fibrado p : Sp(2) — S” e construirmos o seu "pullback "pela aplicagdo
¢ obtemos que ¢*Sp(2) é uma subvariedade de S® x Sp(2) cujos pontos sdo pares da forma (u, A)
tais que ¢ (1) = p(A), ou seja, ¢p(u) é a primeira coluna da matriz A, assim, nés podemos esquecer
essa coluna e pensar ¢*Sp(2) como um subconjunto de S® x S’ tal que se (u,v) € ¢*Sp(2) entdo
(¢pn(u),v) =0. Portanto concluimos que o "pullback"do S*-fibrado p : Sp(2) — S pela aplicagdo
¢ é identificado por

E'= {(x,k,y)T,(c,d)TeS8 xS’/ (u ;) GSP(Z)}
v

X
com (”) = ¢ | A |. Agora, se consideramos o "pullback"do fibrado de Hopf $*---S” — S* pela
v

y
aplicagdo fa o ho ¢, vemos que f*S” é o conjunto dos pontos((x,A,y)*,(c,d)?) e S8 x §7 tais que
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~(lul?=|vP,2uv)=(lcf*~|df2cd)

Dai, obtemos um sistema de equagbes como no exemplo anterior e portanto podemos concluir

que f*S” pode-se identificar com o conjunto E'!:

EN Sp(2) S7

b

8 7 4
S p S — S

Exemplo 5.2.3. Seja O o conjunto dos octenos de Caley. Se q € O, entdo q se pode escrever como
q = cos(t)+ asin(t), onde a é um octeno puro e0 <t <1. Seja a fun¢do ¢, :S” — S’ definida por
¢.(q)=q" =cos(nt)+ asin(nt). Entdo, se consideramos o S®-fibrado p : Sp(2) — S’ e construir-
mos o seu "pullback"pela aplicacdo ¢ ,,, obtemos que ¢*Sp(2) é uma subvariedade de S” x Sp(2).

Podemos mostrar de forma andloga ao exemplo, que o espaco ¢’ Sp(2) pode ser identificado com

o 2 3)eoe)

u a
=¢ nE Novamente, se consideramos o "pullback"do fibrado de Hopf pela aplicagdo f, =

o0 conjunto

aoho ¢, obtemos que f*S” é o conjunto dos pontos(a,b)",(c,d)") € S” x S tais que

~(lulP = vl 2uv)=(lc/* ~|dl* 2cd)

assim obtemos que f*S” pode ser identificado com E°

E10 Sp(2) s7

b

S7 On S7 aoh 84

Notemos que os quaternos unitdrios agem sobre o espaco E!°, pela acdo

a c gaq (c
qx* = i,
b d gbq qd
Foi provado em [3], que o quociente de E'° por essa acao ¢é difeomorfo a X7, n-vezes a 7-esfera

de Gromoll-Meyer.
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Para o caso do conjunto E'! os quaternos unitdrios agem como segue:

X c qxq qc
q*x| A = A
y d qy qd

O quociente desta acao é difeomorfo a tinica espera extica em dimensao 8, para mais detalhes,
ver [12].
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Apéndice

Estrutura celular na variedade de Grassmann

Definicao 5.2.1. Um CW-complexo consiste de um espago Hausdorff munido de uma partigdo

que satisfaz as seguintes condigoes:

1. Cada e, é topologicamente uma celula aberta de dimensdo n(a) > 0, além disso, para cada
e, existe uma aplicac¢do comtinua
f:D"9—K
que leva o interior do disco D"® homeomorficamente sobre e,.

2. Cada ponto x pertence a e, mas ndo pertence a e, pertence a uma celula de dimensao
menor.

3. Cada ponto de K esta contido num subcomplexo finito.

4. K étopologizado com a topologia fraca.

A estrutura celular da Grassmanniana é obtida como segue:
consideremos a sequéncia

ROCR!CR?C...CR™

Todo n-plano X € R™ pela origem gera uma sequéncia de enteros

0<dimXNRH<dim(XNR)<..<dim(XNR™)=n

Dois enteros consecutivos em esta sequéncia diferem em ndo mais de um, dai seque que a

sequéncia tem 7 saltos, isto motiva a seguinte definicao.
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Definicao 5.2.2. O simbolo de Schuberto =(073,...,0,) denota uma sequéncia de numeros natu-
rais que satisfazem
1<o1<03:<...<0,<m

Para cada simbolo de Schubert, seja e(o) € G,(R™) o conjunto dos n-planos X tais que

dim(XNR)=i dim(XNR% 1)=i—-1
parai=1,2,..., n. Claramente cada X € G,(R™) pertence exatamente um sé dos conjuntos e(o).
Exemplo 5.2.4. Paran =1 e m =2 temos que G;(R?) = RP!, temos queoc =0, e0c =01 =2,
e(1) =eixe dos x e(2)=retas pela origem-eixe x, assim temos que:
RP'=e(1)Ue(2).
Vamos mostrar que e(o) é uma celula aberta de dimensao d(o)=(o,—1)+(02—2)+--+(0,—n)

Seja H* C R¥ o conjunto dos x = (x1, X2, ..., X, 0, ...,0) com x; > 0.

Notemos que cada n-plano X pertence a e(o) se somente se X tem uma base x1,..., x,, tal que

X, €H%,...,x, € H°"

Defini¢do 5.2.3. Seja e’(0) = v2(R")N(H X ... x H?") o conjunto de todos os n-referenciais
ortonormais (X1, ..., X,) tais que cada x; pertence a H?:. Seja e’(0) o conjunto dos n-referenciais
ortonormais (x, ..., X,) tais que x; € ",

Lema 5.2.1. Cada n-plano X € e(o) tem uma tinica base ortonormal (x, ...,X,) que pertence a
x € H, .., x, € H.

Demonstracao: Seja x; = XNRY! com x € e(0) entdo

dim(XNR7)=1

1

logo x; = ae onde {e} é uma base de R7'.Agora se ||x;|| =1 segue que ||x;|| = ||eel|, dai |a| = Tel?

assim um vetor unitdrio x; em R?! tem duas op¢des

-1 1
X1=—e ou x=—e
llell llel|
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mas x; € H?!, ou seja x4, > 0, logo nos podemos descartar alguma das op¢des da acima, assim

temos um Utinico vetor unitario x; em X NR71

Agora precisamos um vetor x, unitario em X NR?2 com dim(X NR2)=2 e ortonormal a x;.
Sejam Ae; + fez, x; = ae onde {ey, e;} ortonormal, portanto |[x.]| =1e A =4/1—B20u A =
—4+/1— 2. Nos precisamos que ale-e; +af e - e,, dai segue que

ﬁ:Ae-el

e-e

assim obtemos que x,, = A(e1s, + i:—ZeZUZ),mas X24, > 0 dai nos podemos descartar uns dos A e
obter um unico vetor x; unitério e ortonormal a x;. Este processo comtinua ate obter os vetores

X3, X4, ..., X, Ortonormais. O
Lema 5.2.2. O conjunto e’(0) é topologicamente uma celula fechada de dimensdo

dlo)=(o1—1)+(02—2)+-+(0,—n)
com interior e’(0).
Demonstracao: A prova é por inducao sobre n. Para n =1 o conjunto e’(o;) consiste de todos
os vetores

X1 = (xn,xlg, o X109y 0..., 0)

com foi =1, X1, = 0. Claramente e’(0,) é fechado e tem dimensao d(o;) =0, —1, além disso
é homeomorfo ao disco D11,
Dados dois vetores unitarios u, v € R™ com u # —v, seja T(u, v) a inica rotacao de R que leva
a u para v, e deixa fixo qualquer vetor ortogonal a u e v. Assim temos que T(u,v)=T"Y(v,u)e

T(u,v)zxw(u +v)+2(u-x)v
1+u-v

Segue da formula anterior que:
1. T(u,v)x é comtinua como funcao de trés variaveis.
2. Se u,v €Rk¥, entdo T(u, v)x = x(mod(Rk)).

Se b; € HY! tal que b; =(0,...,0,1,0,...,0) onde o numero 1 esta na ¢;-ésima posi¢do, portanto
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(by,...,b,) € €’(0). Consideremos a rotacao
T= T(bn»xn)o T(bn—l»xn—l)o ... 0 T(blyxl)-

Esta rotacdo leva os n vetores by, ..., b, a os vetores xy, ..., X, respectivamente.

De fato, as rotacoes T(by, x1), ..., T(bi-1,x;-1) deixam fixo b; pois b;-b; =b;-x; =0 parai > j as

rotagoes T(b;,x;)levam b; para x; e as rotagoes T(b;t1,Xi+1),..., T (b, X,) deixam fixo a x;.

T(b;) = T(bp,xp)oT(bp1,Xp-1)0...0T(by,x1)b;
= T(bn’xn)oT(bn—l’xn—l)o---oT(bi,xi)bi
= T(bn’xn)oT(bn—lyxn—l)o---oT(bi-i-l’xi-i-l)xi

= xi
Dado 0,41 > 0,, seja D o conjunto de todos os vetores unitarios H?»+ com

bi-u=--b,-u=0

D é fechado de dimensao o ,; —n — 1 e portanto é topologicamente uma celula fechada. Defi-

namos

f:e'(oy,...0,)xD—e(0y,..0,11)

pela formula

f(x1y e X)) =(x1, ..., xp, Tu)

Vejamos que (x1,...,X,, Tu)€ e’(oy,...,0,41). De fato

xi-Tu:Tbi-Tuzbi-uzo

para i < n, além disso

Tu-Tu=u-u=1

Como Tu = u(mod(R°")), tem-se que Tu € H°», é claro que f é comtinua, além disso a formula
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u=T"xp1=T(x1,b1)0...0T(xy,b,)Xn11

mostra que f~! é bem definida e comtinua. Portanto e’(o,...,0,+1) € um homeomorfo ao pro-

duto e’(0y,...,0,) X D segue da hipotesis de inducao que

dim(e’ (1, .., 0n1))=(01— 1)+ +(0n — 1)+ (0 ps1 — (n+1))

dai por inducao sobre n temos que cada e’(o) é fechado e de dimensao d(o). Analogamente
podemos provar por inducdo que e’(o) é o interior de cada celula e’(cg). De fato o homeomor-

fismo

f:e'(oy,...0,)xD—e(0y,...0,11)

leva o produto e’(oy,...,0,) X int(D) sobre e’(07y,...,0 +1)

Agora vejamos que a aplicacao

qleo):e'(o)—e(o)

é um homeomorfismo. Pelo lema5.2.1 temos que g(e’(0)) = e(o), além disso, se (x1,...,X,) €
e'(0)— e'(0) entdo o n-plano X = gq(x,...,x,) ndo pertence a e(o), pois algum dos vetores x;
tem que pertencer a R, para todo j < i, assim x; € XNRR?"!, portanto dim(XNR7~1) > i
Agora seja A C e’(0) fechadona topologia subespaco. Entdo Ane’(c) = A onde A C m é
compacto, logo g(A) é fechado,dai temos que g(A)N e(o) = g(A), logo q(A) C e(o) é fechado na
topologia subespaco, portanto q|./¢): €’(0) — e(o) € um homeomorfismo

O

m
Teorema 5.2.1. Os ( " ) conjuntos e(o) formam uma estrutura celular no espago G,(R™).

Demonstracao: Vejamos que cada ponto na fronteira de e(o) esta numa celula e(7) de di-
mensdo menor. Como e’(o) é compacto, a imagem ¢q(é’(c)) é igual a é(o). Como todo n-
plano X € e(o) — e(o) tem uma base (x,...,x,) € e’/(0) — e’(0) onde cada x; € R?i, segue que

dim(XNR?:)> i para cada i, assim o simbolo de Schubert (7,...,7,) associado com X satisfaz

T1 S O1,..Th S Oy

mas nos temos que algum x; € R?~, logo dim(XNR?~) > i, assim obtemosque 7, <o0;—1 < 0;
dai segue que d(7) < d(o). |
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