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Resumo

O objetivo desta dissertação é fazer um estudo sobre categorias hereditárias com objeto

inclinante utilizando objetos excepcionais e da categoria perpendicular associada a tais

objetos. Mais especificamente, nosso objetivo é provar o seguinte teorema: Se H é uma

k -categoria abeliana hereditária conexa com objeto inclinante e H tem um objeto não

nulo de comprimento finito, então H é derivadamente equivalente à categoria modH

para alguma álgebra hereditária H de dimensão finita, ou H é derivadamente equiva-

lente à categoria cohX. Começamos fazendo uma apresentação sucinta dos conceitos:

sequências quase-cindidas, extensão por um ponto e álgebras hereditárias. Em seguida,

começamos a estudar categorias hereditárias com objeto inclinante e algumas proprie-

dades fundamentais, e logo após, definimos objetos excepcionais e categorias perpendi-

culares e estudamos suas propriedades. No último capítulo, demonstramos o resultado

acima citado, utilizando ferramentas de álgebras quase-inclinadas e álgebras canônicas,

e todos os conceitos apresentados antes nesta dissertação.

Palavras-chave: álgebras hereditárias, categorias hereditárias, objetos excepcionais.
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Abstract

The aim of this work is to make a study about hereditary categories with a tilting object

using exceptional objects and the perpendicular category associated to this exceptional

object. More specifically, we will prove the following theorem: Let H be a connected he-

reditary abelian k -category with finite dimensional homomorphism and extension spa-

ces. If H has a tilting object, is not derived equivalent to some modH (H hereditary

algebra) and H0 6= 0, then H is derived equivalent to cohX for some weighted projective

line X. First, we will briefly present the following concepts: almost-split sequences, one

point extensions and hereditary algebras. After this, we present some basic properties

of hereditary categories with a tilting object. Then, we define exceptional objects and

perpendicular categories and we study their properties. And finally, in the last chapter,

we proof the theorem aforementioned, using tools of quasitilted algebras and canonical

algebras, and all the concepts presented before in this dissertation.

Keywords: exceptional objects, hereditary algebras, hereditary categories.
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Introdução

Nosso objetivo com esta dissertação é apresentar um estudo que possa contribuir para

a compreensão de uma categoria hereditária com objeto inclinante. Almejamos contri-

buir tanto do ponto de vista algébrico quanto do ponto de vista geométrico. O resultado

principal desta dissertação é:

Se H é uma k -categoria abeliana hereditária conexa com objeto inclinante e H tem um

objeto não nulo de comprimento finito, então se H não é derivadamente equivalente à

categoria modH para alguma álgebra hereditária H de dimensão finita, temos que H é

derivadamente equivalente à categoria cohX.

Categorias hereditárias H com um objeto inclinante T são de especial interesse em

conexão com a construção da classe das álgebras chamadas quase-inclinadas, álgebras

essas introduzidas em [12]. Elas são por definição as álgebras da forma EndH (T )o p . Uma

propriedade importante é que H e EndH (T )o p são derivadamente equivalentes, fato

este provado em [12].
Os principais exemplos de categorias hereditárias são a categoria modH dos módulos

finitamente gerados sobre uma k -álgebra hereditária H de dimensão finita e a categoria

cohX dos feixes coerentes sobre uma reta projetiva com peso. Existem outros exemplos

também que são derivadamente equivalentes aos exemplos citados. Como a categoria

derivada Db (H ) de uma categoria hereditária pode ser descrita de maneira simples, é

possível descrever a categoria derivada de todas as categorias que são derivadamente

equivalentes à Db (H ), e segue então de [9] que automaticamente essas categorias tem

um objeto inclinante. As álgebras quase-inclinadas provêm de uma generalização das

álgebras inclinadas e das álgebras canônicas de dimensão finita. Note que as álgebras

inclinadas são aquelas obtidas de modH , onde H é uma álgebra hereditária de dimen-

são finita sobre um corpo algebricamente fechado, utilizando um objeto inclinante ar-

bitrário, neste caso chamado de módulo inclinante, e as álgebras canônicas são aquelas

obtidas de cohX utilizando um tipo especial de objeto inclinante.
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A prova do teorema acima é feita de forma construtiva, consideraremos primeira-

mente E um objeto excepcional, objeto este que podemos estender à um objeto incli-

nante T em nossa categoria H . Dado o objeto excepcional E , consideraremos então a

sequência quase-cindida

0→τE →M → E → 0,

e após provarmos que, com certas condições, a categoria perpendicular E ⊥ é equivalente

à categoria de módulos modH , onde H é uma álgebra hereditária de dimensão finita

sobre um corpo algebricamente fechado, veremos que ao tomarmos a extensão por um

ponto de H por M , denotada por H [M ],

H [M ]' End(H ⊕E )o p ,

e além disso essa nova álgebra será uma álgebra canônica, e então de [16] e [12] teremos

Db (H )'Db (H [M ])'Db (cohX).

As categorias hereditárias H com objeto inclinante tem sequências quase-cindidas,

e então, as correspondentes aljavas de Auslander-Reiten de H , podem ser considerados

dentro da categoria derivada Db (H ). Quando H é modH , as componentes da aljava

de Auslander-Reiten deDb (modH ) são do tipo ZQ para Q uma árvore finita, ZA∞ ou tu-

bos, e as componentes da forma ZQ são dirigidas. Quando a álgebra H for de tipo de

representação finito, somente o caso ZQ ocorre, para H de tipo de representação mansa

ocorrem somente os casos ZQ e tubos, e finalmente, quando a álgebra H for de tipo de

representação selvagem, ocorrem então os tipos ZQ e ZA∞. Para a categoria derivada

Db (cohX) ocorrem exatamente os mesmos três tipos de componentes. Em um dos ca-

sos temos as componentesZQ e tubos, e então cohX é derivadamente equivalente à uma

álgebra hereditária H de tipo de representação mansa. No segundo caso, temos somente

componentes formadas por tubos e finalmente, no terceiro caso, temos tubos e compo-

nentes da forma ZA∞ (para mais detalhes, ver [16]). Então podemos ver que em cada um

dos casos existem pelo menos dois tipos de componentes.

O texto está estruturado da seguinte maneira:

No primeiro capítulo apresentamos conceitos básicos e alguns resultados necessá-

rios para a compreensão dos capítulos seguintes, estudaremos teoria de Auslander-

Reiten, ferramenta essencial em todo este trabalho, extensões por um ponto, que são de

extrema importância para estudarmos álgebras quase-inclinadas, e finalmente, a teoria
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sobre álgebras hereditárias e módulos sobre álgebras hereditárias será muito utilizada,

como veremos.

No segundo capítulo, investigaremos k -categorias lineares abelianas, Hom e Ext fini-

tas,ou seja, satisfazendo Krull-Schmidt, e além disso, com a propriedade de que

Extn
H
(X , Y ) = 0, para todo n ≥ 2 e para todos X , Y objetos em H . Estudaremos também

teoria inclinante em categorias hereditárias, e apresentaremos aqui alguns resultados

relevantes, demonstrando-os ou citando as referências das provas.

No terceiro capítulo veremos alguns resultados sobre objetos excepcionais, ou seja,

objetos indecomponíveis tais que

Ext1
H
(E , E ) = 0,

e além disso, estudaremos também categorias perpendiculares. Alguns dos resultados

apresentados neste capítulo serão similares aos resultados para a categoria de módulos.

Finalmente, daremos condições suficientes para que um objeto excepcional seja esten-

dido à um objeto inclinante, e além disso, condições para que a categoria perpendicular

seja estendida à uma categoria com objeto inclinante. Ainda neste capítulo, também

mostraremos que se o objeto excepcional E é também um objeto de torção, e está em

H∞, então a categoria perpendicular E ⊥ é equivalente a categoria modH para alguma

k -álgebra hereditária H de dimensão finita, onde k é um corpo algebricamente fechado.

Para provarmos tal resultado, primeiro provaremos que cada componente da k -

categoria abeliana hereditária E ⊥ contém um somando indecomponível do termo do

meio da sequência quase-cindida terminando em E , e então após isso, mostraremos que

cada uma dessas componentes contém um objeto projetivo que está em subE , e além

disso, também contém um objeto inclinante, e daí, segue de [12] que cada componente

de E ⊥ será equivalente à categoria de módulos finitamente gerados modH para alguma

k -álgebra hereditária H de dimensão finita.

Por fim, no último capítulo mostraremos o principal resultado desta dissertação, isto

é, mostraremos que dada uma categoria hereditária H , temos que H é derivadamente

equivalente à uma álgebra canônica, ou equivalentemente, à categoria cohX dos feixes

coerentes sobre alguma reta projetiva com peso X. Para construirmos tal álgebra canô-

nica, precisaremos definir vários conceitos úteis, mas antes disso, no segundo capítulo

vimos que a componente dos objetos de comprimento finito, denotada por H0 é união

de tubos, iremos supor então que existe algum tubo de posto 1, e consideraremos o sim-

ples S na boca de tal tubo. A partir daí podemos definir o conceito de rank de um objeto
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X , denotado por rkX e dado pela seguinte fórmula:

rkX = dimk HomH (X ,S )−dimk Ext1
H
(X ,S ),

conceito este de extrema importância nas provas dos teoremas que seguem sua defini-

ção. Por fim, mostraremos que a aljava de H tem um único poço x e que a multiplicidade

do objeto simples S (x ) associada a este poço é 2, para então sermos capazes de mostrar

que a extensão por um ponto H [M ] é uma álgebra canônica, e então de [16] e [12] segue

que

Db (H )'Db (H [M ])'Db (cohX).

Após provarmos isto, a prova de que a categoria H é derivamente equivalente à alguma

cohX seguirá utilizando indução sobre o posto minimal dos tubos em H0.



Capítulo 1

Conceitos e Resultados Preliminares

Neste capítulo apresentaremos conceitos básicos e resultados que serão necessários para

a compreensão dos capítulos seguintes. Ao longo deste trabalho, quando mencionar-

mos a categoria modA, estamos nos referindo à categoria dos A-módulos à direita fini-

tamente gerados.

1.1 Teoria de Auslander-Reiten

Uma ferramenta essencial em todos os capítulos deste texto é a teoria de Auslander-

Reiten. Apresentaremos aqui apenas alguns de seus resultados, que podem ser encon-

trados com maiores detalhes em [3] e em [2], para o caso em que as álgebras são consi-

deradas sobre corpos algebricamente fechados.

1.1.1 Morfismos Irredutíveis

Seja A uma álgebra de artin. Um morfismo f : X → Y , com X , Y A-módulos é dito uma

1.secção se existe um morfismo g : Y → X tal que g f = 1X .

2.retração se existe um morfismo g : Y → X tal que f g = 1Y .

Definição 1.1. Um morfismo de A-módulos f : L → M é dito morfismo minimal à es-

querda se para todo h ∈ EndM tal que h f = f , h é isomorfismo.

Definição 1.2. Um morfismo de A-módulos f : L →M é chamado morfismo quase cin-

dido à esquerda se

1. f não é secção.

5



Capítulo 1. Conceitos e Resultados Preliminares 6

2. Para todo morfismo u : L→U que não é secção, existe um morfismo u ′ : M →U tal

que u ′ f = u, isto é, existe u ′ satisfazendo o seguinte diagrama comutativo:

L
f //

u
��

M

u ′~~
U

Se f for minimal à esquerda e quase cindido à esquerda, diremos que f é morfismo

minimal quase cindido à esquerda.

Definição 1.3. Um morfismo de A-módulos f : M → N é dito morfismo minimal à di-

reita se para todo h ∈ EndM tal que f h = f , h é isomorfismo.

Definição 1.4. Um morfismo de A-módulos f : M →N é chamado morfismo quase cin-

dido à direita se

1. f não é retração.

2. Para todo morfismo u : U →N que não é retração, existe um morfismo u ′ : U →M

tal que f u ′ = u, isto é, existe u ′ satisfazendo o seguinte diagrama comutativo:

U
u ′

~~
u
��

M
f
// N

Se f for minimal à direita e quase cindido à direita, diremos que f é morfismo mini-

mal quase cindido à direita.

Temos o seguinte:

Teorema 1.1. (ver [2], pág. 99)

(a) Se f : X → Y é um morfismo minimal quase cindido à esquerda, então X é inde-

componível.

(b) Se f : X → Y é um morfismo minimal quase cindido à direita, então Y é indecom-

ponível.

Definição 1.5. Um morfismo de A-módulos f : X → Y é dito morfismo irredutível se

satisfaz as seguintes condições:

1. f não é secção nem retração.

2. Se f = g h, então ou g é retração ou h é secção.
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Teorema 1.2. (ver [2], pág. 102)

(a) Se f : L→M é um monomorfismo irredutível, então N = cokerf é um objeto inde-

componível.

(b) Se g : M →N é um epimorfismo irredutível, então L = kerg é um objeto indecom-

ponível.

Teorema 1.3. (ver [2], pág. 103)

(a) Seja f : L→M um morfismo minimal quase cindido à esquerda. Então f é irredu-

tível. Mais ainda, um morfismo f ′ : L→M ′ é irredutível se, e somente se, M ′ 6= 0 e existem

uma decomposição em soma direta M =M ′ ⊕M ′′ e um morfismo f ′′ : L →M ′′ tais que

[ f ′ f ′′]t : L→M ′⊕M ′′ é morfismo minimal quase cindido à esquerda.

(b) Seja g : M →N um morfismo minimal quase cindido à direita. Então g é irredutí-

vel. Mais ainda, um morfismo g ′ : M ′→N é irredutível se, e somente se, M ′ 6= 0 e existem

uma decomposição em soma direta M =M ′ ⊕M ′′ e um morfismo g ′′ : M ′′→ N tais que

[g ′g ′′]t :→M ′⊕M ′′ é morfismo minimal quase cindido à direita.

1.1.2 Sequências quase-cindidas

Considere nesta seção A uma álgebra de artin.

Definição 1.6. Uma sequência exata em modA

0→ L
f
→M

g
→N → 0

é dita sequência quase-cindida se satisfaz:

1. f é morfismo minimal quase cindido à esquerda.

2. g é morfismo minimal quase cindido à direita.

Neste caso, temos pelo teorema 1.1 que L e M são objetos indecomponíveis.

São caracterizações equivalentes para uma sequência quase cindida:

Teorema 1.4. (ver [2], pág. 105) Seja 0 → L
f
→ M

g
→ N → 0 uma sequência exata em

modA. São equivalentes:

(a) A sequência é quase-cindida.

(b) L é um objeto indecomponível e g é um morfismo quase cindido à direita.

(c) N é um objeto indecomponível e f é um morfismo quase cindido à esquerda.

(d) O morfismo f é minimal quase cindido à esquerda.

(e) O morfismo g é minimal quase cindido à direita.

(f) L e M são objetos indecomponíveis em H , e f e g são morfismos irredutíveis.
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Agora daremos duas definições que usaremos ao longo de todo o texto e que são fun-

damentais.

Definição 1.7. Seja A uma k -álgebra. Um A-módulo P é dito projetivo se para qualquer

epimorfismo φ : M →N e para qualquer homomorfismo g : P →N existe um homomor-

fismo h : P →M tal que φh = g . Isto é, existe um morfismo h : P →M tal que o seguinte

diagrama comuta:

P
g
��

h

}}
M

φ
// N

Analogamente, podemos definir também o conceito de A-módulo injetivo.

Definição 1.8. Seja A uma k -álgebra. Um A-módulo I é dito injetivo se para qualquer

monomorfismo φ : M → N e para qualquer homomorfismo g : M → I existe um homo-

morfismo h : N → I tal que hφ = g . Isto é, existe um morfismo h : N → I tal que o seguinte

diagrama comuta:

M
φ //

g
��

N

h}}
I

Dada uma álgebra de Artin A sobre k , existe uma dualidade D : modA → modAo p

dada por D =Homk (_, I0(k/radk )), em que I0(k/radk ) é a envolvente injetiva de k/radk .

Quando em particular k é um corpo, D =Homk (_, k ).
Seja modA a categoria cujos os objetos são A-módulos finitamente gerados, e o con-

junto de morfismo entre dois objetos M e N é

HomA(M , N ) =HomA(M , N )/P (M , N )

em que P (M , N ) é o subgrupo de HomA(M , N ) formados pelos morfismos f : M → N

que se fatoram por um A-módulo projetivo, isto é, o conjunto dos morfismos f : M →N

tal que existem P um A-módulo projetivo e g : M → P , h : P →N tais que f = hg .

De maneira similar, modA é a categoria cujos objetos são os mesmos de modA e cujo

conjunto de morfismos entre dois objetos M e N é

HomA(M , N ) =HomA(M , N )/I (M , N )

onde I (M , N ) é o subgrupo de HomA(M , N )dos morfismos que se fatoram através de um

A-módulo injetivo.

Considere o funtor exato à esquerda e contravariante
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HomA(_, A) : modA→modAo p

Sendo PA um A-módulo à direita projetivo, HomA(P, A) é A-módulo à esquerda projetivo.

Considerando agora, para cada A-módulo à direita M , a sua resolução projetiva mi-

nimal

P1
p1→ P0

p0→M → 0

Aplicando então o funtor HomA(_, A), obtemos uma sequência de A-módulos à esquerda:

0→HomA(M , A)
HomA (p0,A)
−→ HomA(P0, A)

HomA (p1,A)
−→ HomA(P1, A)→ coker(HomA(p1, A))→ 0

Denotamos coker(HomA(p1, A)) por T r M , e o chamamos de transposta de M .

Este funtor induz um outro funtor

T r : modA→modAo p

A dualidade D : modA→modAo p induz uma dualidade D : modAo p →modA.

Definição 1.9. As translações de Auslander Reiten são definidas pela composição de D e

T r , sendo

τ=D T r e τ−1 = T r D .

Para M um A-módulo indecomponível , τM é chamado de transladado de M .

O próximo teorema traz algumas das propriedades satisfeitas pelas translações de

Auslander-Reiten.

Teorema 1.5. (Ver [2], pág. 116) Sejam M e N A-módulos indecomponíveis em modA.

(a) O A-módulo τM é o módulo {0} se, e somente se, M é A-módulo projetivo.

(a’) O A-módulo τ−1M é o módulo {0} se, e somente se, M é A-módulo injetivo.

(b) Se M é um módulo não projetivo, então τM é um módulo indecomponível não in-

jetivo e τ−1τM 'M .

(b’) Se M é um módulo não injetivo, então τ−1M é um módulo indecomponível não

projetivo e ττ−1M 'M .
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(c) Se M e N são módulos não projetivos, então M 'N se, e somente se, τM 'τN .

(c’) Se M e N são módulos não injetivos, então M 'N se, e somente se, τ−1M 'τ−1N .

Sobre a existência de sequências quase-cindidas, temos um importante resultado:

Teorema 1.6. (ver [2], pág. 120)

(a) Para cada A-módulo não projetivo indecomponível M , existe uma sequência quase-

cindida

0→τM → E →M → 0

em modA.

(b) Para cada A-módulo não injetivo indecomponível M , existe uma sequência quase-

cindida

0→M → E →τ−1M → 0

em modA.

1.1.3 Aljava de Auslander-Reiten

Baseados em [19], apresentamos a construção da aljava de Auslander-Reiten da catego-

ria de módulos de uma dada álgebra, que ao longo dessa seção, salvo indicação contrária,

é sempre considerada de dimensão finita sobre um corpo algebricamente fechado k .

Para tanto, será necessária a seguinte definição, de radical de categorias.

Definição 1.10. Seja A uma álgebra de Artin. Para cada par (M , N ) de A-módulos, cha-

mamos de radical da categoria modA o conjunto

radA(M , N ) = { f ∈HomA(M , N )|1N− f g é invertível à direita, para todo g ∈HomA(N , M )}.

Obs:.(i) Sejam M , N A-módulos. Se f ∈HomA(M , N )é tal que o morfismo 1N− f g admite

inverso à direita, para todo g ∈ HomA(N , M ), então 1N − f g é invertível, para todo g ∈
HomA(N , M ).
De fato, fixado g ∈ HomA(N , M ), consideremos h ∈ HomA(N , N ) tal que (1N − f g )h =
1. Assim, h = 1− f g (−h ), que admite inverso à direita, h ′. Neste caso, 1 = hh ′ = (1+
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f g h )h ′ = h ′ + f g hh ′ = h ′ + f g , ou ainda, h ′ = 1 − f g e, portanto, h é o inverso de

1N − f g .

Dessa forma, podemos também definir radA(M , N ) por

{ f ∈HomA(M , N )|1N − f g é invertível, para todo g ∈HomA(N , M )}.

(ii) radA é um ideal bilateral de modA (ver [3], pág. 178).

(iii) Se M e N são indecomponíveis, então

radA(M , N ) = { f ∈HomA(M , N )| f não é isomorfismo(ver [4], pág. 12).

(iv) Se M é indecomponível, então radA(M , M ) = rad EndM , uma vez que EndM é local.

Recursivamente, definimos para n > 1,

radn
A(M , N ) = {
∑

i

g i fi |g i ∈ radn−1
A (X i , N ), fi ∈ radA(M , X i ), comX i ∈ indA}e

rad∞A (M , N ) =
⋂

n≥1

radn
A(M , N ).

Em particular, temos que

rad2
A(M , N ) = {g f | f ∈ radA(M , Z )e g ∈ radA(Z , N ), para algum A−módulo Z }.

Observe que rad2
A(M , N )⊆ radA(M , N ).Se adicionarmos a M e a N a hipótese de que

são indecomponíveis, podemos concluir que um morfismo f : M → N é irredutível se,

e somente se, f ∈ radA(M , N )\rad2
A(M , N ), (ver [3], pág. 179). Dessa forma, definimos

então o quociente

Irr(M , N ) = radA(M , N )/rad2
A(M , N ),

que chamamos de espaço dos morfismos irredutíveis.

Assuma que A é um k -álgebra de dimensão finita, k corpo algebricamente fechado,

e sejam M e N como acima. Então, Irr(M , N ) tem estrutura de EndN -EndM -bimódulo,

anulado à esquerda pelos elementos de rad(EndN ) e à direita pelos elementos de rad(EndM ),

o que lhe confere uma estrutura de k -espaço vetorial, já que EndM e EndN são locais.

Se retirarmos a hipótese de k corpo algebricamente fechado, segue então que Irr(M , N )
tem estrutura de EndN /R (N , N )-(EndM /R (M , M ))o p -bimódulo.
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Proposição 1.7. (ver [19], pág. 126) Seja M =
t
⊕

i=1

M ni
i um A-módulo, com cada Mi inde-

componível, dois a dois não isomorfos.

(a) Seja f : L→M um morfismo de A-módulos, com L indecomponível, f = ( f1 · · · ft )t ,

em que fi = ( fi 1 · · · fi ni
)t : L → M ni

i . Então, f é minimal quase cindido à esquerda se, e

somente se, fi j ∈ radA(L , Mi ), e as classes fi 1, · · · , fi ni
módulo rad2

A(L , Mi ) formam uma

base para Irr(L , Mi ), para todo i .E, se existe um A-módulo indecomponível M ′ tal que

Irr(L , M ′) 6= 0, então M ′ 'Mi , para algum i .

(b) Seja f : M →N um morfismo de A-módulos, com N indecomponível, g = (g1 · · ·g t ),
em que g i = (g i 1 · · ·g i ni

) : M ni
i → N . Então, g é minimal quase cindido à direita se, e so-

mente se, g i j ∈ radA(Mi , N ), e as classes g i 1, · · · , g i ni
módulo rad2

A(Mi , N ) formam uma

base para Irr(Mi , N ), para todo i .E, se existe um A-módulo indecomponível M ′ tal que

Irr(M ′, N ) 6= 0, então M ′ 'Mi , para algum i .

Como consequência desse resultado, obtemos que, se 0→ τN →
⊕t

i=1 M ni
i →N → 0

é a sequência quase-cindida com final em N , com cada Mi indecomponível e dois a dois

não isomorfos, então ni = dimk Irr(Mi , N ) = dimk Irr(τN , Mi ), para todo i .

Proposição 1.8. (ver [19], pág. 128) Sejam X , Y A-módulos indecomponíveis.

(a) Se τX 6= 0 e τY 6= 0, então existe um isomorfismo k -linear Irr(τX ,τY )' Irr(X , Y ).
(b) Se τ−1X 6= 0 e τ−1Y 6= 0, então existe um isomorfismo k -linear Irr(τ−1X ,τ−1Y ) '

Irr(X , Y ).

A seguir, enunciaremos a principal definição desta seção:

Definição 1.11. Seja A uma álgebra de dimensão finita sobre um corpo algebricamente

fechado. Então a aljava de Auslander-Reiten de A, denotado por Γ (modA), é definido por:

(i) Os pontos de Γ (modA) são as classes de isomorfismo [X ] dos A-módulos indecom-

poníveis X .

(ii) Sejam [M ] e [N ] pontos em Γ (modA) correspondentes aos A-módulos indecompo-

níveis M e N . As flechas [M ]→ [N ] estão em correspondência bijetiva com os vetores da

base do k -espaço vetorial Irr(M , N ).

Sejam N um A-módulo indecomponível não projetivo, e

0→τN →
t
⊕

i=1

M ni
i →N → 0
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a sequência quase-cindida com final em N , com cada Mi indecomponível, dois a dois

não isomorfos. Comentamos anteriormente, que para todo i , ni = dimk Irr(Mi , N ) =
dimk Irr(τN , Mi ). Neste caso, temos em Γ (modA) a seguinte configuração:

M1
β1n1

&&
τN

α1n1

77

...

...
αt nt ''

N

Mt

βt nt

88

Observe que o conjunto dos sucessores de [τN ] coincide com o conjunto dos antecesso-

res de [N ] e, para cada i , existe uma bijeção entre {αi 1, · · · ,αi ni
} e {βi 1, · · · ,βi ni

}, ou seja,

há o mesmo número de flechas de [τN ] para [Mi ] e de [Mi ] para [N ].

Exemplo 1.1. Seja A a k -álgebra de caminhos dada pela aljava

1◦→ 2◦→ 3◦

com k corpo algebricamente fechado. Comecemos então listando os módulos projetivos e

injetivos indecomponíveis:

P (1) = k
1→ k

1→ k = I (3)
P (2) = 0→ k

1→ k

P (3) = 0→ 0→ k = S (3)
I (1) = k → 0→ 0 = S (1)

I (2) = k
1→ k → 0

Como P (3) é um módulo simples projetivo, sabemos que todo morfismo irredutível

começando em P (3) tem como contradomínio um A-módulo projetivo. E ainda como

P (3) = radP (2), e P (3) não é somando de radP (1), então o único morfismo irredutível co-

meçando em P (3) é a inclusão i : P (3) → P (2). Disto temos então uma sequência exata

quase-cindida

0→ P (3)→ P (2)→ coker(i ) = P (2)/P (3) = S (2)→ 0.

Além disso, P (2)= radP (1), a inclusão P (2)→ P (1) é um morfismo irredutível. Além disso,

P (1) = I (3), e então temos que existe sequência exata quase-cindida

0→ P (2)→ P (1)⊕S (2)→ I (2)→ 0.
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Por outro lado ainda, a projeção I (2) → I (2)/S (2) = I (1) é minimal quase cindida à es-

querda, com núcleo S (2), de onde conseguimos outra sequência exata quase-cindida

0→ S (2)→ I (2)→ I (1)→ 0.

Com essas informações então, podemos construir a aljava de Auslander-Reiten Γ (modA):

P (3)

##

S (2)

""

I (1)

P (2)

##

<<

I (2)

<<

P (1)

<<

Para finalizar essa seção daremos algumas classificações das componentes da aljava

de Auslander-Reiten de A, mas antes, precisamos definir o que é a τ-órbita de um ele-

mento.

Definição 1.12. Para cada M ∈ indA, chamaremos de τ-órbita de M ao conjunto

{τn M |n ∈ Z }

em que Z ⊆Z é o conjunto dos números inteiros tais que τn M está definido.

Definição 1.13. Uma componente Γ de Γ (modA) é dita componente pós-projetiva se:

(i) Todo vértice de (Γ )0 está na τ-órbita de um projetivo.

(ii) Nenhum vértice de (Γ )0 está em um ciclo orientado em Γ (modA).

Definição 1.14. Uma componente Γ de Γ (modA) é dita componente pré-injetiva se:

(i) Todo vértice de (Γ )0 está na τ-órbita de um injetivo.

(ii) Nenhum vértice de (Γ )0 está em um ciclo orientado em Γ (modA).

Definição 1.15. Uma componente Γ de Γ (modA) é dita componente regular se não possui

módulos projetivos ou injetivos.

1.2 Extensão por um ponto

Definição 1.16. Seja A uma k -álgebra e X ∈modA
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(a) A extensão por um ponto de A por X , a qual denotaremos A[X ] é a k -álgebra na

forma de matriz triangular

A[X ] =

�

A 0

X k

�

com a soma usual de matrizes e o produto induzido pela multiplicação usual de ma-

trizes e a estrutura de k -A-bimódulo de X .

(b) A coextensão por um ponto de A por X , a qual denotaremos [X ]A é a k -álgebra na

forma de matriz triangular

[X ]A =

�

k 0

D (X ) A

�

com a soma usual de matrizes e o produto induzido pela multiplicação usual de ma-

trizes e a estrutura de A-k -bimódulo de D (X ), onde D (X ) :=Homk (X , k ).

Relembrando que dadas duas k -álgebras A, C , e um C -A-módulo de dimensão finita

X , o conjunto

B =

�

A 0

X C

�

de todas as matrizes

�

a 0

x c

�

, onde x ∈ A, c ∈C e x ∈ X , munido com a soma usual de

matrizes e multiplicação dada pela fórmula

�

a 0

x c

�

.

�

a ′ 0

x ′ c ′

�

=

�

a a ′ 0

x a ′+ c x ′ c c ′

�

é uma k -álgebra de dimensão finita com elemento identidade 1= eA + eC , onde

eA =

�

1 0

0 0

�

; eC =

�

0 0

0 1

�

.

Sejam A uma k -álgebra com aljava QA e X ∈modA.

1. Ao fazermos a extensão por um ponto de A por X , a aljava QA pode ser vista como

aquela obtida da aljava QA[X ] da k -álgebra A[X ], retirando-se um vértice fonte e as fle-
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chas que têm início nela. Além disso, tem-se que rad(P0) ' X , onde P0 é o A[X ]-módulo

projetivo associado ao vértice fonte anterioremente citado, isto é, P0 = e0A[X ]. Uma ma-

neira de visualizarmos a aljava de QA[X ] da k -álgebra A[X ] é a seguinte:

.

��
���� QA

2. Ao fazermos a coextensão por um ponto de A por X , a aljava QA pode ser vista

como aquele obtida da aljava Q[X ]A da k -álgebra [X ]A, retirando-se um vértice poço e as

flechas que chegam nela. Além disso, tem-se que I0/S0 'D (X ), onde I0 e S0 são os A[X ]-
módulos injetivo e simples respectivamente associados ao vértice poço anterioremente

citado. Uma maneira de visualizarmos a aljava Q[X ]A da k -álgebra [X ]A é a seguinte:

.

��

QA

��

.

��.

A seguir daremos 2 exemplos simples que ilustram a definição.

Exemplo 1.2. Assuma que A = k e X = k . Então a extensão por um ponto A[X ] da álgebra

k por X = k é a álgebra

k [k ] =

�

k 0

k k

�

consistindo nas matrizes triangulares inferiores 2x2 com coeficientes em k . Em outras pa-

lavras, a extensão por um ponto k [k ] é a álgebra de caminhos sobre k cuja aljava é

1◦ ◦2oo

Exemplo 1.3. Assuma que A = k e X = k 2. Então a extensão por um ponto A[X ]da álgebra

k por X = k 2 é a álgebra de Kronecker



Capítulo 1. Conceitos e Resultados Preliminares 17

k [k 2] =

�

k 0

k 2 k

�

.

Equivalentemente, k [k 2] é a álgebra de caminhos sobre k cuja aljava é

1◦ ◦2oooo

1.2.1 Categoria de Representações e Extensão por um ponto

Dados A uma k -álgebra e X um k -A-bimódulo podemos definir a k -categoria rep(X ) de

todas as representações k -lineares do bimódulo X da seguinte maneira:

(i) Um objeto M = (M0, M1,φM ) em rep(X ) consiste de um k -espaço vetorial M0, um

A-módulo à direita M1, e um homomorfismoφM : M0⊗k X →M1 de A-módulos à direita.

(ii) Um morfismo entre M = (M0, M1,φM ) e M ′ = (M ′
0, M ′

1,φM ′) em rep(X ) é um par

f = ( f0, f1), onde f0 : M0→M ′
0 é um homomorfismo de k -espaços vetoriais e f1 : M1→M ′

1

é um homomorfismo de A-módulos, que são compatíveis com a estrutura dos homo-

morfismosφM ,φM ′ , isto é, o seguinte diagrama comuta:

M0⊗k X
φM //

f0⊗1X

��

M1

f1

��
M ′

0⊗k X
φM ′ //M ′

1

(iii) A composição de morfismos em rep(X ) é induzido pela composição de morfis-

mos em modk e modA, respectivamente.

(iv) A soma direta de dois objetos M = (M0, M1,φM ) e M ′ = (M ′
0, M ′

1,φM ′) em rep(X ) é

o objeto em rep(X )

M ⊕M ′ = (M0⊕M ′
0, M1⊕M ′

1,φM ⊕φM ′)

A seguir, enunciaremos um importante resultado, que será muito útil neste trabalho.

Teorema 1.9. (Ver [19], pág. 7) Com a notação introduzida anteriormente, temos o se-

guinte:
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(a) A k -categoria aditiva rep(X ) é uma categoria abeliana, e existe uma equivalência

k -linear de categorias

modA[X ] F
'
// rep(X )

(b) Se M é um módulo em A[X ] e F (M ) = (M0, M1,φM ), então o vetor dimensão dimM

de M é da forma

dimM = (dimM1,dimM0)

onde dimM0 = dimk M0 e dimM1 é o vetor dimensão do A-módulo M1, com (dimM )a =
(dimM1)a = dimM ea , para qualquer vértice a 6= 0 da aljava QA[X ] de A[X ]. Aqui 0 ∈
(QA[X ])0 é o vértice fonte definido pela estrutura da álgebra extensão por um ponto A[X ].

1.3 Álgebras Hereditárias

Sabemos que qualquer álgebra H básica conexa e com dimensão finita sobre um corpo

algebricamente fechado k admite uma representação como álgebra de caminhos H '
kQ/I , onde Q é uma aljava conexa finita e I é um ideal admissível de kQ . É natural

estudarmos a teoria de representações das álgebras da forma H ' kQ , isto é, das álge-

bras de caminhos com aljava finita, conexa e acíclica. Isso acontece somente quando a

álgebra H é hereditária, isto é, todo submódulo de um H -módulo projetivo é projetivo

também.

Definição 1.17. Uma álgebra H é dita hereditária à direita se qualquer ideal à direita de

H é projetivo como H -módulo.

Podemos definir álgebras hereditárias à esquerda de maneira dual. O exemplo mais

natural de álgebra hereditária à direita (esquerda) é dado pela classe das álgebras semi-

simples. O próximo teorema é fundamental:

Teorema 1.10. (ver [2], pág. 244) Seja H uma álgebra hereditária à direita. Todo submó-

dulo de um H -módulo livre é isomorfo à soma direta de ideais à direita de H .

Corolário 1.11. (ver [2], pág. 245) Seja H uma álgebra hereditária à direita. Todo submó-

dulo de um H -módulo projetivo é projetivo.

Agora, enunciaremos um teorema que nos é fundamental, uma nova caracterização

de álgebras hereditárias.
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Teorema 1.12. (ver [2], pág. 248)

(a) Se Q é uma aljava finita, conexa e acíclica, então a álgebra H = kQ é hereditária e

QH =Q .

(b) Se A é uma álgebra básica, conexa, hereditária e {e1, ..., en} é um conjunto completo

de idempotentes primitivos ortogonais, então:

(i) a aljava QA é finita, conexa e acíclica, e

(ii) existe um isomorfismo de k -álgebras H ' kQA.

1.4 Módulos sobre álgebras hereditárias

Seja A uma k -álgebra de dimensão finita. Temos então a seguinte definição:

Definição 1.18. Seja modA a categoria dos A-módulos à direita finitamente gerados. De-

notemos por F (modA) = F (A) o grupo abeliano livre gerado pelas classes de isomorfismos

dos A-módulos. Seja F0(modA) = F0(A) o subgrupo gerado por [X ]− [Y ] + [Z ] para todas

as sequências exatas 0→ X → Y → Z → 0 em modA. Então o grupo de Grothendieck de

modA é por definição K0(modA) = K0(A) = F (A)/F0(A).

Pelo teorema de Jordan-Hölder, as classes dos módulos simples S1,S2, · · · ,Sn formam

umaZ-base para o grupo de Grothendieck K0(A) = K0(modA). Então podemos identificar

K0(A) com Zn , e também falar do vetor dimM ao invés de falar das classes [M ] de um A-

módulo. Se a álgebra A é hereditária, K0(A) é equipado com a forma de Euler, definida

por:

< X , Y >= dimk HomA(X , Y )−dimk Ext1
A(X , Y ),

o que induz uma forma quadrática qA em K0(A) com qA(x ) =< x , x >. Chamaremos x ∈
K0(A) = Zn de raiz de qA se qA(x ) = 1. Diremos que x é uma raiz positiva se além de ser

raiz, x ∈Nn .

1.4.1 Tipo de representação finito

Uma k -álgebra A de dimensão finita é dita de tipo de representação finito se - a menos

de isomorfismos - existe um número finito de A-módulos indecomponíveis. Qualquer

A-módulo pode ser escrito como uma soma direta de A-módulos indecomponíveis. O

próximo teorema descreve as álgebras de tipo de representação finito, e além disso, re-

laciona a teoria de representações de álgebras de dimensão finita com a teoria de Lie.
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Teorema 1.13. (ver [2], pág. 291)(Teorema de Gabriel) Seja H = kQ a álgebra de cami-

nhos de uma aljava finita conexa sem ciclos orientados, k corpo algebricamente fechado.

Então valem as seguintes afirmações:

(a) H é de tipo de representação finito se, e somente se, o grafo subjacente Q é um diagrama

de Dynkin, isto é, do tipo An , Dn (n ≥ 4), E6, E7 ou E8.

(b) Neste caso, cada H -módulo E é da forma τ−n P , com P H -módulo projetivo indecom-

ponível.

(c) A forma quadrática qH associada à álgebra H é positiva definida. Além disso, a função

E 7→ dimE , que envia um módulo no seu vetor dimensão, estabelece uma bijeção entre

o conjunto das classes de isomorfismos de H -módulos indecomponíveis e o conjunto das

raízes positivas de qH .

1.4.2 Tipo de representação mansa

A seguinte definição será útil para entendermos melhor a classificação de álgebras de

tipo de representação mansa através de seus grafos subjacentes, e além disso, utilizare-

mos tal conceito na prova de que a álgebra H [M ] é canônica:

Definição 1.19. Uma aljava Q cujo grafo subjacente Q é uma árvore será chamado estrela

se existir um vértice poço c em Q tal que cada componente conexa da subaljava plena

Q −{c } é uma aljava da forma

An : . .oo ... .oo

Uma k -álgebra hereditária H é dita de tipo de representação mansa se a forma qua-

drática qH associada à álgebra H é positiva semidefinida mas não positiva definida. Isso

na verdade é equivalente a dizer que o grafo subjacente Q de Q é um diagrama do tipo

Euclidiano. Relembraremos aqui que o diagrama Dynkin Q ′ associado ao diagrama Eu-

clidiano Q é uma estrela [p , q , r ] satisfazendo 1/p+ 1/q+ 1/r> 1, chamada de tipo Dyn-

kin da aljava Q . Então Ãp q tem tipo [1, p , q ] ou simplesmente [p , q ], D̃n , (n ≥ 4) tem tipo

[2, 2, n −2], e Ẽ6, Ẽ7 e Ẽ8 têm tipos [2, 3, 3], [2, 3, 4] e [2, 3, 4] respectivamente.

Se Q um diagrama Euclidiano então existe uma única função positiva com valores

inteiros λ : Q0 → Z que é aditiva, isto é, para p ∈Q0 o valor 2λ(p ) coincide com a soma
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∑

q−p

λ(q ), estendido sobre todas as vizinhanças q de p , e normalizado, isto é, λ(p ) = 1

para algum vértice p . Para cada vértice p ∈Q0 seja P (p ) o H -módulo à direita projetivo

indecomponível associado ao vértice p . A única forma linear r : K0(H )→Z satisfazendo

r [P (p )] = λ(p ) é chamada rank de p . Além disso, dada uma álgebra A com dimensão

global finita, podemos notar que as classes [P (p )] formam uma base pra K0(H ).
O seguinte teorema nos diz como é a aljava de Auslander-Reiten de uma álgebra com

tipo de representação mansa:

Teorema 1.14. (ver [18], pág. 158 ) Seja H = kQ uma álgebra hereditária conexa de tipo

de representação mansa, com aljava Q com tipo Dynkin igual à [p , q , r ]. Sejam P ,R , e

I denotando o fecho aditivo de todos os H -módulos indecomponíveis com rank maior do

que 0, igual à 0 e menor que 0, respectivamente. Então valem as seguintes afirmações:

(a) Existe uma trisecção modH =P ∨R∨I nas subcategorias dos H -módulos pós-projeti-

vos, regulares e pré-injetivos.

(b) Os H -módulos indecomponíveis de P , chamados de pós-projetivos, são exatamente

os módulos τ−m P , onde P é módulo projetivo indecomponível e m ≥ 0. Os módulos pós-

projetivos indecomponíveis formam uma única componente de Auslander-Reiten.

(c) Os H -módulos indecomponíveis de I , chamados de pré-injetivos, são exatamente os

módulosτm I , onde I é módulo injetivo indecomponível e m ≥ 0. Os módulos pré-injetivos

indecomponíveis formam uma única componente de Auslander-Reiten.

(d) Os H -módulos indecomponíveis deR , chamados regulares, formam uma famíliaR x

de tubos, naturalmente indexados pelos pontos da reta projetiva P1(k ) = k ∪{∞}, e tal que

R x é homogêneo, isto é, ele é fixado por τ, para x 6= {0, 1,∞} eR x tem τ-período p , q ou

r , de acordo com x = 0, 1,∞.

(e) Cada morfismo f : P →Q com P ∈ P e Q ∈ I se fatora através de qualquer tuboR x

dado.
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1.4.3 Tipo de representação Selvagem

A k -álgebra H = kQ da aljavaQ é dita de tipo de representação selvagem se a forma qua-

drática qH associado à álgebra H é indefinida. Assim como no caso das álgebras de tipo

de representação mansa, os módulos indecomponíveis são chamados pós-projetivos

(resp. pré-injetivos) se são da forma τ−n P (resp. τn I ), onde P é um H -módulo proje-

tivo indecomponível, I é H -módulo injetivo indecomponível, e n ≥ 0. Um H -módulo é

chamado regular se não é pós-projetivo nem pré - injetivo.

O teorema a seguir nos diz como é a aljava de Auslander-Reiten de uma álgebra com

tipo de representação selvagem:

Teorema 1.15. (ver [19], pág. 222) Seja H = kQ uma álgebra de tipo de representação

selvagem. Então existe uma trisecção modH =P ∨R ∨I , onde P , I eR são, respecti-

vamente, o fecho aditivo de todos os H -módulos pós-projetivos, pré-injetivos e regulares.

Além disso,

(a) Os H -módulos pós-projetivos (pré-injetivos) indecomponíveis formam uma única

componente de Auslander-Reiten, a componente pós-projetiva (pré-injetiva).

(b) Os H -módulos regulares se decompõe em componentesC x , onde cadaC x é do tipo

ZA∞, e x está em algum conjunto de índices X .

(c) Se X e Y são H -módulos regulares indecomponíveis, então HomH (X ,τn Y ) 6= 0 para

todo n � 0.

1.5 Outros conceitos

Nesta seção daremos mais algumas importantes definições que serão usadas ao longo

deste texto.

Definição 1.20. Seja H uma k -álgebra. Um H -módulo M é dito sincero se para qualquer

H -módulo projetivo P , e para qualquer H -módulo injetivo I ,

HomH (P, M ) 6= 0 e HomH (M , I ) 6= 0.

Vejamos agora outro conceito importante, que utilizaremos para provar que a exten-

são por um ponto H [M ] é uma álgebra canônica.
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Definição 1.21. Um conjunto finito Σ ⊆ i nd H é dito uma fatia em modH de satisfaz as

seguintes condições:

(i)
⊕

M∈Σ
M é um H -módulo sincero;

(ii) Σ é um conjunto convexo em indH ;

(iii) Se 0→ A→ B →C → 0 é uma sequência quase-cindida, então no máximo um dos

módulos A e C pertence a Σ.

Uma fatiaΣ é dita completa, se além de satisfazer as 3 propriedades anteriores, satis-

faz:

(iv) Se 0→ A→ B →C → 0 é uma sequência quase-cindida e um somando indecom-

ponível de B pertence à Σ, então A ∈Σ ou C ∈Σ.

Outros conceitos que utilizaremos também são:

Definição 1.22. Seja M um H -módulo. Uma envolvente injetiva de M é um par (I , j )
onde I é um H -módulo injetivo e j : M → I é um monomorfismo tal que se (I ′, j ′) é um

outro par, onde I ′ é um H -módulo injetivo e j ′ : M → I ′ é um monomorfismo, então existe

um monomorfismo f : I → I ′ tal que f j = j ′. Em outras palavras, existe f : I → I ′ tal que

o seguinte diagrama comuta:

0

��
0 //M

j //

j ′
��

I

f��
I ′

Definição 1.23. Seja H uma k -álgebra e M um H -módulo. Chamaremos de radical(de

Jacobson) de MH o submódulo de M que é a interseção de todos os submódulos maximais

de M . O radical de M será denotado por radM .

Definição 1.24. Seja M um H -módulo. O quociente M /radM é chamado o topo de M , e

denotado por topM .

Definição 1.25. Seja H uma k -álgebra e M um H -módulo. Chamaremos de socle de M

o submódulo de M que é a soma de todos os submódulos simples de M . O socle de M será

denotado por socM .

Proposição 1.16. (ver [2], pág. 32) Suponha que AA = e1A⊕· · ·⊕en A é uma decomposição

de A em submódulos indecomponíveis. Então valem as seguinte afirmações:
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(a)Todo A-módulo à direita simples é isomorfo a um dos módulos:

S (1) = top(e1A), · · · ,S (n ) = top(en A).

(b) Todo A-módulo à direita projetivo indecomponível é isomorfo a um dos módulos:

P (1) = e1A, P (2) = e2A, · · · , P (n ) = en A.

Mais ainda, ei A ' e j A se, e somente se, S (i )' S ( j ).
(c) Todo A-módulo à direita injetivo indecomponível é isomorfo a um dos módulos:

I (1) =D (Ae1)' E (S (1)), · · · , I (n ) =D (Aen )' E (S (n )),

onde E (S ( j )) é a envolvente injetiva do módulos simples S ( j ).

De acordo com a proposição acima, a cada vértice x da álgebra hereditária H = kQ ,

podemos associar um projetivo indecomponível ex kQ que denotaremos por P (x ) e tam-

bém podemos associar o correspondente injetivo indecomponível DkQ ex , que denota-

remos por I (x ).



Capítulo 2

Categorias Hereditárias

Neste capítulo k denotará um corpo algebricamente fechado. Estamos interessados em

investigar k -categorias lineares, categorias essas que são abelianas, com espaço de ho-

momorfismos e extensões de dimensão finita sobre o corpo k e hereditárias.

2.1 Propriedades Básicas

2.1.1 Categorias Abelianas

Uma k -categoria H é dita categoria aditiva se toda família de objetos têm um produto,

cada conjunto de morfismos HomH (X , Y ) é um grupo abeliano, e a composição

HomH (Y , Z )×HomH (X , Y ) → HomH (X , Z )
(g , f ) 7→ g f

é k -bilinear para todos os objetos X , Y e Z em H . Dado um número finito de objetos

A1, ..., Ar de uma categoria aditiva H , existe a soma direta A1 ⊕ ...⊕ Ar , que é por defi-

nição um objeto A junto com morfismos ii : Ai → A e πi : A→ Ai para 1 ≤ i ≤ r tal que
r
∑

i=1

iiπi = i dA, πi ii = i dAi
e π j ii = 0 para i 6= j . Note que os morfismos ii e πi induzem

isomorfismos
r
∐

i=1

Ai '
r
⊕

i=1

Ai '
r
∏

i=1

Ai

Dado um objeto A em H , denotamos por addA a subcategoria plena de H consistindo

em todas as somas diretas finitas de cópias de A e seus somandos diretos.

25
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Uma decomposição H =H1

∐

H2 de uma categoria aditiva H é um par de subca-

tegorias plenas H1 e H2 tais que cada objeto em H é soma direta de dois objetos de H1

e H2, e HomH (H1,H2) = 0 = HomH (H2,H1) para todo A1 ∈ H1 e A2 ∈ H2. Uma cate-

goria aditiva H é dita uma categoria conexa se não admite uma decomposição própria

H =H1

∐

H2.

Um funtor F : H → G entre categorias aditivas é dito funtor aditivo se a função indu-

zida HomH (X , Y )→HomG (F X , F Y ) é linear para todo os objetos X , Y em H . O kernel

kerF de um funtor aditivo F : H → G é por definição a subcategoria plena de todos os

objetos X tal que F X = 0. A imagem imF de F : H → G é a subcategoria plena de G

formada por todos os objetos Y tal que Y ' F X para algum X na categoria H .

Uma categoria aditiva H é dita categoria abeliana se todo morfismoφ : X → Y tem

um kernel e um cokernel, e a fatorização canônica deφ

kerφ
φ′ // X

��

φ // Y
φ′′ // cokerφ

cokerφ′
φ // kerφ′′

OO

induz um isomorfismoφ.

2.1.2 Finitude de HomH e Krull-Schmidt

Assuma que H é uma categoria pequena e Hom-finita, isto é, todos os espaços de mor-

fismos HomH (X , Y ) tem dimensão finita sobre k . Como H é Hom-finita e abeliana,

temos então a seguinte proposição:

Proposição 2.1. (ver [15], pág. 2) Toda k -categoria H abeliana e Hom-finita é uma ca-

tegoria Krull-Schmidt, isto é,

(a) Todo objeto indecomponível de H tem anel de endomorfismos local.

(b) Todo objeto de H é soma direta finita de objetos indecomponíveis de H .

Para módulos, o teorema de Krull-Schmidt estabelece que uma decomposição X =
X1⊕ ...⊕X s de X em objetos indecomponíveis é única a menos da ordem e isomorfismo

de somandos. Agora, para entendermos a categoria H , é suficiente entender a subca-

tegoria plena indH de todos os objetos indecomponíveis de H , que não é mais uma

categoria abeliana. Então, analogamente, se quisermos classificar os objetos de H é su-

ficiente classificar os objetos indecomponíveis de H .



Capítulo 2. Categorias Hereditárias 27

2.1.3 Definição e exemplos

Uma categoria abeliana H é dita categoria hereditária se Extn
H
(X , Y ) = 0 para todo n ≥ 2

e para todos X , Y objetos de H . Isto é equivalente a assumir que os funtores Ext1
H
(_, Y )

e Ext1
H
(X , _) são exatos à direita, isto é, enviam sequência exatas curtas em sequências

exatas à direita.

Exemplo 2.1. Seja H uma k -álgebra hereditária de dimensão finita, temos então que H '
kQ , onde kQ é a álgebra de caminhos da aljava Q e Q não têm ciclos orientados. Então

a categoria dos H -módulos à direita de dimensão finita, H = modH , é uma categoria

abeliana hereditária Ext-finita. A categoria H = modH tem um objeto inclinante (ou

módulo inclinante) T , podemos tomar por exemplo T =HH com um exemplo trivial.

Seja H uma categoria abeliana. Denotemos por F (H ) o grupo abeliano livre gerado

pelas classes de isomorfismos dos objetos de H . Seja F0(H )o subgrupo gerado por [X ]−
[Y ]+ [Z ] para todas as sequências exatas 0→ X → Y → Z → 0 em H . Então o grupo de

Grothendieck é por definição o grupo quociente F (H )/F0(H ).

2.2 Categoria Derivada de Categorias Hereditárias

Sabemos que a categoria derivada limitada de uma categoria abeliana H é obtida da ca-

tegoria de complexos limitados em H invertendo todos os quasi-isomorfismos, transfor

-mando-os assim em isomorfismos na categoria derivada.

Teorema 2.2. (ver [15], pág. 10) Seja H uma categoria abeliana hereditária. Então a

categoria derivadaDb (H ) é naturalmente equivalente à categoria repetitiva
∨

n∈ZH [n ],
onde cada H [n ] é uma cópia de H , com objetos denotados por X [n ] para X objeto de

H , e com morfismos dados da seguinte maneira:

HomDb (H )(X [n ], Y [m ]) = Extm−n
H
(X , Y ).

A expressão
∨

n∈ZH [n ] tem dois significados. Primeiramente, devemos entender tal

expressão como o fecho aditivo add(
⋃

n∈ZH [n ]) da união de todos os H [i ], e segundo,

essa expressão indica que não existe morfismo voltando, isto é, não existe morfismo de

H [n ]→H [m ] para n >m.
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Obs:.

(1) Todo objeto indecomponível de Db (H ) pertence à alguma H [n ]. Então se sou-

bermos quem são os objetos indecomponíveis em H , saberemos também quem são os

objetos indecomponíveis emDb (H ).
(2) Da descrição feita anteriormente sobre os objetos indecomponíveis de Db (H ),

segue queDb (H ) é uma categoria Hom-finita e também uma categoria Krull-Schmidt.

(3) Somente existem morfismos não nulos H [n ] → H [m ] se m ∈ {n , n + 1}. Para

mostrar este fato, utilizamos que não existem extensões não nulas com grau negativo ou

grau n ≥ 2.

Nós podemos enxergar a categoria derivada de H ,Db (H ), da seguinte forma:

· · · H [−1] H [0] =H H [1] · · ·

onde morfismos entre objetos indecomponíveis existem somente da esquerda para a

direita, e de uma cópia H [n ] existem apenas morfismos de H [n ] para H [n ] ou para

H [n +1].

2.3 Teoria Inclinante em Categorias Hereditárias

O objetivo desta seção é apresentar os principais resultados sobre teoria inclinante clás-

sica. Nós daremos aqui definições que entendemos ser importantes e citaremos algumas

propriedades, deixando as referências das provas ou demonstrando tais propriedades.

Seja H uma categoria abeliana hereditária conexa sobre um corpo algebricamente

fechado k , com espaço de homomorfismos e extensões de dimensão finita sobre k .

Definição 2.1. Um objeto é dito objeto inclinante em H se FacT = E (T ), onde os objetos

de FacT são quocientes de somas diretas finitas de cópias de T e onde X está em E (T ) se

Ext1
H
(T , X ) = 0.

Nesta seção assumiremos que H não possui objeto projetivo não-nulo e os seguintes

resultados mostrarão que podemos fazer isso sem perda de generalidade.

Proposição 2.3. (ver [7], pág. 66) Seja H categoria hereditária com objeto inclinante. Se

H tem algum objeto projetivo não nulo, então H é equivalente à categoria de módulos

finitamente gerados mod H para alguma álgebra hereditária H de dimensão finita.
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Vamos agora definir o conceito de sequência quase-cindida para uma categoria abe-

liana H .

Definição 2.2. Uma sequência exata em H

0→ X
f
→ E

g
→ Y → 0

é dita sequência quase-cindida se ela não é cindida, X e Y são objetos indecomponí-

veis em H e para h ∈ HomH (W , Y ) epimorfismo que não cinde existe um morfismo φ ∈
HomH (W , E ) tal que h = gφ.

Proposição 2.4. (ver [12],págs. 24 e 25) Assuma que a categoria hereditária H tem um

objeto inclinante. Então:

• H tem sequências quase cindidas.

• O grupo de Grothendieck K0(H ) é um grupo abeliano livre de posto finito.

Proposição 2.5. (ver [5], pág. 23) Assuma que H tem objeto inclinante. Então existe uma

equivalência exata de categorias τ : H →H com as seguintes propriedades:

• Se 0→ A→ B →C → 0 é sequência quase cindida, então A 'τC .

• DExt1
H
(X , Y ) ' HomH (τ−1Y , X ) ' HomH (Y ,τX ) para X , Y em H , onde D (Z ) =

Homk (Z , k ).

Relembramos agora que um objeto não nulo S em uma categoria abeliana é dito ob-

jeto simples se S não tem subobjetos próprios, isto é, não existe subobjeto U de S tal

que 0 6=U ( S . A seguir introduziremos o conceito de comprimento de um objeto em

uma categoria abeliana, conceito este essencial.

Definição 2.3. Seja H uma categoria abeliana. Um objeto X de H tem comprimento

finito se existir uma cadeia de subobjetos

0= X0 ⊆ X1 ⊆ · · · ⊆ Xn−1 ⊆ Xn = X

tal que cada quociente X i/X i−1 é um objeto simples. Tal cadeia é chamada série de compo-

sição de X . A série de composição de um objeto X não é necessariamente única, mas o seu

comprimento é invariante, e denotamos tal comprimento por `(X ). Além disso, os termos

que aparecem na série de composição de um objeto X são os mesmos, apenas mudando a

ordem com que aparecem.
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Obs:. Dizemos que um objeto X em H tem comprimento infinito se X não tiver com-

primento finito, isto é, não existe cadeia de subobjetos de X

0= X0 ⊆ X1 ⊆ · · · ⊆ Xn−1 ⊆ Xn = X

satisfazendo X i/X i−1 é objeto simples.

Denotemos por H0 a subcategoria plena de H cujos objetos são aqueles de compri-

mento finito, e por H∞ a subcategoria plena de H onde cada somando indecomponível

dos objetos tem comprimento infinito. Denotaremos por indH0 e indH∞ os objetos in-

decomponíveis em H0 e H∞ respectivamente.

Proposição 2.6. (ver [11], pág. 417) Assuma que H tem um objeto inclinante. Então

indH0 é uma união de tubos.

Existem várias maneiras de se escolher objetos inclinante em H , quando sabemos

que existe algum objeto inclinante. A seguinte possível escolha é bem útil.

Proposição 2.7. (ver [7], pág. 77) Se H tem um objeto inclinante e H∞ 6= 0, então é pos-

sivel escolher um objeto inclinante em H∞.

Proposição 2.8. (ver [5], pág. 19) As seguintes afirmações são equivalentes para um objeto

T na categoria hereditária H

• FacT = E (T ), isto é, T é inclinante.

• Ext1
H
(T , T ) = 0; HomH (T , X ) = 0=Ext1

H
(T , X )⇒ X = 0; (qualquer objeto Ext-projeti-

vo em E (T ) pertence à addT .)

Proposição 2.9. (ver [5], pág. 25) Assuma que H é uma categoria hereditária com um

objeto inclinante. Então um objeto T em H é um objeto inclinante se, e somente se,

Ext1
H
(T , T ) = 0 e o número de somandos indecomponíveis não isomorfos de T for igual

ao posto do grupo de Grothendieck K0(H ).

O conceito de aproximação é muito útil, tal ferramenta nos auxiliará a construir ob-

jetos inclinantes a partir de objetos projetivos e também a estender objetos inclinantes

na categoria perperndicular para a categoria hereditária H .

Definição 2.4. Dados dois objetos X , Y na categoria hereditária H , dizemos que

f : X t → Y é addX -aproximação à direita de Y se a função induzida

HomH (X , f ) : HomH (X , X t )→HomH (X , Y )
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é sobrejetora.

Analogamente, podemos definir o conceito de aproximação à esquerda:

Definição 2.5. Dados dois objetos X , Y na categoria hereditária H , dizemos que

g : X → Y t é addY -aproximação à esquerda de X se a função induzida

HomH (g , Y ) : HomH (Y
t , Y )→HomH (X , Y )

é sobrejetora.

Lema 2.10. Seja f : X t → Y uma addX -aproximação minimal à direita, então a função

induzida f ′ : X t → Z é addX -aproximação minimal à direita, onde Z = imf .

Demonstração: Como f : X t → Y é addX -aproximação minimal à direita, sabemos

que HomH (X , f ) : HomH (X , X t )→ HomH (X , Y ) é sobrejetora. Queremos mostrar que

f ′ : X t → Z é addX -aproximação minimal à direita, então considereφ : X → Z , obtemos

então o seguinte diagrama comutativo:

X t f //

f ′

  

Y

X
φ // Z

i

OO

onde i : Z → Y é o morfismo inclusão, e f = i f ′. Como f : X t → Y é addX -aproximação

minimal à direita e temos o morfismo iφ : X → Y , então existe um morfismo h : X → X t

tal que iφ = f h , como podemos ver abaixo:

X t f //

f ′

  

Y

X

h

OO

φ // Z

i

OO

Por outro lado, sabemos que f = i f ′ e obtemos então iφ = i f ′h de onde segue que

φ = f ′h , pois i é monomorfismo. Então acabamos de concluir que dado φ : X → Z ,

existe um morfismo h : X → X t tal que φ = f ′h , em outras palavras, HomH (X , f ′) :

HomH (X , X t )→HomH (X , Z ) é sobrejetora.

Provaremos agora a minimalidade de f ′. Se f ′ = f ′g onde g : X t → X t , então i f ′ =
i f ′g , e assim temos f = f g . Segue da minimalidade de f que g é isomorfismo. �
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Relembrando agora que um par (T ,F )de subcategorias de H fechadas para isomor-

fismos é chamado um par de torção se T é fechada para quocientes e extensões, eF é

fechada para subobjetos e extensões, HomH (X , Y ) = 0 para X ∈ T e Y ∈F , e para cada

Z ∈ H existe uma sequência exata 0 → X → Z → Y → 0 com X ∈ T e Y ∈ F . Uma

subcategoria T de H fechada para quocientes e extensões induz um par de torção se

(T ,F ) é um par de torção ondeF = {Y ; HomH (T , Y ) = 0}.

Proposição 2.11. Seja T um objeto inclinante na categoria hereditária H . Então T =
FacT = E (T ) induz um par de torção em H .

Demonstração: Seja F = {Y ; HomH (T , Y ) = 0}. Claramente F é fechada para subob-

jetos e extensões. Seja Z ∈H , f : Z → (τT )r add(τT )-aproximação à esquerda. Note-

mos que HomH (Z ,τT ) ' DExt1
H
(T , Z ) 6= 0 se Z /∈ T , caso contrário Z ∈ E (T ) = T . Seja

K = ker f , L = im f . Considere então a sequência exata:

0→ K → Z → L→ 0

Aplicando o funtor HomH (_,τT ) obtemos a seguinte sequência exata:

0→HomH (L ,τT )
α→HomH (Z ,τT )→HomH (K ,τT )→ Ext1

H
(L ,τT ).

Temos que α é isomorfismo, pois f é add(τT )-aproximação e Ext1
H
(L ,τT ) é um quoci-

ente de Ext1
H
(τT r ,τT ) = 0. Daí segue que HomH (K ,τT ) ' DExt1

H
(T , K ) = 0 e portanto

K ∈ T = E (T ). Como Ext1
H
(L ,τT ) ' DHomH (T , L ) = 0, L ∈ F e daí temos que (T ,F ) é

par de torção. �

Antes da próxima proposição, temos a seguinte definição:

Definição 2.6. Seja X um objeto em uma categoria abeliana H , então chamaremos o

conjunto de todos os subobjetos de X de Sub(X).

Proposição 2.12. Seja T objeto inclinante na categoria hereditária H , e seja (T ,F ) par

de torção induzido. Então temos o seguinte:

(a) F = Sub(τT ).
(b) T o p é objeto inclinante em H o p .

(c) O par de torção (FacT , Sub(τT )) em H gera um par de torção (Fac(τT )o p , Sub(T o p )) sob

a dualidade natural H →H o p .

Demonstração: (a) Sabemos de 2.5 que HomH (T ,τT )'DExt1
H
(T , T ) = 0, e daí podemos

concluir que Sub(τT )⊂F .
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Por outro lado, consideremos X ∈F e também a add(τT )-aproximação à esquerda

f : X → (τT )r . Podemos então construir a seguinte sequência exata:

0→Ker f → X → (τT )r → 0

E então aplicando o funtor HomH (_,τT ) obtemos a seguinte sequência:

0→HomH ((τT )r ,τT )→HomH (X ,τT )→HomH (ker f ,τT )→ Ext1
H
((τT )r ,τT ).

Temos

Ext1
H
((τT )r ,τT )' Ext1

H
(T r , T ) = 0,

e além disso, como f é uma add(τT )-aproximação à esquerda, temos que

HomH ((τT )r ,τT )
f ∗

→HomH (X ,τT )

é epimorfismo, e então HomH (K ,τT ) = 0, e por 2.5 podemos concluir que Ext1
H
(T , ker f )

= 0. Como X ∈F , e F é fechada para subobjetos, temos que ker f ∈F , e segue então

que HomH (T , ker f ) = 0. Daí segue, por 2.8 que ker f = 0. Isso nos mostra então que X ∈
Sub(τT ), e como X foi escolhido de forma aleatória, segue que F ⊂ Sub(τT ).
(b)Temos que Ext1

H o p (T o p , T o p ) ' Ext1
H
(T , T ) = 0. Assuma agora que Ext1

H o p (T o p , X o p ) =
0 = HomH o p (T o p , X o p ). Temos por 2.5 que HomH (τT , X ) ' Ext1

H
(X , T ) = 0 e também

Ext1
H
(τT , X )'HomH (X , T ) = 0. Como τT é objeto inclinante em H , temos que X = 0=

X o p , e daí por 2.8 segue que T o p é objeto inclinante em H o p .

(c) Segue diretamente de (a) e (b). �

Uma álgebra será chamada álgebra quase-inclinada se for da forma Λ = End(T )o p ,

onde T é um objeto inclinante em uma categoria hereditária H , conceito este que gene-

raliza o conceito de álgebra inclinada, que são as álgebras da forma Λ= End(T )o p , com

T um objeto inclinante em uma categoria modH , onde H é uma k -álgebra hereditária

de dimensão finita. Temos então a seguinte relação entre H e Λ. Relembrando que um

par de torção (T ,F ) em H é dito par de torção cindido se todo objeto indecomponível

de H está em T ou está em F .

Proposição 2.13. (ver [12], pág. 41) Seja T um objeto inclinante na categoria hereditária

H e seja (T ,F ) par de torção induzido, onde T = FacT . Então temos o seguinte:

(a) Os funtores HomH (T , _) : FacT → modΛ e Ext1
H
(T , _) : F → modΛ são fiéis, plenos e

densos.
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(b) (X ,Y ) é um par de torção cindido em modΛ, onde X = imExt1
H
(T , _) e

Y = imHomH (T , _).
(c) Se 0 → A → B → C → 0 é uma sequência quase-cindida de H que está contida em

FacT , então a sequência

0→HomH (T , A)→HomH (T , B )→HomH (T , C )→ 0

é quase-cindida em modΛ.

(d) Se Y ∈Y , então dpY ≤ 1 e se X ∈X , diX ≤ 1.

Temos alguns pares de torção (T ,F ) em H , os quais não são induzidos por algum

objeto inclinante, mas que também são de nosso interesse. Dizemos que um par de tor-

ção (T ,F ) é um par de torção inclinante seT é um cogerador para H , ou seja, para todo

X em H existe um monomorfismo i : X → Z para algum Z ∈T .

Proposição 2.14. (ver [12], pág 13) Seja (T ,F ) um par de torção H . Então valem as

seguintes propriedades:

(a) B = {X . ∈ Db (H )|H i (X .) = 0 i 6= 0,−1, H 0(X .) ∈ T , H −1(X .) ∈ F é uma categoria

abeliana.

(b)O par (X ,Y ) de subcategorias plenasX =F [1] e Y = T deB é um par de torção em

B .

(c) Para X , Y ∈B , temos que HomDb (B )(X , Y [n ])'HomDb (H )(X , Y [n ]) para n = 0, 1.

Podemos então, a menos de equivalência derivada, trocar a categoria hereditária H

inicial, obtendo então o seguinte resultado:

Proposição 2.15. (ver [9], pág. 171) Seja H uma categoria hereditária com objeto in-

clinante. Se H ′ é uma categoria hereditária derivadamente equivalente à H , então H ′

também tem um objeto inclinante.



Capítulo 3

Objetos excepcionais

Neste capítulo, nosso objetivo é estudar alguns resultados básicos sobre objetos excep-

cionais e também sobre categorias perpendiculares, no contexto de categorias que as-

sumam as nossas hipóteses básicas (k -categorias abelianas hereditárias com objeto in-

clinante).

3.1 Categoria perpendicular

Nesta seção, alguns dos resultados apresentados aqui serão similares aos resultados para

a categoria de módulos. Daremos condições suficientes para que um objeto excepcional

seja estendido à um objeto inclinante, e também condições para que a categoria perpen-

dicular seja estendida à uma categoria com objeto inclinante.

Definição 3.1. Um objeto E na categoria H é dito excepcional quando Ext1
H
(E , E ) = 0 e

além disso, E é um objeto indecomponível.

Definição 3.2. A categoria perpendicular E ⊥ é definida da seguinte maneira:

Ob(E ⊥) = {X ∈H |HomH (E , X ) = 0= Ext1
H
(E , X )}.

E dados X , Y objetos quaisquer em E ⊥, temos:

HomE ⊥(X , Y ) =HomH (X , Y ).

O seguinte resultado é básico, e sua prova pode ser encontrado em [7], págs. 60 e 76.

35
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Proposição 3.1. Seja E um objeto excepcional na k -categoria abeliana hereditária H .

Então valem as seguintes afirmações:

(a) E ⊥ é uma categoria abeliana hereditária.

(b) End(E )' k .

Iremos primeiramente procurar maneiras de construir objetos em E ⊥. Como esta-

mos interessados em saber quando a categoria E ⊥ é modH para H álgebra hereditária,

estamos interessados em particular em encontrar objetos projetivos em E ⊥.

Proposição 3.2. Assuma que a categoria H tem um objeto inclinante e seja E um objeto

excepcional em H . Considere a seguinte sequência exata quase-cindida em H :

0→τE →M → E → 0.

Então M ∈ E ⊥.

Demonstração: Aplicando o funtor HomH (E , _) na sequência exata quase-cindida

0→τE →M
g
→ E → 0

obtemos a seguinte sequência exata:

0→HomH (E ,τE )→HomH (E , M )→HomH (E , E )
α→ Ext1

H
(E ,τE )→

→ Ext1
H
(E , M )→ Ext1

H
(E , E )→ 0

Como E é um objeto excepcional, temos que Ext1
H
(E , E ) = 0, e também da proposição

3.1 temos que EndE ' k e então da proposição 2.5 segue que

Ext1
H
(E ,τE )'DEnd(E )' k

Uma vez que a sequência exata 0→ τE →M → E → 0 não cinde, temos que o mor-

fismoα : HomH (E , E )→ Ext1
H
(E ,τE ) é não nulo, e consequentemente, um isomorfismo.

De fato, suponha por absurdo que α : HomH (E , E )→ Ext1
H
(E ,τE ) é nulo. Teríamos

então que

HomH (E , g ) : HomH (E , M )→HomH (E , E )

seria sobrejetor, então dado morfismo i dE : E → E , deveria existir morfismo h : E →M

tal que g h = i dE , o que é absurdo, pois g : M → E não é retração. Outra prova de que

o morfismo α : HomH (E , E )→ Ext1
H
(E ,τE ) é não nulo pode ser encontrado em [1](pág.
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264). Daí segue que Ext1
H
(E , M ) = 0. Da proposição 2.5 temos que HomH (E ,τE ) '

Ext1
H
(E , E ) = 0, e portanto, M ∈ E ⊥. �

O seguinte resultado nos mostra como obter objetos projetivos em E ⊥.

Proposição 3.3. Assuma que a categoria abeliana hereditária H tem um objeto incli-

nante, e seja E um objeto excepcional em H .

(i) Se X ⊂ E t para algum t > 0 e se X ∈ E ⊥, então X é um objeto projetivo em E ⊥.

(ii) Se existir um monomorfismo irredutível i : Mi → E , então Mi é projetivo em E ⊥.

(iii) Se g : E t → Z é uma addE -aproximação minimal à direita de Z , então kerg é um

objeto projetivo em E ⊥.

Demonstração: (i) Considere Z ∈ E ⊥ arbitrário, queremos mostrar que Ext1
H
(X , Z ) = 0.

Como X ⊂ E t , podemos considerar o morfismo inclusão i : X → E t . Considere então a

seguinte sequência exata:

0→ X → E t → E t /X → 0

Aplicando então o funtor HomH (_, Z ), onde Z é um objeto arbitrário de E ⊥, obtemos:

· · · → Ext1
H
(E t /X , Z )→ Ext1

H
(E t , Z )→ Ext1

H
(X , Z )→ 0

E como Z ∈ E ⊥, temos que Ext1
H
(E t , Z ) = 0, de onde concluímos que Ext1

H
(X , Z ) = 0,

para todo Z ∈ E ⊥.

(ii) Segue diretamente do item (i) e da proposição 3.2.

(iii) Considere a sequência exata

0→ K → E t → L→ 0

Onde K = kerg e L = Img . Aplicando então o funtor HomH (E , _) obtemos:

0→HomH (E , K )→HomH (E , E t )
β
→HomH (E , L )→ Ext1

H
(E , K )→ Ext1

H
(E , E t )→

Ext1
H
(E , L )→ 0

Uma vez que E é excepcional, temos Ext1
H
(E , E t ) = 0. Agora, como g : E t → Z é uma

addE -aproximação, segue do lema 2.10 que o morfismo induzido g ′ : E t → L também o

é, o que mostra queβ é sobrejetora, da definição de aproximação. Comoβ é sobrejetora,

temos que Ext1
H
(E , K ) = 0. Como EndE ' k e g ′ : E t → L é minimal à direita, segue que

HomH (E , K ) = 0, pois β é um monomorfismo.



Capítulo 3. Objetos excepcionais 38

De fato: Considere θ : E → E t tal que β (θ ) = 0, isto é, g ′θ = 0. Como θ : E → E t ,

podemos escrever θ =
�

θ1 · · · θt

�T
, onde cada θi ∈ EndE ' k , de onde podemos con-

cluir que θi = λi .I , λi ∈ k . Suponha que θ 6= 0, então temos que algum λi 6= 0. Como

g ′ : E t → L , podemos escrever g ′ = (g ′1, · · ·g ′t ), e como g ′θ = 0, segue que

0=
t
∑

i=1

g ′i (λi .I ) =
t
∑

i=1

λi g ′i ,

e então concluímos que {g ′i }, 1 ≤ i ≤ t , é um conjunto linearmente dependente, em ou-

tras palavras, podemos escrever sem perda de generalidade que g ′1 =λ2g ′2+ · · ·+λt g ′t .

Agora, considere o morfismo h : E t → E t dado por:

h =

















0 0 · · · · · · 0

λ2 1 · · · · · · ...

λ3 0
...

...
...

...
... 0

λt 0 · · · · · · 1

















Podemos ver que g ′h = g ′, pela construção do morfismo h , então segue que h é iso-

morfismo, pois g ′ é minimal, o que é absurso, pois claramente h não é isomorfismo.

Logoθ deve ser nulo, e concluímos então queβ é monomorfismo, e então HomH (E , K ) =
0.

Portanto K ∈ E ⊥, e consequentemente, pelo item (i), segue que K é projetivo em E ⊥.

�

Agora daremos condições suficientes sobre E para que E seja estendido a um objeto

inclinante em H , mas antes disso, definiremos o que é uma extensão universal. A exten-

são universal é uma ferramenta útil para estender objetos excepcionais no FacT , onde

T é um objeto inclinante na categoria abeliana hereditária H .

Definição 3.3. (ver [5], pág. 19) Uma sequência exata 0→ A→ B →C → 0 é chamada X -

extensão universal de C por A se induz um epimorfismo α : HomH (X , C )→ Ext1
H
(X , A) e

C está em addX .

Proposição 3.4. Seja T um objeto inclinante na categoria hereditária H e seja E um

objeto excepcional em FacT . Seja 0→ T → Z → E t → 0 a E -extensão universal de E por

T , isto é, o morfismo induzido α : HomH (E , E t )→ Ext1
H
(E , T ) é um epimorfismo.



Capítulo 3. Objetos excepcionais 39

Então E ⊕ Z é um objeto inclinante em H que pertence à FacT . Além disso, se Z ∈
addE , então E é objeto inclinante em H e temos também que a categoria perpendicular

E ⊥ = {0}.

Demonstração: Pela proposição 2.8, basta mostrarmos que Ext1
H
(E ⊕ Z , E ⊕ Z ) = 0 e

também que se HomH (E ⊕ Z , Y ) = 0 = Ext1
H
(E ⊕ Z , Y ), então temos necessariamente

que Y = 0.

Se E está em addT , então a extensão universal é a sequência 0→ T → T → 0→ 0, e

então não há nada a provar. Agora caso E não esteja em addT , devemos ter Ext1
H
(E , T ) 6=

0, pois caso contrário, teríamos que Ext1
H
(E ⊕T , E ⊕T ) = 0, e então E ⊕T seria um objeto

inclinante com um número de somandos indecomponíveis não isomorfos maior do que

o número de somandos indecomponíveis não isomorfosmo de T , contradizendo então

a proposição 2.9.

Dada a sequência exata

0→ T → Z → E t → 0 (3.1)

podemos aplicar o funtor HomH (E , _) obtendo a seguinte sequência exata:

HomH (E , E t )
α→ Ext1

H
(E , T )→ Ext1

H
(E , Z )→ 0

e então, como α é sobrejetora, temos que Ext1
H
(E , Z ) = 0. Além disso, como T e E t estão

em FacT , que é fechada para extensões, segue que Z está em FacT , e então Ext1
H
(T , Z ) =

0. Agora, aplicando o funtor HomH (_, Z ) em (3.1), obtemos:

0= Ext1
H
(E t , Z )→ Ext1

H
(Z , Z )→ Ext1

H
(T , Z ) = 0

e daí segue que Ext1
H
(Z , Z ) = 0.

Finalmente, aplicando o funtor HomH (Z , _) na sequência 0 → T → Z → E t → 0,

obtemos:

0= Ext1
H
(Z , Z )→ Ext1

H
(Z , E t )→ 0

de onde podemos concluir que Ext1
H
(Z , E t ) = 0, ou seja, Ext1

H
(Z , E ) = 0. Logo temos

então:

Ext1
H
(E ⊕Z , E ⊕Z ) = Ext1

H
(E , E )⊕Ext1

H
(E , Z )⊕Ext1

H
(Z , E )⊕Ext1

H
(Z , Z ) = 0.

Assuma agora que HomH (E ⊕Z , Y ) = 0= Ext1
H
(E ⊕Z , Y ) para algum Y ∈H . Aplicando

o funtor HomH (_, Y ) na sequência 0→ T → Z → E t → 0, obtemos a seguinte sequência

exata:
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HomH (Z , Y )→HomH (T , Y )→ Ext1
H
(E t , Y )→ Ext1

H
(Z , Y )→ Ext1

H
(T , Y )→ 0.

Assumimos por hipótese que HomH (E ⊕ Z , Y ) = 0 = Ext1
H
(E ⊕ Z , Y ), logo temos que

HomH (Z , Y ) = 0 = Ext1
H
(E t , Y ) = Ext1

H
(Z , Y ). Daí segue que HomH (T , Y ) =

0 = Ext1
H
(T , Y ), e como T é um objeto inclinante em H , concluímos então pela pro-

posição 2.8 que Y = 0. Isso finaliza a prova de que E ⊕Z é objeto inclinante, o que segue

novamente da proposição 2.8.

Agora, considere Z ∈ addE , então como o objeto E ⊕Z é inclinante em H , segue que

E é objeto inclinante em H . Agora, se considerarmos X ∈ E ⊥, então por definição de

E ⊥, HomH (E , X ) = 0 = Ext1
H
(E , X ), porém, como E é objeto inclinante, temos X = 0 e

segue daí que E ⊥ = 0. �

Mostraremos agora uma relação entre objetos inclinantes na categoria abeliana he-

reditária H e objetos inclinante na categoria E ⊥.

Teorema 3.5. Seja E um objeto excepcional na categoria hereditária H e seja T ′ = E ⊕X

com X ∈ E ⊥ e Ext1
H
(X , E ) = 0. Então T ′ é um objeto inclinante em H se e somente se X é

objeto inclinante em E ⊥.

Demonstração: Assuma que T ′ = E ⊕X é objeto inclinante em H , onde X ∈ E ⊥. Como

Ext1
H
(T ′, T ′) = 0, temos então que Ext1

H
(X , X ) = 0. Agora considere Y ∈ E ⊥ tal que

HomH (X , Y ) = 0 = Ext1
H
(X , Y ). Uma vez que Y ∈ E ⊥, temos que vale HomH (E , Y ) =

0 = Ext1
H
(E , Y ) e então HomH (T ′, Y ) = 0 = Ext1

H
(T ′, Y ). Segue então da proposição 2.8

que Y = 0, pois T ′ é um objeto inclinante em H . Daí, segue também da proposição 2.8

que X é um objeto inclinante em E ⊥.

Na outra direção, podemos raciocinar da mesma maneira. Notemos que

Ext1
H
(T ′, T ′) = Ext1

H
(E ⊕X , E ⊕X ) = Ext1

H
(E , E )⊕Ext1

H
(E , X )⊕Ext1

H
(X , E )⊕Ext1

H
(X , X ).

Como E é objeto excepcional em H , e então Ext1
H
(E , E ) = 0. Temos também que X ∈ E ⊥,

logo Ext1
H
(E , X ) = 0. Por hipótese temos que Ext1

H
(X , E ) = 0 e finalmente, como X é

inclinante em E ⊥, obtemos Ext1
H
(X , X ) = 0, e portanto, Ext1

H
(T ′, T ′) = 0.

Seja agora Y ∈ H tal que HomH (T ′, Y ) = 0 = Ext1
H
(T ′, Y ). Temos então que

HomH (E , Y ) = 0= Ext1
H
(E , Y ), o que nos mostra que Y deve obrigatoriamente estar em

E ⊥. Também sabemos que HomH (X , Y ) = 0= Ext1
H
(X , Y ), e pelo fato de X ser objeto in-

clinante em E ⊥, concluímos, pela proposição 2.8 que Y = 0. Logo, segue da proposição

2.8 que T ′ é um objeto inclinante em H . �
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A seguir provaremos que se H possui um objeto inclinante T e E é objeto excepcional

na categoria hereditária H que está em FacT , então existe X ∈ E ⊥ objeto inclinante tal

que E ⊕X é objeto inclinante em H .

Teorema 3.6. Seja E um objeto excepcional na categoria hereditária H e assuma que H

tenha um objeto inclinante T tal que E ∈ FacT . Então existe algum objeto inclinante

X ∈ E ⊥ tal que E ⊕X é um objeto inclinante em H .

Demonstração: Seja 0→ T → Z → E t → 0 a extensão universal de T por E , ou seja, o

morfismo

α : HomH (E , E t )→ Ext1
H
(E , T )

é sobrejetor. Sabemos então, da proposição 3.4 que E ⊕Z é um objeto inclinante em H .

Sabemos agora que Ext1
H
(Z , E ) = 0. Se Z ∈ E ⊥, segue do teorema 3.5 que E ⊕ Z é

objeto inclinante em H . Assuma então que Z não esteja em E ⊥. Aplicando o funtor

HomH (E , _) na sequência exata 0→ T → Z → E t → 0 obtemos:

HomH (E , E t )
α→ Ext1

H
(E , T )→ Ext1

H
(E , Z )→ Ext1

H
(E , E t )→ 0

Como E é um objeto excepcional em H , temos que Ext1
H
(E , E t ) = 0, e pelo fato de α ser

sobrejetora, temos que

Ext1
H
(E , Z ) = 0. (3.2)

Segue daí, uma vez que supomos que Z não está em E ⊥, que HomH (E , Z ) 6= 0 e en-

tão podemos considerar f : E s → Z addE -aproximação minimal à direita e a sequência

exata:

0→ K → E s → im f → 0 (3.3)

Então temos que K = ker f é um objeto projetivo em E ⊥ pela proposição 3.3. Apli-

cando então o funtor HomH (E , _) na sequência exata

0→ Im f → Z →Q → 0

onde Q = coker f , obtemos a seguinte sequência:

0→HomH (E , Im f )
γ
→HomH (E , Z )→HomH (E ,Q )→

→ Ext1
H
(E , Im f )→ Ext1

H
(E , Z )→ Ext1

H
(E ,Q )→ 0 (3.4)
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Segue então de (3.2) e (3.4) que

Ext1
H
(E ,Q ) = 0.

Vejamos agora que Ext1
H
(E , im f ) = 0. Da sequência (3.3), aplicando o funtor

HomH (E , _) obtemos:

Ext1
H
(E , K )→ Ext1

H
(E , E s )→ Ext1

H
(E , im f )→ 0

e como Ext1
H
(E , E s ) = 0, segue que

Ext1
H
(E , im f ) = 0. (3.5)

Vejamos que γ é sobrejetora. De fato, sabemos que f : E s → Z é addE -aproximação, ou

seja, o morfismo

α : HomH (E , E s )→HomH (E , Z )

é sobrejetora. Então, dado um morfismo g : E → Z , sabemos que existe um morfismo h :

E → E s tal que g = f h . Por outro lado, podemos fatorar o morfismo f pela sua imagem,

e então teríamos f = i p , onde p : E s → im f e i : im f → Z . A partir daí, teríamos então

g = f h = i p h , e então segue que γ é sobrejetora, pois dado g : E → Z , conseguimos

fatorar g através de i : im f → Z .

Logo, segue da sequência (3.4) e da sobrejetividade de γ que

HomH (E ,Q ) = 0.

Portanto Q ∈ E ⊥.

Agora consideremos a extensão universal

0→ K r → L→Q → 0 (3.6)

de Q por K , ou seja,

β : HomH (K
r , K )→ Ext1

H
(Q , K )

é sobrejetora.

Suponha que L = 0, então da sequência (3.6) temos K = 0 = Q . Logo, a addE -

aproximação minimal à direita f : E s → Z é um isomorfismo e assim Z ∈ addE . Pela
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proposição 3.4 segue que E é objeto inclinante em H e E ⊥ = {0}, e neste caso já está

provado nosso objetivo.

Suponha então L 6= 0. Vamos mostrar que L ∈ E ⊥. Da sequência (3.6), como K ∈ E ⊥,

Q ∈ E ⊥ e a categoria E ⊥ é fechada para extensões, segue que L está em E ⊥.

Agora provemos que o objeto K ⊕ L é um objeto inclinante em E ⊥.

Passo 1) Ext1
H
(K , K ) = 0 e Ext1

H
(L , K ) = 0.

De (3.2) e do fato de E ser objeto excepcional segue que Ext1
H
(E , E ⊕ Z ) = 0. Apli-

cando então o funtor HomH (_, K ) na sequência exata 0→ K r → L →Q → 0, obtemos a

sequência exata:

HomH (K r , K )
β
→ Ext1

H
(Q , K )→ Ext1

H
(L , K )→ Ext1

H
(K r , K )→ 0

Como K é projetivo em E ⊥, temos que Ext1
H
(K r , K ) = 0, e daí, como

β : HomH (K
r , K )→ Ext1

H
(Q , K )

é sobrejetora, segue que Ext1
H
(L , K ) = 0.

Passo 2) Ext1
H
(L , L ) = 0.

Para mostrar que Ext1
H
(L , L ) = 0, consideremos a sequência exata 0→ Im f → Z →

Q → 0. Aplicando o funtor HomH (_,Q ), obtemos a sequência:

HomH (Im f ,Q )→ Ext1
H
(Q ,Q )→ Ext1

H
(Z ,Q )→ Ext1

H
(im f ,Q )→ 0

A sequência exata

Ext1
H
(Z , Z )→ Ext1

H
(Z ,Q )→ 0

nos mostra que Ext1
H
(Z ,Q ) = 0, uma vez que Ext1

H
(Z , Z ) = 0, já que o objeto E ⊕ Z é

inclinante. Também temos que HomH (Im f ,Q ) = 0, pois Im f está em FacE e Q ∈ E ⊥.

Portanto, segue que Ext1
H
(Q ,Q ) = 0.

Aplicando então o funtor HomH (_,Q ) na sequência 0→ K r → L→Q → 0, obtemos:

Ext1
H
(Q ,Q )→ Ext1

H
(L ,Q )→ Ext1

H
(K r ,Q )→ 0

de onde concluímos que Ext1
H
(L ,Q ) = 0, pois Ext1

H
(Q ,Q ) = 0 e K é projetivo em E ⊥

(Ext1
H
(K ,Q ) = 0 pois K ,Q estão em E ⊥ e E ⊥ é fechada para extensões, então toda sequên-

cia exata começando em K e terminando em Q está em E ⊥). Aplicando o funtor

HomH (L , _) na mesma sequência, obtemos a sequência exata:

Ext1
H
(L , K r )→ Ext1

H
(L , L )→ Ext1

H
(L ,Q )→ 0
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Como já vimos, Ext1
H
(L , K ) = 0 e Ext1

H
(L ,Q ) = 0, segue então que Ext1

H
(L , L ) = 0. Por-

tanto, Ext1
H
(K ⊕ L , K ⊕ L ) = 0.

Passo 3) Provaremos agora que se Y ∈ E ⊥ tal que HomH (K ⊕ L , Y ) = 0 = Ext1
H
(K ⊕

L , Y ) então Y = 0. Usando a sequência exata 0→ K r → L → Q → 0 podemos ver que

HomH (Q , Y ) = 0 = Ext1
H
(Q , Y ). (Basta aplicar o funtor HomH (_, Y )). Aplicando agora o

mesmo funtor HomH (_, Y ) na sequência 0→ Im f → Z →Q → 0, obtemos:

0→HomH (Q , Y )→HomH (Z , Y )→HomH (Im f , Y )→ Ext1
H
(Q , Y )→ Ext1

H
(Z , Y )→

Ext1
H
(Im f , Y )→ 0

Daí, como HomH (Q , Y ) = 0= Ext1
H
(Q , Y ), temos os seguintes isomorfismos:

HomH (Z , Y )'HomH (im f , Y ) e também Ext1
H
(Z , Y )' Ext1

H
(Im f , Y )

Daí, como Im f ∈ FacE e Y ∈ E ⊥, temos que HomH (Im f , Y ) = 0 e consequentemente

HomH (Z , Y ) = 0. Aplicando então o funtor HomH (_, Y ) na sequência o → K → E s →
Im f → 0, obtemos a sequência exata:

HomH (E s , Y )→HomH (K , Y )→ Ext1
H
(Im f , Y )→ Ext1

H
(E s , Y ).

Como Y ∈ E ⊥ e HomH (K , Y ) = 0 por hipótese, segue que Ext1
H
(Im f , Y ) = 0. Aplicando

agora o funtor HomH (_, Y ) na sequência 0→ Im f → Z →Q → 0 obtemos a sequência

exata:

Ext1
H
(Q , Y )→ Ext1

H
(Z , Y )→ Ext1

H
(Im f , Y )→ 0

E então segue que Ext1
H
(Z , Y ) = 0. Como Y ∈ E ⊥, temos então que HomH (E ⊕Z , Y ) =

0= Ext1
H
(E ⊕Z , Y ), o que implica Y = 0, pois E ⊕Z é objeto inclinante em H . Segue daí

da proposição 2.8 que X = K ⊕ L é um objeto inclinante em E ⊥.

Por fim, mostraremos que E ⊕ (K ⊕ L ) é objeto inclinante em H , com K ⊕ L em E ⊥.

Já provamos que K ⊕ L ∈ E ⊥ e K ⊕ L é objeto inclinante em E ⊥.

Para provar que E ⊕(K ⊕L ) é objeto inclinante em H , pelo teorema 3.5 basta mostrar

que

Ext1
H
(K ⊕ L , E ) = 0.

Como existe um monomorfismo K
g
→ E s e além disso, Ext1

H
(E s , E ) = 0, segue que

Ext1
H
(K , E ) = 0.
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Como Ext1
H
(Z , E ) = 0, temos que Ext1

H
(Im f , E ) = 0. Aplicando agora o funtor HomH (_, E )

na sequência exata 0→ Im f → Z →Q → 0 obtemos:

HomH (Im f , E )→ Ext1
H
(Q , E )→ Ext1

H
(Z , E ) = 0

Como EndE ' k e f : E s → Z minimal à direita, temos que HomH (Im f , E ) = 0 e en-

tão Ext1
H
(Q , E ) = 0. Como temos então a sequência 0 → K r → L → Q → 0, segue que

Ext1
H
(L , E ) = 0. Portanto temos que Ext1

H
(K ⊕ L , E ) = 0, e pelo teorema 3.5, concluímos

que E ⊕ (K ⊕ L ) é um objeto inclinante em H . �

Quando E ⊥ for equivalente a categoria modH , para alguma álgebra H hereditária,

podemos escolher um objeto de E ⊥ de uma maneira conveniente, que facilitará nossas

contas.

Proposição 3.7. Seja E um objeto excepcional na categoria hereditária com objeto incli-

nante H e assuma que E ⊥ é equivalente a categoria modH para alguma álgebra heredi-

tária H . Então H ⊕E é um objeto inclinante em H .

Demonstração: Como H é projetivo em E ⊥ e pela proposição 3.2 M está em E ⊥, onde

0 → τE → M → E → 0 é sequência quase-cindida, temos que Ext1
H
(H , M ) = 0, e daí

segue que Ext1
H
(H , E ) = 0 pois E ⊥ é fechada para extensões, então toda sequência exata

começando em E e terminando em H está em E ⊥. Vejamos então que H é de fato objeto

inclinante em E ⊥. Sabemos que Ext1
H
(H , H ) = 0, uma vez que H é projetivo em E ⊥ e E ⊥ é

fechada para extensões. Considere agora Y ∈ E ⊥ tal que HomH (H , Y ) = 0= Ext1
H
(H , Y ).

Como Y ∈modH , temos que Y 'HomH (H , Y ) = 0 e então Y = 0, e então da proposição

2.8, H é inclinante em E ⊥. Então, pelo teorema 3.6 segue que H ⊕ E é um objeto incli-

nante em H . �

Como vimos nesta seção, nosso interesse é investigar quando um objeto excepcional

E está no FacT para algum objeto inclinante T em H . Nesse caso diremos que E é um

objeto de torção, isto é, Ext1
H
(T , X ) = 0.

Proposição 3.8. Seja T um objeto inclinante na categoria hereditária H e assuma que

HomH (H0,H∞) = 0. SejaR um tubo em H0. Então, temos os seguintes fatos:

(a) Algum objeto emR está em FacT .

(b) Se T ∈H∞, entãoR ⊂ FacT .

(c) Todos os objetos em H0 são de torção.
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Demonstração: (a) Caso algum somando indecomponível de T esteja emR , o resultado

é válido. Suponha então que nenhum somando indecomponível de T esteja emR . Sa-

bemos que Ext1
H
(T ,R) ' DHomH (R , T ) = 0, uma vez que assumimos que

HomH (H0,H∞) = 0 e que não existe morfismo não nulo entre tubos diferentes(ver [11],
prop. 1.2(d)), e então, temos queR ⊂ FacT .

(b) Caso T ∈ H∞, como vimos na demonstração do item (a), temos que Ext1
H
(T ,R) '

DHomH (R , T ) = 0, o que já mostra queR ⊂ FacT .

(c) Seja M ∈ R objeto indecomponível em algum tuboR . Vamos mostrar que M é um

objeto de torção, isto é, que existe algum objeto inclinante T em H tal que M ∈ FacT .

Do item (b), caso T ∈H∞ temos queR ⊂ FacT , em particular, M ∈ FacT .

Se T não possui somandos no tubo R, temos da proposição 2.5 que

Ext1
H
(T , M ) ' HomH (τ−1M , T ), e sabemos que HomH (τ−1M , T ) = 0, (ver [11], prop.

1.2(d)), e assim M ∈ FacT .

Por fim, suponha que exista um somando indecomponível T ′ de T no tubo R. Então,

existe um epimorfismo T ′ → B , onde B está na boca do tubo R. Como τ é um funtor

exato, segue que τi T ′ → τi B é um epimorfismo para todo i . Como todo objeto em R

que está na boca do tubo é da forma τl B , se mostrarmos que τi T é objeto inclinante,

teremos que τl B ∈ Facτl T ′, ou seja, todos os objetos da boca do tubo serão de torção e

consequentemente todos os outros objetos do tubo, e assim estará demonstrada a pro-

posição. Provemos agora que se T é objeto inclinante, então τi T é objeto inclinante,

para todo i :

Da proposição 2.8, precisamos mostrar que Ext1
H
(τi T ,τi T ) = 0 e que se

HomH (τi T , X ) = 0 = Ext1
H
(τi T , X ), então X = 0. De fato, Ext1

H
(τi T ,τi T ) = Ext1

H
(T , T ) =

0, pois τ é equivalência de categorias. Agora, suponha

HomH (τ
i T , X ) = 0= Ext1

H
(τi T , X ), (3.7)

novamente, como τ é equivalência de categorias, temos que (3.7) é equivalente à

HomH (T ,τ−i X ) = 0= Ext1
H
(T ,τ−i X )

e como T é objeto inclinante, segue que τ−i X = 0, e como τ é equivalência, segue que

X = 0 e portanto segue que τi T é objeto inclinante em H , para todo i .

�

Corolário 3.9. Seja H uma categoria hereditária com objeto inclinante tal que
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HomH (H0,H∞) = 0 e seja E um objeto excepcional em H0. Então a categoria perpen-

dicular E ⊥ tem um objeto inclinante X , e além disso, E ⊕X é objeto inclinante em H .

Demonstração: É uma consequência direta das proposições 3.6 e 3.8. �

Para um objeto excepcional E em H , denotamos por ⊥E a subcategoria de H cujos

objetos são todos os X ∈H satisfazendo HomH (X , E ) = 0= Ext1
H
(X , E ). Temos então os

seguintes resultados análogos.

Proposição 3.10. Seja T um objeto inclinante na categoria hereditária H e seja E um

objeto excepcional em SubτT .Valem as seguintes afirmações:

(a) Existe algum objeto inclinante X ∈ ⊥E tal que o objeto E ⊕ X é um objeto inclinante

em H .

(b) Existe algum objeto inclinante Y em E ⊥.

Demonstração: (a) Segue da proposição 2.12 que H o p é uma categoria abeliana here-

ditária com objeto inclinante T o p e sabemos também que E o p é um objeto excepcional

em FacT o p . Então pelo teorema 3.6 existe um objeto X o p inclinante em E o p⊥ tal que

E o p ⊕ X o p é um objeto inclinante na categoria hereditária H o p , e então temos que o

objeto X é um objeto inclinante na categoria (E o p⊥)o p =⊥ E e então E ⊕ X é um objeto

inclinante em H , novamente utilizando a proposição 2.12.

(b) Dado Z ∈H , Z está em ⊥E se e somente se tivermos HomH (Z , E ) = 0= Ext1
H
(Z , E ),

que por sua vez, é válido se e somente se Ext1
H
(E ,τZ ) = 0=HomH (E ,τZ ), que nos mos-

tra que o objeto τZ está em E ⊥. E desde que existe um objeto inclinante X em ⊥E , como

vimos pelo item (a), o objeto Y =τX é um objeto inclinante em E ⊥. �

No teorema 3.6 provamos que com objetos inclinante em E ⊥ podemos construir ob-

jetos inclinante na categoria H . Mostraremos agora que a álgebra de endomorfismos

deste objeto inclinante em H é extensão por um ponto da álgebra de endomorfismos

do objeto inclinante tomado em E ⊥.

Proposição 3.11. Seja H uma categoria hereditária com objeto inclinante T e seja E um

objeto excepcional em H . Considere também a sequência exata quase-cindida 0→τE →
M → E → 0. Então vale o seguinte:

(a) Se T ′ é um objeto inclinante em E ⊥ tal que T = T ′⊕E , então

End(T ′⊕E )o p 'Λ[HomH (T ′, M )],
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onde Λ = End(T ′)o p e Λ[HomH (T ′, M )] é a extensão por um ponto da álgebra Λ pelo Λ-

módulo HomH (T ′, M ).
(b) Se E ⊥ =modH para alguma álgebra hereditária H , então H ⊕E é um objeto inclinante

em H e End(H ⊕E )o p 'H [M ].

Demonstração: Já sabemos pela proposição 3.1 que End(E )' k . Aplicando então o fun-

tor HomH (T ′, _) na sequência exata quase-cindida 0 → τE → M → E → 0 obtemos a

sequência exata:

0→HomH (T ′,τE )→HomH (T ′, M )→HomH (T ′, E )→ Ext1
H
(T ′,τE ).

Pela proposição 2.5, sabemos que HomH (T ′,τE ) ' Ext1
H
(E , T ′) = 0 e também que

Ext1
H
(T ′,τE ) ' HomH (E , T ′) = 0, pois T ′ está em E ⊥. Logo, existe um Λ-isomorfismo

entre os Λ-módulos HomH (T ′, M ) e HomH (T ′, E ). E daí temos então o seguinte:

Λ[HomH (T
′, M )]'Λ[HomH (T

′, E )]'

�

Λ HomH (E , T ′)
HomH (T ′, E ) HomH (E , E )

�

' E nd (T ′⊕E )o p .

(b) Da proposição 3.7 sabemos que o objeto H⊕E é um objeto inclinante na categoria he-

reditária H . Logo, tomando T ′ =H no item (a), segue que End(H⊕E )o p 'H [HomH (H , M )].
Porém, sabemos que HomH (H , M )'M , logo, segue que End(H ⊕E )o p 'H [M ]. �

Dado um objeto excepcional E na categoria hereditária H , será útil construir objetos

excepcionais associados a E que sejam objetos de torção ou objetos livres de torção com

relação a um par de torção induzido por algum objeto inclinante.

Proposição 3.12. Seja E um objeto excepcional na categoria hereditária H e seja T um

objeto inclinante em H . Então temos que vale Ext1
H
(t E , t E ) = 0 e Ext1

H
(E /t E , E /t E ) = 0,

onde 0→ t E → E → E /t E → 0 é a sequência exata associada à classe de torção gerada

pelo objeto inclinante T , isto é, t E está em FacT e E /t E está na parte livre de torção

correspondente.

Demonstração: Aplicando o funtor HomH (t E , _) na sequência exata

0→ t E → E → E /t E → 0 (3.8)

obtemos a sequência exata:

HomH (t E , E )→HomH (t E , E /t E )→ Ext1
H
(t E , t E )→ Ext1

H
(t E , E ).
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Como t E está em FacT e E /t E está na parte livre de torção, temos que

HomH (t E , E /t E ) = 0. Logo, para mostrarmos então que Ext1
H
(t E , t E ) = 0 basta mos-

trarmos que Ext1
H
(t E , E ) = 0. Para isso, consideremos novamente a sequência exata

(3.8), aplicando agora o funtor HomH (_, E ), obtemos:

Ext1
H
(E /t E , E )→ Ext1

H
(E , E )→ Ext1

H
(t E , E )→ 0

Logo, como E é objeto excepcional, temos que Ext1
H
(E , E ) = 0 e daí segue que

Ext1
H
(t E , E ) = 0. Portanto temos que Ext1

H
(t E , t E ) = 0.

Agora, aplicando o funtor HomH (_, E /t E )na sequência exata do enunciado obtemos

então:

HomH (t E , E /t E )→ Ext1
H
(E /t E , E /t E )→ Ext1

H
(E , E /t E ).

Uma vez que t E está em FacT e E /t E está na parte livre de torção, temos que

HomH (t E , E /t E ) = 0, ou seja, para mostrarmos que Ext1
H
(E /t E , E /t E ) = 0, basta pro-

varmos que Ext1
H
(E , E /t E ) = 0, e para isso, basta aplicar o funtor HomH (E , _) e assim

obtemos:

Ext1
H
(E , t E )→ Ext1

H
(E , E )→ Ext1

H
(E , E /t E )→ 0.

Como E é um objeto excepcional em H , temos Ext1
H
(E , E ) = 0, e daí segue que

Ext1
H
(E , E /t E ) = 0. Portanto temos que Ext1

H
(E /t E , E /t E ) = 0. �

3.2 Construção de uma forma normalizada

Considere H uma k -categoria abeliana hereditária Hom e Ext-finita, e além disso, as-

suma que H tenha um objeto inclinante. Nesta seção mostraremos que H é deriva-

damente equivalente a uma categoria hereditária H ′ satisfazendo HomH ′(H ′
0 ,H ′

∞) = 0,

ou seja, dada uma k -categoria H abeliana hereditária Hom e Ext-finita com objeto in-

clinante, a menos de equivalência derivada, podemos considerar HomH (H0,H∞) = 0.

Caso tenhamos H0 = 0, segue que HomH (H0,H∞) = 0, e não há nada a provar. Logo,

consideremos então H0 6= 0.

Agora, segue da proposição 2.7 que podemos escolher algum objeto inclinante T de

H tal que T ∈H∞. Dado este objeto inclinante T , podemos considerar então o par de

torção induzido (T ,F ), onde T = FacT . Definamos então T0 = T ∩H0 eF0 =F ∩H0.

Então seguem os seguintes resultados, que nos ajudarão a entender melhor a compo-

nente H0 da categoria H .
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Lema 3.13. Seja H categoria hereditária com objeto inclinante T ∈H∞, então os conjun-

tos indT0 e indF0 são ambos união de tubos, e além disso, indH0 = indT0∪ indF0.

Demonstração: Vamos provar que indT0 é união de tubos.Seja R um tubo contendo

algum objeto de T0. Então vamos mostrar que R está contido em T0. Primeiramente,

vamos mostrar queR contém um objeto simples S1 que está em T0. De fato, dado M ∈
T0∩R , existe um epimorfismo de M para S1 na boca do tubo, e então pelo fato de T0 ser

fechada para quocientes, segue que S1 está em T0.

Pela proposição 2.5 temos que τ : H →H é uma equivalência de categorias, logo,

os objetos simples que estão no tuboR são exatamente S1,τS1, ...,τr−1S1, onde r é o τ-

período de S1. Assuma que nem todos os objetos simples que estão emR estão contidos

em T0. Então existe algum objeto simples S pertencente àR tal que S está em T0 e τS

não está. Para cada objeto X em H temos a sequência exata 0→ t X → X → X /t X → 0

com t X ∈T e X /t X ∈F , onde (T ,F ) é o par de torção associado ao objeto inclinante T ,

que construímos explicitamente na proposição 2.11. Daí podemos concluir que o objeto

τS está emF .

De fato: Mostar que τS está em F é equivalente a mostrar que t (τS ) = 0, ou ainda,

equivalente a mostrar que HomH (T ,τS ) = 0. Suponhamos que exista então um mor-

fismo f : T → τS não nulo. Então, como τS não é objeto de torção, a imagem deste

morfismo im f é um subobjeto próprio de τS . Agora, pelo fato de τS ter comprimento

finito, concluímos que im f eobjeto de comprimento finito, isto é, im f está em H0. Se

im f estiver no mesmo tubo de τS , como τS é um objeto simples, teríamos τS = im f ,

o que nos levaria a concluir que τS está em T , absurdo, pois o objeto τS não é de tor-

ção. Entao a partir daí concluímos que im f está em outro tubo de H0 e isto também nos

leva a um absurdo, pois os tubos são ortogonais(ver [11], prop. 1.2(d)) e teríamos que a

inclusão im f →τS seria nula.

Como para cada Y ∈T vale Ext1
H
(S , Y )'DHomH (Y ,τS ) = 0, e segue daí então que S

é Ext-projetivo em T . Então temos que S ∈ addT pela proposição 2.8, o que contradiz o

fato do objeto T estar em H∞. Então todos os objetos simples que pertencem àR estão

em T0, e consequentementeR ⊂T0, pois T0 é fechado para extensões.

A prova de que indF0 é uma união de tubos é similar.

Provamos que todo tubo tal queR∩(T0∪F0) 6= ; está contido emT0∪F0. Para provar

que indH0 = indT0∪ indF0, precisamos mostrar que todo tubo tem interseção não vazia

com algum desses conjuntos. Seja então M um elemento indecomponível em um tubo

R de H0. Considere então o objeto t M . Se t M 6= 0, então t M é um subobjeto de M e
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como M ∈H0 então t M ∈H0. Como os tubos em H0 são ortogonais, t M está no mesmo

tubo que M . Logo este tubo contém um elemento de T0, e portantoR∩T0 6= ;, agora, se

t M = 0, então M ∈F0. �

Lema 3.14. Seja H uma categoria hereditária com um objeto inclinante T ∈H∞. Seja S

um objeto indecomponível em T0 e seja Y um objeto indecomponível em H .

Se HomH (S , Y ) 6= 0, então Y ∈T0.

Demonstração: Como HomH (S , Y ) 6= 0, então t Y 6= 0, isto é, HomH (T , Y ) 6= 0. Logo

existe X ⊂ Y com X ∈T0.

Como HomH (T , Y ) é um End(T )o p -módulo noetheriano, vamos escolher X ∈ T0 de

tal forma que HomH (T , X ) é um End(T )o p -módulo maximal.

Vamos supor por absurdo que Y /X tem um subobjeto Z ∈ T0. Então da sequência

exata

0→ X → Y → Y /X → 0

e do morfismo inclusão ι : Z → Y /X , temos o pullback:

0 // X //

i dX
��

Y ′ //

g
��

Z //

ι
��

0

0 // X // Y // Y /X // 0

e como ι e i dX são monomorfismos, g é monomorfismo. Logo, podemos considerar

Y ′ ⊂ Y .

Como X e Z estão em T0, Y ′ também está, pois T0 é fechada para extensões. Apli-

cando agora o futor HomH (T , _) obtemos a sequência exata:

0→HomH (T , X )→HomH (T , Y ′)→HomH (T , Z )→ Ext1
H
(T , X )→ 0

Como X ∈ T0, então Ext1
H
(T , X ) = 0. Temos que HomH (T , Z ) 6= 0, pois como Z ∈ T0, Z ∈

T e portanto Z ∈GenT . Daí segue que

HomH (T , X )( HomH (T , Y ′).

Então das inclusões

HomH (T , X )( HomH (T , Y ′)⊂HomH (T , Y )
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temos uma contradição com a maximalidade de HomH (T , X ). Portanto Y /X não tem

somando em T0.

Considere agora a sequência exata

0→ X → Y → Y /X → 0

onde X 6= 0 pois HomH (S , Y ) 6= 0.

Vejamos que τ−1X ∈ T0. Como X ∈ T0 e X está em um tubo, segue do lema 3.13 que

todo elemento do tubo está em T0. Assim, τ−1X ∈T0.

Como τ−1X ∈T0, temos:

Ext1
H
(Y /X , X )'DHomH (τ

−1X , Y /X )

Como Y /X não tem subobjeto em T0, segue que Y /X ∈F0. Logo

HomH (τ
−1X , Y /X ) = 0

e assim

Ext1
H
(Y /X , X ) = 0.

Então a sequência

0→ X → Y → Y /X → 0

cinde. Logo, como X é não nulo e é somando de Y indecomponível, temos Y ' X ∈T0.

�

Utilizando argumentos duais, temos o seguinte resultado:

Lema 3.15. Seja H uma categoria hereditária com um objeto inclinante T ∈H∞. Seja S

objeto indecomponível emF0 e seja Y um objeto indecomponível em H .

Se HomH (Y ,S ) 6= 0, então Y ∈F0.

Demonstração: A categoria hereditária H o p tem um objeto inclinante, o que segue da

proposição 2.12. Da proposição 2.12 também temos que T = FacT ,F = SubτT , e além

disso,F o p = Fac(τT )o p eT o p = SubT o p . Então temos que S o p está emF o p e além disso,

HomH o p (S o p , Y o p ) 6= 0. Então segue do lema 3.14 que o objeto Y o p está emF o p
0 e então

Y ∈F0. �
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Agora apresentaremos um resultado fundamental para provarmos o resultado prin-

cipal desta seção, mas antes disso, definiremos objeto uniserial.

Definição 3.4. Um objeto Z é dito uniserial em H se admite uma única série de compo-

sição.

Proposição 3.16. (add(H∞∪T0),F0) é um par de torção inclinante e cindido em H .

Demonstração: A subcategoria H∞ ∪T é fechada para quocientes e extensões. Então

sabemos que (H∞∪T0,F ′) é um par de torção onde

F ′ = {Y |Hom(H∞∪T0, Y ) = 0}.

Vamos mostrar queF ′ =F0. Se Y ∈F0, então

HomH (T0, Y ) = 0

pois (T ,F ) é par de torção e

HomH (H∞, Y ) = 0

do lema 3.15. PortantoF0 ⊂F ′.
Por outro lado, considere Y ∈ F ′, isto é, HomH (H∞ ∪T0, Y ) = 0. Logo Y /∈H∞ ∪T0

e então Y ∈ F0, pela proposição 3.13. Para provarmos que (add(H∞ ∪T0),F0) é par de

torção cindido em H , precisamos mostrar que todo objeto indecomponível de H está

em add(H∞∪T0) ou está emF0, mas isso segue diretamente do lema 3.13.

Resta provarmos então que (add(H∞ ∪T0),F0) é um par de torção inclinante, isto é,

add(H∞ ∪T0) é um cogerador para H , o que significa provarmos que para todo objeto

X ∈H existe um monomorfismo α : X → Z para algum Z ∈ add(H∞∪T0).
Vimos que se um tubo tem elemento deF0 ou de T0, então o tubo está contido com-

pletamente emF0 ou em T0 respectivamente. Então deste fato e mais o fato de que os

tubos de H0 são ortogonais (ver [11], prop. 1.2(d)), temos que

HomH (F0,T0) = 0=HomH (T0,F0)

Segue do lema 3.15 que

HomH (H∞,F0) = 0

Como H é uma categoria conexa, existe Y um objeto emF0 e X ∈H∞ um objeto inde-

componível tal que HomH (Y , X ) 6= 0. Então existe um objeto simples S em um tubo em
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F0 tal que

HomH (S , X ) 6= 0

Temos então que

HomH (τ
i S ,τi X ) 6= 0

para todo i , e disso segue que todo objeto simples em R é subobjeto de algum objeto

em H∞, o que decorre do fato de que todo morfismo partindo de um objeto simples é

monomorfismo. Seja Z um objeto arbitrário emR . Desde que Z é um objeto uniserial,

podemos escrever:

Z =







S1
...

St







onde os objetos Si são objetos simples. Escolhemos então um objeto indecomponível X

em H tal que HomH (St , X ) 6= 0, e f : St → X um morfismo não nulo. Usando isto, temos

então uma sequência exata quase-cindida

0→ St
g
→

�

St−1

St

�

→ St−1→ 0

E como a sequência anterior é quase-cindida, sabemos que dado um monomorfismo

f : St → X existe um morfismo f̃ :

�

St−1

St

�

→ X tal que f̃ g = f . Vejamos agora que f̃ é

um monomorfismo. De fato, considere o seguinte diagrama:

St

f

��

g

!!

St−1

$$

St−2

�

St−1

St

�

f̃
��

::

""

�

St−2

St−1

�

<<

X
�

St−2

St−1

St

�

<<

Se f̃ não fosse monomorfismo, então teríamos que ker f̃ seria um subobjeto não nulo de
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�

St−1

St

�

, porém, como

�

St−1

St

�

é uniserial, temos que

0⊂ St ⊂

�

St−1

St

�

é a sua série de decomposição, e além disso, tal série de decomposição é única. Logo,

temos que St é o único subobjeto não nulo de

�

St−1

St

�

. Logo, teríamos ker f̃ ' St , porém,

St não pode ser anulado por f̃ , pois f̃ g = f . Portanto f̃ é monomorfismo.

Como f (St ) 6= 0, podemos continuar a repetir este processo considerando sequências

exatas quase-cindidas apropriadas até conseguirmos um monomorfismo F : Z → X .

Isso mostra que (add(H∞∪T0),F0) é de fato um par de torção inclinante. �

Nós podemos aplicar o processo inclinante com relação ao par de torção (add(H∞ ∪
T0),F0) para obter então uma categoria hereditária H ′ derivadamente equivalente à ca-

tegoria hereditária H , com um par de torção cindido (F0[1], add(H∞∪T0)).
O que queremos fazer agora é descrever os objetos de comprimento finito em H ′.

Para isso, observe que um objeto indecomponível X pertencente aT0 é de comprimento

finito em H ′ desde que HomH (T0,H∞) = 0 pelo lema 3.14. Agora se X [1] é um ob-

jeto indecomponível em F0[1], então HomH (X [1], Z ) = 0 para Z em add(H∞ ∪ T0), e

então X [1] é um objeto de comprimento finito. Consideremos agora um objeto inde-

componível X em H∞. Se X tivesse comprimento finito, ele deveria pertencer a al-

gum tubo em H ′ e então teríamos HomH ′(X ,F0[1]) = 0. Mas então também teríamos

HomH (F0, X ) ' DExt1
H
(X ,F0) ' DHomH ′(X ,F0[1]) = 0, e então teríamos que X seria

um objeto de comprimento finito como objeto da categoria H , o que nos dá uma con-

tradição.

· · · F0 H∞ T0 F0[1] H∞[1] T0[1] · · ·

Então temos que H ′
0 = add(T0 ∪F0[1]), e com isto, provamos então o seguinte resul-

tado:

Teorema 3.17. Seja H uma categoria hereditária com um objeto inclinante. Então, a

menos de equivalência derivada, podemos supor que HomH (H0,H∞) = 0.
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3.3 Descrição de Categorias Perpendiculares de Categorias

Hereditárias

Assuma que H tenha um objeto inclinante. Já sabemos da proposição 3.8 que se

HomH (H0,H∞) = 0 existe um morfismo não nulo de qualquer objeto inclinante em H

para qualquer tubo em H0. Nesta seção mostraremos que se E é um objeto de torção

excepcional em H , então a categoria perpendicular E ⊥ é equivalente à categoria modH

para alguma álgebra hereditária H , e se HomH (H0,H∞) = 0 e (H0 6= 0) existe um mor-

fismo não nulo de E para qualquer tubo em H0.

Sabemos da proposição 3.1 e também do teorema 3.6 que E ⊥ é uma k -categoria abeli-

ana hereditária com objeto inclinante. Mas mesmo que tenhamos assumido que H seja

conexa, isso não necessariamente é verdade também para E ⊥. Para mostrarmos que E ⊥

é equivalente a modH, pela proposição 2.14 é suficiente mostrar que cada componente

de E ⊥ tem um objeto projetivo não nulo. Para isso, é útil considerarmos a sequência

quase-cindida

0→τE →M → E → 0.

Escrevemos M =
r
⊕

i=1

Mi , onde cada Mi é um indecomponível. O resultado seguinte nos

mostra que devemos nos concentrar nas componentes de E ⊥ contendo algum Mi . Em

particular existem no máximo r componentes.

Teorema 3.18. Seja E um objeto de torção excepcional em H∞. Então:

(a) Cada componente conexa da k -categoria abeliana e hereditária E ⊥ contém algum

somando indecomponível do termo do meio da sequência quase-cindida que termina em

E .

(b) A k -categoria abeliana e hereditária E ⊥ contém no máximo r componentes cone-

xas, onde r é o número de somandos do termo do meio da sequência quase cindida que

termina em E .

Demonstração: Do teorema 3.6 podemos escolher um objeto inclinante T̃ ∈ E ⊥ tal que

T = E ⊕ T̃ é objeto inclinante em H . Como T̃ ∈ E ⊥, temos que HomH (E , T̃ ) = 0 e então:

End(T )o p '

�

HomH (E , E ) HomH (E , T̃ )
HomH (T̃ , E ) HomH (T̃ , T̃ )

�

'

�

k 0

HomH (T̃ , M ) End(T̃ )o p

�

.
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Para verificarmos que HomH (T̃ , E ) 'HomH (T̃ , M ), aplicamos o funtor HomH (T̃ , _)
na sequência

0→τE →M → E → 0.

obtendo assim a sequência:

0→HomH (T̃ ,τE )→HomH (T̃ , M )→HomH (T̃ , E )→ Ext1
H
(T̃ ,τE )→ Ext1

H
(T̃ , M )→

Ext1
H
(T̃ , E )→ 0

Pela proposição 2.5, temos HomH (T̃ ,τE )'DExt1
H
(E , T̃ ) = 0, pois T̃ ∈ E ⊥, e também te-

mos Ext1
H
(T̃ ,τE ) ' DHomH (E , T̃ ) = 0, uma vez que T̃ ∈ E ⊥ logo, temos que

HomH (T̃ , E )'HomH (T̃ , M ).
Uma vez que H é conexa, End(T )o p é uma álgebra indecomponível. Se nenhum so-

mando de T̃ estivesse em H ′, teríamos HomH (T̃ , X ) = 0 para todo X ∈H ′. Além disso,

teríamos também que Ext1
H
(T̃ , X ) ' DHomH (X ,τT̃ ) = 0, e como T̃ é objeto inclinante

em E ⊥, teríamos X = 0, para todo X ∈ H ′, absurdo. Então, consideremos T̃ ′ a soma

direta dos somandos indecomponíveis de T̃ que está em H ′. Se nenhum Mi estivesse

em H ′, teríamos End(T̃ ′)o p seria somando indecomponível de End(T )o p , o que é uma

contradição. �

3.3.1 Existência de projetivos nas componentes da categoria perpen-

dicular

Vimos que cada componente de E ⊥ deve conter algum Mi , e além disso, quando E ⊥ é

conexa, temos:

Lema 3.19. Seja E objeto excepcional de torção em H∞. Se E ⊥ é conexa, então E ⊥ contém

um objeto não nulo Q ∈ SubE.

Demonstração: Como por hipótese E ∈H∞, existe algum epimorfismo próprio E → Z

com Z objeto não nulo, basta considerar uma das componentes do morfismo da sequên-

cia quase-cindida que começa em E , e então considerarmos tal morfismo sobre a ima-

gem. Seja g : E t → Z uma addE -aproximação minimal à direita. Então kerg é não

nulo desde que g é um epimorfismo e não é isomorfismo. Sabemos também do item

(iii) da proposição 3.3 que kerg ∈ E ⊥, logo, como E ⊥ é conexa, já encontramos o objeto

Q = kerg ∈ SubE . �
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Lema 3.20. Seja E um objeto excepcional de torção contido em H∞ e a sequência quase-

cindida 0→ τE →
r
⊕

i=1

Mi → E → 0. Então a componente H ′ de E ⊥ contendo Mi contém

um objeto não nulo e projetivo Q ∈ SubE caso seja válida uma das afirmações a seguir:

(i) O morfismo induzido α : Mi → E é um monomorfismo; ou

(ii) O morfismo induzido α : Mi → E é um epimorfismo e o morfismo induzido β : E →
τ−1Mi é um epimorfismo.

Demonstração: No caso (i), segue da proposição 3.3 que Mi é projetivo em E ⊥, e Mi ∈
SubE também, então já encontramos o objeto procurado.

Assuma agora que estejamos no caso (ii). Seja f : E t → τ−1Mi uma addE -aproximação

minimal à direita, que deve ser um epimorfismo, por hipótese. Então K = ker f é não

nulo, pois f é epimorfismo mas não é isomorfismo, e também K é projetivo em E ⊥, pelo

item (iii) da proposição 3.3.

Queremos mostrar que algum somando não nulo de K está na mesma componente

de E ⊥ em que está Mi . Então, dada a sequência exata:

0→ K → E t →τ−1Mi → 0

Aplicando o funtor HomH (_, Mi ) obtemos:

0→HomH (τ−1Mi , Mi )→HomH (E t , Mi )→HomH (K , Mi )→ Ext1
H
(τ−1Mi , Mi )→ 0

e uma vez que Ext1
H
(E t , Mi ) = 0 pois Mi ∈ E ⊥(proposição 3.2) e também Ext1

H
(K , Mi ) = 0,

pois K é projetivo em E ⊥. Temos que Ext1
H
(τ−1Mi , Mi )'DHomH (Mi , Mi ) 6= 0, segue que

HomH (K , Mi ) 6= 0. Daí temos então que algum somando não nulo de K está na mesma

componente de Mi . �

3.3.2 A realização da categoria perpendicular como categoria de mó-

dulos

Como já vimos no início desta seção, nosso objetivo é mostrar que se E é um objeto de

torção excepcional em H , então a categoria perpendicular E ⊥ é equivalente à categoria

modH para alguma álgebra hereditária H , e se HomH (H0,H∞) = 0 e (H0 6= 0) existe

um morfismo não nulo de E para qualquer tubo em H0. Devemos nos preocupar agora

com os casos restantes, então assumiremos no resto desta seção que E ⊥ não é conexa,

α : Mi → E é um epimorfismo e β : E → τ−1Mi é um monomorfismo, e então após
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estudarmos estes casos, estaremos aptos a demonstrar o resultado principal desta seção,

que foi citado acima.

O próximo lema é um resultado técnico, mas fundamental para os demais resultados

desta seção.

Lema 3.21. Seja 0→ A → B1 ⊕ B2 → C → 0 uma sequência exata em H . Se o morfismo

induzido B1→ C for um epimorfismo, então o morfismo induzido A→ B2 é um epimor-

fismo.

Demonstração: Dada a sequência exata 0→ A→ B1⊕B2→C → 0, podemos construir o

seguinte diagrama:

0 // K // B1
//

(1 0)T

��

C //

i dC

��

0

0 // A // B1⊕B2
// C // 0

Como o morfismo B1 → C é epimorfismo, temos que a linha de cima é exata por

definição e que o quadrado da direita comuta, e então, existe único morfismo f : K → A

tal que ambos os quadrados comutam:

0 // K //

f
��

B1
//

(1 0)T

��

C //

i dC

��

0

0 // A // B1⊕B2
// C // 0

E a partir deste diagrama, podemos construir o seguinte diagrama comutativo:

ker f //

��

ker(1 0)T

��

// keri dC

��
0 // K

f
��

// B1
//

(1 0)T

��

C

i dC

��

// 0

0 // A //

��

B1⊕B2

��

// C //

��

0

coker f // coker(1 0)T // cokeri dC
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O diagrama anterior é equivalente ao seguinte diagrama:

0 //

��

0

��

// 0

��
0 // K

f
��

// B1
//

(1 0)T

��

C

i dC

��

// 0

0 // A //

��

B1⊕B2

��

// C //

��

0

coker f u // B2
// 0

Logo, aplicando o lema da serpente no diagrama acima, podemos ver que o morfismo u :

coker f → B2 é isomorfismo, e como o quadrado comuta, segue que o morfismo induzido

A→ B2 é um epimorfismo. �

Considere agora o seguinte diagrama, onde M ′ 6= 0, uma vez que E ⊥ não é conexa.

M ′

v

!!
τE

τβ

!!

p
<<

E
β

##
Mi

α
>>

τ−1Mi

Aqui, temos que τβ é um monomorfismo, uma vez que τ é uma equivalência exata de

categorias, H não tem projetivos e β é um monomorfismo. Como v não é um epimor-

fismo por 3.21, temos que v é um monomorfismo. Como temos um monomorfismo

v : M ′ → E , segue do lema 3.20 que cada componente de E ⊥ contém um somando de

M ′(teorema 3.18) contém um objeto projetivo de E ⊥. Sabemos pela proposição 3.1 que

E ⊥ é uma categoria abeliana hereditária, logo cada uma de suas componentes conexas

é uma categoria abeliana hereditária. Assim, pela proposição 2.3 segue que cada uma

dessas componentes é da forma modH ′, para alguma álgebra hereditária H ′. Então de-

notaremos por modH para uma álgebra hereditária H as componentes de E ⊥ que con-

tém os somandos de M ′. Assim E ⊥ =modH ×H ′ onde H ′ é a componente de E ⊥ que

contém o objeto Mi de que estamos tratando nessa seção.

Fixaremos pelo resto desta seção também um objeto não nulo V , dado a partir da

sequência exata:
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0→M ′ v→ E
u→V → 0.

Temos então a seguinte conexão entre V e modH:

Lema 3.22. Se X ∈modH, então HomH (X , V ) = 0.

Demonstração: Consideremos a sequência quase cindida 0→τE →Mi ⊕M ′→ E → 0.

Mostremos primeiramente, que dado Q ∈modH, então

t : HomH (Q , M ′)→HomH (Q , E )

é um isomorfismo.

De fato, aplicando o funtor HomH (Q , _) na sequência quase cindida acima obtemos:

0→HomH (Q ,τE )→HomH (Q , Mi )⊕HomH (Q , M ′)→HomH (Q , E )→ Ext1
H
(Q ,τE ).

Como Q está em modH e modH está contida em E ⊥, então

HomH (Q ,τE )'DExt1
H
(E ,Q ) = 0

e também

Ext1
H
(Q ,τE )'DHomH (τE ,τQ )'HomH (E ,Q ) = 0.

Além disso, HomH (Q , Mi ) = 0 pois Q e Mi estão em componentes diferentes de E ⊥.

E então segue que t : HomH (Q , M ′)→HomH (Q , E ) é um isomorfismo.

Assumamos agora também que Q é projetivo em E ⊥, logo será projetivo em modH

também, e então aplicando o funtor HomH (Q , _) na sequência exata

0→M ′→ E →V → 0

obtemos a sequinte sequência exata:

0→HomH (Q , M ′)
t→HomH (Q , E )→HomH (Q , V )→ 0.

Como t é um isomorfismo, segue que HomH (Q , V ) = 0. Se X ∈ modH, existe um epi-

morfismo Q → X com Q projetivo em modH. Como HomH (Q , V ) = 0, segue que

HomH (X , V ) = 0.

�

Logo, fixado tal objeto V , temos duas possibilidades: V é um objeto simples ou não.

Caso não seja um objeto simples, temos o seguinte:
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Lema 3.23. Se V não é objeto simples, a componente H ′ contendo Mi contém um objeto

não nulo em SubE.

Demonstração: Como V não é objeto simples, existe L ⊂ V tal que o quociente Z =
V /L é não nulo e Z 6= V . Consideremos então a addE -aproximação minimal à direita

s : E t → Z , uma vez que u : E → V é epimorfismo, temos que s é epimorfismo próprio,

i. é, epimorfismo que não é isomorfismo. Como s é epimorfismo próprio, segue que

K = kers é não nulo, e pela proposição 3.3 é um objeto projetivo em E ⊥, ou seja, kers ∈
SubE. Vamos mostrar agora que algum somando não nulo de K está na componente H ′

contendo Mi .

Se considerarmos a composição de u : E → V com o morfismo projeção p : V → Z ,

como s : E t → Z é addE -aproximação minimal à direita, existe então morfismo f : E →
E t tal que o seguinte diagrama é comutativo:

0 //M ′ v //

��

E

f
��

u // V //

��

0

0 // K // E t s // Z // 0

Como EndE ' k , então o morfismo f é da forma f = (λ1 · · ·λt )T , com λi ∈ k , isto é, f

é um monomorfismo. Temos então o seguinte diagrama:

0

��
L

��
0 //M ′ v //

��

E

f
��

u // V //

��

0

0 // K //

��

E t s //

��

Z //

��

0

W //

��

E t−1 //

��

0

0 0

Se t > 1, temos a seguinte composta de epimorfismos:

K →W → E t−1→ E →V ,
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e então HomH (K , V ) 6= 0.

Se t = 1, temos E t−1 = 0, e então pelo lema da serpente existe um isomorfismo L 'W ,

e assim temos uma composta não nula:

K →W ' L→V

e novamente HomH (K , V ) 6= 0. Segue então de 3.22 que K tem um somando não nulo

em H ′, pois caso contrário, teríamos K ∈ modH e daí HomH (K , V ) = 0, o que é uma

contradição. �

Provamos acima que K ∈ E ⊥ =H ′ ×modH e que K é objeto projetivo em E ⊥. Pelo

lema 3.22 e mais o fato de que HomH (K , V ) 6= 0 temos que os somandos de K não estão

todos em modH .

Lema 3.24. Ext1
H
(V , V ) = 0.

Demonstração: Consideremos a sequência exata

0→M ′→ E →V → 0

Aplicando o funtor HomH (_, V ), obtemos a seguinte sequência exata:

0→HomH (V , V )→HomH (E , V )→HomH (M ′, V )→ Ext1
H
(V , V )→ Ext1

H
(E , V ).

Como V ∈ FacE, temos que Ext1
H
(E , V ) = 0.Uma vez que M ′ ∈ modH, temos também

que HomH (M ′, V ) = 0 por 3.22, e então temos Ext1
H
(V , V ) = 0. �

Agora vejamos o caso em que o objeto V seja um objeto simples. Como vimos do lema

anterior, temos que Ext1
H
(V , V ) = 0, logo, toda sequência exata começando e terminando

em V cinde, logo devemos ter que o τ-período de V deve ser maior do que 1. Suponha
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que seja 3, e vejamos o que acontece:

V

!!

τ2V

$$

τV

##

V

�

τ2V

V

�

""

::

�

τV

τ2V

�

::

""

�

V

τV

�

==

�

τV

τ2V

V

�

  

<<

�

V

τV

τ2V

�

==

�

V

τV

τ2V

V

�

>>

Repare que se considerarmos

U =

�

V

τV

τ2V

V

�

,

temos que U tem comprimento 4, e socU ' topU ' V . Note também que

dimk HomH (U , V ) = 1.

Lema 3.25. Se V é objeto simples, a componente H ′ contendo Mi contém um objeto não

nulo que está em SubE.

Demonstração: Como Ext1
H
(V , V ) = 0 por 3.24, temos que o τ-período r de V deve ser

maior do que 1. Seja U o único objeto indecomponível (no tubo de V ) de comprimento

r + 1 tal que socU e topU são isomorfos à V . Então temos que dimk HomH (U , V ) = 1.

Também temos um epimorfismo u : E → V induzindo um morfismo não nulo g : E →
V ⊂U cuja imagem seja igual à V . Usando algumas propriedades básicas de sequências

quase cindidas, o epimorfismo u : E → V também induz um epimorfismo h : E →U .

Temos então dimk HomH (E ,U ) ≥ 2. Seja f : E t →U uma add E aproximação minimal

à direita. Segue então que t > 0 e também que K = ker f é não nulo, pois se fosse nulo,

como f é epimorfismo, então seria um isomorfismo. Logo U estaria em H∞, o que é

uma contradição.

Considere então a sequência exata:

0→ K → E t →U → 0

Aplicando o funtor HomH (_, V ), obtemos:
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0→HomH (U , V )→HomH (E t , V )→HomH (K , V ).

Como dimk HomH (E t , V ) ≥ 2t > 2 e dimk HomH (U , V ) = 1, podemos concluir que

HomH (K , V ) é não nulo, e então K tem algum somando indecomponível em H ′, pois do

lema 3.22, se todos os somandos de K estivessem em modH , teríamos HomH (K , V ) = 0,

uma contradição, ou seja, K tem algum somando indecomponível em H ′. �

3.3.3 Equivalência

Agora vamos finalmente provar o resultado principal desta seção, mas antes disso, pre-

cisamos do seguinte lema.

Lema 3.26. Seja f : A→ B um monomorfismo em H∞ e assuma que HomH (H0,H∞) = 0.

SeR é um tubo em H0 tal que HomH (A,R) 6= 0, então temos HomH (B ,R) 6= 0.

Demonstração: Seja R a soma direta dos objetos simples não-isomorfos pertencentes à

R . Então, para X ∈H temos HomH (X ,R) 6= 0 se, e somente se, HomH (X , R ) 6= 0.

Considere então a sequência exata

0→ A
f
→ B →C → 0,

aplicando o funtor HomH (_, R ) obtemos a sequência exata:

0→HomH (C , R )→HomH (B , R )→HomH (A, R )→
→ Ext1

H
(C , R )→ Ext1

H
(B , R )→ Ext1

H
(A, R )→ 0.

Temos que

Ext1
H
(B , R )'DHomH (τ

−1R , B ) = 0

e também

Ext1
H
(A, R )'DHomH (τ

−1R , A) = 0

uma vez que A, B ∈H∞, além disso,

Ext1
H
(C , R )'DHomH (τ

−1R , C )'DHomH (R , C ).

Escreva então C = C1 ⊕C2 onde cada somando indecomponível de C1 está em R e

nenhum somando indecomponível de C2 estão emR .
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Então

dimk HomH (R , C ) = dimk HomH (R , C1) = dimk HomH (C1, R )≤ dimk HomH (C , R )

e disto decorre que

dimk HomH (B , R )≥ dimk HomH (A, R ).

Como HomH (A, R ) 6= 0, temos HomH (B , R ) 6= 0 e portanto HomH (B ,R) 6= 0. �

Agora, com todos os resultados que já provamos, podemos demonstrar o resultado

mencionado no início desta seção:

Teorema 3.27. Seja H uma categoria hereditária com objeto inclinante e seja E um ob-

jeto de torção excepcional em H∞. Então temos:

(a) E ⊥ é equivalente à modH para alguma álgebra hereditária H ;

(b) Se HomH (H0,H∞) = 0, então HomH (E ,R) 6= 0 para qualquer tuboR em H0.

Demonstração: (a) Pelo teorema 3.18(a), cada componente da k -categoria abeliana e

hereditária E ⊥ contém algum somando indecomponível Mi , somando indecomponível

do termo do meio da sequência quase-cindida

0→τE
f
→M

g
→ E → 0.

Se considerarmos os morfismos Mi → E induzidos por g , podemos dizer que a com-

ponente que contém Mi contém um subobjeto não nulo projetivo Q de subE se Mi → E

for monomorfismo ou se Mi → E for epimorfismo com a aplicação induzida E →τ−1Mi

sendo epimorfismo. No caso em que Mi
α→ E é epimorfismo e E

β
→ τ−1Mi é monomor-

fismo segue da sequência quase cindida

0→τE
(p τβ )T
→ M ′⊕Mi

(v α)T
→ E → 0

que v é monomorfismo, pois β é monomorfismo, e temos também que τ é uma equiva-

lência, então τβ é um monomorfismo e pelo lema 3.21 v é monomorfismo. Logo temos

então a seguinte sequência exata:

0→M ′ v→ E
u→V → 0.

Pelos lemas 3.23 e 3.25, a componente H ′ contendo Mi contém um objeto não nulo
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em subE . Na prova dos lemas 3.23 e 3.25, tomamos as aproximações E t → Z e E t →U

respectivamente, como kernel K , e em ambos provamos que algum somando de K está

em H ′. Então pela proposição 3.3 (iii), este objeto é projetivo em E ⊥. Vamos que a

componente H ′ que contém Mi é uma categoria abeliana hereditária contendo algum

objeto inclinante T̃ ′.

De fato, suponha por absurdo que H ′ não seja hereditária, logo, existiriam objetos

X , Y ∈ H ′ tal que Ext2
H ′(X , Y ) 6= 0, e então teríamos Ext2

H
(X , Y ) 6= 0, o que é um ab-

surdo, pois H é categoria hereditária. Agora, sabemos que existe T̃ objeto inclinante

em E ⊥, e como vimos na demonstração do teorema 3.18, podemos considerar T̃ ′ a soma

dos somandos indecomponíveis de T̃ que estão em H ′. Vamos mostrar que T̃ ′ é ob-

jeto inclinante em H ′. Primeiramente notemos que Ext1
H ′(T̃ ′, T̃ ′) = 0. Agora, dado X ∈

H ′ tal que HomH ′(T̃ ′, X ) = 0 = Ext1
H ′(T̃ ′, X ), vamos mostrar que X = 0. Notemos que

HomH (T̃ , X ) = HomH (T̃ ′ ⊕ T̃ ′′, X ) = HomH ′(T̃ ′, X )⊕HomH (T̃ ′′, X ) = 0, pois T̃ ′′ e X es-

tão em componentes diferentes. Vejamos agora que Ext1
H
(T̃ , X ) = Ext1

H
(T̃ ′ ⊕ T̃ ′′, X ) =

Ext1
H ′(T̃ ′, X )⊕ Ext1

H
(T̃ ′′, X ) = 0, pois Ext1

H
(T̃ ′′, X ) ' DHomH (X ,τT̃ ′) = 0. Logo concluí-

mos que Ext1
H
(T̃ , X ) = 0 =HomH (T̃ , X ), e como T̃ é objeto inclinante em E ⊥ segue que

X deve ser nulo. E finalmente concluímos que T̃ ′ é objeto inclinante de H ′.

Agora como H ′ é categoria hereditária e tem objeto inclinante, podemos concluir

que essa componente deve ser equivalente a modH ′ para alguma álgebra hereditária

H ′, pela proposição 2.3, e consequentemente, E ⊥ é equivalente a modH , para alguma

álgebra hereditária H , onde H é produto cartesiano das álgebras hereditárias H ′ para

cada componente conexa H ′ de E ⊥.

(b) Pela proposição 2.6, sabemos que H0 é união de tubos. Assuma que exista al-

gum tubo R em H0 tal que HomH (E ,R) = 0. Como E ∈H∞, temos que Ext1
H
(E , R ) '

DHomH (τ−1R , E ) = 0 para R ∈R , e então temosR ⊂ E ⊥. Seja H1 o somando indecom-

ponível de H tal que R ⊂ modH1. Uma vez que sequências quase cindidas em R são

quase cindidas em E ⊥, e então em modH1, temos que R é ainda um tubo em modH1.

Então H1 deve ser uma álgebra hereditária mansa. É conhecido da estrutura de álgebras

hereditárias mansas indecomponíveis que cada tubo é sincero, isto é, para qualquer H1-

módulo projetivo indecomponível P temos HomH (P,R) =HomH1
(P,R) 6= 0.

Como a componente modH1 de E ⊥ contém um objeto projetivo não nulo Q que é

subobjeto de E t para algum t , temos que HomH (Q ,R) 6= 0, e então, como existe um

monomorfismo de Q para E t , temos HomH (E t ,R) 6= 0 pelo lema 3.26, e portanto

HomH (E ,R) 6= 0.
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Capítulo 4

O Resultado Principal

Em adição às hipóteses que já estamos considerando sobre a categoria hereditária H ,

assuma que a categoria H tem um objeto inclinante, HomH (H0,H∞) = 0 e assuma tam-

bém que H0 tem algum tubo de posto um. Nós provaremos que H é derivadamente

equivalente à uma álgebra canônica, ou equivalentemente, a alguma categoria cohX dos

feixes coerentes sobre X uma reta projetiva com peso.

Se H é derivadamente equivalente à categoria modH para alguma k -álgebra here-

ditária H e H têm tubos, sabemos que este caso só pode ser o caso em que modH é

uma categoria de módulos de uma álgebra hereditária de tipo de representação mansa,

e por um resultado de Happel(Quasitilted álgebras) segue que H é derivadamente equi-

valente à alguma cohX com gênero negativo. Então podemos assumir, sem perda de

generalidade, que H não é derivadamente equivalente à alguma categoria modH .

4.1 Rank de um Objeto

Para podermos alcançar nosso objetivo, será útil introduzirmos agora a noção de rank

para objetos de H . Pelo resto desta seção, fixe um objeto simples S no tubo de posto

um.

Definição 4.1 (rankX ). Dado X ∈H , o rank de X , denotado por rkX , é dado pela fórmula

rkX = dimk HomH (X ,S )−dimk Ext1
H
(X ,S ).

Temos então as seguintes propriedades básicas.

69
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Proposição 4.1. (a) rkX ≥ 0 para todo X ∈H .

(b) Se 0→ A→ B →C → 0 é exata na categoria H , então r k B = r k A+ r k C .

(c) Se X é um objeto excepcional em H∞, então r k X > 0.

Demonstração: (a) Seja X um objeto indecomponível em H . Se X não está no tubo em

que S está, então da proposição 2.5 segue que

Ext1
H
(X ,S )'DHomH (S ,τX )'DHomH (τ

−1S , X )'DHomH (S , X ) = 0,

pois como S está em H0, se X estiver em H∞ segue a última igualdade. Se X estiver em

um tubo distinto do tubo em que está S , então a igualdade segue da ortogonalidade dos

tubos, e então temos rkX ≥ 0. Analisemos agora o caso em que S e X estejam no mesmo

tubo. Então temos que

dimk HomH (X ,S ) = dimk HomH (S , X ) = dimk Ext1
H
(X ,S ),

e então temos que rkX = 0.

Obs:. Note que dimk HomH (X ,S ) = dimk HomH (S , X ) pela estrutura uniserial do tubo,

suponha por exemplo que

X =
�

S

S

S

�

então a estrutura do tubo é a seguinte, uma vez que o posto do tubo é igual a 1:

S

��

S

""

S

�

S

S

�

<<

��

�

S

S

�

??

�

S

S

S

�

??

(b)Considerando a seguinte sequência exata,

0→ A→ B →C → 0

ao aplicarmos o funtor HomH (_,S ) obtemos a seguinte sequência exata:
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0→HomH (C ,S )→HomH (B ,S )→HomH (A,S )→
→ Ext1

H
(C ,S )→ Ext1

H
(B ,S )→ Ext1

H
(A,S )→ 0

E segue então daí que rkB = rkA + rkC .

(c) Considere X um objeto excepcional em H∞. Sabemos então que Ext1
H
(X ,S ) '

DHomH (S , X ) = 0, da proposição 2.5. Considere agora T = FacT a classe de torção para

algum objeto inclinante T , e seja t X o subobjeto de torção correspondente de X . Sabe-

mos da proposição 3.12 que Ext1
H
(t X , t X ) = 0 e que Ext1

H
(X /t X , X /t X ) = 0. Se t X 6= 0,

então temos que dimk HomH (t X ,S )> 0 do teorema 3.27, uma vez que cada somando in-

decomponível de t X está em FacT e é excepcional em H∞. Daí temos dimk HomH (X ,S )>
0 pela proposição 3.26. Se t X = 0, então X ' X /t X . E então segue novamente pela pro-

posição 3.12 que X é objeto excepcional e de torção. Então temos que dimk HomH (X ,S )>
0 do teorema 3.27. �

Pela proposição 2.7 sabemos que existe um objeto inclinante T em H∞, e então temos

que T é objeto excepcional em H∞. Pelo item (c) da proposição 4.1 podemos escolher

objeto excepcional E ∈ H∞ tal que o rkE seja minimal, suponha rkE = a > 0, e então

podemos claramente assumir que E é um objeto de torção.

Segue também do teorema 3.27 que a categoria E ⊥ é equivalente à categoria modH

para alguma k -álgebra básica hereditária H . Então segue da proposição 3.7 queH ⊕E é

um objeto inclinante em H e ainda pela proposição 3.11 End(H ⊕ E )o p ' H [M ], onde

0→ τE →M → E → 0 é uma sequência quase-cindida. Como assumimos que a cate-

goria hereditária H não é derivadamente equivalente a qualquer categoria modH ′ para

uma k -álgebra hereditária H ′, segue que H [M ] é uma álgebra quase-inclinada que não

é inclinada. O nosso objetivo é mostrar que H [M ] é uma álgebra canônica. Provaremos

esse resultados em diversas etapas.

O próximo resultado é fundamental para a demonstração dos demais resultados desta

seção, e sua prova pode ser encontrada em [7],(pág. 78, teorema 7.10).

Proposição 4.2. Seja H ′ uma k -categoria conexa abeliana hereditária com objeto in-

clinante, que não é derivadamente equivalente a alguma categoria modH ′ para H ′ k -

álgebra hereditária. Seja E ′ um objeto excepcional em H tal que E ′⊥ =modH ′ para al-

guma k -álgebra hereditária H ′. Assuma que M ′ é um objeto indecomponível, onde M ′ é

tal que 0→τE ′→M ′→ E ′→ 0 é sequência exata quase-cindida. Então valem as seguin-

tes propriedades:

(a) M ′ é um H ′-módulo sincero.
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(b) socM ′ não é simples.

(c) A coextensão por um ponto [M ′]H ′ =

�

H ′ 0

D (M ′) k

�

é quase-inclinada.

(d) Existe um objeto inclinante T̃ ′ em Fac(H ′ ⊕ E ′) tal que HomH (H ′, T̃ ′) é um H ′-

módulo injetivo.

Como podemos ver, para que possamos utilizar o resultado anterior, precisamos mos-

trar primeiramente que M é um objeto indecomponível. Mas antes, enunciaremos o

seguinte resultado:

Proposição 4.3. (ver [12]pág. 64) Seja H uma álgebra hereditária indecomponível e M

um H -módulo. São equivalentes:

(a) H [M ] é uma álgebra quase-inclinada.

(b) M é objeto regular indecomponível.

Lema 4.4. Seja E um objeto de torção excepcional em H∞ e 0 → τE → M → E → 0 a

sequência quase-cindida terminando em E e assuma que E ⊥ =modH , H k -álgebra he-

reditária de dimensão finita. Suponha também que H0 tem tubo de posto 1. Então o H -

módulo M é indecomponível e regular.

Demonstração: Como H [M ] é uma álgebra quase-inclinada que não é inclinada, segue

da proposição 4.3 que é suficiente mostrar que H é uma álgebra indecomponível, ou

equivalentemente, que a categoria perpendicular E ⊥ é conexa.

Vamos assumir então que E ⊥ não é conexa. A sequência exata quase-cindida 0 →
τE →M → E → 0 nos mostra que rkM = 2rkE = 2a , utilizando o item (b) do lema 4.1.

Então podemos escrever M =
r
⊕

i=1

Mi , onde cada Mi é objeto indecomponível. Se Mi → E

é um monomorfismo, então pela proposição 3.3 segue que Mi é um objeto projetivo na

categoria E ⊥ e então um objeto excepcional. Temos também que Mi está em H∞, uma

vez que Mi → E é não nulo e E está em H∞, e então concluímos que rkMi > rkE = a ,

pela minimalidade do rkE = a . Se Mi → E é um epimorfismo, então claramente temos

rkMi ≥ rkE = a . Segue daí então que r ≤ 2.

Assumiremos agora que r = 2 e que M1→ E e M2→ E são ambos monomorfismos.

Então pela proposição 3.3, M =M1⊕M2 é objeto projetivo em modH , e então teríamos

que H [M ] é álgebra hereditária, o que é uma contradição.

Então vamos assumir agora que r = 2 e que M2 → E é um epimorfismo. Considere
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então o seguinte diagrama comutativo:

0 // K
g //

f
��

M2
//

(0 1)T

��

E //

i d
��

0

0 // τE h //M1⊕M2
// E // 0

Temos então que h f = (0 1)T g . Logo, h f é monomorfismo, pois (0 1)T e g são, e então

segue que f é monomorfismo. O cokernel de (0 1)T é M1. Entao aplicando o lema da ser-

pente no diagrama acima, obtemos que o cokernel de f é M1 e então podemos construir

o seguinte diagrama:

0

��
0 // K

g //

f
��

M2
//

(0 1)T

��

E //

i d
��

0

0 // τE h //

��

M1⊕M2
// E // 0

M1

��
0

Desde que HomH (K ,τE ) 6= 0 e que τE ∈H∞, segue que K não tem comprimento finito.

Temos também rkK =a−a = 0. Queremos mostrar então que K é um objeto excepcional

em H∞, o que nos dará uma contradição, pelo item (c) do lema 4.1.

Primeiramente aplicaremos o funtor HomH (_, M1)na sequência exata quase-cindida

0→τE →M1⊕M2→ E → 0 obtendo assim a seguinte sequência exata:

HomH (E , M1)→HomH (M1, M1)⊕HomH (M2, M1)→HomH (τE , M1)→ Ext1
H
(E , M1).

Sabemos que HomH (E , M1) = 0 = Ext1
H
(E , M1) pois M1 ∈ E ⊥. Como assumimos no co-

meço da demonstração que E ⊥ não é conexa, M1 e M2 devem estar em componentes

diferentes, segue daí então que HomH (M2, M1) = 0. Logo temos que HomH (τE , M1) '
HomH (M1, M1).

Agora aplicando o mesmo funtor HomH (_, M1) na sequência 0→ K →τE →M1→ 0,
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obtemos:

0→HomH (M1, M1)→HomH (τE , M1)→HomH (K , M1)→ Ext1
H
(M1, M1)

Como temos um epimorfismo τE →M1, temos então epimorfismo

Ext1
H
(M1,τE )→ Ext1

H
(M1, M1),

e segue daí então que Ext1
H
(M1, M1) = 0 pois Ext1

H
(M1,τE ) ' HomH (E , M1) = 0. Então

concluímos que M1 é um objeto excepcional em E ⊥, e então do fato que

HomH (M1, M1)'HomH (τE , M1), temos HomH (K , M1) = 0.

Finalmente, aplicando o funtor HomH (K , _) à sequência 0 → K → τE → M1 → 0

obtemos a sequência exata:

HomH (K , M1)→ Ext1
H
(K , K )→ Ext1

H
(K ,τE ).

Como HomH (K , M1) = 0 e Ext1
H
(K ,τE )'DHomH (E , K ) = 0, e então podemos concluir

que Ext1
H
(K , K ) = 0, obtendo assim a nossa contradição. Logo, concluímos que E ⊥ é

conexa, e então M é indecomponível. �

Lema 4.5. Seja E objeto excepcional de torção em H∞, 0→τE →M → E → 0 a sequência

exata quase-cindida terminando em E e assuma também que E ⊥ =modH , onde H é uma

k -álgebra hereditária de dimensão finita. Então H0 ⊂ Fac(H ⊕E ).

Demonstração: Pela proposição 4.2 sabemos que M é objeto sincero, ou seja, existe

morfismo não nulo de todo H -módulo projetivo para M . Sabemos que M ∈H∞, e como

H é projetivo em E ⊥ e HomH (H0,H∞) = 0, segue que H não tem comprimento finito, e

então concluímos que o objeto H ⊕ E , que é inclinante da proposição 3.7, está em H∞.

E então temos que H0 ⊂ Fac(H ⊕E ) pela proposição 3.8, item (b).

�

Para o objeto inclinante T =H ⊕E podemos considerar o seguinte funtor:

F =HomH (T , _) : H →modH [M ],

onde

HomH (T , _)|FacT : FacT →modH [M ]
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é fiel e pleno. A representação de HomH (T , Z ) como H [M ]-módulo é dada pela seguinte

terna:

(HomH (E , Z ), HomH (H , Z ), g )

de acordo com o teorema 1.9. Porém, como já vimos anteriormente, temos

H [M ]'

�

k 0

HomH (H , E ) H

�

,

e então como o objeto HomH (E , Z ) é um k -espaço vetorial, a representação é da forma:

(k s , HomH (H , Z ), g )

onde

g : k s ⊗k M →HomH (H , Z ),

isto é, vamos escrever então

g : M s →HomH (H , Z ).

Nosso objetivo agora é investigar mais a fundo a imagem F (S ) do objeto simples S , que

pertence à H0, e então pelo lema 4.5 estará em FacT , mas antes disso, vamos enunciar a

seguinte proposição:

Proposição 4.6. (ver [12],pág. 57) Seja H uma k -álgebra hereditária de dimensão finita e

sejaΛ=H [M ], M um H -módulo. Seja (A, B , f ) um objeto em modΛ, onde f : M ⊗k A→ B

é um morfismo de H -módulos, então p dΛ(A, B , f )≤ 1 se, e somente se, kerf é projetivo.

Lema 4.7. Considere F (S ) = (k t , I , f ). Valem as seguintes afirmações:

(a) O morfismo f : M t → I é sobrejetor.

(b) I é um H -módulo injetivo sincero .

(c) D T rH [M ](k t , I , f )' (k t , I , f ).
(d) P = kerf é projetivo e P /r P ' socI .

(e) dimk HomH (P, M ) = 2t .

Demonstração: (a) Como já vimos, rkE > 0, e então podemos concluir que existe um

morfismo não nulo E → S , que deve ser sobrejetor, uma vez que S é um objeto simples.

Consideremos então a addE -aproximação minimal à direita h : E s → S , que também é
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sobrejetora, e então podemos construir a sequência exata 0→ K → E s → S → 0, onde

K = kerh . Aplicando então o funtor HomH (T , _) obtemos a sequência exata:

0→HomH (T , K )→HomH (T , E s )→HomH (T ,S )→ Ext1
H
(T , K ).

Sabemos que T = H ⊕ E , e além disso, segue da proposição 3.3 que K = kerh está em

E ⊥ =modH . Disto decorre que

Ext1
H
(T , K ) = Ext1

H
(H , K )⊕Ext1

H
(E , K ).

Como K ∈modH , e H é H -módulo projetivo, segue que Ext1
H
(H , K ) = 0. Além disso, já

vimos que K ∈ E ⊥, logo, Ext1
H
(E , K ) = 0. E segue daí portanto que Ext1

H
(T , K ) = 0.

Temos F (E ) = HomH (T , E ) = (k , M , i dM ) uma vez que EndE ' k e HomH (H , E ) '
HomH (H , M ) ' M . Então obtemos uma sobrejeção (k , M , i dM )s → (k t , I , f ), uma vez

que o funtor F é pleno. Assim podemos construir o seguinte diagrama comutativo:

M s //

i d
��

M t //

f
��

0

M s // I // 0

De onde podemos concluir então que f : M t → I é sobrejetora.

(b) Pela proposição 4.2 existe um objeto inclinante T̃ em FacT tal que HomH (H , T̃ ) é
um H -módulo injetivo. Desde que S é um objeto simples em um tubo de posto um, te-

mos um epimorfismo T̃ → S pela proposição 2.6. Seja g : T̃ l → S uma addT̃ -aproximação

minimal à direita. Aplicando o funtor HomH (T̃ , _) na sequência exata:

0→ kerg → T̃ l → S → 0,

segue que Ext1
H
(T̃ , kerg ) = 0 e então podemos concluir que K = kerg está em FacT̃ ⊂

FacT . Então daí concluímos que a sequência 0→ F (K )→ F (T̃ )l → F (S )→ 0 é exata em

modH [M ], onde

F (T̃ )l =HomH (T , T̃ )l =HomH (H , T̃ )l ⊕HomH (E , T̃ )l

Também sabemos que F (S ) = (k t , I , f ), e então temos o seguinte epimorfismo

HomH (H , T̃ )l ⊕HomH (E , T̃ )l → K ⊕ I ,
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pela construção da equivalência na prova do teorema 1.9, e temos o seguinte epimor-

fismo:

HomH (H , T̃ )l → I

e segue então do fato de H ser álgebra hereditária e do fato de HomH (H , T̃ ) ser H -

módulo injetivo que HomH (H ,S ) = I é um H -módulo injetivo, pois I é quociente de

um injetivo.

Para cada somando indecomponível P de H , temos que P é objeto excepcional e

está em H∞, então segue do teorema 3.27 que HomH (P,S ) 6= 0. Agora, se considerarmos

HomH (P, HomH (H ,S )), temos o seguinte:

HomH (P, HomH (H ,S ))'HomH (P ⊗H H ,S )'HomH (P,S ) 6= 0

e temos então que HomH (H ,S ) = I é um H -módulo sincero.

(c) Considere a sequência quase-cindida 0→ S →U → S → 0 em H , que está con-

tida em FacT . Como Ext1
H
(T ,S ) = 0, a partir da sequência anterior obtemos a seguinte

sequência exata em modH [M ]:

0→HomH (T ,S )→HomH (T ,U )→HomH (T ,S )→ 0

A última sequência é quase-cindida em modH [M ], o que segue da proposição 2.13.

Isto nos mostra então que D T rH [M ]F (S )' F (S ).
(d) e (e) Considere a sequência exata

0→ P →M t → I → 0

onde P = ker f : M t → I . Como todo H [M ]-módulo em F (FacT ), em particular o H [M ]-
módulo F (S ), tem dimensão projetiva no máximo 1, o que segue da proposição 2.13,

podemor afirmar então que P é um H -módulo projetivo pela proposição 4.6.

Consideremos então o seguinte diagrama comutativo, que dará origem a uma H [M ]-
resolução projetiva de F (S ), onde cada coluna representa um H [M ]-módulo.

0 //

��

M t i d //

i d
��

M t //

f
��

0

0 // P //M t f // I // 0

(4.1)

Como f : M t → I é sobrejetora temos que HomH [M ](F (S ), (0, A, 0)) = 0, para A ∈
modH , e então temos que HomH [M ](F (S ), H [M ]) = 0. Como I é injetivo e M é regular, te-
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mos HomH (I , M ) = 0. Para facilitar a visualização, vamos denotar a resolução projetiva

dada em (4.1) por:

0→ P1→ P0→ F (S )→ 0.

Aplicando então o funtor HomH [M ](_, H [M ]) obtemos

0→HomH [M ](F (S ), H [M ])→HomH [M ](P0, H [M ])→HomH [M ](P1, H [M ])→ TrF (S )→ 0,

vimos anteriormente que HomH [M ](F (S ), H [M ]) = 0, e então aplicando na sequência

acima o funtor D =Homk (_, k ) obtemos:

0→DTrF (S )→DHomH [M ](P1, H [M ])→DHomH [M ](P0, H [M ])→ 0

que dará origem ao seguinte diagrama comutativo:

0 //M r−t

��

//M r

��

h //M t //

��

0

0 // I (P /r P ) // I (P /r P ) // 0

onde r = dimk HomH (M , I (P /r P )). Como vimos que D T rH [M ]F (S )' F (S ), nós devemos

então ter r = 2t e I (P /r P )' I , e então, P /r P ' socI . �

Usando então o lema 4.7 obtemos algumas informações adicionais importantes so-

bre a sequência exata 0→ P →M t → I → 0:

Lema 4.8. Seja E objeto excepcional de torção em H∞ e 0→ τE →M → E → 0 a respec-

tiva sequência quase-cindida terminando em E , além disso, assuma que E ⊥ =modH , H

k -álgebra hereditária de dimensão finita. Seja S1, · · · ,Sn a lista completa de H -módulos

simples, P (S1), · · · , P (Sn ) os respectivos projetivos indecomponíveis e I (S1), · · · , I (Sn ) os inje-

tivos indecomponíveis de H . Então valem as seguintes afirmações:

(a) socM = S 2
i ou socM = Si ⊕Sj .

(b) Se socM = S1⊕S2 e F (S ) = (k t , I , f ), então I = I (S1)t1 ⊕ I (S2)t2 onde t1+ t2 = t .

Demonstração: (a) Seja socM = S n1
1 ⊕ · · · ⊕S nr

r , onde os objetos Si são H -módulos sim-

ples não isomorfos entre si e ni > 0. Como H é uma álgebra hereditária, segue que

Ext1
H
(Si ,Si ) ' Ext1

H (Si ,Si ) = 0, e então podemos concluir que Si é um objeto excepcio-

nal para todo i , e como Si é subobjeto de M , e M está em H∞, logo Si ∈H∞. Portanto

existe um morfismo não nulo saindo de Si para S pelo teorema 3.27 e então rkSi ≥ a , pelo
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item (c) da proposição 4.1. Como rkM = 2a , segue que socM tem no máximo 2 soman-

dos distintos, e da proposição 4.2 temos que socM não é simples, portanto devem haver

exatamente 2 somandos em socM . A partir daí obtemos dois possíveis casos: r = 1 e

n1 = 2 ou r = 2 e n1 = 1= n2, em outras palavras, socM = S 2
1 ou socM = S1⊕S2.

(b) Considere então a sequência exata 0→ socM →M → C → 0. Como socM e M

estão em E ⊥ = modH , segue que C também estão em E ⊥ = modH . Pelo item (b) da

proposição 4.1 temos que rkC = rkM - rksocM = 2a - 2a = 0. Seja U um submódulo

simples de C . Então temos que rkU = 0 e além disso, Ext1
H
(U ,U ) = 0 pois H é uma

álgebra hereditária. Temos então que U ∈ H0, pois caso contrário, teríamos U objeto

excepcional em H∞, e então pelo item (c) da proposição 4.1, rkU > 0, contradição. Como

U está em H0 e HomH (H0,H∞) = 0, segue que C também está em H0.

Seja mi a multiplicidade de Si em M . Temos socM = S 2
1 ou socM = S1⊕S2. Como M é

sincero, pelo menos um dos módulos simples em socM , digamos S1, deve ser projetivo.

Primeiramente podemos dizer que H possui um módulo projetivo simples pois é uma

álgebra hereditária. Então dado um H -módulo projetivo simples P , como M é sincero

sabemos então que HomH (P, M ) 6= 0 pois P é projetivo, do fato de P ser simples, dado

um morfismo f : P → M temos que f é monomorfismo, e disto temos então que P é

submódulo simples de M , ou seja, P ⊂ socM .

Quando socM = S 2
1 , temos que m1 = 2. De fato, considere a série de composição

0⊂ S1 ⊂ S 2
1 ⊂ · · · ⊂N ⊂N ′ ⊂ · · · ⊂M (4.2)

Suponha então que S1 apareça em algum outro fator de composição. Considere então

(4.2) a série de composição contendo socM e que N ′/N ' S1. Então considerando a

sequência exata 0 → N → N ′ → N ′/N → 0, temos que N ′ = N ⊕N ′/N , pois N ′/N é

projetivo. A partir daí, como S 2
1 ⊂ N , teríamos S 3

1 ⊂ N ′ ⊂M , o que é uma contradição.

Quando socM = S1⊕S2, segue que m1 = 1, e a prova para isto é similar a prova anterior.

Considerando socM = S 2
1 temos então a sequência exata

0→ S 2
1 →M →C → 0

e então aplicando o funtor HomH (_, I (Si )), obtemos:

0→HomH (C , I (Si ))→HomH (M , I (Si ))→HomH (S
2
1 , I (Si ))→ 0

e considerando i 6= 1, temos HomH (S 2
1 , I (Si )) = 0. Como M é sincero, temos que
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HomH (M , I (Si )) 6= 0, logo, temos então HomH (C , I (Si )) 6= 0, para i 6= 1.

Agora, considerando socM = S1⊕S2, se supormos m2 > 1, como o simples S2 aparece

uma única vez na série de composição de S1⊕S2, então deve aparecer uma vez na série

de composição de C , e assim,

HomH (C , I (Si )) 6= 0, para i 6= 1.

Se m2 = 1, consideramos então a sequência exata

0→ S1⊕S2→M →C → 0

e aplicando o funtor HomH (_, I (Si )) obtemos:

0→HomH (C , I (Si ))→HomH (M , I (Si ))→HomH (S1⊕S2, I (Si ))→ 0

e considerando i 6= 1, 2, temos HomH (S1⊕S2, I (Si )) = 0. Novamente utilizando o fato de

M ser sincero, temos HomH (C , I (Si )) 6= 0 para i 6= 1, 2.

Uma vez que C ∈H0, quando HomH (C , I (Si )) 6= 0, segue que I (Si ) está em H0. Como

I (Si ) é um H -módulo, F (I (Si )) não é um H [M ]-módulo sincero, pois como vimos, não

existe morfismo do projetivo simples S1→ I (Si ), logo, não existe morfismo do projetivo

F (S1) → F (I (Si )). Podemos observar também que F (S ) é um H [M ]-módulo sincero, e

então, F (Z ) é sincero para todo Z no tubo de S , e segue então que S e I (Si ) não estão

no mesmo tubo. Como S e I (Si ) não estão no mesmo tubo, HomH (I (Si ),S ) = 0, e conse-

quentemente, aplicando o funtor F =HomH (T , _) obtemos

HomH [M ]((0, I (Si ), 0), (k t , I , f )) = 0

pois F |FacT : FacT → modH [M ] é fiel e pleno. A partir daí temos HomH (I (Si ), I ) = 0,

quando HomH (C , I (Si )) 6= 0.

E daí segue que I = I (S1)t1 ⊕ I (S2)t2 , com t1 > 0, pois I é um H -módulo sincero, e com

t2 = 0 se S2 ∈ socM e m2 > 1. �

Proposição 4.9. Seja E objeto excepcional de torção em H∞, 0 → τE → M → E → 0

a sequência quase-cindida terminando em E e assuma também E ⊥ = modH , onde H é

uma k -álgebra hereditária de dimensão finita, então a aljava de H tem um único poço x

e a multiplicidade do H -módulo simples correspondente S (x ) em M é igual a 2, e ainda,
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[M ] = [P (x )]+[I (x )] em K0(modH ), onde P (x ) e I (x ) são os H -módulos projetivo e injetivo

indecomponíveis associados ao vértice x respectivamente.

Demonstração: Agora, como vimos pelo lema anterior, podemos considerar I = I (S1)t1⊕
I (S2)t2 com t1 > 0, com t2 = 0 se S2 ∈ socM e m2 > 1. Considere então que S2 ∈ socM , como

vimos então no final da prova do lema 4.7 temos que 2t = dimk HomH (M , I (P /r P )), mas

como dimk HomH (M , I (P /r P )) = dimk HomH (P, M ) temos então

2t = dimk HomH (P, M ) = dimk HomH (P (S1)t1 , M )+dimk HomH (P (S2)
t2 , M ) = t1.m1+t2.m2,

e daí como estamos considerando socM = S1 ⊕S2, já vimos que m1 = 1. Considerando

primeiro m2 > 1, temos t2 = 0 e então 2t = t1+ t2. Agora, considerando m2 = 1 também

obtemos 2t = t1+ t2.

Considerando a multiplicidade de S1 em M t , temos que t = 2t1 + p t2, onde p ≥ 0 é

o número de caminhos do vértice de S2 para o vértice de S1 na aljava da álgebra H . De

fato, ao considerarmos a sequência exata

0→ P →M t → I → 0,

considerando socM = S1 ⊕ S2, já vimos que m1 = 1, ou seja, quando considerarmos

a multiplicidade de S1 em M t , isso resultará no número t . Por outro lado, sabemos

que I = I (S1)t1 ⊕ I (S2)t2(observe que o simples S1 não aparece na série de composição

de I (S2), pois caso contrário estaria no socI (S2) por ser projetivo), e segue então que

socI = S t1
1 ⊕ S t2

2 , logo a multiplicidade de S1 em I é igual a t1. Agora, sabemos tam-

bém que P = P (S1)t1 ⊕P (S2)t2 , onde P (Si ) são projetivos e indecomponíveis, então, como

rad(P (S1)) ⊂ P (S1) e P (S1)/rad(P (S1)) = S1, segue que P (S1) = S1. Logo S1 só irá aparecer t1

vezes na série de composição de P (S1). Agora nos resta saber se o simples S1 aparece na

série de decomposição de P (S2), mas sabemos que dime2H e1, que é o número de cami-

nhos do vértice de S2 para o vértice de S1 na aljava da álgebra H , também representa o

número de vezes que o simples S1 aparece na série de decomposição de e2H = P (S2). E

então segue a fórmula t = 2t1+p t2.

Se p = 0, então S2 é simples projetivo. De fato:se S2 nao for projetivo, teríamos um

caminho saindo de S2. Logo, como não existe caminho do vértice de S2 para o vértice de

S1, teríamos então outro poço diferente de 1. Assim, teríamos outro projetivo simples

em H , diferente de S1. Portanto, como M é sincero, teríamos outro simples diferente de

S1 e S2 no socM . Como S2 é projetivo simples e portanto aparece uma única vez na série
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de composição de M . Da sequência exata

0→ P (S1)
t1 ⊕P (S2)

t2→M t → I (S1)
t1 ⊕ I (S2)

t2→ 0,

se analisarmos a multiplicidade de S2 em M temos então que

t = 2t2

Como p = 0, da equação t = 2t1+p t2 temos que t = 2t1. Assim, 2t = 2t1+2t2 > t1+ t2, o

que nos dá uma contradição.

Agora, se p > 0, temos 2t = 4t1+2p t2 > t1+ t2, o que também nos dá uma contradição.

Logo, a única possibilidade que nos resta é r = 1 e m1 = 2. Então I = I (S1)t1 . Como

2t1 = 2t , temos a seguinte sequência exata:

0→ P (S1)t →M t → I (S1)t → 0

E isso nos mostra então que [M ] = [P (S1)]+ [I (S1)] em K0(modH ).
Além disso, podemos notar também que a aljava de H tem um único poço x . De fato,

se a aljava de H admitisse outro poço y , teríamos então outro módulo S (y ) projetivo e

simples, e pelo fato de M ser H -módulo sincero, existiria um monomorfismo S (y )→M ,

e então S (y ) seria subobjeto de M , o que é um absurdo, pois sabemos que socM = S 2
1 .

�

Agora definiremos aqui dois conceitos que utilizaremos na prova do próximo teo-

rema:

Definição 4.2. Seja A uma álgebra. Um caminho em modA é uma sequência

M0
f1 //M1

f2 //M2
// · · · //Mt−1

ft //Mt

de morfismos não nulos que não são isomorfismos f1, ..., ft entre os A-módulos indecom-

poníveis M0, M1, ..., Mt com t ≥ 1. Dizemos que M0 é um antecessor de Mt e que Mt é

um sucessor de M0. Um caminho em modA é chamado um ciclo M0 'Mt . Um A-módulo

indecomponível que não está em nenhum ciclo em modA é chamado de módulo dirigido.

Definição 4.3. Seja A uma álgebra. Dizemos que um A-módulo M está no meio de uma

cadeia curta se existir um A-módulo indecomponível X tal que

HomA(X , M ) 6= 0 e HomA(M , DTrX ) 6= 0.
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Antes de proseguirmos com a próxima proposição, vejamos o quadro abaixo, que dá

uma ideia de como estão distribuidos as informações obtidas anteriormente na catego-

ria hereditária H :

Agora, iremos demonstrar um resultado fundamental em nosso trabalho, mas para

isso, precisamos antes de alguns conceitos preliminares.

Definição 4.4. (Álgebra Canônica) Seja n ≥ 2 um número natural e sejam r1, ..., rn n nú-

meros naturais. Seja então Qr1,...,rn
a aljava:

.1

α1

��

.2α1oo · · · · · · . .r1
α1oo

.1

α2
��

.2α2oo · · · · · · . .r2
α2oo

.0 ...
...

...
... .w

α1

WW

α2

^^

αi

��
αn

��

.1

αi

]]

.2αioo · · · · · · . .ri
αioo

.1

αn

VV

.2
αn

oo · · · · · · . .rn
αn

oo
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Seja k um corpo e considere a álgebra de caminhos kQr1,...,rn
. Sejam λ3, ...,λn ; n−2 ele-

mentos não nulos e distintos de k . Então o k -subespaço de kQr1,...,rn
gerado pelos elemen-

tos da forma λiα
r1+1
1 +αr2+1

2 +αri+1
i é um ideal Iλ3,...,λn

em kQr1,...,rn
e a álgebra de caminhos

Λ= kQr1,...,rn
/Iλ3,...,λn

é chamada de álgebra canônica de tipo r1, ..., rn .

Proposição 4.10. (ver [12], pág. 60) Seja H uma álgebra hereditária de artin e M1, ..., Mt

módulos dirigidos indecomponíveis. Então M =M1 ⊕ · · · ⊕Mt não está no meio de uma

cadeia curta se, e somente se, M1, · · · , Mt estão em uma fatia.

Teorema 4.11. Seja E objeto excepcional de torção em H∞, E ⊥ = modH para alguma

álgebra hereditária H e 0→ τE →M → E → 0 a sequência quase-cindida terminando

em E , então a extensão por um ponto H [M ] é uma álgebra canônica.

Demonstração: Podemos assumir que a álgebra H é uma álgebra básica, e então temos

H ' kQ , onde kQ é a álgebra de caminhos da aljava Q . Além disso, sabemos da proposi-

ção 4.9 que a aljava Q tem um único poço. Nosso objetivo primeiramente é mostrar que

o grafo subjacente Q de Q é uma árvore.

Assuma então o contrário, ou seja, Q não é uma árvore. Então existe algum vértice y

em Q tal que existem n ≥ 2 caminhos diferentes de y para x . Sabemos da proposição

4.2 que a coextensão por um ponto [M ]H é quase-inclinada. Denotemos então o vértice

correspondente à coextensão por α, e a aljava estendida por Q̃ . Para um vértice i em Q̃

seja P (i ) o [M ]H -módulo projetivo indecomponível correspondente à i . Segue então de

[12](pág. 54) que Σ = End(P (x )⊕ P (y )⊕ P (α))o p é também quase-inclinada. Podemos

ver então, que Σ é isomorfa à algebra de caminhos com aljava:

y
((

n

... 66 x //// α

De fato, suponha que não fosse, então a única possibilidade que nos restaria seria a se-

guinte aljava:

y
((

n

... 66 x // α
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e então em Q̃ teríamos apenas uma flecha de x para α. Mas então

Q̃

��
α

Como Q̃ é a coextensão de H por M , então I (α)/socI (α) =M , e se tivesse apenas uma

flecha de x paraα, então o espaço vetorial no vértice da representação de M terá dimen-

são 1, portanto S (x ) apareceria somente uma vez no socM, mas já vimos que S (x )2 =
socM , o que nos daria uma contradição, ou seja, devemos ter duas flechas de x para α.

Agora, podemos considerar Σ como a coextensão de L por H1, isto é, Σ= [L ]H1 onde

H1 é a álgebra de caminhos da aljava:

y
((

n

... 66 x

e L tem vetor dimensão dimL = (n , 2), pois aqui o subespaço de caminhos nulos de y

para α tem dimensão n . Agora, vamos olhar Σ de outra maneira, como uma extensão

por um ponto, Σ=H2[N ], onde H2 é a álgebra de caminhos da aljava

x // // α

e N tem vetor dimensão dimN = (n , n ). Agora, se N tem um somando regular inde-

componível, sabemos de [12](pág. 62) que N é indecomponível e regular, mas como

a álgebra Σ é quase-inclinada então N está na boca do tubo[12](teorema 3.9, pág. 68

), logo dimN = (1, 1), o que é uma contradição, pois n ≥ 2. Suponha agora que cada so-

mando indecomponível de N é pós-projetivo ou pré-injetivo. ComoΣé quase-inclinada,

N é dado por uma fatia, fato este que advém da proposição 4.10. Então, a partir daí po-

demos concluir que todos os somandos indecomponíveis de N são ou pós-projetivos

ou pré-injetivos, logo, teríamos dimN = (i , i + 1) ou dimN = (i + 1, i ), mas vimos que

dimN = (n , n ), e então concluímos que Q deve ser uma árvore.

Agora que sabemos que o grafo subjacente da aljava Q é uma árvore, queremos mos-

trar que Q é uma estrela. Suponha por absurdo então que Q não é uma estrela. Então

devem existir vértices a , b , c em Q tal que se w é o vértice da extensão por um ponto
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H [M ] e P (i ) denota o módulo projetivo indecomponível correspondente ao vértice i na

aljava estendida. Temos agoraΣ= End(P (x )⊕P (a )⊕P (b )⊕P (c )⊕P (w ))o p ' T [N ], onde

T é a álgebra de caminhos da aljava:

b

��
x aoo

c

``

sobre k .

Sabemos que o vetor dimensão de N é dado por

1

��
2 1oo

1

^^

Como Σ é quase-inclinada e a álgebra de caminhos da aljava

.

~~. .oo

.

``

sobre o corpo k é de tipo de representação finita, N deve ser dada por uma fatia, nova-

mente utilizando a proposição 4.10. Pelo fato do vetor dimensão de N ser da forma men-

cionada acima, S (x ) deve ser um somando de N . Se temos uma fatia, então somente os
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módulos projetivos indecomponíveis podem ser somandos, como podemos ver abaixo:

P (b ) //

&&

τ−1P (b ) //

&&

τ−2P (b )

S (x ) //
**

P (a )

::

//

$$

τ−1P (x ) // τ−1P (a ) //
++

&&

88

τ−2P (x ) // τ−2P (a )

&&

88

P (c )

88

// τ−1P (c ) //

88

τ−2P (c )

Mas isso é impossível, pois qualquer combinação de vetores dimensão dos projetivos

indecomponíveis não nos fornece o módulo N . Isso mostra então que Q deve ser uma

estrela. Então, acabamos de mostrar que H é dada pela estrela:

1

��

1oo · · ·

1

��

1oo · · ·

2
...

...

1

]]

1oo · · ·

1

VV

1oo · · ·

onde os números denotam o vetor dimensão de M . Como H [M ] é quase-inclinada, deve

ser de fato uma álgebra canônica, por [12]. �

4.2 A Equivalência Derivada

Nesta seção, provaremos o resultado principal deste trabalho, mas para isso precisare-

mos de alguns resultados antes.

Teorema 4.12. (ver [12], pág. 24) Seja T um objeto inclinante em uma k -categoria abeli-

ana H . EntãoDb (H )'Db (Λ) onde Λ= End(T )o p .

Teorema 4.13. (ver [16], pág. 408) Dada uma álgebra canônica C , existe uma equivalên-

cia de categorias trianguladasDb (cohX)'Db (C).
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Teorema 4.14. Seja H uma k -categoria abeliana hereditária conexa, dimk HomH (X , Y )<
∞ e dimk Ext1

H
(X , Y )<∞, para todo X , Y objetos em H . Assuma que H tenha um objeto

inclinante T em H∞, não seja derivadamente equivalente à alguma modH e que H0 6= 0.

Então H é derivadamente equivalente a cohX para alguma reta projetiva X com peso.

Demonstração: Pelo teorema 3.17, podemos assumir que HomH (H0,H∞) = 0. Sabemos

também da proposição 2.6 que todos os tubos em H0 tem posto finito. Seja então n0 o

posto minimal de tais tubos. Se n0 = 1, temos que H [M ] é uma álgebra canônica, e como

já vimos anteriormente, H [M ] ' End(T )o p para T objeto inclinante em H , logo temos

Db (H )'Db (H [M ]), e então temos também queDb (H [M ])'Db (cohX), fatos estes que

seguem dos teoremas 4.12 e 4.13, e então temos que para n0 = 1 o resultado desejado

vale. Suponha agora que n0 > 1 e que o resultado vale para todo m < n0.

Escolha E na boca do tubo de posto n0 em H0. Como supomos que n0 ≥ 2, segue

da proposição 2.5 que Ext1
H
(E , E ) ' DHomH (E ,τE ) = 0, e então concluímos que E é

objeto excepcional. Segue da proposição 3.8 que H0 está contido em FacT , onde T é

objeto inclinante em H∞. Daí temos que E ∈ FacT , e segue da proposição 3.6 que a

categoria hereditária E ⊥ tem um objeto inclinante.

Seja agoraR um tubo em H0, temos que os objetos deR que estão também em E ⊥

têm comprimento finito e formam um tubo de posto n0−1. Então por hipótese de indu-

ção, temos que E ⊥ é derivadamente equivalente à alguma cohY. Então existe um objeto

inclinante T em E ⊥, com T ∈ (E ⊥)∞, tal que End(T )o p =C é uma álgebra canônica. Como

Ext1
H
(T , E )'DHomH (τ−1E , T ) = 0, uma vez que T está em (E ⊥)∞, segue do teorema 3.6

que E ⊕T é um objeto inclinante em H .

Pela proposição 3.11 temos que End(T ⊕E )o p 'C [HomH (T , M )] onde

0→τE →M → E → 0

é sequência quase-cindida em H . Como T está em (E ⊥)∞ temos queT ⊂ FacT , ondeT
é o tubo de M , onde M está na boca do tubo. Aplicando o funtor HomH (T , _) : FacT →
modC , que vimos anteriormente ser fiel e pleno, temos que T é levado em um tubo

com HomH (T , M ) na boca. Então segue de [17] que C [HomH (T , M )] é derivadamente

equivalente à alguma cohX, e consequentemente, H também. Logo provamos então

queDb (H )'Db (cohX).
�
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