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Resumo

O obijetivo desta dissertacao é fazer um estudo sobre categorias hereditdrias com objeto
inclinante utilizando objetos excepcionais e da categoria perpendicular associada a tais
objetos. Mais especificamente, nosso objetivo é provar o seguinte teorema: Se 7# é uma
k-categoria abeliana hereditdria conexa com objeto inclinante e .7# tem um objeto nao
nulo de comprimento finito, entdo .7 é derivadamente equivalente a categoria modH
para alguma &lgebra hereditaria H de dimensao finita, ou /# é derivadamente equiva-
lente a categoria cohX. Comecamos fazendo uma apresentacdo sucinta dos conceitos:
sequéncias quase-cindidas, extensao por um ponto e dlgebras hereditarias. Em seguida,
comec¢amos a estudar categorias hereditarias com objeto inclinante e algumas proprie-
dades fundamentais, e logo apds, definimos objetos excepcionais e categorias perpendi-
culares e estudamos suas propriedades. No ultimo capitulo, demonstramos o resultado
acima citado, utilizando ferramentas de 4lgebras quase-inclinadas e dlgebras canonicas,
e todos os conceitos apresentados antes nesta dissertacao.

Palavras-chave: digebras hereditdrias, categorias hereditdrias, objetos excepcionais.
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Abstract

The aim of this work is to make a study about hereditary categories with a tilting object
using exceptional objects and the perpendicular category associated to this exceptional
object. More specifically, we will prove the following theorem: Let 7# be a connected he-
reditary abelian k-category with finite dimensional homomorphism and extension spa-
ces. If 77 has a tilting object, is not derived equivalent to some modH (H hereditary
algebra) and 7% # 0, then .77 is derived equivalent to cohX for some weighted projective
line X. First, we will briefly present the following concepts: almost-split sequences, one
point extensions and hereditary algebras. After this, we present some basic properties
of hereditary categories with a tilting object. Then, we define exceptional objects and
perpendicular categories and we study their properties. And finally, in the last chapter,
we proof the theorem aforementioned, using tools of quasitilted algebras and canonical
algebras, and all the concepts presented before in this dissertation.

Keywords: exceptional objects, hereditary algebras, hereditary categories.
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Introducao

Nosso objetivo com esta dissertacdo € apresentar um estudo que possa contribuir para
a compreensao de uma categoria hereditdria com objeto inclinante. Almejamos contri-
buir tanto do ponto de vista algébrico quanto do ponto de vista geométrico. O resultado
principal desta dissertacao é:
Se ¢ é uma k-categoria abeliana hereditdria conexa com objeto inclinante e .7 tem um
objeto ndo nulo de comprimento finito, entdo se .7 ndo é derivadamente equivalente a
categoria modH para alguma 4dlgebra hereditdria H de dimensao finita, temos que .77 é
derivadamente equivalente a categoria cohX.

Categorias hereditarias 7# com um objeto inclinante T sdo de especial interesse em
conexdo com a construcdo da classe das dlgebras chamadas quase-inclinadas, dlgebras
essas introduzidas em [12]. Elas sdo por definicdo as dlgebras da forma End ,,.(7)°”. Uma
propriedade importante é que .7 e End ,(T)°? sdo derivadamente equivalentes, fato
este provado em [12].

Os principais exemplos de categorias hereditérias sdo a categoria mod H dos médulos
finitamente gerados sobre uma k-algebra hereditaria H de dimensao finita e a categoria
cohX dos feixes coerentes sobre uma reta projetiva com peso. Existem outros exemplos
também que sdo derivadamente equivalentes aos exemplos citados. Como a categoria
derivada 2°(#) de uma categoria hereditaria pode ser descrita de maneira simples, é
possivel descrever a categoria derivada de todas as categorias que sao derivadamente
equivalentes a 2°(.7¢), e segue entdo de [9] que automaticamente essas categorias tem
um objeto inclinante. As dlgebras quase-inclinadas provém de uma generalizacao das
dlgebras inclinadas e das dlgebras canodnicas de dimensao finita. Note que as dlgebras
inclinadas sdao aquelas obtidas de modH, onde H é uma algebra hereditdria de dimen-
sdo finita sobre um corpo algebricamente fechado, utilizando um objeto inclinante ar-
bitrério, neste caso chamado de médulo inclinante, e as dlgebras candnicas sdo aquelas
obtidas de cohX utilizando um tipo especial de objeto inclinante.



A prova do teorema acima € feita de forma construtiva, consideraremos primeira-
mente E um objeto excepcional, objeto este que podemos estender a um objeto incli-
nante 7' em nossa categoria .#. Dado o objeto excepcional E, consideraremos entado a
sequéncia quase-cindida

0—-7E—-M—>E—Q,

e apos provarmos que, com certas condicdes, a categoria perpendicular E+ é equivalente
a categoria de médulos modH, onde H é uma 4algebra hereditaria de dimensao finita
sobre um corpo algebricamente fechado, veremos que ao tomarmos a extensao por um
ponto de H por M, denotada por H[M]|,

H[M]~End(H ® E)°?,
e além disso essa nova dlgebra serd uma dlgebra canodnica, e entdo de [16] e [12] teremos
P° ()~ 9" (H[M])~ 2”(cohX).

As categorias hereditdrias .7 com objeto inclinante tem sequéncias quase-cindidas,
e entdo, as correspondentes aljavas de Auslander-Reiten de .77, podem ser considerados
dentro da categoria derivada 2”(#). Quando s# é modH, as componentes da aljava
de Auslander-Reiten de 2”(modH) sdo do tipo ZQ para Q uma arvore finita, ZA,, ou tu-
bos, e as componentes da forma ZQ sao dirigidas. Quando a dlgebra H for de tipo de
representacao finito, somente o caso ZQ ocorre, para H de tipo de representacdo mansa
ocorrem somente os casos ZQ e tubos, e finalmente, quando a adlgebra H for de tipo de
representacao selvagem, ocorrem entao os tipos ZQ e ZA,,. Para a categoria derivada
92" (cohX) ocorrem exatamente os mesmos trés tipos de componentes. Em um dos ca-
sos temos as componentes ZQ e tubos, e entdo cohX é derivadamente equivalente a uma
algebra hereditaria H de tipo de representacao mansa. No segundo caso, temos somente
componentes formadas por tubos e finalmente, no terceiro caso, temos tubos e compo-
nentes da forma ZA ,, (para mais detalhes, ver [16]). Entdao podemos ver que em cada um
dos casos existem pelo menos dois tipos de componentes.

O texto estd estruturado da seguinte maneira:

No primeiro capitulo apresentamos conceitos basicos e alguns resultados necessa-
rios para a compreensao dos capitulos seguintes, estudaremos teoria de Auslander-
Reiten, ferramenta essencial em todo este trabalho, extensdes por um ponto, que sao de
extrema importancia para estudarmos algebras quase-inclinadas, e finalmente, a teoria



sobre algebras hereditdrias e modulos sobre algebras hereditédrias serd muito utilizada,
COMO Veremos.

No segundo capitulo, investigaremos k-categorias lineares abelianas, Hom e Ext fini-
tas,ou seja, satisfazendo Krull-Schmidt, e além disso, com a propriedade de que
Ext”, (X, Y) =0, para todo n > 2 e para todos X, Y objetos em J#. Estudaremos também
teoria inclinante em categorias hereditdrias, e apresentaremos aqui alguns resultados
relevantes, demonstrando-os ou citando as referéncias das provas.

No terceiro capitulo veremos alguns resultados sobre objetos excepcionais, ou seja,
objetos indecomponiveis tais que

Ext' (E,E)=0,
I

e além disso, estudaremos também categorias perpendiculares. Alguns dos resultados
apresentados neste capitulo serdo similares aos resultados para a categoria de modulos.
Finalmente, daremos condicoes suficientes para que um objeto excepcional seja esten-
dido a um objeto inclinante, e além disso, condi¢des para que a categoria perpendicular
seja estendida a uma categoria com objeto inclinante. Ainda neste capitulo, também
mostraremos que se o objeto excepcional E é também um objeto de torc¢ao, e estd em
A, entdo a categoria perpendicular E* é equivalente a categoria modH para alguma
k-algebra hereditaria H de dimensao finita, onde k € um corpo algebricamente fechado.

Para provarmos tal resultado, primeiro provaremos que cada componente da k-
categoria abeliana hereditdria E* contém um somando indecomponivel do termo do
meio da sequéncia quase-cindida terminando em E, e entdo apds isso, mostraremos que
cada uma dessas componentes contém um objeto projetivo que estd em subE, e além
disso, também contém um objeto inclinante, e dai, segue de [12] que cada componente
de E* serd equivalente a categoria de médulos finitamente gerados modH para alguma
k-4algebra hereditaria H de dimensao finita.

Por fim, no ultimo capitulo mostraremos o principal resultado desta dissertacao, isto
é, mostraremos que dada uma categoria hereditaria /¢, temos que .7# é derivadamente
equivalente a uma 4lgebra canonica, ou equivalentemente, a categoria cohX dos feixes
coerentes sobre alguma reta projetiva com peso X. Para construirmos tal dlgebra cano-
nica, precisaremos definir varios conceitos uteis, mas antes disso, no segundo capitulo
vimos que a componente dos objetos de comprimento finito, denotada por 7%, é uniao
de tubos, iremos supor entdo que existe algum tubo de posto 1, e consideraremos o sim-
ples S na boca de tal tubo. A partir dai podemos definir o conceito de rank de um objeto



X, denotado por rkX e dado pela seguinte féormula:
rkX = dim;Hom (X, S)—dim;Ext’ (X, S),

conceito este de extrema importancia nas provas dos teoremas que seguem sua defini-
cdo. Por fim, mostraremos que a aljava de H tem um tnico poco x e que a multiplicidade
do objeto simples S(x) associada a este poco € 2, para entdo sermos capazes de mostrar
que a extensdo por um ponto H[M] é uma dlgebra canonica, e entdo de [16] e [12] segue
que

PP (#)~ 9" (H[M]) =~ 2" (cohX).

Apés provarmos isto, a prova de que a categoria .»# é derivamente equivalente a alguma
cohX seguird utilizando indugdo sobre o posto minimal dos tubos em J%,.



Capitulo 1

Conceitos e Resultados Preliminares

Neste capitulo apresentaremos conceitos basicos e resultados que serdao necessdrios para
a compreensao dos capitulos seguintes. Ao longo deste trabalho, quando mencionar-
mos a categoria modA, estamos nos referindo a categoria dos A-mddulos a direita fini-
tamente gerados.

1.1 Teoria de Auslander-Reiten

Uma ferramenta essencial em todos os capitulos deste texto é a teoria de Auslander-
Reiten. Apresentaremos aqui apenas alguns de seus resultados, que podem ser encon-
trados com maiores detalhes em [3] e em [2], para o caso em que as dlgebras sdao consi-
deradas sobre corpos algebricamente fechados.

1.1.1 Morfismos Irredutiveis

Seja A uma élgebra de artin. Um morfismo f: X — Y, com X, Y A-mdédulos é dito uma
1.seccdo se existe um morfismo g: Y — X talque g f = 1y.
2.retracao se existe um morfismo g: Y — X talque fg =1y.

Definicao 1.1. Um morfismo de A-médulos [ : L — M é dito morfismo minimal a es-
querda se para todo h € EndM tal que hf = f, h é isomorfismo.

Definicao 1.2. Um morfismo de A-modulos f : L — M é chamado morfismo quase cin-
dido a esquerda se
1. f ndo é sec¢ao.
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2. Para todo morfismo u : L — U que ndo é secgao, existe um morfismo u’: M — U tal
que u’ f = u, isto é, existe u’ satisfazendo o seguinte diagrama comutativo:

Se f for minimal a esquerda e quase cindido a esquerda, diremos que f é morfismo
minimal quase cindido a esquerda.

Definicao 1.3. Um morfismo de A-médulos f : M — N é dito morfismo minimal a di-
reita se para todo h € EndM tal que fh = f, h é isomorfismo.

Definicao 1.4. Um morfismo de A-modulos f : M — N é chamado morfismo quase cin-
dido a direita se

1. f ndo é retragao.

2. Para todo morfismo u : U — N que ndo é retracdo, existe um morfismou’ :U — M
tal que f u’ = u, isto é, existe u’ satisfazendo o seguinte diagrama comutativo:

U
i
u
M——N

f
Se f for minimal a direita e quase cindido a direita, diremos que f é morfismo mini-

mal quase cindido a direita.
Temos o seguinte:

Teorema 1.1. (ver [2], pdg. 99)

(a) Se [ : X — Y é um morfismo minimal quase cindido a esquerda, entdo X é inde-
componivel.

(b) Se f : X — Y é um morfismo minimal quase cindido a direita, entdo Y é indecom-
ponivel.

Definicao 1.5. Um morfismo de A-mddulos [ : X — Y é dito morfismo irredutivel se
satisfaz as seguintes condigoes:

1. f ndo é sec¢do nem retragao.

2. Se f =gh, entdo ou g é retrag¢do ou h é secgdo.
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Teorema 1.2. (ver [2], pdg. 102)

(a) Se f : L — M é um monomorfismo irredutivel, entdo N = cokerf é um objeto inde-
componivel.

(b) Seg : M — N é um epimorfismo irredutivel, entdo L = kerg é um objeto indecom-
ponivel.

Teorema 1.3. (ver [2], pdg. 103)

(a) Seja [ : L — M um morfismo minimal quase cindido a esquerda. Entdo f é irredu-
tivel. Mais ainda, um morfismo f’: L — M’ é irredutivel se, e somente se, M’ # 0 e existem
uma decomposigdo em soma direta M = M’ & M” e um morfismo f”: L — M"” tais que
[f'f"]": L— M'®M"” é morfismo minimal quase cindido a esquerda.

(b) Seja g : M — N um morfismo minimal quase cindido a direita. Entdo g é irreduti-
vel. Mais ainda, um morfismo g’ : M’ — N é irredutivel se, e somente se, M’ # 0 e existem
uma decomposi¢do em soma direta M = M’ ® M"” e um morfismo g” : M” — N tais que
(g’g”]" :— M’ ® M"” é morfismo minimal quase cindido a direita.

1.1.2 Sequéncias quase-cindidas

Considere nesta secao A uma algebra de artin.

Definicao 1.6. Uma sequéncia exata em modA
0-LLMEN S0

é dita sequéncia quase-cindida se satisfaz:
1. f é morfismo minimal quase cindido a esquerda.
2. g é morfismo minimal quase cindido a direita.

Neste caso, temos pelo teorema 1.1 que L e M sdo objetos indecomponiveis.
Sao caracterizacOes equivalentes para uma sequéncia quase cindida:

Teorema 1.4. (ver [2], pdg. 105) Seja0 — L EX M N >0 uma sequéncia exata em
modA. Sao equivalentes:

(a) A sequéncia é quase-cindida.

(b) L é um objeto indecomponivel e g é um morfismo quase cindido a direita.

(c) N é um objeto indecomponivel e f é um morfismo quase cindido a esquerda.

(d) O morfismo f é minimal quase cindido a esquerda.

(e) O morfismo g é minimal quase cindido a direita.

(f) L e M sdo objetos indecomponiveis em 5, e [ e g sdo morfismos irredutiveis.
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Agora daremos duas defini¢des que usaremos ao longo de todo o texto e que sdo fun-
damentais.

Definicao 1.7. Seja A uma k-dlgebra. Um A-moédulo P é dito projetivo se para qualquer
epimorfismo ¢ : M — N e para qualquer homomorfismo g : P — N existe um homomor-
fismoh:P — M tal que o h = g. Isto é, existe um morfismo h : P — M tal que o seguinte
diagrama comuta:

/
h s lg
%

Analogamente, podemos definir também o conceito de A-mddulo injetivo.

Definicao 1.8. Seja A uma k-dlgebra. Um A-médulo I é dito injetivo se para qualquer
monomorfismo ¢ : M — N e para qualquer homomorfismo g : M — I existe um homo-
morfismoh : N — I talque h¢ = g. Isto é, existe um morfismo h : N — I tal que o seguinte
diagrama comuta:

7/
7/
4 %/h

I
Dada uma 4lgebra de Artin A sobre k, existe uma dualidade D : modA — modA°?
dada por D =Hom(_, I,(k/radk)), em que I,(k/radk) é a envolvente injetiva de k /radk.
Quando em particular k € um corpo, D = Hom(_, k).
Seja modA a categoria cujos 0s objetos sdo A-moédulos finitamente gerados, e o con-
junto de morfismo entre dois objetos M e N é

Hom, (M, N)=Hom,(M, N)/P(M, N)

em que P(M,N) é o subgrupo de Hom, (M, N) formados pelos morfismos f : M — N
que se fatoram por um A-mddulo projetivo, isto €, o conjunto dos morfismos f: M — N
tal que existem P um A-mddulo projetivoeg: M — P, h: P — N taisque f = hg.

De maneira similar, modA é a categoria cujos objetos sio os mesmos de modA e cujo
conjunto de morfismos entre dois objetos M e N é

Hom,(M,N)=Hom,(M,N)/I(M,N)

onde I(M, N) é o subgrupo de Hom,(M, N) dos morfismos que se fatoram através de um
A-moédulo injetivo.
Considere o funtor exato a esquerda e contravariante
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Hom,(_, A) : modA — modA°”

Sendo P, um A-médulo a direita projetivo, Hom (P, A) é A-médulo a esquerda projetivo.
Considerando agora, para cada A-médulo a direita M, a sua resolucao projetiva mi-
nimal

r&pB Mo

Aplicando entdo o funtor Homy,(_, A), obtemos uma sequéncia de A-mé6dulos a esquerda:

Homy(po,A Homy(pr,A)

0—-Hom,(M,A) — : Hom,(P),A) — Homy(P,A)— coker(Homy(p,,A))— 0

Denotamos coker(Hom ,(p,, A)) por Tr M, e o chamamos de transposta de M.
Este funtor induz um outro funtor

Tr :modA — modA°”

A dualidade D : modA — modA°? induz uma dualidade D : modA°? — modA.

Definicao 1.9. As translacdes de Auslander Reiten sdo definidas pela composicdo de D e
Tr, sendo

T=DTr et '=TrD.
Para M um A-mddulo indecomponivel , T M é chamado de transladado de M .

O proximo teorema traz algumas das propriedades satisfeitas pelas translacoes de
Auslander-Reiten.

Teorema 1.5. (Ver [2], pdg. 116) Sejam M e N A-mddulos indecomponiveis em modA.
(a) O A-modulo T M é o médulo {0} se, e somente se, M é A-mddulo projetivo.

(@’) O A-médulo v M é o médulo {0} se, e somente se, M é A-mddulo injetivo.

(b) Se M é um modulo ndo projetivo, entdo T M é um modulo indecomponivel néo in-
jetivoet 'tM ~M.

(b’) Se M é um mébdulo nédo injetivo, entd@o v—'M é um médulo indecomponivel néo
projetivoett M ~ M.
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(c) Se M e N sao modulos ndo projetivos, entdo M ~ N se, e somente se, TM ~TN.

(c’) Se M e N sdao médulos ndo injetivos, entdo M ~ N se, e somente se, 7'M ~77!N.

Sobre a existéncia de sequéncias quase-cindidas, temos um importante resultado:

Teorema 1.6. (ver [2], pdg. 120)
(a) Para cada A-médulo ndo projetivo indecomponivel M , existe uma sequéncia quase-
cindida

O—TM—-E—->M—0

em modA.
(b) Para cada A-modulo nao injetivo indecomponivel M, existe uma sequéncia quase-
cindida

0-M—>E—->1'M—>0

em modA.

1.1.3 Aljava de Auslander-Reiten

Baseados em [19], apresentamos a construcao da aljava de Auslander-Reiten da catego-

riade médulos de uma dada dlgebra, que ao longo dessa secao, salvo indicacdo contrdria,

é sempre considerada de dimensao finita sobre um corpo algebricamente fechado k.
Para tanto, serd necessdria a seguinte definicao, de radical de categorias.

Definicao 1.10. Seja A uma dlgebra de Artin. Para cada par (M, N) de A-médulos, cha-
mamos de radical da categoria modA o conjunto

rad,(M,N)={f € Hom,(M,N)|1y—f g é invertivel a direita, para todo g € Hom,(N, M )}.

Obs:.(i) Sejam M, N A-mddulos. Se f € Hom,(M, N)é tal que o morfismo 1 y—f g admite
inverso a direita, para todo g € Hom,(N, M), entdo 1y — f g é invertivel, para todo g €
Hom (N, M).

De fato, fixado g € Hom,(N, M), consideremos h € Hom,(N,N) tal que (15— fg)h =
1. Assim, h = 1— fg(—h), que admite inverso a direita, h’. Neste caso, 1 = hh’ = (1+
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fgh)h = h'+ fghh' = h’ + fg, ouainda, b’ = 1— fg e, portanto, k é o inverso de

In—f8.
Dessa forma, podemos também definir rad ,(M, N) por

{f e Hom,(M, N)|1y — f gé invertivel, para todo g € Hom,(N, M)}.

(ii) radA é um ideal bilateral de modA (ver [3], pag. 178).

(iii) Se M e N sao indecomponiveis, entao
rad,(M,N)={f e Hom,(M, N)|fnao é isomorfismo(ver [4], pag. 12).

(iv) Se M é indecomponivel, entdo rad,(M, M )=rad EndM, uma vez que EndM é local.
Recursivamente, definimos para n > 1,

rad’}(M,N)= {Z g filgi € radZ_I(Xi, N), fi erads(M, X;),comX; €indA}e

rad(M,N)=(|rad}(M,N).

n>1

Em particular, temos que
radi(M,N) ={g f|f €rad (M, Z)e g erad,(Z, N),para algum A—mobdulo Z}.

Observe que radi(M ,N)Crad,(M, N).Se adicionarmos a M e a N a hipdtese de que
sdo indecomponiveis, podemos concluir que um morfismo f : M — N é irredutivel se,
e somente se, f € rad,(M,N )\radi(M ,IN), (ver [3], pag. 179). Dessa forma, definimos
entao o quociente

Irr(M, N) =rad,(M, N)/rad’,(M, N),

que chamamos de espaco dos morfismos irredutiveis.

Assuma que A é um k-algebra de dimensao finita, k corpo algebricamente fechado,
e sejam M e N como acima. Entao, Irr(M, N) tem estrutura de End N -EndM -bimédulo,
anulado a esquerda pelos elementos derad(End V) e a direita pelos elementos de rad (End M),
o que lhe confere uma estrutura de k-espacgo vetorial, ja que EndM e EndN sdo locais.
Se retirarmos a hipétese de k corpo algebricamente fechado, segue entao que Irr(M, N)
tem estrutura de EndN/R(N, N)-(EndM /R(M, M))°? -bimddulo.
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t
Proposicao 1.7. (ver [19], pdg. 126) Seja M = @Mi”" um A-médulo, com cada M; inde-
i=1
componivel, dois a dois ndo isomorfos.

(a) Seja f : L — M um morfismo de A-modulos, com L indecomponivel, f =(f;--- f)",
em que f; = (fi-+ fin,)' : L — M]". Entao, f é minimal quase cindido a esquerda se, e
somente se, f;; € rad,(L,M,), e as classes E, ,f,_n modulo mdj(L,M,-) formam uma
base para Ir(L, M;), para todo i.E, se existe um A-moédulo indecomponivel M’ tal que
Ir{(L,M’)#0, entdo M’ ~ M;, para algum i.

(b) Seja f : M — N um morfismo de A-médulos, com N indecomponivel, g =(g,--- g;),
em que g; = (g1~ &in,) : M — N. Entao, g é minimal quase cindido a direita se, e so-
mente se, g;; € rad,(M;,N), e as classes g;y,-+,&;,, modulo rad;(M;, N) formam uma
base para Irr{M;, N), para todo i.E, se existe um A-modulo indecomponivel M’ tal que
Ir{M’,N)#0, entdo M’ ~ M;, para algum i.

Como consequéncia desse resultado, obtemos que, se 0 - TN — @le M/"—>N—0
é a sequéncia quase-cindida com final em N, com cada M; indecomponivel e dois a dois
ndo isomorfos, entdo n; = dim;Irr(M;, N) =dim;Irr(t N, M;), para todo i.

Proposicao 1.8. (ver [19], pdg. 128) Sejam X,Y A-mddulos indecomponiveis.
(a) SetX #0 etY #0, entdo existe um isomorfismo k-linear Ir{tX,7Y)~Ir{X,Y).
(b) Se v 'X #0 et 'Y # 0, entdo existe um isomorfismo k-linear Ir{t'X,771Y) ~
ImX,Y).

A seguir, enunciaremos a principal definicao desta secao:

Definicao 1.11. Seja A uma dlgebra de dimensdo finita sobre um corpo algebricamente
fechado. Entdo a aljava de Auslander-Reiten de A, denotado porT'(modA), é definido por:
(i) Os pontos de I'(modA) sao as classes de isomorfismo [X | dos A-mddulos indecom-
poniveis X .
(ii) Sejam [M | e [N] pontos em I'(modA) correspondentes aos A-médulos indecompo-
niveis M e N. As flechas [M | — [N] estdo em correspondéncia bijetiva com os vetores da
base do k -espago vetorial Ir{M, N).

Sejam N um A-mdédulo indecomponivel nao projetivo, e

t
0—TN—->PM—N-0

i=1
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a sequéncia quase-cindida com final em N, com cada M; indecomponivel, dois a dois
nao isomorfos. Comentamos anteriormente, que para todo i, n; = dimIrr(M;,N) =
dimIrr(7 N, M;). Neste caso, temos em I'(modA) a seguinte configuracao:

Observe que o conjunto dos sucessores de [T N | coincide com o conjunto dos antecesso-
res de [IN] e, para cada i, existe uma bijecdo entre {a;;, -+, @;,.} € {B;1,-+, Bin,}, OU s€ja,
ha o mesmo numero de flechas de [t N| para [M;] e de [M;] para [N].

Exemplo 1.1. Seja A a k-dlgebra de caminhos dada pela aljava

lo— 20— 30

com k corpo algebricamente fechado. Comecemos entdo listando os médulos projetivos e
injetivos indecomponiveis:

P)=k > k—k=1I(3)
PR)=0—k->k
P(3)=0—0—k =S(3)
I1)=k—0—-0=5(1)

12) =k 5 k—0

Como P(3) é um médulo simples projetivo, sabemos que todo morfismo irredutivel
comecando em P(3) tem como contradominio um A-mddulo projetivo. E ainda como
P(3) = radP(2), e P(3) ndo é somando de radP (1), entdo o tinico morfismo irredutivel co-
megando em P(3) é a inclusdo i : P(3) — P(2). Disto temos entdo uma sequéncia exata
quase-cindida

0— P(3)— P(2) — coker(i)=P(2)/P(3)=S(2)— 0.

Além disso, P(2) =radP(1), a inclusdo P(2) — P(1) é um morfismo irredutivel. Além disso,
P(1)=I(3), e entdo temos que existe sequéncia exata quase-cindida

0—-P2)—P(l)®eS(2)—1(2)—0.
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Por outro lado ainda, a projeg¢do 1(2) — 1(2)/S(2) = I(1) é minimal quase cindida a es-
querda, com niicleo S(2), de onde conseguimos outra sequéncia exata quase-cindida

0—-S82)—I1(2)—I(1)—0.

Com essas informacoes entdo, podemos construir a aljava de Auslander-Reiten T (modA):

P@)-------~ S@)-------- 1(1)
N NS
P@2)- -~~~ 1(2)
~N
P(1)

Para finalizar essa se¢cdo daremos algumas classificacoes das componentes da aljava
de Auslander-Reiten de A, mas antes, precisamos definir o que é a 7-6rbita de um ele-
mento.

Definicdo 1.12. Para cada M € indA, chamaremos de 7 -6rbita de M ao conjunto
{t"M|neZ}

em que Z C 7 é o conjunto dos ntimeros inteiros tais que v M estd definido.

Definicao 1.13. Uma componentel del(modA) é dita componente pds-projetiva se:
(i) Todo vértice de(I'), estd na 7 -orbita de um projetivo.
(ii) Nenhum vértice de ('), estd em um ciclo orientado em I'(modA).

Definicao 1.14. Uma componentel del(modA) é dita componente pré-injetiva se:
(i) Todo vértice de (I, estd na 7 -orbita de um injetivo.
(ii) Nenhum vértice de (I'), estd em um ciclo orientado em I'(modA).

Definicdo 1.15. Uma componentel” del (modA) é dita componente regular se nédo possui
modulos projetivos ou injetivos.

1.2 Extensao por um ponto

Definicao 1.16. Seja A uma k-dlgebra e X € modA
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(a) A extensdo por um ponto de A por X, a qual denotaremos A[X] é a k-dlgebra na
forma de matriz triangular

A 0

AXI= ¥ &

com a soma usual de matrizes e o produto induzido pela multiplicagdo usual de ma-
trizes e a estrutura de k -A-bimddulo de X .

(b) A coextensdo por um ponto de A por X, a qual denotaremos [X]A é a k -dlgebra na
forma de matriz triangular

kK 0

[X]A=
D(X) A

com a soma usual de matrizes e o produto induzido pela multiplicacdo usual de ma-
trizes e a estrutura de A-k -bimodulo de D(X), onde D(X) := Hom(X, k).

Relembrando que dadas duas k-dlgebras A, C, e um C-A-m6dulo de dimensao finita
X, o conjunto

A 0
B=
X C
. a 0 .
de todas as matrizes ,onde x €A, c€C e x €X,munido com a soma usual de
X C

matrizes e multiplicacdo dada pela formula

a 0 a 0 B aa’ 0
x cl| | x ¢ | | xa+cx’ cc’

é uma k-algebra de dimensao finita com elemento identidade 1 = e, + e, onde

,_|tol _[oo
Yool o 1|

Sejam A uma k-algebra com aljava Q, e X € modA.

1. Ao fazermos a extensao por um ponto de A por X, a aljava Q, pode ser vista como
aquela obtida da aljava Q,x; da k-algebra A[X], retirando-se um vértice fonte e as fle-
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chas que tém inicio nela. Além disso, tem-se que rad(F,) ~ X, onde P, é o A[X]-mdédulo
projetivo associado ao vértice fonte anterioremente citado, isto é, P, = ¢yA[X]. Uma ma-
neira de visualizarmos a aljava de Q4 x; da k-algebra A[X] € a seguinte:

2. Ao fazermos a coextensdo por um ponto de A por X, a aljava Q, pode ser vista
como aquele obtida da aljava Qx4 da k-algebra [X]A, retirando-se um vértice pogo e as
flechas que chegam nela. Além disso, tem-se que [,/S; ~ D(X), onde [, e S, sdo os A[X]-
modulos injetivo e simples respectivamente associados ao vértice poco anterioremente
citado. Uma maneira de visualizarmos a aljava Qx4 da k-dlgebra [X]A € a seguinte:

A seguir daremos 2 exemplos simples que ilustram a definicao.

Exemplo 1.2. Assuma que A=k e X = k. Entdo a extensdo por um ponto A[X| da dlgebra
k por X =k é a dlgebra

k
o]

consistindo nas matrizes triangulares inferiores 2x2 com coeficientes em k. Em outras pa-
lavras, a extensdo por um ponto k[k| é a dlgebra de caminhos sobre k cuja aljava é

lo<——02

Exemplo 1.3. Assumaque A=k e X = k?. Entdo a extensdo por um ponto A[X] da dlgebra
k por X = k? é a dlgebra de Kronecker
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k
k[kz]:[kz Z]

Equivalentemente, k[k?) é a dlgebra de caminhos sobre k cuja aljava é

lo=——0o2

1.2.1 Categoria de Representacoes e Extensao por um ponto

Dados A uma k-algebra e X um k-A-bimé6dulo podemos definir a k-categoria rep(X) de
todas as representacoes k-lineares do bimoédulo X da seguinte maneira:

(i) Um objeto M =(M,, M, ¢,,;) em rep(X) consiste de um k-espaco vetorial M,,, um
A-moédulo a direita M;, e um homomorfismo ¢, : My,®; X — M, de A-moédulos a direita.

(ii) Um morfismo entre M = (M, M, ) e M' = (Mg, M, ¢,,) em rep(X) € um par
I =(fo, /1), onde fy : My — M; ¢ um homomorfismo de k-espagos vetoriais e f; : M; — M|
é um homomorfismo de A-médulos, que sdo compativeis com a estrutura dos homo-
morfismos ¢, ¢y, isto é, o seguinte diagrama comuta:

My®, X 2 M,

f0®1xt Lfl
M &) X M

(iii) A composicao de morfismos em rep(X) é induzido pela composicao de morfis-
mos em modk e modA, respectivamente.

(iv) A soma direta de dois objetos M = (M,, M, 9 ) e M’ = (M(;, M|, ¢\) emrep(X) é
o0 objeto em rep(X)
MoM' =(My® M), M, &M, ¢y ®Py)
A seguir, enunciaremos um importante resultado, que serd muito ttil neste trabalho.

Teorema 1.9. (Ver [19], pdg. 7) Com a notagdo introduzida anteriormente, temos o se-
guinte:
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(a) A k-categoria aditiva rep(X ) é uma categoria abeliana, e existe uma equivaléncia
k-linear de categorias
modA[X] = rep(X)

(b) Se M é um moduloem A[X| e F(M)=(M,, M, ), entdo o vetor dimensdo dimM
de M éda forma

dimM = (dimM,,dimM,)

onde dimM, = dim; M, e dimM, é o vetor dimensdo do A-modulo M,, com (dimM), =
(dimM,), = dimMe,, para qualquer vértice a # 0 da aljava Q,x; de A[X]. Aqui0 €
(Qajx))o € 0 vértice fonte definido pela estrutura da dlgebra extensdo por um ponto A[X].

1.3 Algebras Heredit4rias

Sabemos que qualquer édlgebra H bdésica conexa e com dimensao finita sobre um corpo
algebricamente fechado k admite uma representacdo como &lgebra de caminhos H =~
kQ/I, onde Q é uma aljava conexa finita e I é um ideal admissivel de kQ. E natural
estudarmos a teoria de representacoes das dlgebras da forma H ~ kQ, isto é, das alge-
bras de caminhos com aljava finita, conexa e aciclica. Isso acontece somente quando a
algebra H é hereditdria, isto é, todo submoédulo de um H-moédulo projetivo € projetivo
também.

Definicao 1.17. Uma dlgebra H é dita hereditdria a direita se qualquer ideal a direita de
H é projetivo como H -modulo.

Podemos definir dlgebras hereditédrias a esquerda de maneira dual. O exemplo mais
natural de édlgebra hereditdria a direita (esquerda) é dado pela classe das algebras semi-
simples. O proximo teorema é fundamental:

Teorema 1.10. (ver [2], pdg. 244) Seja H uma dlgebra hereditdria a direita. Todo submo-
dulo de um H -médulo livre é isomorfo a soma direta de ideais a direita de H .

Corolario 1.11. (ver [2], pdg. 245) Seja H uma dlgebra hereditdria a direita. Todo submaé-
dulo de um H -médulo projetivo é projetivo.

Agora, enunciaremos um teorema que nos €é fundamental, uma nova caracterizacao
de algebras hereditarias.
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Teorema 1.12. (ver [2], pdg. 248)

(a) Se Q é uma aljava finita, conexa e aciclica, entdo a dlgebra H = kQ é hereditdria e
Qu=0Q.

(b) Se A é uma dlgebra bdsica, conexa, hereditdriae{e, ..., e,} é um conjunto completo
de idempotentes primitivos ortogonais, entdo:
(i) a aljava Q, é finita, conexa e aciclica, e
(ii) existe um isomorfismo de k -dlgebras H ~ kQ,.

1.4 Modulos sobre algebras hereditarias

Seja A uma k-4algebra de dimensao finita. Temos entdo a seguinte definicao:

Definicao 1.18. Seja modA a categoria dos A-mddulos a direita finitamente gerados. De-
notemos por F(modA) = F(A) o grupo abeliano livre gerado pelas classes de isomorfismos
dos A-méddulos. Seja Fy(modA) = Fy(A) o subgrupo gerado por [X|—[Y |+ [Z] para todas
as sequéncias exatas0 - X — Y — Z — 0 em modA. Entdo o grupo de Grothendieck de
modA é por definicao K,(modA) = Ky(A)= F(A)/ Fy(A).

Pelo teorema de Jordan-Holder, as classes dos médulos simples §;, S,, -+, S,, formam
uma Z-base para o grupo de Grothendieck K(A) = K;(modA). Entdao podemos identificar
Ky(A) com Z", e também falar do vetor dimM ao invés de falar das classes [M] de um A-
modulo. Se a dlgebra A é hereditaria, Ky(A) é equipado com a forma de Euler, definida
por:

< X,Y >=dim;Hom,(X, Y)—dim;Ext}(X, Y),

o que induz uma forma quadratica g, em Kj(A) com g,(x) =< x, x >. Chamaremos x €
Ky(A)=7" de raiz de g, se g,(x) = 1. Diremos que x € uma raiz positiva se além de ser
raiz, x e N,

1.4.1 Tipo de representacao finito

Uma k-dlgebra A de dimensao finita € dita de tipo de representacao finito se - a menos
de isomorfismos - existe um numero finito de A-mdédulos indecomponiveis. Qualquer
A-mddulo pode ser escrito como uma soma direta de A-md6dulos indecomponiveis. O
préximo teorema descreve as dlgebras de tipo de representacdo finito, e além disso, re-
laciona a teoria de representacoes de dlgebras de dimensao finita com a teoria de Lie.
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Teorema 1.13. (ver [2], pdg. 291)(Teorema de Gabriel) Seja H = kQ a dlgebra de cami-
nhos de uma aljava finita conexa sem ciclos orientados, k corpo algebricamente fechado.
Entdo valem as seguintes afirmagoes:

(a) H é de tipo de representacdio finito se, e somente se, o grafo subjacente Q é um diagrama
de Dynkin, isto é, do tipo A,,, D,, (n > 4), Eg, E; ou Eg.

(b) Neste caso, cada H -médulo E é da format~" P, com P H-médulo projetivo indecom-
ponivel.

(c) A forma quadrdtica qy associada a dlgebra H é positiva definida. Além disso, a fung¢do
E — dimE, que envia um moédulo no seu vetor dimensao, estabelece uma bije¢do entre
o conjunto das classes de isomorfismos de H -modulos indecomponiveis e o conjunto das
raizes positivas de qy .

1.4.2 Tipo de representacao mansa

A seguinte definicdo serd util para entendermos melhor a classificacdao de algebras de
tipo de representacao mansa através de seus grafos subjacentes, e além disso, utilizare-
mos tal conceito na prova de que a dlgebra H[M] é candnica:

Definicdo 1.19. Uma aljava Q cujo grafo subjacente Q é uma drvore serd chamado estrela
se existir um vértice pogo ¢ em Q tal que cada componente conexa da subaljava plena
Q—{c} éuma aljava da forma

Ayt oe—  —.

Uma k-4algebra hereditaria H é dita de tipo de representacdo mansa se a forma qua-
drética gy associada a dlgebra H € positiva semidefinida mas ndo positiva definida. Isso
na verdade é equivalente a dizer que o grafo subjacente Q de Q é um diagrama do tipo
Euclidiano. Relembraremos aqui que o diagrama Dynkin Q’ associado ao diagrama Eu-
clidiano Q é uma estrela [p, g, r] satisfazendo 1/p + 1/q + 1/r > 1, chamada de tipo Dyn-
kin da aljava Q. Entdo A, tem tipo [1, p, q] ou simplesmente [p, q], D, (n > 4) tem tipo
[2,2,n—2], e Eg, E, e By tém tipos [2,3,3], [2,3,4] e [2,3,4] respectivamente.

Se Q um diagrama Euclidiano entdo existe uma tinica funcao positiva com valores
inteiros A : Q, — Z que é aditiva, isto é, para p € Q, o valor 2A(p) coincide com a soma
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Z/l(q), estendido sobre todas as vizinhancas g de p, e normalizado, isto é, A(p) =1
qa-p

para algum vértice p. Para cada vértice p € Q, seja P(p) o H-médulo a direita projetivo
indecomponivel associado ao vértice p. A inica forma linear r : K,(H) — Z satisfazendo
r[P(p)] = A(p) é chamada rank de p. Além disso, dada uma algebra A com dimensao
global finita, podemos notar que as classes [P(p)] formam uma base pra Ky(H).

O seguinte teorema nos diz como € a aljava de Auslander-Reiten de uma dlgebra com
tipo de representacdao mansa:

Teorema 1.14. (ver [18], pdg. 158) Seja H = kQ uma dlgebra hereditdria conexa de tipo
de representacdo mansa, com aljava Q com tipo Dynkin igual a [p,q,r]. Sejam &, R, e
¢ denotando o fecho aditivo de todos os H -modulos indecomponiveis com rank maior do
que 0, igual a 0 e menor que 0, respectivamente. Entdo valem as seguintes afirmagoes:

(a) Existe uma trisec¢do modH = 22N RN .¥ nas subcategorias dos H -modulos pos-projeti-
vos, regulares e pré-injetivos.

(b) Os H -modulos indecomponiveis de &, chamados de pos-projetivos, sdao exatamente
os modulos T~ P, onde P é médulo projetivo indecomponivel e m > 0. Os moédulos pos-
projetivos indecomponiveis formam uma uinica componente de Auslander-Reiten.

(c) Os H -mddulos indecomponiveis de .¢, chamados de pré-injetivos, sdo exatamente os
modulost™I, onde I é mddulo injetivo indecomponivele m > 0. Os moédulos pré-injetivos
indecomponiveis formam uma tinica componente de Auslander-Reiten.

(d) Os H -modulos indecomponiveis de #, chamados regulares, formam uma familia % ,,
de tubos, naturalmente indexados pelos pontos da reta projetiva®' (k) = k U{oc}, e tal que
2 . é homogéneo, isto é, ele é fixado por 7, para x # {0,1,00} e Z , tem T -periodo p, q ou
r, de acordo com x =0, 1, 00.

(e) Cada morfismo f : P — Q com P € 2 eQ € .4 se fatora através de qualquer tubo % ,,
dado.
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1.4.3 Tipo de representacao Selvagem

A k-algebra H = kQ daaljava Q é dita de tipo de representacao selvagem se a forma qua-
drética gy associado a dlgebra H é indefinida. Assim como no caso das 4lgebras de tipo
de representacao mansa, os médulos indecomponiveis sdo chamados p6s-projetivos
(resp. pré-injetivos) se sdao da forma 77" P (resp. 7"I), onde P é um H-maddulo proje-
tivo indecomponivel, I é H-mddulo injetivo indecomponivel, e n > 0. Um H-moddulo é
chamado regular se ndo é pés-projetivo nem pré - injetivo.

O teorema a seguir nos diz como € a aljava de Auslander-Reiten de uma algebra com
tipo de representacdo selvagem:

Teorema 1.15. (ver [19], pdg. 222) Seja H = kQ uma dlgebra de tipo de representagdo
selvagem. Entdo existe uma trisec¢do modH = P N RN ¥, onde &, .¥ e R sdo, respecti-
vamente, o fecho aditivo de todos os H -moédulos pos-projetivos, pré-injetivos e regulares.
Além disso,

(a) Os H -médulos pés-projetivos (pré-injetivos) indecomponiveis formam uma tinica
componente de Auslander-Reiten, a componente pos-projetiva (pré-injetiva).

(b) Os H -modulos regulares se decompoe em componentes 6 ., onde cada 6 ,, é do tipo
ZA, e x estd em algum conjunto de indices X .

(c) Se X e Y sdo H -mddulos regulares indecomponiveis, entdo Homy(X,t"Y) #0 para
todo n>0.

1.5 Outros conceitos

Nesta secao daremos mais algumas importantes definicoes que serdo usadas ao longo
deste texto.

Definicao 1.20. Seja H uma k -dlgebra. Um H -mddulo M é dito sincero se para qualquer
H -médulo projetivo P, e para qualquer H -médulo injetivo I,

Homy(P,M)#0 e Homy(M,I)#0.

Vejamos agora outro conceito importante, que utilizaremos para provar que a exten-
sdo por um ponto H[M] é uma édlgebra canodnica.



Capitulo 1. Conceitos e Resultados Preliminares 23

Definicao 1.21. Um conjunto finito > C ind H é dito uma fatia em modH de satisfaz as
seguintes condigoes:

(i) @ M é um H -modulo sincero;
Mex . .
(ii) X é um conjunto convexo em indH

(iii) Se0 - A — B — C — 0 é uma sequéncia quase-cindida, entdo no mdximo um dos
modulos A e C pertence a X..

Uma fatia > é dita completa, se além de satisfazer as 3 propriedades anteriores, satis-
faz:

(iv) Se 0 - A — B — C — 0 é uma sequéncia quase-cindida e um somando indecom-
ponivel de B pertence a X, entio A€ X ou C € %..

Outros conceitos que utilizaremos também sao:

Definicao 1.22. Seja M um H -médulo. Uma envolvente injetiva de M é um par (I, j)
onde I é um H-méddulo injetivo e j : M — I é um monomorfismo tal que se(I’,j') é um
outro par, onde I’ é um H -médulo injetivo e j' : M — I’ é um monomorfismo, entdo existe
um monomorfismo f : I — I’ tal que f j = j'. Em outras palavras, existe f : I — I’ tal que
o0 seguinte diagrama comuta:

Definicao 1.23. Seja H uma k-dlgebra e M um H -modulo. Chamaremos de radical(de
Jacobson) de My; o submédulo de M que é a intersecdo de todos os submédulos maximais
de M. O radical de M serd denotado por radM .

Definicao 1.24. Seja M um H -médulo. O quociente M /radM é chamado o topo de M, e
denotado por topM .

Definicao 1.25. Seja H uma k-dlgebra e M um H -modulo. Chamaremos de socle de M
o submédulo de M que é a soma de todos os submodulos simples de M . O socle de M serd
denotado por socM .

Proposicao 1.16. (ver [2], pdg. 32) Suponha que A, = e, A®---®e, A é uma decomposi¢cdo
de A em submodulos indecomponiveis. Entdo valem as seguinte afirmagoes:
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(a)Todo A-médulo a direita simples é isomorfo a um dos médulos:
S(1)=top(e,A),---,S(n) = top(e, A).
(b) Todo A-modulo a direita projetivo indecomponivel é isomorfo a um dos modulos:
P(1)=¢,A, P(2)=e,A,---,P(n)=e,A.

Mais ainda, e; A~ e;A se, e somente se, S(i) ~ S(j).
(c) Todo A-médulo a direita injetivo indecomponivel é isomorfo a um dos médulos:

I(1)=D(Ae,)~ E(S(1)),---,1(n)=D(Ae,) ~ E(S(n)),

onde E(S(])) é a envolvente injetiva do médulos simples S(j).

De acordo com a proposicao acima, a cada vértice x da algebra hereditéria H = kQ,
podemos associar um projetivo indecomponivel e, kQ que denotaremos por P(x) e tam-
bém podemos associar o correspondente injetivo indecomponivel DkQe,, que denota-

remos por I(x).



Capitulo 2

Categorias Hereditarias

Neste capitulo k denotard um corpo algebricamente fechado. Estamos interessados em
investigar k-categorias lineares, categorias essas que sao abelianas, com espaco de ho-
momorfismos e extensoes de dimensao finita sobre o corpo k e hereditérias.

2.1 Propriedades Basicas

2.1.1 Categorias Abelianas

Uma k-categoria 7 é dita categoria aditiva se toda familia de objetos tém um produto,
cada conjunto de morfismos Hom ,,(X, Y) € um grupo abeliano, e a composicao

Hom ,(Y,Z)xHom_(X,Y) — Hom_(X,Z)
&f) — gf

é k-bilinear para todos os objetos X, Y e Z em #. Dado um ntumero finito de objetos

A, ..., A, de uma categoria aditiva .7, existe a soma direta A; ® ... ® A,, que é por defi-

nicao um objeto A junto com morfismos i;: A; > Aem;: A— A; paral <i <r tal que
r

Ziiﬂi =idy, m;i; = id,, e w;i; =0 para i # j. Note que os morfismos i; e 7; induzem

i=1
isomorfismos

HA" o @Ai o ﬁAi
i=1 i=1 i=1

Dado um objeto A em .77, denotamos por addA a subcategoria plena de .7 consistindo
em todas as somas diretas finitas de copias de A e seus somandos diretos.

25
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Uma decomposicao 7 = 7 | [ # de uma categoria aditiva # é um par de subca-
tegorias plenas .77 e 7 tais que cada objeto em .7 é soma direta de dois objetos de 7%
e J, e Hom , (74 ,.74) = 0 = Hom (.74, 74]) para todo A, € 7 e A, € 7. Uma cate-
goria aditiva /# € dita uma categoria conexa se nao admite uma decomposi¢ao propria
H =] ] .

Um funtor F : 5 — ¢ entre categorias aditivas é dito funtor aditivo se a funcao indu-
zida Hom (X, Y)— Homy(F X, F Y') é linear para todo os objetos X, Y em 7. O kernel
ker F de um funtor aditivo F : 7# — ¢ é por definicdo a subcategoria plena de todos os
objetos X tal que FX = 0. Aimagem imF de F : 7 — & é a subcategoria plena de ¢
formada por todos os objetos Y tal que Y ~ F X para algum X na categoria .77

Uma categoria aditiva /¢ € dita categoria abeliana se todo morfismo ¢ : X — Y tem
um kernel e um cokernel, e a fatorizacdao canonica de ¢

kerg ¢ X ? y —2 coker¢

induz um isomorfismo ¢.

2.1.2 Finitude de Hom , e Krull-Schmidt

Assuma que 7 é uma categoria pequena e Hom-finita, isto €, todos os espacos de mor-
fismos Hom (X, Y) tem dimensao finita sobre k. Como .7# é Hom-finita e abeliana,
temos entdo a seguinte proposicao:

Proposicao 2.1. (ver [15], pdg. 2) Toda k-categoria 5¢ abeliana e Hom-finita é uma ca-
tegoria Krull-Schmidt, isto é,

(a) Todo objeto indecomponivel de 7¢ tem anel de endomorfismos local.

(b) Todo objeto de 7 é soma direta finita de objetos indecomponiveis de 7 .

Para mdédulos, o teorema de Krull-Schmidt estabelece que uma decomposicdao X =
X, ®...0 X, de X em objetos indecomponiveis é tinica a menos da ordem e isomorfismo
de somandos. Agora, para entendermos a categoria 7, é suficiente entender a subca-
tegoria plena ind.7# de todos os objetos indecomponiveis de .7, que ndo é mais uma
categoria abeliana. Entao, analogamente, se quisermos classificar os objetos de .7# é su-
ficiente classificar os objetos indecomponiveis de 7.
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2.1.3 Definicao e exemplos

Uma categoria abeliana /7 € dita categoria hereditaria se Ext’ (X, Y)= 0 paratodo n > 2
e para todos X, Y objetos de 7. Isto é equivalente a assumir que os funtores Ext}%;(_, Y)
e Ext!, (X,_) sdo exatos a direita, isto é, enviam sequéncia exatas curtas em sequéncias
exatas a direita.

Exemplo 2.1. Seja H uma k -dlgebra hereditdria de dimensao finita, temos entédo que H ~
kQ, onde kQ é a dlgebra de caminhos da aljava Q e Q ndo tém ciclos orientados. Entdo
a categoria dos H -modulos a direita de dimensdo finita, 7 = modH, é uma categoria
abeliana hereditdria Ext-finita. A categoria ¢ = modH tem um objeto inclinante (ou
modulo inclinante) T, podemos tomar por exemplo T = Hy com um exemplo trivial.

Seja 7# uma categoria abeliana. Denotemos por F () o grupo abeliano livre gerado
pelas classes de isomorfismos dos objetos de 7. Seja Fy(.7) o subgrupo gerado por [X]—
[Y]+ [Z] para todas as sequéncias exatas0 —» X — Y — Z — 0 em 7. Entao o grupo de
Grothendieck é por definicdo o grupo quociente F ()] (7).

2.2 Categoria Derivada de Categorias Hereditarias

Sabemos que a categoria derivadalimitada de uma categoria abeliana .7#’ € obtida da ca-
tegoria de complexos limitados em 7 invertendo todos os quasi-isomorfismos, transfor
-mando-os assim em isomorfismos na categoria derivada.

Teorema 2.2. (ver [15], pdg. 10) Seja 5¢ uma categoria abeliana hereditdria. Entdo a
neZ%[n]’
onde cada ¢ [n] é uma copia de ¢, com objetos denotados por X [n] para X objeto de

categoria derivada 9 (/) é naturalmente equivalente a categoria repetitiva \/

€, e com morfismos dados da seguinte maneira:
Homgp (X [n], Y [m])=Ext}, "(X,Y).

A expressdo \/ ., 7 [n] tem dois significados. Primeiramente, devemos entender tal

nez

expressdo como o fecho aditivo add(U A [n]) da unido de todos os 7[i], e segundo,

nez
essa expressdo indica que ndo existe morfismo voltando, isto é, ndo existe morfismo de

Hn| — A |m] paran > m.
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Obs:.

(1) Todo objeto indecomponivel de 2” () pertence a alguma #[n]. Entdo se sou-
bermos quem sdo os objetos indecomponiveis em .7, saberemos também quem sdo os
objetos indecomponiveis em 2?(7).

(2) Da descricdo feita anteriormente sobre os objetos indecomponiveis de 27 (7),
segue que 2”(#) é uma categoria Hom-finita e também uma categoria Krull-Schmidt.

(3) Somente existem morfismos nao nulos /7 [n|] — J#[m] se m € {n,n + 1}. Para
mostrar este fato, utilizamos que ndo existem extensdes ndo nulas com grau negativo ou
graun > 2.

No6s podemos enxergar a categoria derivada de 27, 2" (%), da seguinte forma:

H[—1] HN0] = H(1]

onde morfismos entre objetos indecomponiveis existem somente da esquerda para a
direita, e de uma cépia .77 [n] existem apenas morfismos de 7#[n| para .s#[n] ou para
Hn+1].

2.3 Teoria Inclinante em Categorias Hereditarias

O objetivo desta secdo é apresentar os principais resultados sobre teoria inclinante clas-
sica. Nos daremos aqui definicdes que entendemos ser importantes e citaremos algumas
propriedades, deixando as referéncias das provas ou demonstrando tais propriedades.
Seja # uma categoria abeliana hereditaria conexa sobre um corpo algebricamente
fechado k, com espaco de homomorfismos e extensdes de dimensao finita sobre k.

Definicdo 2.1. Um objeto é dito objeto inclinante em ¢ se FacT =& (T), onde os objetos
de FacT sdao quocientes de somas diretas finitas de copias de T e onde X estd em &(T) se
Ext', (T, X)=0.

Nesta secdo assumiremos que .7 nao possui objeto projetivo ndo-nulo e os seguintes
resultados mostrardao que podemos fazer isso sem perda de generalidade.

Proposicao 2.3. (ver [7], pdg. 66) Seja ¢ categoria hereditdria com objeto inclinante. Se
A tem algum objeto projetivo ndo nulo, entdo 7 é equivalente a categoria de modulos
finitamente gerados mod H para alguma dlgebra hereditdria H de dimensdo finita.
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Vamos agora definir o conceito de sequéncia quase-cindida para uma categoria abe-
liana 7.

Definicao 2.2. Uma sequéncia exata em 5¢

0-XxLES Y0

é dita sequéncia quase-cindida se ela nao é cindida, X e Y sdo objetos indecomponi-
veis em 7 e para h € Hom (W, Y) epimorfismo que ndo cinde existe um morfismo ¢ €
Hom ,(W,E)talqueh=g¢.

Proposicao 2.4. (ver [12],pdgs. 24 e 25) Assuma que a categoria hereditdria 7 tem um
objeto inclinante. Entdo:

o 7 tem sequéncias quase cindidas.

e O grupo de Grothendieck Ky(.77) é um grupo abeliano livre de posto finito.

Proposicao 2.5. (ver [5], pdg. 23) Assuma que 5¢ tem objeto inclinante. Entdo existe uma
equivaléncia exata de categorias v : 7 — ¢ com as seguintes propriedades:

e Se0— A— B — C — 0 ésequéncia quase cindida, entdo A~ 1C.

e DExt',(X,Y) ~ Hom,(77'Y,X) ~ Hom,(Y,tX) para X, Y em 5, onde D(Z) =
Hom,(Z, k).

Relembramos agora que um objeto nao nulo S em uma categoria abeliana € dito ob-
jeto simples se S ndo tem subobjetos proprios, isto €, ndo existe subobjeto U de S tal
que 0 # U C S. A seguir introduziremos o conceito de comprimento de um objeto em
uma categoria abeliana, conceito este essencial.

Definicao 2.3. Seja .7 uma categoria abeliana. Um objeto X de .7 tem comprimento
finito se existir uma cadeia de subobjetos

OZXogxlgan_ngn:X

tal que cada quociente X;/ X;_, é um objeto simples. Tal cadeia é chamada série de compo-
sicdo de X . A série de composig¢do de um objeto X ndo é necessariamente tinica, mas o seu
comprimento é invariante, e denotamos tal comprimento por {(X). Além disso, os termos
que aparecem na série de composicdo de um objeto X sdo os mesmos, apenas mudando a
ordem com que aparecem.
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Obs:. Dizemos que um objeto X em # tem comprimento infinito se X ndo tiver com-
primento finito, isto €, ndo existe cadeia de subobjetos de X

0=X0§X1§§Xn_1§Xn=X

satisfazendo X;/X;_, é objeto simples.

Denotemos por 7%, a subcategoria plena de .7 cujos objetos sdo aqueles de compri-
mento finito, e por .7, a subcategoria plena de .7 onde cada somando indecomponivel
dos objetos tem comprimento infinito. Denotaremos por ind.7%, e ind.7#, os objetos in-
decomponiveis em 74 e /7, respectivamente.

Proposicao 2.6. (ver [11], pdg. 417) Assuma que ¢ tem um objeto inclinante. Entdo
ind 7 é uma unido de tubos.

Existem varias maneiras de se escolher objetos inclinante em .7, quando sabemos
que existe algum objeto inclinante. A seguinte possivel escolha é bem qtil.

Proposicao 2.7. (ver [7], pdg. 77) Se 7 tem um objeto inclinante e 5, # 0, entdo é pos-
sivel escolher um objeto inclinante em .

Proposicao 2.8. (ver [5], pdg. 19) As seguintes afirmagoes sdo equivalentes para um objeto
T na categoria hereditdria ¢

e FacT =&(T), istoé, T éinclinante.

° Ex(;f(T, T)=0; Hom,(T,X)=0 :Exzjl;g,(T, X)= X =0; (qualquer objeto Ext-projeti-
voem &(T) pertence a addT .)

Proposicao 2.9. (ver [5], pdg. 25) Assuma que 7 é uma categoria hereditdria com um
objeto inclinante. Entdo um objeto T em ¢ é um objeto inclinante se, e somente se,
Ext' (T, T) = 0 e o niimero de somandos indecomponiveis ndo isomorfos de T for igual
ao posto do grupo de Grothendieck K,(5¢).

O conceito de aproximacao € muito 1til, tal ferramenta nos auxiliard a construir ob-
jetos inclinantes a partir de objetos projetivos e também a estender objetos inclinantes
na categoria perperndicular para a categoria hereditaria /7.

Definicao 2.4. Dados dois objetos X,Y na categoria hereditdria 7, dizemos que
f: X" > Y éaddX -aproximacdo a direita de Y se a fungdo induzida

Hom (X, f): Hom,(X,X"')— Hom_,(X,Y)
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é sobrejetora.
Analogamente, podemos definir o conceito de aproximacao a esquerda:

Definicao 2.5. Dados dois objetos X,Y na categoria hereditaria ¢, dizemos que
g:X — Y' éaddY -aproximacdo a esquerda de X se a funcdo induzida

Hom ,(g,Y): Hom,(Y',Y)— Hom(X,Y)

é sobrejetora.

Lema 2.10. Seja f : X! — Y uma addX -aproximagdo minimal a direita, entdo a fungédo
induzida f’: X' — Z é addX -aproximagao minimal a direita, onde Z = imf .

Demonstracdo: Como f : X’ — Y é addX-aproximac¢ao minimal a direita, sabemos
que Hom (X, f) : Hom (X, X') - Hom (X, Y) é sobrejetora. Queremos mostrar que
f’: X" — Z é add X -aproximag¢ao minimal a direita, entdo considere ¢ : X — Z, obtemos
entdo o seguinte diagrama comutativo:

xt .

N

X—Z

onde i:Z — Y é o morfismo inclusao, e f =i f’. Como f : X’ — Y é add X -aproximagao
minimal a direita e temos o morfismo i¢ : X — Y, entdo existe um morfismo h : X — X'
tal que i¢ = f h, como podemos ver abaixo:

xtL .y

A /
N
¢

— 7

Por outro lado, sabemos que f = if’ e obtemos entdo i¢ = if’h de onde segue que
¢ = f'h, pois i é monomorfismo. Entdo acabamos de concluir que dado ¢ : X — Z,
existe um morfismo h : X — X' tal que ¢ = f’h, em outras palavras, Hom (X, f') :
Hom (X, X') — Hom (X, Z) é sobrejetora.

Provaremos agora a minimalidade de f’. Se f'= f'gonde g: X' — X', entao i f' =
if'g, e assimtemos f = fg. Segue da minimalidade de f que g é isomorfismo. O
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Relembrando agora que um par (7,.7 ) de subcategorias de 7 fechadas para isomor-
fismos é chamado um par de torcao se 7 é fechada para quocientes e extensoes, e 7 é
fechada para subobjetos e extensoes, Hom ,(X,Y)=0para X € 7 e Y € 7, e para cada
Z € J existe uma sequénciaexata0 - X - Z —-Y - 0com X € T e Y € Z. Uma
subcategoria 7 de .# fechada para quocientes e extensoes induz um par de torcao se
(7,%) é um par de torcao onde % ={Y;Hom (7, Y)=0}.

Proposicao 2.11. Seja T um objeto inclinante na categoria hereditdria 7¢. Entdo T =
FacT = &(T) induz um par de tor¢ao em .

Demonstracao: Seja # = {Y;Hom (7, Y) = 0}. Claramente .% é fechada para subob-
jetos e extensoes. Seja Z € 7, f : Z — (v T)" add(t T)-aproximacéo a esquerda. Note-
mos que Hom ,(Z,7T) ~ DExtlﬂ(T,Z) #0se Z ¢ 7, caso contririo Z € §(T)= 7. Seja
K =kerf, L=imf. Considere entao a sequéncia exata:

0-K—-~/Z—>L—>0
Aplicando o funtor Hom ,(_, 7 T) obtemos a seguinte sequéncia exata:
0 — Hom ,(L,7T) N Hom ,(Z,7T)— Hom _,(K,TtT)— Ext;f(L, TT).

Temos que a é isomorfismo, pois f é add(7 T')-aproximacao e Ext! (L, T) é um quoci-
ente de Ext! (7T7,7T)=0. Dai segue que Hom (K, 7 T) ~ DExt! (T, K) = 0 e portanto
K € 7 =&(T). Como Ext' (L,7T)~DHom,(T,L)=0,L € Z e dai temos que (7, %) é
par de torcao. O

Antes da préxima proposicao, temos a seguinte definicao:

Definicao 2.6. Seja X um objeto em uma categoria abeliana ¢, entdo chamaremos o
conjunto de todos os subobjetos de X de Sub(X).

Proposicao 2.12. Seja T objeto inclinante na categoria hereditdria ¢, e seja (.7 ,.7) par
de torcao induzido. Entdo temos o seguinte:

(a) ¥ =Sub(tT).

(b) T°P é objeto inclinante em 5¢°P.

(c) O par de torcdo (FacT, Sub(t T)) em s gera um par de tor¢do (Fad(t T)°?, Sub(T °?)) sob
a dualidade natural 7 — °P.

Demonstracao: (a) Sabemos de 2.5 que Hom (7,7 T) ~ DExt}%( T,T)=0, edai podemos
concluir que Sub(tT)c .#.
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Por outro lado, consideremos X € .% e também a add(r T)-aproximacgdo a esquerda
f:X —(7T)". Podemos entdo construir a seguinte sequéncia exata:

0—Kerf - X—(tT)—0
E entdo aplicando o funtor Hom ,,(_, 7 T) obtemos a seguinte sequéncia:
0 —Hom_,((tT)",7T)— Hom ,(X,tT)— Hom ,(kerf,7T)— Ext;f((f T)y,~T).

Temos
1 1
Ext  ((tT)",7T)~Ext  (T",T)

0,

e além disso, como f é uma add(7 T)-aproximacao a esquerda, temos que

*

Hom ,((tT)",7T) i Hom _,(X,7T)

é epimorfismo, e entdao Hom (K, 7 T) =0, e por 2.5 podemos concluir que Ext;f( T,kerf)
=0. Como X € .%, e .# é fechada para subobjetos, temos que kerf € .7, e segue entdo
que Hom (T, ker f)=0. Dai segue, por 2.8 que ker f = 0. Isso nos mostra entdo que X €
Sub(7T), e como X foi escolhido de forma aleatéria, segue que .%# C Sub(7 T).

(b)Temos que Ext,,,(T°, T°?) ~Ext' (T, T) = 0. Assuma agora que Ext’ ,,(T°",X°F) =
0 = Hom 0p(T°7, X°P). Temos por 2.5 que Hom (7T, X) ~ Ext' (X, T) = 0 e também
Ext!(
X°P, e dai por 2.8 segue que T°” é objeto inclinante em 7 °P.

7T,X)~Hom _,(X,T)=0. Como 7T é objeto inclinante em .7#, temos que X =0 =

(c) Segue diretamente de (a) e (b). O

Uma 4lgebra serda chamada algebra quase-inclinada se for da forma A = End(7)°?,
onde T é um objeto inclinante em uma categoria hereditéria .#’, conceito este que gene-
raliza o conceito de dlgebra inclinada, que sdo as dlgebras da forma A = End(7)°?, com
T um objeto inclinante em uma categoria modH, onde H é uma k-algebra hereditaria
de dimensao finita. Temos entao a seguinte relacdo entre .7’ e A. Relembrando que um
par de tor¢do (7, .7 ) em s € dito par de torcao cindido se todo objeto indecomponivel
de JZ estdem .7 ou estd em .7 .

Proposicao 2.13. (ver [12], pdg. 41) Seja T um objeto inclinante na categoria hereditdria
€ eseja(7,.F) par de tor¢do induzido, onde 7 = FacT . Entdo temos o seguinte:

(a) Os funtores Hom ,(T,_) : FacT — modA e Ext;f(T, _): % — modA sdo fiéis, plenos e
densos.
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(b) (X,%) é um par de torcao cindido em modA, onde ¥ = imExt}%(T ,_) e
% =imHom,,(T,_).

(c) Se0 - A— B — C — 0 é uma sequéncia quase-cindida de 7¢ que estd contida em
FacT, entdao a sequéncia

0— Hom_}/f( T, A) — Hom(yf(T, B) — Hom(yf(T, C) —0

é quase-cindida em modA.
(d)SeY e ¥,entdodpY <leseX e, diX <1.

Temos alguns pares de tor¢do (7, %) em 5, os quais nao sao induzidos por algum
objeto inclinante, mas que também sao de nosso interesse. Dizemos que um par de tor-
cdo (7,Z)éum par de tor¢do inclinante se 7 é um cogerador para .7, ou seja, para todo
X em 7 existe um monomorfismo i : X — Z paraalgum Z € 7.

Proposicao 2.14. (ver [12], pdg 13) Seja (7, F) um par de tor¢do 7. Entdo valem as
seguintes propriedades:

(@) B={X e€P?(H)H(X)=0i+#0,—-1, H(X)e 7, H'X') € F é uma categoria
abeliana.

(b)O par (%', %) de subcategorias plenas X = F (1] e % =T de B é um par de tor¢iao em
AB.

(c) ParaX,Y € A, temos que Homgyv »)|(X, Y [n]) >~ Homgs (X, Y[n]) paran=0,1.

Podemos entdo, a menos de equivaléncia derivada, trocar a categoria hereditéaria ¢
inicial, obtendo entdo o seguinte resultado:

Proposicao 2.15. (ver [9], pdg. 171) Seja 7¢ uma categoria hereditdria com objeto in-
clinante. Se 7' é uma categoria hereditdria derivadamente equivalente a ¢, entdo 7"’
também tem um objeto inclinante.



Capitulo 3

Objetos excepcionais

Neste capitulo, nosso objetivo é estudar alguns resultados bésicos sobre objetos excep-
cionais e também sobre categorias perpendiculares, no contexto de categorias que as-
sumam as nossas hipoteses bdsicas (k-categorias abelianas hereditarias com objeto in-
clinante).

3.1 Categoria perpendicular

Nesta secao, alguns dos resultados apresentados aqui serao similares aos resultados para
a categoria de médulos. Daremos condi¢des suficientes para que um objeto excepcional
seja estendido a um objeto inclinante, e também condi¢cdes para que a categoria perpen-
dicular seja estendida a uma categoria com objeto inclinante.

Defini¢do 3.1. Um objeto E na categoria 7 é dito excepcional quando Ext', (E,E)=0e
além disso, E é um objeto indecomponivel.

Definicdo 3.2. A categoria perpendicular E-+ é definida da seguinte maneira:
OWE")={X € #|Hom,,(E,X)=0=Ext, (E,X)}.
Edados X, Y objetos quaisquer em E*, temos:
Hompg(X,Y)=Hom,(X,Y).

O seguinte resultado é basico, e sua prova pode ser encontrado em [7], pags. 60 e 76.

35
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Proposicao 3.1. Seja E um objeto excepcional na k-categoria abeliana hereditdria 7¢ .
Entdo valem as seguintes afirmagoes:

(a) E* é uma categoria abeliana hereditdria.

(b) End(E)~ k.

Iremos primeiramente procurar maneiras de construir objetos em E+. Como esta-
mos interessados em saber quando a categoria E* é modH para H algebra hereditaria,
estamos interessados em particular em encontrar objetos projetivos em E=.

Proposicao 3.2. Assuma que a categoria 7 tem um objeto inclinante e seja E um objeto
excepcional em 7. Considere a seguinte sequéncia exata quase-cindida em ¢ :

0—=7E—-M—E—D0.

EntdoM € E*.

Demonstracao: Aplicando o funtor Hom ,,(E,_) na sequéncia exata quase-cindida
0—-TE-M3%E—0

obtemos a seguinte sequéncia exata:

0—>Hom%(E,TE)—>Hom%(E,M)ﬂHom%(E,E)gExt}yf(E,TE)e
—>EX‘[}(E,M)—>EX’[}(E,E)—>O

Como E é um objeto excepcional, temos que Ext' (E, E) = 0, e também da proposi¢ao
3.1 temos que EndE ~ k e entdo da proposicao 2.5 segue que

Ext', (E,TE)~DEnd(E)~ k

Uma vez que a sequéncia exata0 — 7TE — M — E — 0 ndo cinde, temos que o0 mor-
fismo a : Hom ,(E, E) — Ext;f(E ,TE)énao nulo, e consequentemente, um isomorfismo.
De fato, suponha por absurdo que « : Hom ,(E, E) — Ext! (E, TE) é nulo. Teriamos
entao que
Hom,,(E, g): Hom ,(E, M) — Hom,,(E, E)

seria sobrejetor, entdo dado morfismo idy : E — E, deveria existir morfismo h : E — M
tal que gh = idg, o que é absurdo, pois g : M — E nao é retracdo. Outra prova de que
o morfismo a : Hom ,(E,E) — Ext}”(E ,TE) é nao nulo pode ser encontrado em [1](pag.
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264). Dai segue que Ext! (E,M) = 0. Da proposi¢do 2.5 temos que Hom ,(E,TE) ~
Ext! (E,E)=0, e portanto, M € E*. O

O seguinte resultado nos mostra como obter objetos projetivos em E*.

Proposicao 3.3. Assuma que a categoria abeliana hereditdria 5¢ tem um objeto incli-
nante, e seja E um objeto excepcional em 7 .

(i) Se X C E! paraalgumt > 0ese X € E*, entd@o X é um objeto projetivo em E*.

(ii) Se existir um monomorfismo irredutivel i : M; — E, entdo M; é projetivo em E 1

(iii) Se g : E' — Z é uma addE -aproximacdo minimal a direita de Z, entdo kerg é um
objeto projetivo em E*.

Demonstragio: (i) Considere Z € E* arbitrério, queremos mostrar que Ext! (X, Z) = 0.

Como X C E’, podemos considerar o morfismo inclusao i : X — E*. Considere entdo a
seguinte sequéncia exata:

05X —>E'SE/X—0
Aplicando entdo o funtor Hom ,,(_, Z), onde Z é um objeto arbitrario de E*+, obtemos:
---—Ext' (E'/X,Z)— Ext' (E',Z)— Ext' (X, Z)— 0

E como Z € E*, temos que Ext' (E’,Z) = 0, de onde concluimos que Ext!, (X,Z) =0,
para todo Z € E*.

(ii) Segue diretamente do item (i) e da proposicao 3.2.

(iii) Considere a sequéncia exata

0-K—E'—-L—-0
Onde K =kerg e L =Img. Aplicando entao o funtor Hom ,(E,_) obtemos:

0 — Hom 4, (E,K)— Hom ,(E,E") 2, Hom ,(E, L) — Ext! (E,K)— Ext! (E,E') —
Ext! (E,L)—0

Uma vez que E é excepcional, temos Ext (E,E’) = 0. Agora, como g : E' — Z é uma
addE -aproximacao, segue do lema 2.10 que o morfismo induzido g’: E* — L também o
é, 0 que mostra que f3 é sobrejetora, da defini¢do de aproximacao. Como f é sobrejetora,
temos que Ext! (E,K)=0. Como EndE ~k e g’: E' — L é minimal a direita, segue que
Hom ,(E, K)=0, pois f é um monomorfismo.
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De fato: Considere 8 : E — E' tal que (6) =0, isto é, g’ =0. Como 6 : E — E?,
podemos escrever 6 = [ 6, --- 6, ]T, onde cada 6; € EndE ~ k, de onde podemos con-
cluir que 6; = A;.I, A; € k. Suponha que 6 # 0, entao temos que algum A; # 0. Como
g':E'— L, podemos escrever g’ =(g;,---g/), e como g'0 =0, segue que

0= gl21)= Y Mg
i=1 i=1

e entdo concluimos que {g;},1 < i < ¢, ¢ um conjunto linearmente dependente, em ou-
tras palavras, podemos escrever sem perda de generalidade que g, = A,g, +---+ A, g;.
Agora, considere o morfismo h: E* — E' dado por:

0 0 .- --- O]
A, 1
h=12; 0
P .0
[ A 0 e e 1]

Podemos ver que g’h = g’, pela construcdo do morfismo h, entao segue que h é iso-
morfismo, pois g’ é minimal, o que é absurso, pois claramente k& nado é isomorfismo.
Logo 0 deve ser nulo, e concluimos entdao que 8 ¢ monomorfismo, e entdo Hom ,,(E, K) =
0.

Portanto K € E+, e consequentemente, pelo item (i), segue que K € projetivo em E L

[

Agora daremos condicdes suficientes sobre E para que E seja estendido a um objeto
inclinante em .7, mas antes disso, definiremos o0 que é uma extensao universal. A exten-
sdao universal é uma ferramenta ttil para estender objetos excepcionais no FacT, onde
T é um objeto inclinante na categoria abeliana hereditéria .77

Definicao 3.3. (ver [5], pdg. 19) Uma sequéncia exata0 — A— B — C — 0 é chamada X -
extensdo universal de C por A se induz um epimorfismo a : Hom (X, C) — Ext. (X, A) e
C estdem addX.

Proposicao 3.4. Seja T um objeto inclinante na categoria hereditdria 7¢ e seja E um
objeto excepcional em FacT. Seja0 — T — Z — E' — 0 a E -extensdo universal de E por
T, isto é, o morfismo induzido a : Hom ,(E,E") — Ext}(E, T) é um epimorfismo.
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Entdo E & Z é um objeto inclinante em ¢ que pertence a FacT. Além disso, se Z €
addE, entdo E é objeto inclinante em 7 e temos também que a categoria perpendicular
E+={0}.

Demonstracdo: Pela proposi¢do 2.8, basta mostrarmos que BExtl (E® Z,E® Z) =0 e
também que se Hom ,(E® Z,Y)=0= Ext}%,,(E ® Z,Y), entdo temos necessariamente
que Y =0.

Se E estd em addT, entdo a extensao universal é a sequéncia0 - T —-T —-0—0, e
entdo nao ha nada a provar. Agora caso E nao estejaem add T, devemos ter Ext' (E, T) #
0, pois caso contrério, teriamos que Ext, (E® T, E® T) =0, e entdo E & T seria um objeto
inclinante com um ntimero de somandos indecomponiveis ndo isomorfos maior do que
o nimero de somandos indecomponiveis ndao isomorfosmo de T, contradizendo entao
a proposicao 2.9.

Dada a sequéncia exata

0-T—>Z—E"—0 3.1)

podemos aplicar o funtor Hom ,,(E,_) obtendo a seguinte sequéncia exata:
Hom ,(E, E") 5 Ext' (E, T) — Ext'(E,Z)— 0

e entdo, como a é sobrejetora, temos que Ext' (E,Z)=0. Além disso, como T e E* estao
em FacT, que é fechada para extensoes, segue que Z estd em FacT, e entdo Ext' (T, Z) =
0. Agora, aplicando o funtor Hom ,,(_, Z) em (3.1), obtemos:

0=Ext, (E',Z)— Ext\(Z,Z2) — Ext' (T, Z) =0

e dai segue que Ext' (Z,Z)=0.
Finalmente, aplicando o funtor Hom ,(Z,_) na sequéncia0 - T — Z — E' — 0,
obtemos:

0=Ext,(Z,Z)— Ext,(Z,E')—0

de onde podemos concluir que Extelﬁ(Z ,E') =0, ou seja, Ext}%(Z ,E) = 0. Logo temos
entao:

Ext' (E®Z,E®Z)=Ext, (E, E)0Ext' (E,Z)®Ext',(Z, E)®Ext. (Z,Z) = 0.

Assuma agora que Hom ,(E® Z,Y)=0= Ext;f(E ®Z,Y)paraalgum Y € . Aplicando
o funtor Hom ,(_, Y) na sequéncia0 — T — Z — E' — 0, obtemos a seguinte sequéncia

exata:
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Hom ,(Z, Y)— Hom,,(T, Y) — Ext',(E*, Y) — Ext\,(Z, Y) — Ext\ (T, Y) — 0.

Assumimos por hipétese que Hom ,(E ® Z,Y) = 0 = Ext,(E & Z, Y), logo temos que
Hom,(Z,Y) = 0 = Ext (E',Y) = Ext' (Z,Y). Dai segue que Hom,(T,Y) =
0 = Ext\(T,Y), e como T é um objeto inclinante em .#, concluimos entdo pela pro-
posicdo 2.8 que Y =0. Isso finaliza a prova de que E @ Z é objeto inclinante, o que segue
novamente da proposicao 2.8.

Agora, considere Z € add E, entdo como o objeto E & Z é inclinante em /7, segue que
E é objeto inclinante em 7. Agora, se considerarmos X € E*, entdo por defini¢ao de
E', Hom ,(E,X)=0= Ext;f(E,X), porém, como E é objeto inclinante, temos X =0 e
segue dai que E+ =0. O

Mostraremos agora uma relacdo entre objetos inclinantes na categoria abeliana he-
reditdria .77 e objetos inclinante na categoria E*.

Teorema 3.5. Seja E um objeto excepcional na categoria hereditdria 77 e seja T’ = E & X
comXeEte Ext;f(X, E)=0. Entdo T’ é um objeto inclinante em ¢ se e somente se X é
objeto inclinante em E*.

Demonstracdo: Assuma que T’ = E @ X é objeto inclinante em .7, onde X € E*. Como
Ext;f(T’, T’) = 0, temos entdao que Ext;f(X ,X) = 0. Agora considere Y € E* tal que
Hom ,(X,Y)=0= Ext;f(X, Y). Uma vez que Y € E', temos que vale Hom ,(E,Y) =
0=Ext' (E,Y) e entdo Hom ,(T’,Y)=0=Ext' (T’,Y). Segue entdo da proposicao 2.8
que Y =0, pois T’ € um objeto inclinante em .7#. Dai, segue também da proposicao 2.8
que X é um objeto inclinante em E*.

Na outra dire¢do, podemos raciocinar da mesma maneira. Notemos que

1 — 1 _ 1 1 1 1
Ext! (T’, T")=Ext',(E® X, E ® X) = Ext' (E, E)® Ext'(E, X) ® Ext' (X, E) ® Ext' (X, X).

Como E é objeto excepcional em .7, e entdo Ext! (E, E) = 0. Temos também que X € E*,
logo Ext;g)(E ,X) = 0. Por hipotese temos que Ext;f(X ,E) = 0 e finalmente, como X é
inclinante em E+, obtemos Ext' (X, X)=0, e portanto, Ext' (77, T’) =0.

Seja agora Y € . tal que Hom,(T’,Y) = 0 = Ext\(T",Y). Temos entdo que
Hom ,(E,Y)=0= Ext;f(E , Y), 0 que nos mostra que Y deve obrigatoriamente estar em
E*. Também sabemos que Hom ,(X,Y)=0= Ext}%(X, Y), e pelo fato de X ser objeto in-
clinante em E*, concluimos, pela proposicdo 2.8 que Y = 0. Logo, segue da proposicédo
2.8 que T’ é um objeto inclinante em 7. O
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A seguir provaremos que se ¢ possui um objeto inclinante T e E € objeto excepcional
na categoria hereditaria ./# que estd em FacT, entdo existe X € E* objeto inclinante tal
que E & X é objeto inclinante em 7.

Teorema 3.6. Seja E um objeto excepcional na categoria hereditdria 7¢ e assuma que 7
tenha um objeto inclinante T tal que E € FacT. Entdo existe algum objeto inclinante
X € E* tal que E ® X é um objeto inclinante em ¢ .

Demonstracgdo: Seja0 — T — Z — E' — 0 a extensao universal de T por E, ou seja, 0
morfismo
a:Hom ,(E,E")—Ext' (E,T)

é sobrejetor. Sabemos entdo, da proposicao 3.4 que E & Z é um objeto inclinante em 7.

Sabemos agora que Ext' (Z,E)=0. Se Z € E*', segue do teorema 3.5 que E ® Z é
objeto inclinante em .. Assuma entdo que Z ndo esteja em E*. Aplicando o funtor
Hom ,(E,_) na sequéncia exata0 — T — Z — E' — 0 obtemos:

Hom ,(E,E') > Ext' (E, T) — Ext'(E,Z) — Ext (E,E") — 0

Como E é um objeto excepcional em .7, temos que Ext' (E, E*)=0, e pelo fato de a ser
sobrejetora, temos que
Ext' (E,Z)=0. (3.2)

Segue dai, uma vez que supomos que Z ndo estd em E+, que Hom ,(E,Z) # 0 e en-
tdo podemos considerar f : E° — Z addE -aproximacao minimal a direita e a sequéncia
exata:

0—-K—-E'—>imf—0 (3.3)

Entdo temos que K = kerf é um objeto projetivo em E* pela proposicdo 3.3. Apli-
cando entdo o funtor Hom . (E,_) na sequéncia exata

0—Imf—2Z—Q—0

onde Q = coker f, obtemos a seguinte sequéncia:

0 — Hom ,(E,Imf) - Hom ,(E, Z) — Hom,,(E, Q) —

— Ext (E,Imf)— Ext., (E,Z)— Ext, (E,Q)— 0 (3.4)
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Segue entao de (3.2) e (3.4) que
Ext' (E,Q)=0.

Vejamos agora que Ext! (E,imf) = 0. Da sequéncia (3.3), aplicando o funtor
Hom ,(E,_) obtemos:

Ext' (E,K)—Ext (E,E*)— Ext' (E,imf)—0
e como Ext' (E, E¥) =0, segue que
Ext’ (E,imf)=0. (3.5)

Vejamos que 7 € sobrejetora. De fato, sabemos que f : E° — Z é add E -aproximacao, ou
seja, o morfismo
a:Hom ,(E,E°’)— Hom ,(E,Z)

é sobrejetora. Entao, dado um morfismo g : E — Z, sabemos que existe um morfismo #/ :
E — E° tal que g = f h. Por outro lado, podemos fatorar o morfismo f pela sua imagem,
e entdo terfamos f =ip,onde p: E* —imf e i:imf — Z. A partir dai, teriamos entao
g = fh =iph, e entdo segue que y é sobrejetora, pois dado g : E — Z, conseguimos
fatorar g atravésde i : imf — Z.

Logo, segue da sequéncia (3.4) e da sobrejetividade de y que

Hom ,(E,Q)=0.

Portanto Q € E*.
Agora consideremos a extensio universal

05K —>L—>Q—0 (3.6)

de Q por K, ou seja,
f :Hom (K", K)— Ext.,(Q, K)

é sobrejetora.
Suponha que L = 0, entao da sequéncia (3.6) temos K = 0 = Q. Logo, a addE-
aproximac¢do minimal a direita f : E¥ — Z é um isomorfismo e assim Z € addE. Pela
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proposicdo 3.4 segue que E é objeto inclinante em .# e E* = {0}, e neste caso ja estd
provado nosso objetivo.

Suponha entdo L # 0. Vamos mostrar que L € E+. Da sequéncia (3.6), como K € E+,
Q € E* e a categoria E* é fechada para extensoes, segue que L estd em E*.

Agora provemos que o objeto K & L é um objeto inclinante em E*.
Passo 1) Ext’ (K,K)=0eExt!, (L, K)=0.

De (3.2) e do fato de E ser objeto excepcional segue que Extel%/,,(E ,E® Z)=0. Apli-
cando entdo o funtor Hom 4 (_, K) na sequéncia exata 0 —» K" — L — Q — 0, obtemos a
sequéncia exata:

Hom,, (K", K) 5 Bxt! (Q, K) — Bxtl, (L, K) — Extl (K", K) =0

Como K é projetivo em E*, temos que Extel%,(K’, K)=0, e dai, como
8 :Hom (K", K)— Ext' (Q,K)

é sobrejetora, segue que Extel%,(L, K)=0.
Passo 2) Ext' (L, L)=0.

Para mostrar que Ext! (L, L) = 0, consideremos a sequéncia exata 0 — Imf — Z —
Q — 0. Aplicando o funtor Hom_,(_, Q), obtemos a sequéncia:

Hom ,(Imf, Q) — Ext’ (Q,Q)— Ext' (Z,Q) — Ext! (imf,Q)— 0

A sequéncia exata
1 1
Ext, (Z,Z)—Ext ,(Z,Q)—0

nos mostra que Ext! (Z,Q) = 0, uma vez que Ext! (Z,Z) = 0, ja que o objeto E & Z é
inclinante. Também temos que Hom _,(Imf, Q) = 0, pois Imf estd em FacE e Q € E*.
Portanto, segue que Ext’ ,(Q,Q)=0.

Aplicando entao o funtor Hom ,(_, Q) na sequéncia0 — K" — L — Q — 0, obtemos:

Ext' (Q,Q)—Ext!,(L,Q)—Ext, (K",Q)— 0

de onde concluimos que Extel%p(L,Q) = 0, pois Ext;,f(Q,Q) =0 e K é projetivo em E*
(Ext’ (K,Q)=0pois K, Q estdo em E* e E* é fechada para extensoes, entdo toda sequén-
cia exata comecando em K e terminando em Q estd em E'). Aplicando o funtor
Hom ,(L,_) na mesma sequéncia, obtemos a sequéncia exata:

Ext' (L,K")—Ext., (L,L)— Ext (L,Q)—0
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Como jé vimos, Ext! (L, K) = 0 e Ext' (L,Q) = 0, segue entdo que Ext' (L, L) = 0. Por-
tanto, Ext' (K ® L,K ® L)=0.

Passo 3) Provaremos agora que se Y € E* tal que Hom (K ® L,Y) = 0 = Ext' (K @
L,Y)entdao Y = 0. Usando a sequéncia exata 0 » K" — L — Q — 0 podemos ver que
Hom ,(Q,Y)=0= Ext}%o(Q, Y). (Basta aplicar o funtor Hom ,(_, Y)). Aplicando agora o
mesmo funtor Hom ,(_, Y) na sequéncia 0 - Imf — Z — Q — 0, obtemos:

0 — Hom 4(Q,Y)—Hom ,(Z,Y)— Hom ,(Imf,Y) — Ext, (Q,Y) - Ext' (Z,Y)—
Ext., (Imf,Y)—0

Dai, como Hom ,(Q,Y)=0= Extljf(Q, Y), temos os seguintes isomorfismos:
Hom ,(Z,Y)~Hom,(imf, Y) e também Ext}, (Z, V)~ Ext\, (Imf, Y)

Dai, como Imf € FacE e Y € E*, temos que Hom ,(Imf, Y) = 0 e consequentemente
Hom ,(Z,Y) = 0. Aplicando entdo o funtor Hom_,(_, Y) na sequéncia o - K — E® —
Im f — 0, obtemos a sequéncia exata:

Hom ,(E*,Y)— Hom (K, Y)— Ext (Imf,Y)— Ext' (E*, Y).

Como Y € E* e Hom (K, Y) = 0 por hipétese, segue que Ext' (Imf, Y) = 0. Aplicando
agora o funtor Hom ,(_, Y) na sequéncia 0 — Imf — Z — Q — 0 obtemos a sequéncia
exata:

Ext! (Q,Y)—Ext) (Z,Y)—Ext (Imf,Y)—0

E entdo segue que Ext‘lﬁ,,(Z, Y)=0. Como Y € E+, temos entdo que Hom ,(E® Z,Y) =
0=Ext' (E®Z,Y),0queimplica Y =0, pois E & Z é objeto inclinante em .. Segue dai
da proposicdo 2.8 que X = K @ L é um objeto inclinante em E*.

Por fim, mostraremos que E & (K @ L) é objeto inclinante em #, com K & L em E L
Ja provamos que K ® L € E* e K @ L é objeto inclinante em E*.

Para provar que E ®(K @ L) é objeto inclinante em .77, pelo teorema 3.5 basta mostrar
que

Ext' (K@ L,E)=0.

Como existe um monomorfismo K - E* e além disso, Ext! (E*, E)=0, segue que

1 _
Ext!, (K, E)=0.
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ComoExt! (Z, E)=0, temos que Ext' (Imf, E) = 0. Aplicando agora o funtor Hom ,(_, E)
na sequéncia exata 0 —» Imf — Z — Q — 0 obtemos:

Hom,,(Imf, E) — Ext',(Q, E) = Ext',(Z, E) =0

Como EndE ~ k e f : Ef — Z minimal a direita, temos que Hom ,(Imf, E) = 0 e en-
tao Ext(l%ﬂ(Q, E)=0. Como temos entdo a sequéncia 0 - K" — L — Q — 0, segue que
Ext! (L, E)=0. Portanto temos que Ext' (K & L, E) =0, e pelo teorema 3.5, concluimos

que E ® (K @ L) é um objeto inclinante em 7. O

Quando E* for equivalente a categoria modH, para alguma algebra H hereditéria,
podemos escolher um objeto de E+ de uma maneira conveniente, que facilitard nossas
contas.

Proposicao 3.7. Seja E um objeto excepcional na categoria hereditdria com objeto incli-
nante ¢ e assuma que E* é equivalente a categoria modH para alguma dlgebra heredi-
taria H. Entdo H ® E é um objeto inclinante em ¢ .

Demonstracdao: Como H é projetivo em E* e pela proposi¢do 3.2 M estd em E*, onde
0 —» 7E — M — E — 0 é sequéncia quase-cindida, temos que Ext| (H,M) = 0, e dai
segue que Ext‘lﬁ,f(H , E)=0 pois E* é fechada para extensoes, entdo toda sequéncia exata
comecando em E e terminando em H estd em E*. Vejamos entdo que H é de fato objeto
inclinante em E*. Sabemos que Ext!, (H, H) =0, umavez que H é projetivoem E* e E* ¢
fechada para extensoes. Considere agora Y € E* tal que Hom ,(H,Y)=0= Ext}%;(H ,Y).
Como Y e modH, temos que Y ~Homy(H, Y)=0e entdo Y =0, e entdo da proposicao
2.8, H é inclinante em E*. Entdo, pelo teorema 3.6 segue que H ® E é um objeto incli-
nante em 7. 0

Como vimos nesta se¢ao, nosso interesse € investigar quando um objeto excepcional
E estd no FacT para algum objeto inclinante T em 7. Nesse caso diremos que E é um
objeto de torgao, isto é, Ext! (T, X)=0.

Proposicao 3.8. Seja T um objeto inclinante na categoria hereditdria 7¢ e assuma que
Hom (%), 7,)=0. Seja Z um tubo em 7¢,. Entdo, temos os seguintes fatos:

(a) Algum objeto em R estd em FacT .

(b) Se T € 7, entdo # C FacT .

(c) Todos os objetos em 5%, sdo de torgao.
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Demonstracao: (a) Caso algum somando indecomponivel de T estejaem 2, o resultado
é valido. Suponha entdo que nenhum somando indecomponivel de T esteja em %. Sa-
bemos que Ext) (T,#2) =~ DHom,(%#,T) = 0, uma vez que assumimos que
Hom (.74, 7#,) = 0 e que ndo existe morfismo nao nulo entre tubos diferentes(ver [11],
prop. 1.2(d)), e entdo, temos que Z C FacT.

(b) Caso T € ., como vimos na demonstra¢do do item (a), temos que Exti,f(T,%) o~
DHom (2, T)=0, o que jad mostra que # C FacT.

(c) Seja M € # objeto indecomponivel em algum tubo 2. Vamos mostrar que M é um
objeto de tor¢ao, isto é, que existe algum objeto inclinante T em # tal que M € FacT.
Do item (b), caso T € 77, temos que £ C FacT, em particular, M € FacT.

Se T nao possui somandos no tubo %, temos da proposicao 2.5 que
Ext! (T,M) ~ Hom (7'M, T), e sabemos que Hom ,(t"'M, T) = 0, (ver [11], prop.
1.2(d)), e assim M € FacT.

Por fim, suponha que exista um somando indecomponivel 7’ de T no tubo Z. Entao,
existe um epimorfismo T’ — B, onde B estd na boca do tubo #. Como 7 é um funtor
exato, segue que 7' T’ — 7'B é um epimorfismo para todo i. Como todo objeto em %
que estd na boca do tubo € da forma 7! B, se mostrarmos que TIT é objeto inclinante,
teremos que 7! B € Fact!T’, ou seja, todos os objetos da boca do tubo serdo de torc¢do e
consequentemente todos o0s outros objetos do tubo, e assim estard demonstrada a pro-
posicdo. Provemos agora que se T é objeto inclinante, entdo 7'T é objeto inclinante,
para todo i:

Da proposicdo 2.8, precisamos mostrar que Ext' (7'T,7'T) = 0 e que se
Hom ,(7'T,X) =0 =Ext! (7'T, X), entdao X = 0. De fato, Ext' (t'T,7'T)=Ext' (T, T) =
0, pois T € equivaléncia de categorias. Agora, suponha

Hom (7' T,X)=0=Ext’ (7' T, X), (3.7)
novamente, como 7 é equivaléncia de categorias, temos que (3.7) é equivalente a
Hom ,(T,77'X)=0=Ext (T, 77'X)

e como T é objeto inclinante, segue que 771X =0, ecomo T é equivaléncia, segue que
X =0 e portanto segue que 7' T é objeto inclinante em .2#, para todo i.
O

Corolario 3.9. Seja 7 uma categoria hereditdria com objeto inclinante tal que
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Hom, (4, 7,) = 0 e seja E um objeto excepcional em 7,. Entdo a categoria perpen-
dicular E*+ tem um objeto inclinante X, e além disso, E ® X é objeto inclinante em .

Demonstracdo: E uma consequéncia direta das proposicdes 3.6 e 3.8. OJ

Para um objeto excepcional E em .27, denotamos por 1 E a subcategoria de ./# cujos
objetos sdo todos os X € 7 satisfazendo Hom (X, E)=0= Ext}%p(X , E). Temos entao os
seguintes resultados andlogos.

Proposicao 3.10. Seja T um objeto inclinante na categoria hereditdria 5¢ e seja E um
objeto excepcional em Subt T .Valem as seguintes afirmagoes:

(a) Existe algum objeto inclinante X € *E ral que o objeto E & X é um objero inclinante
em €.

(b) Existe algum objeto inclinante Y em E*.

Demonstracao: (a) Segue da proposicao 2.12 que #°P é uma categoria abeliana here-
ditdria com objeto inclinante 7°7 e sabemos também que E°” é um objeto excepcional
em FacT°”. Entdo pelo teorema 3.6 existe um objeto X°” inclinante em E°P* tal que
E°P @ X°P é um objeto inclinante na categoria hereditdria /#°F, e entdo temos que o
objeto X é um objeto inclinante na categoria (E°’1)°? =! E e entdo E ® X é um objeto
inclinante em .7#, novamente utilizando a proposicao 2.12.

(b) Dado Z € 47, Z estd em - E se e somente se tivermos Hom ,(Z, E)=0= Ext_l%g(Z, E),
que por sua vez, é vdlido se e somente se Ext' (E,7Z)=0=Hom ,(E, 7Z), que nos mos-
tra que o objeto 7Z estd em E*. E desde que existe um objeto inclinante X em *E, como
vimos pelo item (a), o objeto Y = 7X é um objeto inclinante em E*. O

No teorema 3.6 provamos que com objetos inclinante em E+ podemos construir ob-
jetos inclinante na categoria .7#. Mostraremos agora que a dlgebra de endomorfismos
deste objeto inclinante em 7# € extensao por um ponto da algebra de endomorfismos
do objeto inclinante tomado em E*.

Proposicao 3.11. Seja.”Z uma categoria hereditdria com objeto inclinante T e seja E um
objeto excepcional em 7. Considere também a sequéncia exata quase-cindida0 — TE —
M — E — 0. Entdo vale o seguinte:

(a) Se T’ é um objeto inclinante em E* tal que T = T’ ® E, entdo

End(T’'® E)°P ~ A[Hom ,(T’,M)],
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onde A = End(T’)°? e Al[Hom ,(T’, M)] é a extensdo por um ponto da dlgebra A pelo A-
modulo Hom ,(T', M).

(b) Se E* = modH para alguma dlgebra hereditdria H, entdo H® E é um objeto inclinante
em 7 eEnd(H® E)°P ~H[M)].

Demonstracao: Ja sabemos pela proposicao 3.1 que End(E) ~ k. Aplicando entao o fun-
tor Hom ,(T’,_) na sequéncia exata quase-cindida 0 - TE — M — E — 0 obtemos a
sequéncia exata:

0— Hom _,(T’,7E)— Hom _,(T’,M)— Hom _,(T’, E) — Ext}%(T’, TE).

Pela proposi¢ao 2.5, sabemos que Hom ,(T',7E) ~ Ext, (E,T’) = 0 e também que
Ext) (T’,7E) ~ Hom ,(E,T’) = 0, pois T’ estd em E*. Logo, existe um A-isomorfismo
entre os A-médulos Hom ,,.(T’, M) e Hom (T, E). E dai temos entdo o seguinte:

A Hom%;(E, T/)

A[Hom, ,(T’,M)] ~ A[Hom ,(T’, E)] ~ Hom ,(T’,E) Hom ,(E, E)
o\ L AN

~ End(T'®E)°".

(b) Da proposicao 3.7 sabemos que o objeto H®E é um objeto inclinante na categoria he-
reditaria 7. Logo, tomando T’ = H no item (a), segue que End(H®E)°? ~ H[Homy(H, M)].
Porém, sabemos que Homy(H, M)~ M, logo, segue que End(H @ E)°” ~ H[M]. O

Dado um objeto excepcional E na categoria hereditaria .7, sera util construir objetos
excepcionais associados a E que sejam objetos de tor¢ao ou objetos livres de torcao com
relacdo a um par de tor¢do induzido por algum objeto inclinante.

Proposicao 3.12. Seja E um objeto excepcional na categoria hereditdria 7¢ e seja T um
objeto inclinanteem 7. Entdo temos quevale Ext' (tE,t E)=0eExt (E/tE,E/tE)=0,
onde0 — tE — E — E/tE — 0 é a sequéncia exata associada a classe de tor¢do gerada
pelo objeto inclinante T, isto é, tE estd em FacT e E/tE estd na parte livre de tor¢do
correspondente.

Demonstracao: Aplicando o funtor Hom (¢ E,_) na sequéncia exata

0—>tE—E—E/tE—0 (3.8)

obtemos a sequéncia exata:

Hom ,(tE,E)— Hom ,(tE,E/tE)— Ext (tE,tE)— Ext' (tE,E).
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Como tE estd em FacT e E/tE estd na parte livre de torcdo, temos que
Hom ,(tE,E/tE) = 0. Logo, para mostrarmos entdo que Ext' (¢ E, t E) = 0 basta mos-
trarmos que Extljf(tE ,E) = 0. Para isso, consideremos novamente a sequéncia exata
(3.8), aplicando agora o funtor Hom ,,(_, E), obtemos:

Ext' (E/tE,E)— Ext',(E,E)—Ext' (tE,E)—0

Logo, como E é objeto excepcional, temos que Ext! (E,E) = 0 e dai segue que
Ext! (tE, E)=0. Portanto temos que Ext' (¢ E, t E)=0.

Agora, aplicando o funtor Hom ,,(_, E/t E) na sequéncia exata do enunciado obtemos
entao:

Hom ,(tE,E/tE)—Ext (E/tE,E/tE)—Ext' (E,E/tE).

Uma vez que tE estd em FacT e E/tE estd na parte livre de torcdo, temos que
Hom ,(tE, E/tE)=0, ou seja, para mostrarmos que Ext}%d(E/tE, E/tE)=0, basta pro-
varmos que Ext;f(E ,E/tE) =0, e para isso, basta aplicar o funtor Hom ,(E,_) e assim
obtemos:

Ext' (E, t E)— Ext',(E,E) — Ext' (E, E/t E)—0.

Como E é um objeto excepcional em ., temos Ext' (E,E) = 0, e dai segue que
Ext! (E, E/tE)=0. Portanto temos que Ext' (E/tE,E/tE)=0. O

3.2 Construcao de uma forma normalizada

Considere # uma k-categoria abeliana hereditdria Hom e Ext-finita, e além disso, as-
suma que . tenha um objeto inclinante. Nesta secio mostraremos que .7 é deriva-
damente equivalente a uma categoria hereditéria /¢ satisfazendo Hom (7%, 7)) =0,
ou seja, dada uma k-categoria .»¢ abeliana hereditdria Hom e Ext-finita com objeto in-
clinante, a menos de equivaléncia derivada, podemos considerar Hom (.74, 7,) = 0.
Caso tenhamos 7%, = 0, segue que Hom 4, (7%, 7,) = 0, e ndo hd nada a provar. Logo,
consideremos entao 4 # 0.

Agora, segue da proposicdo 2.7 que podemos escolher algum objeto inclinante T de
s tal que T € 7. Dado este objeto inclinante T, podemos considerar entdo o par de
torcao induzido (7, %), onde 7 = FacT. Definamos entao 7, = 7 N, e F, = F N,
Entao seguem os seguintes resultados, que nos ajudardo a entender melhor a compo-
nente %, da categoria /7.
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Lema 3.13. Seja .7 categoria hereditdaria com objeto inclinante T € J#,, entdo os conjun-
tos ind7, e ind%, sdo ambos unido de tubos, e além disso, ind ¢, = ind7, U indZ,.

Demonstracdao: Vamos provar que ind%, é unido de tubos.Seja #2 um tubo contendo
algum objeto de 7,. Entdo vamos mostrar que # estd contido em .%,. Primeiramente,
vamos mostrar que % contém um objeto simples S; que estd em . De fato, dado M €
ToNR, existe um epimorfismo de M para S, na boca do tubo, e entdo pelo fato de 7, ser
fechada para quocientes, segue que S, estd em 7.

Pela proposicao 2.5 temos que 7 : 7 — ¢ é uma equivaléncia de categorias, logo,
0s objetos simples que estdao no tubo Z sdo exatamente S, 7S,,...,7" 'S, onde r é 0 7-
periodo de S,. Assuma que nem todos os objetos simples que estdo em # estao contidos
em 7,. Entdo existe algum objeto simples S pertencente a # tal que S estd em 7, e TS
ndo estd. Para cada objeto X em ¢ temos a sequéncia exata0 - tX - X — X/t X —0
comtXeTeX/tXeZF, onde(T,7)éopardetorcdoassociado ao objeto inclinante T,
que construimos explicitamente na proposicao 2.11. Dai podemos concluir que o objeto
TS estaem 7.

De fato: Mostar que 7S estd em .7 € equivalente a mostrar que £(7S) =0, ou ainda,
equivalente a mostrar que Hom ,,(7,7S) = 0. Suponhamos que exista entdo um mor-
fismo f : T — 78 ndo nulo. Entdo, como 78§ ndo € objeto de tor¢ao, a imagem deste
morfismo im f é um subobjeto proprio de 7S. Agora, pelo fato de 7§ ter comprimento
finito, concluimos que imf eobjeto de comprimento finito, isto é, imf estd em .%,. Se
imf estiver no mesmo tubo de 7S, como 7S é um objeto simples, teriamos 7S =imf,
0 que nos levaria a concluir que 78§ estd em 7, absurdo, pois o objeto 7S nao é de tor-
cao. Entao a partir dai concluimos que im f estd em outro tubo de .77 e isto também nos
leva a um absurdo, pois os tubos sdo ortogonais(ver [11], prop. 1.2(d)) e teriamos que a
inclusdo im f — 7§ seria nula.

Como paracada Y € 7 vale Ext}yf(s , Y)~DHom ,(Y,7S)=0, e segue dai entdo que S
é Ext-projetivo em 7. Entdo temos que S € add T pela proposi¢do 2.8, o que contradiz o
fato do objeto T estar em 7. Entdao todos os objetos simples que pertencem a # estdo
em 7,, e consequentemente #Z C 7, pois 7, é fechado para extensoes.

A prova de que ind.%; é uma uniao de tubos € similar.

Provamos que todo tubo tal que Z N(J,UZ,) # 0 estd contido em F,U.Z,. Para provar
que indJs%) = ind7, Uind.%,, precisamos mostrar que todo tubo tem interse¢dao nao vazia
com algum desses conjuntos. Seja entdao M um elemento indecomponivel em um tubo
Z de 7%. Considere entao o objeto t M. Se t M # 0, entdo t M é um subobjeto de M e
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como M € J¢ entao t M € 7. Como os tubos em %, sdo ortogonais, t M estd no mesmo
tubo que M. Logo este tubo contém um elemento de 7, e portanto Z N7, # 0, agora, se
tM =0, entao M € %,. O

Lema 3.14. Seja 7 uma categoria hereditdria com um objeto inclinante T € 7,,. Seja S
um objeto indecomponivel em 7, e seja Y um objeto indecomponivel em .
Se Hom,,(S,Y)#0, entdo Y € 7.

Demonstracdo: Como Hom_,(S,Y) # 0, entdo tY # 0, isto é, Hom ,,(T,Y) # 0. Logo
existe X C Y com X € 7.

Como Hom (T, Y) é um End(T)°”-m6dulo noetheriano, vamos escolher X € 7, de
tal forma que Hom (T, X) é um End(7)°”-md6dulo maximal.

Vamos supor por absurdo que Y /X tem um subobjeto Z € 7,. Entdo da sequéncia
exata

0-X—-Y—->Y/X—0

e do morfismo inclusdo ¢ : Z — Y /X, temos o pullback:

0 X Y’ Z 0
lidx lg LL
0 X Y Y/X 0

e como ( e idy sao monomorfismos, g € monomorfismo. Logo, podemos considerar
Y'cY.

Como X e Z estdao em 7, Y’ também estd, pois 7, é fechada para extensdes. Apli-
cando agora o futor Hom (T, _) obtemos a sequéncia exata:

0 — Hom (T, X) = Hom (T, Y’) = Hom (T, Z) — Ext' (T, X)— 0

Como X € 7, entdo Ext! (T, X) = 0. Temos que Hom (T, Z) # 0, pois como Z € 7, Z €
T eportanto Z € GenT. Dai segue que

Hom (T, X) C Hom (T, Y").
Entao das inclusoes

Hom (T, X) C Hom ,(T,Y’) c Hom_,(T,Y)



Capitulo 3. Objetos excepcionais 52

temos uma contradicdo com a maximalidade de Hom (T, X). Portanto Y /X ndo tem
somando em 7.
Considere agora a sequéncia exata

0-X—-Y—->Y/X—0

onde X # 0 pois Hom (S, Y) #0.

Vejamos que 7' X € 7. Como X € 7, e X estd em um tubo, segue do lema 3.13 que
todo elemento do tubo estd em 7. Assim, 771X € 7.

Como 77X € 7, temos:

Ext' (Y /X,X)~DHom, (77X, Y/X)
Como Y /X ndo tem subobjeto em %, segue que Y /X € Z,. Logo
Hom ,(77'X,Y/X)=0
e assim

1 —
Ext), (Y /X,X)=0.

Entdo a sequéncia
0-X—-Y—-Y/X—-0

cinde. Logo, como X é ndo nulo e é somando de Y indecomponivel, temos Y ~ X € 7.
O

Utilizando argumentos duais, temos o seguinte resultado:

Lema 3.15. Seja 7¢ uma categoria hereditdria com um objeto inclinante T € 7,,. Seja S
objeto indecomponivel em F, e seja Y um objeto indecomponivel em 7 .
Se Hom,,(Y,S)#0, entdo Y € Z,.

Demonstracdo: A categoria hereditaria 7 °7 tem um objeto inclinante, o que segue da
proposicao 2.12. Da proposicado 2.12 também temos que 7 =FacT, # =Sub7tT, e além
disso, Z°P =Fac(tT)°? e 7°P =SubT°”. Entdao temos que S°? estd em .Z °7 e além disso,
Hom,,.»(S°, Y °P) # 0. Entdo segue do lema 3.14 que o objeto Y7 estd em .Z,” e entdo
Y € %,. O
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Agora apresentaremos um resultado fundamental para provarmos o resultado prin-
cipal desta secdo, mas antes disso, definiremos objeto uniserial.

Definicao 3.4. Um objeto Z é dito uniserial em 7 se admite uma tinica série de compo-
si¢ao.
Proposicao 3.16. (add(,, U %), F,) é um par de tor¢do inclinante e cindido em ¢ .

Demonstracdo: A subcategoria .77, U7 € fechada para quocientes e extensoes. Entao
sabemos que (77, U, Z’) é um par de tor¢do onde

F'={Y|Hom(%,UZ,, Y)=0}.
Vamos mostrar que Z’' = %,. Se Y € %,, entao
Hom (%, Y)=0

pois (7,%) é par de torcao e
Hom (7, Y)=0

do lema 3.15. Portanto %, C Z’.

Por outro lado, considere Y € Z’, isto é, Hom (7%, U%,, Y)=0. Logo Y ¢ 74 U7,
e entdo Y € %,, pela proposicdo 3.13. Para provarmos que (add(7%, U %), Z,) é par de
torcao cindido em J7, precisamos mostrar que todo objeto indecomponivel de J# esta
em add(77, U Z,) ou estd em %, mas isso segue diretamente do lema 3.13.

Resta provarmos entao que (add(77, U %), Z,) € um par de torcao inclinante, isto é,
add(s7, U 7,) é um cogerador para /¢, o que significa provarmos que para todo objeto
X € J existe um monomorfismo « : X — Z para algum Z € add(77, U 7).

Vimos que se um tubo tem elemento de %, ou de 7, entdo o tubo estad contido com-
pletamente em %, ou em 7, respectivamente. Entdo deste fato e mais o fato de que os
tubos de 7% sdo ortogonais (ver [11], prop. 1.2(d)), temos que

Hom ,,(Z#y, 7;) = 0=Hom (%, Z,)

Segue do lema 3.15 que

Como . é uma categoria conexa, existe Y um objeto em %, e X € ., um objeto inde-
componivel tal que Hom (Y, X) # 0. Entao existe um objeto simples S em um tubo em
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F, tal que
Hom,_,(S,X)#0

Temos entao que
Hom ,(7'S,7'X)#0

para todo i, e disso segue que todo objeto simples em % é subobjeto de algum objeto
em %, o que decorre do fato de que todo morfismo partindo de um objeto simples é
monomorfismo. Seja Z um objeto arbitrario em %Z. Desde que Z é um objeto uniserial,
podemos escrever:

onde os objetos S; sdo objetos simples. Escolhemos entdao um objeto indecomponivel X
em 77 tal que Hom ,(S,, X)#0, e f : S, — X um morfismo nao nulo. Usando isto, temos
entdo uma sequéncia exata quase-cindida

¢ [ S
0—>st—>( ;1 )—>st_1—>o

t

E como a sequéncia anterior é quase-cindida, sabemos que dado um monomorfismo

=~ [ Si— < <
f:S; — X existe um morﬁsmof:( -t )—»Xtal que fg = f. Vejamos agora que f é

t
um monomorfismo. De fato, considere o seguinte diagrama:

Se f nao fosse monomorfismo, entdo teriamos que ker f seria um subobjeto ndo nulo de
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Si—1 . S | o
g |/porém,como| "~ |é uniserial, temos que

t t
S
OcStc( ! 1)
S;

é a sua série de decomposicdo, e além disso, tal série de decomposicao é unica. Logo,

S

temos que S; € o tinico subobjeto ndo nulo de ( ! ) Logo, teriamos ker f ~ S, porém,

t
S, ndo pode ser anulado por f, pois fg = f. Portanto f é monomorfismo.

Como f(S,;) # 0, podemos continuar a repetir este processo considerando sequéncias
exatas quase-cindidas apropriadas até conseguirmos um monomorfismo F : Z — X.
Isso mostra que (add(7%, U %), %,) € de fato um par de tor¢cao inclinante. O

N6s podemos aplicar o processo inclinante com relacdao ao par de torcao (add(.72, U
), F,) para obter entao uma categoria hereditaria .7’ derivadamente equivalente a ca-
tegoria hereditaria .7, com um par de tor¢do cindido (%,[1],add(.7%, U %)).

O que queremos fazer agora é descrever os objetos de comprimento finito em #”.
Para isso, observe que um objeto indecomponivel X pertencente a 7, é de comprimento
finito em 7" desde que Hom (%, #,) = 0 pelo lema 3.14. Agora se X[1] é um ob-
jeto indecomponivel em %;[1], entdo Hom ,(X([1],Z) = 0 para Z em add(s%, U %), e
entdo X[1] é um objeto de comprimento finito. Consideremos agora um objeto inde-
componivel X em J#,. Se X tivesse comprimento finito, ele deveria pertencer a al-
gum tubo em 7 e entado teriamos Hom (X, %,[1]) = 0. Mas entdao também teriamos
Hom (%, X) ~ DExt;f(X ,Zo) ~ DHom (X, %,[1]) = 0, e entdo teriamos que X seria
um objeto de comprimento finito como objeto da categoria .7, 0 que nos dd uma con-
tradicao.

0 Ao T Fol1] Hool1] Zl1

Entdo temos que 7, = add(J, U .%,[1]), e com isto, provamos entdo o seguinte resul-
tado:

Teorema 3.17. Seja 7¢ uma categoria hereditdria com um objeto inclinante. Entdo, a
menos de equivaléncia derivada, podemos supor que Hom ,, (.7, 7,) = 0.
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3.3 Descricao de Categorias Perpendiculares de Categorias
Hereditarias

Assuma que 7 tenha um objeto inclinante. Ja sabemos da proposicao 3.8 que se
Hom (.74, 7,,) = 0 existe um morfismo ndo nulo de qualquer objeto inclinante em .77
para qualquer tubo em J%,. Nesta secdao mostraremos que se E é um objeto de tor¢do
excepcional em #, entdo a categoria perpendicular E+ é equivalente a categoria modH
para alguma élgebra hereditaria H, e se Hom (74, 7#,) = 0 e (% # 0) existe um mor-
fismo ndo nulo de E para qualquer tubo em 7%,.

Sabemos da proposicdo 3.1 e também do teorema 3.6 que E* é uma k-categoria abeli-
ana hereditdria com objeto inclinante. Mas mesmo que tenhamos assumido que /¢ seja
conexa, isso ndo necessariamente é verdade também para E+. Para mostrarmos que E+
é equivalente a modH, pela proposicao 2.14 é suficiente mostrar que cada componente
de E* tem um objeto projetivo ndo nulo. Para isso, ¢ util considerarmos a sequéncia
quase-cindida

0—7E—-M—E —0.

.

Escrevemos M = @ M;, onde cada M; é um indecomponivel. O resultado seguinte nos
i=1

mostra que devemos nos concentrar nas componentes de E* contendo algum M;. Em

particular existem no maximo r componentes.

Teorema 3.18. Seja E um objeto de tor¢do excepcional em 2,. Entdo:

(a) Cada componente conexa da k -categoria abeliana e hereditdria E* contém algum
somando indecomponivel do termo do meio da sequéncia quase-cindida que termina em
E.

(b) A k-categoria abeliana e hereditdria E+ contém no mdximo r componentes cone-
xas, onde r é o numero de somandos do termo do meio da sequéncia quase cindida que
terminaem E.

Demonstracdo: Do teorema 3.6 podemos escolher um objeto inclinante T € E* tal que
T = Ee® T é objeto inclinante em #. Como T € E*, temos que Hom ,(E, T) = 0 e entdo:

End(T)°” = Hom ,(E,E) Hom .(E,T) k 0

Hom ,(T,E) Hom,(T,T)

s
o

3

p
=
=
sl
=

j=
~

)
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Para verificarmos que Hom (T, E) ~ Hom (T, M), aplicamos o funtor Hom ,(T,_)
na sequéncia

0—-7E—M—E—0.
obtendo assim a sequéncia:

0— Hom (T, 7E)— Hom,,(T,M)— Hom, ,(T, E) — Ext' (T, 7E) — Ext' (T, M) —
Ext!, (T,E)—0

Pela proposicao 2.5, temos Hom (T, 7E) ~ DExt' (E, T)=0, pois T € E*, e também te-
mos Ext! (T,7E) ~ DHom,(E,T) = 0, uma vez que T € E' logo, temos que
Hom (T, E)~Hom ,(T,M).

Uma vez que 7 é conexa, End(T)°” é uma algebra indecomponivel. Se nenhum so-
mando de T estivesse em .7#”, teriamos Hom%(T, X)=0 para todo X € 7#". Além disso,
teriamos também que Ext};f(T,X )~ DHom ,(X,7T) =0, e como T é objeto inclinante
em E*, teriamos X = 0, para todo X € .#”, absurdo. Entdo, consideremos T’ a soma
direta dos somandos indecomponiveis de T que estd em .#’. Se nenhum M, estivesse
em ¢, terifamos End(7")°? seria somando indecomponivel de End(T)°?, o que é uma

contradicdo. O

3.3.1 Existéncia de projetivos nas componentes da categoria perpen-
dicular

Vimos que cada componente de E* deve conter algum M;, e além disso, quando E* é
conexa, temos:

Lema 3.19. Seja E objeto excepcional de tor¢do em . Se E* é conexa, entdo E* contém
um objeto ndo nulo Q € SubE.

Demonstracao: Como por hipétese E € 77, existe algum epimorfismo préprio E — Z
com Z objeto ndo nulo, basta considerar uma das componentes do morfismo da sequén-
cia quase-cindida que comeca em E, e entdo considerarmos tal morfismo sobre a ima-
gem. Seja g : E' — Z uma addE-aproximacao minimal a direita. Entao kerg é ndo
nulo desde que g é um epimorfismo e nao é isomorfismo. Sabemos também do item
(iii) da proposic¢ao 3.3 que kerg € E L logo, como E 1 é conexa, ja encontramos o objeto
Q =kerg e SubE. O
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Lema 3.20. Seja E um objeto excepcional de tor¢do contido em 7, e a sequéncia quase-

.

cindida0 — TE — @Mi — E — 0. Entdo a componente ¢’ de E+ contendo M; contém
i=1

um objeto ndo nulo e projetivo Q € SubE caso seja vdlida uma das afirmagoes a seguir:

(i) O morfismo induzido a : M; — E é um monomorfismo; ou
(ii) O morfismo induzido a : M; — E é um epimorfismo e o morfismo induzido f : E —
T 1M; é um epimorfismo.

Demonstracdo: No caso (i), segue da proposi¢do 3.3 que M; é projetivo em E+, e M; €
SubE também, entdo ja encontramos o objeto procurado.
Assuma agora que estejamos no caso (ii). Seja f : E' — 7'M, uma add E -aproximacao
minimal a direita, que deve ser um epimorfismo, por hipétese. Entao K = kerf é nao
nulo, pois f é epimorfismo mas ndo é isomorfismo, e também K é projetivo em E*, pelo
item (iii) da proposicao 3.3.

Queremos mostrar que algum somando ndo nulo de K estd na mesma componente
de E' em que estd M;. Entdo, dada a sequéncia exata:

0-K—E'—-17'M;—0
Aplicando o funtor Hom ,(_, M;) obtemos:
0— Hom%(l’_lM,-, Ml) — Hom%o(Et, Ml) — Hom_yf(K, Ml) — EXt;f(T_lMi, Ml) —0

eumavez que Ext! (E’, M;) =0 pois M, € E*(proposi¢do 3.2) e também Ext’ (K, M;)=0,
pois K é projetivo em E*. Temos que Ext!, (t7'M;, M;)~ DHom ,(M;, M;) # 0, segue que
Hom , (K, M;) # 0. Dai temos entao que algum somando ndo nulo de K estd na mesma
componente de M;. O

3.3.2 Arealizacao da categoria perpendicular como categoria de mo-
dulos

Como j4 vimos no inicio desta se¢cdo, nosso objetivo é mostrar que se E é um objeto de
torcdo excepcional em /7, entdo a categoria perpendicular E* é equivalente a categoria
modH para alguma dlgebra hereditaria H, e se Hom (%), 7)) = 0 e (% # 0) existe
um morfismo nao nulo de E para qualquer tubo em 7%;. Devemos nos preocupar agora
com 0s casos restantes, entdo assumiremos no resto desta se¢do que E* ndo é conexa,
a : M; — E é um epimorfismo e f : E — 77!M; é um monomorfismo, e entdo ap6s
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estudarmos estes casos, estaremos aptos a demonstrar o resultado principal desta secao,
que foi citado acima.

O préximo lema é um resultado técnico, mas fundamental para os demais resultados
desta secao.

Lema 3.21. Seja0 — A — B, ® B, — C — 0 uma sequéncia exata em 5¢. Se o morfismo
induzido B, — C for um epimorfismo, entdo o morfismo induzido A — B, é um epimor-
fismo.

Demonstracao: Dada a sequéncia exata 0 — A— B, @ B, — C — 0, podemos construir o
seguinte diagrama:

0 K B, C 0
L(IO)T Lidc
0—=A——B®B —~C—0

Como o morfismo B, — C é epimorfismo, temos que a linha de cima é exata por
definicao e que o quadrado da direita comuta, e entdo, existe inico morfismo f: K — A
tal que ambos os quadrados comutam:

0 K B, C 0

I
I f l(l 0)T lidc
¥

OﬁAﬁ'BleaBzﬁ“CﬁO
E a partir deste diagrama, podemos construir o seguinte diagrama comutativo:

ker f —ker(1 0)7 ———kerid,

0 K B, C 0
f (107 ide
0 A B, @B, C 0

coker f — coker(1 0)7 —— cokerid,
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O diagrama anterior é equivalente ao seguinte diagrama:

0 0 0
0 K B, C 0
f aor idc
0 A Bl (&) Bz C I O
cokerf —— B, 0

Logo, aplicando o lema da serpente no diagrama acima, podemos ver que o morfismo u :
coker f — B, é isomorfismo, e como o quadrado comuta, segue que o morfismo induzido
A — B, é um epimorfismo. O

Considere agora o seguinte diagrama, onde M’ # 0, uma vez que E* ndo é conexa.

/\
\/\

Aqui, temos que 78 € um monomorfismo, uma vez que T é uma equivaléncia exata de
categorias, 7 nao tem projetivos e # € um monomorfismo. Como v ndo é um epimor-
fismo por 3.21, temos que v é um monomorfismo. Como temos um monomorfismo
v: M’ — E, segue do lema 3.20 que cada componente de E* contém um somando de
M’ (teorema 3.18) contém um objeto projetivo de E+. Sabemos pela proposicdo 3.1 que
E' é uma categoria abeliana hereditéria, logo cada uma de suas componentes conexas
€ uma categoria abeliana hereditdria. Assim, pela proposicao 2.3 segue que cada uma
dessas componentes é da forma modH’, para alguma algebra hereditaria H’. Entao de-
notaremos por modH para uma algebra hereditaria H as componentes de E+ que con-
tém os somandos de M’. Assim E* = modH x .7 onde %" é a componente de E+ que
contém o objeto M; de que estamos tratando nessa sec¢ao.

Fixaremos pelo resto desta secao também um objeto ndo nulo V, dado a partir da
sequéncia exata:
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0—M' 5E -5V 0.
Temos entdo a seguinte conexdo entre V e modH:
Lema 3.22. Se X € modH, entdo Hom ,(X,V)=0.

Demonstracgao: Consideremos a sequéncia quase cindida0 —-tE - M;® M’ — E — 0.
Mostremos primeiramente, que dado Q € modH, entao

t :Hom _,(Q, M) — Hom ,(Q, E)
é um isomorfismo.
De fato, aplicando o funtor Hom ,,(Q,_) na sequéncia quase cindida acima obtemos:

0 — Hom (Q, T E) — Hom ,(Q, M;)® Hom ,(Q, M’) — Hom ,(Q, E) = Ext' _(Q, TE).

Como Q estd em modH e modH esta contida em E*, entdo
Hom ,(Q,TE)~DExt., (E,Q)=0
e também
Ext’,(Q,7E)~DHom ,(7E,7Q)~Hom,(E,Q)=0.

Além disso, Hom ,(Q, M;) = 0 pois Q e M; estdo em componentes diferentes de E*.
E entdo segue que ¢ : Hom ,(Q, M’) — Hom ,(Q, E) € um isomorfismo.

Assumamos agora também que Q é projetivo em E*, logo sera projetivo em modH
também, e entdo aplicando o funtor Hom_,(Q, _) na sequéncia exata

0-M —->E—->V-—>0
obtemos a sequinte sequéncia exata:
0 — Hom, ,(Q, M’) - Hom ,(Q, E) — Hom,,(Q, V') — 0.
Como ¢ é um isomorfismo, segue que Hom ,,(Q, V) = 0. Se X € modH, existe um epi-
morfismo Q — X com Q projetivo em modH. Como Hom ,,(Q, V) =0, segue que

Hom (X, V)=0.

OJ

Logo, fixado tal objeto V, temos duas possibilidades: V' é um objeto simples ou nio.
Caso ndo seja um objeto simples, temos o seguinte:
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Lema 3.23. Se V' ndo é objeto simples, a componente 5¢' contendo M; contém um objeto
ndo nulo em SubE.

Demonstracao: Como V ndo é objeto simples, existe L C V tal que o quociente Z =
V/L é nao nulo e Z # V. Consideremos entao a add E -aproximac¢ao minimal a direita
s:E'— Z,umavezque u: E — V é epimorfismo, temos que s é epimorfismo préprio,
i. é, epimorfismo que nao € isomorfismo. Como s é epimorfismo préprio, segue que
K =kers é ndo nulo, e pela proposi¢do 3.3 é um objeto projetivo em E*, ou seja, kers €
SubE. Vamos mostrar agora que algum somando ndo nulo de K estd na componente .7
contendo M.

Se considerarmos a composicdo de u : E — V com o morfismo projecao p : V — Z,
como s : E' — Z é addE -aproximacao minimal a direita, existe entdo morfismo f : E —
E' tal que o seguinte diagrama é comutativo:

0 MLt -EFLsV 0

Ll

0 K Et—=>7 0

Como EndE ~ k, entdo o morfismo f é daforma f =(A,---A,)7, com A; € k, isto &, f
é um monomorfismo. Temos entdo o seguinte diagrama:

Se ¢t > 1, temos a seguinte composta de epimorfismos:

K->W—oE1SESYV,
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e entdo Hom (K, V) #0.
Se t =1, temos E'~! =0, e entdo pelo lema da serpente existe um isomorfismo L ~ W,
e assim temos uma composta nao nula:

K—-W~L—->V

e novamente Hom (K, V) # 0. Segue entao de 3.22 que K tem um somando nao nulo
em ¢, pois caso contrario, teriamos K € modH e dai Hom (K, V) = 0, o que é uma
contradicio. O

Provamos acima que K € E+ = .#’ x modH e que K é objeto projetivo em E*. Pelo
lema 3.22 e mais o fato de que Hom (K, V) # 0 temos que os somandos de K nao estiao
todos em modH.

Lema 3.24. Ext',(V,V)=0.
Demonstracao: Consideremos a sequéncia exata
0—-M —> E—-V-—-0
Aplicando o funtor Hom ,,(_, V'), obtemos a seguinte sequéncia exata:

0 —- Hom_,(V,V)— Hom_,(E,V)— Hom _,(M’,V)— Extljf(V, V) — Ext

L(E, V).

Como V € FacE, temos que Ext' (E, V) = 0.Uma vez que M’ € modH, temos também
que Hom ,(M’, V) =0 por 3.22, e entao temos Ext}%(V, V)=0. O

Agora vejamos o caso em que o objeto V' sejaum objeto simples. Como vimos dolema
anterior, temos que Ext' (V,V)=0, logo, toda sequéncia exata comec¢ando e terminando
em V cinde, logo devemos ter que o 7-periodo de V' deve ser maior do que 1. Suponha
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que seja 3, e vejamos o que acontece:

Repare que se considerarmos

v
U:( ;—2‘; ),
Vv

temos que U tem comprimento 4, e socU ~ topU ~ V. Note também que
dim;Hom _,(U, V)=1.

Lema 3.25. Se V é objeto simples, a componente 7' contendo M; contém um objeto néo
nulo que estd em SubE.

Demonstrac¢do: Como Ext' (V, V)= 0 por 3.24, temos que o 7-periodo r de V deve ser
maior do que 1. Seja U o tinico objeto indecomponivel (no tubo de V) de comprimento
r +1 tal que socU e topU sdo isomorfos a V. Entdo temos que dim;Hom (U, V) = 1.
Também temos um epimorfismo u : E — V induzindo um morfismo ndo nulo g : E —
V c U cujaimagem sejaigual a V. Usando algumas propriedades basicas de sequéncias
quase cindidas, o epimorfismo u : E — V também induz um epimorfismo h : E — U.
Temos entdao dimHom ,(E,U) > 2. Seja f : E' — U uma add E aproximag¢ao minimal
a direita. Segue entdo que ¢ > 0 e também que K =kerf é ndo nulo, pois se fosse nulo,
como f é epimorfismo, entdo seria um isomorfismo. Logo U estaria em /7, o que é
uma contradicao.
Considere entdo a sequéncia exata:

0—-K—E'—-U—>0

Aplicando o funtor Hom ,(_, V'), obtemos:
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0 — Hom _,(U,V)— Hom ,(E’, V)— Hom_,(K, V).

Como dim,Hom ,(E*,V) > 2t > 2 e dimHom (U, V) = 1, podemos concluir que
Hom,_,(K, V)énaonulo, e entdo K tem algum somando indecomponivel em .7#”, pois do
lema 3.22, se todos os somandos de K estivessem em modH, teriamos Hom (K, V) =0,
uma contradicao, ou seja, K tem algum somando indecomponivel em J#”. O

3.3.3 Equivaléncia

Agora vamos finalmente provar o resultado principal desta se¢do, mas antes disso, pre-
cisamos do seguinte lema.

Lema 3.26. Seja f : A— B um monomorfismo em s, e assuma que Hom ,, (¢, 7¢,)=0.
Se Z é um tubo em % tal que Hom (A, Z)# 0, entdo temos Hom (B, Z)# 0.

Demonstracao: Seja R a soma direta dos objetos simples ndo-isomorfos pertencentes a
Z . Entao, para X € 2 temos Hom (X, Z) # 0 se, e somente se, Hom (X, R) # 0.
Considere entdo a sequéncia exata

0—ALB—C—0,
aplicando o funtor Hom ,,(_, R) obtemos a sequéncia exata:

0 — Hom_,(C, R)— Hom (B, R) — Hom ,(A,R) —
— Ext;f(C, R)— Ext}%&(B, R)— Ext;f(A, R)—0.

Temos que

Ext' (B,R)~DHom, ,(t"'R,B)=0
e também

Ext' (A, R)~DHom ,(7'R,A)=0

uma vez que A, B € 7, além disso,
Ext',(C,R)~DHom ('R, C)~ DHom (R, C).

Escreva entdao C = C; @ C, onde cada somando indecomponivel de C, esti em Z e
nenhum somando indecomponivel de C, estao em Z.
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Entao
dim;Hom (R, C)=dim;,Hom ,(R, C;)=dim;Hom ,(C,, R) < dim;Hom _,(C, R)

e disto decorre que
dim;Hom (B, R) > dim,Hom , (A, R).

Como Hom (A, R) # 0, temos Hom (B, R) # 0 e portanto Hom (B, Z) # 0. O

Agora, com todos os resultados que ja provamos, podemos demonstrar o resultado
mencionado no inicio desta secao:

Teorema 3.27. Seja 7 uma categoria hereditdria com objeto inclinante e seja E um ob-
jeto de torgdo excepcional em 5,,. Entdo temos:

(a) E* é equivalente a modH para alguma dlgebra hereditdria H;

(b) Se Hom (., 7,,) =0, entdo Hom ,,(E, Z) # 0 para qualquer tubo # em 7.

Demonstracao: (a) Pelo teorema 3.18(a), cada componente da k-categoria abeliana e
hereditéaria E* contém algum somando indecomponivel M;, somando indecomponivel
do termo do meio da sequéncia quase-cindida

0-71ELMEESO

Se considerarmos os morfismos M; — E induzidos por g, podemos dizer que a com-
ponente que contém M; contém um subobjeto ndo nulo projetivo Q de subE se M; — E
for monomorfismo ou se M; — E for epimorfismo com a aplicagao induzida E — 77! M;
sendo epimorfismo. No caso em que M; L Eé epimorfismo e E LA 771 M; é monomor-
fismo segue da sequéncia quase cindida

/) va)’

T
0-71E"E Mem " Y E-0

que v é monomorfismo, pois # € monomorfismo, e temos também que 7 € uma equiva-
léncia, entdo 7 é um monomorfismo e pelo lema 3.21 v € monomorfismo. Logo temos
entao a seguinte sequéncia exata:

0—-M SESV—0.

Pelos lemas 3.23 e 3.25, a componente 7#” contendo M; contém um objeto ndo nulo
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em subE. Na prova dos lemas 3.23 e 3.25, tomamos as aproximacoes E! - Z e E! - U
respectivamente, como kernel K, e em ambos provamos que algum somando de K esta
em .»#’. Entdo pela proposicdo 3.3 (iii), este objeto é projetivo em E+. Vamos que a
componente J#’ que contém M; é uma categoria abeliana hereditaria contendo algum
objeto inclinante 7.

De fato, suponha por absurdo que %’ nao seja hereditaria, logo, existiriam objetos
X,Y € ¢ tal que Ext’,(X,Y) # 0, e entdo teriamos Ext’,(X,Y) # 0, o que é um ab-
surdo, pois . é categoria hereditdria. Agora, sabemos que existe T objeto inclinante
em E+, e como vimos na demonstracdo do teorema 3.18, podemos considerar 7/ a soma
dos somandos indecomponiveis de T que estdo em .7#’. Vamos mostrar que T’ é ob-
jeto inclinante em . Primeiramente notemos que Ext!,(T/,T’) = 0. Agora, dado X €
" tal que Hom (T, X) = 0 = Ext!,(T”, X), vamos mostrar que X = 0. Notemos que
Hom (T, X)=Hom_,(T'® T”,X) = Hom_,(T’, X) ® Hom_,(T”,X) = 0, pois T” e X es-
tdo em componentes diferentes. Vejamos agora que Ext! (T, X) = Ext\ (T"© T”,X) =
Ext!,.(T’,X)®Ext' (T”,X) =0, pois Ext (T”,X) ~ DHom (X, 7 T’) = 0. Logo conclui-
mos que Ext}%ﬂ(T, X)=0=Hom,,(T,X), ecomo T é objeto inclinante em E* segue que
X deve ser nulo. E finalmente concluimos que T” é objeto inclinante de ;7.

Agora como 7’ é categoria hereditdria e tem objeto inclinante, podemos concluir
que essa componente deve ser equivalente a modH’ para alguma 4lgebra hereditaria
H’, pela proposi¢do 2.3, e consequentemente, E+ é equivalente a modH, para alguma
algebra hereditaria H, onde H é produto cartesiano das dlgebras hereditarias H’ para
cada componente conexa .7’ de E*.

(b) Pela proposicao 2.6, sabemos que .77 é unido de tubos. Assuma que exista al-
gum tubo #Z em 7 tal que Hom ,,(E,#) = 0. Como E € /7, temos que Ext}%(E,R) o~
DHom (77 'R, E)=0 para R € %, e entdo temos #Z C E*. Seja H, o somando indecom-
ponivel de H tal que £ C modH,. Uma vez que sequéncias quase cindidas em £ sao
quase cindidas em E L e entdo em modH,, temos que # é ainda um tubo em modH,.
Entdo H; deve ser uma dlgebra hereditdria mansa. E conhecido da estrutura de dlgebras
hereditarias mansas indecomponiveis que cada tubo € sincero, isto é, para qualquer H; -
modulo projetivo indecomponivel P temos Hom (P, Z) = Homy, (P, Z) # 0.

Como a componente modH, de E* contém um objeto projetivo ndo nulo Q que é
subobjeto de E' para algum ¢, temos que Hom ,(Q,Z) # 0, e entdo, como existe um
monomorfismo de Q para E’, temos Hom ,(E‘, Z) # 0 pelo lema 3.26, e portanto

Hom ,(E,Z#)#0.
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Capitulo 4

O Resultado Principal

Em adicao as hip6teses que ja estamos considerando sobre a categoria hereditdria .77,
assuma que a categoria .7’ tem um objeto inclinante, Hom (.74, #,) = 0 e assuma tam-
bém que 7 tem algum tubo de posto um. NGs provaremos que .7 é derivadamente
equivalente a uma édlgebra canonica, ou equivalentemente, a alguma categoria cohX dos
feixes coerentes sobre X uma reta projetiva com peso.

Se ¢ é derivadamente equivalente a categoria modH para alguma k-algebra here-
ditdria H e 27 tém tubos, sabemos que este caso s6 pode ser o caso em que modH é
uma categoria de médulos de uma algebra hereditéria de tipo de representacdo mansa,
e por um resultado de Happel(Quasitilted dlgebras) segue que 77 é derivadamente equi-
valente a alguma cohX com género negativo. Entdo podemos assumir, sem perda de
generalidade, que # nao é derivadamente equivalente a alguma categoria modH.

4.1 Rank de um Objeto

Para podermos alcancar nosso objetivo, sera util introduzirmos agora a nocao de rank
para objetos de 7#. Pelo resto desta secao, fixe um objeto simples S no tubo de posto
um.

Definicao 4.1 (rankX). Dado X € 57, orank de X, denotado por rkX, é dado pela formula
rkX = dim;Hom (X, S)—dimExt. (X, S).

Temos entdo as seguintes propriedades basicas.

69
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Proposicao 4.1. (a) rkX >0 para todo X € 7.
(b) Se0 - A— B — C — 0 é exata na categoria 7¢, entdorkB=rkA+rkC.
(c) Se X é um objeto excepcional em 7, entdo rkX > 0.

Demonstrac¢ao: (a) Seja X um objeto indecomponivel em /#. Se X nao estd no tubo em
que S estd, entdo da proposicao 2.5 segue que

Ext' (X,S)~DHom ,(S,7X)~DHom ,(t~'S, X)~DHom ,(S, X) =0,

pois como S estd em .7, se X estiver em %, segue a ultima igualdade. Se X estiver em
um tubo distinto do tubo em que esta S, entao a igualdade segue da ortogonalidade dos
tubos, e entdo temos rkX > 0. Analisemos agora o caso em que S e X estejam no mesmo
tubo. Entdao temos que

dim;Hom (X, S) = dim;Hom ,(S, X) = dim;Ext’ (X, S),

e entdo temos que rkX = 0.
Obs:. Note que dim;Hom (X, S) = dim;Hom 4(S, X) pela estrutura uniserial do tubo,

(1)

entdo a estrutura do tubo € a seguinte, uma vez que o posto do tubo é igual a 1:

suponha por exemplo que

(b)Considerando a seguinte sequéncia exata,
0—-A—-B—-C—0

ao aplicarmos o funtor Hom 4 (_, S) obtemos a seguinte sequéncia exata:
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0— Hom_,(C,S)— Hom_,(B,S) — Hom ,(A,S) —
—Ext' (C,S)— Ext (B,S)—Ext (A,5)—0

E segue entdo dai que rkB =r1kA + rkC.
(c) Considere X um objeto excepcional em .7%,,. Sabemos entdo que Ext}%,(X ,S) ~
DHom (S, X)=0, da proposicao 2.5. Considere agora 7 = FacT a classe de tor¢ao para
algum objeto inclinante 7', e seja t X o subobjeto de torcao correspondente de X. Sabe-
mos da proposi¢ao 3.12 que Ext! (1 X, rX)=0e que Ext, (X/tX,X/tX)=0. Se t X #0,
entdo temos que dim;,Hom (¢ X,S) > 0 do teorema 3.27, uma vez que cada somando in-
decomponivel de ¢ X estd em FacT e é excepcional em 7 . Daitemos dim;Hom , (X, S) >
0 pela proposicao 3.26. Se t X =0, entdo X ~ X/t X. E entdo segue novamente pela pro-
posicdo 3.12 que X é objeto excepcional e de tor¢do. Entao temos que dim;Hom (X, S) >
0 do teorema 3.27. O

Pela proposic¢do 2.7 sabemos que existe um objeto inclinante 7 em %, e entao temos
que T é objeto excepcional em .7Z,. Pelo item (c) da proposi¢do 4.1 podemos escolher
objeto excepcional E € J#, tal que o rkE seja minimal, suponha rkE = a > 0, e entado
podemos claramente assumir que E é um objeto de torcao.

Segue também do teorema 3.27 que a categoria E* é equivalente a categoria modH
para alguma k-dlgebra bésica hereditdria H. Entdo segue da proposicdo 3.7 queH @ E é
um objeto inclinante em 7 e ainda pela proposicdo 3.11 End(H & E)°” ~ H[M], onde
0 —-17E —- M — E — 0 é uma sequéncia quase-cindida. Como assumimos que a cate-
goria hereditaria /7 nao é derivadamente equivalente a qualquer categoria modH’ para
uma k-algebra hereditaria H’, segue que H[M] é uma élgebra quase-inclinada que nao
é inclinada. O nosso objetivo é mostrar que H[M | é uma algebra canonica. Provaremos
esse resultados em diversas etapas.

O proximo resultado é fundamental para a demonstracao dos demais resultados desta
secao, e sua prova pode ser encontrada em [7],(pag. 78, teorema 7.10).

Proposicao 4.2. Seja 7' uma k-categoria conexa abeliana hereditdria com objeto in-
clinante, que ndo é derivadamente equivalente a alguma categoria modH’ para H' k-
dlgebra hereditdria. Seja E' um objeto excepcional em # tal que E" = modH’ para al-
guma k-dlgebra hereditdria H'. Assuma que M’ é um objeto indecomponivel, onde M’ é
tal que0 — TE’' — M’ — E’ — 0 é sequéncia exata quase-cindida. Entdo valem as seguin-
tes propriedades:

(a) M’ é um H'-modulo sincero.
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(b) socM’ ndo é simples.
H’ 0
DM k
(d) Existe um objeto inclinante T' em FadH' ® E’) tal que Hom ,(H',T") é um H'-
modulo injetivo.

(c) A coextensdo por um ponto [M'|H' =

] é quase-inclinada.

Como podemos ver, para que possamos utilizar o resultado anterior, precisamos mos-
trar primeiramente que M é um objeto indecomponivel. Mas antes, enunciaremos o
seguinte resultado:

Proposicao 4.3. (ver [12]pdg. 64) Seja H uma dlgebra hereditdria indecomponivel e M
um H -médulo. Sdo equivalentes:

(a) H[M] é uma dlgebra quase-inclinada.

(b) M é objeto regular indecomponivel.

Lema 4.4. Seja E um objeto de tor¢do excepcional em 5, e0 - 7TE - M — E —-0a
sequéncia quase-cindida terminando em E e assuma que E* = modH, H k-dlgebra he-
reditdria de dimensdo finita. Suponha também que ¢, tem tubo de posto 1. Entdo o H -
modulo M é indecomponivel e regular.

Demonstracdao: Como H[M] é uma dlgebra quase-inclinada que ndo é inclinada, segue
da proposicao 4.3 que é suficiente mostrar que H é uma algebra indecomponivel, ou
equivalentemente, que a categoria perpendicular E* é conexa.
Vamos assumir entdo que E* ndo é conexa. A sequéncia exata quase-cindida 0 —
TE — M — E — 0 nos mostra que rkM = 2rkE = 2a, utilizando o item (b) do lema 4.1.
r
Entao podemos escrever M = @ M;, onde cada M, é objeto indecomponivel. Se M; — E

i=1
é um monomorfismo, entdo pela proposicao 3.3 segue que M; é um objeto projetivo na

categoria E* e entdo um objeto excepcional. Temos também que M; estd em .7, uma
vez que M; — E é ndo nulo e E estd em %, e entdo concluimos que rkM; > rkE = a,
pela minimalidade do rkE = a. Se M; — E é um epimorfismo, entdo claramente temos
rkM; > 1kE = a. Segue dai entdo que r < 2.

Assumiremos agora que r =2 e que M; — E e M, — E sao ambos monomorfismos.
Entdo pela proposicdo 3.3, M = M, & M, é objeto projetivo em modH, e entdo teriamos
que H[M] é édlgebra hereditéria, o que é uma contradicdo.

Entao vamos assumir agora que r = 2 e que M, — E é um epimorfismo. Considere
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entdo o seguinte diagrama comutativo:

g

0 K M, E 0

ek

0—=TE—2*M0&6M,—E—=0

Temos entdo que hf = (0 1)Tg. Logo, hf é monomorfismo, pois (0 1)7 e g sdo, e entdo
segue que f é monomorfismo. O cokernel de (0 1)T é M,. Entao aplicando o lema da ser-
pente no diagrama acima, obtemos que o cokernel de f é M, e entdo podemos construir
o seguinte diagrama:

0 K M, E 0

f L(o nT lid

0—TE—2*Mo&M,—=E—=0

M,

0

Desde que Hom (K, TE)#0 e que TE € 7%, segue que K nao tem comprimento finito.
Temos também rkK = a—a = 0. Queremos mostrar entdo que K € um objeto excepcional
em %, 0 que nos dard uma contradicao, pelo item (c) do lema 4.1.

Primeiramente aplicaremos o funtor Hom ,(_, M;) na sequéncia exata quase-cindida
0—7E— M,® M, — E — 0 obtendo assim a seguinte sequéncia exata:

Hom ,(E, M,)— Hom ,(M,, M;)® Hom ,(M,, M;) - Hom (T E, M,) — Ext;f(E,Ml).

Sabemos que Hom ,(E,M;)=0 = Extel%ﬁ(E,Ml) pois M, € E*+. Como assumimos no co-
meco da demonstra¢do que E* ndo é conexa, M; e M, devem estar em componentes
diferentes, segue dai entao que Hom ,.(M,, M;) = 0. Logo temos que Hom ,,(TE, M) ~
Hom ,,.(M,, M,).

Agora aplicando o mesmo funtor Hom ,(_, M;) na sequéncia0 - K - 7E — M; — 0,
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obtemos:
0 — Hom ,(M,,M,) —Hom (7 E,M,) — Hom (K, M,) — Ext’ (M,, M)
Como temos um epimorfismo 7 E — M;, temos entdao epimorfismo
Ext' (M,,TE)— Ext' (M,,M,),

e segue dai entdo que Ext' (M;, M;) = 0 pois Ext' (M;,TE) ~ Hom ,(E, M,) = 0. Entdo
concluimos que M; é um objeto excepcional em E*, e entdo do fato que
Hom ,(M,, M;)~Hom (7 E, M,), temos Hom (K, M;)=0.

Finalmente, aplicando o funtor Hom ,(K,_) a sequéncia0 - K —- 7E — M, — 0
obtemos a sequéncia exata:

Hom (K, M;)— Ext' (K, K)— Ext' (K, TE).

Como Hom (K, M;)=0 e Ext' (K,7E)~DHom ,(E, K)=0, e entdao podemos concluir
que Ext! (K,K) = 0, obtendo assim a nossa contradi¢do. Logo, concluimos que E L¢
conexa, e entdo M é indecomponivel. O

Lema 4.5. Seja E objeto excepcional de tor¢do em 5¢,,,0 - TE — M — E — 0 a sequéncia
exata quase-cindida terminando em E e assuma também que E+ = modH, onde H é uma
k-dlgebra hereditdria de dimensdo finita. Entédo ¢, C FadH ® E).

Demonstracao: Pela proposicdo 4.2 sabemos que M é objeto sincero, ou seja, existe
morfismo ndo nulo de todo H-mddulo projetivo para M. Sabemos que M € /7, e como
H é projetivo em E+ e Hom (%, #,) =0, segue que H ndo tem comprimento finito, e
entdo concluimos que o objeto H @ E, que é inclinante da proposicao 3.7, esta em .7,.
E entdo temos que .74, C Fac(H @ E) pela proposicao 3.8, item (b).

0

Para o objeto inclinante T = H @ E podemos considerar o seguinte funtor:
F =Hom ,(T,_): 2 — modH [M],

onde
Hom (T, _)|p.r : FacT — modH [M]
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é fiel e pleno. A representacao de Hom (T, Z) como H[M]-médulo é dada pela seguinte
terna:
(Hom 4 (E,Z),Hom 4,(H,Z),g)

de acordo com o teorema 1.9. Porém, como ja vimos anteriormente, temos

H[M] = k 0
" | Hom(H,E) H |’

e entdo como o objeto Hom ,,(E, Z) é um k-espaco vetorial, a representacdo é da forma:
(ks’ Homﬂ(HrZ)r g)

onde
g:k’®. M —Hom(H,Z),

isto é, vamos escrever entdo
g:M° —Hom,(H,Z).

Nosso objetivo agora é investigar mais a fundo a imagem F(S) do objeto simples S, que
pertence a 7%, e entdo pelo lema 4.5 estard em FacT, mas antes disso, vamos enunciar a
seguinte proposicao:

Proposicao 4.6. (ver [12],pdg. 57) Seja H uma k -dlgebra hereditdria de dimensao finita e
sejaA=H[M], M um H-mddulo. Seja(A, B, f) um objeto em modA, onde f : M ®, A— B
é um morfismo de H -médulos, entdo pd,(A, B, f) < 1 se, e somente se, kerf é projetivo.

Lema 4.7. Considere F(S)=(k', I, f). Valem as seguintes afirmacoes:
(a) O morfismo f : M' — I é sobrejetor.
(b) I é um H -modulo injetivo sincero .
(©) DTrypy (k" 1, f)~(k", I, f).
(d) P = kerf é projetivoe P/rP ~ socl.
(e) dimyHom (P, M)=2t.

Demonstracao: (a) Como ja vimos, tkE > 0, e entdo podemos concluir que existe um
morfismo ndo nulo E — §, que deve ser sobrejetor, uma vez que S é um objeto simples.
Consideremos entdao a add E -aproximacao minimal a direita h : E¥ — S, que também é
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sobrejetora, e entdo podemos construir a sequéncia exata 0 - K — E®* — § — 0, onde
K =kerh. Aplicando entdo o funtor Hom ,(T,_) obtemos a sequéncia exata:

0 — Hom (T, K) — Hom (T, E*) = Hom (T, S) = Ext. (T, K).

Sabemos que T = H & E, e além disso, segue da proposicao 3.3 que K = kerh estd em
E'=modH. Disto decorre que

Ext' (T, K)=Ext', (H, K)®Ext', (E,K).

Como K e modH, e H é H-moédulo projetivo, segue que Ext! (H, K)=0. Além disso, ja
vimos que K € E+, logo, Ext! (E, K)=0. E segue dai portanto que Ext' (T, K)=0.

Temos F(E) = Hom (T, E) = (k,M, id,;) uma vez que EndE ~ k e Hom_,(H,E) ~
Hom ,(H,M) ~ M. Entao obtemos uma sobrejecao (k,M,id,;)°* — (k',I, f), uma vez
que o funtor F é pleno. Assim podemos construir o seguinte diagrama comutativo:

M? M! 0

)

M? I 0

De onde podemos concluir entdo que f : M — I é sobrejetora.

(b) Pela proposicdo 4.2 existe um objeto inclinante T em FacT tal que Hom ,(H, T) é
um H-moédulo injetivo. Desde que S é um objeto simples em um tubo de posto um, te-
mos um epimorfismo T — S pela proposicdo 2.6. Sejag : T! — Sumaadd T -aproximacao

minimal a direita. Aplicando o funtor Hom_,(T,_) na sequéncia exata:
0—kerg — Tl—>S—>0,

segue que Ext}%(T,kerg) = 0 e entdo podemos concluir que K = kerg estd em FacT C

FacT. Entdo dai concluimos que a sequéncia 0 — F(K)— F(T)! — F(S)— 0 é exata em
modH [M], onde

F(T) =Hom (T, T)) =Hom ,(H, T)' @ Hom ,(E, T’
Também sabemos que F(S)=(k’,I, f), e entao temos o seguinte epimorfismo

Hom ,(H,T) ®@Hom ,(E, T) - K &1,
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pela construcdo da equivaléncia na prova do teorema 1.9, e temos o seguinte epimor-
fismo:
Hom ,(H,T) =1

e segue entdo do fato de H ser algebra hereditéria e do fato de Hom ,(H, T) ser H-
modulo injetivo que Hom ,,(H,S) = I é um H-mo6dulo injetivo, pois I é quociente de
um injetivo.

Para cada somando indecomponivel P de H, temos que P é objeto excepcional e
estd em .7, entdo segue do teorema 3.27 que Hom (P, S) # 0. Agora, se considerarmos
Homy, (P, Hom ,(H, S)), temos o seguinte:

Hom(P,Hom ,(H,S))~Hom,_,(P ®y H,S)~Hom _,(P,S)#0

e temos entdo que Hom ,(H,S)= 1 é um H-maddulo sincero.

(c) Considere a sequéncia quase-cindida0 — S — U — S — 0 em ., que esta con-
tida em FacT. Como Ext' (T,S) = 0, a partir da sequéncia anterior obtemos a seguinte
sequéncia exata em modH [M:

0— Hom ,(T,S)— Hom ,(T,U)— Hom _,(T,S)— 0

A ultima sequéncia é quase-cindida em modH [M ], o que segue da proposicao 2.13.
Isto nos mostra entdao que D Ty F(S) ~ F(S).
(d) e (e) Considere a sequéncia exata

0-P->M' -I1-0

onde P =kerf: M"'— I. Como todo H[M]-m6dulo em F(FacT), em particular o H[M]-
modulo F(S), tem dimensdo projetiva no méximo 1, o que segue da proposi¢ao 2.13,
podemor afirmar entao que P é um H-mddulo projetivo pela proposicao 4.6.

Consideremos entao o seguinte diagrama comutativo, que dard origem auma H [M |-
resolucdo projetiva de F(S), onde cada coluna representa um H [M ]-m6dulo.

id

0 Mt gt 0 4.1)
| )
0 P ML 0

Como f : M" — I é sobrejetora temos que Homy,,(F(S),(0,4,0)) = 0, para A €
modH, e entdo temos que Homy,,(F(S), H[M])=0. Como I € injetivo e M é regular, te-
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mos Hom (I, M) = 0. Para facilitar a visualiza¢cdo, vamos denotar a resolucdo projetiva
dada em (4.1) por:

Aplicando entdo o funtor Homy,,(_, H[M]) obtemos

vimos anteriormente que Homy,,(F(S), H[M]) = 0, e entdo aplicando na sequéncia
acima o funtor D = Hom(_, k) obtemos:

0 — DTrF(S) — DHomy, (P, H[M]) — DHomy (P, H[M]) — 0
que dard origem ao seguinte diagrama comutativo:

0— =M™t Mr— M 0

| .

0——=I(P/rP)—=I(P/rP)—=0

onde r =dim;Hom (M, I(P/r P)). Como vimos que D Ty, F(S) ~ F(S), n6s devemos
entdoterr =2t e I(P/rP)~1, eentio, P/rP ~socl. O

Usando entdo o lema 4.7 obtemos algumas informacdes adicionais importantes so-
bre a sequéncia exata0 - P - M' — [ —0:

Lema 4.8. Seja E objeto excepcional de tor¢do em 7, e 0 —-T7E — M — E — 0 a respec-
tiva sequéncia quase-cindida terminando em E, além disso, assuma que E*+ = modH, H
k-dlgebra hereditdria de dimensdo finita. Seja S,,---,S, a lista completa de H -modulos
simples, P(S,),---, P(S,) os respectivos projetivos indecomponiveise I(S,), -, I(S,) os inje-
tivos indecomponiveis de H . Entdo valem as seguintes afirmacoes:

(a) socM = S? ousocM = S; & S;.

(b) SesocM =S, @S, e F(S)=(k*,I,f), entao I =1(S,)"®I(S,)" ondet, +t,=t.

Demonstragdo: (a) Seja socM =S;" @---® S, onde os objetos S; sdo H-modulos sim-
ples ndo isomorfos entre si e n; > 0. Como H é uma &lgebra hereditaria, segue que
Ext (S;,S;) ~ Ext,(S;,S;) = 0, e entdo podemos concluir que S; é um objeto excepcio-
nal para todo i, e como S; é subobjeto de M, e M estd em %, logo S; € 7%,,. Portanto
existe um morfismo ndo nulo saindo de S; para S pelo teorema 3.27 e entao rkS; > a, pelo
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item (c) da proposi¢do 4.1. Como rkM = 2a, segue que socM tem no maximo 2 soman-
dos distintos, e da proposicado 4.2 temos que socM nao é simples, portanto devem haver
exatamente 2 somandos em socM. A partir dai obtemos dois possiveis casos: r =1 e
n,=2our =2en; =1=n,, em outras palavras, socM = Sf ousocM =S§,®S,.

(b) Considere entdo a sequéncia exata 0 — socM — M — C — 0. Como socM e M
estdo em E+ = modH, segue que C também estdo em E* = modH. Pelo item (b) da
proposicao 4.1 temos que rkC = rkM - rksocM = 2a - 2a = 0. Seja U um submddulo
simples de C. Entdo temos que rkU = 0 e além disso, Ext., (U, U) = 0 pois H é uma
dlgebra hereditdria. Temos entdo que U € 7, pois caso contrdrio, teriamos U objeto
excepcional em /7, e entdo pelo item (c) da proposicao 4.1, rkU > 0, contradi¢cao. Como
U estd em .7 e Hom (7%, 7,) =0, segue que C também estd em 7.

Seja m; a multiplicidade de S; em M. Temos socM =S ousocM =S, ®S,. Como M é
sincero, pelo menos um dos modulos simples em socM, digamos S;, deve ser projetivo.
Primeiramente podemos dizer que H possui um moédulo projetivo simples pois € uma
dlgebra hereditaria. Entdao dado um H-mdédulo projetivo simples P, como M € sincero
sabemos entao que Hom (P, M) # 0 pois P é projetivo, do fato de P ser simples, dado
um morfismo f : P — M temos que f é monomorfismo, e disto temos entdo que P é
submaodulo simples de M, ou seja, P C socM.

Quando socM = S?, temos que m,; = 2. De fato, considere a série de composigao

0cScS’c---cNcN'c-—-cM 4.2)

Suponha entdo que S, apareca em algum outro fator de composicdo. Considere entao
(4.2) a série de composicao contendo socM e que N’/N ~ §,. Entdo considerando a
sequéncia exata0 - N — N’ — N’/N — 0, temos que N' = N @ N'/N, pois N’'/N é
projetivo. A partir dai, como S? C N, teriamos S} ¢ N’ € M, o que é uma contradigao.
Quando socM =S, & S,, segue que m, = 1, e a prova para isto € similar a prova anterior.

Considerando socM = 512 temos entdo a sequéncia exata

0— 812 —-M—-C—0
e entdo aplicando o funtor Hom ,,(_, I(S;)), obtemos:
0 — Hom, ,(C, I(S;)) = Hom (M, I(S;)) = Hom (S, I(S;)) — 0

e considerando i # 1, temos Hom (S I(S;)) = 0. Como M é sincero, temos que



Capitulo 4. O Resultado Principal 80

Hom (M, I(S;)) # 0, logo, temos entdo Hom ,,.(C, I(S;)) #0, para i # 1.

Agora, considerando socM =S, @ S,, se supormos m, > 1, como o simples S, aparece
uma Unica vez na série de composicao de S, ® S,, entdo deve aparecer uma vez na série
de composicao de C, e assim,

Hom ,(C, I(S;))#0,parai#1.
Se m, =1, consideramos entdo a sequéncia exata
0—§55—-M-—-C—0
e aplicando o funtor Hom ,(_, I(S;)) obtemos:
0 — Hom _,(C,I(S;)) — Hom (M, I(S;)) — Hom (S, ® S,, I(S;)) — 0

e considerando i # 1,2, temos Hom_,(S, ® S,, I(S;)) = 0. Novamente utilizando o fato de
M ser sincero, temos Hom ,(C, I(S;)) # 0 para i # 1,2.

Uma vez que C € %), quando Hom ,(C, I(S;)) # 0, segue que I(S;) estd em .74. Como
I(S;) é um H-médulo, F(I(S;)) ndo é um H[M]-médulo sincero, pois como vimos, nao
existe morfismo do projetivo simples S, — I(S;), logo, ndo existe morfismo do projetivo
F(S,) — F(I(S;)). Podemos observar também que F(S) é um H[M |-médulo sincero, e
entdo, F(Z) é sincero para todo Z no tubo de S, e segue entdo que S e I(S;) ndo estdo
no mesmo tubo. Como S e I(S;) ndo estdo no mesmo tubo, Hom ,.(I(S;),S) =0, e conse-
quentemente, aplicando o funtor F = Hom (T, _) obtemos

HomH[M]((OrI(Si)’O)r(kti I’f)) =0

pois F|per : FacT — modH[M] é fiel e pleno. A partir dai temos Hom ,(I(S;),I) = 0,
quando Hom ,(C, I(S;)) # 0.

E dai segue que I = I(S;)" @ I(S,)®, com £, > 0, pois I é um H-médulo sincero, e com
r,=0seS,esocM e m, > 1. O

Proposicao 4.9. Seja E objeto excepcional de tor¢do em 5%, 0 - TE - M — E — 0
a sequéncia quase-cindida terminando em E e assuma também E+ = modH, onde H é
uma k -dlgebra hereditdria de dimensao finita, entdo a aljava de H tem um tinico po¢o x
e a multiplicidade do H -médulo simples correspondente S(x) em M é igual a 2, e ainda,
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[M]=[P(x)]+[I(x)] em Ky(modH), onde P(x) e I(x) sdo os H -médulos projetivo e injetivo
indecomponiveis associados ao vértice x respectivamente.

Demonstracgao: Agora, como vimos pelo lema anterior, podemos considerar I = I(S;)" &
I(S,)2 com t; >0,com t, =0se S, € socM e m, > 1. Considere entao que S, € socM, como
vimos entao no final da prova do lema 4.7 temos que 2t = dim;,Hom (M, I(P/r P)), mas
como dim,Hom ,,(M, I(P/rP))=dim;Hom (P, M) temos entdo

2t = dlmkHom%(R M) = dlmkHom%(P(S].)tl, M)‘i‘dlmkH()m;gJ(P(Sz)tz, M) = tl.m1+t2.m2,

e dai como estamos considerando socM = §; @ S,, jd vimos que m; = 1. Considerando
primeiro m, > 1, temos £, =0 e entdo 2¢ = f; + £,. Agora, considerando m, = 1 também
obtemos 2t =, + t,.

Considerando a multiplicidade de S, em M, temos que ¢t =2¢t, + pt,, onde p >0 é
o numero de caminhos do vértice de S, para o vértice de S; na aljava da édlgebra H. De
fato, ao considerarmos a sequéncia exata

0—-P—-M'—-1-0,

considerando socM = §,; & S,, ja vimos que m, = 1, ou seja, quando considerarmos
a multiplicidade de S, em M’, isso resultard no nimero ¢. Por outro lado, sabemos
que I = I(S,)" & I(S,)2(observe que o simples S; ndo aparece na série de composicao
de I(S,), pois caso contrario estaria no socl(S,) por ser projetivo), e segue entdo que
socl = S ® S,?, logo a multiplicidade de S, em I é igual a ;. Agora, sabemos tam-
bém que P = P(S,)" @ P(S,)"2, onde P(S;) sdo projetivos e indecomponiveis, entdao, como
rad(P(S;)) c P(S;) e P(S;)/rad(P(S;)) = S, segue que P(S;)=S,. Logo S, so6 ird aparecer t,
vezes na série de composicao de P(S;). Agora nos resta saber se o simples S, aparece na
série de decomposicao de P(S,), mas sabemos que dime, H e;, que é o nimero de cami-
nhos do vértice de S, para o vértice de S, na aljava da dlgebra H, também representa o
numero de vezes que o simples S, aparece na série de decomposicao de e,H = P(S,). E
entdo segue a formula t =21, + pt,.

Se p =0, entdo S, é simples projetivo. De fato:se S, nao for projetivo, teriamos um
caminho saindo de S,. Logo, como nao existe caminho do vértice de S, para o vértice de
S, teriamos entdo outro po¢o diferente de 1. Assim, teriamos outro projetivo simples
em H, diferente de §,. Portanto, como M € sincero, teriamos outro simples diferente de
S, e S, nosocM. Como S, € projetivo simples e portanto aparece uma tinica vez na série
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de composicdao de M. Da sequéncia exata
0—P(S)"@P(S)?—>M - I(S)" @1(S,)2—0,
se analisarmos a multiplicidade de S, em M temos entdo que
=2t

Como p =0,daequacao t =21, + pt, temos que ¢ =21;,. Assim, 2t =24, +26,> 1, + 1, 0

que nos da uma contradicao.

Agora, se p >0, temos 2t =41, +2pt, > t; + t,, 0 que também nos dd uma contradicao.
Logo, a tnica possibilidade que nos resta é r =1 e m; = 2. Entao I = I(S;)"". Como

2t =2t, temos a seguinte sequéncia exata:

0—P(S) —->M'—-I(S) —0

E isso nos mostra entdo que [M] = [P(S;)] + [I(S;)] em K,(modH).
Além disso, podemos notar também que a aljava de H tem um tinico pog¢o x. De fato,
se a aljava de H admitisse outro poco y, teriamos entdo outro médulo S(y) projetivo e
simples, e pelo fato de M ser H-mdédulo sincero, existiria um monomorfismo S(y) — M,
e entdo S(y) seria subobjeto de M, o que é um absurdo, pois sabemos que socM = S>.
[

Agora definiremos aqui dois conceitos que utilizaremos na prova do préximo teo-
rema:

Definicao 4.2. Seja A uma dlgebra. Um caminho em modA é uma sequéncia

de morfismos ndo nulos que ndo sao isomorfismos fi, ..., f; entre os A-médulos indecom-
poniveis My, M,,..., M, com t > 1. Dizemos que M, é um antecessor de M, e que M, é
um sucessor de M. Um caminho em modA é chamado um ciclo M, ~ M,. Um A-mddulo
indecomponivel que ndo estd em nenhum ciclo em modA é chamado de médulo dirigido.

Definicao 4.3. Seja A uma dlgebra. Dizemos que um A-modulo M estd no meio de uma
cadeia curta se existir um A-modulo indecomponivel X tal que

Homy,(X,M)+#0 e Hom,(M,DTrX)# 0.
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Antes de proseguirmos com a proxima proposicao, vejamos o quadro abaixo, que d&
uma ideia de como estdo distribuidos as informacoes obtidas anteriormente na catego-
ria hereditéria J7:

%;:. Y 0

_—_ =, i ey
«E

Agora, iremos demonstrar um resultado fundamental em nosso trabalho, mas para
isso, precisamos antes de alguns conceitos preliminares.

-

Definicdo 4.4. (Algebra Canonica) Seja n > 2 um niimero natural e sejam r,, ..., 1, n ni-
meros naturais. Seja entdo Q,, . aaljava:

o
r
S cee 'h.l
a; a3
a, '1%.2 cee cee .<_.”2 a
: : : : w
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.....

r1+1 r2+1

i+1
tos da forma A;a;" + i

..........

..........

Proposicao 4.10. (ver [12], pdg. 60) Seja H uma dlgebra hereditdria de artin e M,, ..., M,
modulos dirigidos indecomponiveis. Entdo M = M, & ---® M, ndo estd no meio de uma
cadeia curta se, e somente se, M,,--- , M, estdo em uma fatia.

Teorema 4.11. Seja E objeto excepcional de tor¢ao em ., E+ = modH para alguma
dlgebra hereditdria H e 0 - TE — M — E — 0 a sequéncia quase-cindida terminando
em E, entdo a extensdo por um ponto H[M| é uma dlgebra canénica.

Demonstracao: Podemos assumir que a dlgebra H é uma algebra bésica, e entdo temos
H ~ kQ, onde kQ é a dlgebra de caminhos da aljava Q. Além disso, sabemos da proposi-
¢d0 4.9 que a aljava Q tem um tnico poco. Nosso objetivo primeiramente é mostrar que
o grafo subjacente Q de Q é uma arvore.

Assuma entdo o contrario, ou seja, Q ndo é uma arvore. Entdo existe algum vértice y
em Q tal que existem n > 2 caminhos diferentes de y para x. Sabemos da proposicio
4.2 que a coextensdo por um ponto [M|H é quase-inclinada. Denotemos entdo o vértice
correspondente a coextensio por «, e a aljava estendida por Q. Para um vértice i em Q
seja P(i) o [M]H -mddulo projetivo indecomponivel correspondente a i. Segue entdo de
[12](pag. 54) que ~ = End(P(x)® P(y)® P(a))°? é também quase-inclinada. Podemos
ver entdo, que X é isomorfa a algebra de caminhos com aljava:

De fato, suponha que nao fosse, entao a tnica possibilidade que nos restaria seria a se-
guinte aljava:
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e entdo em Q teriamos apenas uma flecha de x para a. Mas entdo

a

Como Q é a coextensdo de H por M, entdo I(a)/socI(a)= M, e se tivesse apenas uma
flecha de x para a, entdo o espaco vetorial no vértice da representacdao de M tera dimen-
sdo 1, portanto S(x) apareceria somente uma vez no socM, mas ja vimos que S(x)* =
socM, o que nos daria uma contradicao, ou seja, devemos ter duas flechas de x para a.

Agora, podemos considerar > como a coextensdo de L por H,, isto é, ¥ =[L]H, onde

H, é a dlgebra de caminhos da aljava:

y ~ X

n
e L tem vetor dimensdo dimL = (n,2), pois aqui o subespaco de caminhos nulos de y
para a tem dimensao n. Agora, vamos olhar ¥ de outra maneira, como uma extensao

por um ponto, X = H,[N], onde H, é a dlgebra de caminhos da aljava

p 'y

e N tem vetor dimensdo dimN = (n,n). Agora, se N tem um somando regular inde-
componivel, sabemos de [12](pag. 62) que N é indecomponivel e regular, mas como
a dlgebra X é quase-inclinada entdo N estd na boca do tubo[12](teorema 3.9, pag. 68
), logo dimN = (1,1), o que é uma contradicao, pois n > 2. Suponha agora que cada so-
mando indecomponivel de N é p6s-projetivo ou pré-injetivo. Como X é quase-inclinada,
N é dado por uma fatia, fato este que advém da proposicao 4.10. Entao, a partir dai po-
demos concluir que todos os somandos indecomponiveis de N sdo ou pds-projetivos
ou pré-injetivos, logo, teriamos dimN = (i,i + 1) ou dimN = (i + 1, i), mas vimos que
dimN = (n, n), e entdo concluimos que Q deve ser uma arvore.

Agora que sabemos que o grafo subjacente da aljava Q é uma arvore, queremos mos-
trar que Q é uma estrela. Suponha por absurdo entdo que Q nio é uma estrela. Entdo
devem existir vértices a, b, c em Q tal que se w é o vértice da extensdao por um ponto
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H[M] e P(i) denota o médulo projetivo indecomponivel correspondente ao vértice i na
aljava estendida. Temos agora X =End(P(x)®P(a)®P(b)® P(c)® P(w))°’’ ~ T[N], onde
T é a dlgebra de caminhos da aljava:

sobre k.
Sabemos que o vetor dimensao de N é dado por

Como X é quase-inclinada e a dlgebra de caminhos da aljava

sobre o corpo k é de tipo de representacao finita, N deve ser dada por uma fatia, nova-
mente utilizando a proposicao 4.10. Pelo fato do vetor dimensao de N ser da forma men-
cionada acima, S(x) deve ser um somando de . Se temos uma fatia, entdo somente os
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modulos projetivos indecomponiveis podem ser somandos, como podemos ver abaixo:

Mas isso é impossivel, pois qualquer combinacdo de vetores dimensdo dos projetivos
indecomponiveis ndo nos fornece o médulo N. Isso mostra entdao que Q deve ser uma
estrela. Entdo, acabamos de mostrar que H é dada pela estrela:

/

1<—1 :
1—1 :

2 : :
1—1 :
1—1 :

\

onde os nimeros denotam o vetor dimensao de M. Como H [M] é quase-inclinada, deve
ser de fato uma dlgebra canonica, por [12]. O

4.2 A Equivaléncia Derivada

Nesta secao, provaremos o resultado principal deste trabalho, mas para isso precisare-
mos de alguns resultados antes.

Teorema 4.12. (ver [12], pdg. 24) Seja T um objeto inclinante em uma k -categoria abeli-
ana . Entao 2" ()~ 92*(A) onde A = End(T)°P.

Teorema 4.13. (ver [16], pdg. 408) Dada uma dlgebra canonica C, existe uma equivalén-
cia de categorias trianguladas 2*(cohX) ~ 2°(C).
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Teorema4.14. Seja.72 uma k -categoria abeliana hereditdria conexa, dim,Hom (X, Y) <
oo edimyExt' (X, Y) < 0o, paratodo X,Y objetosem 7 . Assuma que 7 tenha um objeto
inclinante T em 7%, ndo seja derivadamente equivalente a alguma modH e que 7, # 0.
Entao 77 é derivadamente equivalente a cohX para alguma reta projetiva X com peso.

Demonstracao: Pelo teorema 3.17, podemos assumir que Hom (77, #,) = 0. Sabemos
também da proposicdo 2.6 que todos os tubos em %, tem posto finito. Seja entdo n; o
posto minimal de tais tubos. Se n, =1, temos que H [M | é uma dlgebra canonica, e como
ja vimos anteriormente, H[M| ~ End(T)°” para T objeto inclinante em 7, logo temos
9P ()~ 9P (H[M]), e entdo temos também que 2°(H[M]) ~ 2*(cohX), fatos estes que
seguem dos teoremas 4.12 e 4.13, e entdo temos que para 1, = 1 o resultado desejado
vale. Suponha agora que n, > 1 e que o resultado vale para todo m < n,,.

Escolha E na boca do tubo de posto n, em s7%. Como supomos que n, > 2, segue
da proposicao 2.5 que Ext! (E, E) ~ DHom ,(E,TE) = 0, e entdo concluimos que E é
objeto excepcional. Segue da proposicdo 3.8 que .74 estd contido em FacT, onde T é
objeto inclinante em J7,,. Dai temos que E € FacT, e segue da proposicao 3.6 que a
categoria hereditaria E* tem um objeto inclinante.

Seja agora 2 um tubo em .74, temos que os objetos de 2 que estdo também em E*
tém comprimento finito e formam um tubo de posto n,—1. Entao por hipétese de indu-
¢do, temos que E+ é derivadamente equivalente a alguma cohY. Entdo existe um objeto
inclinante T em E+, com T € (E*),, tal que End(T)°” = C é uma dlgebra canonica. Como
Ext;f(T, E)~DHom ,(t'E,T)=0, uma vez que T estd em (E'),, segue do teorema 3.6
que E ® T é um objeto inclinante em 7.

Pela proposicao 3.11 temos que End(T & E)°? ~ C[Hom (T, M)] onde

0—=7E—-M—E—0

é sequéncia quase-cindida em 7. Como T estd em (E'),, temos que J C FacT, onde 7
é o tubo de M, onde M estd na boca do tubo. Aplicando o funtor Hom ,,(T,_): FacT —
modC, que vimos anteriormente ser fiel e pleno, temos que & é levado em um tubo
com Hom (T, M) na boca. Entao segue de [17] que C[Hom (T, M )| é derivadamente
equivalente a alguma cohX, e consequentemente, .7 também. Logo provamos entao
que 2°(#) ~ 9" (cohX).

O
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