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Resumo

Com o propésito de entender as dlgebras hereditédrias por partes, estudamos os arti-
gos de Happel-Zacharia [HZ10] e Happel-Reiten-Smale [HRS96], para isso, apresentamos os
conceitos da dimensao global forte de uma 4lgebra de dimensao finita, a categoria de homo-
topia e a categoria derivada. A importancia de estudar as dlgebras hereditarias por partes é

porque elas fornecem propriedades homolégicas da categoria de médulos sobre a adlgebra.

Nos trés capitulos iniciais apresentamos as nog¢des bdasicas para entender o teorema
que carateriza as algebras hereditérias por partes, assim como as F— partes de uma algebra
hereditdria por partes e no capitulo quatro demonstraremos que uma 4lgebra é hereditaria
por partes se, e somente se, a dimensao global forte € finita. Por fim, no capitulo cinco pro-
varemos algumas propriedades homolégicas das F—partes que sdao subcategorias plenas na

categoria de m6dulos sobre uma dlgebra de dimensao global forte finita.

Palavras-chave: dlgebra hereditéria por partes, dimensao global forte, categorias here-
ditarias, categoria derivada.
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Abstract

In order to understand the piecewise hereditary algebras , we studied the articles of
Happel-Zacharia [HZ10] and Happel-Reiten-Smaleo [HRS96], for this, we present the con-
cepts of strong global dimension of a finite dimensional algebra, the category of homotopy
and the derived category. The importance of studying the piecewise hereditary algebras is

because they provide homological properties of the category of modules over the algebra.

In the three opening chapters we introduce the basic notions to understand the theo-
rem featuring of a piecewise hereditary, as well as F—pieces of a piecewise hereditary alge-
bras and in fourth chapter we demonstrate that an piecewise hereditary algebras if and only
if a strong global dimension is finite. Finally, in fifth chapter five we prove some homological
properties of F—pieces that are full subcategories in category of modules over an algebra of

finite strong global dimension.

Keywords: piecewise hereditary algebras, strong global dimension, hereditary catego-

ries, derived category.
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Introducao

As algebras hereditarias por partes sdo as algebras cuja categoria derivada limitada, é
derivadamente equivalente a uma categoria derivada limitada de uma categoria abeliana he-
reditéria, isto é, existe uma equivaléncia triangulada entre estas categorias derivadas.
Sabemos que a categoria derivada de uma dlgebra de dimensao global finita é equivalente
como categoria triangulada a categoria de homotopia da categoria de complexos de objetos
projetivos da categoria de médulos desta algebra. Se A é uma algebra de dimensao global
finita, a representacao de um A-moédulo indecomponivel na categoria de homotopia é sua
resolucdo projetiva minimal. Podemos definir nesta categoria de homotopia uma fung¢ao
que nos da o comprimento dos complexos indecomponiveis. Desta forma, Ringel definiu
(em comunicagoes pessoais) a dimensao global forte de uma dlgebra como sendo o supremo
do comprimento de todos os complexos indecomponiveis da categoria de homotopia. Desta

forma podemos relacionar a dimensao global com a dimensao global forte.

O conceito de dimensao global forte generaliza o conceito de dimensao global e con-
tribui para a classificacdo das dlgebras hereditarias por partes. Em 2004, Skowronski, Kerner,
Yamagata e Zacharia deram a primeira contribuicdo neste sentido. Provaram que as algebras
de radical quadrado zero, sdo hereditarias por partes se, e somente se, a dimensao global
forte é finita. Em 2007 Happel e Zacharia provaram esta equivaléncia sem a hipétese de ser
radical quadrado zero.

Nesta dissertacdo apresentaremos um estudo das élgebras hereditdrias por partes. No
capitulos um e dois, apresentaremos os conceitos basicos para entender os demais capitulos.
No capitulo trés, definiremos k—algebras hereditarias e mostraremos que se uma subcatego-
ria plena da categoria de médulos sobre uma k—algebra hereditaria é fechada para extensoes,
fechada para somandos diretos e contém um ciclo, entdo a subcategoria contém um mo-
dulo indecomponivel tal que o espaco de endomorfismo nao é isomorfos corpo. No capitulo

quatro apresentaremos a definicdo de dimensao global forte e demonstraremos o seguintes
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resultados: uma algebra é hereditaria por partes se, e somente se, a dimensao global forte é fi-
nita. Além disso, apresentaremos propriedades do complexo que assume a dimensao global
forte. Isto é, dado A uma 4lgebra de dimensao global forte n, suponhamos que o complexo

indecomponivel em #?(, ) que assume a dimensao global forte tem a seguinte forma

0

X ) po_—“. p1 pr-1"" pn 0---

onde P° # 0 e P" # 0, entdo demonstraremos que H"(X*) # 0, Hom(Coker(e"1),A)=0e
e¥ é injetiva. Se a dimensao global forte € igual a dimensao global, entio existe um complexo
indecomponivel de comprimento maximal na categoria #?(,#) tal que a cohomologia é
diferente de zero exatamente em um grau.

No capitulo cinco apresentaremos um teorema de Happel e Zacharia [HZ10], que é o
resultado principal da dissertacdo. Neste teorema se estuda as propriedades homoldgicas
das F—partes de uma algebra hereditéria por partes, isto é, dada A uma k—4algebra heredi-
tdria por partes, existe F : 9Y(A) — 2°(5¢) uma equivaléncia normalizada onde ¢ é uma
k—categoria abeliana hereditdria, tal que para todo A—moédulo indecomponivel X temos que
F(X)e U;ZQ%”[i] para algum r > 0, para i € {0,1,---,r} definimos %; como a subcategoria
plena de mod A tal que F(X) € #[i] onde X é um A—moddulo indecomponivel. A subcate-
goria %; é chamada de F—partes. O fecho aditivo de %; é denotado por %. As propriedades
homoldgicas estdo no seguinte teorema.

Teorema Seja A uma k—4élgebra hereditéria por partes com F—partes %; parai € {0,1,...,r}.

Entao:

(i) %; é fechada para extensdes para todo i € {0,1,...,r}, %, é fechado para submédulos e

9/, é fechado para quocientes.
(i) Se X€ %, entdodp(X)<i+ledi(X)<r—i+1.
(iii) Sejam Xe ¥, eY€%;.Set<i—jout>i—j+1,entdo Exti(X,Y)=0.

(iv) Se X € % é indecomponivel e Ext{(X,X)=0, entdo End(X)=ke Extf(X,X) =0 para

todo i > 2.
(v) Sejam S e S modulos simples, entdo existe no maximo um ¢ > 0 tal que Ext.(S,S) #0.

(vi) Cada %; contém um A—médulo simples.



(vii) Se ¢ é uma subcategoria de %; fechada por extensdes, fechada para somando dire-
tos e que contém um ciclo, entdo ¢ contém um A—mddulo indecomponivel X tal que
Endn(X)#£k.

(viii) Seja X € %; indecomponivel. Se EndX # k, entdo X tem um submédulo U € %; e um

moédulo quociente V € %; com a seguinte propriedade Ex tA(U,U)#0e Exti(V,V)#0.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo introduziremos o0s conceitos bésicos e algumas propriedades algébri-
cas que usaremos ao longo deste trabalho. Dado k um corpo algebricamente fechado dize-
mos que um anel A tem estrutura de k—espaco vetorial quando a acdo do anel é compativel
com a a¢do do corpo, isto é, A(ab) = (Aa)b = a(Ab) = (ab)A para todo A € k e para todo
a, b € A. Quando o anel A cumpre essa propriedade dizemos que A é uma k—algebra.
Dada uma k—algebra A, nos perguntamos que espacos vetoriais tem acdes compativeis com
a acao do anel e do corpo, os espacos vetoriais que cumprem essa propriedade sao chama-
dos A—mddulos. Destes modulos os mais importantes sao os modulos projetivos, injetivos
e simples. Pois estes modulos nos permitem calcular a dimensao projetiva e injetiva de um
modulo. Além disso, calculamos a dimensdo global de uma édlgebra como o supremo das
dimensoes projetivas. Apresentaremos um teorema que nos permite calcular a dimensao
global de uma 4lgebra como o supremo das dimensodes projetivas, o supremo das dimensoes
injetivas ou o supremo das dimensodes projetivas dos médulos simples. Também apresenta-
mos o Teorema de Jordan-Hoélder que nos permite dar a definicdo de comprimento de um
modulo, conceito que é muito importante para a demostracao do teorema principal deste
trabalho.

Para entender os exemplos no capitulo trés e quatro precisamos da definicao de aljava
de Auslander-Reiten, isto é, dado uma aljava, se define a dlgebra de caminhos sobre a aljava,
na qual a categoria de médulos tem uma representacao pela aljava de Auslander-Reiten para
um tipo especial de aljava. Destaca-se o aljava de Auslander-Reiten, que ilustra em forma de
diagrama as informacdes contidas nas sequéncias de Auslander-Reiten, definidas por Mau-

rice Auslander e Idun Reiten em [ARS95]. Além disso, os vértices da aljava representam as
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classes de isomorfismos de médulos indecomponiveis.

1.1 Algebras e médulos

Nesta secdo daremos as definicoes de dlgebra, m6dulo sobre uma élgebra, modulos

projetivos e injetivos, modulos simples e comprimento de um modulo.

Definicao 1.1.1. Sejak um corpo. Umak—dlgebra é um anel A que tem um elemento unitdrio
e possui estrutura de k—espago vetorial compativel com o produto do anel. Isto é, A(ab) =
(Aa)b =a(Ab)=(ab)A para todo A €k e para todo a, b € A.

Algumas propriedade importantes das k—algebras estao em [ASS06, pag. 1-6]
Para entender as F—partes de uma algebra hereditaria por partes, é preciso saber a

definicdo de modulo sobre uma élgebra. Para isso daremos a seguinte definicao.

Definicao 1.1.2. Seja A umak—dlgebra e M um espaco vetorial sobrek. Dizemos que M é um
A—méddulo a direita sobre A, quando existe uma operagdo bindria x : M x A — M satisfa-

zendo as seguintes condigoes:
(i) (x+y)xra=x+xa+y=*a.
(ii) xx(a+b)=x*xa+xx*Db.
(iii) xx(ab)=(x*a)*Db.
(iv) xx1,=2x.
) (xA)xa=xx(ar)=(x*a)A, para todo x,y € M, todo a,b € A e para todo A €k.

Em [ASS06, pag, 7-12] estdo alguns teoremas importantes dos médulos sobre um anel.

Apresentamos também a definicao de A—mddulo a esquerda.

Definicao 1.1.3. Seja A uma k—dlgebra e M um espago vetorial sobre k. Dizemos que M é
um A—méodulo a esquerda sobre A, quando existe uma operagao bindriax : AX M — M

satisfazendo as seguintes condigoes:
(i) ax(x+y)=axx+axy.

(ii) (a+b)xx=axx+bxx.



Preliminares 3

(iii) (ab)*xx=a=*(bx*x).
(iv) 1,xx=x.
(v) a*x(xA)=ax*(xA)=(ax*xx)A, para todo x,y € M, todo a,b € A e para todo A €k.

Definicao 1.1.4. Um A—médulo M é de dimensdo finita quando a dimensédo de M como

k—espaco vectorial é finita.

Dado M’ um k—subespaco vectorial de um A—mddulo M, dizemos que M’ é um A—sub-
modulo de M quando m’a € M’ para todo a € A e todo m’ € M’ e o denotamos por N C M.

O seguinte teorema € necessdrio para demostracao do item (viii) do teorema 5.1.1 que
é o resultado principal da dissertacao.

Teoremal.1.1. Sejam A umak—dlgebra de dimensao finitae f: M ——- M um homomorfismo,
onde M é um A—médulo de dimensao finita. Se dimy(Im(f)) = dimy(Im(f?)), entdo M =
Ker(f)® Im(f).

Demonstracao: Pelo Teorema da dimensdo tem-se que

dimy(M)=dimy(ker(f))+dimy(Im(f))
dimy(M)=dimyg(ker(f?)+dim(Im(f?))

por hipétese tem-se que dimy(Im(f))=dimy(Im(f?)), de onde se obtém que dimy(ker(f))=
dimy(Ker(f?))ecomo Ker(f) < Ker(f?), entao temos que Ker(f)= Ker(f?).

Vejamos que Im(f)NKer(f)=1{0}. Sejax € Im(f)N Ker(f), portanto existe y € M tal
que x = f(y). Assim temos que 0 = f(x) = f?(y), isto é, y € Ker(f?) = Ker(f). De onde se
conclui que x = f(y)=0. Assim, temos que Im(f)N Ker(f)={0}.

Seja m € M, como Im(f)= Im(f?), entdo existe n € M tal que f(m)= f?(n). Vejamos
que m — f(n) € Ker(f), isto é, f(m — f(n)) = f(m)— f?(n) = 0. Além disso, temos que m
se escreve da seguinte forma m = m — f(n)+ f(n). De onde concluimos que M = Ker(f)®
Im(f). ]

1.1.1 Maodulos projetivos e injetivos

Quando queremos estudar a categoria de médulos sobre uma dlgebra, os conceitos de

modulo projetivo e injetivo sdo os mais importantes.
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Definicao 1.1.5. Seja A umak—dlgebra. Um A—mddulo P é chamado projetivo quando para
qualquer epimorfismo ¢ : N — L e para qualquer homomorfismo g : P — L existe h: P — N

talque p h=g. Isto é, existe h : P — N tal que o seguinte diagrama é comutativo.

Sejam M, M,,---, M, m6dulos sobre uma k—algebra A, entdao EBZ M; é um A—moébdulo
projetivo se, e somente se, cada M; é um A-moédulo projetivo. Esta propriedade dos médu-
los projetivos fornece uma lista completa dos mdédulos projetivos sobre uma éalgebra A. A

demonstracao estd em [CE99].

Definicao 1.1.6. Seja A umak— dlgebra. Um A—médulo I é dito injetivo quando para qual-
quer monomorfismo f : N — L e para qualquer homomorfismo g : N — I existe h: L — I tal

que hf = g. Isto é, o seguinte diagrama é comutativo

Temos que o produto direto de médulos € injetivo se, e somente se, cada um dos fatores
é injetivo. A demonstragdo deste fato esta em [CE99].

Para estudar as propriedades homoldgicas de uma dlgebra precisamos do conceito de
resolucdo projetiva minimal. Para isso, o conceito de cobertura projetiva é necessario, mas
para definir a cobertura projetiva é preciso definir o que é um submdédulo supérfluo e o que

é um morfismo minimal na categoria de médulos.
Definicao 1.1.7. Sejam A uma K—dlgebra e M um A—modulo.

(a) Seja L umA—submodulo de M dizemos que L é supérfluo quando para todo A—submodulo
X deM temos: SeM =L+ X, entdoX =M.

(b) Seja f:M —— N um epimorfismo de A—méddulos dizemos que [ é minimal quando o
Ker(f) é um A—submodulo supérfluo de M.

(¢) Um epimorfismo f:P—— M de A—mddulos é chamado de cobertura projetiva de M

quando P é um A—mddulo projetivo e f é um epimorfismo minimal.
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Lema 1.1.1. Um epimorfismo f:P—— M ¢é uma cobertura projetiva de um A—médulo M
se, e somente se, P é um A—modulo projetivo e para todo A—homomorfismo g: N —— P se

f g ésobrejetor, entdo g é sobrejetor.

Demonstracao: Ver [ASS06, pag. 28]. O

1.1.2 Médulos simples

Dada um k—algebra de Artin, nos perguntamos se existem A—maoédulos nao nulos tal

que ndo tem submoédulos proprios. A resposta € sim e eles sio chamados médulos simples.

Definicao 1.1.8. Sejam k um corpo algebricamente fechado e A umak—dlgebra de dimensdo
finita. Um A—médulo S nao nulo é chamado A—médulo simples quando os tinicos submé-

dulos sdo zero e S.

O seguinte Lema é muito importante pois fornece informacdes acerca dos morfismo

entre os modulos simples.

Lema 1.1.2 (Lema de Schur). Sejam K um corpo algebricamente fechado e A umak—dlgebra

de dimensdo finita. Sejam A—médulosS eS, e f:S——=S um homomorfismo ndao nulo.

(a) SeS éum A—médulo simples, entdo f é monomorfismo.

() SeS éum A—médulo simples, entéo [ é epimorfismo.

(c) SeS eS sdao A—médulos simples, entéo f é isomorfismo.

Demonstracao: Ver [ASS06, pag. 13-14]. O
Proposicao 1.1.1. Seja A uma dlgebra bdsica de dimensdo finita sobre um corpo algebrica-
mente fechadok el = e; + e +--- + e, a descomposicio de 1 como soma de idempotentes
primitivos ortogonais. Seja P, = Ae; eS; = P;/Rad(P;) para todoi=1,2,--- ,n. Entdo para um

par de numerosi,j €{1,2,---,n} os seguintes valores sdo iguais.

ejRad(N)e; )
ejRad*(Ne;’"

(@) dimy(

(b) A multiplicidade dos médulos simplesS; em Rad(P;)/Rad?(P;).

(¢) A multiplicidade de P; em P onde P P, S 0 éa resolugdo projetiva mini-

maldeS;.
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(d) dimk(ExtX(S,-,Sj)).

Demonstracao: Ver [ARS95, pag. 68]. O

1.1.3 Comprimento de um médulo

Suponhamos que A é uma k—algebra de dimensao finita e M é um A—mddulo, entdao
existe uma cadeia 0 =M, C M, C M, C---C M,, = M de submédulos de M tal que M;;,/M;
é um A—modulo simples para todo j = 0,1,---,m — 1 (ver a demonstracao deste fato em
[AF92], [DK94] e [PIE82]). Esta cadeia é chamada série de composicao de M e os m6dulos
M,/My, My/My, -+, M,/ M,,_, sao chamados fatores composicao de M.

Teorema 1.1.2 (Teorema de Jordan- Holder). Se A é umak—dlgebra de dimensdao finita e

OZM()CMI CM2CCMm :M,
0=NyCNyCN,C---CN,,=M

sdo duas séries de composicao de um A—médulo M, entdo m = n e existe uma permuta¢do o

de{0,1, 2, ---, m} tal que, para todo j € {0, 1, ---, m — 1} existe um isomorfismo M., /M; =
No(j+1)/No(j)-
Demonstracao: Ver ([AF92], [DK94] e [PIE82]). O

Pelo Teorema de Jordan-Holder vemos que o comprimento da cadeia de composicao é

unico e s6 depende do médulo.

Definicao 1.1.9. Sejam A umak—dlgebra de dimensdo finita e M um A—modulo. O niimero
m de modulos na série de composi¢cdo0= My, C M, C M, C---C M,, =M de M é chamado de

comprimento de M e é denotado por {(M).

1.2 Dimensoes homolégicas

Nesta secdo daremos as defini¢cdes de dimensao projetiva e injetiva de um moédulo so-
bre uma &lgebra e a definicdao de dimensao global, apresentaremos alguns teoremas impor-

tantes para calcular as dimensoes homolégicas de uma élgebra.
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1.2.1 Resolucao projetiva e injetiva

Sejak um corpo e A uma k—algebra. Dado um A—mddulo M existe um complexo exato

da seguinte forma

onde cada P, ¢ um A—modulo projetivo. Definimos a resolugao projetiva de M como o com-

plexo

P.: _>Pmﬂ>Pm_1 Pl il PO 0.

Dado um A—mddulo M existe um complexo exato da seguinte forma

0 ML, J=Ny .

onde cada I; é um A—médulo injetivo e hy: M — I, é a envolvente injetiva de M. Definimos

a resolucao injetiva de M como o complexo

0 Iy I I,

Para ver la constru¢do dos complexos exatos (ver [ASS06, pag. 26-28] e [WEI94, pag. 33-43] ).
A dimensao projetiva de um A—moédulo M é um nuimero inteiro ndo negativo deno-

tado por d p(M)= m tal que existe uma resolucao projetiva

0 P, p. plp oy 0

de M de comprimento m e M nao tem resolucao projetiva de comprimento m —1. Se M nao
admite uma resolucdo projetiva de comprimento finito, dizemos que a dimensdo projetiva
de M é infinita.

A dimensao injetiva de um A—mddulo N é um ntmero inteiro ndo negativo denotado

por di(N)= m tal que existe uma resoluc¢do injetiva

ho h™m

0 N I° e -1 m 0
de N de comprimento m e N nao tem resolucdo injetiva de comprimento m — 1. Se N nao

admite uma resolucdo injetiva de comprimento finito, dizemos que a dimensao injetiva de



Preliminares 8

M é infinita.
Vejamos alguns teoremas importantes das dimensoes projetivas e dimensoes injetivas.

As demonstra¢oes dos teoremas estdao em [ASS97].

Teorema 1.2.1. Seja A umak—dlgebra, M um A—médulo e n > 0, as seguintes afirmacoes sdao

equivalentes:
1. dp(M)< n.
2. Ext¥(M,N)=0 para todo A—médulo N e para todo k > n.

3. Ext*'(M,N)=0 para todo A—médulo N.

4. Nasequéncia 0 L, P, B, M 0 seP;, éumA—moddulo

projetivo para todo i € {0, 1,...,n — 1}, entdo L, é um A—mddulo projetivo.
Corolério 1.1. Seja0— L— M — N — 0 uma sequéncia exata curta, entao
1. dp(L)<sup{dp(M),dp(N)—1}.
2. dp(M)<sup{dp(N),dp(L)}.
3. dp(N)<sup{dp(M),dp(L)+1}.

Teorema 1.2.2. Sejam A umak—dlgebra, M um A—méddulo e n > 0, as seguintes afirmacoes

sdo equivalentes:
1. di(M)<n.
2. Ext/’f(N, M) =0 para todo A—mébdulo N e para todo k > n.
3. Ext}™(N,M)=0 para todo A—médulo N.

4. Na sequéncia0 - M — [* — --- — [""1 — [""1 — 0 se I' é um A—mddulo injetivo para

todoi€{0,1,...,.n—1}, entdo L"~! é um A—méddulo injetivo.



Preliminares 9

1.2.2 Dimensao global

Definicao 1.2.1. Sejamk um corpo e A umak—dlgebra de dimensdo finita. Seja
d=Sup{dp(M)M éum A— mddulo}.

O numero d é chamado dimensdo global da dlgebra A e é denotado por gl.dimA.

Teorema 1.2.3. Sejam A umak—dlgebra, M um A—modulo e n > 0, as seguintes afirmacoes

sdo equivalentes:
1. gl.dimA<n.
2. Para todo A—méddulo M temos que dp(M) < n.
3. Para todo A—médulo N temos que di(N) < n.

Teorema 1.2.4. Seja A umak—dlgebra de Artin, entdo

gl.dimA=sup{dp(S)|S éum A— mddulo simples}

1.3 Teoria de Auslander-Reiten

Seja A uma k—4élgebra sobre um corpo algebricamente fechado, denotamos por mod A
a categoria formada pelos A-mdédulos finitamente gerados, por ind A a subcategoria plena
de mod A que consiste de um representante para cada classe de A—modulos indecomponi-
veis, lembremos que um A—maddulo é indecomponivel se ndao se escreve como suma direta
de dois A—moddulos. Apresentamos nesta secdao apenas alguns de seus resultados, que po-

dem ser encontrados com maiores detalhes em ([ARS95], [ASS06]).

1.3.1 Morfismos Irredutiveis e Sequéncias de Auslander-Reiten

Sejam A uma k—4élgebrae L, M e N A—moédulos. Um morfismo f: L — M é chamado

minimal a esquerda quando para todo h € End(M) o seguinte diagrama comuta

N

M
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entdo h é um isomorfismo.

O morfismo f: L — M é chamado minimal a direita quando para todo h € End(L) o
L

\;; /
L

O morfismo f é chamado quase cindido a esquerda quando ele satisfaz as seguintes

seguinte diagrama comuta

L

entdo h é um isomorfismo.

propriedades :
(a) Nao é um monomorfismo que cinde.
(b) Para todo morfismo u : L — U que ndo é monomorfismo que cinde, existe u’: M —

U tal que u’ f = u, isto é, existe u’ tal que o seguinte diagrama comuta.

! M
U

e f é minimal quase cindido a esquerda se ¢ minimal e quase cindido a esquerda.

L

O morfismo g é chamado quase cindido a direita quando cumpre:

(@) ndo é um epimorfismo que cinde

(b) Para todo morfismo v : V— N que nao é epimorfismo que cinde, existe v’: V — M
tal que gv’ = v, isto é, existe v’ tal que o seguinte diagrma comuta.

SN

O morfismo f e chamado minimal quase cindido a direita quando é minimal e quase

L M

cindido a direita.
Proposicao 1.3.1. Seja A umak—dlgebra.

(@) Se f:L— M éum morfismo de A—méddulos e f': L — M’ é um morfismo quase cindido a
esquerda, entdo existe um isomorfismo h: M — M’ tal que f'=hf.

Se g : M — N é um morfismo de A—modulos e g’ : M’ — N é um morfismo quase cindido a
direita, entdo existe um isomorfismo h: M — M’ tal que g = g’h.
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Um morfismo de A-mdédulos f : M — N é chamado irredutivel quando satisfaze as
seguintes propriedades:

(@) O morfismo f nao é monomorfismo nem epimorfismo que cinde.

(b) Paratodo f;: X— Ne f,: M — X tal que f = fi f>, tem-se que f; € um epimorfismo

que cinde ou f, é um monomorfismo que cinde.

Teorema 1.3.1. Seja A umak—dlgebra.

(a) Seja L um A-moddulo indecomponivel. Um morfismo f : L — M é irredutivel se, e somente
se, M # 0 e existe um morfismo f': L — M’ tal que [f f']' : L— M & M’ é minimal quase
cindido a esquerda, onde [f f']'(1):=(f(1), f'(1)).

(b) Seja N um A-médulo indecomponivel. Um morfismo g : M — N éirredutivel se, e somente
se, M # 0 e existe um morfismo g’ : M’ — N tal que [gg’] : M & M’ — N é minimal quase
cindido a direita, onde [g g'l[m m']' = g(m)+ g’'(m’).

Demonstracao: Ver [ASS06, pag. 103] O

Agora definamos sequéncia de Auslander-Reiten, isto €, uma sequéncia exata curta de

A-modulos

f g

0 L M N 0

é chamada de Auslander-Reiten (ou quase cindida) quando f é um morfismo minimal quase
cindido a esquerda e g é minimal quase cindido a direita.

Da definicdo temos que toda sequéncia de Auslander-Reiten ndo cinde. As sequéncias
de Auslander-Reiten estdo determinadas de forma tinica a menos de isomorfismo por L ou
por N, isto é, dadas 0 L ! M—2-N 0eO L f M’ g N’ 0

duas sequéncias de Auslander-Reiten. As seguintes afirmagdes sdo equivalentes.

(@) Asduas sequéncias sdao isomorfas.
(b) L=L.

(c) NEN'.

A demonstragdo desta observacao estd em [ASS06, pag. 105]. Assim pela observacao anterior,

enunciaremos uma série de resultado que caracterizam as sequéncias de Auslander-Reiten.
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Teorema 1.3.2. Seja 0 L ! M2

seguintes afirmagoes sdo equivalentes:

M 0 uma uma sequéncia exata curta. As

(i) A sequéncia é de Auslander-Reiten.

(i) L é indecomponivel e g é um morfismo quase cindido a direita.
(iii) f é um morfismo minimal quase cindido a esquerda.
(iv) g é um morfismo minimal quase cindido a direita.

(v) LeN sao indecomponiveis, e | e g sdo irredutiveis.

Demonstracao: Ver ([ARS95, pag. 144 e 167], [ASS06, pag. 105]). ]

1.3.2 Translacoes de Auslander-Reiten

Nesta subse¢do enunciaremos algumas defini¢ées e alguns teoremas para garantir a
existéncia de sequéncias de Auslander-Reiten na categoria mod A, para uma k—algebra de

dimensao finita.

P1 Po

Sejam M um A-médulo e P

P M 0 sua presentacao projetiva mini-

poM

. ~ . L. A~ . pP1
mal, ouseja, P, — M e P, — Kerp, sdo coberturas projetivas. Na sequéncia P, b

aplicamos o funtor Hom(—, A), e obtemos a seguinte sequéncia exata

0——= Homy(M,A) —— Hom (P, A) L Hom(P,,A) — Coker(p;) —=0

onde p; = Hom(p1,A). Ao cokernel de p; chamamos de transposta de M e denotamos por

TrM. Temos que TrM é tinico a menos de isomorfismo(ver [ASS06]).

Proposicao 1.3.2. Sejam M um A-médulo indecomponivel e Tr M sua transposta. Temos as

seguintes propriedades para a transposta.
(i) M é projetivo se, e somente se, Tr M = 0.
(i) Se M ndo é projetivo, entdo Tr M é indecomponivel e Tr(TrM)= M.

(iii) Se M e N sdao indecomponiveis ndo projetivos, entdo M = N se, e somente se, TrM = TrN
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Demonstracao: Ver [ASS06, pag. 108-109]. O

Considere dois A-m6dulos M e N. Definiremos dois subgrupos do grupo de homomor-
fismo de M para N. Denotamos por P(M, N) o subgrupo de Hom (M, N) que é o conjunto
dos morfismos de M para N que se fatoram através de médulos projetivos, isto é, f € P(M, N)
quando existem um A—moddulo projetivo P e morfismos g : M — P e h : P — N tais que
f=hg.

Dualmente, denotamos por I(M, N) o subgrupo de Hom (M, N) que é o conjunto dos
morfismos de M para N que se fatoram através de moédulos injetivos. isto é, f € P(M,N)
quando existem / um A—médulo injetivo, e morfismos g: M —Ieh:1 — Ntaisque f =hg.

Definimos entdo a categoria modA a qual chamaremos de categoria projetivamente
estavel, cujos objetos coincidem com aqueles da categoria mod A, e morfismos de M para N
pertencem a

Hom ,(M,N)= Homa(M,N)/P(M, N).

Isto é, os morfismo sdo todos aqueles que ndo se factoram por médulos projetivos.
Definimos a categoria modA = modA/I que chamaremos categoria injetivamente
estavel, cujos objetos coincidem com aqueles da categoria mod A e cujos morfismos perten-
cem a
Hom(M,N)= Homs(M,N)/I(M,N).

Isto €, sdo os morfismo que nao se factoram por médulos injetivos.

O funtor Tr : mod A — mod A°P induz um outro funtor

Tr:modA— modA°?

A dualidade D : mod A — modA°? induz uma dualidade D : mod A°? — modA.

Proposicao 1.3.3. A correspondéncia M — TrM induz umak—dualidade

Tr:mod A— Hom A°P.

Demonstracao: ver [ASS06, pag. 110-112]. O

Definiremos as translacoes de Auslander-Reiten como as composicoes T=DTre 1~ =
TrD,onde D: modA — modA°P definido por D(M):= Homs(M, A).
Para cada médulo M, T M serd chamado de transladado de Auslander-Reiten de M, e

7~-M é chamado de transladado inverso de Auslander-Reiten de M.
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Lembrando as defini¢ées de dimensao projetiva, dimensao injetiva e dimensao global.
Temos os seguintes resultados para o Transladado de Auslander-Reiten.

Lema 1.3.1. Seja M um A-médulo.

(@) dp(M)<1 se, esomente se, Hom(DA,TM)=0.

(b) di(M)<1 se, esomente se, Homs(t~M,A).

Demonstracao: Ver [ASS06, pag. 115]. O

Pelo Lema anterior, temos que, para que a dimensao projetiva de um médulo M ndo
exceda 1, é necessdrio e suficiente que ndo haja morfismo ndo nulo de um injetivo para o
transladado de M. Dualmente, para que diM < 1, nao deve haver morfismo ndo nulo de
T~ M par um médulo projetivo.

O teorema a seguir é o principal dessa sec¢do, e nos garante que existem sequéncias de

Auslander-Reiten.

Teorema 1.3.3. (a) Paratodo A-mddulo indecomponivel nédo projetivo M, existe uma sequén-
cia de Auslander-Reiten

0 ™ E M 0

(b) Para todo A-méddulo indecomponivel ndo injetivo N, existe uma sequéncia de Auslander-

Reiten

0 N F T N——0
Demonstracao: Ver [ARS95, pag. 145]. O

Seja M um A-mddulo indecomponivel ndo projetivo. Entao, existe um morfismo irre-
dutivel f : X — M se, e somente se, existe um morfismo irredutivel f': TM — X. Se N um
A-moédulo indecomponivel ndo injetivo. Entao, existe um morfismo irredutivel g : N — Y se,

e somente se, existe um morfismo irredutivel g’: Y — 7~ N.

Proposicao 1.3.4. (a) Seja S um A-modulo simples projetivo, nao injetivo. Se f : S — M é

irredutivel, entdo M é projetivo.

(b) Seja S um A-médulo simples injetivo, ndo projetivo. Se g : N — S é irredutivel, entdo N é
injetivo.
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O resultado que enunciamos abaixo nos permite obter exemplos de sequéncias de
Auslander-Reiten. Além disso, é bastante 1til na construcao do aljava de Auslander-Reiten

de uma 4lgebra.

Proposicao 1.3.5. Seja P um A-modulo indecomponivel projetivo-injetivo, ndo simples. En-

tao, a sequéncia

0—— rad(P)ﬂ radP/socPeBPmi P/socP——=0

é de Auslander-Reiten, em que i e j sdo inclusoes, e p e q, projegoes.

Demonstracao: Ver [ASS06, pag. 124]. O

1.3.3 Aljava de Auslander-Reiten

Nesta subsecdo apresentamos a construcao da aljava de Auslander-Reiten da categoria

de moédulos de uma élgebra dada de dimensao finita.

Definicao 1.3.1. Seja A uma dlgebra de Artin. O radical da categoria mod A corresponde, para
cada par de A-médulos M e N, definimos o radical do par (M, N) como o seguinte k—espago

vetorial
rads M,N)={f € Homa(M,N)|\1y— fg é invertivel a direita, para todo g € Homa(N, M)}

Se f € radi(M, N), entao para todo g € Hom,(N, M) temos que 1y — fg € um mor-

fismo invertivel. Assim, podemos também definir o radical por
rad,(M,N)=1{f € Homu(M, N)|f ndo é isomorfismo}.

Temos que rad ,(—,—) é um bifuntor. Dado n um niimero natural, podemos definir o n—ésimo

radical da seguinte forma
rad,(M,N)= {Zgifi|gi erad! \(X;,N), fi€rad.M,X;), com X;e indA}

e definiremos o radical infinito como
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rad; = m rad)
n>1
Observe que pela defini¢do de radical temos que rad?(M,N) € rads(M,N). Se M
e N sao A—moddulos indecomponiveis, podemos concluir que um morfismo f: M — N é
irredutivel se, e somente se, f € rad,(M,N)/rad5(M, N) ([ARS95, pag. 179]). Dessa forma,
definimos o espaco dos morfismos irredutiveis de Hom (M, N) como

Irr(M,N)=rad,(M,N)/rad’(M,N)

Agora apresentamos uma relagao entre os morfismos irredutiveis e os morfismos mi-

nimais quase cindido.

Proposicado 1.3.6. Sejaum M =®!_ M um A-médulo, com cada M; indecomponivel, dois a

dois ndo isomorfos.

(a) Seja f: L— M um morfismo de A-médulos, com L indecomponivel, f =[fi--- f;]!,em que
fi=1fu fin,)t : L > M}". Entao, f é minimal quase cindido a esquerda se, e somente
se, fij€rads(L,M;), eas classesfil, .. ,7% médulo rad3(L, Mi) formam uma base para
Irr(L,M;), para todo i. Se existe um A-modulo indecomponivel M’ tal que Irr(L, M’)#0,

entdo M’ = M, para algum i.

(b) Seja g: M — N um morfismo de A-moédulos, com N indecomponivel, g =[g1--- g:], enque
gi =g gin]: M;" — N. Entdo, g é minimal quase cindido a direita se, e somente se,
gij €rada(M;,N), eas classes g, -~ , g, modulo rad;(M;, N) formam uma base para
Irr(M;,N) paracadai. Se existe um A-médulo indecomponivel M’ tal que Irr(M’, N) #0,

entdo M’ = M, para algum i.

Demonstracao: Ver[ASS06, pag. 126]. O
Proposicao 1.3.7. Seja
f t n; 8
0—L—P,_ M —=N—0

uma sequéncia exata curta em mod A onde M e L sdo indecomponiveis e os M; sdo inde-

componiveis dois a dois ndo isomorfos. Escrevendo f = [f1---f;]' eg = [g:1--- &:] onde cada
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fi=lfafin,:L—>M" eg;=1[gin"&in;] : M — N. As seguintes afirmacoes sdo equiva-
lentes.

(a) A sequéncia exata curta cinde.

(b) Paracada i, o morfismo f;; é um elemento dorad(L,M;), e as classes fipe ,7mi modulo
rad?(L, Mi) formam uma base para Irr(L, M;). E, se existe um A-médulo indecomponi-
vel M’ tal que Irr(L,M’)#0, entdo M’ = M,, para algumi.

() gijerads(M;,N), eas classes gy, -+, &;,, modulo radi(M;, N) formam uma base para
Irr(M;,N) paracadai. E, se existe um A-modulo indecomponivel M’ tal que Irr(M’, N) #
0, entdo M’ = M;, para algum i

A demonstracdo da proposi¢do anterior segue da proposicao 1.3.6. Uma consequéncia
da proposicdo anterior é que para cada i se tem que

dimylrr(L,M;))=dimgIrr(M; N).

Proposicao 1.3.8. Sejam X e Y A-méddulos indecomponiveis.

(@) SetX#0etY #0, entao existe um isomorfismok-linear Irr(tX,7Y)=Irr(X,Y).

(b) Set=X#0 et~ Y #0, entdo existe um isomorfismok-linear Irr(t=X, 7~ Y)= Irr(X,Y).
Demonstracao: Ver [ASS06, pag. 128]. O

A seguinte definicdo é a mais importante neste secdo, pois ela permite construir a aljava
de Auslander-Reiten.

Definicao 1.3.2. Seja A uma dlgebra bdsica, conexa e de dimensdo finita sobre um corpo alge-
bricamente fechado. A aljava de Auslander-Reiten de A, I'(modA), é definida por:

(a) Os pontos del (modA) sdo as classes de isomorfismo [X] dos A-médulos indecomponiveis
X.
[x]:={Y|Y é isomorfoaX}.

(b) Sejam [M] e [N] pontos emI'(modA) correspondentes aos A-médulos indecomponiveis M
e N. As flechas [M] — [N] estdo em correspondéncia biunivoca com os vetores da base do
k-espaco vetorial Irr(M,N).

Para mais informacao da aljava de Auslander-Reiten ver ([ASS06], [ARS95]).



Capitulo 2

Categorias

Neste capitulo daremos alguns conceitos importantes para entender o capitulo 3 e 4.
Apresentaremos as definicOes de categoria, subcategoria, categoria abeliana, k—categoria,
categoria Krull-Schmidt, categoria triangulada e categorias hereditérias. Na secdo dois apre-
sentamos a definicao de categoria triangulada para uma categoria aditiva, isto é, dada uma
categoria aditiva ./ e T : .o/ — .¢/ um automorfismo, uma sequéncia X — Y — Z — T(X)
é chamada de tridangulo na categoria .</, destes tridngulos temos uma familia de triangulos
chamados tridngulos distinguidos que cumpre os axiomas para ser uma categoria triangu-
lada (ver[GMO03, pag. 239-240], [MIL, pag. 45-47]).

Na sec¢do 3 apresentaremos a definicao de categoria de complexos([WEI94], [GMO03] e
[MIL)), isto é, dada uma categoria aditiva .</, chamamos de complexo a uma sequéncia da
seguinte forma

d;_l ar

X = > xn-1 X" X xn+l

onde dd}™ = 0 para todo n € Z e X* sdo objetos na categoria .«/, denotado por X* =
(X", d¥). A colecao de todos os complexos com os morfismos entre eles é chamado de ca-
tegoria de complexos e é denotada por 6(.</).

Dado um complexo X* = (X", d¢) definiremos H"(X*) = Ke r(d)’})/lm(d)'é_l), chamada
a n—ésima cohomologia do complexo X*. Assim, para cada n € Z definimos a funtor adi-
tivo H" : 6(.</) — ./, dado por H"(X*) = Ker(d)’})/lm(d)’}‘l). Por meio de H" podemos

definir uma relacdao de equivaléncia no grupo de homomorfismo de ¢(.</), isto é, dados

18
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f*, 8° € Homy(4)(X*, Y*) dizemos que f* e g°* sdo homotépicos quando H"(f*— g*) =0 para
todo n € Z. Assim, com a relacdo de equivaléncia se define a categoria de homotopia deno-
tada por #(.</). A categoria de homotopia é uma categoria abeliana e triangulada ver([MIL],
[GMO03]), na categoria de homotopia se define o conceito de quasi-isomorfismo. E fazendo a
localizagao(ver[GMO03] uo [MIL]) de .#(.</) com respeito ao conjunto dos quasi-isomorfismo
obtemos a categoria derivada de .</, denota por Z(.</).

Na sec¢do 4 apresentamos a definicao de categoria hereditaria, dizemos que uma k—categoria
abeliana 2 é hereditdria quando para todo X e Y objetos em ./ satisfazem que Hom (X, Y),
Ext},(X,Y) sdo k—espacos vetoriais de dimensao finita e Ext,(X, Y) = 0 para todo n > 2.
Dada uma k—categoria abeliana hereditaria 5, entao a categoria derivada limitada 2°(.¢)
é uma categoria repetitiva (ver [HHKO07]), isto é, 2?(¢) é o fecho aditivo da unido de cépias
H(t].

2.1 Definicao de Categoria

Nesta secdo daremos os conceitos de categoria, categoria abeliana, subcategoria, sub-
categoria plena e categoria Krull-Schmidt.

Definicao 2.1.1. uma categoria é uma tripla 6 = (Obj(6), mor(%6),o), onde Obj(¢) é cha-
mada classe de objetos de ¢, mor(6) é chamado classe de morfismos de 6, e o é uma ope-

ragdo bindria parcial sobre os morfismos em 6 .

(a) ParatodoX eY objetosem 6 sedefine um conjunto de morfismos, denotado por Hom«(X,Y)
tal que Hom(X, Y)NHom4(U,V)={¢}, para(X,Y)#(U,V) em 6.

(b) Paratodo X,Y eZ objetos em 6, temos uma operagao de composicao
o:Homy(Y,Z)x Homy(X,Y)— Hom(X,Z)

dada poro(g, f):= g o f esatisfazendo as seguintes propriedades:
(i) Para todo f € Hom(Y,Z), g € Hom(X,Y) e h € Hom«(W, X) se cumpre que f o
(goh)=(fog)oh.

(ii) Para todo X objeto em 6, existe 1x € Hom«(X,X) tal que se f € Hom(X,Y) e g €
Hom4(W,X), entdo folxy=felxyog=g.
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Exemplo 2.1.1. Seja A umak—dlgebra, temos as seguintes categorias.

(a) Acategoriasdos A—modulos, denotada por 6 = Mod A. A classe de objetos sdo os A—modulos

e a classe de morfismos sdo os homomorfismos entre A— modulos.

(b) A categoria dos A—mddulos finitamente gerados, denotada por 6 = mod A. A classe de
objetos sdo os A—méodulos finitamente gerados e os morfismos sdo os homomorfismo entre

A—modulos finitamente gerados.

Definicao 2.1.2. Seja ¢ uma categoria. Dizemos que 3B é uma subcategoria de ¢ quando

cumpre as seguintes propriedade:

(@) Obj(B)SObj(E).

(b) Paratodo X eY objetos em A, se cumpre que Hom 4(X,Y) C Hom(X, Y).

(c) A composigdo de morfismos em 9B é igual a composi¢dao em 6.

(d) Para todo X objeto em 98, o morfismo identidade 1x em 98 é o mesmo que em 6.

Definicao 2.1.3. Sejam ¢ uma categoria e B uma subcategoria de 6. Dizemos que B é
uma subcategoria! plena quando, para todo X e Y objetos em 3B se cumpre Hom 4(X,Y) =
Homy(X,Y).

Definicao 2.1.4. Seja ¢ uma categoria. Dizemos que ¢ é uma categoria aditiva quando sdo

satisfeitas as seguintes condigoes:

1. Para cada conjunto finito de objetos X1, X, -+, X, existea soma direta X, ® X, ®---® X,

em<s.
2. Paratodo X e Y objetos em 6 o conjunto Hom(X,Y) tem estrutura de grupo abeliano.
3. O morfismo composi¢do em 6 é bilinear.

4. Existe um objeto 0 € Ob j(6)(chamado objeto zero de € ) tal que o morfismo identidade

1y é 0 elemento zero do grupo abeliano Hom«(0,0).

Definicao 2.1.5. Sejam k um corpo e 6 uma categoria. Dizemos que 6 é uma k—categoria

quando cumpre as seguintes condigoes:

1. A classe de objetos de 6 é um conjunto.
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2. Cada conjunto Hom«(X,Y) é umk—espago vetorial.

3. A composi¢do de morfismos é k—bilinear, isto é, para todo X, Y e Z objetos em 6, se
f,f'€eHom(X,Y)eg, g’ € Homy(Y,Z), entdo go(f+f')=gof+go f'e(g+g)of =
gof+gof.

Dada uma % uma categoria. Dizemos que ¢ é uma categoria abeliana quando é uma
categoria aditiva, cada morfismo em % tem kernel e cokernel, todo monomorfismo € o kernel

de algum cokernel e todo epimorfismo e o cokernel de algum kernel.

Definicao 2.1.6. Seja ¢ umak—categoria aditiva, 6 é Krull-Schmidt, quando para todo ob-

jeto indecomponivel X em 6 o anel End(X) é um anel local.

2.2 Categorias trianguladas

Neste secdo definiremos categoria triangulada. Para isto vamos a precisar do conceito
de funtor translacao. Considere ¢ uma categoria aditivae T : ¢ — %6 um funtor. Chamare-
mos T de funtor translacao quando 7 for um automorfismo e usaremos a seguinte notagao:
T"(X)= X[n] e diremos que X[n] é o n—ésimo shift de X.

Definicao 2.2.1. Seja ¢ uma categoria aditiva.

1. Um triangulo em 6 é um diagrama

Xyt 7—"X[1]
ondeX, Y eZ sdo objetosem 6, eu, v ew sdo morfismosem 6. Denotado por(X,Y,Z,u,v, w)

2. Sejam X Y Z X[1] e X Y Z X[1] dois triangulos em

6. Um morfismo de tridngulos é um diagrama comutativo.

X Y Z X[1]
lu jv lw LT(u)
X Y Z X[1]

Um morfismo de triangulo é um isomorfismo de tridngulos se u, v e w sdo isomorfismos.
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Definicao 2.2.2. Sejam ¢ uma categoria aditiva, T um funtor translagdo de 6 e uma co-
lecdo de triangulos que chamamos tridngulo distinguido. Dizemos que 6 é uma categoria

triangulada quando a colegdo de triadngulos distinguidos cumpre os seguintes axiomas:

(TR1) Todo triangulo isomorfo a um triangulo distinguido é também um tridngulo distin-
guido.

(TR2) para cada X objeto em 6, o tridngulo (X, X,0, Ix,0,0) é um triangulo distinguido.
(TR3) Paracada f € Hom(X,Y), existe um triangulo distinguido (X,Y,Z, f, g, h).

(TR4) Um tridgngulo (X,Y,Z, f, g, h) é distinguido se, e somente se, (Y,Z,T(X), g, h,—T(f)) é
um tridngulo distinguido.

(TR5) Se (X,Y,Z,f,g,h) e (X,Y,Z, f,g,h) sdo triangulos distinguidos, u € Hom(X,X) e
v € Homg(Y,Y) tal que vf = fu, entdo existe w € Hom«(Z,Z) tal que o seguinte

diagrama é comutativo.

X y 5z ox
|

ju Lv 1 3w lT(u)
Y

XLy 5.7 " x[

(TR6) (Axiomado octaedro) Sejam f € Hom(X,Y), f €e Homy(Y,Z)ef =ff.Se(X,Y,Z,f, g, h),
(Y, Z,X,f,g,h)e(X,Z,Y, f gh) sdo tridngulos distinguidos, entdo existemu € Hom(Z,Y)

eve Homy(Y,X) taisqueZ,Y,Z,u,v, T(g)h é um triangulo e o seguinte diagrama co-

muta:
XLyt .z X
|
LIX lf | Ju lT(IX)
f g \ h
xt.z % T(X)
|
lf le (= lT(f)
Y
vtz &  x_ " T(v)
|
|
T(g)hv A
T(Z)

Se f: X — Y é um morfismo na categoria ¢, sabemos pelo axioma TR3 que existe um
triangulo distinguido (X,Y,Z, f, g, h). E possivel mostrar que Z é tinico a menos de isomor-
fismo.
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Para isso, suponhamos que existe Z tal que (X, Y,Z, f, g, h) também é triangulo distin-

guido, assim temos o seguinte diagrama com o primeiro quadrado comutativo

XLyt 7z M ox
le LIY lT(IX)
XLy 2tz Mox

portanto pelo axioma TR5 temos que existe w € Hom(Z,Z) tal que o seguinte diagrama é

comutativo
f g h
X Y y4 X[1]
|
lIX LIY | w lT(IX)
¥
XLyt z _Mox

Agora como Iy, Iy e T(Ix) sdo isomorfismos, entdo w é um isomorfismo.
Este resultado é importante na obtencado de outros resultados que faremos neste capi-

tulo entao o enunciaremos em forma de proposicao:

Proposicao 2.2.1. Seja f € Hom(X,Y), entdo existe (X,Y,Z, f, g, h) um tridngulo distin-

guido tal que Z é tinico a menos de isomorfismo.

Seja f : X — Y um morfismo em %. O tnico Z tal que (X,Y,Z, f, g, h) é um tridngulo
distinguido, € chamado o cone de f e é denotado por Cy.

Lema 2.2.1. Seja 6 umak—-categoria triangulada e seja X Lysz4x [1] um triangulo. As

seguintes afirmagoes sdao equivalentes:

1. O morfismo f é monomorfismo que cinde.
2. O morfismo u é epimorfismo que cinde.

3. O morfismo v é nulo.

Demonstracao: (1)=(3) Suponhamos que f é monomorfismo que cinde, entdo existe um
morfismo g : Y — X tal que gf = 1x, assim temos o seguinte diagrama com o primeiro

quadrado comutativo.
f u

X Y Z —= X[1]
lxl gt lxl
X X 0 X[1]

1x 0 0
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Pelo axioma TR5 existe h : Z — 0 tal que o seguinte diagrama também é comutativo

Xy 4z v X
lxt gl ht IXL
X=X —=0—=X[1]

entdo temos que 1xv =0, concluindo que v =0.
(3)=(1) Suponhamos que v = 0, assim temos o seguinte diagrama com o ultimo qua-

drado comutativo:

XLyt z7 % X[
IXL Ol lxt
X —— X —=0— X[1]

XLy oz % X
IXL 4 l OL IXL
X ™ X 5 0 5 X[1]
entdo g f =1y, isto é, f é monomorfismo que cinde.
(2)<=(3) A prova é similar a anterior. O

Lema2.2.2. Seja ¢ umak—categoria triangulada Krull-Schmidt e seja X SYyS5Z5 X[ um
triangulo, suponhamos que Y =Y, ® Y,, escrevendo u = [u, uy)' ev =[v, v;] ondeu;: X — Y,
ev;:Y,—Z.

1. Seu; =0, entdo v; é monomorfismo que cinde.
2. Sev; =0, entdo u; é epimorfismo que cinde.

Demonstracao: Suponhamos que u; =0esejaj;: Y; — Yainclusdoe p; : Y — Y; a projecao
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tal que 0= u; = p;u, entdo temos que o seguinte diagrama.

0 1y;
0 Y; Y; 0
lo m L]t lo
Xty 7—"X[1]
o n o !
0 1y;
0 Y; Y; 0

Y;

bk

xX‘tsy‘tsz Y Xx

lo Lpi g
1y,
0

Y; Y;

1]

O=<——r— =0

Assim temos que gh = p;j; = 1y, portanto & € monomorfismo que cinde, como h = hly, =
vj; =v;, de onde concluimos que v; € monomorfismo que cinde.
Agora suponhamos que v; =0 e seja j; : ¥; — Y ainclusdo e p; : Y — Y; a projecao tal

que 0 =v; = vj;, entdo temos o seguinte diagrama.

Y; 0 Yi[1] vi[1]

bk

Y =7 — X[1] —= Y][1]

- ) |
0 —ly,

Y, 0 Yi[1] (1]

Pelo axioma TR5 existem g : Y;[1] — X[1] e h : X[1] — Y;[1] tais que o seguinte diagrama é
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comutativo.
¥ — 0 —% Yi[1] — Wi[1]
L]'i LO Lg lji
Yy 4= 7 % X[1] — Y[1]
llﬂi LO Lh lpi
0 —ly,
Y, 0 Yi[1] Y;[1]

Assim temos que —1y hg =—p;jily, = —1y, portanto & é epimorfismo que cinde, como

—h=-1yh=—p;u=—u;, de onde concluimos que u; é epimorfismo que cinde. O

Lema 2.2.3. Seja ¢ uma k—categoria triangulada Krull-Schmidt e seja X — Y — Z — X[1]
um triangulo. Suponhamos que X e Y sdo indecomponiveis e que u é ndo nulo e nao inverti-
vel. Também suponhamos que Z = ®;_,Z; com Z; objeto indecomponivel em ‘6 para todo i,

escrevendov=1[v, --- v,]J ew=[w; --- w,] ondev;: Y —Z; ew;:Z; — X[1]. Entdo
1. Todos os morfismos v; sdo ndo nulo e ndo invertiveis.
2. Todos os morfismos w; sdo ndo nulo e ndo invertiveis.
3. w;v; éndo nulo para cadai.

Demonstracao: Suponhamos que v; = 0, temos que X 5y 5 Zz5 X[1] é um triangulo
em %, portanto Y Lz5 X[1] = Y[1] também é um tridngulo em %, por hipétese te-

mos que v; = 0, entdo pelo Lema 2.2.2 obtemos que w; € um monomorfismo que cinde,

wi

temos a seguinte sequéncia exata curta 0 Z; X[1] Coker(w;)——0, como
w; ¢ monomorfismo que cinde, entdo a sequéncia cinde, portanto temos que X[1] = Z; ®
Coker(w;), como X[1] é indecomponivel, entdo temos que Coker(w;) =0, isto é, w; é iso-
morfismo. Agora definamos # =[0,0---, wl._l,--- ,0]' : X[1] — Z. Assim, temos que wff = w =
[wy --- w;][0,0---, wi‘l,--- 0]t = w,-wl.‘1 = Ixy;. De onde conluimos que w é um epimorfismo
que cinde. Desta forma, pelo Lema 2.2.1 temos que —u = 0, isto é, u = 0, contradicao pois
por hipétese temos que u € nao nulo.

Se v; é invertivel, entdo definamos  =[0,---,v;',-++,0]: Z — Y, de onde obtemos que
pv=10,---, vl._l,--- ,0][vy «+ vy )t = vi_lvi = Iy. Assim obtemos que v é um monomorfismo
escindido, entdo pelo Lema 2.2.1 temos que u = 0, contradi¢do com a hipétese. Suponhamos

que w;v; =0, entdo temos que v; = p;v onde p,; : Z — Z; aprojecao e w; = wj; onde j; : Z; —
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Z ainclusao, assim temos o seguinte diagrama

X—--Yy—21-7—2X[1]
Jipi

XYy 7—"X[1]

agora como wj;p;v =w;v; =0, entdo existe h; : Y — Y, tal que j;p;v =vh;.

Seja k #1i, entdo vy h; = prvh; = prjipiv =0,se k =i temos v;h; = p;vh; = p;jipiv =
piV = v;, assim temos que v; h; = v;. Pela primeira parte do Lema temos que v; # 0, portanto
h; # 0. Vejamos que h; ndo é invertivel, suponhamos que h; é invertivel, portanto h; — 1y é
invertivel, entdo existe § : Y — Y tal que (h; — 1y)B = 1y, temos que v;(h; — 1y) = 0, assim
temos que v; =0. De onde obtemos que h; € End(Y) é ndo nulo e ndo invertivel, como % é
uma categoria Krull-Schmidt, entao h; é nilpotente, isto é, existe p € N tal que hf =0, assim
temos v; =v;h; = v,-h% == vihf =0, de onde concluimos que w;v; é ndo nulo.

O

2.3 Categoria de complexos homotoépicos

Nesta secao daremos as defini¢des de categoria de complexos sobre uma k—categoria
abeliana, complexos limitados, quasi-isomorfismo, categoria de homotopia e categoria de-
rivada. Enunciaremos um teorema que diz que a categoria de homotopia e a categoria deri-
vada sdo categorias trianguladas.

Para esta secdo denotamos por ./ uma k—categoria aditiva a qual é uma subcategoria

plena de uma k—categoria abeliana .

Definicao 2.3.1. Um complexo X* em .</ estd dado pelas sequéncias (X" ),z e(d})nez, onde
X" € .o ed!! € Hom (X", X"*) tal que dldy™ = 0 para todo n € Z.. Um complexo serd
representado pela seguinte sequéncia

n-1 n
dX dX

X = N Xn—l X" Xn+1

Sejam X* e Y* complexos. Um morfismo de complexos f* : X* — Y* é uma sequéncia (f"),ez,
de morfismo f" € Hom 4(X",Y"), tais que d} f" = f"*'d} para cada n € Z, isto é, o seguinte

diagrama comuta
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X* = e ———— o Xﬂ*l d;l;l Xn X Xn+1
jf. Lfn—l lfn lfn+l
n—1 n
ye = > yn-1 dy yn dy yn+l

Os complexos em .</ e os morfismos entre complexos formam a Categoria de comple-
xos denotada por 6(.«).

Um complexo X* serd dito limitado superiormente se existe um k € Z tal que X* =0
para todo inteiro n > k; o complexo dito limitado inferiormente se existe um k € 7 tal que
X" = ( para todo inteiro n < k; o complexo é dito limitado se é limitado superiormente e
inferiormente; o complexo € dito stalk centrado na componente s se X" =0 para todo n # s,
e é denotado por X[s].

Seja .«/ uma categoria categoria aditiva. Temos que a categoria .«/ esta mergulhada
na categoria categoria de complexos, isto é, dado X um objeto na categoria .¢/, tomando a
complexo X[0] temos que ./ estd mergulhada em ¢(.«/).

Para definir os quasi-isomorfismo na categoria de complexos precisamos do conceito

de cohomologia para um complexo.

Definicao 2.3.2. Seja ./ uma categoria abeliana. Para cada n € 7. definimos o funtor adi-
tivo(ver [WEI94]) H" : 6(.</) — 6 associando a cada complexo X* € 6 (.</) sua n—ésima

cohomologia H'(X*)= Ker(d})/Im(dy ") eacada morfismo f* o morfismo induzido H"(f*).
Definicao 2.3.3. Sejam f*, g* € Hom()(X*, Y*).

1. Dizemos que um complexo X* tem cohomologia limitada quando existem m,n € Z tal

que H*(X*)=0 para todo k < n ouk > m.

2. Dizemos que f* é um quasi-isomorfismo quando H"(f*) é um isomorfismo para todo
ne’.

3. Dizemos que f* e g* sdo homotopicos quando existe uma sequéncia de morfismos(h"),cz,
onde h" : X" — Y" ! e tal que f" — g" = d}"'h" + h"t'd} para todo n € Z. Se escreve

fe~ g* sef*eg* sdo homotodpicos.

A relacao de homotopia em Hom ,(X*, Y*) é uma relacao de equivaléncia, isto é, a re-

lacao de homotopia é reflexiva, simétrica e transitiva em Hom ,(X*, Y*).
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Dada .« uma k—categoria aditiva. Definimos a categoria de homotopia de .</ deno-
tada por £ (.¢/) como a categoria cujos objetos sao os complexos X* € 6(.</) e para todo

X*,Y* € #(.</) o conjunto de morfismos estd definido como
HOI’)”L(;{(A)(X., Y.) = Hom%(,d)(X', Y.)/ ~,

Para apresentar a definicao de categoria derivada, necessitamos entender o que € uma
localizagdo em uma categoria abeliana.
Seja .o/ uma categoria abeliana, e ¥ uma classe de morfismos em .¢/. Dizemos que .¥

é uma classe de localizacao se cumpre as seguintes propriedades:

1. paratodo objeto M em .</, o morfismo identidade em M estd em .%;
2. Se s, t sao morfismo em ., entdo o morfismo composicdo so ¢ estd em .¥;
3. (a) Paratodo par f € mor(.</)e s € ¥, existem g € mor(.</) e t € tais que o seguinte

_E
}
f

M——N

diagrama comuta.

>

t

<z-%

(b)Para todo par f € mor(.</) e s € &/, existem g € mor(.</) e t € ¥ tais que o seguinte
diagrama comuta.
A=z 1
tl s]
|

4. Sejam f,g : M — N dois morfismo em .¢/. Entao existe s € ¥ tal que so f =50 g se,

somente se existe t €.¥ talque for=goft.

Sejam .¢f uma categoria abeliana e . uma classe de localiza¢do de morfismos em .¢/. Existe
uma categoria a qual é denotada por .</ [ "], cujos objetos sdo os objetos na categoria .</ e
os morfismo estao dados da seguinte forma.

Sejam M, N objetos em .¢/, um morfismo em .¢/ [ ~!] de M para N é representado da

L
N
M N

seguinte maneira
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onde f € mor(.</) e s € &. Agara apresentamos uma relacao de equivaléncia para dizer que
dois morfismo em .¢/ [ 1] sdo iguais

L K
SN AN
M N M N

essas duas representacgdes sdo iguais quando existe um objeto H em .¢/ e morfismos p : H —

Leq:H— K tais que o seguinte diagrama comuta

esop=toqgec.S. Acategoria.¢/[~!] é chamada a categoria localizada ou a localizagao de
.¢/ respeito a classe de localizagdo ..

Teorema 2.3.1. Seja .«/ uma categoria abeliana e ¥ uma classe de morfismos de .</, entdo

existe uma categoria .</ [/ ~'] e um funtor Q: .o/ — .of [ ] tal que:
1. Q(s) é um isomorfismo para todo s € & ;

2. para toda categoria B e F : o/ — A tal que F(s) é um isomorfismo para todo s € &,
existe um tnico funtor G : ./ [ ~'] - B tal que F = G o Q. A categoria .o/ [/ ~!] é tinica
a menos de isomorfismo.

Definicao 2.3.4. Seja .o/ uma categoria abeliana, definimos a categoria derivada de .</ deno-

tada por 9(.</ ) como a localizagdo de # (2 ) com respeito ao conjunto dos quasi-isomorfismos.

Seja f*: X* — Y* um morfismo na categoria de homotopia. f* € homotépico a zero se, e
somente se, T(f*) € homot6pico a zero. A seguinte proposicao da uma correspondéncia entre

quasi-isomorfismo e a n—ésima cohomologia de um complexo na categoria de homotopia.

Proposicdo 2.3.1. Sejam .o/ uma categoria abeliana e f* : X* — Y* um morfismo em A (.</).

Entdo as seguintes condigoes sdo equivalentes.

(i) O morfismo f* é um quasi-isomorfismo.
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(i) O conede f é aciclico.

Demonstracao: ver [MIL, pag. 117]. O

Teorema 2.3.2. As categorias #(.<f) e 9(.<f) sdo trianguladas.

Demonstracao: Ver ((HAP88] e [MIL, pag. 100]).
O

Os triangulos distinguidos em 6?(.¢/) s@o os tridngulos estandar, isto é, os tridngulos

estandar estdo dados da seguinte forma:

x Loy Cr— X[1]

onde f é um morfismo na categoria de complexos.

Na categoria de homotopia um triangulo é distinguido se é isomorfo a um triangulo
estandar na categoria de complexos.

Seja .o/ uma k—categoria abeliana.

Assim como foi definida a categoria de homotopia e a categoria derivada, também po-
demos definir as categorias de homotopia limitada e a categoria derivada limitada. As sub-
categorias plenas dos complexos limitados superiormente de 6(.</), #(.</) e 9(.</) serao
denotadas por ¢~ (.«/), # ~(.</) e 2~ (.</) respectivamente.

As subcategorias plenas dos complexos limitados de 6(.«/), #(.</) e 2(.</) serdo de-
notadas por 6%(.«/), #?(.o/) e 9"(.</) respectivamente.

Pode ser provado que a categoria de homotopia de complexos limitados e a categoria
derivada limitada sdo categorias trianguladas (ver [MIL]).

O seguinte Lema diz que dado um morfismo nao nulo de um complexo stalk centrado
na componente ¢ para um complexo Y* na categoria de homotopia, entdo o complexo Y* no

grau ¢ é ndo nulo.
Lema 2.3.1. Seja .«/ umak—categoria aditiva Krull-Schmidt. Se X € .o/ e Y* € #'°(.o).

(@) (i) Se Hom v (X[t],Y*)#0 para algum t € Z, entdo Y~ #0.

(i) Se Hom yv \(Y*, X[t]) # 0 para algum t €Z, entdo Y~' #0.
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(b) Se0#Y*=(Yi,d)ex(d)er<0comY #0,Y°#0, Y =0 paratodoi >0eY =0

para todo i < r, entdo

Hom (YY", Y [—1])#0 e Hom o (Y°, Y*) #0.

Demonstracao: Ver [HZ08, pag. 179]. O
Sejam ./ uma k—categoria abeliana e X, Y € .¢/, se define
Ext! (X,Y):=Homgu,(X[0], Y[i]).
A definicdo anterior coincide com a definicao classica via Yoneda. A demonstracao de
esta observacao estd em [ASS97, pag. 267]
Teorema 2.3.3. Sejam .</ uma categoria abeliana, e X e Y objetos em .<f , entdo
(@ Ext'(X,Y)=0 para todoi<O0.
() Ext%(X,Y)=Hom ,(X,Y).

Demonstracao: Ver [GMO03, pag. 167-168]. O

2.4 Categorias hereditarias

Nesta secao apresentaremos a definicao de categoria hereditdria. Dada uma k—categoria
abeliana hereditaria #, entdo a categoria derivada limitada 2*() é uma categoria repeti-
tiva (ver [HHKO07)), isto €, 2°(#) é o fecho aditivo da uniao de copias 57 [t].

Definicao 2.4.1. Seja #¢ uma categoria abeliana. Dizemos que ¢ é uma hereditdria quando

para qualquer par de objetos X e Y em A valem as seguintes propriedades:
1. Homx(X,Y) e Ext},(X,Y) sdok—espagos vetoriais de dimensdo finita.
2. Ext},,(X,Y)=0 paratodon > 2.

Dada uma k—categoria abeliana .</ e %, ¥ classes de objetos em .¢/, entao escrevemos
Hom 4(%,¥)=0quando Hom ,(X,Y)=0 paratodo X € % eparatodo Y e V.
Seja ¢ uma categoria triangulada e .¢/ uma subcategoria plena de 6. Dizemos que .¢/

é una subcategoria abeliana admissivel quando satisfaze as seguintes propriedades:
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(a) .o/ é abeliana.

(b) Hom(.d/[s],.</[t])=0paratodo s <t.

(c) Dada uma sequéncia exata curta 0 X ! Y &

um tridngulo X ! y—£t-7 T[X] em 6.

A 0 em .¢/, entdo existe

Teorema 2.4.1. Seja ¢ umak—categoria triangulada e seja /¢ uma subcategoria plena de 6 .

As seguintes condicoes sdo equivalentes:

(i) Asubcategoria 7 é uma categoria abeliana hereditdria canonicamente mergulhada em

sua categoria derivada limitada 6 = 9°( ).

(i) A subcategoria 7 é uma subcategoria abeliana admissivel de 6 e fechada para exten-

soes, o fecho aditivo da unido de copias 7 [t] comt €2 é6 e

Hom (7 [s], #[t]) =0, para todo t ¢ {s,s +1}.

(iii) O fecho aditivo da unido de copias de ' [t) comt €7, é 6 e

Hom y([s], #[t])=0, para todo t <s.

Demonstracao: Ver [RIN, pag. 3-4], uma demostracao para (ii) ver [HHKO07, pag. 112-113] O

Definicao 2.4.2. Seja ¢ uma k—categoria triangulada Krull-Schmidt. Um caminho em 6 é
uma sequéncia Xy, Xi, -+, X; em 6 tal que Hom(X;, X;+1) # 0 ou X;11 = X;[1], além disso
dizemos que o caminho é de comprimento s. Um caminho Xy, X3, -+, X; é um caminho forte
se Hom(X;,X;11)#0 paratodoi=0,1,---,s — 1.

Uma categoria 6 é um bloco quando cumpre as seguintes afirmacoes:
1. %6 é nao nula;

2. Nao é triangularmente equivalente a produto de duas categorias ndo nulas triangula-

das.

Teorema 2.4.2. Suponhamos que ¢ é uma k—categoria triangulada que é um bloco. As se-

guintes afirmacgoes sdo equivalentes:
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(i) Existe umak—categoria abeliana hereditdria 7€ tal que € = 9*().
(i) Se X é indecomponivel em 6, entdo ndo existem caminhos de X[1] para X.
(iii) Existe um objeto indecomponivel X em 6 tal que ndo existem caminhos de X[1] para X.

(iv) Existem dois objetos X e Y indecomponiveis em 6 tal que nao existem caminhos de X

paraY.
Demonstracao: Ver [RIN, pag. 8-9]. O
Teorema 2.4.3. Se Xy, Xj, ..., X; é um caminho forte em ¢, entdo existem 0 <t <s—2eY

indecomponivel em 6 tal que X,[t] — Y — X; é um caminho forte em 6 .

Demonstracao: Ver [RIN]. O



Capitulo 3

Algebras hereditarias

Neste capitulo apresentaremos a definicao de 4lgebra hereditdria, enunciaremos pro-
priedades importantes sobre os morfismo entre modulos indecomponiveis na categoria de
modulos sobre uma dlgebra hereditéria, isto é, dada A uma k—4lgebra hereditaria e A—mddulos
indecomponiveis X e Y tais que Ext;(Y,X) =0, entdo todo morfismo f : X — Y ndo nulo é
injetivo ou sobrejetivo, todo morfismo nao nulo pode ser factorado por um monomorfismo
e um epimorfismo ou por um epimorfismo e um monomorfismo. Além disso, apresentamos

resultados importantes para calcular o Ext (X, X).

Na sec¢do dois temos uma série de resultados para demostrar um dos teoremas mais
importantes deste trabalho: se A =kQ, onde Q é uma aljava finita sem ciclos orientados, e
% é uma subcategoria plena de mod A fechada para extensdes e para fechada somandos
diretos. Se 6 contém um ciclo, entdo existe um A—moédulo indecomponivel X em % tal que
Hom (X, X)#0.

3.1 Algebras hereditarias

Nesta secao daremos a definicdo de dlgebras hereditarias, apresentaremos um teorema

sem demonstracao que classifica as dlgebras hereditarias.

Definicao 3.1.1. Seja A k—dlgebra. Dizemos que A é hereditdria se todo submddulo de um
A—modulo projetivo é também projetivo. Dessa forma, cada médulo tem dimensdo projetiva
de no mdximo 1. E portanto pela defini¢do 1.2.1 temos que a dimensdo global de A ndo excede
1.

35
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Teorema 3.1.1. Seja B umak—dlgebra. As seguintes condicoes sdo equivalentes:

(a) B éumalk—dlgebra hereditdria.

(b) Adimensdo global de B ndo excede 1.

(c) Todo quociente de um B—mddulo injetivo é um B—méodulo injetivo.

(d) Todo quociente de um B—mddulo injetivo finitamente gerado é um B—mdédulo injetivo.

(e) Oradicalde todo B—modulo projetivo indecomponivel finitamente gerado é um B—modulo

projetivo.

(f) O socle de todo B—médulo injetivo indecomponivel finitamente gerado é um B—mddulo
injetivo.
(g) Todo ideal de B é um B—mddulo projetivo.

Demonstracao: Ver [ASS06, pag. 245-246]. O

Lema 3.1.1. Seja A umak—dlgebra hereditdria de dimensao finita e sejam A—modulos X;, X
e X3. Suponha que f : X, — X, epimorfismo e g : X, — X3 monomorfismo, entdo existe um
A—médulo Y e morfismos lineares h, : X, — Y monomorfismoe h,:Y — X3 epimorfismo
tal que a seguinte sequéncia é exata.

]t —h
0 X, [f hl X0V [g —h2] X; 0

Demonstracao: Seja f: X; —— X, epimorfismo, entdo existe umasequéncia 0 — K — X;

—— X, —— 0, aplicando Hom (X3/X;,—), temos a seguinte sequéncia exata.

0 —— Hom(X3/ X2, K) —— Homa(Xs5/X;, X1) — Homa(Xs/ X5, X,) ——

— Ext'(X3/X3, K) —— Ext'(X3/X5, X1) —— Ext'(X3/Xz, X2) ——0

Agora como g é monomorfismo, entao 0 X X3 X3/X, —=0 é um

elemento em Ext!(X3/X;,X,) e Ext'(X3/X>, f) € um epimorfismo. Assim existe uma sequén-
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cia exata curta tal que o seguinte diagrama é comutativo.

hy 0

0 X1 Y Xg/Xzﬁ“O
L
0 X, 2~ X3 — "~ X3/ X, —=0

de onde obtemos que h; € monomorfismo e como f é epimorfismo entao h, é também

epimorfismo, portanto

0 X, [f ml X,®Y (g —hel X, 0

Como o primeiro quadrado é comutativo, entdo [g — h,][f hi]' = g f — hoh, = 0, portanto
Im[f h]* € Ker[g — h,].

Seja (x,y) € Ker[g — h»], entdo g(x)— hy(y) = 0. Aplicando 7, temos que 7why(y) =0,
e como o quadrado comuta, entdo 6(y) = 0, portanto y € Ker(0) = Im(h;). Dessa forma,
existe y; € X; tal que h;(y;) =y, agora como o primeiro quadrado comuta, entao temos que
g(f(n)) = ha(h1()1)) = ha(y) = g(x). Pela injetividade de g, x = f(y1) e portanto (x,y) =
(fOn), hin)=L[f i)'y € Im[f hy]'. De onde concluimos que Ker[g —h,] =Im[f h,]?, ou

seja a sequéncia € exata curta. O

Lema 3.1.2. Sejam A uma k—dlgebra hereditdria de dimensdo finita e X e Y médulos inde-
componiveis tal que Ext;(Y,X) = 0. Se h € Homu(X, Y) ndo nulo, entdo h é monomorfismo

ou epimorfismo.

Demonstracao: Seja h: X —— Y um morfismo nao nulo assim temos o seguinte diagrama

X\h/Y

Im(h)

comutativo

onde i é a inclusdo e f(x) = h(x) para todo x € X, assim € f epimorfismo, entdo pelo Lema
3.1.1 existem um A—moédulo Z e h; : X — Z monomorfismo, h;:Z —— Y epimorfismo
tal que a seguinte sequéncia € exata curta.

0—x—I"" ezt vy o
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Por hip6tese temos que Ext,(Y,X) =0, entdo a sequéncia cinde, portanto Im(h)®Z = X&Y,
agora como X e Y sdo indecomponiveis temos dois casos:

(@X=Imh)eZZY;

(b) Y=ZIm(h)eZ=X.

Se (a) é verdade, entdo temos que X = Im(h), portanto h € injetora.

Se (b) é verdade, entdo concluimos que Y = Im(h), de onde temos que h é epimor-

fismo. O

Lema 3.1.3. Seja A uma k—dlgebra de dimensdo finita e hereditdria e sejam X e Y moédulos
indecomponiveis tais que Ext,(X,X)=0, Ext;(Y,Y)=0eExt,(Y,X)=0. Se Homa(X,Y)#0,
entdo Ext,(X,Y)=0.

Demonstracdao: Como por hipétese temos que Hom,(X, Y) # 0, entdo existe um morfismo
f:X— Y naonulo e como Ext,(Y,X)=0, pelo Lema 3.1.2 temos que f é monomorfismo ou

epimorfismo.

Se f é epimorfismo, entdo temos 0 K—>Xx / Y 0 sequéncia exata curta,

onde K = Ker(f), aplicando Hom (X, —) temos a seguinte sequéncia exata.
Ext}(X,K) — Ext}(X,X) — Ext}(X,Y) —=0

Pela hip6tese temos que Ex7(X, X) =0, de onde concluimos que Ext;(X, Y)=0.

Se f é injetiva, entdo temos 0 xJ1oy_~

Q 0 sequéncia exata curta,
onde Q = Coker(f), nesta sequéncia aplicando Hom(—,Y) temos a seguinte sequéncia
exata.

Ext}(Q,Y)——= Ext}(Y,Y)— Ext}(X,Y)——=0

Do fato que Exf,(Y,Y)=0, concluimos que Exf,(X, Y)=0. O

3.2 Ciclos em categorias de mdodulos de algebras hereditarias

Nesta secao daremos a definicao de ciclo e apresentaremos a demostracao do seguinte
teorema: sejam A uma algebra hereditdria sobre um corpo e % uma subcategoria plena de

mod A fechada para extensoes e para somandos diretos. Se ¢ contém um ciclo, entdo existe
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X um A-—moédulo indecomponivel em % tal que End(X) # k. Para isso vamos demostrar
uma série de lemas.

Seja A=kA, onde A é uma aljava finita sem ciclos orientados. Nesta secdo 6 serd uma
subcategoria plena de mod A fechada para extensoes e fechada para somandos diretos. A

seguir daremos a defini¢do de ciclo em uma k—algebra A.
Definicao 3.2.1. Sejamk um corpo e A umak—dlgebra. Dizemos que uma seqiiéncia

Xo L Xy X T X,

de morfismos de A—médulos indecomponiveis X,, Xi, --- X, é um ciclo quandor > 1, X, = X,
e todo os morfismo f;: X; — X;;1 sdo ndo nulos e ndo isomorfismo. O niimero r é chamado

o comprimento do ciclo.
Lema 3.2.1. Se X e Y sdo A—mddulosem 6 e f € Hom(X,Y), entdo Im(f)€ 6.

Demonstracao: Sejam X e Y objetos em 6 e f € Hom«(X, Y) um morfismo, entdo existe

uma fatoracao de f da seguinte forma.

Xxf/y

Im(f)

onde g é um epimorfismo e i ¢ um monomorfismo. Entdo pelo Lema 3.1.1 temos que existem

Z um A—moddulo indecomponivelem ¢, h,: X —Z e h,:Z ——Y tais que

0 Xx—E" ez —L Ly 0

é uma seqiiéncia exata. Como % é fechado para extensoes, entdao Im(f)® Z estd em ¢, e

como % é fechado também para somandos diretos obtemos que Im(f) <€ 6. O

Observacdo 3.1. Na provado Lema 3.2.1, temos que f =ig = h,h; onde h; e monomorfismo

e h, é epimorfismo.

Lema 3.2.2. Se 6 contém um ciclo, entdo 6 contém um ciclo de comprimento par da seguinte
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forma:
Xanl

X; X,
NN - Y
Xo X X4

Xon =Xo

onde todos os f»r sGo monomorfismos e todos os f>r—1 sdo epimorfismos
Demonstracao: Suponhamos que ¢ contém um ciclo

8o

Yo Y Y

Assim para cada morfismo g;:Y; —— Y;;; , pela observacao 3.1 temos que existem Z; em 6
indecomponiveis, tais que f;:Y; — Z; é monomorfismoe «;:Z; — Y;;; éepimorfismo
para todo i € {0,1,---,n — 1}. Assim definimos X,; = ¥; para todo i € {0,1,---,n}, fo; =Pi e
Xyiy1=Z; paratodo i €{0,1,---,n—1} e f5;,_1 = a;, paratodo i € {1,---, n}. De onde obtemos

o seguinte ciclo

X X3 Xon
NN - Y
Xo X5 Xy Xon =Xo
onde todos os [, sdo injetivos e todos 0s f,x_1 sdo sobrejetores. O

No Lema 3.2.2 temos que se ¢ contém um ciclo, entdao ¢ contém um ciclo de compri-
mento 2n tal que f>x sdo monomorfismos e f5;,_; sdo epimorfismos. Seja Q2 um ciclo em ¢
de comprimento minimal 27 tal que f>; sdo monomorfismos e f,;_; sdo epimorfismos, isto

é, existe um ciclo de comprimento minimal 27 da seguinte forma

X2n—1

X1 X3
fo/4 \f; V \fl fan—1
Q
Xo X5 Xy

onde todos os f»; sdo injetivos e todos 0s f,x_1 sdo sobrejetores.

De agora em diante vamos a usar esse fato e essa composigao.
Lema 3.2.3. Se Hom(X;, X;) =k para todo X; no ciclo (2, entdo n > 2.

Demonstracao: Da definicdo de ciclo temos que n > 1, vejamos que n # 1. Se n = 1 temos
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. fo h . - . . ~
um ciclo Xy —— X; — X, =X, com f, monomorfismo nao nulo e f; epimorfismo nao

nulo.

Se fof1 =0, entdo como f, € monomorfismo temos que f; = 0, contradicao pois f; é
ndo nulo. Assim temos que 0 # f, f1 € End(X;) =k, logo fof1 € um isomorfismo e assim f; é
um epimorfismo que cinde. Portanto X, = X;, o que é uma contradicdo com a definicao de

ciclo, pois fy seria isomorfismo. De onde concluimos que n > 2. O

Lema 3.2.4. Se Hom,(X;, X;) =k para todo X; no ciclo 2, entdo Hom (X, X;) = 0 para todo
i€f{2,3,---,2n—1}.

Demonstracdo: Suponhamos que existe k € {2,3,...,2n — 1} tal que Hom(Xo, Xi) # 0, seja
f:Xo —— Xj; um morfismo nao nulo, entdo pelo Lema 3.2.1 temos que Im(f) € 6, por-
tanto existem Y indecomponivel somando direto da imagem de f em ¢ e h;: Xy ——Y
sobrejetor e h,:Y —— X; monomorfismo.

Temos dois casos possiveis:

() k=2pcoml1<p<mn;

(i) k=2p+1coml1<p<n.

(i) Se k =2p, entdo temos o seguinte diagrama

X2p+1

f2p %

X2p+2

XO X2p
N
Y

Assim f>,hy: Y —— X,,11 € injetor, entdo pelo Lema 3.1.1 existem Z um objeto indecom-
ponivel em ¢ e morfismos B, : Xy —— Z injetorae f,:Z —— X5, epimorfismo. Temos

o seguinte ciclo com as condig¢des do ciclo (2.

VA Xg p+3 X2n—1
b f2P+2 f2p+3 fon—a1
Jep+nh2
X X2p+2 X2p+4 Xon=Xo

mas este ciclo tem comprimento 2(n — p) que é menor que 2n pois p > 0, contradicao pela
escolha do ciclo €.
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(i) Se k = 2p+1, fazendo o procedimento anterior, f5,118,:Z — X;,4, é um epimorfismo,
assim temos o seguinte ciclo com a propriedade do ciclo 2.

X2p+3 X2n—1
X2p+2 X2p+4 Xon=Xo

O comprimento deste ciclo é 2(n — p) que é menor que 2n pois p > 0, contradicao pela

escolha do ciclo €. Assim concluimos que Hom4(Xy, X;) =0 paratodo i €{2,3,---,2n —1}. O

De todos os ciclos de comprimento minimal 27 satisfazendo as propriedades do Lema

3.2.2. Tomemos

X, X;
NN TN
A:
Xo X> Xy

onde todos os f>; sdo injetivos e todos 0s f>r—; sdo sobrejetores tal que cumpre a seguinte
propriedade:
dimy(Xo)+dimy(Hom (X, X3)) € minimal.

Lema 3.2.5. No ciclo A, se Homs(X;,X;) =k para todo i e f € Hom(X,, X;) ndo nulo, entdo

f é monomorfismo.

Demonstracao: Suponhamos que existe f € Hom(Xo, X;) ndo nulo, ndo monomorfismo.
Pela minimalidade do ciclo A, temos que f ndo é epimorfismo. Pois se f é epimorfismo,
entdo o morfismo f;f: Xy —— X, € um epimorfismo, e como f, é monomorfismo, entao
pelo Lema 3.1.1 existem Z um objeto indecomponivel em %6 e morfismos f;: Xy —Z2

injetorae f3,:Z —— X3 sobrejetora. Assim temos o seguinte ciclo de comprimento 2n —2

Z X5
NG N TN
Xo Xy X

assim obtemos uma contradi¢do com a escolha do ciclo A. Portanto f nao é epimorfismo,
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assim obtemos a seguinte fatoracao

Xo

f X,
N
Z

onde Z é indecomponivel em ¢, ) é epimorfismo proprio e f ¢ monomorfismo préprio. As-
n
Z 0.

Como f, é monomorfismo, entdo fyu : Ker(n)—— X; é um morfismo ndo nulo, pois n é

sim conseguimos a seguinte sequéncia exata curta 0 — Ker(n) — X,

um epimorfismo préprio. Aplicando Hom(—, X;) na seqiiéncia anterior temos a seguinte

sequéncia exata
0——= Homy(Z,X;) i) Homy(Xo,X,) . Homyu(Ker(n),X;)
Como u*(fo) = fou #0, entdo u* # 0, de onde obtemos que

dimy(Homy(Z,X1)) < dim(Hom4(Xy, X1)).

n

Da sequéncia exata curta 0 — Ker(n) — X, Z 0, como Ker(n) # 0,
temos que dimy(Z) < dimy(Xo).

De onde obtemos que
dim(Z)+dim (Hom( X, X3)) < dim(Xo)+ dimi(Homy(X:, X3))

Além disso, temos o seguinte ciclo de comprimento 2n que cumpre as propriedades do
ciclo A
XZn—l

X, X;
NN TN
Z X5 Xy Z
de onde obtemos uma contradicao pela escolha do ciclo A. Assim temos que f € monomorfismo.
O

. f f2 . . .
Dado o ciclo A temos que X; — X, —— X3 com f; um epimorfismo e f, um monomorfismo,

entdo pelo Lema 3.1.1 existem um objeto Yem ¢ e g:X; — Y monomorfismoe h:Y — X;
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um epimorfismo tais que

' —h
+) 0 X, [f1 gl X,V [f2 —h] X, 0

€ uma seqiiéncia exata curta, de onde obtivemos o seguinte diagrama.

/\
/\/\

Seja Y =@!_,Y; onde os ¥; sio A—moédulos indecomponiveis, g =[g; --- g,]" e h=[h; --- h,].

Lema 3.2.6. Dado o ciclo A e a seqiiéncia (+), seja Y = ®;_,Y; onde os Y; sdo A—mddulos
indecomponiveis, g = (g1 -+ g/ eh =[hy --- h;]. Se Hom(X;,X;) =k para todo i e para
todo X; no ciclo Q, entdo

i) r=2.
(i1) O morfismo h; é ndo nulo para todo i.

Demonstracao: Se r = 1, entdo temos o seguinte ciclo de comprimento 2n — 2 satisfazendo

as propriedades do Lema 3.2.2

Y X5
BN N N
Xo X4 Xo Xon = Xo
Chegamos a uma contradicao com a escolha do ciclo A que é de comprimento minimal 2n.

Vamos mostrar (ii). Suponhamos que existe um k tal que h; = 0, vejamos que Y C
Ker(f, —h
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Seja xi € Y, definamos y =(0,...0, x,0...0) de onde obtemos (0,y) € X, @ Y assim

[fo —hl[0y])" = f2(0)—h(y)
= —h(y)
= —hi(0)—--—hi(xx)—---— h,(0)
=0

e concluimos que x; € Ker[f, — h], portanto Y, € Ker[f, —h]=1Im][f; g]'. Assim, ¥, é um
somando direto da imagem de [f; g]’. Logo como X; = Im[f; g], entdo Y; é um somando

direto de X;. Assim, Y; = X, pois X; é indecomponivel. Entdo a sequéncia
0—X—YoX, —X35——0

cinde. Assim, temos que X, ® Y= X; ® X3, isto0é, X, =X e Y= X3 0u X, = X3 e Y = X;, como
Y é decomponivel, pois r > 2, temos que X; é decomponivel ou X3 é decomponivel, de onde

obtemos uma contradicdo com a definicao de ciclo. O

Proposicdo 3.2.1. Dado o ciclo A e a seqiiéncia (+), sejaY = ®]_, Y; onde 0s Y; sdo A—modulos
indecomponiveis, g = (g, -+ &/ eh =[hy --- h,]. Se Hom,(X;,X;) =k para todo i e para
todo X; no ciclo A, entdo existe um i tal que Ex t}\(Xl-,X,-) #0.

Demonstragio: Suponhamos que Ext;(X;, X;) = 0 para todo i. Retomando a sequéncia

‘ ~h
+) 0 X, [f1 &l X,V [f2 —h] X, 0

e aplicando o funtor Hom 4(Xy, —) obtemos:

[f1 glL
0 —— Hom(Xo, X1) _ e, Hom (X0, X ®Y) —— Homa(Xo, X3)

Pelo Lema 3.2.4 haviamos concluimos que Hom(Xy, X3) = 0 = Hom4(Xo, X2). Assim
[f1 glt : Homa(Xo,X1) — Homy(Xo,Y) € um isomorfismo. Vamos provar agora que todo
morfismo ndo nulo em Homy(Xy, Y;) para todo 1 <i <r é um monomorfismo.

Seja 0 # f € Hom(Xy, Y), entdo 0 # iy f € Homy(Xo, Y) é um morfismo nio nulo onde
ir: Yy —Y éainclusdo. Segue do isomorfismo que existe u € Hom (X, X;) ndo nulo tal

que [f1 gli(u)=1iif. entdo gu =ir f e como g e u sao monomorfismos (x ¢ monomorfismo
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pelo Lema 3.2.5), entdo i, f € monomorfismo. Logo f é monomorfismo.

Agora como f; e g sdo ndo nulas e monomorfismos, entao existe um k € {1,2,...,r} tal
que gi fo # 0 e pelo Lema 3.2.6 temos que h; : Y, — X3 é ndo nulo. Vejamos que hj ndo é
epimorfismo nem monomorfismo.

Se h; for epimorfismo, entdo temos o ciclo

Ye Xs Xon-1
Xo Xy X X5 =X,
Onde o morfismo g fy € ndo nulo e monomorfismo, pois provamos que todo morfismo nao
nulo de Hom (X, Yx) € monomorfismo,e f3h; é epimorfismo pois f3 e i, sdo epimorfismos,

contradizendo assim a minimalidade do ciclo A.

Suponhamos que hj; é monomorfismo, obtemos

X3 X5 Xon-1
hkgkf/4 & V \fs\\ %
Xo X4 X Xon = Xo

que é um ciclo de comprimento 27 — 2 cumprindo a propriedade do Lema 3.2.2, contradicao
com a escolha do ciclo A.
Aplicando Hom(—, X3) na sequéncia (+) e utilizando que Ext,(X;, X;) =0, obtemos a

seguinte seqiiéncia exata curta
0—— HomA(Xg,Xg) — HOmA(X2 @ Y,Xg) —_— HomA(Xl,Xg) —0

No que segue, para facilitar, vamos a usar a notacao dimy(Hom(X,Y)) por < X,Y >.
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Assim, temos que < X, @ Y, X3 >=< X3, X5 >+ < X3, X3 >, e como < X3, X3 >=1, entao

<X, X3> = Z< Y, Xy >4 < Xp, Xs > —1

i=1

> Z< Y;, X3> pois <X, X3>>1

i=1
)
= <Y, X3>+ Z <Y, Xs>

i=1,i£k
> <Y, X35> poisr>2eh; #0pelo Lema 3.2.6.

Como hj; ndo é epimorfismo, entdo a Im(hy) é um submdédulo de X3. Como h; ndao é mo-
nomorfismo podemos dizer que Im(h;) =M & N onde M é indecomponivel e temos que o

morfismo 7h; nao é isomorfismo, de onde obtemos que

X2n—1

Yi X3
gkf/4 \ﬂik / ‘ m
X() M X4

Xon =Xo

é um ciclo de comprimento 2n satisfazendo a propriedade do Lema 3.2.2 tal que
< Y]C,Xg > +dlmk(X0) < dlm[k(X())'i‘ < X],X3 >

contradicao pela escolha do ciclo A.

Assim concluimos que existe i tal que Ex7;(X;, X;) #0. O

Teorema 3.2.1. Seja A =kA, onde A é uma aljava finita sem ciclos orientados e seja 6 uma
subcategoria plena de mod A fechada por extensoes e fechada por somandos diretos. Se 6

contém ums ciclo, entdo ¢ contém um A—méodulo indecomponivel Z tal que End(Z) % k.

Demonstracao: Suponhamos que 6 contém um ciclo, entdo pelo Lema 3.2.2 temos que ¢

contém um ciclo de comprimento par da seguinte forma

XZn—l

X3 X3
NN ]
Xo X X4

Xon=Xo
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onde todos 0s f,i sdo injetivos e todos os f»>r_1 sd0 sobrejetores. Dentre todos os ciclos de

comprimento minimal 27 com a propriedade do ciclo anterior, tomemos

X2n—1

Xq X3
YONC N N
Q
Xy X5 Xy

tal que dimy(Xo)+ dimyg(Hom(X;,X3)) é minimal.
Se existe i tal que Hom(X;, X;) # k, terminamos a prova. Suponhamos que Hom,(X;, X;) =
k para todo i, entdo pela Proposi¢do 3.2.1 temos que existe i tal que Ext,(X;, X;) # 0, entdo

existe uma sequéncia exata curta

que nao cinde, aplicando o funtor Hom4(X;, —) na seqiiéncia temos que
0 —— Hom(X;, X;) N Hom(X;, E) & Hom(X;, Xi;) — Ext,(X;, X;)

Vejamos que g.=0.

Seja 0 : X; —— E talque 0 # g.(0)= g0 € End(X;), como o espaco de endomorfismos
de X; é isomorfo a corpok, existe f:X; — X; talque g(0 ) = Ix,, portanto g é epimorfismo
que cinde, contradicdo pois g € um epimorfismo que nao cinde. Assim f, € um isomorfismo,
isto €,

HomA(Xi,Xi) = HomA(Xi’ E)

Como Hom(X;, X;) = k, provemos que E é indecomponivel. Se ndo for indecom-
ponivel, entdo existe uma descomposicao de E = E; ® E, com E, indecomponivel tal que

Hom(X;, E;)# 0. Assim, pelo isomorfismo temos que
k= Hom,(X;, X;) = Homu(X;, E1)® Hom(X;, E>)
de onde Hom(X;, E;) = 0. Vamos provar que neste caso a seqiiéncia

0 X; E

Xi 0

cinde o que nos dard uma contradi¢cdo. Podemos escrever os morfismo f = [f; fo]' e g =
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[g1 g2]onde f;: X; — Eje g;: Ej; — X; para j =1,2. Como Hom(X;, E;)=0, entdo f1=0e
0# fo € Homu(X;, Ex) = Homyu(X;, X;) = k. Assim temos que f, é isomorfismo, isto é, existe
P : E; — X; tal que f f> = Ix,. Definamos a :=[0 ] : E; ® E» — X;, @ é um morfismo tal que

af=[0B1[0 f2]' =B f2=Ix,

de onde obtemos que f é um monomorfismo que cinde, contradi¢do. Assim E é indecom-
ponivel. Como ¢ é fechado para extensoes e X; € ¢, entdo E€ 6.

Considere fg € End(E). Temos que fg é nao nulo, pois se fg =0, entdo como f é
monomorfismo temos que g = 0 e como g é epimorfismo, entdo X; = 0 contradicdao com
a definicao de ciclo. Além disso, temos que f g nao é isomorfismo. Se f g for isomorfismo,
entdo f seria epimorfismo que cinde e g seria um monomorfismo que cinde.

Assim temos que E é indecomponivel em 6 e tal que End(E) %k. O



Capitulo 4

Propriedades homolodgicas de algebras

hereditarias por partes

Lembrando que as dlgebras de radical quadrado zero, sdo hereditdrias por partes se,
e somente se, a dimensdo global forte é finita. Em 2007 Happel e Zacharia provaram esta
equivaléncia sem a hip6tese de ser radical quadrado zero. Apresentaremos neste capitulo
a prova deste resultado e mostraremos que a dimensdo global forte esta limitada, em geral,
pelo nimero de shifts no qual a categoria de médulos esta mergulhada na categoria derivada
da categoria hereditéria.

Como a categoria de modulos de uma élgebra A estd mergulhada na sua categoria de-
rivada, e supondo que esta categoria é derivadamente equivalente a categoria derivada limi-
tada 2" (¢) de uma categoria abeliana hereditdria 2#, podemos dizer que a categoria mod A
estd mergulhada na | J,_, 5¢[i] e existe um nimero r méximo de shifts em que aparece os
moédulos indecomponiveis de ind A. Este nimero méximo nos ajudard a limitar a dimensao
global forte. E natural perguntar qual o objeto na categoria derivada que realiza a dimensao
global forte.

Estudaremos os objetos que realizam a dimensao global forte, e apresentaremos uma
caracterizacdo homolégica para estes objetos. Ao longo deste capitulo vamos considerar k
como um corpo algebricamente fechado e todas as élgebras sdao k—algebras de dimensao

finita.

50
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4.1 Algebras hereditdrias por partes

Nesta secao apresentamos a definicao de dlgebras hereditarias por partes e relaciona-

remos com o conceito de dimensao global forte.

Definicao 4.1.1. Seja A umak—dlgebra, A é uma k—adlgebra hereditdria por partes quando
existe umak— categoria abeliana hereditdria >¢ tal que as categorias limitadas derivadas 2*(\)
e 9 () sdo equivalentes como categorias trianguladas [WEI94], [MIL]. A dlgebra A é cha-
mada do tipo 7€ .

Para estudar as k—algebras hereditdrias por partes precisamos do conceito de com-

plexo inclinante [HR99].

Definicdo 4.1.2. Seja T* um objeto em 9"(A), T* é um complexo inclinante quando

1) Homgp(T*, T*[n]) =0 para todo n # 0.

2) A categoria aditiva ad d(T*) de somando diretos de somas finitas de coépias de T*, gera
a categoria de homotopia KX °(,2) dos complexos limitados de A—mddulos projetivos como

uma categoria triangulada.

Dizemos que a classe de objetos ad d(T*) gera a categoria de homotopia .#?(, &) como
uma categoria triangulada, se ndo existe subcategoria plena e prépria de ¢, fechada por
isomorfismo, e que contém esta classe de objetos. Algumas propriedades importantes dos
objetos inclinantes pode ser encontrados em [HRS94] e [HR99]. A demonstracdo da seguinte

proposicao esta em [RIC89].

Proposicao 4.1.1. Seja A uma k—dlgebra. A é uma k—dlgebra hereditdria por partes se, e

somente se, existe umak—categoria abeliana hereditdria /¢ tal que:

(i) Homx(X,Y) e Ext},(X,Y) sdo k—espagos vetoriais de dimensdo finita para todo X e Y

objetos em .
(i) Existe um complexo inclinante T* em 9°( ) tal que A= End v (T*).

Observacao 4.1. O complexo inclinante dado na proposi¢do anterior pode ser obtido da se-
guinte forma:
Se A é uma k—algebra hereditéria por partes e F:%2?(A) —— 9?(s4#) é uma equiva-

léncia triangulada, entdo T* = F(,A) € um complexo inclinante e A= End go ) T*).
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O teorema seguinte ajuda a identificar através do aljava ordindria se esta é hereditaria

por partes.

Teorema4.1.1. Umak—dlgebra hereditdrias por partes é uma dlgebra quociente de umak—dlgebra

hereditdria de dimensao finita.
Demonstracdo: A demostragdao do Teorema esta em [HAP88, pég, 156]. |

Dada A uma k—élgebra hereditéria por parte e F:%2?(A) — 9"(s#) uma equivalén-
cia entre categorias trianguladas. Podemos supor que F é normalizada, ou seja, que existe
r > 0 tal que para todo A—mdédulo indecomponivel X temos que F(X) e U;:o H[i], e existem
A—moédulos indecomponiveis X e Y tal que F(X) € #[0] e F(Y) € [r]. O namero r ndo é
unico, depende da escolha de /. Vejamos que F é normalizada. isto é, vejamos que existe
r >0 com a propriedade anterior.

Para mostrar isso podemos fazer assim primeiro é claro que como os projetivos inde-
componiveis sao finitos os injetivos também a menos de isomorfismos eles estio numa parte
finita digamos de 0 a  mas dado um médulo qualquer existe um morfismo de um projetivo
nele, como néo existe morfismos de s#[t] a 2#[k] com k > t + 2, da mesma maneira todo
modulo tem um morfismo ndo nulo num injetivo e como nao existe morfismo de #[!] para
A[0] para [ < —1, assim temos que existe r > 0 tal que F(X) € U;:o A[i] para todo X médulo

indecomponivel.

4.1.1 Dimensao global forte

Nesta subsecdo vamos apresentar a definicao de dimensao global forte de uma 4lge-
bra de dimensao finita, continuando com um teorema que classifica as dlgebras hereditérias
por partes via a dimensao global forte. Além disso, apresentaremos algumas propriedades
importantes sobre o complexo indecomponivel de comprimento maximal na categoria de
homotopia de uma 4lgebra de dimensao global forte finita.

Seja .o/ uma k—categoria aditiva Krull-Schmidt, e seja 6?(.</) a categoria de complexos
limitados sobre .<f que é Frobenius (ver [HAP88]).

Denotamos por % ?(.¢/ ) a correspondente categoria estdvel (ou de homotopia). Se X* =
(Xi,di) € A#"(.e/) 6 um complexo pode-se considerar uma imagem X* = (X/,d’) de X* em
%"(.¢/) sem somandos diretos projetivos indecomponiveis. Claramente X* é unicamente
determinada por X* a menos de isomorfismo de complexos limitados em 6?(.¢/). Assim, o

que se segue estd bem definido:
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Se 0 # X* €. #"(.¢/), existem 1, s € Z com r < s tal que X" # 0 # X5, X*¥ = 0 para todo
k < r e X*¥ =0 para todo k > s. Entdo, por definicdo, o comprimento de X* é definido como
{(X*)=s —r. Ao longo deste trabalho vamos sempre identificar X* com X*.

Se A é uma k—algebra de dimensao finita, denotamos por & a subcategoria plena
de modA consistindo dos A—médulos projetivos finitamente gerados. Entdo definimos a

dimensao global forte de A da seguinte forma:

s.gl.dimA=sup {E(P‘)lP‘ e XL, 2) indecomponivel} .

4.1.2 Teorema da dimensao global forte

O seguinte teorema leva a uma caracterizacao das dlgebras hereditdrias por partes, via

a dimensao global forte.

Teorema 4.1.2. Seja A umak—dlgebra de dimensdo finita. A é umak—dlgebra hereditdria por

partes se, e somente se, s.gl.dimA < oo

Demonstracao: = Suponhamos que A é uma k—4lgebra hereditdria por partes, entdo existe
uma k—categoria abelina hereditéria 5# e uma equivaléncia normalizada F : 2°(A) — 2% (%),
portanto existe r > 0 tal que F(X) € U;:o #[i] para todo A—médulo indecomponivel X.

Seja P*=(Pi,d') e #"(,2?) indecomponivel de comprimento ¢ > 0, aplicando o funtor
shift (ver definicdo em [MIL]) em .#?(,2?). Podemos supor que P° #0, P/ =0 paratodo i > 1,
Pt#0ePi=0paratodoi<—t—1.

O objeto P* ndo tem somandos diretos projetivos indecomponiveis em #?(,2), entao

pelo Lema 2.3.1 temos que
Hom y,5)(P°, P*)# 0 e Hom yu(,5)(P*, P~ [t]) #0
assim temos que
HOMyo0(F(P°), F(P*)) # 0 € Homgn e (F(P*), F(P™'[£])) #0

Como P* é indecomponivel, entao existe m € Z. tal que F(P*) € #[m] e como P° e P~![t] sdo
A-moédulos indecomponiveis, entao existe k € {0, 1, ..., r} tal que F(P°) € s [k]. Pelo Teorema
24.1temos0<m <r+1eexiste n €{0,1,...,r} tal que F(P~') € A°[n], portanto F(P~[t])
H[n+ t] e utilizando o Teorema 2.4.1 temosque t —1 <m < n+r, assimtemos que t —1 <
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m <r+1,deonde t <r+2. Concluimos que s.gl.dimA <r+2, isto é a dimensao global
forte é finita.

< Suponhamos que A ndo é uma k—algebra hereditédria por partes, bésica e A # k.
Como A ndo é uma k—algebra hereditéria por partes, entao pelo Teorema 2.4.2 temos que
para todo X em #?(,2?) existe um caminho forte de X[1] para X em #?(, %), entdo temos
que para cada n € IN existe um caminho forte de X[n] para X em #?(, ).

Seja P um A—mddulo projetivo indecomponivel e n € IN, entdo existe um caminho

forte de P[n] para P em #?(,#), portanto pelo Teorema 2.4.3 existe um ¢ > 0 e Q; , um

objeto indecomponivel em #?(,#) tal que P[n+t] Qs P é um caminho forte
em ¢ ?(, &), portanto

Hom v, 5)(P[n+t], Q;l,t) #0e Hom%b(Ag,)(Q;,t,P) #0

Assim temos pelo Lema 2.3.1 que Q?, t’(””) #0eQ: tO # 0 portanto £(Q? ) > n +t, entdo a

dimensao global forte € infinita. O

Coroldrio 4.1. Seja A uma k—dlgebra hereditdria por partes, F:%2°(A)—— 9(4) uma
equivaléncia normalizada e r > 0 tal que para todo A—mddulo indecomponivel X temos que
F(X)elJ,_,#1il, entdos.lg.dimA<r+2.

4.2 O objeto que realiza a dimensao global forte

No corolério 4.1 apresentamos um limitante para a dimensao global forte de uma 4lge-
bra hereditéria por partes. Se uma 4lgebra € hereditéria, os complexos indecomponiveis na
categoria de homotopia tem comprimento um (ver [HAP88]), isto é, todos os objetos inde-
componiveis realizam a dimensao global forte.

Nesta secao apresentaremos uma proposicao que leva a algumas propriedade impor-
tantes sobre o complexo indecomponivel de comprimento maximal na categoria de homo-
topia e daremos um exemplo para ver como é o complexo de comprimento maximal.

Denotamos por 6 uma k—categoria triangulada Krull-Schmidt, com a propriedade de
que para todo X, Y € 6 a dimensao de Hom(X,Y) é finita como k—espaco vetorial. Para
um morfismof : X — Y em ¢ existe um triangulo X — Y — Cy — X[1] em %. O objeto Cy €

unicamente determinado a menos de isomorfismo e chama-se o cone de f.
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Proposicao 4.2.1. Sejam f : X — Y um morfismo ndo nulo e ndo invertivel com X, Y objetos
indecomponiveis eXL Y5 Cy 2 X[1] um tridngulo. Se f*: Hom(Y, X[1]) - Hom(X, X[1]) é
injetor, entdo Cy é indecomponivel.

Demonstracdo: Suponhamos que Cy € decomponivel, isto €, Cy = Z, 87, onde Z; é indecom-
ponivel, assim temos que X EN Y o ) 2187 o 32l X[1]. Como X e Y sdao indecomponiveis e
f é nao nulo e ndo invertivel, entao pelo Lema 2.2.3 obtemos que v; #; é ndo nulo, assim te-
mos que f*(v;u,)# 0, por outro lado temos que f*(v;u1)=v1u, f = vimtu f =0, contradicao.

De onde obtemos que o cone de f é indecomponivel. O

A seguir, apresentamos algumas propriedades sobre o complexo que assume o valor da

dimensao global forte.

Proposicao 4.2.2. Seja A umak—dlgebra de dimensdo finita com s.gl.dimA < oo e seja P* =
(Pi,e?) em #P(,2) indecomponivel de comprimento d, suponhamos que P* = (P, e?) tem a
seguinte forma:

ed-1

P 0 po—. p1 pd-1 pe 0

onde P° #£0 e P? £0. Entdo
1. HY(P*)#0.
2. Sed=s.gl.dimA, entao e® é um morfismo injetor.
3. Sed=s.gl.dimA, entdo Hom(Coker(e?1),A)=0.

Demonstracdo: (1) Suponhamos que H?(P*) = 0, entdo Im(e?~') = P4, isto é, e?! é um
epimorfismo, agora como P é um A—mddulo projetivo, temos que e4~! é um epimorfismo

ed-1 , A
— P4 — (0 é uma sequéncia exata curta que

que cinde. Assim, temos que 0 — K L, pd-1
cinde,onde K = Ker(e4 1) ei: K — P41 éainclusdo. De onde temos que i ¢ um monomorfismo
que cinde, isto é, existe g : P41 — K tal que gi = Ix um homomorfismo de A—mddulos, de
onde temos o seguinte diagrama comutativo.

pd-1

0 K d pd-1 pd 0

jIK l[g ed=1]t jlpd
[Ix 0] [0 Ipa]

I
0 K K@ Pd " pd 0
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o [01p][ged ' '=0g+ Ipaedt=ed
o [ged]ti=]gied li]' =[Ix 0], pois e?~1i =0.

Assim, como Ik e Ips sdo isomorfismos, temos que [g e4~!]* é um isomorfismo. De onde
temos que K é um A—maodulo projetivo e existe [a@ ] : K ® P4 — P41 ainversa de [g e~ ']
tal que ag = Ipi-1 — fed "l e e~ la=0.

Agora definamos o seguintes complexos em ¢ (, &)

Q* =(Qi,y), onde Q4! =Q% = P4, Qi =0 paratodo i ¢ {d —1,d}, y! = 0 para todo
i#d—1leydl=ed 15,

R*=(R,p’), onde R = P paratodo i <d—1, R '=K, Ri =0 paratodoi>d —1,
pi=elparatodoi<d—2, 99 2=ged2epi=0paratodoi>d—2.

Somando os complexos anteriores temos o seguinte complexo

[p2 0] [0 1]

R ®Q": PR K@ P4 pd 0--
Agora definamos o seguinte morfismo de complexos f: R*® Q* — P°.
a-2 o)t d-1
RoQ:  o——wpi2 YTV pgpa OV _pa_ ..
lf lzpdz l[a pl lz,,d
pe- > pd-2 ed? pd-1 ed! pd 0---
Vejamos que os quadrados comutam.
[a Bllp? 20" = ap?™®
= age’™
= (Ipa1—PBe? el
= ed2_Bedled2
e
E lembrando e?'a = 0 e Y9! = e9"18. Temos que e '[a B] = [e?'a e? 18] =

[0 y~1]. Assim f é um morfismo entre os dois complexos.
Agora como [a ] é isomorfismo, entdo f é um quase-isomorfismo em % ?(,2), de
onde concluimos que P* é decomponivel. Contradicdo, por hip6tese temos que P* é um

complexo indecomponivel em #?(,#). De onde concluimos que H%(P*) # 0.
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Agora provaremos (2). Suponhamos que e° nao é injetivo, isto €, o kernel de e° é ndo
nulo. Seja X = Ker(e®) tomando a cobertura projetiva de X temos g : Q — X um morfismo
nao nulo com Q um A—mddulo projetivo. Seja Q = @fZOQi uma descomposicao de Q onde
Q; sao A—mdbdulos projetivos indecomponiveis. Agora como g é ndo nulo, existe i tal que
gi : Q; — X é um morfismo ndo nulo, assim temos que g; induz um morfismo nao nulo

g::Q[0] — P*em X (,2), com j : X — P temos que:

Q;[0] 0 0 Qi 0 0
giL l l L]'gi L l
pr o0 —=0——=P0 L pl o p2 &

Se g é zero na categoria de homotopia, entdo jg; =0, isto é, g; = 0. Temos que H4(Q3[0])=0
e H%(P*) # 0 de onde concluimos que g; é ndo nulo e nao invertivel em ¢ ?(, &), entao temos
que Q;[0] it P* — Cg, — Q?[1] € um triangulo e Hom(P*,Q;[1]) =0, pela Proposicdo 4.2.1 Cy,
é indecomponivel em #?(,2)e {(Cq,) > d+1 > d, contradicdao com a dimensao global forte.

Agora provaremos (3). Suponhamos que Hom(coker(e?=1'),A)#0, seja f : Coker(e4')—
A um morfismo nao nulo, temos que A = & | P;, onde P; sdo A—modulos projetivos inde-
componiveis. Entdo existe um Q projetivo indecomponivel tal que g : Coker(e?™') — Q é
ndo nulo e ndo invertivel, entdo induz um morfismo g : P* — Q*[—d] ndo nulo.

P 0 p— 5 p pd-1 pd 0
Q[-d] 0 0 0 0 Q 0

Vejamos que ¢ nao é invertivel. Temos que HY(Q*[—d]) = Q e H4(P*) = Coker(e?™),
se g é quase-isomorfismo, entdo g € invertivel. Mas g ndo pode ser invertivel por que se nao
Coker(e?1) seria projetivo, isto é, cindiria a projec¢do natural de P4 para Coker(e4"). Isso
faria com que Im(e?"!) fosse somando direto de P4, o que é absurdo, pois o complexo P*
é indecomponivel. Assim temos que g € ndo nulo e ndo invertivel. Além disso, temos que
Hom(Q*[—d], P*[1]) =0, entdo pela Proposicdo 4.2.1 concluimos que o cone de g é indecom-
ponivel em #?(42) e {(C;) > d +1 > d, portanto temos uma contradi¢do com a dimensao
global forte. O

Corolério 4.2. Seja A uma k—dlgebra de dimensdo finita com s.gl.dimA < oo e seja P* =
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(Pi,el) em #P(, ) indecomponivel de comprimento d, suponhamos que P* = (P!, e’) tem a
seguinte forma:

P 0 po - pl pa-1 pd 0

onde P° #0 e P? #0. Entdo

(a) Se e’ ndo é injetor, entdo existe um morfismo ndo nulo e ndo isomorfismo f : Q°[0] — P*

para algum projetivo indecomponivel Q tal que{(C¢) > d +1 com Cy indecomponivel.

(b) SeHom,(Coker(e1),A)# 0, entdo existem um projetivo indecomponivel Q e um morfismo

g : P* — Q°*[—d] ndo nulo e nao isomorfismo tal quel(Cg) > d+1 com Cg indecomponivel.

Proposicao 4.2.3. Seja A uma k—dlgebra de dimensao finita e s.gl.dimA < +oco. Sed =
gl.dimA =s.gl.dimA, entdo existe um complexo indecomponivel P* em #"(,2) de com-

primento maximal d tal que HI(P*) # 0 exatamente para um j .

Demonstracao: Suponhamos que d = gl.dimA =s.gl.dimA, entdo existe um A—modulo
X tal que a dimensao projetiva de X é igual a d, isto €, existe uma resolucdo projetiva de X da
seguinte forma.

0—P;—P1—-—P—>F—>X—-0

assim temos o seguinte complexo com P no grau zero
P 0>P,—Py——P—oP—0—-

de onde temos que H"(P*) =0 para todo n #0 e H(P*) = X. O

Seja A uma k—4algebra de dimensao finita e s.gl.dimA < 400, sejam n = gl.dimA e
d=s.gl.dimA. Se d > n ndo podemos pensar que todos os complexos indecomponiveis de
comprimento maximal d sdo da forma da Proposicao 4.2.3. Em geral, pouco se sabe sobre
os complexos de comprimento maximal, isto é, aqueles que assumem o valor da dimensao
global forte. Véarias questdes precisam ser respondidas. Como sdo caracterizados? Onde
encontréa-los na categoria? E possivel construi-los a partir de objetos indecomponiveis da
categoria de modulos? Acreditamos que a resposta a estas questdes nos ajudaria a calcular o
valor da dimensao global forte.

A seguir daremos um exemplo de uma k—algebra hereditéria por partes de dimensao
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global 3 e dimensao global forte 4, tal que ndo existem complexos indecomponiveis da forma:
P.Z"'0—>P()—)P1—>P2—>P3—)P4—)0—>"'

de comprimento maximal 4 com H!(P*)=0 para i=0, 1, 2, 3.

Exemplo 4.2.1. Considere a seguinte aljava A

Seja I o ideal bilateral dak—dlgebra de caminho kA gerado por af8, By e 51 e seja A=kA/1.
A aljava de Auslander-Reiten é dado por

NN 7N

Vejamos que gl.dimA=3 es.gl.dimA=A4.

Para demonstrar que gl.dimA =3 utilizamos o Teorema 1.2.4.
1. SimplesS,, temos0— P, — Py, — P, —» P, — 8, — 0, entdo dp(S,)=3.
2. SimplesS,,0— P,— Py — P, — S, — 0, entdo d p(S,;) =2.
3. SimplesS;,0— Py — P;— S3— 0, entdo dp(S;)=1.
4. SimplesS4,0— Ps— Ps— P, — S, — 0, entdo d p(S4) = 2.

5. Simples Ss,0— Ps— Ps— S5 — 0, entdo d p(Ss)=1.

)

Assim temos que gl.dimA =3.

Seja Q* um complexo de comprimento maximal, que tem a seguinte forma

Q'Z"'O QO el Ql Qk—lek;.Qkﬁ.o...
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com Q! médulos projetivos, entdo pela Proposicdo 4.2.2 temos que Hom(Coker(e*=1),A)=0,
porém nesta dlgebra os tinicos modulos que ndo tem morfismo ndo nulos e ndo isomorfismo
paraoA sdoS, eS;.

Se Coker(e*~1) = S,, entdo deviamos ter uma sequéncia exata Q! < Qk -8, —0,
logo a cobertura projetiva de S, que é P, é somando de Q*. Os tinicos A—mddulos projetivos
que possuem morfismos ndao nulos para P, é Ps. E o uinico A—médulo projetivo que Possui
morfismos ndo nulos para Ps é P; = Sg. E para este tiltimo ndo existe morfismo ndo nulo e ndo
isomorfismo de um A—modulo projetivo para Ss, entdo temos que o comprimento do complexo
Q* é menor ou igual a 2.

Agora analisaremos o caso em que Coker(e*~')=S,. Construiremos o tinico complexo
possivel de comprimento 4 com essa propriedade, porém a segunda homologia dard diferente
de zero.

Para o simples S, temos o seguinte complexo:

f n

X e 0 P, )23 o

p, P 0

Onden =n3n,n; e 0 = 0,6,, e para o simples S, temos o seguinte complexo:

h B

Yy .. 0 B b P, 0

com B = 1. Assim temos que X* e Y* sdo complexos indecomponiveis em X"(,2?), e

temos um morfismo f : X* — Y*

X 0 0 0 p—L-p-—".p_%.p 0
L S T A [ A A A
ye: 0 p—l-p-l.p 0 0 0 0

O morfismo f ndo é isomorfismo e ndo é zero, pois se f é zero na categoria derivada, entdo
P, = B;, 0 que ndo ocorre pois todos os projetivos indecomponiveis sao ndo isomorfos. E como
Hom(Y*,X*[1]) = 0, entdo pela Proposicdo 4.2.1 temos que o cone de f é um complexo inde-
componivel em A *(,P), o cone de f é

hy

Cfl 0 P6 P4@P5L>P3€BP4 “ 9

b, b 0
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ondeh; =1[0 h], h, = [i{ /03] e y =[-n 0]. Vejamos que o cone de f é isomorfo aZ* onde
AN

VAN ce 0 P(-; P5 P3 P2 Pl 0
definamos o seguinte morfismo de complexos.
h ha X -0
Cfl 0 Pe P4®P5—>P3®P4 Pz P1 0
' el el
.. h B n /]
VAN e 0 b P J 23 p, b 0

é fdcil verificar que os quadrados comutam, entdo v é um morfismo de complexos.

Agora defina-se o seguinte morfismo de complexos

70— 0——>p—top I _p_ 1 . p . p_ .9
| e e A
Cj: > 0—>P =P OP—~POPL PP —0
de onde temos que o) é
C;:  —0—=PR—"-PoP"-Pon—L>P P —0
o Y 5 A i | A I
Cj: o —>0—>P—>P@OP—~POPL—S>P P —0
assim 1)) é homotdpico a identidade no cone de f, pois
hy ha V4 -0
Cfl 0 P6 P4@P5—>P3€BP4 Pz P1 0
T R
hy hy X -0
Cf: 0 P6 P4®P5ﬁ'P3€BP4 Pg P1 0

com w : P® P, — Py® P; dado por w = [} 1] e os demais morfismos zero, se consegue que
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pyp—Ic; é homotdpico a zero. Fazendo a outra composta temos que

Ze 0 p—l.p P p " p 0. p 0

RN
h B n 0

VA 0 p6 P5 p3 Pz p1 0

é claro que Y p é homotopico a identidade em Z*. Segue do que fizemos que Z* é indecompo-
nivel.

Vejamos que com Ps em grau zero, temos que H(Z*) = H(Z*) = H3(Z*) =0, H*(Z*) =S,
eHYZ*)=S;

temos o seguinte diagrama.

0 0 0 0 0 0 0

P 0 0 0 0 0 k
h 1

P, 0 0 0 0 k— >k
B 1

P 0 0 k——>k——>k 0
n 1

P 0 k——>k 0 0 0
(4 1

2 k——=k 0 0 0 0
0

0 0 0 0 0 0 0

1. Temos que Ker(h)=0 e Im(0)=0, entdo H*(Z*)=0.

2. Im(h)=Ss eKer(fp)=Ss, portanto H'(Z*)=0.

3. Im(fB)=SseKer(n):0-0—-0—-k—k—0, assim H*(Z*)=S,.
4. Ker(0)=S3 eIm(n)=Ss, entdo H}(Z*)=0.

5. Im(@)=S,eKer(0):k—k—0—0—0—0, temos que H*(Z*)= S,



Capitulo 5

Equivaléncia Normalizada

Neste capitulo definiremos as F—partes de uma categoria de moédulos finitamente ge-
rados sobre uma élgebra de dimensao finita, isto é, dada uma A algebra hereditdria por par-
tes, entdo existe F : 2°(A) — 9Y(£) equivaléncia normalizada onde ¢ é uma k—categoria
abeliana hereditdria tal que para todo A—md6dulo indecomponivel X temos que F(X) € U;:o H[i]
para algum r > 0, para i € {0,1,-:-,r} definimos %; como a subcategoria plena de mod A
tal que F(X) € #[i] para todo X € %,;. A subcategoria %; é chamada de F—partes. De-
pois apresentamos o teorema principal da dissertacdao que da propriedades homolégicas das

F—partes.

5.1 F-partes em uma categoria hereditaria por partes

Nesta secao daremos a definicdo de F—partes de uma categoria de médulos finitamente
gerados sobre uma dlgebra de dimensao finita, além disso, apresentaremos alguns resultados
importantes para dizer propriedades das F— partes.

Se ¢ é uma k—categoria abeliana hereditdria ((HHKO07], [HR99] e [HAPO1]) e X é um
objeto indecomponivel em 2?(#), entdo existe um i € Z tal que X € [i]. Dada A uma
k—algebra hereditaria por partes ([HAP88], [HS09] e [HZ10]), entdo existe uma k—categoria
abeliana hereditéria 5# e uma equivaléncia triangulada F : 2%(A) — 2°(¢) ((HAP88], [HRS96)).
Sem perda de generalidade, podemos supor que F é normalizada, isto €, existe um inteiro
r > 0 tal que para cada A—mddulo indecomponivel X temos que F(X) € U;=0 H[i] e existem
A—moédulos indecomponiveis X e Y tal que F(X) e #°[0] e F(Y) e A [r].

Definicdo 5.1.1. Seja F : 27(A) — 9%(5) uma equivaléncia normalizada. Definamos a se-

63



Equivaléncia Normalizada 64

guinte subcategoria plena de mod A, dada por:

U; ={X € mod A|X é indecomponivel e F(X) € #[il}
A subcategoria %; é chamada de F—partes de mod A.
Pela definicao da equivaléncia normalizada, vemos que % # 0 e %, # 0. O fecho adi-
tivo de %; em modA ¢é denotado por %;, isto é, Y € %; se, e somente se, Y = ®;_, X onde
X €U;.

O seguinte teorema fornece propriedades das F—partes em uma categoria hereditdria
por partes.

Teorema 5.1.1. Seja A umak—dlgebra hereditdria por partes com F—partes %; parai €{0,1,...,1}.

Entdo:

(i) %; é fechada para extensoes para todo i € {0,1,..., 1}, %, é fechado para submédulos e U,
é fechado para quocientes.

(i) SeXe€ U, entdodp(X)<i+ledi(X)<r—i+]l.
(iii) Sejam X € U; eY€U;. Set <i—jout>i—j+1,entdoExt{(X,Y)=0.

(iv) SeXéum A—mébdulo indecomponivele Ext,(X,X)=0, entdo End(X)=k e Ex tf(X, X)=
0 para todo k > 2.

(v) Sejam S eS médulos simples, entdo existe no mdximo um t >0 tal que Ext/(S,S) #0.
(i) Cada %; contém um A—médulo simples.

(vii) Se 6 é uma subcategoria de %; fechada por extensées, fechada para somandos dire-

tos e que contém um ciclo, entdo 6 contém um A—mddulo indecomponivel X tal que
End\(X) #k.

(viii) Seja X € U, indecomponivel. Se EndX # k, entdo X tem um submodulo U € U e um
mddulo quociente V € %; com a seguinte propriedade Ext}(U,U)#0 e Ext\(V,V)#0.

A demostracao do teorema estd dada nos préximos lemas, proposicoes e teoremas. No
Lema 5.1.1 demostramos a propriedade (i), no Teorema 5.1.2 fazemos a demonstrac¢ao de (ii)
onde vemos que a dimensao global de A é menor ou igual a r + 1, na Proposicado 5.1.1 estd a

prova da parte (iii), a prova de (iv) esta nos Lemas 5.1.2 e 5.1.3. A provar (v) estd no Teorema



Equivaléncia Normalizada 65

5.1.3, no Teorema 5.1.4 temos a demonstracdo de (vi). A prova de (vii) estd na Proposicao

5.1.3 e por ultimo no Teorema 5.1.5 demostramos o item (viii).

Lema5.1.1. Seja A umak—dlgebra hereditdria por partes com F—partes %; parai € {0,1,...,1},

entdo
1. 9; é fechado para extensoes para todo i € {0,1, ..., r}.
2. 9, é fechado para submédulos.
3. %, é fechado para quocientes.

Demonstracao: Seja A uma k—4algebra hereditdria por partes, entdo existe uma k—categoria
abeliana hereditéria ¢ e uma equivaléncia normalizada F : 2°(A) — 2%(2¢) com F—partes

; paratodo i €{0,1,...,r}.

Vamos provar (1). Seja 0 X1 Y X 0 uma sequéncia exata curta

em mod A com X;, X, € %; e Y um A—moédulo. Vejamos que Y € 9/;. Dada a sequéncia exata

curta, existe X; Y X, Xi[1] um tridngulo em %2?(A). Agora como F é uma

equivaléncia triangulada, entdao F(X;) F(Y) F(X5) F(X3)[1] é um triangulo
em 2Y(), e pelo fato que X;, X, € %;, temos que F(X;), F(X,) € #[i].

Seja Y’ um somando indecomponivel de Y. Se existe um morfismondonulo h:X;, — Y’
e um morfismo ndo nulo g:Y —— X, , entdo pelo Teorema 2.4.1(ii) obtemos que F(Y’) €
AL JA#0i + 1] e F(Y') € »#[i]|J#[i — 1] de onde concluimos que F(Y’) € s[i]. Su-
ponhamos que o morfismo induzido de Y’ para X, seja nulo. Entao, pelo lema 2.2.2 X, é
isomorfismo a Y’ e neste caso Y’ € %;.

Agora provaremos (2). Seja X € %, e M um submoédulo de X indecomponivel, vejamos
que M € %,. Temos i : M — X a inclusdo, portanto temos um tridingulo M — X — C; —
M{[1]. Como F é uma equivaléncia triangulada, entdo F(M)— F(X) — F(C;) — F(M)[1] é um
triangulo em 2°(#), entdo pelo Teorema 2.4.1 concluimos que F(M) € #[0]. Assim temos
que M € %,.

Agora provaremos (3). Sejam M € %, e f:M —— N um epimorfismo de A—médulos

com N um A—moédulo indecomponivel, vejamos que N € %,. Como [ é um epimorfismo,

entdo temos 0 K M N 0 uma sequéncia exata curta em mod A con
K =Ker(f), de onde obtemos K M N K[1] um tridngulo em 2?(A). Agora
como F é uma equivaléncia triangulada, entdo F(K)—— F(M) F(N) F(K)[1] é
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um tridngulo em 2(.#), e pelo fato que M € %,, temos que F(M) € »[r]. Assim pelo Teo-
rema 2.4.1(ii) obtemos F(N) € s [r]U#[r +1]. Agora como N é um A—mddulo indecompo-
nivel, entao F(N) € U;ZO%[i], portanto F(N) € s[r], isto é, N € %,.

O

Teorema 5.1.2. Seja A umak—dlgebra hereditdria por partes com F—partes U; parai €{0,1,...,r}
esejaX €U, entdodp(X)<i+ledi(X)<r—i+1.

Demonstracao: Seja A uma k—algebra hereditdria por partes, entdo existe uma k—categoria
abeliana hereditéria /¢ e uma equivaléncia normalizada F : 2°(A) — 2%(2¢) com F—partes
U .

Seja X € %;, entdo existe X indecomponivel em .2#, tal que F(X)= X[i].

e Vejamos que Ext,’;“(X,—) = 0. Seja Y um A—moddulo indecomponivel, entdo existe
j€10,1,..,r} e Y em s tal que F(Y) = Y[j].

Ext**(X,Y) = Homgwu (X, Y[i+2]), (definicdo de Ext)

1

Hom gp ) F(X), F(Y)[i +2]) (F € uma equivaléncia)

12

HOm@b(%)(X[i]r 1?[l +j +2D
HOWl@b(%)(X; Y[] +2])
ExtlA(X, 7).

12

12

Como .# é uma k—categoria hereditaria e j € {0,1,.., 7}, entdo Ext}}*(X,¥) =0, de
onde temos que Ext."*(X,Y)=0.

Seja Y um A—modulo, entdo existem A—moddulos indecomponiveis Y3, Y5, ..., ), tais que
Y =@} _, Y. Portanto

Exti™(X,Y) = Ext[™(X,&}_Y%)
= @)_ Ext**(X,¥;)=0.

assim, pelo Teorema 1.2.1 temos que dp(X) <i+1.

e Vejamos que Ex t/(‘”z(—,X) =0. Seja Y um A—mdédulo indecomponivel, entdo existem
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j€10,1,...,r} e Y um objeto indecomponivel em 2 tais que F(Y)= Y[j].

Ext{7™(Y,X) = Homgu(Y,X[r—i+2]), (defini¢do de Ext)
= Homgp ) (F(Y), F(X)[r —i+2]) (F € uma equivaléncia)
= Homgw(Y[j1, X[r+2])
= Homgn (Y, X[r—j+2))
>~ Ext,*(Y,X).

Como ¢ é hereditariae r —j+2 > 1, entdo Ex t;;j 2

(Y, X) =0, de onde temos que
Ext{""™"*(Y,X)=0.

Seja Y um A—modulo, existem A—moédulos indecomponiveis Y1, Y3,..., Y, tal que Y =

®,_, Y, portanto

Ext["™(Y,X) = Ext["™*@®}_ %, X)
= &]_ Ext]""?(Y%,X)=0.

Assim, pelo Teorema 1.2.2 temos que di(X)<r—i+1.

O
Proposicdo 5.1.1. Seja A uma k—dlgebra hereditdria por partes com F—partes %; para i €
{0,1,...,r} esejam X € %; e Y € U;, entdo
(@) Set <i—j,entdoExt{(X,Y)=0.
(b) Set>i—j+1,entdo Ext{(X,Y)=0.

Demonstracao: Seja A uma k—algebra hereditdria por partes, entao existe uma k—categoria
abeliana hereditéria ¢ e uma equivaléncia normalizada F : 2°(A) — 2%(2¢) com F—partes
U;paraiec{0,1,..,r}.

Sejam X € %; e Y € %;, entdo existem X e Y indecomponiveis em # tais que
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F(X)=X[i] e F(Y)=Y[j], assim

Ext{(X,Y) = Homg(X,Y[t])
= Homau(F(X), F(Y)[1])
= Homiun(X[i], P1t + 1)
>~ Exti, (X, 1)

(a) Se t < i—j, entdo ¢ +j —i < 0, assim temos que Ext.,, '~
Ext!(X,Y)=0.
(b)Set>i—j+1,entdo t+j—i > 1 como . é uma k—categoria hereditaria, entao

Ext!}77'(X,¥)=0, assim concluimos que Ext/(X,Y)=0. O

(X,Y) = 0, portanto

Lema 5.1.2. Seja A umak—dlgebra hereditdria por partes se X é um A moédulo indecomponi-
vel, entdo Extf(X,X)=0 parak > 2.

Demonstracao: Seja A uma k—algebra hereditaria por partes, entao existe uma k—categoria
abeliana hereditdria 2# e uma equivaléncia normalizada F : 2°(A) — 2Y (7).

Seja X um A—moédulo indecomponivel, entdo existe Y um objeto indecomponivel em
S tal que F(X)=YT[i], assim

Ext!/(X,X) = Homgsu(X,X[t])
Hom g )(F(X), F(X)[1])
Homgn (Y 1i], Y[t +i])
Ext! (Y,Y)

1

12

= O(paratodo t>2).

De onde concluimos que Ext(X,X)=0 para todo ¢ > 2 O

Lema 5.1.3. Seja A umak—dlgebra hereditdria por partes e X um A—médulo indecomponivel
tal que Ext,(X,X)=0, entdo End\(X)=k.

Demonstracao: Seja A uma k—4lgebra hereditaria por partes, entdo existe uma k—categoria
abeliana hereditaria ¢ e uma equivaléncia normalizada F : 2(A) — 2*(5¢). Seja X um

A—mo6dulo indecomponivel tal que Ext{(X,X) = 0, entdo existe Y objeto indecomponivel
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em ¢ tal que F(X)= Y[i], assim temos que

0=Exty(X,X) = Homgy(X,X[1])
= Homgb ) (F(X), F(X)[1])
= Homgn)(Yil], Y[i+1])
= Homgwe (Y, Y[1])
- Ext;f(Y, Y).

De onde temos que Ext},(Y,Y)=0, vejamos que End »(Y) =k.

Seja h € End »(Y) nao nulo, vejamos que & € isomorfismo. Temos a seguinte fatoracao

NS

Im(h)

para h

onde i € monomorfismo e i é um epimorfismo. Uma prova similar a do Lema 3.1.1 per-
mite dizer que existem Z objeto indecomponivel em ¢, h;:Y ——Z monomorfismo e

h,:Z ——Y epimorfismo tais que a seguinte sequéncia é exata curta.

0 Y Im(h)eZ Y 0

Agora como Ex t(;f(Y, Y) =0, entdo a sequéncia exata cinde, assim temos que Y® Y =
Im(h)®Z, de onde temos que Y = Im(h)=Z, assim concluimos que & é isomorfismo.

Definamos o seguinte morfismo & :k — End , (Y), dado por &(a) := aly. E claro
que & é linear e injetora, vejamos que & € sobrejetora.

Seja ¢ € End »(Y), como End »(Y) é um k—espaco vetorial de dimensao finita, entao
existe n > 0 tal que {1, ¢, ¢?,---,¢"} é um conjunto linearmente dependente em End (Y),

isto é, existem Ag, Aq,---, A, em k ndo todos nulos tais que

Seja P(x)= Ao+ A1 x+ -+ A,x", temos que P(¢)=0. Agora como k é corpo algebricamente

fechado, entdao P(x)=(x — x;)"(x — x)"---(x — xx )", assim temos que

0="P(¢)=(¢ —x1Iy)" (¢ — x2Iy)" (¢ — XicIy)™
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Temos que End »(Y) é um anel com divisao, entdo existe um k tal que ¢ — x; Iy = 0, assim
temos que &(xy) = ¢. Isto €, & € um isomorfismo.

De onde temos que

Homy(X,X) = Homg(X,X)

Hom g (F(X), F(X))
Homge)(Y[i], Y[i])
Hom b)Y, Y)

k.

12

12

12

12

Assim concluimos que End(X)=k. O

Proposicao 5.1.2. Seja A uma k—dlgebra hereditdria por partes com F—partes %; para i €
{0,1,...,1}. Se X € U; e Y € U;, entdo

1. SeHom(X,Y)#0,entdoj=iouj=i+]1.
2. SeExtf(X,Y)#0,entdoi=j+k oui=j+k—1.

Demonstracdo: sejam X € % e Y € %, entdo existem X e ¥ em s tal que F(X) = X[i] e

F(Y)=Y[j], assim temos que:

0 # Homy(X,Y)

— Ext’(X,Y)

= Homyu(X, Y)
Hom g () (F(X), F(Y))
Homgw (X[, Y[])
Extl (X, 7).

e 1R

12

De onde temos que Ex t;; (X,¥)# 0. Como  é hereditdria, entdo 0 < j —1 <1, portanto
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j=iouj=i+1.

0 # Extf(X,Y)
= Homgwn) (X, Y[k])
= Homgw ) (F(X), F(Y)[k])
= Homgme(X[i], Y[j +k])
>~ Extl, "X, 1)

. j—i+k
Assim, temos Extl,’

(X,Y) # 0 como .# é hereditaria entdo 0 < j — i + k < 1, portanto
i=j+koui=j+k-1. O

Queremos provar que dada uma 4algebra hereditédria por partes, e dados médulos sim-
ples S e S, entdo existe no maximo um ¢ > 0 tal que Ex t[{(S, S) # 0. Para isso, vamos provar

antes os seguintes lemas.

Lema 5.1.4. Sejam A uma k—dlgebra hereditdria por partes e S um A—médulos simples. Se
Ext{(S,S)#0, entdot =0.

Demonstracao: Suponhamos que A é uma k—algebra hereditdria por partes, entdo existe
uma k—categoria abeliana hereditéria 5# e uma equivaléncia normalizada F : 2°(A) — 9" ()
com F—partes %; para i € {0,1,---,r}. Como S é um A—modulo simples, entdo existe um
Unico k €{0,1,---,r}, tal que S € %.

Suponhamos que existe ¢ > 0 tal que Ext.(S,S) # 0, entdo pela Proposigao 5.1.2 temos

que 0 <t <1. Se r =1, entdo Ext,(S,S) # 0, assim temos que dimy(Ext\(S,S)) # 0, entdo
eiRad(M\)e;
e;Rad?*(N)e;

e;A/Rad(e;\) = S. Isto significa que o aljava ordindria da dlgebra A tem um ciclos. Uma

pela Proposicao 1.1.1 temos que d i my( ) # 0, onde e; é o idempotente de A tal que
contradicao com o Teorema 4.1.1. Pois neste teorema temos que A = Q/I, onde Q é uma
aljava ordinaria sem ciclos orientados e I é um ideal admissivel. De onde concluimos que
t=0.

O

Lema 5.1.5. Sejam A uma k—dlgebra hereditdria por partes e A—médulos simples S e S nédo
isomorfos. Se existe t > 0 tal que Ex t,{(S,S) #0, entdo Ex t,’f(S, S)=0 para todo p € Z.

Demonstracao: Suponhamos que A é uma k—4lgebra hereditédria por partes, entao existe
uma k—categoria abeliana hereditéria 2# e uma equivaléncia normalizada F : 2%(A) — 9" ()
com F—partes %; parai<{0,1,---,r}.
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Suponhamos que existe i > 0 tal que Ex7.(S,S)# 0. Como os médulos simples S e S sdo
ndo isomorfos, entdo podemos dizer que i > 0. Vamos provar que Exz}(S,S) = 0 para todo
p €Z. Se p <0 é direto do Teorema 2.3.3.

Vejamos para p > 0. Suponhamos que existe p > 0 tal que Ext}(S,S) #0.

Como S e S sio A—m6dulo simples ndo isomorfos, entdo existem tinicos j, j € {0,1,---,r}

e X, X objetos indecomponiveis tais que, F(S)= X[j] e F(S)= X[J], entdo temos que

0#Ext/(S,8) = Homg(S,9)
Hom g (F(S), FS)[i])
Homan(X[j1, X[ +i])
Homg (X, X[ +1i—j])
Ext;;i_j(X,X).

e 1 1R

114

Agora como . é uma categoria hereditéria, obtemosque i=j—joui=1+j —].

Por outro lado temos que

0# Ext](S,S) = Homg,(S,SIp))
Hom g 5)(F(S), F(S)[p])
Homagu(X1j1, X[j + p))
Hom g 0\ X, X[p — j+j1)
Ext” (X, X).

e 1 1

12

Logo, como ¢ é uma categoria hereditaria, entdo p = j —j ou p = 1+ j — j. Sabemos que

j—j=—iouj—j=1-i.Entdo, temos
(@ p=—iou
(b) p=1—iou

(c) p=2—1i.
Como i > 0, entdo no caso (a) e (b) temos que p <0, assim temos uma contradi¢do, pois por
hipé6tese temos que p > 0. No caso (c) temos que p < 1. Se p < 0, entdo temos a mesma
contradicao que no caso (a). Vejamos o caso p =1 em (c).

Se p = 1, entdo temos que i = 1, logo Ext\(S,S) # 0 e Ext\(S,S) # 0. Pela Proposicdo
1.1.1 existem vértices s e [ no aljava ordinéria Q de A e flechas s — [ e [ — 5. Logo temos uma
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contradi¢do com o Teorema 4.1.1. De onde concluimos que Ext}(S,S) =0 para todo p € Z.
O

Teorema 5.1.3. Sejam A uma k—dlgebra hereditdria por partes e A—mddulos simples S e S,

entdo existe no mdximo umt > 0 tal que Ext}(S, S)#0.

Demonstracao: Suponhamos que A é uma k—4lgebra hereditédria por partes, entdo existe
uma k—categoria abeliana hereditdria 5# e uma equivaléncia normalizada F : 2°(A) — 2°()
com F—partes %;. Suponhamos que Ext/(S,S)# 0 para algum i > 0.

Assim como S e S sdo simples, entdo existem J» f eZeX, X objetos indecomponiveis
em ¢ tais que F(S)=X[j] e F(S)=X[j], assim temos

0# Ext((S,S) = Homuguu(S,S[i])
Hom g 5)(F(S), F(S)[i])
HOm@b(yf)(X[]]!X[]_'i_ l])

e 1R

12

Hom g 0\ X, X[J +i—j])
Ext, (X, X).

12

Como # é uma categoria hereditdria, entdao obtemos que:

ie{j-j1+j-j}.
Se S e S sdo isomorfos, entdo pelo Lema 5.1.4 temos que i =0, ou seja existe um tnico
i >0 tal que Ext.(S,S)#0.
Se S # S, entdo podemos supor que i > 0. E pelo Lema 5.1.4 temos que Hom g (y)(S, S[1]) =
Ext}(S,8)=0, Hom (S, S[1]) = Ext;(S,S) = 0. Agora vamos calcular Ext},(X, X), Ext},(X, X)
e Ext},(X,X), isto é:

ExtL(X,X) = Homusm(X,X[1])

= Homgy)(F(S)[=j], F(S)[1-Jj])
HOm@b(A)(S,S[l])
=0

12
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De onde temos que Ex te;f(X, X)=0, Por outro lado, temos que:

ExtL(%,%) = Homusn(X X[1])
= Homgw(F(S)[-]1, F(S)[1-j])
= HOm@b(A)(S,S[l])
= 0.

isto é, Ext},(X,X)=0. Também temos que

Ext),(X,X) = Homgw(X,X[1])

= Homg ) (F(S)[—jl, F(S)[1—j])
Homg(S,S[1—j +]1)
Ext,(5,9).

12

1

Agora pelo Lema 5.1.5 temos que Ex t/i_j +i (S,58) =0, assim concluimos que Ex (X, X)=

Sabemos que Exti(S,S)#0sei € {j —j,1+j —j} Vamos provar que: Se Ex t,{_j(S, S) #
0, entdao Ex tf\'ﬂfj (S,S)=0eem seguida o contrario. Com isso, teremos provado que i € tnico.
Sei=j—j,entdo 0# Ext%(X,X) = Hom (X, X), e temos que Ext}(X,X)=0. Assim

pelo Lema 3.1.3 concluimos que Ext1,(X, X)=0. Temos que:

Exty"7(8,8) = Homgun(S,S1+j —f1)
> Homg o (F(S), F&1+j— )
= Homgyoe(X[j1, X1+ j = +]1)
= Homgw (X, X[1])
= Ext,(X,X)
= 0.

Portanto Ex trrj_f(S, S)=0.

Sei=1+j— j, vamos provar que Ext!/(S,5)=0. Supondo que Ext/(S,3) # 0. Segue

j+i—j(X,X) temos que Ext},(X,X) # 0. Logo pelo Lema

do isomorfismo 0 # Ext.(S,S) = Ext),
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3.1.3 temos que Hom (X, X)=0. De onde temos

Exti (8,8 = Homuyw(S,5lj —J1)
Homguy(F(S), F(S)[j = j1)
Hom g X[j1,X[j —J+7])
Hom g (X, X)
Hom 4 (X, X)

=0

e 1 1

12

istoé, Ex t/{_f (S,5) = 0. Assim concluimos que existe no maximo um i tal que Ext/(S,S) #
0. O

O teorema anterior tem uma consequéncia muito interessante. Isso mostra que para
uma 4lgebra com radical quadrado zero hereditdria por partes o comprimento de qualquer

caminho entre dois vértices é sempre o mesmo.

Teorema 5.1.4. Seja A umak—dlgebra hereditdria por partes com F—partes %; parai €{0,1,...,1},

entdo cada U; contém um A—médulo simples.

Demonstracao: Seja A uma k—algebra hereditaria por partes, entao existe uma k—categoria
abeliana hereditéria ¢ e uma equivaléncia normalizada F : 2°(A) — 2%(2¢) com F—partes
U;.
Suponhamos que % ndo tem simples. Seja X € %, de comprimento minimal, entdo
X nao é simples, assim temos o seguinte monomorfismo f: S — X, onde S é um submédulo
simples de X e f é monomorfismo, como f é ndo nulo, entdo pela Proposi¢do 5.1.2(1) S €
Uy—1 U Uy, agora como % nao tem simples, entdo S € %._;.
Como X é indecomponivel, temos a seguinte sequéncia exata curta0 - S — X — X/S—
0 que nao cinde pois X é indecomponivel. Seja Z’ um somando indecomponivel de X/S e
g : X —— 7’ um morfismo ndo nulo. Logo pela Proposicado 5.1.2, como X € %, segue que
Z' € Uy U%kﬂ- Como /(X) > ((X/S) > {(Z’), entao pela minimalidade de X, obtemos que

7' € U+,. Daseqiiéncia exata0 — S — X — X/S — 0 e do morfismo inclusao j:Z'— X/§,
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fazendo o pull-back temos o seguinte diagrama comutativo

z’ 0

0 S X—"-X/S 0

Vejamos que 0 S d E-8

VA 0 nao cinde. Suponhamos que a sequén-
cia cinde, portanto g é um epimorfismo que cinde, entdo existe g’:z’——E talque gg’' =
I,,. Tomando a proje¢do p:X/S——Z2’.Vamos mostrarque pn:X —Z’ é epimorfismo
que cinde. Temos que prthg’ = pjgg’ = I, isto é, pm é um epimorfismo que cinde. Por-
tanto Z’ é um somando de X. Como X é indecomponivel, entdo Z’ = X e entdo X € %11, 0
que é uma contradicao pois X € %;. Entdo a seqiiéncia 0 S Ay Ny 0 nao
cinde, isto é, Ext,(Z’,S) # 0. Assim pela Proposicdo 5.1.2 temos que S € % ou S € %1, 0

que € uma contradicdo. Disto, concluimos que % contém um simples. O

Proposicao 5.1.3. Seja A uma k—dlgebra hereditdria por partes com F—partes %; para i €
{0,1,...,1}. Se 6 é uma subcategoria de %; fechada por extensées, fechada para somandos

diretos e que contém um ciclo, entdo 6 contém um A—moddulo indecomponivel X tal que
Enda(X) #k.

Demonstracao: Suponhamos que A é uma k—algebra hereditdria por partes, entdo existe
uma k—categoria abeliana hereditdria ¢ e F:%%(A) —— 2?(#) uma equivaléncia nor-
malizada com F—partes %; para i € {0,1,...,r}. Suponhamos que existe uma subcategoria ¢
de %; fechada para extensoes, fechada para somandos diretos e que contém um ciclo. Entdo
como F é uma equivaléncia normalizada temos que F(%)[—i] é uma subcategoria de ¢ fe-
chada para somandos diretos, fechada para extensdes e contém um ciclo, Uma prova similar
a que foi dada no Teorema 3.2.1 permite dizer que existe um objeto Z indecomponivel em

F(6)[—i] tal que End »(Z) # k. Agora como Z é um objeto indecomponivel em F(%)[—i],
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entdo existe um A—moédulo indecomponivel X em % tal que F(X)=Z[i], assim temos que

Homy(X,X) = Homg (X, X)
= Homg ) (F(X), F(X)), (F é uma equivaléncia ).
Homgp)\(Z[i], Z]i])
Homgp\(Z,2)
Homy(Z,7)
% k.

1

1

De onde concluimos que existe um A—maédulo indecomponivel X em % tal que Hom (X, X) %
k. O

Lema 5.1.6. Seja A umak—dlgebra hereditdria por partes e sejam X e Y A—modulos indecom-

poniveis. Se X e Y estdo em um ciclo de modA, entdo Ex t/((X, Y)=0 para todoi > 1.

Demonstracao: Seja A uma k—algebra hereditaria por partes, entao existe uma k—categoria
abeliana hereditéria ¢ e uma equivaléncia normalizada F : 2°(A) — 2%(2¢) com F—partes
%; e suponhamos que X e Y estdo um ciclo, sem perda de generalidade suponhamos que o

ciclo é da seguinte forma:
ZO_)..._)X_)..._)Y_)..._)ZO

Como Z; é um A—moddulo indecomponivel, entdo existem 0 < j < r e um objeto inde-
componivel Z em ¢ tais que F(Z,) = Z[j], portanto F(X), F(Y)€ [j], de onde existem X e

Y em ¢ indecomponiveis tais que F(X)=X[j] e F(Y)= Y[j], por conseguinte temos que:

Ext{(X,Y) = Homgu(X,Y[i])
Hom g 0)(F(X), F(Y)[i])

12

112

Homgwe(X[j1, Yi + 1)
Homg(X, Y[i])
Ext! (X, 7).

12

12

Pelo fato que ¢ é hereditaria, entdao Ex t;f()_(, Y) = 0 para todo i > 1, de onde concluimos
que Exti(X,Y)=0paratodo i > 1. O
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Teorema 5.1.5. Seja A uma k—dlgebra hereditdria por partes e um A—modulo indecompo-
nivel M tal que End(M) # k, entdo existe um submédulo Z de M indecomponivel tal que
Ext;(Z,2)#0.

Demonstracao: Suponhamos que M é indecomponivel tal que End(M) #k, entdo existe ao
menos um f : M — M nao nulo e ndo invertivel. Seja f € End(M) nao nulo e ndo invertivel
tal que S= Im f de comprimento minimal. Pela condicao que S tem comprimento minimal
temos que S é um A—moédulo indecomponivel.

Se Ext,(S,S) # 0 termina a prova do teorema. Se Ext,(S,S) = 0, entdo procuremos
um submoédulo X do kernel de f indecomponivel tal que Hom(S,X) # 0 e Ext,(S, X) # 0.
Provaremos em seguida que Ex (X, X) #0.

Seja N = Ker(f)=®;._, Ny com N; um A—mddulo indecomponivel para todo k. Seja

i€{l,2,..,r} obtemos o seguinte diagrama

onde j € a inclusdo, p; é a projecao em i e g(x) = f(x) para todo x € M, entdo pela soma

amalgada ou (push-out) temos o seguinte diagrama comutativo.

0 N M S 0
lpi Lh le
0 N -g Ll .3 0

Como M é indecomponivel entdo a sequéncia 0 — N — M — S — 0 ndo cinde.

. E P S 0 nao cinde. Suponhamos que cinde, en-

Vejamos que 0 N;
tdo existe n : E — N; tal que n0 = 1y,, de onde temos os seguintes morfismos ji; : N; = M
com i;:N; —— N o morfismo inclusdo e nh : M — N; satisfazendo nhji; =nlp;i; =1y,
entdo N; é um somando direto de M, entdao M é decomponivel, contradi¢ao com a hipotese.
Assim concluimos que Ext(S, N;) #0 paratodo i € {1,2,...,r}.

Vamos provar que S € N. Suponhamos que S € N, entdo existe x € S tal que f(x) #0,
assim f?: M — M é um morfismo nao nulo tal que Im(f?) C Im(f) e Im(f?)# Im(f).

Se Im(f?) = Im(f) como M é um k—espaco vetorial de dimensdo finita e f é um

homomorfismo, entdo pelo Teorema 1.1.1 temos que M = Im(f)® Ker(f), ou seja, M é de-
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componivel. Absurdo, pois por hipotese temos que M é indecomponivel. Assim temos que
o comprimento de Im(f?) é menor que o comprimento de Im(f), contradicdo pela escolha
de f.

Por conseguinte i : S — N é um morfismo ndo nulo, portanto existe um k € {1,2,...,r}
tal que Homy(S, Ni) # 0, concluimos que existe um k € {1,2,...,r} tal que Hom(S,Ny)#0 e
Ext;(S, Ni)#0.

Seja X um submédulo de N indecomponivel de comprimento minimal tal que
Homu(S,X)#0e Ext(S,X)#0

vejamos que Ex1,(X, X) #0.

Seja g € Hom(S, X) ndo nulo, vejamos que gf = 0. Se gf # 0, entdo temos que
igf: M — M é um morfismo ndo nulo, onde i : X — M a inclusdo e o comprimento da
imagem de i g f € menor que o comprimento de S, pois X é submoédulo de N € M. Assim,
temos uma contradicao com a escolha de f, de onde concluimos que g f = 0. Agora vemos
que g é injetiva, se nao for como g f = 0, entdo existe h : M — Ker(g) ndo nulo. Assim,
{(Im(h) < £(S)), contradicdo. De onde concluimos que g é injetora. Agora por hip6tese te-
mos que Ex t}‘(S, S) =0, por conseguinte g nao é sobrejetora, pois nesse caso S = X e assim
Ext;(X,X) =0 contradicdo com a escolha de X. De onde temos a seguinte sequéncia exata

curta.
g

(+) 0 S X—"-+0Q 0, onde Q= Coker(g)

Aplicando Homy(S, —) em (4), conseguimos a seguinte sequéncia exata
Ext}(S,8) —> Ext}(S,X) —= Ext}(S,Q)

Lembrando que Ext;(S,S)=0e Ext,(S,X) # 0, concluimos que Ext;(S,Q) # 0, entdo existe
uma sequéncia exata curta que nao cinde da seguinte forma 0 - Q — E — S — 0. Assim,

temos:

Q E; S X Q

para cada E; somando indecomponivel de E.

Vejamos que Q é indecomponivel. Suponhamos que Q é decomponivel, entdo existem
r > 1 e Qi indecomponiveis para todo k € {1,2,...,r} tal que Q = &;_,Q, temos que 0 #
Ext,;(S,Q)=@®;_,Ext,(S,Qx), entdo existe i tal que Ext;(S,Q;) # 0, assim temos o seguinte
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diagrama

Qi

|«

E.X—"-Q 0

0 S

Utilizando a propriedade do pull-back existe Y tal que:

0—s—2.y- L. g, 0
l[d jh jll
4 T
0 S X Q 0

A sequéncia0 — S — Y — Q; — 0 ndo cinde.

Supondo que a sequéncia cinda, entdo existe A : Q; — Y tal que fA = 1(,, assim temos
os seguintes morfismos p;7: X — Q; onde P, : Q — Q; é a projecdo e hA:Q; — X fazendo a
composta temos p;ThA = p;i;BA = 1¢,, de onde temos que Q; é um somando direto de X,
contradicao pois X é indecomponivel.

Agora aplicando Hom (S, —) na seqiiéncia0 — S — Y — Q; — 0 obtemos que:
Ext;(S,S) — Ext;(S,Y)— Ext,(S,Q;) — Ext5(S,S)

é sequéncia exata, tendo em conta que Ext3(S,S) =0 (Lema 5.1.2) e Ext,(S,Q;) # 0 conclui-
mos que Ext,(S,Y)#0.

Seja Y = @!_, ¥, com Y; indecomponivel para todo k, como 0 - S — Y — Q; — 0 ndo
cinde, entdo Hom(S, Yi) # 0, além disso existe um k tal que Hom(S, i) #0 e Ext;(S, Vi) #
0, e temos que Y, tem comprimento menor que o comprimento de X, contradicao com a
escolha de X. Assim temos que Q é indecomponivel, portanto temos o seguinte ciclo em
mod A

Q E; S X Q

para cada E; somando indecomponivel de E, entdo pelo Lema 5.1.6 obtemos que Ext3(Q, X) =

0, agora aplicando Hom 4(—, X) em (+) temos:
Ext;(Q,X)— Ext}(X,X) . Ext;(S,X)— Ext3(Q,X)=0

entdo ¢ é sobrejetora, tendo em conta que Ex,(S, X) # 0 concluimos que Ext (X, X)#0. O
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Existem dlgebras de dimensao finita que nao sdo hereditérias por partes, tal que exis-
tem subcategorias plenas da categoria de médulos sobre a dlgebra disjuntas dois a dois e a
unido destas € a categoria de modulos. E as subcategorias plenas cumprem i), ii), iii), iv), v),
vi), vii) e viii) do Teorema 5.1.1.

A seguir daremos um exemplo de uma k—algebra nao hereditéria por partes e que cum-

pre as implicacoes do Teorema 5.1.1.

Exemplo 5.1.1. Seja A a aljava orientada do tipo Ay, e seja I o ideal bilateral de kA gerado

por todos os caminhos de comprimento trés. Definamos A=kA/I, onde Ay, é:

A12:1 2 3

N
[€)]
(o]
-
e}
©

10 11 12

Na Proposicao 2.6 de [HS09, pag. 702] se prova que A ndo é uma k—4algebra hereditaria

por partes. A aljava de Auslander-Reiten de mod A é:

Onde os S; sao A—modulos simples, P, sao A—mddulos projetivos indecomponiveis e rP; =
Rad(P;) oradical de P,.

Calculando a dimensao projetiva dos A—mdédulos simples ou pela Proposicdo 1.4 de
[HS09, pag. 697] temos que a dimensao global de A é 7.

Vejamos que mod A admite uma descomposicao em partes. Definamos as partes %;
da seguinte forma:

Uy =1{51,52,83,r P, r Py, Ps}.
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Uy =184, 7P5, 1P, Py, D5, Ps}.

Uy =1{Ss,Se,  Pr}.

U3 =1{S7,1Ps, 7Py, P;, B3, Py}.

Uy ={Ss,S9, T Pro}.

Us = {S10, T P11, 1 P11, Pro, Pry, Pra}

Us =1{S11, 512, Inn }-

Vemos que %, é fechado para submoédulos, cada %; é fechado para extensoes e % é
fechado para quocientes. Além disso, se X € %; temos que dp(X)<i+1edi(X)<7—i pois

r =6, temos que cada %; contém um A—maddulo simples.
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