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Glossario

e GNPA (RNG) - Gerador de Ntumeros Pseudo-Aleatérios (Random Number Genarator)
e Arvore do Quicksort- Arvore imaginaria gerada pelos particionamentos do Quicksort

e QS-5i - Quicksort que usa GNPA Penta Independente na escolha do pivo

e QS-CL - Quicksort que usa GNPA por Congruéncia Linear na escolha do pivd

e QS-GNU - Quicksort versdo implementada pela GNU

e QS-med5 - Quicksort que usa mediana de 5 na escolha do pivd

e QS-Fixo - Quicksort que usa pivo fixo na primeira posi¢do da seqiiéncia



Resumo

Estudamos, neste trabalho, diversas variagdes do Quicksort com rela¢do a otimizagdo do cache
e percebemos que tal preocupacdo limita muito o algoritmo e as diferencgas resultantes sdo extre-
mamente especificas com relacdo a arquitetura utilizada ou simulada. Estudamos entao varia¢des
do Quicksort que tém como foco modificar a forma de escolha do pivé com o objetivo de minimi-
zar o nimero de comparagdes e trocas. Dentre as varia¢des estudadas, os Quicksort probabilisti-
cos caracterizam-se por usarem niimeros pseudo-aleatérios na escolha do pivo. Concentramos-
nos entdo em estudar dois algoritmos geradores de nliimeros pseudo-aleatérios (GNPA), um por
congruéncia linear, proposto por Knuth em [Knu0Ob], e outro penta-independente proposto por
Howard Karloff em [KR93]. Analisamos, comparamos e testamos esses dois GNPAs sendo usa-
dos na escolha do pivd do Quicksort. Também comparamos essas duas versdes probabilisticas com
outras trés implementagdes deterministicas que fizemos para o Quicksort. O intuito desse traba-
lho foi realizar uma andlise experimental dessas varia¢gdes do Quicksort usando GNPAs dando

enfoque em analisar o comportamento da versdo proposta em [KR93].
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Abstract

We had studied in this work variations of Quicksort related with cache optimization and we had
realized that worry about this topic makes the algorithm deeply limited and the resultant dife-
rences are extremely specific and related with the choosen architeture. So we had studied varia-
tions of Quicksort which focus in modifying the way of choosing the pivot with the objective of
minimize the number of performed comparisions and changes. Among the looked variations,
the probabilistic Quicksort caracterizes itself by using pseudo-random-numbers when choosing
the pivot. So we had focused on study two random number genarator (RNG) algorithms, one
by linear congruence [Knu0Ob] and another by five-way-independent [KR93]. We had analised,
compared and tested these two RNGs beeing used on the pivot choice in Quicksort. We had also
compared these two probabilistic versions with other three deterministic versions we had made
for Quicksort. The aim of this work was to perform an experimental analysis of these variations
of Quicksort using RNGs and the main focus was to analise the behavior of the version proposed

in [KR93].

vii



Capitulo 1

Introducao

O Quicksort foi inventado em 1962 por Hoare e é um algoritmo bom por ser relativamente facil
de ser implementado e realiza ordenacdo in-place, ou seja, ndo precisa de um vetor auxiliar para
realizar a ordenacdo. O tempo médio de execucdo é 6timo O(nlogn) onde n é o ntimero de
elementos na seqiiéncia de entrada, porém sua implementacdo é fragil e deve ser realizada com
cuidado para evitar a ocorréncia do pior caso que é O(n%). Desde sua invengdo, o Quicksort é
provavelmente um dos mais utilizados algoritmos de ordenacao até hoje e muitos pesquisadores
tentam ainda melhorar a implementagdo do Quicksort propondo diferentes versdes otimizadas
desse algoritmo. Cada otimizac¢do leva em consideragdo um critério, uma idéia de melhoria,
mas o principio basico do Quicksort é sempre o mesmo, dividir para conquistar. Neste trabalho
apresentaremos estudos feitos sobre diferentes idéias e diversas formas de se melhorar o Quicksort
para casos especificos. Mostraremos, também neste trabalho, uma andlise experimental realizada

sobre cinco diferentes implementag¢oes do Quicksort com énfase nas probabilisticas.



1.1 Anadlise Experimental de Algoritmos

E uma é4rea de estudo que vem sendo aperfeicoada por diversos pesquisadores. O objetivo de se
realizar experimentagdo com algoritmos é verificar se 0 comportamento previsto na andlise ted-
rica corresponde a realidade de um processo sendo executado sobre um sistema real. Definir a
plataforma de testes (comparabilidade) e realizar diversos testes para cada caso (confiabilidade)
sdo cuidados que precisam ser tomados em uma andlise experimental. Quando queremos conhe-
cer o comportamento de um algoritmo néo é necessario muito esfor¢o para encontrar motivagdes
que nos levem a usar experimentacdo. Os modelos assintéticos de pior caso sdo muito pessi-
mistas, modelos realisticos sdo muito complicados, modelos padrdo podem ser muito simples e
a maioria dos algoritmos sdo bastante complicados para que possamos construir todas as ferra-
mentas assintéticas analiticas necessarias para simular o ambiente real. Em [NomO3] a andlise
experimental foi amplamente usada para aperfeicoar o algoritmo foco do trabalho (algoritmo
para teste de planaridade de grafos), com os resultados obtidos na experimenta¢do de uma ver-
sdo, o autor, combinando esses resultados com estudos, produzia a préxima versao. McGeoch em
[McG86a] defende a experimentagdo e mostra diversos pontos interessantes a serem considerados
para quem quer realizar uma boa andlise experimental de algoritmos. Ela comenta também que
dificuldades associadas com precisdo numérica, ndo aleatoriedade de nimeros pseudo-aleatérios
em Geradores de Numeros Pseudo-Aleatérios (GNPA) e ferramentas de medicdo ndo precisas

podem gerar resultados inesperados e/ou errados.

1.2 Algoritmos Probabilisticos

Um algoritmo probabilistico € um algoritmo que recebe como entrada, além da instancia do pro-
blema, uma seqiiéncia de bits aleatérios que serdo usados em algum processo decisério no de-
correr do algoritmo. Sendo assim, para uma mesma instancia, o algoritmo pode gerar resultados
diferentes pois tomard diferentes decisdes em seu percurso. Na experimentac¢do com algoritmos
probabilisticos deve-se calcular a média de seus resultados para uma mesma entrada padrdo,
e comparar o seu desempenho com o de algoritmos deterministicos conhecidos para o mesmo
problema. A andlise do caso médio do Quicksort, por exemplo, depende de que a entrada seja

aleatériamente ordenada, ou seja, uma distribui¢do uniforme. Em um algoritmo probabilistico



ndo devemos nos preocupar sé com a entrada, pois a média de desempenho depende ndo s6 da
entrada mas também dos ntimeros aleatérios ou pseudo-aleatérios usados durante o processo
decisério. A andlise assintética de algoritmos probabilisticos normalmente leva em consideragdo
que temos uma fonte inesgotavel de niimeros verdadeiramente aleatérios, mas queremos saber
também o que acontece se usarmos nimeros pseudo-aleatérios. Os algoritmos probabilisticos
estdo se tornando cada vez mais comuns e muitos ji se mostraram melhores do que seus cor-
respondentes deterministicos. Esse ramo de possibilidades de melhoria foi sem diivida parte da

inspiragdo para este trabalho.

1.3 O QS-5i

O Quicksort probabilistico padrdo usa O(nlogn) bits aleatérios pois usa um ndmero aleatério a
cada parti¢do e roda em tempo esperado O(nlogn). O Quicksort probabilistico com gerador de
congruéncia linear usa apenas O(log ) bits aleatérios mas requer tempo esperado Q(n* /m?) onde
n é o tamanho da entrada do Quicksort e m é o periodo dado pelo gerador por congruéncia linear
[KR93]. O Quicksort com GNPA Penta-Independente (QS-57) usa apenas O(logn) bits aleatérios
e mantém o tempo esperado O(nlogn). Neste trabalho mostramos essas previsdes assintoticas,
no entanto mostramos também que na média o QS-5i ndo supera significativamente o Quicksort
com GNPA por Congruéncia Linear(QS-CL), e comparamos ambos com o Quicksort mediana-de-3
utilizado pela GNU no ambiente testado e também ao Quicksort mediana-de-5 que construimos

neste trabalho.

1.4 Organizagao deste trabalho

No capitulo 2 mostramos como funciona o Quicksort tradicional. Também vemos vdrias alteragdes
possiveis no Quicksort para que este se comporte de maneira melhor, ou seja, menor probabilidade
de ocorrer o pior caso. Podemos observar nesse capitulo que o principal foco das otimizacdes é
a escolha do piv6 na funcédo particiona, porém existem otimiza¢des com outros pontos de vista.
Na sec¢do 2.3 mostramos a andlise do caso médio do Quicksort deterministico para que tenhamos
uma previsao assintética do comportamento do Quicksort. Na secdo 2.5 estudamos otimizagdes

realizadas por outros autores a com foco no melhor aproveitamento do cache. Apesar de inte-



ressante, essas otimiza¢des ndo sdo o foco deste trabalho. No capitulo 3 nos referenciamos a ni-
meros pseudo-aleatdrios e suas aplicagdes em algoritmos probabilisticos, mostramos um GNPA
conhecido, por congruéncia linear [Knu0OOb], e ressaltamos um problema apresentado em [KR93].
Estudamos entdo a solugdo do Quicksort probabilistico com GNPA penta-independente (QS-5i).
No capitulo 4 temos os dados da andlise experimental que fizemos com foco principal de testar
a desempenho do QS-5i. Percebemos que apesar do QS-5i apresentar justificativas assintéticas
aceitdveis de que seria melhor do que o QS-CL, na média o QS-5i se apresentou pior do que o
QS-CL. Mas este fato a primeira vista curioso € justificdvel pois a superioridade assintética do
QQS-5i se da apenas para o pior caso e ndo para o caso médio que é o que tende a ocorrer em uma
experimentagdo. No capitulo 5 apresentamos a conclusdo. O apendice A contém os principais
dados numéricos e médias obtidos durante os mais de 6000 testes realizados no decorrer da fase
de testes experimentais deste trabalho. Os cédigos criados neste trabalho podem ser encontra-
dos em http://web.inf.ufpr.br/josea e as entradas aleatérias utilizadas foram providas pelo

grupo random.org em http://www.random. org.



Capitulo 2

Quicksort e variacoes

O algoritmo Quicksort foi proposto em 1962 por C. A. R. Hoare e, desde entdo, vem sendo estu-
dado por muitos pesquisadores. Muitas otimiza¢des para casos particulares ja sdo conhecidas.

O Quicksort é um algoritmo do tipo dividir para conquistar para ordenagdo cujo tempo de
execucdo no pior caso é O(n?) sobre uma seqiiéncia de entrada de n nimeros. Apesar desse
tempo de pior caso ser ruim, esse algoritmo se destaca entre os algoritmos de ordenagdo porque
seu tempo médio é muito mais préximo do melhor caso do que do pior caso.

O custo por nivel de recursdo é de aproximadamente n comparagdes e sdo logn niveis no
melhor caso, e no pior caso n — 1 niveis. Vamos considerar que o Quicksort terd sempre como
entrada uma seqiiéncia numérica a ser ordenada.

Neste capitulo apresentamos uma revisao bibliografica das variantes do Quicksort encontradas
na literatura, assim como a avaliagdo do desempenho dessas variantes. Na secdo 2.7 mostramos

estudos que levam em conta efeitos de memoria cache no desempenho.

21 O algoritmo

O algoritmo Quicksort pode ser escrito da seguinte maneira:



Algoritmo 1 Quicksort(sequencia, inicio, fim)

se fim — inicio <1

retorna
} fimse
pivo < particiona(sequencia, inicio, fim)
Quicksort (sequencia , inicio , pivo — 1);
Quicksort (sequencia , pivo+1, fim);

O elemento mais importante do Quicksort é a funcdo particiona, quanto mais otimizada for
essa funcdo, mais rdpida serd a ordenagdo. Otimizac¢des da funcdo particiona ndo alterardo a
escala de complexidade do algoritmo mas podem causar melhorias relevantes no tempo médio
de resposta quando implementadas. A maioria das variagdes do Quicksort sdo principalmente

varia¢des da func¢do particiona. Na préxima sec¢do apresentamos essa fungdo.

2.1.1 Particionamento

A fungdo particiona elege um dos elementos da seqiiéncia como elemento pivd. Apods essa
elei¢do, cada elemento da seqiiéncia é comparado com o pivd e, se for menor que o pivd, devera
ficar a esquerda desse, se for maior que o pivd, deverd ficar a direita. Ao final dessa etapa, o
elemento pivo fica na sua posigdo final da seqiiéncia ordenada.

Uma forma de se implementar o particionamento é fazer com que dois marcadores se des-
loquem, um da direita para a esquerda e o outro da esquerda para a direita, comparando os
elementos com o pivd até se encontrarem no meio.

No algoritmo 2, consideramos que a fungdo elegepivo é uma fung¢do que escolhe o pivd por
algum critério previamente definido; vérias op¢des para essa func¢do serdo mostradas no decorrer
deste trabalho.

O tempo (ndmero de comparagdes) para a execugdo da fungdo particiona én + 1.



Algoritmo 2 Particiona(sequencia, inicio, fim)

i < inicio
j— fim
indicePivo « elegepivo()
pivo «— sequencialindice Pivo]
enquanto 1
enquanto sequenciali] < pivo
i—i+1
sei= fim
break
} fimse
} fim enquanto{posicionou o i no primeiro elemento da esquerda para a direita que é maior
(ou igual) ao pivod}
enquanto pivo < sequencialj]
jei-1
se j = inicio
break
} fimse
} fimenquanto{posicionou o jno primeiro elemento da direita para a esquerda que é menor
(ou igual) ao pivo}
sei> ]
break
} fim se{se os ponteiros se cruzarem entio pare}
troca(sequenciali], sequencia[j]) {faz a troca, colocando elementos menores ou iguais ao pivo
para a esquerda, e elementos maiores ou iguais ao pivo para a direita}
} fimenquanto
troca(sequenciali], sequencialindice Pivo])
retorna i {porque i é o novo indice do pivo agora ja na posicao correta}

2.1.2 A escolha do pivo é que faz a grande diferenca

A escolha do pivd determina o qudo balanceado serd aquele particionamento. Um particiona-
mento é otimamente balanceado quando o elemento escolhido como pivd é o elemento central da
seqliéncia ordenada, ou seja, a mediana de todos os elementos. Um particionamento é pessima-
mente balanceado quando o elemento escolhido como pivo é o maior ou o menor elemento da
seqiiéncia.

O melhor caso do Quicksort ocorre quando todos os particionamentos em todos os niveis de
recursado forem 6timos, ou seja, quando toda vez que a funcdo particiona for chamada, ela divida
a seqiiéncia exatamente ao meio. Isso pode ser visto como uma arvore bindria (Figura 2.1) onde

a profundidade de todas as folhas é a mesma ([log, 2] no caso). Nesse exemplo T(n) = T(n/2) +
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Figura 2.1: Melhor caso.

O(n) = O(nlogn) onde T(n) é o nimero de comparagdes para uma entrada com 1 elementos.
Num certo sentido, o pior caso do Quicksort ocorre quando todos os particionamentos de todos
os niveis de recursdo ocorrem da pior maneira possivel, ou seja, o elemento escolhido como pivd
pela fun¢do particiona for sempre o maior ou o menor elemento da seqiiéncia. Isso pode ser
visto como uma arvore bindria com uma folha por nivel (Figura 2.2) que mais se parece com uma

lista e tem profundidade n — 1. Nesse caso, T(n) = T(n — 1) + ©(n) = ©(n?). Tomando o caso

= \

.
P |

o
o
o

Figura 2.2: Pior caso.

balanceado (« ,3) do Quicksort temos T(n) = T(an) + T(fn) +On) com0 < o <1/2ea+ =1
constantes. O ramo mais curto na drvore tem altura O(log, Ja n) e o mais longo O(log, /8 n). O
numero de comparagdes é O(nlogn). No pior caso temos T(n) = max(T(q) + T(n — q)) + O(n) e

segue por inducio que T(n) < cn? para alguma constante ¢ > 0 e todo # suficientemente grande.
gue p Gaoq P g g



2.2 Variagdes do algoritmo

O Quicksort é um algoritmo de ordenagdo muito bom na média, porém algumas entradas podem
causar desempenho ruim e por isso ao longo dos anos foram desenvolvidos algumas técnicas a

serem utilizadas na implementacdo para evitar que tempos da ordem de n? acontegam.

2.2.1 Eliminar recursdes em pequenas subseqiiéncias

O Quicksort funciona muito bem para seqiiéncias grandes, porém ndo é muito eficiente para
seqiiéncias de tamanho pequeno. Isso ocorre porque para seqiiéncias pequenas o tempo do Quick-
sort serd quadrético também e ocupard mais espago em memoria devido aos particionamentos.
No caso de seqiiéncias pequenas é melhor, com relagdo ao tempo de resposta, usar um algo-
ritmo como o Insertionsort [SF96].
Levando esse pensamento adiante, podemos entdo mudar o teste que termina a recursdo do
Quicksort de forma que, ao invés de parar quando a subseqiiéncia tiver tamanho 1, pare quando

ela tiver tamanho M e utilize outro método de ordenagéo.

Ao invés de termos as linhas:

se (fim — inicio < 1) entdo
retorna {condi¢do de término da recursao}
fim se

no algoritmo, terfamos:
se (fim — inicio < M) entdo

InsertionSort(sequencia,inicio, fim); {condigdo de término da recursao}
fim se

O valor exato de M vai depender da implementacéo utilizada, [Sed78] sugeriu valores entre e
6e15.

Sedgewick propde em [Sed78] que o Insertionsort ndo seja chamado como mostrado acima,
mas sim que o particionamento ignore as pequenas subseqiiéncias. Ao final do processo, sobra
uma seqiiéncia quase ordenada com elementos fora de ordem entre si apenas em intervalos de

tamanho M. O Insertionsort entdo é chamado apenas uma vez para esta seqiiéncia quase ordenada.



[Sed78] mostrou que essa abordagem é melhor do que chamarmos o Insertionsort toda vez que
encontrarmos uma pequena subseqiiéncia.

Essa idéia foi descartada por LaMarca em [LL97], veja 2.7.1, no seu Memory-Tunned-Quicksort,
ele levou em consideragdo o ponto de vista de otimizar a utilizagdo do cache, e mostrou que é
melhor chamar diretamente o Insertionsort quando as pequenas subseqiiéncias forem encontradas
pois essas acabaram de passar por um particionamento e, portanto, ainda devem estar no cache.

Desse modo, o tempo real de execugdo do Insertionsort é menor.

2.2.2 Particionamento aleatdrio e mediana-de-trés

Como jd vimos, o principal fator na determinagdo do desempenho de uma execugdo do Quicksort é
a escolha do pivd. Existem entdo alguns métodos de escolha que podem melhorar o desempenho
do Quicksort na média de muitas execugdes, pois evita que o pior caso acontega e tenta tendenciar
a escolha do pivd para mais préximo do centro da seqiiéncia ordenada (o que seria o melhor caso).

Uma forma de melhorar a escolha do pivo é usar um gerador de ndmeros aleatérios para es-
colher o pivo, que descaracteriza o pior caso. Em aplicagdes comerciais é comum que processos
automatizados tentem ordenar uma seqiiéncia ja ordenada, sendo assim, o pior caso do Quick-
sort ocorre com uma determinada freqtiéncia; usando-se um gerador de ntimeros aleatérios para
escolher o pivo, essa probabilidade diminui.

Considere que v é a quantidade de elementos de cada subseqiiéncia de recursdo ou iteragao.

A probabilidade de ocorrer o pior caso é 2/ para cada subseqiiéncia. O porqué de 2/ se
explica pois o pior caso pode ocorrer escolhendo-se o menor ou o maior elemento da seqiiéncia.
Sendo assim, como temos 1 — 1 niveis de recursdo no pior caso e, lembrando que a probabilidade

de um evento ocorrer repetidas vezes, independentemente, é o produto da probabilidade desse

(3)

evento ocorrer em casos isolados, temos probabilidade

(fl>(nil>(n32)<ni3>(ni4)

10



de ocorrer o pior caso. Organizando melhor, temos entao probabilidade

n—2 2 2n—1
1 (n—x) T =o()

de ocorrer o pior caso.

Uma possivel alternativa para diminuir a probabilidade do pior caso é escolher o pivd como
mediana de uma amostra.

O particionamento mediana-de-trés consiste em selecionar trés elementos como pré-pivos
(amostra), sejam estes por exemplo, os trés da esquerda, os trés da direita ou os trés do cen-
tro. Seleciona-se entdo a mediana desses trés elementos e entdo essa € eleita pivo. Isso dimunui a

probabilidade de que o piv0 seja 0 maior ou o menor elemento da seqiiéncia.

2.2.3 Particionamento mediana-de-T

Consideremos que T é o tamanho de uma amostra de uma subseqiiéncia, os elementos dessa
amostra sdo os pré-pivos e a mediana dos pré-pivds serd o pivd usado no particionamento. Na
secdo anterior, por exemplo, onde vimos mediana-de-trés, significa que T é igual a trés. McGeoch
estudou a possibilidade de variar T.

McGeoch mostrou em [McG86b] que a estratégia de se fazer escolha do pivo a partir da me-
diana de uma pequena amostra de elementos é uma boa estratégia. O desafio de escolher o T
correto em fun¢do do tamanho da subseqiiéncia foi o que inspirou McGeoch e Tygar [MT95] a
realizarem um estudo mais detalhado sobre isso.

Nesse estudo, McGeoch e Tygar chamaram de estratégias two-tier (TT) aquelas que variam
o tamanho T no primeiro estdgio apenas, nos outros estdgios de recursdo utilizam um T fixo.
Mostraram que a estratégia two-tier 6tima para uma seqiiéncia de comprimento # tem sempre um
custo (niimero de comparagdes) menor do que qualquer T fixo para o mesmo n. Consideraram
estratégias square-root (SQ) aquelas que usam a raiz quadrada de n como tamanho T da amostra,
e fazem isso em todos os niveis de recursdo. Provaram que a estratégia SQ (com T = 6(y/(n))
para cada nivel de recursdo) tem custo total menor do que qualquer estratégia TT para o mesmo
n e também mostraram que o custo do pior caso para qualquer Quicksort SQ é O(n'®°) [MT95]

pag. 288.
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Concluiram entdo que tanto a estratégia square-root quanto a two-tier requerem um ntmero de
comparagdes menor do que a estratégia de T fixo (escolha do pivd pela mediana de uma amostra
de tamanho T).

Podemos genericamente dizer que neste caso (SQ) existem dois passos a mais em relagdo ao

algoritmo original do Quicksort:

e Calcular T em funcédo de n; o objetivo desse passo é achar o tamanho ideal da amostra (T)

para um determinado n. Vamos chamar o custo total dessa operagdo de A.

e Determinar a mediana dos T elementos; o objetivo desse passo é calcular a mediana dos T

elementos e achar o indice do pivd. Vamos chamar o custo total dessa operagéo de B.

Esses dois passos tém como objetivo equilibrar um pouco mais o particionamento do Quick-
sort. Isso acarreta em diminui¢do do niimero de recursdes necessarias para concluir a ordenagao,
consequentemente diminuindo também o ntimero total de comparagdes. Mas esse ganho (niveis
de recursdo ou iteracdes a menos) tem um custo (A + B), que obviamente ndo pode ser maior do
que o ganho.

Em [MT95], foi concluido que o Quicksort (TT) e o Quicksort (SQ) eram melhores do que o
Quicksort de Hoare que usa mediana de 3. Porém essa conclusdo pode ter sido distorcida pelo
fato de que s6 fora considerado o custo A. Martinez e Roura em [MR01] basearam seu estudo em
[MT95] e consideraram tanto o custo A quanto o custo B. Eles mostraram entdo uma fungéo para
calcular T em funcdo de duas varidveis, v e a; onde y é igual ao tamanho da seqiiéncia em um
dado nivel de recursdo atual, e 2 é uma constante que pode ser escolhida de acordo com o custo
do algoritmo que serd usado para calcular a mediana da amostra de tamanho T.

Por exemplo, usando o QuickFind de Hoare ([Knu00a], [CLRS02] cap 10) e nédo levando em
conta o nimero de trocas, sé o de comparagdes o nimero 6timo para tamanho da amostra T

obtido em [MRO1] é

1 1
T‘\/21n2'2+1n4'”+°(‘/£)

Os autores em [MR01] ainda conjecturaram que o tempo correto para o(y/n) ¢ ©(1). Em [MRO01]

pode ser encontrado um resultado mais geral, porém, levando em conta o ntimero de trocas.
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Quanto mais custoso for o algoritmo para encontrar a mediana, menor serd a; e conseqtiente-
mente menor serd T jd que a fun¢do 6tima determinada em [MRO1] é T =a - /7 + o(,/7)-
Comentérios sobre uma experimentagdo do algoritmo mediana-de-T podem ser encontrados

na secao 2.5.

2.24 Particionamento triplo

Para seqiiéncias com valores duplicados, o Quicksort se comporta bem, porém pode ser melho-
rado. Por exemplo, se tivermos uma seqtiéncia inteira com o mesmo nimero, o Quicksort tradici-
onal continuara dividindo a seqiiéncia em subseqiiéncias até completar toda a ordenacao.

A idéia do particionamento triplo é de dividir a seqiiéncia em trés partes durante o particio-
namento, sendo a primeira com elementos menores que o pivo, a segunda com elementos iguais
ao pivo e a terceira com elementos maiores do que o pivd, nessa ordem.

Esse particionamento é mais custoso do que o particionamento comum em duas partes, pois
esse requer ao menos duas comparagdes por elemento por nivel de recursdo. Ou seja, para cada
elemento deve-se verificar se ele é maior que o pivo, se ndo for, verifica-se se é igual, se nédo for
entdo é porque é menor. Isso resulta em 2n comparagdes por nivel de recursdo, o que dobra o ni-
mero de comparagdes do algoritmo tradicional. No entanto, essa abordagem pode reduzir muito
o ntmero de niveis de recursdo, dependendo de quantos niimeros iguais existam na seqiiéncia de

entrada, reduzindo entdo também o nimero de comparagdes.

2.3 Analise do caso médio do Quicksort deterministico

A seguir apresentamos uma andlise do Quicksort deterministico com pivd fixo em qualquer posi-
¢do. Consideramos que a seqiiéncia de entrada é uma seqiiéncia aleatdria, onde os termos foram
escolhidos com uma distribui¢do uniforme de probabilidades e ndo contém repeti¢cdes. C, é o
numero médio de comparagdes do Quicksort sobre uma entrada de tamanho 7.

Podemos dizer que a probabilidade da partigdo ocorrer no k-ésimo elemento da seqiiéncia

ordenada é 1/n e que o numero de comparagdes é

n+14+Ceq1+Cyk-

13



Temos entdo

. . 2 n—1
anz- <kzl(7’l+1+ck—1+cn—k)> :(”+1)+E (ZC’)

7=0

paran > 0 e Cy = 0. Podemos quebrar o somatério de somas em somas de somatorio.

.= (z<>zczc) /n
k=1 k=1 k=1

O primeiro termo estd somando (1 + 1) durante 1 vezes e depois dividindo por #, entdo, isolando
esse primeiro termo temos apenas # + 1. Extendendo a soma do segundo termo temos: Cy + C; +
C, + C3+ ... + C,,_1 Extendendo a soma do terceiro termo temos: C,,_1 +C,_>» + C,_3+ ... + Cy
ou seja, os dois sd0 a mesma soma; entdo podemos dizer que a recorréncia do caso médio do

Quicksort Deterministico é:
e

1
Cn:(n+l)+% (Z cj> @.1)
7=0

paran > 0;e Cy = 0.

A Figura 2.3 mostra o nimero de comparagdes para o pior caso, para o caso médio e para o
melhor caso, num intervalo onde n varia de 2 até 10.000. O eixo x é o valor de 1, enquanto o eixo y
é o nimero de comparagdes necessérias para a ordenagao completa. E facil perceber como o caso
médio dado pela recorréncia acima fica claramente mais préximo do melhor caso que é nlgn do

que do pior caso que é n%.

Teorema 1. O niimero médio de comparagdes realizadas pelo Quicksort para uma permutagio aleatoria é

O(nlogn).

Demonstragio.

Co=2(n+1)(Hy1 - 1),

onde H, = zl’»’:l(%) é o0 n-ésimo ntimero harmonico. Sabemos que ([KGP94])
In(n) < H, < In(n) + 1.

2nln(n) 4+ 2In(n) — 2n < C, < 2nlIn(n) 4+ 2In(n) 4 2,
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Figura 2.3: Comparacdo do caso médio com os casos extremos.

C, = O(nlog(n)).
O

Teorema 2 ([SF96], pag. 111). O miimero médio de comparagdes usadas pelo Quicksort mediana-de-3

para uma permutagdo aleatéria (distribuicdo uniforme) é C,, = % n+1) (Hn+1 — %)

Teorema 3 ([SF96]). A recorréncia do Quicksort de Sedgewick é

n=

{ n+1+ 1 Yi<cicn (Cia +Coi)  paran>M;
%n(n -1 paran < M;

onde C,, é o miimero de comparagdes ocorridas no algoritmo.

Teorema 4 ([SF96], pag. 112). O niimero médio de comparacdes usadas pelo Quicksort mediana-de-(2t+1)

para uma permutagdo aleatéria (distribuicdo uniforme) é mn Inn+ O(n).
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2.4 Versao probabilistica com particionamento triplo

Vamos mostrar uma versdo probabilistica do Quicksort que tem tempo de execugdo esperado
O(nlogn) com alta probabilidade (veja o algoritmo 3). Existem provas mais simples para de-
monstrar que o tempo de execugdo esperado é O(nlogn), mas essas provas ndo servem para

mostrar que isso acontece com alta probabilidade.

Algoritmo 3 QuickSort Probabilistico(seqtiéncia S)
se $<20
ordene S com Insertionsort e devolva S
} fimse
Escolha aleatoriamente um elemento M(S) como pivo

Compare cada elemento S com o pivo e particione S em trés subseqiiéncias S; S, Sz onde S;
contém os elementos de S menores que o pivo, S; contém os elementos de S iguais ao pivo e S3
contém os elementos de S maiores que o pivo.

Ordene S; e S3 recursivamente.

Devolva S; concatenada com S, concatenada com Ss.

Seja X a varidvel aleatéria que representa o ntiimero de comparagdes entre elementos de S com
um pivo, durante uma execucdo do Quicksort Probabilistico numa seqiiéncia S de n elementos.
A distribui¢do de probabilidade aqui é sobre a escolha do pivd, diferentemente do caso médio

onde a distribuicdo é sobre a entrada.

Teorema 5. E(X) = O(nlogn)

Teorema 6. X = O(nlogn) acontece com probabilidade 1 — O(n~°) (alta probabilidade).
Demonstragio. E(X) = O(nlogn)

Um elemento de S pode ser comparado com pivd em vérios niveis de recursao.

Para simplificar a escrita das expressdes, os logaritmos usados daqui até o fim da anélise

probabilistica sdo na base &.

Seja S = (1,62, ..., €4) € seja X; o ntimero de vezes que o elemento ¢; é comparado com o pivo.
Entdo, temos que E(X) = S E(X;). Queremos provar que E(X) = O(nlogn). Para isso vamos

mostrar que E(X;) = O(logn) paracadai, 1 <i<n.
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Ao final da execugdo teremos passado por uma arvore de recursdo onde cada grupo de no
maéximo 20 elementos de S é uma folha da 4rvore.

Se X; é o niimero de comparagdes do elemento e; com um pivo, entdo X; é a profundidade em
que o elemento ¢; se encontra na arvore de recursdo. Sendo assim, ap6s o término do algoritmo,
podemos dizer que X; é a profundidade na drvore para uma determinada folha que contenha ¢;

(Figura 2.4).

Arvore de Recursdo

\ \D\ | [IDI:I

AN /
il | | H I :D:

subsequéncia K de tamanho < 20.

Figura 2.4: Arvore de recurséo.

Por exemplo, para um elemento e; que esteja na subseqiiéncia K representada na Figura 2.4,
X; = 3. O que queremos calcular agora é o valor esperado para todos os Xj, ou seja, a profundi-
dade média das folhas da arvore.

Vamos considerar entdo que um particionamento é sucesso se a menor parte resultante desse
particionamento contém ao menos § da seqiiéncia anterior. Vamos considerar insticesso se o par-
ticionamento for menos balanceado que isso, ou seja, se uma das subseqiiéncias for menor que §
da seqiiéncia anterior.

Considerando que a probabilidade da parti¢do ocorrer em qualquer lugar da seqtiéncia é igual,
entdo um insucesso acontece se for escolhido como pivd um dos § menores ou um dos § maiores
elementos de S. Assim, a probabilidade de sucesso é de pelo menos 2 e a probabilidade de insucesso
é de no maximo } para cada parti¢do que ocorra. Cada elemento ¢; participard em no maximo
log(n/20) parti¢des com sticesso.

Seja Yj a varidvel aleatéria que representa o niimero de parti¢cdes entre uma particio com

sucesso (exclusive) e a proxima particdo com sucesso (inclusive), temos que a profundidade da
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folha que contém ¢; é X; = z}{‘f{"/ Dy e pela linearidade do valor esperado temos que

log(n/20)

EX)= Y E(Y).

k=1

Se mostrarmos que E(Y}) é uma constante, ou seja, independente de 1, provaremos que E(X;) =
O(logn).

Sabendo que a probabilidade de sucesso de uma partigdo é de pelo menos 2, logo o ntimero
esperado de insicessos antes que se consiga um stcesso e inclusive um sucesso é de no maximo 3

pois Y tem distribui¢do geométrica [CLRS02].

Portanto E(Yy) < % para todo k e, entdo E(X;) = O(logn) como queriamos provar. O

O ntimero total de comparagdes no Insertionsort com uma seqiiéncia de 20 elementos é

20
<2> =190.

O ntimero de comparacdes no Insertionsort que é chamado dentro do Quicksort Probabilistico de
no méximo 190 para cada subseqiiéncia folha, logo, no méximo 190(1/20) comparagdes, para o
algoritmo todo, o que é O(n).

Sendo assim, podemos dizer que a profundidade média da drvore de recursdo do Quicksort
Probabilistico é de (%) logn; para cada nivel de recursdo temos O(n) comparagdes. Entdo, o nt-
mero esperado de comparagdes para a execugdo do algoritmo Quicksort Probabilistico é no ma-
ximo

(g) nlogn 4 O(n).

Demonstragdo. X = O(nlogn) acontece com probabilidade 1 — O(n~°) (alta probabilidade).

Provamos entdo um limitante superior para o tempo esperado de execugdo do Quicksort Pro-
babilistico. Porém, saber que um algoritmo é em média bom, ndo nos garante que ele é bom com
alta probabilidade.

Seja A; o evento X; > 8logn. Lembremos que X; é o nimero de comparagdes para o elemento
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e;, entdo se X; < 8logn é porque temos um bom X;. Provaremos que
Pr(X; > 8log) <n~".

A probabilidade de acontecer um evento ruim (A;) é pequena. Se essa probabilidade é menor que

n~7 entdo a probabilidade de acontecer algum evento ruim é

Pr (U A,-) < Z PrA)<n-n’=n"°,

Lembremos que uma vez que a escolha dos pivos é independente, os eventos de que as vdrias
parti¢des sejam sucesso também sdo eventos independentes. Qual a probabilidade de e; passar
por pelo menos 8logn —log(n/20) parti¢des com insucesso em 8log n particdes, cada particio com
probabilidade de insucesso de 1 ? Seja Y o nimero de partigdes com insucesso em 8logn partigdes,

cada insucesso com probabilidade de no maximo §. Entdo
Pr(Y > 8logn — log(n/20)),

pois 8logn — log(n/20) é o nimero minimo de parti¢gdes com insucesso. Podemos simplificar os

célculos mantendo o que nos interessa, que é um niimero pequeno multiplicando logn
Pr(Y > 8logn —log(n/20)) < Pr(Y > 7logn).

A ultima expressdo é menor ou igual a somatério da probabilidade dos eventos encadeados
acontecerem, multiplicado por todas as combinagdes possiveis de sucesso e insucesso (j insucesso
e (8logn) — j sucessos) para uma mesma quantidade de insucesso (j), multiplicado por todas as

possibilidades de quantidades de insucesso:

j 8logn—j j
Pr(y > 7logn) < 5 (81"8”> (1> (3> <5 <81°S”> <1) _
j>7logn J 4 4 j>7logn ] 4
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Usando a desigualdade C}} < (%)k temos entdo

j j j j
Z (810@1) (1> <5 <8elc.>gn) (1> _ Z <8elogn> <
j>Togn ] 4 j>Togn ] 4 j>ogn 4j
2elogn>j (2e>j (7)7
< — | < | .
j>7Zogn ( 710gﬂ B j>7Zogn 7 B j>7Zogn 8

A ultima expressdo é uma série geométrica e soma O(n~7).

Entdo Pr(Y > 7logn) < O(n~7) para cada ¢; e A; é igual ao evento Y > 8logn. Somando todas as

probabilidades de todos os e; temos o que querfamos:

Pr (U A,) <n°.

Entdo, podemos dizer que com probabilidade 1 — O(n~%) (alta probabilidade) X; é menor do
que 8logn, ou seja, o algoritmo Quicksort Probabilistico executa menos do que 8nlogn compara-

coes.

2.5 Experimentacao da mediana-de-T no Quicksort

Um método bem conhecido para escolher o pivo durante a particdo do Quicksort é usar a mediana
de uma amostra de tamanho T escolhida aleatoriamente a partir da seqiiéncia original. Uma
especializagdo desse método foi explicada na segdo 2.2.2. A melhor escolha desse tamanho T esta
em algum ponto intermediario entre o custo de achar essa mediana (quando menor o T menor o
custo) e uma melhor parti¢do (quanto maior o T melhor é a parti¢do).

Um detalhe interessante é que néo foi executado e medido varias vezes o algoritmo do Quick-
sort, foi criado um algoritmo de simulagdo chamado de shortcut (algoritmo 4). Esse algoritmo
simula o Quicksort, porém ndo ordena nada, apenas segue os passos do Quicksort incrementando
varidveis para contar o nimero de instru¢des esperadas para as respectivas etapas do algoritmo.

Considere que M é o tamanho da subseqiiéncia onde o Quicksort péra sua recursdo e chama o

InsertionSort, T é o tamanho da amostra a ser usada para achar o pivd e n é o tamanho da entrada
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e sempre é uma poténcia de dois.

Algoritmo 4 Shortcut(n)
1: sen <M
2. D+ =mn— H, {Ontmero de InsertionSorts ocorridos}
32 E+4 =mn(n—1)/4 {O ntmero total de movimentos durante os InsertionSorts}
4: sendo
T = t(n) {Determina o tamanho da amostra}
M=(T+1)/2
pivo = geraPivo(n, T)
A+ =1 {O ntimero esperado de vezes que a rotina Quicksort é chamada}
B+ = (n — pivo)(pivo — 1)/ (?) {O numero total esperado de trocas realizadas durante os
particionamentos}
10:  C+ =n —1{O ntmero total de comparagdes realizadas durante os particionamentos (mas
ndo durante a selecdo da mediana)}
11: F=2((n+1)H,— M+ 1)Hy — (T — M+ 2)Hr_pms1 + T+ 5/3 {C+F é o nimero total de
comparagOes esperadas para o Fixed-T-QuickSort (Quicksort com T fixo em todos os niveis)}
12:  Shortcut(pivo — 1)
13:  Shortcut(n — (pivo — 1))
14: } fimse

Isso é muito interessante pois poupa tempo e esforco mantendo a fidelidade dos testes em
relagdo ao fator de medigdo de interesse. Esse fator foi, no caso, o nimero de instruc¢des (na-
mero de comparagdes, no caso de algoritmos de ordenagdo). O ndmero de instrugdes é o fator
mais convincente a ser medido para quem deseja comparar a experimentagdo com uma andlise

assintdtica.
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Figura 2.5: Melhor T em funcéo de n e m.

Resultados obtidos para estratégias de T fixo: Podemos observar na Figura 2.5 que se
mantivermos um mesmo M (quando parar e chamar o InsertionSort), quanto maior for o n, maior
é o T (ndo linearmente). A melhoria (menor ndmero de instrugdes) entre T igual a um e T igual a
trés é significativa, enquanto de T igual a trés para T igual a cinco ja é pouca. McGeoch [McG86b]

afirma também que a melhoria para maiores valores de T é muito pequena e néo significativa.

Variando o T para minimizar o nimero de comparag¢des: McGeoch [McG86b] de-
terminou uma funcédo que calcula um T bom para uma subseqiiéncia de tamanho #n. As Figuras

2.6,2.7 e 2.8 mostram os resultados obtidos para encontrar um T bom.
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Figura 2.8: Resto.

A figura 2.6 nos dd um valor minimo de #n correspondente para cada T(n), para n < 3.000.
A segunda e a terceira linha da tabela, por exemplo, indicam que 3 é uma escolha 6tima de T
para subseqtiéncias de tamanho entre 35 e 92. A figura 2.7 mostra a tabela da figura 2.6 de forma
gréfica, juntamente com o gréfico da funcdo (2,1)~!y/n. J4 a figura 2.8 mostra a sobra do arredon-
damento da funcéo (2,1)"!\/n para chegarmos nos ntimeros da tabela da figura 2.6.

Em [McG86b], ndo foram apresentados dados sobre os niimeros de instrucdes ocorridos para
T fixo nem para T ajustavel (6timo), apenas foi dito quando o nimero de instrugdes seria melhor

ou pior.

2.6 Otimizacoes dependentes da arquitetura

A diferenga na velocidade de acesso da memoria principal para a velocidade de acesso aos caches
é muito grande (o acesso ao cache é mais de 100 vezes mais rdpido), portanto pode ser interes-
sante nos preocuparmos com o cache durante a experimentacdo de algoritmos. Vamos definir
alguns conceitos importantes. Falta no cache ou cache miss é o evento "uma informacdo néo foi

encontrada no cache quando solicitada". Acerto no cache ou cache hit é o evento "uma informagdo
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foi encontrada no cache quando solicitada".

Existem basicamente trés formas de organizar o cache:

o Cache-mapeado-diretamente: E a forma mais simples de cache, onde a localizacdo de um dado
endereco de memoria é determinada pelos bits menos significativos, ou seja, uma posicdo
de meméria k pode ser alocada no enderego k mod ¢ do cache, onde t é o niimero de blocos
do cache. Nesse esquema, ndo hd escolha de qual bloco deve ser liberado quando ocorre
uma falta no cache sendo que ha apenas um lugar no cache para qualquer bloco de cada
vez. Esse esquema simples tem a desvantagem de que, se o programa requer informagéo
de enderecos que sdo mapeados para o mesmo bloco de cache, esse terd que ser substituido

ocorrendo entdo uma falta por conflito, mesmo que o cache ainda néo esteja cheio.

o Cache-totalmente-associativo: E o cache onde uma informagéao de qualquer lugar da meméria
pode ser alocada em qualquer lugar do cache. Essa forma de cache é mais custosa (tempo) de

ser gerenciada. Porém resolve o problema das faltas por conflito (conflict misses).

o Cache-associativo (”set-associative-cache”): E um intermedidrio entre cache-mapeado-direta-
mente e cache-totalmente-associativo onde cada endereco da memdria pode ser mapeado
em alguns locais do cache.

O espaco do cache é dividido em 7 partes, onde m é o tamanho (quantidade de blocos)

do cache e k é o grau de associatividade do cache. Cada parte tem k blocos de tamanho.
Um cache-mapeado-diretamente pode ser descrito como “one-way set associative”. Um cache-
totalmente-associativo é um k-way set associative quando k é o tamanho total do cache. Ver

exemplo de 4-way set associative cache (Figura 2.9).

Estudos de desempenho tém mostrado que essa é geralmente a melhor forma de cache e
que caches de 2- até 16-way set associative tem desempenho (pouca ocorréncia de falta por
conflitos) quase igual a de cache-totalmente-associativo e com um pequeno custo (tempo) a

mais do que cache-mapeado-diretamente [LL97].

Em geral, o Quicksort faz um bom aproveitamento do cache. Isso se dd devido ao tipo de acesso
que o Quicksort faz durante o particionamento. Embora existam dois marcadores indexando a

seqiiéncia, um do comego para o fim e outro do fim para o comego, o acesso é seqiiéncial em ambas
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Quantidade de
SETs é m/d

Figura 2.9: 4-way set associative cache.

as extremidades da seqiiéncia. Sendo assim, todas as posi¢des de um bloco que é colocado no cache
sdo utilizadas, o que caracteriza um excelente aproveitamento espacial do cache. Como a cada
nivel de recursdo as posi¢des sdo utilizadas novamente, também existe um bom aproveitamento
temporal do cache.

Por exemplo, para um cache de tamanho 256KB, cabem 16 ntiimeros long int em um bloco de
cache. Para entender isso, perceba que o tamanho do bloco do cache é de 64 bytes, uma varidvel
long int tem 32 bits ou 4 bytes, entdo o tamanho do bloco do cache é 16 long int. Assim, quando o
Quicksort usa a primeira posicdo da seqiiéncia, as 15 seguintes sdo carregadas no mesmo bloco do

cache, e essas 15 seguintes muito provavelmente serdo lidas (excegdo ao encontro dos ponteiros).
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Podemos dizer entdo que se uma subseqiiéncia a ser ordenada for pequena o suficiente para
caber inteiramente no cache (65536 ntimeros de tamanho “long int” cabem no cache de 256KB),
entdo haverd no maximo uma falta no cache por bloco, que é a falta responsével pelo carregamento
do bloco no cache caso esse bloco ainda néo esteja no cache.

LaMarca apresentou em [LL97] duas possiveis otimizagdes, o Multi-Quicksort e o Memory-

Tunned-Quicksort .

2.7 Resultados experimentais relacionados ao cache

Nesta secdo comentaremos apenas as otimizagdes relacionadas ao Quicksort, mesmo que os estu-
dos tenham envolvido também outros algoritmos de ordenagdo. Ressaltamos também que esta

se¢do ndo é o foco principal deste trabalho, o enfoque principal é continuado no capitulo 3.

2.7.1 Influéncia do cache

Anthony LaMarca e Richard E. Ladner investigaram em [LL97] o efeito que o cache pode ter sobre
o desempenho de algoritmos de ordenagdo. Realizaram a andlise experimental e também a anélise
tedrica dos algoritmos escolhidos. Estudaram os algoritmos: MergeSort, Quicksort e HeapSort, e
foram criadas versdes alternativas desses algoritmos com o propédsito de otimizagdo voltada ao
melhor aproveitamento do cache .

Para os trés algoritmos testados, as versdes otimizadas (para melhor aproveitar o cache ) tive-
ram tempo total de execu¢do menor do que as versdes originais.

Concentraram-se em medir:
e numero de instru¢des (comparagdes);
e faltas no cache ;

e tempo de execugdo.

Otimizagdes relacionadas ao Quicksort

Duas otimizagdes foram feitas para o Quicksort, sdo elas:

27



e Multi-QuickSort: no primeiro nivel de recursdo do algoritmo a seqiiéncia de entrada deve
ser dividida em multiplas partes para que, estatisticamente, as partes resultantes devam
caber no cache . Dessa forma, o primeiro passo torna-se um pouco mais lento, porém todos
os outros niveis de recursdo devem ter seqiiéncias que cabem no cache , o que torna o resto

do processamento muito mais rapido.

o Memory-Tunned-QuickSort: Levando em consideracdo o ponto de vista de otimizar a utili-
zagdo do cache , LaMarca mostrou que é melhor chamar diretamente o Insertionsort quando
as pequenas subseqiiéncias forem encontradas pois estas acabaram de passar por um par-
ticilonamento, e portanto ainda devem estar no cache , e desse modo, o Insertionsort serd

executado em menos tempo.

LaMarca e Ladner [LL97] tiveram a intencdo de mostrar que as faltas no cache podem custar
(tempo) muito caro, e esse prejuizo (tempo) vai aumentando conforme os processadores se tornam
mais rdpidos, pois a diferenca na velocidade de acesso do cache para a velocidade de acesso da
memoria vai aumentando. Entdo, escolher o algoritmo mais rdpido para resolver um problema
envolve entender o desempenho do cache .

Porém ndo podemos deixar de perceber que otimizar um algoritmo em relagdo ao cache é
acabar com a portabilidade desse algoritmo, pois 0 mesmo s6 funcionard bem em ambientes exa-
tamente iguais.

Foi utilizada uma seqiiéncia de 4.000 a 4.096.000 posi¢des de inteiros de 64bits escolhidos
aleatoriamente (distribui¢do uniforme de probabilidades). Todos os testes foram executados em

um DEC Alphastation 250 e foi simulado um cache com capacidade de 2MB com blocos de 32bytes.

Resultados obtidos

Os valores apresentados nos comentdrios abaixo sdo valores aproximados, baseados em interpre-

tagdo visual dos graficos apresentados em [LL97].

Com relagdo as varia¢des do Quicksort observou-se que enquanto o valor de n manteve as
seqiliéncias com um tamanho que cabia completamente no cache , ndo houve diferenca significa-

tiva entre os trés algoritmos testados (QuickSort, Multi-QuickSort e Memory-Tuned-QuickSort) em
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nenhum dos fatores medidos. As diferencas foram observadas somente para n maior que o cache

, € para os trés fatores medidos conforme comentado abaixo:

e numero de comparacdes (instrugdes): O Multi-QuickSort apresentou um aumento significa-
tivo (cerca de 25% a mais em relagdo aos outros dois algoritmos) no ndmero de comparagdes
realizadas, enquanto os outros dois algoritmos se comportaram de forma muitissimo seme-

Ihante para este fator de medigdo.

e Faltas no cache : Os trés algoritmos se comportaram muito semelhantemente para seqiién-
cias de até 1.000.000 de elementos, atingindo uma taxa de 1,2 faltas no cache por elemento.
Para seqtiéncias maiores que 1.000.000, apenas o Multi-QuickSort manteve a mesma média,
enquanto os outros dois algoritmos aumentaram significativamente a taxa de faltas no cache

ao longo do aumento de n.

e Tempo de execugdo: Os trés algoritmos se comportaram de maneira muito semelhante para
seqiiéncias de até 500.000 elementos. Para seqiiéncias entre 500.000 e 4.000.000 de elemen-
tos, o Multi-QuickSort foi um pouco mais lento que os outros dois, mas esse tempo se iguala
novamente para seqiiéncias de 4.000.000 de elementos deixando a entender que provavel-
mente para seqiiéncias acima de 4.000.000 de elementos o Multi-QuickSort deve ser ainda

mais rédpido (gastar menos ciclos) que os outros dois.

2.7.2 Melhor aproveitamento de meméria

Li Xiao, Xiaodong Zhang e Stefan A. Kubricht basearam seu trabalho [XZK00] em [LL97] porém,
tentaram ndo s6 melhorar o desempenho do cache , mas também levaram em consideracio as
faltas por conflito no cache e as faltas no TLB (Translation Lookaside Buffer misses).

O Translation Lookaside Buffer (TLB) é uma tabela que contém referéncias cruzadas entre o ende-
reco real e o virtual das paginas de memoria. E um tipo especial de cache , que é acessado quando
os outros dois niveis (cache L1 e L2) ja falharam e é preciso buscar o dado na meméria principal.
As politicas de substitui¢do sdo as mesmas, porém ele guarda apenas apontadores. Quando uma
falta no TLB ocorre o sistema é forcado a buscar a traducdo do enderego na tabela de paginas da

memoria.
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O TLB funciona como uma “hot list” ou um indice rdpido das paginas da memoria principal
que tem sido acessadas recentemente. A quantidade de memoria que pode ser acessada a partir
do Translation Lookaside Buffer é conceitualmente chamado de TLB space, ou seja, é o ntimero de en-
derecos que podem ser armazenados no TLB multiplicado pelo tamanho da pagina da memoria.
O tamanho da pagina é 4096 bytes ou 4KB. Para um processador Pentium III com 64 enderecos
no TLB, o tamanho é 64 x 4K = 256KB.

Nao esquecamos que o cache é uma seqiiéncia de conjuntos, cada conjunto tem uma ou mais
linhas. Cada linha tem um bloco de dados.

Tipos de faltas de cache :

e Falta compulséria (Cold or Compulsary Miss): Ocorre porque o cache estd, inicialmente, sem

aqueles dados.

e Falta por conflito(Conflict Miss): Em muitos casos os blocos da memoria principal s6 podem
ser colocados num pequeno niimero (pode ser apenas um) de blocos do cache . Isso varia
de acordo com o nivel de associatividade do cache . Maiores detalhes sobre politicas de
utilizagao do cache foram mostradas na segdo 2.6. Entdo mesmo que o cache néo esteja cheio,

faltas por conflito podem acontecer.

e Falha por falta de capacidade (Capacity Miss): Ocorre quando o conjunto de trabalho (wor-

king set) é maior do que o cache .

Baseado nos algoritmos propostos em [LL97], Li Xiao, Xiaodong Zhang e Stefan A. Kubricht pro-
puseram novas versdes dos algoritmos MergeSort e Quicksort. Nos interessard nesse momento

somente as novas propostas com relagdo ao Quicksort.

Otimizagoes relacionadas ao QuickSort

e Flash-QuickSort: No algoritmo FlashSort, os valores maximo e minimo sao identificados para
determinar-se o intervalo i da seqiiéncia. Entdo a seqiiéncia é dividida em c classes de forma
que a primeira classe contenha os i/c primeiros elementos, a segunda classe contenha os i/c
proximos elementos e assim por diante. Para cada classe o FlashSort é chamado novamente

até chegar em classes de tamanho um. O algoritmo Flash-QuickSort apresentado em [XZKO00]
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é uma combinacdo dos algoritmos FlashSort e do Quicksort, onde os dois primeiros passos

seguem a logica do FlashSort, e o terceiro passo é o Quicksort em cada uma das subpartes.

Inplaced-Flash-QuickSort: Para melhorar o desempenho geral, outra otimizagdo para o cache
foi adicionada para melhorar o aproveitamento temporal no Flash-QuickSort. Nesse novo
algoritmo, o primeiro e o terceiro passo sdo os mesmos do Flash-QuickSort. Ja no segundo
passo, uma seqiiéncia adicional é usada como buffer para armazenar temporariamente os
elementos permutados. No FlashSort original uma varidvel simples é usada para armazenar
temporariamente o elemento a ser trocado. Uma linha (bloco) do cache normalmente ar-
mazena mais de um elemento. Entdo, se usarmos uma s6 varidvel para armazenar a troca,
estaremos minimizando a possibilidade de reutilizacdo daquele bloco do cache . O uso de
uma seqiiéncia melhora tanto o aproveitamento do cache quanto o tempo de resposta do

algoritmo.

Foi usado para testes em [XZK00] o ambiente de simulagdo SimpleScalar e foram simuladas

quatro méaquinas: SGI O2 workstation, Sun Ultra-5 workstation, Pentium 1I PC, Pentuim III PC.

Foram medidos:

faltas no cache de nivel um (L1) e nivel dois (L2) por elemento;
faltas no TLB por elemento;
contagem de intrugdes por elemento;

tempo de resposta medido em ntimero de ciclos.

Nos interessard os resultados obtidos para Pentium II e Pentium III

Resultados obtidos

Os valores apresentados nos comentérios abaixo sdo valores aproximados, baseados em interpre-

tagdo visual dos graficos apresentados em [XZKO00].

Com relagdo as variac¢oes estudadas do Quicksort:

Instrugdes por elemento: O FlashSort e o Implaced-Flash-QuickSort mantiveram-se numa faixa

de quatrocentas a quinhentas instruc¢des por elemento durante todo o intervalo de n testado.
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O Memory-Tuned-QuickSort teve um aumento muito grande no ntimero de instrugdes con-

forme n aumenta, ultrapassando 1.000 para n maior que 2.000.000.

e Faltas no cache de nivel um por elemento: O Flash-QuickSort e o Implaced-Flash-QuickSort se
mantiveram abaixo de trés faltas por elemento durante todo o intervalo de n testado. Ja
o Memory-Tuned-QuickSort e o FlashSort aumentaram bruscamente para seqiiéncias maiores
do que 500.000 elementos. Este resultado estd de acordo com os resultados de [LL97] para o

Memory-Tuned-QuickSort; ([XZK00] pag 12).

e Ciclos por Elemento: Para testes realizados com uma entrada distribuida uniformemente,
podemos ordenar os algoritmos (do mais rapido para o mais lento) da seguinte maneira:
Memory-Tuned-QuickSort, FlashSort, Flash-QuickSort e Implaced-Flash-QuickSort ([XZKO00] pag
15).

O trabalho realizado por Li Xiao em [XZKO00] é interessante, porém os resultados apresenta-
dos sdao um pouco desorganizados, os gréficos apresentam escalas diferentes quando poderiam
apresentar a mesma escala para facilitar comparacdes. Para alguns algoritmos foram apresenta-
dos resultados sobre L1 cache , para outros foram apresentados resultados para L2 cache . Alguns
testes variaram n até 8.000.000, outros até 4.000.000 sem justificativas explicitas. A distribui¢ao de
probabilidades das seqtiéncias de entrada dos algoritmos também variou de um algoritmo para
o outro. Alguns gréficos sdo redundantes. Toda essa variacdo dos resultados apresentados torna

dificil a comparagdo entre os algoritmos e com outros possiveis trabalhos.
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Capitulo 3

Numeros pseudo-aleatorios e

algoritmos probabilisticos

Eric Bach [Bac91] e Howard J. Karloff [KR93] estudaram a interacdo entre GNPAs (Geradores
de Ntumeros Pseudo-Aleatérios) comumente usados e algoritmos probabilisticos familiares como
algoritmos de ordenacéo e selegdo. Este estudo é muito interessante pois quando se considera
o desempenho do algoritmo em funcdo do ntmero de instrug¢des, o impacto é muito mais sig-
nificativo e mais convincente do que pequenas diferencas de tempo de resposta causadas pela
influéncia do cache.

Karloff assumiu, assim como Bach [Bac91], que uma semente perfeitamente aleatéria estd dis-
ponivel e usa essa semente para gerar ntiimeros pseudo-aleatérios. Esses ntimeros gerados sdo
entdo usados pelos algoritmos probabilisticos.

Considere as restri¢des abaixo para um algoritmo de Quicksort:

(a) Quando tivermos dois problemas a ordenar recursivamente, trabalhamos primeiro no me-

nor.

(b) Cada subproblema de tamanho maior ou igual a 1 invoca o algoritmo de particionamento
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usando um niimero pseudo-aleatério, ou seja, para um problema de tamanho #, n nimeros

pseudo-aleatérios serdo usados.

(c) Usaremos parti¢oes estaveis (significa que os elementos das subseqiiéncias terdo sempre a
mesma ordem relativa da seqtiéncia anterior a ela, ou seja, se um elemento menor que o pivo

estava a esquerda de outro elemento menor que o pivo, esse continuara a sua esquerda).

Um gerador por ntmeros aleatérios pode ser dito por congruéncia linear se for da forma
f(x) = (ax + ¢) mod m [KnuOOa] onde m é o tamanho do periodo desejado. Para garantir que
esse periodo seja realmente o escolhido m tem que ser um ntimero primo.

O Quicksort probabilistico padrdo usa n niimeros aleatérios, entdo podemos dizer que ele usa
nlogn bits aleatérios ja que cada nimero precisa de logn bits para ser representado. O Quicksort
probabilistico com gerador por congruéncia linear usa apenas um niimero aleatério como semente
para gerar os outros ntimeros pseudo-aleatérios. Podemos entdo dizer que esse algoritmo usa
log n bits aleatérios.

Considere um gerador por congruéncia linear seguindo as seguintes restri¢des:
(i) a semente é escolhida aleatoriamente entre {0,1,...,m — 1};

(i) m =m(n) > n: m é escolhido em fungdo de n e tem que ser maior que 7, pois é desejavel que
o periodo dos ndmeros pseudo-aleatérios esteja a0 menos na mesma escala de grandeza

que 1;
(iii) (a,m)=1: a e m sdo primos entre si;
(iv) c=0ou(c,m)=1;
(v) o periodo do gerador é maior do que 1/4.

Teorema 7. Para uma variagio do Quicksort que satisfaca as condigdes (a)—(c), usando um gerador por
congruéncia linear que respeite as restrigoes (i)—(v), existe pelo menos uma permutacio de entrada que

requer tempo Q (n*/m?).

Prova: A idéia é construir uma permutagédo A de {0,1,...,n — 1} para a qual existem [n?/(16m)]

sementes especiais para as quais o tempo requerido é de pelo menos cn?.
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A seqiiéncia A seré construida de forma que quando x for uma dessas [n2/(16m)] sementes,
o algoritmo ird “gastar” todos os ntimeros pseudo-aleatérios até achar o ntimero 1 como ntimero
pseudo-aleatério, porém isso acontecerd apOs |n/4]| iteragdes. Além disso, apos esse “gasto”,
o algoritmo comega entdo a particionar a “célula mais a esquerda” da seqtiiéncia original, essa
subseqiiéncia terd o mesmo problema (particdo estdvel) porém de tamanho |#n/4], ou seja, ainda
é um problema grande.

Uma vez que provarmos isso faltard entdo apenas provar que para ordenar uma seqiiéncia de
tamanho |1/4] requer tempo Q (n?) para qualquer uma das [1n?/(16m)]| sementes.

Primeiramente assinalamos A[0] = |n/4], ou seja, assinalamos a primeira posi¢do do vetor a
ser ordenado com um nimero muito préximo ou igual a n/4.

Ache um xy, de forma que f1"/4/(xg) = 1.

Pode-se achar esse xp usando a fung¢do inversa da fung¢do do gerador por CL, recursivamente,
|n/4]| e comegando com 1.

Assuma que fO(x) é o Quicksort em seu primeiro nivel de execucdo (iteracdo ou recursdo) com

semente x para o gerador CL, assuma também que

) = fF(FI V() e que y; = fO(x0), 0 < i < [n/4]

entao

Yinja) =1.

Isso significa que o (1/4)-ésimo numero aleatério gerado a partir da semente x( serd igual a 1,
e essa serd a primeira ocorréncia de 1. Considere que Y = Yo, Y1,Y2, -+, Y|n/4|, 580 0s |n/4] pri-
meiros ntiimeros pseudo-aleatérios gerados quando a semente é xy. Considere também que L é a
quantidade de elementos da subseqiiéncia corrente para uma particao qualquer. Definimos entdo
que hash(y, L) = | L« y/m] e também que hash(y) = hash(y, n). Hash é o indice, no vetor, do pivd
da vez. Podemos dizer que

hash(y) = {% <y

sendo assim, a razdo m/n determina a quantidade de valores de y que teremos com o mesmo
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hash (mesma posicdo final em A)
Hy €0,1,...,m—1: hash(y) = u}| < [m/n], (Vu).

Vamos dizer que K = {hash(y), hash(i1), ..., hash(y |, /4| )}. Sabemos que m ndo precisa ser muito
grande, basta que ele seja maior que n para que o periodo seja também maior que n. Podemos
assumir que m < n?/16. Temos 1/4 nimeros no total (no conjunto K), porém considerando que

teremos ntimeros repetidos numa razao de m/n, temos

2 2
|K|_n/4_i> n

S om/n 4m T 16m’

Entdo, existe um conjunto de elementos de tamanho k = n? /16m que tem seus respectivos hash(y)
distintos. Esse conjunto é o conjunto das sementes especiais {Vi;, Viy, .-, Yir }-

Colocamos nessas posi¢des valores grandes (pelo menos 31/4) para que, quando a partigao
ocorra, esses niimeros pseudo-aleatérios serdo “gastos” deixando ainda uma seqiiéncia de tama-

nho [n/4]. Por exemplo, sendo s uma semente especial e i 0 namero da iteragdo corrente:
A[hash(y,-]-)] =n—(|n/4])—i

ondel < j <k
Existe uma permutacéo

ode{0,1,...,|n/4]} (3.1)

que requer tempo cn?, é a permutacdo de pior caso. Posicionemos entdo, teoricamente, esses

|n/4] + 1 proximos elementos

0(0),0(1),...,0(|n/4])

de forma a gerar |n/4] proximas parti¢des péssimas, ou seja, mais a esquerda possivel.

Até agora alocamos k + 1+ |n/4| elementos. Ou seja, sdo aproximadamente 2 + 51/16 ele-
mentos alocados. As outras entradas em A podem ser preenchidas arbitrariamente.

Se rodarmos o Quicksort em A, o primeiro pivo escolhido serd um ntimero grande (A[hash(s)] =

n—(|n/4]) —i > 3n/4). Isso fara com que os préoximos |n/4| nimeros aleatérios sejam “gastos”
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na parte direita (menor) da primeira partigdo.

Apos isso, o algoritmo comegard entdo a resolver o lado esquerdo (maior) da seqiiéncia ori-
ginal; mas agora o nimero pseudo-aleatério gerado € 1, e a seqiiéncia gerada a partir desse 1 é
o (3.1). Tendo usado partigdes estaveis, nds garantimos que nesse momento os elementos que
posicionamos anteriormente em locais “chave” continuam nas mesmas posigdes. Sendo assim, as
proximas partigdes ocorrerdo usando os termos de o e gastando assim tempo quadratico.

Entdo, para cada uma das n?/(16m) sementes, o tempo requerido é pelo menos cn?. Assim, o

tempo médio em m sementes é de

cn*

2 2 _
n*/(16m)-cn”-1/m = Py

Para m > n*/16 o tempo de resposta seria O(1), mas sabemos que o tempo de resposta no
Quicksort ndo pode ser melhor do que O(nlogn). Resolvendo a inequagdo 7’2—42 < nlogn concluire-
mos que m na verdade ndo pode ser (ou ndo fara diferenca se for) maior do que n?/(logn)*. Se
tivermos m = O(n) o tempo de resposta (instrugdes) pode ser quadratico.

O

Na prova anterior, existem [(111/16) — 2]! permutagdes possiveis que completam A, sendo

assim, existem [(1171/16) — 2]! permutagdes que tém tempo Q (:1—42)

Gerador X-independente: Um gerador por nimeros aleatérios é considerado X-independente
quando X é o ntimero de sementes realmente aleatérias usadas pelo algoritmo. Esse nimero influ-
encia na aleatoriedade da seqiiéncia pseudo-aleatéria gerada. Embora pareca redundante, é im-
portante refor¢armos que uma seqiiéncia gerada por um gerador X-independente é chamada de
seqtiéncia X-independente. Por exemplo, se escolhermos aleatoriamente A e B, temos entdo uma
pequena seqiiéncia (de dois elementos) que é bi-independente. Caso geremos C, onde C = A - B,
temos agora uma seqiiéncia com trés elementos, porém continua sendo bi-independente. Pode-
mos dizer entdo que Xo, X, ..., X, sdo varidveis aleatérias t-independentes se cada subconjunto
de t varidveis forem mutuamente independentes.

Karloff entdo sugere uma versdo probabilistica do Quicksort que também precisa de apenas

O(logn) bits aleatérios, e que usa um gerador ndo linear e penta-independente. O objetivo dessa
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versdo foi fazer um Quicksort aleatério onde ndo exista uma relagdo entre o gerador por ntimeros

aleatdrios e o algoritmo que possa gerar tempo quadratico.

Lema 1. Consideremos que n é primo,2 <t <mn, {ag,a1,...,a;_1} € {0, ..., n — 1} sdo escolhidos aleatéria
e independentemente, e que X; = ag+ai +ai” + ... +a,_1"' . Sendo assim, X; tem distribuicio uniforme
em {0,...,n — 1} e os elementos Xo, ..., X,_1 sdo t-independentes. Dado X; = j, {X;|j # i} é (t-1)-

independente e X; tem distribuicio uniforme em {0, ...,n — 1}(¥] # i).

31 QS-5i

O QS-5i é um tipo de Quicksort aleatério e iterativo proposto por Karloff para n primo [KR93].
Funciona escolhendo aleatoriamente cinco nimeros 4, b, ¢, d, e pertencentes ao conjunto {0, 1, ...,n —
1}. Depois disso, usa esses cinco numeros para escolher o pivo (pivo «— (a + bi + ci* + di® + ei?)
mod 7) e entdo particiona utilizando esse pivo. Repete esses passos 1 vezes. A intencdo é que
ao final dessas n escolhas pseudo-aleatérias do pivd, a maioria dos elementos da seqiiéncia ja
tenham sido escolhidos como pivd. Estamos assumindo que a fungdo particiona ja existe e que
essa ndo faz nada se receber pivds repetidos. Depois de tudo isso, o algoritmo chama a fungdo
clean-up. O clean-up consiste em particionar usando os pivos que néo foram escolhidos durante to-
das as iteragdes de escolhas aleatorias, pois (X, Xi, ..., X4—1) (escolhas feitas no lago de iteragdes)
normalmente ndo é uma permutacdo de (0,1,2,...,n —1).

Podemos ter a impressdo de que esse algoritmo serd sempre quadratico, expliquemos entdo
o porqué dessa impressdo estar errada. Vamos chamar de A o evento a fungio particiona é cha-
mada para subseqiiéncias de tamanho um e esse evento tem custo (niimero de comparagdes) zero.
Assim como em qualquer versdao do Quicksort, quanto mais equilibrado forem as parti¢des maior
o namero de eventos A ocorrendo na arvore e, consequentemente, mais cedo terminard a orde-
nacdo. Por exemplo se o melhor caso ocorrer, ap6s log, n iteracdes todos os pivos escolhidos vao
ocasionar A, ou seja, terdo custo zero. Entdo apesar de termos obrigatoriamente mais do que n
chamadas da func¢éo particiona, muitas dessas chamadas podem ter custo zero.

Veja o Quicksort probabilistico com GNPA penta-independente descrito no Algoritmo 5.

Quicksort probabilistico com GNPA penta-independente (QS-5i) ordena corretamente partindo do

principio de que ele particiona a seqiiéncia de entrada em cada um de seus elementos.
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Algoritmo 5 QS probabilistico com GNPA penta-independente(seqiiéncia S)

1: Escolha aleatoriamente cinco elementos 4, b, c, d, e pertencentes ao conjunto {0,1,...,n — 1}
i—0
enquantoi <n—1

pivo « (a + bi + ci*> + di® + ei*) mod n {pivo aleatério}

particiona(S[pivo]) {o particiona ndo faz nada caso receba um pivo que ja recebeu antes}
: } fimenquanto
clean-up() {particiona em cada indice que ndo foi particionado anteriormente}

Este algoritmo roda em tempo esperado O(nlogn) (Teorema 8 abaixo).

Considere que C; é o custo total da i-ésima iteracdo do Q5-5i e que X é o pivd pseudo-aleatério
gerado na iteracdo j. Considere também i € {1,2,...,n — 1} e y pertencente ao conjunto das se-
mentes verdadeiramente aleatérias (escolhidas uniformemente dentro do conjunto {0,1, ..., n}). Assim

queremos mostrar (lema 4) que C; é O(n/i). Defina
Ry =min (A[Xjl—-y|0<j<iey<A[Xjl<n),e

Liy =min(y— A[Xj]|0<j<ie A[Xjl<vy).

R;, € a distancia de y até o primeiro pivo mais proximo a direita (dentre todos os pivds anteri-
ores gerados), ou seja, é a distancia entre y e o final desse nodo (subseqiiéncia) que esta sendo
ordenado na iteragdo i. L; , € a distancia correspondente para o lado esquerdo.

Note que se A[X;] =z, entdo C; = R;, + L;, (Vz € Z,), onde Z, é o conjunto de todos os

elementos da subseqiiéncia corrente da recursédo ou iteragao.

Lema 2. Seja k um inteiro positivo qualquer e U uma varidvel aleatéria discreta de forma que tanto p =
E(U) quanto E((U — p)*) existam. Defina 1 > 0 como a raiz k-ésima de E((U — p1)¥). Entdo, para qualquer
t>0,

P~ > 1) < 5

Denotamos por E((U — 1)¥) o k-ésimo momento central de U. Para o caso especial de k = 2,

esse momento ¢ a varidncia de U, e 7, o desvio padrao.

Prova: Daigualdade
Pr(U = p| > try) = Pr((U — )" > #°7})
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é suficiente provar
1
— )k >k — k) < =
Pr((u 1) _tE((U 1) )) <%

Considere x' = (U — p)¥. Reescrevendo a equagio acima temos

1

Pr (x' > tkE(x’)> < ¥

que segue da desiqualdade de Markov. O

Lema 3. Para qualquer i € {1,2,...,n — 1}, qualquer inteiro positivo r, e qualquer y,z € Z,,

e a2

Pr(Riy >r|A[X]=2z) < 22 Pr(Liy, >r|A[X]=2z) < B

Prova: Vamos assumir r < n — y (dentro do intervalo da particao atual). Pela defini¢do de R; ,
podemos afirmar que Pr(R;, > n —y) = 0 é sempre verdadeiro. Vamos considerar também que
S={y+1,y+2,...,y+r}. Note que S C Z,, uma vez que r < n — y. Entdo

i-1

Pr(R;y >r| A[X;] =z) = Pr /\(A[Xj] ¢S)| AlX]l=z]|,e
j=0

i—1
Pri NAIX]1¢9) | AlXil=z | < —. (3.2)
j=0

Perceba que a afirmagdo acima é sempre verdadeira se ir < n, pois o lado direito da inequagdo
serd incondicionalmente maior do que 4. Conseqiientemente , assuma ir > n. Repare que r = |S|.

Para j € {0,1,...,i — 1}, considere que

1 AlX;]e S
n:{ se ALXj]

0 caso contrario,

e que

p=E(Y;| A[Xi]=z) = Pr(A[X;] € S | A[Xj] = 2) =1/n,

uma vez que X; é uniformemente distribuido e independente de X;. Considere U = z;;%) Y;.
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Entdo, o lado esquerdo da inequagdo 3.2 pode ser escrito como Pr(U =0 | A[X;] = z)

i—1 i—1
p=EU|A[X]=2) = E(ZY]-|A[X1-]—Z> = 3 E(Y; | AIX]=2)=ip.
7=0 7=0

Defina 7 = E((U — p)* | A[X;] = 2)

PrU=0|A[X]=2) < Pr({U—p| > p| AIX]] =2) = Pr(U — p| > £ . 7] A[X] = 2)

(Lema 2)
™ 1 4 1 iz !
=< g = B (U= Al =2) = GE(( F05-p) ) AT =2
=
1|¢ 4 4 2 2
= Z -p AT =2)+(, E((Y; = p)*(Ye — p)* | A[Xi] = 2)
7=0 0<j<k<i
1 ,
= [ = pt = )+ 6(5) (o= P+ (= Y]
ip(— p)((1 —p)’ +p3)+6(é)p2<1 —p? _ipH3itpt 4t 4 an?
i4p4 = l4p4 i4p4 o i2p2 T2
O
Uma vez mostrado (pelo Lema 3) que as afirmagoes
4n?
Pr (Ri,y >r | AlX;]= Z) < W e
4n?
=)< e

Pr(Liy, > r| A[Xi]

sdo verdadeiras, provaremos agora o seguinte
Lema 4. O custo esperado de cada uma das duas subpartigdes geradas em um particionamento i é O(n /1)

=O(n/i).

E(Riy | A[Xi] = z) =O(n/i),eE(L;y | A[Xi] = 2)

Prova: O tamanho esperado do lado direito da subseqiiéncia particionada em y na iteracéo i tal

que A[X;] = z € igual a somatoria de n probabilidades de R;, ser igual a um nimero de 0 a n
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multiplicado por esse mesmo niimero, tal que A[X;] = z.

ER;y | A[Xi] =2) = i)s -Pr(R;y, =s | A[Xi] = z).

Trocando a multiplicagdo por outro somatério, podemos reescrever a equagdo da seguinte ma-

neira

«
|
_

Pr(R;y =s | A[Xi] = 2)

M=

ERiy | AlXi] =z2) =

@
= |l
=
3
Il
<

Pr(R;y, =s| A[Xi] = 2)
D

\
i

) n 4:7’[2
=+ T

Limitando a somatéria acima com uma integral, temos

n 4112
. ] = < H -
E(Riy | ALXi]=2) <1+ [n/i] + A o

<1+ [nfi] +4n/i—4n/i®

= O(n/i).
0

Teorema 8. Sabendo que o tempo esperado de execugio da i-ésima iteracdo da linha 5 do algoritmo (parti-
ciona) é O(n /i) (Lema 4), para i > 1, entdo o custo total esperado para todas as execugdes do particiona

é O(nlogn).

Demonstracido. Podemos considerar que o custo da primeira particao é n 4 1, e como o custo das

outras parti¢des é O(n/i), escrevemos a equagao do custo total da seguinte maneira
n—1 n n—1 1
Cn)=n+ )+i;0(i) O(n—i—nl;i) O(nlogn),

pois a séria harmonica em # é limitada em In(n) + O(1) [KGP94]. O

Teorema 9. O custo total da linha 7 do algoritmo clean-up é O(n).
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Demonstragio. Considere que Dy = Ly 1,y + Ry—1,. O custo total do clean-up é no maximo 3y

n—1 n—1 n—1
E <Z Dy> = Z E(Dy) = Z E(Lnfl,y + Rnfl.y)

y=0 y=0 y=0

n—1n-1

-5 {(Braslarx, 1 =2 (prarx, ) =2) )+
y=0z=

(E(Rnl,y|A[Xn1] =z)- (Pr(A[anl)] = Z)) }

n—1n-1 n
_'s o( 1>~Pr<A[Xn_1>1=z>

y=0z= n-—

n—1 n—1 n—1

=3 0) ¥ PrALX, )] =2) = 5 O(1) = O(m).
y=0 z=0 y=0
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Capitulo 4

Andlise Experimental

Experimentamos cinco versoes diferentes do Quicksort. Quatro destas foram implementadas neste
trabalho. Testamos também a versdo implementada pela GNU para fins de comparacao.
A seguir listaremos as versodes testadas. Os apelidos apresentados em negrito sdo correspon-

dentes as legendas dos gréficos que teremos ao longo do trabalho:
e Quicksort com mediana de 5 (QS-med5),

Quicksort versao da GNU com mediana de 3 (QS-GNU),

Quicksort 51 ou Penta-Independente (QS-5i),

Quicksort com congruéncia linear (QS-CL),

Quicksort padrdo com pivd fixo na primeira posigdo (QS-Fixo).

As cinco versdes testadas sdo versdes iterativas do Quicksort. As implementagdes feitas aqui foram
baseadas na implementacdo da GNU que é uma versao iterativa e usa mediana de 3 para achar o
pivo.

Todas as versdes testadas tém as seguintes caracteristicas em comum:
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e sdo iterativas;

e usam o artificio de Sedgewick de remover iteracdes em pequenas subseqiiéncias (M=4) e

chamar o Insertionsort;
e usam particionamento duplo (padrdo).

Escolhemos quatro critérios de medigdo para analisar o desempenho dos algoritmos testados:

tempo de resposta (milisegundos);
e numero de instrucdes;

e numeros de nodos na arvore de recursio;

quantidade de trocas realizadas.

Os testes foram realizados em um PC com processador AMD Athlon 1.4GHz, placa mae
K7VTA2 com barramento de 266MHz, 256MB de Meméria RAM DDR, Disco Rigido de 7200
RPM, e cache de nivel 1 (in chip) 16-way set-associative de 256KB com blocos de 64bytes. Todos os
testes foram rodados sobre o Sistema Operacional Conectiva Linux 10 com Kernel versdo 2.6.5-
63077cl. Todos os programas foram desenvolvidos na linguagem C.

Para garantir maior confiabilidade dos resultados, vinte testes foram realizados para cada
ponto de cada grafico e a média destes vinte testes foi utilizada como valor para este determinado
ponto. Esse tipo de cuidado é importante pois os resultados dos testes variam de acordo com a
disponibilidade dos recursos do sistema operacional e percebemos que vinte testes é um bom
numero de testes para que a variancia seja relativamente pequena entre os resultados. Cada linha
do grafico tem seis pontos de referéncia onde cada um destes pontos é referente & um valor de 7.

Os valores de n utilizados foram os seguintes:
o 262.144;
o 2.621.440;
e 5.242.880;

o 7.864.320;
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e 10.485.760;
e 13.107.200.

Se uma entrada couber inteiramente no cache, a ordenagdo desta se darad de forma mais rapida.
A fim de garantir a comparabilidade dentre os testes, todos os valores de n usados sdo maiores
do que o cache. Usamos, como fonte para as seqiiéncias de entrada, arquivos providos pelo site
www.random.org. Nesse site podemos encontrar arquivos com enormes seqiiéncias de bits consi-
derados aleatérios. Utilizando os recursos do site geramos arquivos binarios com 1, 10, 20, 30, 40
e 50 MegaBytes de bits aleatérios. Com o intuito de permitir a representatividade correta da quan-
tidade de ndmeros que obtivemos, cada um desses arquivos grandes foi separado de 32 em 32
bits (4bytes) gerando assim uma seqiiéncia de nimeros unsigned long int (1MB = 10576 — 262144
nimeros unsigned long int).

Apbs realizarmos todos os testes com as entradas aleatérias, percebemos que seria interes-
sante testar também entradas ndo tdo aleatérias, ou seja, organizamos um pouco as seqiiéncias de
entrada para observar como isso alteraria o comportamento dos algoritmos. Foi desenvolvido en-
tdo um novo programa para organizar as seqiiéncias usando mediana de sete. A mediana de sete
é um valor que custa caro (tempo) para ser calculado, porém o objetivo desse programa auxiliar
nédo era o de ser rapido, o objetivo era organizar melhor as seqiiéncias de entrada. Esse programa

gerou novos arquivos de entrada organizados em aproximadamente 25%, 50% e 75%.

X

Chamamos de entrada X% organizada uma entrada aleatéria que passou por 7 - 155

iteracdes
com mediana de sete. Tivemos entdo vinte testes por ponto, seis pontos por linha do gréfico, cinco
linhas (algoritmos) por grafico, e temos dez graficos. Foram realizados pelo menos 20 x 6 x 5 x

10 = 6000 testes .

4.1 Trocas

Os préximos quatro graficos mostram o ntimero de trocas contadas durante a execucao dos cinco

tipos de Quicksort testados variando n dentre os seis valores apresentados na se¢do anterior.
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Figura 4.1: Numero de trocas, entrada aleatéria.
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Figura 4.2: Numero de trocas, entrada 25% arrumada.
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Figura 4.3: Numero de trocas, entrada 50% arrumada.
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Figura 4.4: Numero de trocas, entrada 75% arrumada.

Podemos observar que, na medida em que as seqiiéncias de entrada tiveram maior porcen-
tagem de pré-ordenacdo, a quantidade de trocas baixou para todos os algoritmos. Porém essa
redugdo na quantidade de trocas ndo se deu na mesma proporg¢io para todos os algoritmos; para
os algoritmos que usam escolha de pivd aleatdria a redugdo foi um pouco maior. Esse fato se
da porque se a entrada ndo é tao aleatdria, a aleatoriedade da escolha do pivo tem maior efeito.
O intuito da escolha do pivd aleatério fica um pouco prejudicado quando a entrada é também

aleatéria.
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4.2 Numero de instru¢des

A figura abaixo mostra a variagdo do niimero de instrugdes para os algoritmos testados conforme

se variou o n.

4e+08 T T i

T
"QS-Medsiinstrucoes'f ==

y"QS-Siiiﬁsi-:ruc;)es" e
3.5e+08 "QS-CL_instrucoes" —8—

3e+08 -
2.5e+08
2e+08 -
1.5e+08
1e+08

5e+07 -

o I I 1 I
262.144 2.621.440 5.242.880 7.864.320 10.485.760 13.107.2(

Figura 4.5: Ntimero total de instrucoes, entrada aleatoria.

4.3 Tempo de resposta

Nesta segdo apresentamos quatro graficos referentes aos tempos de respostas medidos em mi-
crosegundos para cada um dos algoritmos testados. Cada gréfico contém dados de todos os

algoritmos para um mesmo tipo (aleatéria ou X% arrumada) de seqiiéncia de entrada.
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Figura 4.6: Tempo de resposta, entrada aleatoria.
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Figura 4.7: Tempo de resposta, entrada 25% arrumada.
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Figura 4.8: Tempo de resposta, entrada 50% arrumada.
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Figura 4.9: Tempo de resposta, entrada 75% arrumada.

O tempo de resposta também diminuiu para todos os algoritmos conforme a seqtiéncia foi
sendo arrumada. Porém essa mudanga ndo é tdo nitida como nas trocas. Isso acontece porque a

quantidade de trocas é responsavel apenas por uma pequena porcentagem do tempo de resposta.

4.4 Numeros de nodos na arvore

A figura abaixo mostra a variagdo do ndmero de nodos na arvore para os algoritmos testados

conforme se variou o #.
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Figura 4.10: Ntdmero total de nodos na arvore, entrada aleatéria.

O ntimero de instrugdes e o niimero de nodos da arvore permaneceram praticamente os mes-
mos durante os testes com as seqiiéncias arrumadas. A diferenga foi tdo pequena que seria im-

perceptivel se representada em gréficos.
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Capitulo 5

Conclusao

5.1 Comentarios Finais

Estudamos neste trabalho diferentes formas nas quais a idéia inicial do Quicksort de Hoare pode
ser moldada. Dentre elas, o Quicksort de Sedgewick, que tem como idéia principal remover
as recursdes ou itera¢des desnecessdrias no final da execugdo do algoritmo; o particionamento
mediana-de-trés, o particionamento mediana-de-T e o particionamento triplo (que sé vale a pena
ser usado para casos especificos com muitas repeti¢cdes na entrada).

A iniciativa de otimizagdo pode ser tomada por diferentes pontos de vista como cache, ins-
trugdes, trocas. Estudamos vdrios artigos correlatos e percebemos que a primeira (preocupagdo
com o cache) leva o desenvolvedor do algoritmo a restringir o mesmo para uma determinada
arquitetura de computador.

Nos concentramos em estudar o QS-5i por ser um Quicksort aleatério e penta-independente e,
como entusiasmo adicional, tivemos a idéia de realizar uma anélise experimental em um Quicksort
aleatério, tal andlise ndo fora encontrada em nenhum artigo correlato durante a pesquisa que
realizamos.

Expomos também uma anélise assint6tica mostrando que o QS-5i é, aparentemente, tdo bom
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quanto o Quicksort por congruéncia linear (O(nlog#)), porém nao apresenta o problema de ter
casos com complexidade Q (:1—42)

Apesar de assintoticamente isso ser verdade, confirmamos que, na pratica o QS-5i se saiu pior
do que o QS-CL em relagdo ao tempo real de resposta e niimero de instrugdes, os dois algoritmos
se comportaram, na média, de forma igual em relacdo ao niimero de nodos. O QS-5i s6 foi melhor
(com diferenca ndo muito significativa) no critério trocas.

Considerando todos os resultados médios obtidos na andlise experimental, concluimos que
0 QuickSort-5i é pior do que o QuickSort por congruéncia linear, e o fato dele ndo apresentar o
“problema” de ter casos com complexidade Q (;’—;) ndo justifica o seu uso.

Por fim realizamos uma andlise experimental comparativa entre 5 algoritmos:

Quicksort com mediana-de-5,

e Quicksort versdao da GNU (mediana-de-3),

Quicksort 51 ou Penta-Independente,

Quicksort com congruéncia linear,

Quicksort com pivo fixo na primeira posigdo,

e seis tamanhos diferentes de n (tamanho da seqiiéncia de entrada), conforme descrito na secéo 4.

Durante a andlise experimental, percebemos que a versdo implementada pela GNU era mais
rapida que as versoes aleatérias do Quicksort, realizamos entdo um esfor¢o para programar uma
versdo mais rdpida que a da GNU e conseguimos um algoritmo ligeiramente melhor (para o
ambiente testado) usando mediana-de-5 ao invés de mediana-de-3. Porém a diferenca ndo foi
significativa.

Realizamos entdo mais testes organizando “um pouco” as sequéncias de entrada. Para isso foi
desenvolvido um programa que rodava mediana-de-7 a alto custo, apenas para organizar “um
pouco” as seqiiéncias de entrada.

Um fato interessante foi que os algoritmos que utilizam escolha de pivd aleatéria tiveram um
fator de melhora em seu desempenho maior do que os outros algoritmos. Concluimos entdo
que a aleatoriedade da escolha do piv6 surte maior efeito quando a entrada nédo é perfeitamente

aleatoéria.
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5.2 Trabalhos Futuros

Sugerimos como estudos futuros as seguintes linhas de pesquisa:

e Implementar um Quicksort com mediana-de-cinco onde a amostra, usada para calcular a
mediana, é aleatéria e penta-independente. Experimentar comparativamente aos algorit-

mos experimentados neste trabalho;
e Implementar e comparar o Quicksort raiz de n proposto por McGeoch;

e Verificar o comportamento do Quicksort probabilistico com outros GNPAs.
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Apéndice A

Dados dos testes para distribui¢oes

uniformes

As tabelas a seguir contém os dados numéricos utilizados para a contrucdo de vérios gréficos
apresentados neste trabalho. Além disso, dados adicionais podem ser encontrados nestas tabelas,
tais como, razdo da grandeza medida pelo # utilizado e, média dessas razdes considerando todos

os valores de n testados.
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05.51

5-51

Trocas [Usec Hodos InsStracoes
FA 299813 74801 5334594
AR229: 50273 bB117h77|
7455624 1570511] 139326052
574 J00270| 2207950097
b1l072661] 15314355] 3F002018] 306972661
75347540] 20167483  3845211] 392347540

Z2b2144
2621440
5242880
7Eb43)

1048576
1310720

Figura A.1: Estatisticas sobre os dados obtidos com os testes para o QS-5i
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O5-CL

03.CL

Trocas  JUsec [Nodos Tinstrucoes
17000001 297879 78032 5598737
13200505] 3485791] 780273 69200505
TB020406]  71633bb]  1557531] 146029406
A557 701 10612531 2330113 230577101
51052781] 14762231] 3001487] 307052281
7bR10135 7033] _3723008] 380810135

762144

2h21440)

5242880
7Hbd 3.

10485760
3100

Figura A.2: Estatisticas sobre os dados obtidos com os testes para o QS-CL
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Q5_CNU

J5-CNU
Trocas __ [Usec _ JNodos  [Instrucoes
1010500] 760921 77174] 5110587
12106152 29512214 722303] b110b152
2571b062]  bZ205175] 1496572 126716062
41072705]  9582019] 2167077 2 72715
559708291 13019211] 28BE027] 27597b82Y
7543 1 ' 3586677 34.837543

762144

2h21440)

5242880
7Hbd 3.

10485760
3100

Figura A.3: Estatisticas sobre os dados obtidos com os testes para o QS-GNU
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05 _meds

762144

2h21440)

O5=-meds
[Trocas JUsec |Nodas Instrucoes
~1109355] 257620 69205 52820659
[ 12715386] 2066900] _ 692547] 62715386
766005 36] 62005, 1385423 131690536
a0270151] 94 2078100 20027015 1]
S4169164] 17820827] 2773159 270189164
Ba50] 16180044] 34b8415] 342738709

5242880
7Hbd 3.

10485760
3100

Figura A.4: Estatisticas sobre os dados obtidos com os testes para o QS-med5
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Q5 _Flxn
5 -Flxo

Trocas __ [Usec [Nodos InStrucoes N__
1692548 29983 799 _5bYB742 262144
7532, 7026501 7621440
29504576 136593458 5742580

46633345 117165 2419452] 731612074 78043,
52845573 15275843 3176913 307129042 10485760

78843257] 20158313 3802498 390810967 13107

Figura A.5: Estatisticas sobre os dados obtidos com os testes para o QS-Fixo

67



