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Resumo

Discutimos neste trabalho uma classe de métodos para progra-
macao nao linear. Tais métodos, conhecidos como métodos de filtro,
foram introduzidos recentemente por Fletcher e Leyffer com o objetivo
de evitar o uso de funcdes de mérito, uma ferramenta comum na maioria
dos algoritmos para otimizacao com restri¢oes. Ao invés disso, a idéia é
usar um filtro para induzir a convergéncia, que interfere o minimo possivel
nos passos obtidos pelo algoritmo.

Apresentamos um algoritmo geral de filtro com uma grande
liberdade para o cdlculo do passo. O algoritmo é muito simples e
consiste basicamente em calcular um ponto nao proibido pelo filtro, a
partir do ponto corrente. Provamos a convergéncia global do algoritmo
proposto, assumindo que o passo seja eficiente, no sentido de que, perto
de um ponto viavel nao estaciondrio, o decréscimo da fun¢ao objetivo seja
“grande”. Mostramos que esta condicao é razoavel, exibindo dois algo-
ritmos classicos para a obtencao do passo, que satisfazem tal hipdtese. O
primeiro obtém o passo pelo método de restauracao inexata de Martinez e
Pilotta e a prova de que a condigao ¢ satisfeita é dada por Gonzaga, Karas
e Vanti. Outra forma de calcular o passo é pelo método de programacao
quadratica sequencial. Provamos neste trabalho que esta abordagem
também cumpre a referida condicgao.

Discutimos também aspectos de convergéncia local, como o uso
de correcao de segunda ordem para evitar o efeito Maratos, um sério
problema deste e de outros critérios de aceitacao de passo que pode
comprometer seriamente a eficiéncia do algoritmo.

Realizamos testes computacionais utilizando uma familia de
problemas conhecidos como Hard-Spheres problems, que fornece um
conjunto conveniente de problemas-teste para avaliar e comparar algo-

ritmos de programacao nao linear.
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Abstract

In this work we discuss a class of methods for nonlinear program-
ming. Such methods, known as filter methods, were introduced recently
by Fletcher and Leyffer, whose aim is to dispense the need for a merit
function, a common tool in most algorithms for constrained optimization.
Instead, the idea is to use a filter to induce convergence, which interferes
as little as possible with the step obtained by the underlying method.

We present a very general filter algorithm that allows a great deal
of freedom in the step computation. The algorithm consists basically in
computing a point which is not forbidden by the filter, from the current
point. We prove its global convergence, assuming that the step must
be efficient, in the sense that, near a feasible non-stationary point, the
reduction of the objective function is “large”. We show that this con-
dition is reasonable, by presenting two classical ways for performing the
step, satisfying this condition. On the first one, the step is obtained by
the inexact restoration method of Martinez and Pilotta and the proof of
such a condition is given by Gonzaga, Karas and Vanti. Another way for
computing the step is by sequential quadratic programming. We prove
in this work that this approach also satisfies the efficiency condition.

We also discuss local convergence features, like the usage of a
second order correction in order to avoid the Maratos effect, a serious
defect of this and other step-acceptance criteria, which can reduce the
convergence rate of the algorithm.

We perform numerical tests on a family of problems known as
Hard-Spheres problems, that provides a suitable set of test problems for

evaluating nonlinear programming codes.
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Introducao

Discutimos neste trabalho uma classe de métodos para resolver problemas de

Programagao Nao Linear (PNL) da forma

minimizar fy(z)
(P) sujeito a  fg(x) =0
fI(x) 07

IN

onde as fungoes f; : R" — R, i € {0}UEUZ, sdo continuamente diferencidveis. Podere-
mos considerar £ = () ou Z = (), conforme estejamos interessados em estudar problemas
apenas com restri¢oes de desigualdades ou apenas com igualdades, respectivamente.

Temos aqui dois objetivos conflitantes: reduzir a funcao objetivo e obter via-
bilidade. Uma forma de combinar otimalidade e viabilidade é fazer uso das func¢oes de
mérito, como proposto por Gomes, Maciel e Martinez [22] em um trabalho que utiliza
Programagao Quadratica Sequencial (PQS) com regido de confianca para obtengao do
passo, que é avaliado pela funcao de mérito.

Byrd, Gilbert e Nocedal [6] e Byrd, Hribar e Nocedal [7] também utilizam
funcdo de mérito para avaliar o passo. O algoritmo, denominado NITRO, usa idéias
dos métodos de pontos interiores e de programagao quadratica sequencial com regiao
de confianca.

Outra forma de utilizar fungdo de mérito é proposta por Martinez [32] e
Martinez e Pilotta [33], nos algoritmos de Restauracdo Inerata. Nestes algoritmos
cada iteracao é decomposta em duas fases: viabilidade e otimalidade. Na fase de oti-
malidade é aplicado um método de regido de confianca. Entretanto o centro da regidao
de confianca é o ponto obtido na fase de viabilidade e ndo o ponto corrente. A funcao
de mérito avalia entdo o ponto tentativo obtido na fase de otimalidade. Caso nao seja
aceito, a regiao de confianca é reduzida e um novo ponto tentativo é calculado. A
diferenca em relagdao aos métodos de PQS com regido de confianga, como, por exem-

plo, aquele proposto em [22], estd no fato de que em restauragdo inexata a fase de
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viabilidade nao é repetida quando se reduz a regiao de confianca.

Funcao de mérito também aparece nos algoritmos propostos em [15, 20, 45, 48],
onde o método de Newton é aplicado as condicoes de KKT do problema, obtendo-se
uma direcao de busca. E entdo feita uma busca linear para encontrar um passo que
garanta uma reducao suficiente na fungao de mérito.

Apesar de muito bem estabelecidos, os métodos que fazem uso de funcoes
de mérito tem algumas desvantagens. Uma delas reside na nao diferenciabilidade de
algumas funcoes de mérito classicas. Outra, talvez o ponto mais delicado, é a escolha
do parametro de penalidade. Dependendo do valor deste parametro o algoritmo pode
recusar uma solucao 6tima ou, por outro lado, ficar bastante lento.

Como uma alternativa aos métodos que utilizam fun¢oes de mérito, Fletcher
e Leyffer [17] introduziram os chamados Métodos de Filtro para globaliza¢do em PNL.
Estes métodos sao baseados em Programagao Quadratica Sequencial (PQS) e caracte-
rizados pelo uso do conceito de dominancia, da otimizacao multi-critério.

Em sua forma pura, PQS resolve um problema de PNL através de uma sequén-
cia de problemas de programacao quadratica, onde minimiza-se um modelo quadratico
do lagrangeano, sujeito a linearizagao das restrigoes. Pode ser provado [1, 2, 4, 12, 39]
que, sob certas condicgoes, este método tem convergéncia local quadratica. No entanto,
para um ponto inicial arbitrario, nao se tem garantia de convergéncia, a menos que se
use algum critério de aceitagao do passo.

A idéia dos métodos de filtro é interferir o minimo possivel nas iteragoes de
PQS, mas de modo a induzir a convergéncia. Além disso, evitar o uso de parametro
de penalidade e ser menos restritivo que os métodos que utilizam fun¢ao de mérito.

Basicamente, um algoritmo de filtro define uma regigo proibida, armazenando
pares (fo(z7), h(z7)), escolhidos convenientemente das iteragdes anteriores, sendo h(-)
uma medida de inviabilidade. Um ponto tentativo é aceito quando nao for dominado

por nenhum elemento do filtro, segundo a regra:

y € dominado por x se, e somente se,

foly) = folx) e h(y) = h(z).

Os métodos de filtro também foram aplicados no contexto de Programacao
Linear Sequencial (PLS) com regido de confianca. Os trabalhos de Chin e Fletcher [9]
e Fletcher, Leyffer e Toint [18] apresentam prova de convergéncia global para o método.
Para os métodos de filtro com PQS, a convergéncia global foi obtida por

Fletcher, Leyffer e Toint [19], assumindo que uma solu¢do exata dos subproblemas
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quadréticos era encontrada. Enfraquecendo esta hipétese, ou seja, exigindo apenas
uma solu¢ao “aproximada” dos subproblemas, Fletcher et al [16] também estabelecem
convergéncia global, utilizando uma técnica de decomposicao de passo baseada nos tra-
balhos de Byrd [5] e Omojokun [40]. Outra abordagem do uso de filtro, ainda baseada
em PQS, foi proposta por Pu-yan Nie [38], que considera a linearizac¢ao das restri¢oes
como uma penalidade no modelo quadratico ao invés de uma restricao no subproblema.
O algoritmo resultante também tem propriedade de convergéncia global.

Ulbrich, Ulbrich e Vicente [46] aliaram as técnicas de filtro aos algoritmos
de pontos interiores, e estabeleceram convergéncia global do algoritmo. Entretanto
eles definem o filtro de um modo diferente do que foi proposto originalmente em [17].
As entradas do filtro, ao invés da funcdo objetivo e medida de inviabilidade, sdo o
lagrangeano e uma medida de inviabilidade que envolve as varidveis primais e duais.

Gonzaga, Karas e Vanti [23] propuseram um algoritmo de filtro globalmente
convergente para programagao nao linear, baseado em restauracdo inexata [32, 33|.
Cada iteracao é composta de uma fase de restauracao, que reduz uma medida de
inviabilidade, e de uma fase de otimalidade, que melhora o valor da funcao objetivo
em uma aproximagao tangencial do conjunto viavel.

De modo geral, os bons resultados dos algoritmos de filtro motivaram sua
utiliza¢do na resolugdo de outros problemas. Gould, Leyffer e Toint [24] apresentam
um algoritmo de filtro multi-dimensional para resolucao de sistemas de equagoes nao
lineares. A dimensao do filtro estd relacionada com o niimero de equacgoes do problema.
Gould, Sainvitu e Toint [25] estendem as idéias de filtro multi-dimensional para proble-
mas de minimizacao irrestrita.

Karas, Ribeiro, Sagastizdbal e Solodov [29] aplicaram as técnicas de filtro ao
método de feixes proposto em [44], para a resolucdo de problemas de otimizagao convexa
nao diferencidvel.

As idéias de filtro também foram utilizadas por Gomes [21] para definir um
critério de aceitacao de passo que combina filtro e funcao de mérito em uma func¢do de
meérito linear por partes, dando origem a um critério mais tolerante que a funcao de

mérito.

Embora os algoritmos de filtro sejam menos restritivos que os algoritmos que
usam funcoes de mérito, eles podem sofrer do efeito Maratos, ou seja, podem recusar
um passo essencialmente bom, mesmo arbitrariamente préximo de uma solugao. Para
remediar isto, podemos incorporar uma corre¢ao de segunda ordem ao passo, como su-
gerido em [17]. Vdrios trabalhos apresentam estudo de convergéncia local dos métodos

de filtro. Wichter e Biegler [50] propdem um algoritmo de filtro, globalmente conver-



Introducao 4

gente, usando busca linear. Em [49] os mesmos autores discutem o uso de correcao de
segunda ordem para evitar o efeito Maratos e estabelecem convergéncia superlinear.
A mesma técnica é utilizada por Chin [8]. Ulbrich [47] também prova convergéncia
superlinear para métodos de filtro mas sem o uso de correcao de segunda ordem. A
estratégia estd na definicdo do filtro, onde as entradas sdo o lagrangeano e uma medida

de inviabilidade que envolve as variaveis primais e duais.

Proposta do trabalho. Nés propomos nesta tese um algoritmo geral de filtro para
resolugao de problemas de programacao nao linear que consiste basicamente em:

1

Dado z*, calcule um ponto z*t' ndo proibido e atualize o filtro.

Provamos a convergéncia global do algoritmo proposto, assumindo que o passo
seja eficiente, no sentido de que, perto de um ponto vidvel nao estacionario a fungao
objetivo “decresga bastante”. Esta condi¢ao é similar ao critério de Polak [41] para
convergéncia global de algoritmos e estd formalizada na Hipétese H4, no Capitulo 2.

Mostramos que a referida condi¢ao é razoavel, exibindo dois algoritmos classicos
para a obtencao do passo, que satisfazem tal hipétese. Um deles calcula o passo usando
as idéias de restauracgao inexata de Martinez [32] e Martinez e Pilotta [33], sendo a prova
de que a Hipdtese H4 é satisfeita dada por Gonzaga, Karas e Vanti [23].

Outra forma classica de calcular o passo é através de PQS. Propomos um
algoritmo de PQS baseado naquele apresentado por Fletcher et al [16] e provamos

neste trabalho que o algoritmo proposto cumpre a Hipétese H4.

Organizacao dos capitulos. No Capitulo 1 apresentamos uma revisao dos métodos
de programacao quadratica sequencial, enfatizando a relagao com o método de Newton.
O Capitulo 2 apresenta o resultado principal desta pesquisa. Propomos um algoritmo
geral para os métodos de filtro com uma grande liberdade para o calculo do passo.
Discutimos sua convergéncia global e duas formas de obtencdo do passo. No Capitulo 3
discutimos alguns aspectos relacionados com a convergéncia local dos métodos baseados
em PQS, como o uso de correcao de segunda ordem para evitar o efeito Maratos.
Finalmente, no Capitulo 4, apresentamos testes computacionais, utilizando uma classe
de problemas conhecidos como “Hard-Spheres Problems’, com o intuito de comparar

os algoritmos de restaura¢io inexata com filtro [23] e com func¢do de mérito [32, 33].



Capitulo 1

Programacao quadratica sequencial

O objetivo deste capitulo é revisar os conceitos relacionados com programacao
quadrética sequencial (PQS), que serao iteis no desenvolvimento deste trabalho.

O método PQS é um dos métodos mais eficazes para otimizacao nao linear com
restricoes e procura obter a solucao de um problema de PNL através de uma sequéncia
de problemas de programacao quadratica.

O principio que norteia este método é comum quando se pretende resolver, de
forma aproximada, um problema matematico: a solucao de um problema “dificil” vai
sendo aproximada por uma sequéncia de pontos obtidos como solucao de um problema
“facil”, que muda a cada iteracao de acordo com as informacgoes disponiveis no ponto
corrente. O método de Newton para a resolucao de sistemas de equacoes nao lineares
é um exemplo classico. Neste caso os problemas “faceis” sao obtidos tomando-se a
linearizacao do sistema que queremos resolver, em torno do ponto corrente. Temos
assim um sistema de equagoes lineares, cuja solucao (que existe sob certas hipdteses)
é tomada como proximo ponto da sequéncia.

Nos métodos de programagao quadratica sequencial a idéia consiste em subs-
tituir, a cada iteracdo, a funcao objetivo por um modelo quadratico e as restricoes
por equacoes ou inequagoes lineares, aproximagoes de Taylor de primeira ordem das
restricoes do problema original em torno do ponto corrente. O modelo quadratico ¢é a
aproximagcao de Taylor de segunda ordem do lagrangeano em torno do ponto corrente.

Veremos que existe um intima relagao entre PQS e o método de Newton, o
que permite estabelecer convergéncia local rapida (superlinear ou quadratica) para os
métodos de PQS. Entretanto, do mesmo modo como acontece com o método de Newton,
a PQS pura ndo tem a propriedade de convergéncia global, isto é, se o ponto inicial
estiver longe de uma solucao, nao se garante que a sequéncia gerada pelo algoritmo

seja convergente, nem mesmo que tenha algum ponto de acumulacao. E necessario,



Programacao quadratica sequencial 6

portanto, inserir o método PQS em uma estrutura globalmente convergente. As duas
estratégias bésicas de globalizagao sao a busca linear e regiao de confianga. Neste
capitulo discutiremos, brevemente, estas estratégias. Para um estudo mais detalhado
sobre o assunto podem ser consultadas intimeras referéncias, dentre as quais [4, 12, 22,
26, 34, 39].

1.1 O método de PQS local

Para simplificar a exposi¢ao e evidenciar a relacao entre PQS e o método de
Newton vamos considerar o problema (P), apresentado na introducdo deste trabalho,

com Z = (), isto é, vamos estudar o problema apenas com restri¢cdes de igualdades:

minimizar fo(z
(Px) sujeito a f((x)): 0,
com fo:IR" - IR, f:IR" — IR™, duas vezes continuamente diferenciaveis.

Um ponto que satisfaca certas condicoes necessarias de otimalidade, como por
exemplo, as condigcoes de KK'T, serd chamado de ponto estaciondrio.
Denotamos a matriz jacobiana de f no ponto z por A(z). O lagrangeano

associado ao problema (Pg) é dado por
r€RM A ER™ = Lz, A) = fo(x) + A f(=), (1.1)

onde o vetor A é chamado multiplicador de Lagrange. A hessiana parcial do lagran-
geano, V2 _{(z,\), é denotada por H(z,\).
Dados z* e M\*, 0 algoritmo bésico de PQS consiste em resolver a cada iteracio

o seguinte problema quadratico

minimizar £(z*, \F) + V,0(z%, \F)Td + 2d" H (2%, \F)d

(PQx) sujeito a  A(z¥)d + f(z*) = 0,

que sob certas hipdteses tem solucao tinica d*. Definimos entdo ¥t = 2% + d*, esti-
mamos o multiplicador de Lagrange A\**! e repetimos o processo com o novo problema
quadrético (PQg1). Veremos agora que este procedimento, quando aplicado em uma
vizinhanc¢a de um ponto estacionario onde sdo satisfeitas as condigoes suficientes de se-
gunda ordem, estd bem definido e produz uma sequéncia que converge quadraticamente

para este ponto.
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Hipéteses. Para estabelecer a convergéncia do algoritmo vamos considerar uma solu-

¢ao primal-dual (z*, A*) do problema (Pg) e assumir que valem as seguintes condigoes.
H1 As fungdes V2f;(-), i =0,1,...,m, sdo lipschitzianas em uma vizinhanca de T*.

H2 A matriz jacobiana das restrigoes, A(x*), tem posto linha completo e a hessia-
na parcial H(z*,\*) € definida positiva no espago tangente das restrigies, isto é,
d"H(z*,A\*)d > 0 para todo d # 0, d € N'(A(z*)).

Vamos descrever de modo mais preciso o algoritmo bésico de PQS.

Algoritmo 1.1 PQS basico

Dados: k =0, (z°,\%) € R" x R™,
ENQUANTO V{(x*, \F) #£ 0
Resolva o subproblema quadrético (PQy),
obtendo uma solugdo primal-dual (d¥, u*)

S R

/\k-i—l — )\Ic —|—,u’“
k=k+1
Fim.

Um ponto (z*, \*) satisfaz o critério de parada quando

e

isto é, quando cumpre as condigoes de otimalidade de primeira ordem para o problema
(Pg). Por outro lado, uma solu¢ao primal-dual (d*, u*) do subproblema quadrético
(PQy) satisfaz
{ H(z%, A)dk + AW Tk = —V, 0(zk, AF) 13)
A(z*)dF = —f(z").

Convergéncia local. Os resultados abaixo estabelecem a convergéncia local do Al-
goritmo 1.1 ao mesmo tempo que evidenciam a relagao com o método de Newton. O
seguinte lema garante que se (z*, \¥) estd préximo de (z*, \*), o passo (d¥, u¥) satisfa-
zendo (1.3) estd bem definido e é tnico.
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Lema 1.2 Seja (z*, \*) uma solugao primal-dual do problema (Pg) e suponha que a
Hipdtese H2 seja satisfeita. Entao existe uma vizinhanga Vi de (x*, \*), tal que se

(z*, \F) € Vi, o sistema (1.3) tem uma tnica solugdo (d*, u¥).

Demonstragdo. Usando [4, Proposigao 12.1] podemos concluir que a matriz

H(z*,\*) A(z*)T
A(x*) 0

é ndo singular. Por continuidade, segue que existe uma vizinhanca V; de (z*, \*) tal

que se (z¥, \F) € V;, entdo

H(zk \F)  A(zF)T
A(z") 0

também é nao singular. Mas isto significa que o sistema (1.3), que pode ser escrito

como
H(xk \F)  A(zF)T dé || = Val(ak, )
A 0 N (O
tem uma tnica solugao (d*, u*), completando a demonstracio. O

Nas condi¢oes do Lema 1.2, o vetor d*¥ é o tinico minimizador global do sub-
problema (PQy).

Vamos agora ao principal resultado desta secao.

Teorema 1.3 Seja (x*, \*) uma solu¢ao primal-dual do problema (Pg) e suponha que
as Hipdteses H1 e H2 sejam satisfeitas. Entdo eziste uma vizinhanga Vo de (z*,\*),
tal que se (z°,\°) € Vs, o Algoritmo 1.1 estd bem definido e, se o critério de parada
ndo for satisfeito, gera uma sequéncia (x*, \F)rew que converge quadraticamente para

esta solugado.

Demonstragio. Basta notar que o passo (d¥, u*) definido pelo Algoritmo 1.1 é exata-

mente o passo de Newton para o sistema de equacoes

(1.4)

V(. A) = [Vfo(:v)—l—A(x)T)\] _ lo ]

f () 0

De fato, a jacobiana da fungao (z, A) — V¥(z, \) é a matriz
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e assim o passo de Newton para (1.4), (d%,, uk), é dado por

H(z", \F)  A(zk)T ] [ dk, ] -
A(z) 0 who|

Vfo(a*) + A(z*)T A" ] _ [ — V., b(z", \F) ]
f(a*) iGN

ou seja, pelo sistema (1.3).

Se (z*, \*) estd na vizinhanga dada no Lema 1.2, bem como na regido de
convergéncia do método de Newton, entdo o passo (d%, u%;) coincide com o passo PQS
e 0 Algoritmo 1.1 estd bem definido. Além disso, a convergéncia quadratica segue dos

resultados sobre o método de Newton, por exemplo, [4, Teorema 11.6]. 0

Ressaltamos que a convergéncia quadratica estabelecida no Teorema 1.3 é da
sequéncia (7%, \¥),cx e isto ndo implica que a convergéncia de (z%),cn seja quadratica.
No exemplo abaixo, tirado de [4, Exercicio 12.8], temos uma sequéncia (z¥, \¥)
convergindo quadraticamente para (0,0), enquanto que a convergéncia de (z*)zcn para

0 nao é sequer linear.
Exemplo 1.4

Defina 2° = \° =1 e, para k > 1,

2k ’ 7
v ) B%, sek éimpar A = g2
= k—1 - ’

"7, se k é par

onde 8 € (0,1). Temos entdao z*¥ = \¥, se k é par e zF = (A\F)2 < M\*, se k é impar.
Além disso, N1 = (A\¥)2, para todo k > 1 e portanto,

||(35k+1,/\k+1)||oo B praz! _,
(@5, )12, (A2

Por outro lado, temos

$k+1

et 1, se k é impar.

([l

E possivel, entretanto, modificar o Algoritmo 1.1 de modo a transformé-lo em

um algoritmo puramente primal e ter convergéncia quadrética na sequéncia (2*)gcn.
Ao invés de calcular N1 = \* + y* | utilizamos uma estimativa \¥ = \(2*), onde \(-) é

uma inversa a direita de A(-). Em [4, Teorema 12.5] podemos encontrar tal abordagem.
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O algoritmo PQS, discutido aqui, pode ser interpretado de outro modo. Fa-

zendo & = \F + pF | a relacao (1.3) pode ser reescrita como

{ H(z*, \F)dk + V fo(2F) + A(zF)Ter =
A(zF)d* + f(zF) = 0,

que representa as condicoes de otimalidade do problema quadratico

minimizar fo(z*) + V fo(zF)'d + Ld" H (z*, \F)d

0
(PR sujeito a  A(z*)d + f(z*) = 0.

Podemos assim fazer uma releitura do algoritmo PQS e dizer que minimizamos a cada
iteragao um modelo quadratico da funcao objetivo fy, sujeito a linearizacao das res-
tricoes. Entretanto, neste modelo quadratico incorporamos na hessiana informacoes

sobre a curvatura das restrigoes.

E interessante notar que considerando em (PQY) o modelo
1
fo(@®) + V fo(z¥)Td + §dTV2f0(xk)d, (1.5)

isto é, a aproximacao de Taylor de segunda ordem de fj, o algoritmo nao funciona,

conforme nos mostra o exemplo seguinte.
Exemplo 1.5

Considere o problema [4, Exercicio 12.1]

2

minimizar fy(z) = —% + 2% (1.6)

sujeitoa  f(z) =23+ 22 —1=0,

0

cuja solugdo (tnica e global) é o ponto z* = ( ), com multiplicador correspon-

)
_VT= 3

utilizarmos (1.5) como modelo, o subproblema quadratico associado a (1.6) fica

dente \* = 1. Suponha que o ponto corrente seja x(d) = . Assim, se

2
minimizar —51 — dd; + 2d,

sujeito a  dd; — V1 — 02dy = 0,

(1.7)



Programacao quadratica sequencial 11

ja desconsiderando os termos constantes no modelo. Resolvendo as condi¢oes de KK'T

para (1.7), obtemos

2 262 52
h === ¢ d2:1—52_\/ﬁ'

T Vi

Para § suficientemente pequeno o ponto z(J) fica muito préximo da solugao z*. No

entanto, pode ser mostrado que
|2(6) + d — ™| = 2||z(6) — 27

Ou seja, mesmo estando o ponto corrente arbitrariamente préximo da solugdo, o passo
determinado por (1.7) aproximadamente duplica a distancia ao minimizador.
Vamos aproveitar este exemplo para calcular o passo verdadeiro de PQS,

solucao do subproblema

minimizar 3(d? + 2d3) — 6d; + 2d;

1.8
sujeito a  dd; — V1 — 62%dy = 0, (18)
que é o problema (PQY) com
k 1k 2 * 10
H(z", %) = Vi l(x(),\") = :
0 2
A solugao de (1.8) é o vetor
(V1—=62-2)0 [ V1—62
dpgs = 5 .
1446 )
Neste caso temos .
5(6) + dyes — 27| 1
[z(6) — =*||? 2’
o que estd em conformidade com o Teorema 1.3. n

A Figura 1.1 ilustra este exemplo, onde o conjunto vidvel estd representado
pela linha circular cheia, as curvas de nivel da funcdo objetivo pelas linhas tracejadas
ezt =12(6) + dpgs-
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Figura 1.1: O passo de “Pseudo” PQS para o Exemplo 1.5.

1.2 Globalizacao em PQS

Conforme vimos na secao anterior, a PQS pura gera uma sequéncia conver-
gente se o ponto inicial estiver préximo de uma solucao do problema. Entretanto,
para ser pratico, um algoritmo deve ser capaz de encontrar uma solu¢ao mesmo se
o ponto inicial estiver longe desta solucdo. Vamos discutir agora algumas formas de
modificar o algoritmo local de PQS, de modo a atender tal requisito. Chamamos isto
de globalizacao do algoritmo local. Para sermos mais precisos, vamos dar a seguinte

definicao.

Definicao 1.6 Um algoritmo ¢é dito globalmente convergente quando dada qualquer
sequéncia (z¥)rew, gerada pelo algoritmo, todos os pontos de acumulagio de (T%)pew

(se existirem) sao estaciondrios.

Observacgao. Muitas vezes a expressao convergéncia global é utilizada para expressar
que as sequéncias geradas pelo algoritmo tem pelo menos um ponto de acumulagao

estacionario.

Basicamente, existem duas técnicas de globalizacao: busca linear e regigo de
confianca. Em ambas o progresso obtido do ponto corrente x* para o préximo ponto
2**1 é normalmente medido com o auxilio de uma funcdo de mérito'. Para ser aceito,

0 passo deve provocar um decréscimo suficiente na funcao de mérito.

!Uma alternativa ao uso de funcdes de mérito para avaliar o passo foi introduzida por Fletcher e
Leyffer [17], com os chamados métodos de filtro. Os capitulos seguintes serdo dedicados ao estudo de
tais métodos.



Programacao quadratica sequencial 13

Diferentemente da otimizacao irrestrita, onde a prépria fungao objetivo é ade-
quada para avaliar a qualidade de um passo, aqui devemos também considerar a via-

bilidade. Uma fun¢do de mérito muito utilizada para o problema (Pg) é dada por

9o () = fo(x) + ol f(2)]], (1.9)

onde ¢ é chamado parametro de penalidade. E também popular como funcao de mérito

o lagrangeano aumentado de Fletcher, definido por

s (2) = fo(z) + M2)" f () + ol f ()], (1.10)

sendo que

Az) = (A@)A@)T) " A@)V fo(z)
é uma estimativa para os multiplicadores.

Para a discussao sobre as técnicas de globalizacao que faremos nas sec¢oes

seguintes, vamos considerar a func¢do de mérito definida por (1.9).

1.2.1 PQS com busca linear

Neste método calculamos em cada iteracdo, uma direcio de busca d*, resol-
vendo o sistema (1.3). Apés isto, determinamos, utilizando backtracking, um tamanho

de passo o € (0,1] de modo a satisfazer a condigdo de Armijo

P (2F + ayd®) < bg, (2¥) + g D (¢, (2*), d*), (1.11)

onde 17 € (0,1) e D(¢,,(z*),d") é a derivada direcional® da funcéo ¢,, no ponto z* e
na direcdo d*. Definimos entdo, zFt! = z*F + o d*.

Naturalmente, precisamos garantir que é possivel encontrar oy, satisfazendo a
condigdo (1.11), o que nao conseguimos se D(d,, (z¥),d*) > 0. O teorema seguinte

garante que, sob certas hipGteses, d* é uma diregao de descida para ¢, .

Teorema 1.7 Suponha que x* ndo seja ponto estaciondrio para o problema (Pg) e que

H(z*, \*) seja definida positiva no espago nulo de A(z*). Entdo D(¢,,(z*),d*) < 0,

para oy suficientemente grande.

Demonstragdo. [39, Teorema 18.3]. 0

2A funcdo ¢, apesar de ndo ser diferencidvel, tem derivadas direcionais [12, Se¢do 3.1.4].
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Apresentamos agora um algoritmo de PQS com busca linear onde a hessiana

H(z*, \¥) é aproximada por uma matriz By, definida positiva.
Algoritmo 1.8 PQS com busca linear

Dados: 17 € (0,3), 7 € (0,1), (z°,A°) € R" x R™, By definida positiva.
k=0
ENQuANTO V(2% \F) # 0

Resolva o subproblema quadritico (PQ;), obtendo uma solucao d*

Escolha oy, tal que d* seja diregdo de descida para ¢y,

o = 1

ENQUANTO ¢y, (2% + ayd®) > o, (a¥) + nowD (6, (a), d¥)
A = TOL

Fim

oF = 2% + apdF
AL — (A(xk+1)A(xk+1)T)_1 A($k+1)Vf0(:Ek+1)
Obtenha By 1, atualizando By por uma férmula quase-Newton
k=k+1
Fim.

Pode-se provar que o uso de busca linear garante a convergéncia global em
PQS. Veja, por exemplo, [4, Capitulo 15].

1.2.2 PQS com regiao de confianca

Quando resolvemos o subproblema (PQ?) para dar um passo em diregao ao
(esperado) minimizador de (Pg), estamos acreditando que o modelo seja representativo.
Como sabemos, as aproximacoes de Taylor de uma funcao sao boas quando estamos
perto do ponto em torno do qual elas foram tomadas. A estratégia de regiao de con-
fianca forca esta proximidade, acrescentando uma restri¢ao de bola ao subproblema, de
modo a limitar o tamanho do passo. Deste modo, passamos a trabalhar com o seguinte
subproblema

minimizar fo(z*) + V fo(2F)"d + 1d" Byd
(PQ5) sujeito a  A(z¥)d + f(2*) = 0,
ld]| < A,

onde By, 6 uma matriz simétrica, podendo ser H(z*, \¥).
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Se o passo d¥, obtido resolvendo-se o subproblema (PQ%¢), provocar um decrés-

cimo suficiente em uma funcao de mérito, definimos z**!

= ¥ + d* e atualizamos (au-
mentando ou deixando inalterado) o raio Ay para a préxima iteragao. Caso contrario,
rejeitamos o passo e diminuimos o raio.

Certamente, a inclusdo da restri¢do ||d|| < Aj torna o problema considera-
velmente mais dificil. Pior ainda, (PQ%°) pode ser incompativel se f(z*) # 0 e Ay
for muito pequeno. Note que nao basta aumentar o raio A, pois isto fere a filosofia
do método de regido de confianca quando o modelo nao é representativo. Na Figura
1.2 temos um caso de incompatibilidade, onde consideramos um problema em IR? com
apenas uma restricao. Nesta figura, o conjunto vidvel e a sua linearizacao estao repre-
sentados por linhas cheias, enquanto que as curvas de nivel da funcao objetivo sdao as

linhas tracejadas.

Figura 1.2: Incompatibilidade do subproblema (PQ5°).

Uma das possiveis abordagens para contornar este problema é descrita em [39]
e consiste em fazer uma translacao das restrigoes lineares de modo que o novo problema
seja compativel. Mais precisamente, devemos calcular um fk conveniente e considerar
o problema
minimizar fo(z*) + V fo(2*)Td + %dTBkd
sujeito a  A(zF)d + fr = 0,
[l < A
A abordagem que veremos é devida a Byrd [5] e Omojokun [40] e se baseia na

decomposi¢ao do passo em duas componentes, normal e tangencial. Em uma primeira

etapa vamos nos preocupar somente com viabilidade, resolvendo o subproblema normal
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minimizar ||A(z*)n + f(z*)]|

(PN;°) .
sujeito a  ||n]| < EAy,

onde £ € (0,1) é um pardmetro que serve para evitar que o passo normal chegue até a
fronteira da bola [|n|| < Ag. Isto é necessdrio para que esteja bem definida a préxima

etapa, que busca a otimalidade por meio do subproblema tangencial

minimizar fo(z*) + V fo(zF)'d + 1d" Byd
sujeito a  A(zF)d = A(x*)nk,
]| < Ay,

sendo que n* é a solugdo de (PN}°).
Fazendo d = n*+t e desconsiderando os termos constantes, podemos reescrever

o problema acima como

minimizar (V fo(z¥) + Bknk)T t+ 3t Byt
(PTre) sujeito a  A(zF)t = 0,

que também chamaremos de subproblema tangencial. Uma solucdo de (P7}°¢) serd
indicada por t*.

Naturalmente, esta decomposi¢do do passo pode ser usada quando (PQ7¢) for
compativel. Se {n | A(zF)n + f(z*¥) =0 e ||n|| < £Ax} é ndo vazio, existem infinitas
solucgoes para (PN[°) e tomamos neste caso a solu¢do de minima norma.

Na Figura 1.3 ilustramos a estratégia descrita acima nos dois casos, quando

(PQ}°) é e quando ndo é compativel.

Figura 1.3: Decomposicdo do passo em normal e tangencial.
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Tendo calculado o passo d* = n* + t*, resta ver se ele é aceito pelo critério de
decréscimo suficiente em alguma fungao de mérito. Neste estudo, vamos considerar a

que foi definida pela relagdo (1.9), retomada aqui por comodidade,

¢o(x) = fo(z) + ol f ()], (1.12)

sendo o o parametro de penalidade.

Um modelo conveniente para ¢, é dado por
Mo (d) = my(d) + o||A(z*)d + f(z*)]], (1.13)

onde
mi(d) = fola) + V fo(a)"d + Ld" By (1.14)

Note que o modelo (1.13) é obtido com a mesma filosofia que usamos para
construir o subproblema quadratico a partir do problema original, isto é, tomamos um
modelo quadratico para a funcao objetivo e um modelo linear para as restri¢oes, sendo
que no modelo quadratico incorporamos informagoes sobre a curvatura das restricoes.

A reducao verdadeira na funcao de mérito é
ared = ¢, (z%) — ¢, (2 4 d*),
enquanto que a reducao predita pelo modelo é definida por
pred = my(n*) — my(d*) + o (IIf ()| = |A@")n* + f(")]) -

Esta definicao de pred envolve as redugoes preditas nos passos normal e tangencial,
quando resolvemos (PN[°) e (PT}°), respectivamente. No primeiro, o progresso é

medido entre 0 e n*, j4 no segundo a reducio é avaliada entre n* e d¥ = nF + t.

Temos agora os ingredientes para apresentar um algoritmo de PQS com regiao

de confianga, para resolver o problema (Pg).
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Algoritmo 1.9 PQS com regido de confianca

Dados: 11 € (0,3), 00 >0, Ag > 0, (2% A\°) € R" x IR™, B, definida positiva.
k=0
ENQuUANTO V/(zF, \F) # 0
Calcule o passo normal n*, resolvendo (PN}¢)
Calcule o passo tangencial t*, resolvendo (PT}°)
d¥ = nF 4+ t*
Escolha oy,
ared = ¢, (2*) — ¢ (z* + d*)
pred = my(n¥) — me(d*) + o (| F(@)]| — [ A*)n* + £(2)])
se ared > n pred,
k= gk 4 gk
Escolha Agiq > Ay
AL — (A(xkﬂ)A(ka)T)*l Az )V fo (k1)

Obtenha By.1, atualizando By por uma férmula quase-Newton

k=k+1
senao

A

Ay =

Fim.

Um estudo detalhado sobre PQS com regiao de confian¢a pode ser encontrado

em [12, Capitulo 15], onde se estabelece a convergéncia global do método.

Vimos neste capitulo alguns conceitos relacionados com PQS. No aspecto de
convergéncia local, discutimos a relacao entre PQS e o método de Newton. Por outro
lado, vimos que o uso de func¢bes de mérito para avaliar o passo permite estabelecer
a convergéncia global do método. O proximo capitulo apresenta outra estratégia de

globalizacao para PNL: os métodos de filtro.



Capitulo 2

Algoritmos de filtro: uma teoria

geral de convergéncia

Este capitulo traz o resultado principal da nossa pesquisa. Propomos uma
teoria geral para os chamados Métodos de Filtro, que sao algoritmos iterativos aplicados
na resolugao de problemas de Programagcao Nao Linear (PNL). A idéia é apresentar um
algoritmo com uma grande liberdade para o cdlculo do passo, desde que se cumpra uma
condicao afirmando que préximo de um ponto vidvel nao estaciondrio, a funcao objetivo
“cai bastante”. Formalizamos esta condicao na Hipotese H4, adiante. Provamos que
o algoritmo proposto tem convergéncia global e em seguida apresentamos duas formas
de calcular o passo, de modo a satisfazer tal condicao.

Os problemas de PNL que consideramos aqui sao da forma

minimizar fo(z)
(P) sujeito a  fe(xz) =0
fI(x) 0,

IN

onde as fungoes f; : R" — IR, i € {0} U& UZ, sdo continuamente diferencidveis.
Os conjuntos de indices £ e T se referem as restricoes de igualdades e desigualdades,
respectivamente.

Um algoritmo para resolver o problema (P) deve lidar com dois objetivos
normalmente conflitantes: reduzir a fun¢ao objetivo e obter viabilidade. Como os algo-
ritmos abordados aqui sao iterativos e aceitam pontos inviaveis ao longo das iteracoes,

vamos considerar a funcdo f* : IR™ — IR™, dada por

(g) = fi(z) se i €&
fi (@) { max{0, f;(z)} se i €T,

19
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e definir uma medida de inviabilidade A : IR®™ — IR por

h(z) = 1@l (2.1)

onde || - || é uma norma arbitriria e m é a cardinalidade de £ UZ. A funcdo h é uma
medida exata de inviabilidade, no sentido de que um ponto z é viavel se, e somente se,
h(z) = 0.

Tradicionalmente, f; e h sao combinadas em uma tunica fun¢ao, como nos
métodos que usam fungao de mérito, discutidos brevemente no Capitulo 1, nos métodos
de penalidade, Lagrangeano aumentado e também nos métodos de restauragao inexata
[32, 33], entre outros.

No entanto, apesar de muito bem estabelecidos, tais métodos sofrem de um
sério problema, que é a manipulacao do parametro de penalidade. Dependendo do valor
deste parametro o algoritmo pode recusar uma solugao 6tima ou, por outro lado, ficar
bastante lento. Outro ponto desfavordvel estd na nao diferenciabilidade de algumas
fungoes de mérito classicas.

Ao invés de combinar objetivo e inviabilidade em uma unica func¢ao, Fletcher
e Leyffer [17] resolveram trabalhar separadamente com estes dois objetivos, como é
feito na otimizacdo multi-critério, com prioridade para a reducdo da inviabilidade, ja
que no final devemos obter um ponto vidvel. Suas idéias deram origem aos Métodos
de Filtro para globalizacao em PNL. Esses métodos sao baseados em Programacao
Quadratica Sequencial (PQS) e caracterizados pelo uso do conceito de domindncia,
segundo a regra:

y é dominado por z se, e somente se,

foly) = folx) e h(y) = h(z).

A idéia dos métodos de filtro é interferir o minimo possivel nas iteragoes de
PQS, mas de modo a induzir a convergéncia. Além disso, evitar o uso de parametro de
penalidade e serem menos restritivos que os métodos que utilizam fun¢ao de mérito.

Basicamente, um algoritmo de filtro define uma regiao proibida, armazenando
pares (fo(z7), h(z?)), escolhidos convenientemente das iteragoes anteriores. Um ponto
tentativo é aceito quando nao for dominado por nenhum elemento do filtro.

A Figura 2.1 ilustra o conceito de filtro, onde a regiao proibida aparece ha-

churada'. Esta regido fica determinada pelos seus vértices, isto é, pelos pares (fy, h
g

INa realidade, a regido proibida est4 em IR™ e é obtida pela pré-imagem daquela pela funcio
z € R™ = (fo(x), h(r)), mas continuaremos utilizando este abuso de linguagem.
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representados pelos pequenos circulos. Também estao indicados? nesta figura um ponto

aceitdvel z e um ponto proibido y.

7

h

v

Figura 2.1: O conceito de filtro.

Esta idéia simples precisa, no entanto, ser refinada para que o algoritmo resul-
tante tenha propriedades de convergéncia global. Sem a inclusao de certas salvaguardas,
poderiamos ter uma sequéncia de pontos se acumulando na vizinhanca de um ponto
(fo, h) do filtro, com h > 0. Uma sugestao para contornar este problema foi dada pelos
préprios autores Fletcher e Leyffer [17] e consiste em criar uma pequena “margem”
em torno da regiao proibida, na qual os pontos também serao considerados proibidos.
Na Figura 2.1 esta margem ¢ delimitada pela linha tracejada. Sua funcao é similar
aquela da reducao suficiente, exigida para as fun¢oes de mérito. Formalizando, dada

uma constante « € (0, 1), diremos que um ponto z é aceitdvel quando
fo(x) < fo(z?) — ah(a?) ou h(z) < (1 — a)h(2?),

para todo par (fo(z?), h(z’)) do filtro3.

As idéias de filtro nao se limitaram as introduzidas por Fletcher e Leyffer [17].
Nos trabalhos de Chin e Fletcher [9] e Fletcher, Leyffer e Toint [18] o filtro foi aplicado
no contexto de Programacdo Linear Sequencial (PLS) com regido de confianca e a

convergéncia global para o método foi estabelecida.

No caso de PQS, a convergéncia global foi obtida por Fletcher, Leyffer e Toint

*Vamos utilizar um abuso de notagdo, indicando por @ o par (fo(z), h()).
3Na verdade, sdo os pares (fo, h) = (fo(z’?) — ah(2?), (1 — a)h(z’)) que vamos armazenar no filtro.
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[19], exigindo a solucao exata dos subproblemas quadriticos. Sem esta exigéncia, ou
seja, trabalhando apenas com solugbes “aproximadas” dos subproblemas (no sentido
de ser melhor que a solugdo de Cauchy), Fletcher et al [16] também estabelecem a
convergéncia global do método de filtro, utilizando uma técnica de decomposicao de
passo baseada nos trabalhos de Byrd [5] e Omojokun [40]. Outra abordagem do uso
de filtro, ainda baseada em PQS, foi proposta por Pu-yan Nie [38], que considera a
linearizacao das restricoes como uma penalidade no modelo quadratico ao invés de
uma restricdo no subproblema. O algoritmo resultante também tem propriedade de

convergéncia global.

Ulbrich, Ulbrich e Vicente [46] aliaram as técnicas de filtro aos algoritmos
de pontos interiores, e estabeleceram convergéncia global do algoritmo. Entretanto,
as entradas do filtro, ao invés da funcdo objetivo e medida de inviabilidade, sdao o

lagrangeano e uma medida de inviabilidade que envolve as variaveis primais e duais.

Gonzaga, Karas e Vanti [23] propuseram um algoritmo de filtro globalmente
convergente para programac¢ao nao linear baseado em restauracao inexata [32, 33].
Cada iteracao é composta de uma fase de restauracao, que reduz uma medida de
inviabilidade, e de uma fase de otimalidade, que melhora o valor da funcao objetivo

em uma aproximacao tangencial do conjunto vidvel.

De modo geral, os bons resultados dos algoritmos de filtro motivaram sua uti-
lizagdo na resolugdo de outros problemas. Gould, Leyffer e Toint [24] apresentam um
algoritmo de filtro multi-dimensional para resolucao de sistemas de equagdes nao linea-
res. A dimensao do filtro esta relacionada ao niimero de equagoes do problema. Gould,
Sainvitu e Toint [25] estendem as idéias de filtro multi-dimensional para problemas de

minimizagao irrestrita.

Karas, Ribeiro, Sagastizdbal e Solodov [29] aplicaram as técnicas de filtro ao
método de feixes proposto em [44], para a resolucdo de problemas de otimizagio convexa

nao diferencigvel.

As idéias de filtro também foram utilizadas por Gomes [21] para definir um
critério de aceitacao de passo que combina filtro e funcao de mérito em uma funcao de
meérito linear por partes, dando origem a um critério mais tolerante que a funcao de

mérito.

Vamos agora apresentar nosso algoritmo geral de filtro, discutindo em seguida

condicoes que garantam sua convergéncia global.
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2.1 O algoritmo

O algoritmo apresentado abaixo estd colocado de uma forma bem genérica,
sem especificar o critério de parada e a forma de obtencao do passo. Este é justamente
o objetivo deste trabalho: um algoritmo geral com uma grande liberdade para o célculo
do passo. Veremos que se uma determinada condigao for satisfeita, o algoritmo tera
propriedade de convergéncia global. Discutiremos adiante duas formas de calcular o

passo que cumprem tal condicao.
Algoritmo 2.1 Filtro geral

Dados: z° e R", Fo =0, Fo =0, a € (0,1).
k=0
REPITA
(For ) = (fola*) = ah(a*), (1 - a)h(a*)).
Defina os conjuntos Fi, = Fj, |J {(fo, h)} e
Fi=F U{z e R*| fo(z) > fo, h(z) > h}.
Passo:
SE z¥ é estaciondrio, pare com sucesso
SENAO, calcule z*t! ¢ F,.
Atualizacao do filtro:
SE fo(z™*") < fo(2),
Fyi1=Fy, Frpo=Fk (iteracdo fo)
SENAO,
Fop1=Fyy Fror =Fi (iteragao h)
k=Fk+1.

No inicio de cada iteracao, uma regiao proibida é determinada pelo filtro. Esta

regiao é composta de uma parte permanente, denotada Fy, e outra parte temporaria,
{o €R" | fo(@) = fo, hlw) 2 b},

que se tornard permanente caso a funcio objetivo ndo diminua de z* para z**!. Neste

caso, o par (fo, h) é incluido no filtro.

As Figuras 2.2 e 2.3 ilustram (no plano f; X h) uma iteracdo completa do
algoritmo, assim como o filtro para a proxima iteragao, onde, por abuso de notagao,
indicamos = = (fo(z¥), h(z*)) e zt = (fo(z**!), h(z*")). Na Figura 2.2 a iteracio
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é do tipo fo e consequentemente o par (fo, iz) nao ¢ incluido no filtro para a préxima
iteragdo. A regiao proibida é toda a parte hachurada, sendo que a parte amarela
é temporaria e deixa de ser proibida para a iteracao seguinte. Ja na Figura 2.3 a
iteragao é do tipo h, o par ( fo, iz) é incluido no filtro e a regidao proibida temporaria

passa a ser permanente.

v
v

Figura 2.2: Uma iteracao fy e o filtro para a préxima iteracao.

v
v

Figura 2.3: Uma iteracao h e o filtro para a préxima iteragao.
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2.2 Convergéncia global do algoritmo de filtro

Para estabelecer a convergéncia vamos supor que o algoritmo gera uma sequéncia

infinita (7%)ren em IR™ e que sdo satisfeitas as seguintes hipdteses.

H1 As fungdes fi(-), i = 0,1,...,m, sGo duas vezes continuamente diferencidveis,

com derivadas primeiras lipschitzianas.
H2 A sequéncia (z¥)ren permanece em um conjunto convero e compacto X C IR™.

H3 Todo ponto de acumulacdo vidvel Z € X de (x*)rew satisfaz a condicio de quali-
ficagdo de Mangasarian-Fromovitz, a saber, os gradientes V f;(Z), i € £, sdo linear-
mente independentes e existe uma dire¢cdo d € IR" tal que Ag(Z)d =0 e Az(Z)d < 0,
ondeZ={ieT]| fi(z)=0}

H4 Dado um ponto vidvel nao estaciondrio x € X, existem M > 0 e uma vizinhanca

V de 7 tal que se ¥ € V, entdo
fo(a®) = fo(z"*1) > Muy,
onde vy, = min{l,min{ﬁj | (f,h) € Fk}}
A Hipdétese H1 significa que existe uma constante L > 0 tal que

IVfoly) = Vi)l < Lly — x|, (2.2)

para todos z,y € IR". A Hip6tese H2 é comum em problemas com restri¢coes de desi-
gualdades e pode ser garantida adicionando restri¢oes de caixa ao problema. A condigao
de qualificacao assumida em H3 é usual no contexto em que estamos trabalhando. J4 a
Hipétese H4 define uma importante variavel que chamaremos de altura do filtro. Nesta
hip6tese temos a esséncia da demonstracao de convergéncia do algoritmo. Provaremos
adiante que existem algoritmos para PNL que satisfazem esta hipdtese.

A Figura 2.4 ilustra a altura do filtro vy bem como a variavel
Hy = min {1, min {7 | (f§, 1) € B, f§ < fo(a")} }, (2.3)

chamada de folga do filtro em z*, que foi introduzida em [23]. Esta tltima também
serd utilizada neste trabalho.
As primeiras consequéncias das hipéteses H1-H4 e da construgdo do algoritmo

estao reunidas nos seguintes lemas.



Algoritmos de filtro 26

>

o

Figura 2.4: A altura e a folga do filtro, vy e Hy.

Lema 2.2 Suponha que sejam satisfeitas as Hipoteses H1-Hj. Dado k € IN, sdo

vdlidas as sequintes afirmagoes:
(i) Propriedade da inclusdo: Fy C Fpy1-
(ii) x**P & Fp\1, para todo p > 1.
(#i) Pelo menos uma, das duas condig¢oes abaizo, é satisfeita:

1. fo(z**1) < fo(a*) — ah(z®),
2. h(z*1) < (1 — a)h(z").

(iv) h > 0 para todo par (f h) € Fy.

Demonstracdo. A primeira afirmacao segue diretamente do critério de atualizacao do
filtro. Por (i) e pela definicio de F, temos Fry1 C Frip C Frip 1. A segunda
afirmagdo segue entdo de z¥*P ¢ F.., 1. A terceira é imediata, pois zF*! ¢ F.

Finalmente, note que se h(z*) = 0, utilizando (i), obtemos

fo(@**1) < fo(z*) — ah(z*) = fo(a"),
ou seja, uma iteracao fo. Assim o par ( fo, i~z) pode ser incluido no filtro somente se

h,(xk) > (), caso em que h > 0. Isto prova a quarta afirmagcao. 0

Para os lemas seguintes vamos considerar o conjunto das iteragoes h, isto €,

iteracoes nas quais o filtro cresce, definido por
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Ko = {k € N| (fo(z*) — ah(zF), (1 — a)h(z¥)) é adicionado ao filtro} . (2.4)

Lema 2.3 Suponha que sejam satisfeitas as Hipoteses H1-H/ e que o conjunto K, seja
infinito. Entdo
h(z*) %3 0.

Demonstracdo. Basta provar que dado § > 0, o conjunto
K={keK,|hn")>d}

é finito. Dado k£ € IN, denotemos (fo(xk),h(:vk)) por (fé“,h’“). Temos entdo que, no
plano (fo, k), a bola B((f§,h¥),ad) estd inteiramente contida na regido proibida pelo
filtro permanente, para todo & € K. Suponha, por absurdo, que para algum § > 0
o conjunto K seja infinito. Pelas Hip6teses H1 e H2, todos os termos da sequéncia
(f(f, h’“)ke,C pertencem ao conjunto compacto fo(X)xh(X). Portanto, podemos extrair
uma subsequéncia convergente ( fx hk) keky K1 C K, o que implica na existéncia de

indices j, k € K1, 7 < k tais que

(78, 5%) = (£, 07)|| < a0,

contradizendo o fato de que (fé“, hk) é aceito por (fg, hj). 0

Lema 2.4 Suponha que sejam satisfeitas as Hipoteses Hi1-H4. Considere x € X um
ponto ndo estaciondrio. Entdo existe k € IN e uma vizinhanca V de  tal que se k > k
e xk €V, a iteracdo k é do tipo fo, isto €, k & K,.

Demonstracao. Caso x seja viavel, a Hipotese H4 garante que existe M > 0 e uma

vizinhanca V de z tal que se z¥ € V, entdo
fo(@¥) = fo(z*th) > My,

Pelo Lema 2.2(iv), temos v > 0. Portanto, fo(z*™!) < fo(z¥), ou seja, uma iteragao
fo- Considere agora o caso em que Z € invidvel e suponha, por absurdo, que exista um
conjunto infinito K C K, tal que z¥ 5 z. Como h é continua, temos h(z*) 5 h(z).
Por outro lado, o Lema 2.3 garante que h(z*) %5 0. Portanto h(z) = 0, contradizendo

o fato de T ser invidvel. O
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Noés agora podemos apresentar um dos dois principais resultados deste traba-

lho?, onde estabelecemos a convergéncia do Algoritmo 2.1.

Teorema 2.5 Suponha que sejam satisfeitas as Hipoteses H1-Hj. Entdo a sequéncia

(2F)rew tem um ponto de acumulagdo estaciondrio.

Demonstragdo. Considere o conjunto K, definido em (2.4). Caso K, seja infinito,
existem K; C K, e T € X tais que 2" 4 7, pois, pela Hipétese H2, (%) pe € limitada.
Pelo Lema 2.4, T deve ser estacionario. Agora o caso em que IC, ¢ finito. Entao existe
ko € IN tal que toda iteracao k > ky é do tipo fy. Assim (fo(a:k))k>ko é decrescente e
por H1 e H2 é também limitada. Consequentemente

f()(.’l?k) — f0($k+1) — 0. (25)

Além disso, pela construcao do algoritmo, Fy = Fj, para todo k > ky. Portanto, a

sequéncia (vg)gen, definida na Hipdtese H4, satisfaz
Vg = U > 0, (2.6)
para todo k > ky. Se o conjunto
Ky = {k € N | ah(z¥) < fo(z¥) — fo(z"*")}

é infinito, usando (2.5), concluimos que h(z*) %2 0. Caso contrério, o Lema 2.2(1i1)
garante a existéncia de k; € IN tal que h(z**!) < (1 — a)h(z*) para todo k > kq, o que
implica h(z*) — 0. De qualquer modo, (2*),en tem um ponto de acumulagio vidvel z.
Afirmamos que Z é estaciondrio. De fato, seja K o conjunto de indices tal que z* K 7.
Se T nao fosse estacionario, concluiriamos, usando a Hipdtese H4, que existem ky € IN
e M > 0 tais que

fo(a®) = fo(z"+) > Muy,

para todo k € K, k > ks, 0 que juntamente com (2.6) contradiz (2.5). 0

Como vimos acima, a Hip6tese H4 é essencial na prova de convergéncia do
algoritmo. Esta hipdtese é semelhante a que foi introduzida por Gonzaga, Karas e
Vanti [23] e lembra o critério de Polak [41] para convergéncia global de algoritmos. Na

realidade, enfraquecemos a condi¢ao de decréscimo assumida em [23], utilizando vy ao

40 outro é o Teorema 2.13, que garante que a HipStese H4 é satisfeita.
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invés de Hj, (veja (2.3) e a Figura 2.4). Certamente esta é a hipétese mais forte feita

aqui e precisa ser justificada. Este é o propésito da proxima secgao.

2.3 Algoritmos internos para a obtencao do passo

Veremos agora dois algoritmos que satisfazem a Hipdtese H4. Um deles foi
proposto em [23] e segue as idéias de Restauracdo Inexata de Martinez [32] e Martinez
e Pilotta [33]. O outro algoritmo calcula o passo por PQS e integra a contribuigao

original deste trabalho.

2.3.1 Restauracao Inexata

Aqui a obtencdo do passo é feita em duas fases: dado o ponto corrente z*,
a primeira fase reduz a medida de inviabilidade®, obtendo um ponto z*, ndo proibido
pelo filtro, tal que h(z*) < (1 — a)h(z*), onde « € (0,1) é uma constante. Se z* nao
for estaciondrio, a segunda fase procura reduzir o valor da fun¢ao objetivo em relacao
a z¥. Uma estratégia de regido de confianca é aplicada em torno de z* para controlar
o tamanho do passo. Nesta fase o passo é dado em uma aproximacao tangencial do
conjunto vidvel, para ndo perder demais o ganho em viabilidade obtido na primeira
fase.

Do mesmo modo como em [32, 33|, as fases de viabilidade e otimalidade sao

mais independentes em relagao a outros métodos de decomposicao de passo.

Fase de viabilidade. Para esta fase podemos utilizar um algoritmo que diminua
h, obtendo (a partir de um ponto invidvel z*¥) um ponto ndo proibido z*, tal que
h(z¥) < (1 — a)h(z*). A menos que h(-) tenha um ponto estaciondrio invidvel, caso
em que o método para com insucesso, é possivel executar esta fase com terminacao
finita. De fato, pelo Lema 2.2(iv) temos vy > 0, onde vy é a altura do filtro, definida

na Hipd6tese H4.

Fase de otimalidade. Se z* nio for estaciondrio, a segunda fase tem por objetivo
encontrar um ponto z* + ¢¥, nao proibido, que produza uma reducao suficiente em fo,

com relacdo a z*. Este passo é dado no conjunto linearizado

L) ={F+teR" | Ae(2")t =0, fr(2*) + Az(")t < fF(2")} (2.7)

5Se z¥ for vidvel, entdo 2% = z*.
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para que a reducao da inviabilidade, obtida na primeira fase, nao seja muito prejudi-
cada. O algoritmo proposto em [23] para o passo de otimalidade usa regiao de confianga

e busca uma solucao do problema quadratico

minimizar m(z* +t) = fo(2F) + Vfo(2*)"t + 57 Byt
(PTy) sujeito a  2F +t € LY(2F)
1t < A,

onde B; é uma matriz simétrica.
Algoritmo 2.6 Passo de otimalidade.

Dados: 1 € (0,1), Apin > 0, 25 & Fry A > Apin.
REPITA
Encontre ¢, solu¢do “aproximada” do problema (PTy)
Calcule ared = fo(2F) — fo(2F + ta) e pred = my(2F) — my(2F + ta)
SE 2F + A ¢ Fi, E ared > 1 pred,
th =ta
Lkl — gk gk
A = A, pare com sucesso
SENAO,
A=A/2.

No Algoritmo 2.6, a solugao “aproximada” significa um ponto que forneca uma
reducao no modelo tao boa quanto a reducao obtida pelo ponto de Cauchy, que esta na
direcdo do gradiente projetado. Prova-se em [23] que a sequéncia gerada pelo Algoritmo

2.1 com restauracao inexata satisfaz a Hipétese H4.

2.3.2 Programacao Quadratica Sequencial

Apresentamos aqui um algoritmo de PQS para o cédlculo do passo, que também
é feito em duas fases. Na primeira fase calculamos um passo de viabilidade satisfazendo
a linearizagao das restri¢oes, que visa reduzir a medida de inviabilidade. Em seguida
damos um passo tangencial com o propédsito de produzir um decréscimo no modelo
quadrético. O algoritmo proposto se baseia naquele apresentado por Fletcher et al [16],
que por sua vez segue as idéias de Byrd [5] e Omojokun [40]. Aqui, diferentemente
do que é feito em restauraciao inexata, a regiao de confianca é tomada em torno de
z¥. Na Secdo 2.3.3 faremos um estudo comparativo mais detalhado entre essas duas

abordagens, evidenciando as semelhancas e diferencas.
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O calculo do passo. O passo é calculado por meio do subproblema quadratico com

regiao de confianca

minimizar my (2 + d)

(PQ%) sujeito a  a*F +d € L(z*)
ld]l < A,
onde )
my(2¥ + d) = fo(aF) + V fo(a*)'d + idTBkd, (2.8)

com Bj simétrica, e

L(z*) = {z" +d € R"| fe(2F) + Ag(2¥)d = 0, fr(a*) + Az(z*)d < 0} . (2.9)

Passo de viabilidade e compatibilidade de (PQ’%). O passo de viabilidade nk
deve satisfazer as restri¢des de (PQ’%) e visa reduzir a medida de inviabilidade. Uma

forma de calcular n* é dada por
nF = Py(a¥) — 2F,

onde Py é a projecao ortogonal no conjunto Ly def L(z*). No entanto, ndo faremos uso
desta escolha especifica, mas sim de uma condi¢ao que garanta uma certa eficiéncia
na fase de viabilidade. Esta condicdo estd formalizada na Hipétese H5, adiante. Além
disso, esse passo s6 pode ser bem aproveitado se estiver suficientemente dentro da
regiao de confianca, de modo que haja espaco para o passo tangencial. Vamos entao
exigir que

[n*| < €A, (2.10)

onde & € (0,1) é uma constante. Quando L; # 0 e a relagio (2.10) for satisfeita,
diremos que o subproblema (PQ%) é compativel.

Para o que segue vamos definir
2F = 2F 4+ n¥ (2.11)
o ponto obtido na fase de viabilidade. Note que, usando (2.8) e (2.11), temos

my(2%) = mp(z® +n*) = fo(aF) + V fo(aF)TnF + %nkTBknk. (2.12)
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Passo tangencial. No caso em que o subproblema (PQ;%;) ¢ compativel, esperamos
uma redugao razoavel do modelo no passo tangencial ta, solu¢do (aproximada) do

problema quadratico

minimizar (V fo(z¥) + Bknk)Tt + 2tT Byt
sujeito a  Ag(z*)t =0
fr(xF) + Az(zF)(n* +1) <0
In* + | < A,

(PT;)

que é, a menos de um termo constante, equivalente a (PQ"%) com d = nk +t.

Fase de restauragdo. Se o subproblema (PQ’$) nao for compativel, o algoritmo
chama um procedimento de restauracdo com o objetivo de obter um ponto z**! ¢ F,.

Isto pode ser feito resolvendo-se o problema

minimizar h(z)
z € R"

Y

onde a funcdo h é a medida de inviabilidade definida em (2.1).

A Figura 2.5 ilustra uma iteracao completa do algoritmo, onde consideramos
um problema em IR? com uma restricio de igualdade. O conjunto vidvel e a sua
linearizacao estao representados por linhas cheias, enquanto que as curvas de nivel da
funcao objetivo sao as linhas tracejadas. Também representamos nesta figura a regiao
de confianca {z* + d | ||d|| < Ay} (circunferéncia maior) e a bola definida por (2.10)
(circunferéncia menor), que limita o tamanho do passo de viabilidade para garantir

uma reducao razoavel do modelo no passo tangencial.

Figura 2.5: Uma iteracao de PQS.
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Podemos agora resumir a discussao acima no seguinte algoritmo para o calculo

do passo.
Algoritmo 2.7 Cdlculo de z**! ¢ Fi

Dados: zF € R", F, Amin > 0, A > Apin, ¢, € (0,1), 7 € (0,1), v € (0,1).
SE L, =0,
faca uma restauracio obtendo ¥t ¢ Fy.
SENAO
calcule o passo de viabilidade n*
REPITA (enquanto o ponto z**! nio for obtido)
SE ||n*|| > €A,
faca uma restauracio obtendo ¢t ¢ F.
obtenha By, simétrica
SENAO,
calcule o passo tangencial ta e defina da = n* +ta
ared = fo(z%) — fo(z* + da) e pred = my(a*) — mp(a* + da)
SE {z¥ + da € i} oU {pred > ¢, (h,(az’“))2 E ared < npred}
A =~vA
SENAO
Pt =2k + da
obtenha By, simétrica
A=A

O Algoritmo 2.7 foi inspirado no algoritmo de filtro com PQS proposto por
Fletcher et al [16]. Entretanto, existem algumas diferencas que salientamos agora.
Uma delas é que aqui o célculo do passo é separado do algoritmo principal de filtro,
apresentado na Secao 2.1. Isto facilita o estudo das propriedades do passo, deixando
o algoritmo principal e a prova de convergéncia em um formato mais limpo. Outra
diferenca reside no raio da regiao de confianca. Cada vez que o Algoritmo 2.7 é chamado
para calcular o passo, é tomado um raio inicial A > A, onde Ay > 0 é uma
constante. Este recurso nido é usado em [16], criando uma dificuldade na prova de
convergéncia do algoritmo: préximo de um ponto vidvel nao estaciondrio se precisava
garantir que o passo normal era muito menor que o passo tangencial. Para contornar

esta dificuldade, eles impoe uma condicao do tipo

[n* || < cAlt, (2.13)
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com ¢ > 0 e p € (0,1), para aceitar o passo normal e proceder com o célculo do passo
tangencial. Se a condi¢do acima nao for satisfeita, o subproblema (PQ"%) é considerado
incompativel e o algoritmo recorre para uma fase de restauracao com o proposito de
obter um novo ponto nao proibido pelo filtro, satisfazendo (2.13).

No algoritmo que propomos, esta condi¢do é substituida pela relagdo (2.10),
In*[| < €A,

onde £ € (0,1) é uma constante. Esta exigéncia é comum nas abordagens de decom-

posicao de passo que estamos considerando.

Observacoes. Representamos por da o passo tentativo obtido quando o raio da regiao
de confianca é A > A,. Deste modo, o ponto z*! pode ser calculado de duas maneiras:
através de uma restauragio ou por zF™! = z* + da,. O passo tentativo da pode ser

recusado pelo algoritmo em duas situacoes:
¥ +da € Fy (2.14)

ou
pred > ¢, (h,(ack))2 e ared < n pred, (2.15)

casos em que o raio da regiao de confianga é reduzido e um novo passo é calculado.
Assim, para que o passo da seja aceito, nao basta passar pelo critério do filtro. Ele
deve também garantir um decréscimo suficiente na funcdo objetivo quando a reducao
predita pelo modelo for mais significante que a violagao das restrigoes. Em particular,
se todos os iterandos forem vidveis, a primeira desigualdade em (2.15) serd sempre
verdadeira, pois n* = 0 neste caso. Além disso, se ared > 1 pred, entdo z* + da ¢ F.
Deste modo o critério de aceitagdo do passo fica apenas ared > n pred e o algoritmo

se reduz a um método classico de regiao de confianca irrestrito.

Para estabelecer o nosso resultado, isto é, que a Hipotese H4 é satisfeita quando
o Algoritmo 2.1 é aplicado ao problema (P) e o passo é obtido pelo Algoritmo 2.7, vamos
introduzir uma funcao que serd utilizada como medida de estacionaridade. Dados

z,z € X e o conjunto £(z) definido em (2.9), chamaremos o vetor

d°(z,2) = Przy (2 = Vfo(z)) — 2 (2.16)
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de direcao do gradiente projetado e usaremos a funcao ¢ : IR" x R" — IR, dada por

d°(z, z)

o(z,2) = =V fo(z) m,

(2.17)
como medida de estacionaridade. De acordo com [23] temos que em um ponto vidvel
Z, as condigbes de KKT sdo equivalentes a d“(Z,z) = 0. Além disso, se Z nao é
estaciondrio, vale ¢(Z,T) > 0.

A direcao do gradiente projetado dada acima se baseia em uma dire¢ao in-
troduzida por Martinez e Svaiter [35] para definir uma nova condi¢ao de otimalidade,
chamada de propriedade AGP (Approximate Gradient Projection), que fica entre KKT
e Fritz-John. Esta propriedade é satisfeita por minimizadores locais de problemas de

otimizacao com restri¢oes, independentemente de condigoes de qualificacao.

Hipéteses relacionadas com o Algoritmo 2.7. Vamos assumir que sao satisfeitas

as seguintes condicgoes.
H5 Emiste uma constante ¢, > 0 tal que anH < cnh(xk), para todo k > 0.

H6 Se o subproblema (PQ'S) for compativel, entdo a redu¢do do modelo no passo

tangencial satisfaz
my(2%) — me(2F +1a) > mp(2¥) — my (25 +1°),

com t¢ = argmin {my (2% + Ad§) | || 2% + Ad§ — 2*|| < A, X >0}, d = M

' ' s T lde(ak, 20|
H7 As hessianas By, sdo uniformemente limitadas, isto €, existe uma constante 3 > 1
tal que ||Bg|| < B, para todo k > 0.

A Hipdtese H5 significa que o passo de viabilidade deve ser razoavelmente
escalado em relacdo as restricoes. Em particular, n* = 0 quando z* é vidvel. Esta
hipétese é discutida com mais detalhes em [32], onde é apresentado um algoritmo de
viabilidade satisfazendo tal hipétese. A Hipétese H6 diz que o passo tangencial deve

ser pelo menos tao bom quanto o passo de Cauchy generalizado, t°.

Os lemas que seguem constituem os degraus para chegarmos ao teorema prin-
cipal. No primeiro lema fazemos uma estimativa da medida de inviabilidade antes e

depois de dar o passo tentativo.
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Lema 2.8 Suponha que sejam satisfeitas as Hipoteses H1-H3 e que (PQ;%;) seja com-

pativel. Entdao existe uma constante cp, > 0 tal que
h(z") < e A e h(xF 4+ da) < cpA?,
onde da € o passo tentativo obtido no Algoritmo 2.7.

Demonstracao. Pela equivaléncia de normas, podemos considerar, sem perda de ge-
neralidade, a norma do méaximo na definicdo de h, dada em (2.1). Temos entao
h(z*) = |fi(z*)| para algum i € &, ou h(z*) = fi(z¥) para algum ¢ € Z. Utili-
zando as relacoes (2.9) e (2.11), juntamente com a desigualdade de Cauchy-Schwarz,

obtemos
h(z*) = |fi(@®)| = | = V(") 0| < |V fi(®)| |||

no primeiro caso, e
h(xk) = f,(ack) < —Vfi(xk)Tnk < HVf,(xk)H anH

no segundo caso. Pelas Hipéteses H1 e H2 mais o fato de que (PQ’%) é compativel,

podemos garantir que existe uma constante c¢; > 0 tal que

h(z*) < ¢ A, (2.18)
Por outro lado, lembrando que da satisfaz as restrigées de (PQ’%), temos:
fi(@® +da) = fi(a®) + V fi(2*)Tda + %dzw fi(@F +0pdp)da = %dzw fi(@F +0rda)da
se1 €&, ou
filz"+da) = fi(z")+V fi(mk)TdA+%d£V2 fi(@® +0pdn)da < %dgw fi(@" 4+ 0pda)da,

se 1 € Z, onde 6, € (0,1). Deste modo, como h(z* + da) = |fi(z* + da)| para algum
i € £ ou h(z* + da) = fi(z* + da) para algum ¢ € Z, podemos concluir, usando H1 e
H2, que existe uma constante ¢y > 0 tal que

h(z" +da) < e (2.19)

Portanto, definindo ¢, = max {¢1, ¢} e utilizando (2.18) e (2.19), completamos a de-

monstragao. O
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O proximo lema avalia o quanto o modelo e a funcao objetivo podem piorar

quando é dado o passo de viabilidade.

Lema 2.9 Suponha que sejam satisfeitas as Hipdteses H1-H3, H5 e H7. Dado T € X

vidvel, ezistem N > 0 e uma vizinhanca Vi de T tais que se zF € V;, entdo

(i) |mk(x’“) - mk(zk)‘ < Nh(zF).
(1) |f0(:vk) - fo(zk)| < Nh(z*).
Demonstragdo. Seja ¢, = max {||V fo(z)|| | z € X}. Por (2.12) temos
1
mk(zk) = mk(ack) + Vfo(.Tk)Tnk + §nkTBkTLk.
Assim, usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, H5 e H7, obtemos

[V Ao 1] + 3 1Bell ][
g [[n*]| + 38|n"|

cycnh(z®) + 18c2 (h(ac’“))2

[ (%) — m (2F))|

ININ TN

Como h(z) = 0 e h é continua, podemos tomar uma vizinhanga V; de Z tal que se
z* € V1, entdo
1 2
5,80721(/1(:5’“)) < ¢ enh(x¥)
e consequentemente
i (2%) — my(2%)| < 2¢4¢nh(3F).

k

Por outro lado, pelas HipSteses H1 e H2, V f; é continua e 2%, z* estao em um compacto.

Portanto existe L > 0 tal que

fo(a®) = fo(2) < L||2* — 2¥|

bl

que juntamente com H5 fornece
|fo(a®) — fo(2¥)| < Lenh(a").

Tomando N = max {2¢,c,, Lc,} completamos a demonstracao. 0

Vamos agora provar que os decréscimos do modelo e da funcao objetivo sao
grandes quando estamos perto de um ponto vidvel ndo estaciondrio e o filtro nao
atrapalha. O primeiro lema considera apenas o passo tangencial, enquanto que o

segundo olha para o passo inteiro (de viabilidade e tangencial).
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Lema 2.10 Suponha que sejam satisfeitas as Hipoteses HI-H3, H5-H7 e que (PQ;%)
seja compativel. Dados T € X widvel ndo estaciondrio e 7 € (0,1), considere V;
a vizinhanca dada no Lema 2.9 e Apnin a constante dada no Algoritmo 2.7. FEntao
existem A, € (0, Apin], € > 0 e uma vizinhanga Vo C Vi de T tais que se 2k eV, eta

¢ 0 passo tentativo tangencial obtido no Algoritmo 2.7, temos

(i) my(2F) — my(2F 4+ ta) > ¢A, para todo A € (0,4,].

(i5) my(2F) — my (2% +ta) > €A, para todos A, A’ tais que A" < min {A, A,}.
(ii) fo(z*) — fo(z% 4+ ta) > 7 (me(2%) — my(2F + ta)), para todo A € (0,4,).

Demonstracgdo. Seja ( =1 — &, onde & é a constante dada em (2.10). Usando H6, (2.8)
e (2.11) temos

me(2F) — mp(2F +ta) > my(2F) — me(2F + 1)
> my(2F) — my(2F + CAdY)
= Vfo(zF)Tnk + n’c Bink — V fo(a%)T (nF + CAd)
—1(n*+ CAdC) By (nF + CAdS)
~ (A [ V fo(zk)7de — n*T Bds — —CAdCTBde]
que por H7 e (2.17) implica
my(2%) = my (28 +ta) > CA [ z* k) — anH B - —CAB] (2.20)

Como Z é vidvel e ndo estaciondrio, a fun¢do continua ¢, definida em (2.17), satisfaz

©(z,7) > 0. Seja V; C V; uma vizinhanga de T tal que

o(z,2) > z¢(z,2), (2.21)

para todos z,z € Vi. Pela Hipétese H5 temos 2% — 2*|| < cph(a*), o que permite
considerar uma vizinhanca V5 C V; tal que se zF € Vs, entdo 2*¥ € V;. Além disso,
podemos restringir V5, se necessario, e escolher Ag € (0, A tal que se 2% € V, e
A € (0,AY], entdo

o] 6 + 508 < jo(@,2). (2.22)

Portanto, combinando (2.20), (2.21) e (2.22), obtemos

mi(4) — my(2* + 1a) > 1C(@ 7)A,
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1
se ¥ € Vo e A € (0,AY]. Isto demonstra (i) para A, < Ad e &= ZC(p(i, 7). Analoga-

mente, como A’ < A, temos

mi(2%) — my(2F + 1°)
mg(2%) — mg (2% + CA'dS)
N [—v fo(z*)Tds — n¥" Byds — L¢A'ST Byde]

me(2%) — me(2* +ta)

v v

Deste modo, se =% € V5, podemos usar (2.21), o fato de que A’ < A, e (2.22) para
concluir que
my(2%) — my(2F 4+ ta) > EA’,

donde segue (ii). Para demonstrar (ii7) note que, pelo Teorema do Valor Médio,
ared; & Jo(ZF) = fo(Z" +ta) = =V fo (2" + 0ta) ta,
sendo 6 € (0,1). Por outro lado,
pred © mg(2F) — my (2 + ta) = =V fo(a*)Tts — n*" Byta — %tsztA-

Deste modo, usando (2.2) e H7, obtemos

‘(Vfo(mk) - V.]CO(ZIc + otA))TtA + TLkTBktA + %tsztA
L||z% — 2% + 0tal| [[tall + B||n*|| ltall + 28 [|tal®
L|[n¥|| A+ LA? 4 B||nk|| A + 18A2

(L+B) ||n*]| A+ (L + 38) A%

lared,x — pred,x|

IA A

Podemos restringir a vizinhanca V5, se necessério, e tomar A, < Ag de modo que se
zF e Ve A € (0,A,], entao

(L+,3~)anHS1—ﬁ . (L—I—%ﬂ)ASl—ﬁ’
¢ 2 ¢ 2

e consequentemente, usando (%),

ared,x — pred < (L+B) ||n*||A+ (L+38) A? -

pS A <

ared,,k ‘

pred,x pred,,x

completando a demonstracao. 0
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Lema 2.11 Suponha que sejam satisfeitas as Hipoteses HI-H3, H5-H7 e que (PQ;%)
seja compativel. Dados x € X widvel nao estaciondrio e 0 < n < n < 1, considere a
constante v dada no Algoritmo 2.7, a vizinhanca Vy e a constante A, dadas no Lema
2.10. Entdo existe uma vizinhanca Vi C Va de T tais que se zF € Vi e ta € o passo

tentativo tangencial obtido no Algoritmo 2.7, temos
(i) mg(x®) —me(2® +ta) > ¢4,
(it) fo(z®) — fo(2* +ta) > n (me(zF) — me(2* + ta)),

para todo A € [y2A,, A).

Demonstracdao. Sejam N e ¢ as constantes dadas nos Lemas 2.9 e 2.10, respectivamente,
T= 72; Te V3 C V5 uma vizinhanca de z tal que
nTn

1
Nh(z) < min {5672Ap, TﬁényAp} , (2.23)

para todo z € V3. Assim, se z¥ € V3 e A € [y*A,, A,], podemos aplicar os Lemas 2.9
e 2.10 para concluir que

‘mk(xk) — mk(zk)| < Nh(z*) <

1
mk(x’“) — mk(z'c +1ia) = mk(x’“) — mk(zk) + mk(zk) — mk(zk +1ia) > 56A.

Isto demonstra (i). Para demonstrar (i7) vamos aplicar novamente os Lemas 2.9 e 2.10,
obtendo

| fo(z®) — fo(2")| < Nh(z*) < miiey*A, < mied <7 (fo(2") = fo(2* + ta))
e consequentemente

fo(@*) = fo(2* +ta) = fo(a®) = fo(2*) + fo(2*) = fo(2* +ta)

> (1—1) (fo(z%) — fo(2*F +ta)). (2.24)

Estes mesmos lemas também implicam

my(z*) — my(2¥) < Nh(z¥) < 78920, < 76A <7 (my(2F) — ma (2" +t4)) -
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Portanto

mp(2F) —mp (2% +1ta) = mp(a®) — mi(2¥) + mp(2F) — me (2% +ta)

< (1 +7) (me(2F) — my(2F +ta)) (2.25)

Deste modo, se ¥ € V3 e A € [y?A,, A,], podemos usar (2.24), Lema 2.10(711) e (2.25)

para obter

fola®) = fo(z" +1a) = (L—7)i (mi(2*) — mi(* +1a))

(1—7)n k k
> _
N (mk(:c ) — mg (2" + tA))
= 0 (mx(z*) —me(* +1a))
completando a demonstragao. 0

Para os dois ultimos resultados vamos utilizar a folga do filtro Hy, definida em
(2.3). Provaremos primeiro que, perto de um ponto vidvel ndo estaciondrio, a recusa

de um passo se deve ao fato de que a inviabilidade aumentou muito.

Lema 2.12 Suponha que sejam satisfeitas as Hipdteses H1-H3, H5-H7 e que (PQ’5)
seja compativel. Dado T € X wvidvel ndo estaciondrio, considere as constantes v e A,
dadas no Algoritmo 2.7 e no Lema 2.10, respectivamente e a vizinhanc¢a V3 dada no
Lema 2.11. Entdo existe uma vizinhanca V C Vi de T tais que se ¥ € V e ta é o

passo tentativo tangencial obtido no Algoritmo 2.7, temos
h(zk =+ tA) 2 Hk,
para todo A € [Y2A,, A,] que foi recusado pelo Algoritmo 2.7.

Demonstracdo. Sejam «, 1, N e ¢ as constantes dadas nos Algoritmos 2.1 e 2.7 e nos

Lemas 2.9 e 2.10, respectivamente. Considere V' C V3 uma vizinhanca de 7 tal que

1
Nh(z) < =&v°A, e ah(z) < §n672Ap, (2.26)

N =

para todo z € V. Assim, se ¥ € V e A € [y*A,,A,], podemos aplicar o Lema 2.9

para concluir que

‘mk(ack) - mk(zk)‘ < Nh(z%) <
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que juntamente com o Lema 2.10 fornece

1
my () — my (2F + ta) > SCA > VA, (2.27)

Usando agora o Lema 2.11, (2.27) e a segunda desigualdade de (2.26), obtemos

fo(a®) — fo(2" + ta) 1 (my(z¥) — my(2F + ta))
3NEY°A,

ah(z*).

AVARAVARLY]

Como 2F +tx = 2F + nf + ta = 2% + da, podemos concluir imediatamente que

fo(z®) = fo(z*® + da) > n (mg(z*) — my (2" + da))

fo(z* +da) < fo(2*) — ah(z").

Se além disso o passo tentativo foi recusado pelo Algoritmo 2.7, devemos ter necessa-
riamente
h(2" +1ta) > Hy,

completando a demonstracao. 0

Vamos agora apresentar o outro resultado principal deste trabalho®: A Hipdtese
H/ ¢é satisfeita. Na realidade provaremos uma condicao suficiente para garantir a
Hipétese H4. Conforme vimos no Teorema 2.5, este resultado consiste na principal
ferramenta que permite provar a convergéncia do Algoritmo 2.1.

Para o que segue, lembramos que o conjunto Ly, é definido em (2.9) e definimos

o conjunto /C,, das iteragoes onde houve restauracao, por
Ke={keN|L,=0ou ||n*| >EA}. (2.28)

Teorema 2.13 Suponha que o Algoritmo 2.1 é aplicado ao problema (P), com o passo
obtido no Algoritmo 2.7, e que sejam satisfeitas as Hipdteses H1-H3, H5-H7. Dado
um ponto vidvel nao estaciondrio T € X, existem M > 0 e uma vizinhanca V de T tais
que se ¥ € V, entdo

fo(@®) = fo(z**1) > M/ Hy.

60 primeiro foi 0 Teorema 2.5, provado na Secdo 2.2.
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Em particular, como /Hy > vy, a Hipdtese Hj se verifica.

Demonstracdo. Seja £ um ponto vidvel ndo estaciondrio. Considere a vizinhanca V'
dada no Lema 2.12 e a constante A, dada no Lema 2.10. Sem perda de generalidade

podemos supor que

2 22 2
A, < min & o e (2.29)
cncn 2Ney 2cycp

sendo & a constante dada em (2.10), v e ¢, dadas no Algoritmo 2.7, ¢, dada na Hipétese
H5 e ¢,, N e ¢ dadas nos Lemas 2.8, 2.9 e 2.10, respectivamente. Pela Hipdtese H3,
podemos assumir que se ¥ € V, entdo L # (). Deste modo, o Algoritmo 2.7 comeca
com um raio A > A, e termina com o raio Ay = ¥y A, onde nr é o nimero de vezes
que o raio foi reduzido no loop do algoritmo.

Vamos considerar dois casos, sendo o primeiro A > v2A,. Neste caso, usando

a Hipdtese H) e restringindo a vizinhanca V' se necessério, temos
[n*]] < cah(z®) < €97A, < €A, (2.30)

o que significa que o Algoritmo 2.7 nao chama a fase de restauragao durante a iteragao
k, isto é, k ¢ K. Portanto, aplicando o Lema 2.10(%) com A’ = «?A,, obtemos

mi(25) — my(21) = my(2F) — me (2" +ta,) > Y%A, (2.31)
Por outro lado, pelo Lema 2.9(%), existe uma constante N > 0 tal que
|mk(xk) - mk(zk)‘ < Nh(z*). (2.32)
Podemos restringir novamente a vizinhanca V' se necessario, de modo que
Nh(z*) <

ey’ A, cp(h(:vk))2§ &y?’A, e h(zF) <1 (2.33)

DN =
DN | =

A primeira desigualdade em (2.33) junto com (2.31) e (2.32) fornece
e 1.
predy, & my(2%) — my (25 = my (%) = mi(2F) + my(2F) — mg(aF ) > 56’)/2Ap,

que implica predy > ¢, (h(ack))2 em virtude da segunda desigualdade em (2.33). Pelo

mecanismo do Algoritmo 2.7, temos entao que

ef 1 - 1 -
fo(@®) — fo(xF ) 2 aredy > n pred;, = EnC’y?Ap > 577072Ap Hy, (2.34)
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pois H < 1.
Considere agora o segundo caso, isto é, A, < v?A,. Neste caso, novamente
vamos analisar duas possibilidades. Na primeira vamos supor que h(z* + da) > Hy,

para todo A <A, tal que o passo tentativo da foi calculado. Como
A
—i <:’7[3p <:Z§nﬁn,
7
. . . 7 . . A Ak‘ k T
existiu o passo tentativo d = dx, obtido com o raio A = — e h(z* + d) > Hj. Por
Y

outro lado, pelo Lema 2.8, temos h(z* + J) < ¢,A2, donde segue que
A2 = ¢,y 2 A% > 2h(zF + d) > v Hy, > y?h(z¥) (2.35)

Usando a Hipdtese H5, (2.29) e (2.35), obtemos

CnCh

o] < eah(e*) < 25

A} < €Ay, (236)

o que significa que o Algoritmo 2.7 nao chama a fase de restauragao durante a iteragao

k, isto é, k ¢ KC,. Portanto, o passo ta, foi calculado e, pelo Lema 2.10(%), satisfaz
my(2") — me (") = my (%) — me(2F +ta,) > EA. (2.37)

Além disso, (2.32) continua vélida neste caso e junto com (2.29) e (2.35) fornece

Im(a*) — mi ()] < Nh(a*) < %Aﬁ < %mk. (2.38)
Combinando (2.37) e (2.38), obtemos

predy, = mg(z%) — my () = me(2®) — my (2%) + mp (%) — my () > %6Ak, (2.39)
que junto com (2.29), (2.35) e a tltima desigualdade em (2.33) implica

2

CpC
predy > ;—;Ai > cph(z*) > ¢y (h(2¥))".

Portanto, pelo mecanismo do Algoritmo 2.7, (2.35) e (2.39),

1 _ C
fo(xk) _ fo(karl) = ared, > n predy > 5770Ak > %\/Hk. (2.40)
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Vejamos agora a segunda possibilidade, ou seja, que existe A < yA, tal que o passo
tentativo da foi calculado e h(zF + da) < Hi. Sejam A o primeiro A com esta
_ A
propriedade e d = dx o passo tentativo obtido com o raio A = —. Afirmamos que
Y

h(z* +d) > H,. (2.41)

De fato, caso A < vA,, a defini¢ao de A garante a afirmacdo. Caso A > YA, temos
A € [y*A,,A,] e assim podemos aplicar o Lema 2.12, obtendo

h(z* +d) = h(z* +tz) > H,.

Assim, a desigualdade (2.41) é verdadeira. Procedendo agora de modo inteiramente

andlogo ao que fizemos acima e também no Lema 2.11, podemos mostrar que

cnA? > 4 Hy, > v2h(zF), (2.42)
def k k 1 4
predy = my(z") — my (2" +t3) > §CA, (2.43)
1 .
aredx o fo(@®) — fo(2F +t4) > npredy > 5776A (2.44)
e
areds > ah(z¥), (2.45)

onde o é a constante dada no Algoritmo 2.1. A definicio de A e (2.45) garantem
que z¥ + dz (= 2F +t4) ¢ aceito pelo filtro. Portanto, usando (2.44), concluimos que
zF + ds = 2zF1. Além disso, (2.42) e (2.44) implicam

ey

H
2\/@ k>

fo(a®) = foz" +15) > ncA>

isto €,
fo(a®) = fo(z™1) > % (2.46)

Como (2.34), (2.40) e (2.46) esgotam todas as possibilidades, definindo

.1 ney
M = A
min { 776")/ P 2 }

completamos a demonstracao. 0
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Apresentamos abaixo um estudo comparativo entre as duas abordagens discu-

tidas aqui.

2.3.3 Discussao comparativa

O objetivo desta secao ¢é destacar as principais semelhancas e diferencas entre
os algoritmos de filtro com restauragio inexata [23], que indicaremos por GKV, e filtro
com PQS, indicado por FPQS (Algoritmos 2.1 e 2.7). Conforme vimos anteriormente,
ambos satisfazem uma propriedade de convergéncia global, garantindo que pelo menos

um ponto da sequéncia gerada seja estaciondrio ([23, Teorema 2.7] e Teorema 2.5).

Obtencao do passo. Quanto a obtencao do passo, existem diferencas substanciais
entre GKV e FPQS. No primeiro, o passo é obtido usando as idéias de restauragao
inexata de Martinez [32] e Martinez e Pilotta [33], onde cada iteracdo é decomposta
em duas fases independentes. Existe uma certa liberdade para os algoritmos inter-
nos (viabilidade e otimalidade), desde que satisfacam hipGteses razodveis sobre a sua
eficiéncia. Por outro lado, o Algoritmo FPQS calcula o passo usando PQS com regiao
de confianca, também decompondo em passo de viabilidade e passo tangencial, mas de
modo similar aos métodos de Byrd [5] e Omojokun [40]. Neles a regiao de confianca
tem centro no ponto corrente z*, enquanto que em GKV o centro é o ponto z*, ob-
tido na fase de viabilidade. Neste ultimo, a vantagem esta no fato de que a fase de
viabilidade ndo é repetida quando se reduz a regido de confianca (pelo passo ter sido
recusado).

Na Figura 2.6 representamos uma iteracao de cada algoritmo. O conjunto
viavel estd representado pela linha curva cheia, enquanto que as curvas de nivel da
funcao objetivo sao as linhas tracejadas. Indicamos o ponto corrente por z, o ponto
obtido apds a fase de viabilidade e o ponto tentativo para GKV por z e z¢,, os passos de
viabilidade e tangencial e o ponto tentativo para FPQS por n, t e x}., respectivamente.
Note nesta mesma figura os conjuntos linearizados para cada algoritmo. Um deles é

definido por

L ={F+teR" | Ae(F)t =0, f2(z") + Az(z")t < £ (M)},

k

com as funcgoes calculadas em z*, e o outro por

Ly ={z"+deR"| fe(z") + Ae(a")d =0, fr(a*) + Az(a*)d < 0},

com as funcoes calculadas em z*.
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Figura 2.6: Comparacao entre GKV e FPQS.

Aproveitando a notagao da Figura 2.6, salientamos que o critério de regiao de
confianga, baseado nos valores ared e pred, avalia o progresso entre z e 5 no Algoritmo
GKYV e entre = e z}, para FPQS.

Convergéncia global para todo ponto de acumulagao. Uma observagao impor-
tante a respeito da convergéncia do Algoritmo GKV é que se pode obter um resultado
mais forte fazendo uma pequena modificacdo no critério de atualizacao do filtro no

Algoritmo 2.1, conforme descrito abaixo.

Atualizagdo do filtro: (¢ > 0 é uma constante)
SE fo(x*™1) < fo(z¥) — min{ (h(xk))Q,s},
Fopi=Fiy Fipr=Fi (iteragao fo)
SENAO,
Fopr=Fy, Fro=F (iteragdo h)

Com esta modificacao mais pontos podem ser incluidos no filtro, o que torna

o algoritmo mais restritivo. O seguinte resultado é provado em [23, Teorema 4.5].
Teorema 2.14 Todo ponto de acumulagdo da sequéncia (z*) é estaciondrio.

Acreditamos que isto também seja valido para o Algoritmo FPQS, mas este

assunto ainda é objeto de pesquisa no presente momento.

Um outro comentario que gostariamos de fazer, apesar de menos importante,

é que quando incluimos o par ( fo,iz) no filtro, pode acontecer que algum ponto ja
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existente seja dominado por este. E conveniente, mas nio necessario, eliminar os
pontos dominados. Isto evita que sejam feitas comparagoes desnecessarias quando
vamos testar se um ponto é proibido. Apresentamos nos Anexos uma subrotina para
fazer este teste sem ter que percorrer todos os pontos do filtro, supondo que eles estejam
ordenados pelas abscissas. Temos também uma subrotina para atualizar o filtro, que

elimina os pontos dominados e faz a referida ordenacao.

Neste capitulo foram abordados apenas os aspectos de convergéncia global dos
métodos de filtro, que embora sejam menos restritivos que os algoritmos que usam
funcao de mérito, podem sofrer do efeito Maratos. Isto significa que podem ser recu-
sados passos essencialmente bons, mesmo arbitrariamente proximos de uma solugao,
comprometendo a eficiéncia de tais métodos. No proximo capitulo estudaremos a con-

vergéncia local bem como uma técnica para evitar esse indesejavel fenomeno.



Capitulo 3

Estudo de convergeéncia local em

programacao nao linear

Discutimos nos capitulos anteriores algoritmos com propriedades de convergén-
cia global para resolver problemas de PNL. A convergéncia global de um algoritmo
¢ uma caracteristica importante, pois garante que um ponto estaciondrio pode ser
obtido, independentemente da escolha do ponto inicial. Entretanto, para fins praticos, o
tempo para que o algoritmo encontre a solucdo nao pode ser muito grande. Precisamos
portanto estudar a velocidade de convergéncia da sequéncia gerada pelo algoritmo.
Como os algoritmos discutidos aqui sao baseados no método de Newton, é razoavel
esperar que as boas propriedades de convergéncia (superlinear ou quadritica) sejam
herdadas. Para minimizacao irrestrita isto realmente acontece. Um algoritmo de regiao
de confianca, que utiliza a prépria funcao objetivo como funcdo de mérito, aceita
passos completos de Newton, assintoticamente. Este fato decorre de [12, Teorema
6.5.5]. No caso de minimizagao com restri¢oes, porém, isto nao ocorre. Algoritmos que
utilizam certas fungoes de mérito, como a definida em (1.9), bem como os algoritmos de
filtro, podem rejeitar passos completos de Newton, mesmo que o ponto corrente esteja
arbitrariamente proximo da solucao e que o passo seja muito bom. Este fenomeno,
conhecido como efeito Maratos [31], pode inibir uma répida convergéncia, esperada
para os métodos aqui abordados.

Estudaremos neste capitulo uma técnica para evitar o efeito Maratos, cha-
mada corre¢ao de sequnda ordem, que adiciona ao passo de Newton uma correcao com
o objetivo de promover um decréscimo na medida de inviabilidade. Antes, porém,

apresentaremos o cldssico exemplo, devido a Powell [42], do efeito Maratos.

49
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3.1 Efeito Maratos

O fenémeno conhecido como efeito Maratos ocorre quando o passo obtido na
resolucao do subproblema (PQ)y), definido na Segéo 1.1, é rejeitado mesmo que o ponto
corrente x* esteja arbitrariamente préximo de uma solucao z*. Uma situacio em que
isto ocorre é quando o passo provoca um aumento tanto na fun¢ao objetivo quanto na
medida de inviabilidade. Deste modo, se o critério de aceitacdo do passo utiliza, por

exemplo, a fun¢do de mérito (1.9), temos

b, (¥ + d¥) > ¢y, (2F),

o que significa que o passo d* é rejeitado. Isto implica na reducio do tamanho do
passo no caso de busca linear, ou na reducao do raio da regiao de confianca. Como
consequéncia, a convergéncia superlinear ou quadratica pode ficar comprometida.

O mesmo acontece com os algoritmos de filtro, ja que
fo(@F +d¥) > fo(aF) e h(z* + d¥) > h(2¥)

implicam que o ponto x* + d* é proibido.

Vamos agora ilustrar este fato com o conhecido exemplo de Powell.
Exemplo 3.1

Considere o problema

minimizar fo(z) = —x1 + 2(2? + 25 — 1)

3.1
sujeito a  f(z) =22+ 23— 1=0. (3.1)

, 1
E facil ver que a solugao (iinica e global) é o ponto z* = ( 0 ), com multiplicador

correspondente A\* = —2. A hessiana do lagrangeano é H(z, \*) = I.
. ok cos 0 .
Suponha que o ponto corrente (vidvel) seja z° = 0 e tome o multi-
COoS

plicador \*¥ = \* = —

fica

N[O

. Assim, o subproblema quadrético (PQy), associado a (3.1),

minimizar (cosf — 1)d; + (sin6)ds + 3(d} + d3)

. : (3-2)
sujeito a  (cos@)d; + (sinf)dy = 0,

sendo que desconsideramos os termos constantes no modelo. Resolvendo (3.2), obtemos

d*¥ =sin?f e d¥ = —sinfcos¥.
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Uma manipulagao algébrica nos fornece

fo(z* +d*) = —cos O +sin®0 > —cos § = fo(z*),
h(z* + d*) =sin?0 > 0 = h(z*),

se @ ndo é multiplo de 7. Isto significa que o passo d* nio pode ser aceito, considerando
os critérios discutidos acima.
Note que podemos tomar z* tdo préximo da solucio quanto desejarmos, bas-

tando para isso escolher |f| pequeno o suficiente. Além disso vale a relagdo quadrética

k _ .x|]2
||:zck—}-dk—:1c*||:1—(3059:7”3C 235 I ,

ou seja, o passo d* fornece um 6timo progresso em direcdo & solucio. 0

Este exemplo ¢ ilustrado na Figura 3.1, onde o conjunto vidvel esta represen-
tado pela linha cheia, as curvas de nivel da fungao objetivo pelas linhas tracejadas e
as curvas de nivel do lagrangeano pelas circunferéncias. O passo causou uma perda de

viabilidade e também provocou um aumento na funcao objetivo.

f(x)=0

Figura 3.1: Efeito Maratos para o Exemplo 3.1.

3.2 Correcao de segunda ordem

Uma das maneiras de contornar o efeito Maratos é tentar corrigir o passo de
Newton, quando este ndo for aceito, por meio de um outro (pequeno) passo, chamado

correcao de segunda ordem. O objetivo deste segundo passo é reduzir a inviabilidade,
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fazendo uma restauracao em z* + d*. Esta restauracao pode ser vista como um “passo
de Newton” para f(x) = 0 no ponto z* + d.

Para tornar precisas estas idéias, vamos retomar nosso problema de PNL

minimizar fo(z
(Ps) . o(a)
sujeito a  f(z) =0,

com fo: R" = R, f: IR" — IR™ duas vezes continuamente diferencidveis. Lembremos

também do subproblema quadratico associado

minimizar £(z¥, \F) + V0(z*, X)Td + 2d"H (2, \¥)d

(PQ) sujeito a  A(zF)d + f(z*) = 0.

Conforme vimos no Capitulo 1, resolver (PQy) é equivalente a resolver o sub-
problema
minimizar fo(z*) + V fo(2F)"d + Ld" H (¥, A\F)d
sujeito a  A(z*)d + f(z*) = 0,

cujas condicoes de KKT sao dadas por

H(k A A(xk)T] [dk]:_[Vfo(ggk)] (3.3)
A 0 ¢ CONNE |

sendo que o multiplicador &% pode ser tomado como M1,

O efeito Maratos surge porque a linearizacdo das restri¢goes ndo leva em conta
a curvatura, isto é, nao possui o termo quadratico. E possivel, portanto, que a apro-
xXimagao

f(a® +d¥) ~ f(aF) + A(2%)d?

nao seja confidvel, pois o erro (proveniente da curvatura das restri¢oes)
f@® +d*) = f(z*) — A(a®)a* = O(||d*|]*) (3-4)

pode ser muito grande.

Seria bastante razoavel se o erro cometido quando aproximamos f(z* + d*),
fosse o(||d*||?). Isto poderia ser obtido tomando-se os trés primeiros termos da apro-
ximacao de Taylor de f. Entretanto, além do altissimo custo computacional, o sub-

problema deixaria de ser um problema de programagao quadratica.
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k

~ . de modo que

Ao invés disso, vamos adicionar ao passo d* uma correcao d
f@® +d* +dg.) = o([|d*]1?). (3.5)

Entretanto, vamos exigir que esta correcao nao seja muito grande quando comparada
com o passo de Newton d*, j4 que ndo queremos perder suas boas propriedades de
convergéncia. A condicao

dk‘

S0oC

= O(|ld"|*) (36)

atende tal requisito. De fato, supondo (3.6) e
l2* + d* — 2| = O([|«* — z*||?),

temos
[d*]| < [|lz* + d* — z*|| + [|a* — 2*|| = O(||=* — z*|)),

e portanto
lo* + d* + dgoe — 27| < [la* + d* = 27| + [|dgoc ]| = O(l[2* = 27|P).  (3.7)

As relagbes (3.5) e (3.6) justificam o nome corre¢do de segunda ordem. O
indice “soc” vem do inglés: “second-order correction”.

Veremos agora algumas formas de se obter um passo de correcao de segunda
ordem. Para mais detalhes, citamos [12, Se¢ao 15.3.2.3].

Uma abordagem consiste em fazer uma restauracio a partir de z* + d*, resol-

vendo o sistema

f(@* 4+ dF) + A(a* + d*)dk . =0, (3.8)

e tomando a solu¢do de minima norma. Considerando a norma euclidiana, pode-se
mostrar [12, Secdo 4.4.2] que se A(z* + d¥) tem posto linha completo, entdo esta

solucao é dada por

dk

socC

= —A(z* + d*)T (A + d")A(F + d5)T) (o + ), (3.9)

ou, equivalentemente

I Ak +ay" [t ] 0
A(z* + d¥) 0 e L] flak +db)

SOC

(3.10)
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Note que (3.3) e (3.4) implicam
fa® +d*) = O(|ld"|?), (3.11)

e portanto, usando (3.9), concluimos que (3.6) ¢ satisfeita. Além disso o Teorema de

Taylor juntamente com a relagio (3.8) nos fornecem
F@* +d* +df,) = f(2* +d°) + A(a® + d")dg, + O(ldge.[I*) = O([ldeec]l).  (3.12)
Utilizando entdo (3.6), obtemos
f@* +d* + dg,) = O([ld*]|"),

o que implica (3.5). Assim a solu¢do de minima norma de (3.8) é de fato uma corregao
de segunda ordem.

Uma pequena variante desta abordagem reside na escolha de uma outra norma
ao invés da euclidiana. Por exemplo, tomando uma matriz H definida positiva e a
norma

z— ||z||; = VaTHz,
a relagao (3.10) fica

H At +ai)T | [ dh, | 0
A(z* + d¥) 0 e L] fak +d)

sSocC

, (3.13)

e novamente podemos concluir que esta solucdo é uma corre¢ao de segunda ordem.
Observe que (3.10) é um caso particular de (3.13), com H = I.

Em termos de custo computacional, o cdlculo de d% . através de (3.13) pode
ser muito caro, pois exige a avaliacdo da jacobiana das restricoes em x* + d*. Isto pode
comprometer a eficiéncia do algoritmo. Podemos, no entanto, conseguir um passo de
corre¢ao satisfazendo (3.5) e (3.6) aproveitando a jacobiana ji calculada em z*.

Para tanto, utilizamos a relagdo A(z*F + d*) = A(a*) + O(||d*||) em (3.12),

obtendo
Fa + d 4 dhy) = flab +d) + Alah)dhy, + O(dH)dE + O(lldE ), (3.14)

e escolhemos d*  como o vetor de minima H-norma satisfazendo

S0C

f(z¥ +d*) + A(=F)dE =0, (3.15)
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ou seja, tal que

H  A(zF)T dk . 0
= - (3.16)
A(z¥) 0 Adoc fla* +d¥)
Para escolhas convenientes da matriz H, como por exemplo H = [ ou

H = H(z* \*),! temos que a matriz aumentada em (3.16) tem inversa uniforme-
mente limitada em uma vizinhanga de uma solucao de (Pg), onde valem as condigoes
suficientes de segunda ordem. Deste modo, concluimos de (3.11) e (3.16) que

dio. = O(||d*[1%). (3.17)

S0C

Substituindo entdo (3.15) e (3.17) em (3.14), obtemos
F@* +d* + dg,) = O([ld*]]%), (3.18)

o que juntamente com (3.17) caracteriza d¥ . como uma correcio de segunda ordem.

soC
A Figura 3.2 ilustra o passo de corre¢ao de segunda ordem, definido por (3.16)

e H =1, para o Exemplo 3.1.

x+d

Figura 3.2: Correcao de segunda ordem para o Exemplo 3.1.

Pode-se provar que o uso de correcao de segunda ordem é efetivo para PQS
com busca linear [4, Proposi¢ao 15.7], para PQS com regiao de confianca e fungao de
mérito [12, Teorema 15.3.7], bem como em alguns algoritmos de filtro com busca linear
(8, 49].

YA matriz H = H(z*, \¥) pode nio definir uma norma, mas se for definida positiva no nicleo de
A(z"*), o sistema (3.16) estd bem definido.



Convergéncia local 56

Ulbrich [47] também prova convergéncia superlinear para métodos de filtro mas
sem o uso de correcao de segunda ordem. A estratégia estd na definicao do filtro, onde
as entradas sao o lagrangeano e uma medida de inviabilidade que envolve as variaveis

primais e duais.

3.3 Perspectivas

No presente momento, Gonzaga e Karas desenvolvem pesquisas para estabele-
cer resultados de convergéncia local para o algoritmo de filtro proposto em [23], baseado
em restauragao inexata. Um dos resultados garante que, sob certas hipdteses sobre a
fase de viabilidade, o algoritmo “puro”? de restauracdo inexata herda as propriedades
de convergéncia local Q-quadratica do método PQS.

O outro resultado refere-se a globalizagao usando filtro, incorporando passos
de correcao de segunda ordem para evitar o efeito Maratos e permanecer com as boas
propriedades de velocidade de convergéncia.

Usando outra técnica, Birgin e Martinez [3] provam convergéncia R-linear para
o algoritmo de restauragdo inexata. A convergéncia R-quadrdtica também é obtida,

com hipéteses mais fortes.

2Isto &, sem um critério de aceitacio de passo.



Capitulo 4
Resultados numéricos

Apresentamos neste capitulo resultados numéricos de um trabalho realizado
em co-autoria com a professora Elizabeth Karas do Departamento de Matematica da
Universidade Federal do Parana e com o professor Elvio Pilotta do Departamento de
Matematica da Universidade Nacional de Cérdoba, Argentina.

Este estudo computacional tem o objetivo de avaliar a performance do algo-
ritmo de restauracao inexata com filtro [23], bem como comparéd-lo com o algoritmo de
restauracio inexata com fung¢io de mérito [32, 33]. Também reportamos resultados com
o método de lagrangeano aumentado implementado no conhecido pacote LANCELOT
[11], descrito em [10]. Conforme salientado em [32, 33|, os algoritmos de restauragao
inexata devem ser aplicados levando-se em conta a especificidade do problema a ser
resolvido, pois, em virtude da liberdade para as fases de viabilidade e de otimalidade,
muitos problemas permitem que seja aplicado um algoritmo interno muito mais simples
e barato. Este é o caso dos “Hard-Spheres Problems’ (HSP), que descrevemos aqui e
usamos para os testes.

Os “Hard-Spheres Problems” constituem uma classe de problemas muito inte-
ressantes em matematica. Estes problemas desafiantes, com enunciado extremamente
simples, ji despertaram interesse em muitos matemaéticos respeitaveis (p. ex. Newton,
Hilbert, Gregory), mas muitos deles ainda permanecem em aberto. Além disso, eles
tem algumas relagoes com uma grande quantidade de problemas praticos em quimica,
biologia e fisica, veja por exemplo [13, 43]. Cada HSP pode ser parametrizado por dois
inteiros positivos, p e n. O problema consiste em maximizar a minima distancia (dois
a dois) entre p pontos em uma esfera do IR™ e pode ser formulado como um problema
de PNL n&o convexo, dificil e potencialmente com um grande niimero de pontos (néo
6timos) satisfazendo as condigbes necessarias de otimalidade. Temos assim um con-

junto de problemas indexados por p e n, que pode ser utilizado para testar algoritmos
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de otimizacao. Alids, isto ja foi feito no caso do ALBOX [30], um algoritmo de La-
grangeano aumentado que usa aproximacoes de Gauss-Newton das hessianas em cada

iteragao interna.

4.1 O problema “Hard-Spheres”

Considerando, sem perda de generalidade, que a esfera é unitdria e centrada
na origem, podemos formular diretamente este problema como
maxmin |y — ||
i£]

(4.1)
sujeito a ||y*]| =1, k=1,...,p,

onde y*, k=1,...,p sdo vetores em IR" e || - || é a norma Euclidiana.
A Figura 4.1 ilustra o problema “Hard-Spheres” no caso p=6en =2. A do
lado esquerdo representa uma solugao vidvel (ndo 6tima) e a do lado direito representa

uma soluc¢ao 6tima para o problema (4.1).

max{dist minima}

Figura 4.1: O problema “Hard-Spheres”, com p =6 e n = 2.

Usando as propriedades do produto interno usual (-,-), é facil ver que o pro-

blema (4.1) é equivalente a

minmax (y’, y’)
i#] (4.2)
sujeito a ||[v*]| =1, k=1,...,p.

Aplicando agora o cldssico truque para transformar um problema minimax em
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outro de minimiza¢ao, nés reduzimos (4.2) ao problema de PNL

minimizar &
sujeitoa  (y*,yF) —1=0, k=1,...,p, (4.3)
(' y7) —€<0, Vi

E neste problema que concentraremos nossa atencio. Ele tem (np+1) varidveis
que serdao representadas pelo vetor z = (y!,...,y?,£) em IR™™! e estd no formato do
problema (P), definido no Capitulo 2. A fun¢ao objetivo é fo(z) = £ e a fungao f, que

define as restricoes, é dada por

fk(x) = <ykayk> - ]-7 k= ]-7"'7p:

g Y (4.4)
fii(x) =" 97) — & i #7.

Antes de passarmos a discussao dos métodos para resolver o problema “Hard-
Spheres”, vamos salientar uma relacao com um outro famoso problema na area que
é o “Kissing Number Problem”. Neste problema o objetivo é determinar o nimero
maximo K, de esferas com raio unitario que tangenciam, sem sobreposicao, a esfera
S={z €R"||z|| =1}. Dados n e p, nao é dificil verificar que a distancia obtida na
solugdo do problema (4.1) é maior ou igual a um se, e somente se, IC, > p.

Na Figura 4.2 ilustramos o problema “Kissing Number” para n = 2. No
lado esquerdo representamos a solucao Ky = 6, enquanto que no lado direito temos
uma solucao 6tima do problema “Hard-Spheres” com p = 7 > Ky, caso em que nao

conseguimos fazer as sete esferas tangenciarem S, sem sobreposicao.

Figura 4.2: O problema “Kissing Number”, com n = 2.

Para alguns valores de n, o nimero K, é conhecido. No entanto ha outros

valores de n para os quais se conhece, ou se conjectura, apenas um intervalo que
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contém /C,. Esses valores ou limites sao apresentados na Tabela 4.1, obtida a partir de
[13] e [37].

n K

1 2

2 6

3 12

4 24

5 40-46
6 72-82
7 | 126-140
8 240

9 | 306-380
10 | 500-595
11| 582-915
12 | 840-1416

Tabela 4.1: Valores/limites conhecidos de /C,,.

4.2 Métodos de restauracao inexata

Nos métodos de restauragao inexata, propostos por Martinez [32] e Martinez
e Pilotta [33], cada iteracao é decomposta em duas fases. A primeira delas visa reduzir
uma medida de inviabilidade, enquanto que a segunda, chamada fase de otimalidade,
procura reduzir o valor da funcao objetivo em uma aproximagao tangencial do con-
junto vidvel. Na fase de otimalidade é aplicado um método de regido de confianga.
Entretanto o centro da regiao de confianca é o ponto obtido na fase de viabilidade
e nao o ponto corrente. A diferenca em relagdo aos métodos de PQS com regiao de
confianca esta no fato de que em restauracao inexata somente o passo de otimalidade é
recalculado quando se reduz a regido de confianga. Deste modo, as fases de viabilidade
e otimalidade se tornam mais independentes.

Nos métodos propostos por Martinez e Pilotta uma funcao de mérito é uti-
lizada para avaliar o passo. Gonzaga, Karas e Vanti [23], inspirados nas idéias de
Martinez e Pilotta, propuseram um algoritmo de restauracao inexata que usa filtro
como critério de aceitacao do passo. Eles também propoe, neste mesmo trabalho,

uma pequena modificacdo no critério de atualizacdo do filtro' e melhoram o resultado

LConforme discutido na Secio 2.3.3.
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de convergéncia, mostrando que todo ponto de acumulacao da sequéncia gerada pelo
algoritmo é estaciondrio.
Descrevemos em seguida algumas condigoes razodveis para cada fase destes

métodos.

4.2.1 Fase de viabilidade

Dado o ponto corrente z* € IR”™, o algoritmo calcula um ponto intermedidrio

“menos invidvel” zF € IR™, que deve satisfazer as seguintes condicdes

h(Z*) < (1 — a)h(zF) (4.5)

12 — 2" < Bh(a*) (4.6)

onde h é definida por (2.1) e a € (0,1) e 8 > 0 sdo parametros dados, independentes
de k. A condicdo (4.5) exige uma redugdo na medida de inviabilidade. J4 a condigao
(4.6) faz um controle no tamanho do passo de viabilidade. Em particular, impoe que

2% deve ser igual a =¥ se este for vidvel.

4.2.2 Fase de otimalidade

Vamos associar a cada ponto z € IR" o conjunto
L(z) ={z € R" | Ae(2) (z — 2) = 0, f1(2) + Az(2) (z — 2) < f{(2)} (4.7)

que é a linearizacdo do conjunto {z € R" | fe(z) = fe(2), fz(z) < ff(2)}. Em um
ponto vidvel z, L(z) é a linearizagdo do conjunto vidvel do problema (P).

O algoritmo de otimalidade deve encontrar z**! no linearizado L(z*), tal que
Jo(x* 1) < fo(2%) e o critério de aceitagao de passo seja satisfeito. Para calcular o ponto

tentativo de modo eficiente, podemos aplicar um algoritmo razoavel ao problema

minimizar fy(z)
sujeito a  x € L(zF)
lz — 28| < A,

onde A é o raio da regiao de confianca.
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4.2.3 Critério de aceitacao do passo

A diferenga essencial entre os métodos propostos em [23] e [32, 33] reside no
critério de aceitacao do passo. No primeiro se utiliza filtro, enquanto que no segundo
o progresso é medido por uma funcao de mérito. Deste modo, uma comparacao entre

as performances destes dois métodos parece bastante oportuna.

4.3 Implementacao

Usamos a solucao conhecida do problema “Kissing Number” tridimensional
para ajustar os parametros dos algoritmos a serem testados. Os testes foram feitos
com valores de p e n que podem ampliar ou reforcar as conjecturas existentes sobre os

valores de /C,,, apresentados na Tabela 4.1.

Fase de viabilidade. Pela especificidade do problema (4.3), podemos aplicar uma
fase de viabilidade simples, barata e que reduz a medida de inviabilidade para zero,
isto é, dado = = (y!,...,9?, &), obtemos facilmente um ponto z = (w!,...,w?, () que
satisfaca todas as restrigoes. De fato, basta definir

i

Z:”yz“’ i:l,...,p (S szax{<wiawj>a 275.7}
Y

w

Deste modo vemos que o uso dos “Hard-Spheres Problems” é conveniente para
testar os algoritmos, pois a fase de viabilidade, que normalmente é um ponto delicado

na implementacao, aqui é trivial.

Fase de otimalidade. Nesta fase usamos o conhecido pacote MINOS [36] para mini-
mizagao com restrigoes lineares. O problema a ser resolvido pelo MINOS consiste em
minimizar a variavel £ na intersecao do politopo definido pela linearizacao das restricoes

de (4.3) com a regido de confianca (caixa) em torno de z.

4.3.1 Experimentos computacionais

Com o prop6sito de comparar os algoritmos de restauragao inexata com filtro
e com funcao de mérito, resolvemos 30 problemas da familia HSP usando o algoritmo
original proposto por Gonzaga, Karas e Vanti [23] (Filtro A), a sua versdo modificada
(Filtro B) e o algoritmo proposto por Martinez e Pilotta [33] (IR). Também resolve-
mos os problemas pelo algoritmo de Lagrangeano aumentado implementado no pacote
LANCELOT [11], descrito em [10].



Resultados numéricos 63

Rodamos os quatro cédigos usando 50 pontos iniciais para cada um dos 30
problemas indexados por p e n. Os resultados estao apresentados nas tabelas que
seguem. Além disso, para facilitar a andlise dos resultados, dispomos as informacoes
em graficos de desempenho, de acordo com os introduzidos por Dolan e Moré [14].
Consideramos tempo de CPU, nimero de iteragoes internas e nimero de iteracoes

externas.

As Tabelas 4.2-4.4 listam os 30 problemas, com o nimero de varidveis, de
restricoes, uma informagao estatistica contendo a distancia minima entre dois pontos
(minimo, méximo e média) e o tempo de CPU (minimo, maximo e médio), usando
Filtro A, Filtro B, IR e LANCELQOT, representados nas quatro linhas de cada conjunto,

respectivamente.

As Figuras 4.3 e 4.4 mostram os desempenhos para o tempo de CPU. Na
Figura 4.3 temos os desempenhos dos quatro algoritmos. Em particular, IR resolve
90% dos problemas usando 2,34 vezes o tempo de CPU gasto pelo melhor algoritmo,
que neste caso é o Filtro A. LANCELQOT resolve todos os problemas usando em torno
de dez vezes o tempo de CPU gasto pelo melhor algoritmo. Por outro lado, a Figura

4.4 apresenta apenas os desempenhos das duas variantes do algoritmo de filtro.

As Tabelas 4.5-4.7 listam os 30 problemas, com o niumero de variaveis, de
restricoes e uma informacao estatistica contendo o nimero de iteracoes externas e
internas (minimo, maximo e média) usando Filtro A, Filtro B, IR, representados nas

trés linhas de cada conjunto, respectivamente.

As Figuras 4.5 e 4.6 mostram os desempenhos para o nimero de iteracoes
externas e internas, respectivamente. Aqui também temos um bom desempenho do fil-
tro. Em particular, IR resolve 80% (respectivamente, 70%) dos problemas usando 2,82
vezes (respectivamente, 2,52 vezes) o nimero de iteragGes externas (respectivamente,

internas) gasto pelo melhor algoritmo.

Os resultados obtidos aqui atestam uma boa performance da abordagem que
usa filtro, mas nao evidenciam uma diferenca significativa, pelo menos neste conjunto
de problemas, entre o algoritmo original de filtro (Filtro A) e a sua versdo modificada
(Filtro B).
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Problema, Distancia minima entre 2 pontos | Tempo de CPU em seg.

p ‘ var. ‘ restr. min. ‘ max. ‘ média | min. ‘ max. ‘ média
1.2155625 | 1.2155625 | 1.2155625 | 0.14 | 0.21 0.17

8| 25 36 || 1.2155625 | 1.2155625 | 1.2155625 | 0.14 | 0.21 0.17
1.2155625 | 1.2155625 | 1.2155625 | 0.13 | 0.40 0.32

1.2155657 | 1.2155657 | 1.2155657 | 0.31 | 0.74 0.48

1.1547005 | 1.1547005 | 1.1547005 | 0.17 | 0.29 0.21

9| 28 45 || 1.1547005 | 1.1547005 | 1.1547005 | 0.17 | 0.29 0.21
1.1547005 | 1.1547005 | 1.1547005 | 0.15 | 0.50 0.41

1.1547034 | 1.1547034 | 1.1547034 | 0.40 | 1.01 0.66

1.0514622 | 1.0914263 | 1.0886192 | 0.19 | 0.33 0.24

10| 31 55 || 1.0514622 | 1.0914263 | 1.0886192 | 0.19 | 0.33 0.24
1.0514622 | 1.0914263 | 1.0897560 | 0.24 | 0.67 0.50

1.0514656 | 1.0914302 | 1.0901244 | 0.43 | 1.70 0.89

1.0514622 | 1.0514622 | 1.0514622 | 0.25 | 0.39 0.33

11| 34 66 || 1.0514622 | 1.0514622 | 1.0514622 | 0.25 | 0.42 0.33
1.0514622 | 1.0514622 | 1.0514622 | 0.65 | 0.87 0.74

1.0514656 | 1.0514656 | 1.0514656 | 0.58 | 2.70 1.09

0.9472196 | 1.0514622 | 1.0493774 | 0.29 | 0.55 0.43

12| 37 78 || 0.9472196 | 1.0514622 | 1.0493774 | 0.29 | 0.55 0.41
1.0514622 | 1.0514622 | 1.0514622 | 0.80 | 1.08 0.91

0.9463826 | 1.0514766 | 1.0388557 | 0.60 | 1.70 1.12

0.9281797 | 0.9535789 | 0.9485253 | 0.30 | 0.57 0.41

13| 40 91 || 0.9281797 | 0.9535789 | 0.9485253 | 0.30 | 0.50 0.41
0.9463817 | 0.9564136 | 0.9510276 | 0.80 | 1.14 0.96

0.9427937 | 0.9564099 | 0.9502761 | 1.38 | 5.43 2.21

0.9087888 | 0.9338626 | 0.9279113 | 0.39 | 0.71 0.53

14 | 43 105 || 0.9087888 | 0.9338626 | 0.9279113 | 0.39 | 0.71 0.52
0.9161167 | 0.9338626 | 0.9323456 | 1.08 | 1.37 1.19

0.9025187 | 0.9338629 | 0.9299379 | 1.25 | 5.32 2.71

0.8745439 | 0.9026562 | 0.9006951 | 0.50 | 0.83 0.64

15| 46 120 || 0.8745439 | 0.9026562 | 0.9006951 | 0.48 | 0.83 0.64
0.8850043 | 0.9026562 | 0.9021272 | 0.69 | 1.73 1.39

0.8978196 | 0.9026516 | 0.9019241 | 1.92 | 5.67 3.75

0.8650118 | 0.8805741 | 0.8746946 | 0.60 | 1.03 0.77

16 | 49 136 || 0.8650118 | 0.8805741 | 0.8746946 | 0.60 | 1.03 0.76
0.8732431 | 0.8805741 | 0.8777909 | 0.55 | 1.84 1.55

0.8628557 | 0.8805793 | 0.8772524 | 2.13 | 7.00 4.23

0.8426190 | 0.8624449 | 0.8609066 | 0.63 | 1.13 0.91

17| 52 153 || 0.8426190 | 0.8624449 | 0.8609066 | 0.63 | 1.10 0.89
0.8437469 | 0.8624449 | 0.8617040 | 0.64 | 2.31 1.80

0.8399286 | 0.8624500 | 0.8604780 | 2.51 | 10.74 5.25

64

Tabela 4.2: Distancias minimas e tempo de CPU para n = 3 usando Filtro A, Filtro B,
IR e LANCELOT.
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Problema Distancia minima entre 2 pontos | Tempo de CPU em seg.

p ‘ var. ‘ restr. min. ‘ max. ‘ média | min. ‘ max. ‘ média
1.0351487 | 1.0637118 | 1.0614469 | 2.26 3.76 2.99

20| 81 210 || 1.0351487 1.063711 | 1.0609267 | 2.29 4.99 3.00
1.0351487 | 1.0637118 | 1.0625693 | 1.99 8.88 6.24

1.0351522 | 1.0637105 | 1.0609359 | 5.79 | 26.87 10.79

0.9936595 | 1.0282209 | 1.0224987 | 2.43 4.38 3.14

21| 85 231 || 0.9936595 | 1.0282209 | 1.0227355 | 2.32 4.35 3.20
1.0000000 | 1.0282209 | 1.0256053 | 2.61 7.60 5.65

0.9933378 | 1.0282218 | 1.0242247 | 9.78 | 44.45 21.34

0.9796009 | 1.0019895 | 0.9956077 | 2.36 5.98 3.67

22| 89 253 || 0.9833497 | 1.0019895 | 0.9959161 | 2.39 5.50 3.74
0.9868542 | 1.0019895 | 0.9990601 | 3.18 | 10.42 6.44

0.9825273 | 1.00119880 | 0.9956835 | 11.02 | 52.30 24.42

0.9713685 | 1.0000000 | 0.9837457 | 2.56 8.62 4.53

23| 93 276 || 0.9710819 | 1.0000000 | 0.9831386 | 2.59 7.32 4.45
0.9730502 | 1.0000000 | 0.9862260 | 3.42 | 10.84 7.18

0.9674813 | 0.9918568 | 0.9840495 | 12.44 | 65.33 31.48

0.9579707 | 1.0000000 | 0.9739830 | 3.30 8.71 5.12

24| 97| 300 | 0.9579707 | 1.0000000 | 0.9737856 | 3.32 9.28 5.20
0.9630490 | 1.0000000 | 0.9762215 | 4.38 | 14.77 8.50

0.9586866 | 0.9828733 | 0.9736303 | 14.75 | 83.83 38.52

0.9494635 | 0.9617108 | 0.9575574 | 3.72 9.30 5.66

25| 101 325 || 0.9480549 | 0.9617108 | 0.9576500 | 3.78 8.51 5.85
0.9548308 | 0.9619044 | 0.9589259 | 3.79 | 17.82 9.16

0.9473436 | 0.9616652 | 0.9574605 | 18.80 | 96.79 43.32

0.9364391 | 0.9583427 | 0.9485589 | 4.32 | 11.49 6.62

26 | 105 351 || 0.9364391 | 0.9583427 | 0.9491374 | 4.15 | 10.68 6.59
0.9363436 | 0.9583427 | 0.9506996 | 4.62 | 19.41 9.99

0.9383603 | 0.9583423 | 0.9506288 | 22.94 | 135.84 55.30

0.9277902 | 0.9406473 | 0.9349250 | 4.43 | 11.86 7.74

27 | 109 378 || 0.9277902 | 0.9389306 | 0.9348058 | 5.11 | 11.64 7.74
0.9293616 | 0.9406472 | 0.9364135 | 4.96 | 23.23 11.48

0.9274373 | 0.9387758 | 0.9352882 | 31.00 | 146.21 65.95

0.9123780 | 0.9301962 | 0.9236410 | 5.54 | 11.43 8.50

28 | 113 406 || 0.9123788 | 0.9301962 | 0.9238224 | 5.72 | 15.95 8.79
0.9148390 | 0.9300958 | 0.9247347 | 5.16 | 22.80 12.16

0.9168860 | 0.9302258 | 0.9247872 | 36.86 | 174.75 83.30

0.9021564 | 0.9207228 | 0.9148940 | 5.93 | 15.10 9.90

29 | 117 | 435 0.9021564 | 0.9209968 | 0.9145187 | 4.63 | 15.45 10.24
0.9085787 | 0.9210383 | 0.9160910 | 5.46 | 27.38 13.56

0.9068517 | 0.9212383 | 0.9148001 | 31.55 | 160.80 80.21

Tabela 4.3: Distancias minimas e tempo de CPU para n = 4 usando Filtro A, Filtro B,
IR e LANCELOT.
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Problema Distancia minima entre 2 pontos Tempo de CPU em seg.

p ‘ var. ‘ restr. min. ‘ max. ‘ média min. ‘ max. ‘ média
1.0047565 | 1.0190406 | 1.0122777 | 25.75 | 100.08 43.06

35| 176 630 || 1.0044725 | 1.0190031 | 1.0121760 | 22.41 78.05 44.76
1.0118353 | 1.0202388 | 1.0153848 | 67.54 | 201.59 | 102.26

1.0027761 | 1.0190191 | 1.0122799 | 144.26 | 835.69 | 379.40

0.9959127 | 1.0126686 | 1.0053548 | 30.89 | 119.33 52.43

36 | 181 666 || 0.9959127 | 1.0128296 | 1.0052988 | 27.84 | 113.92 53.02
1.0012557 | 1.0142040 | 1.0084049 | 77.53 | 163.33 | 110.00

0.9977374 | 1.0127487 | 1.0045874 | 127.28 | 670.49 | 343.48

0.9922334 | 1.0033574 | 0.9984867 | 31.05 81.82 53.86

37 | 186 703 || 0.9922334 | 1.0031985 | 0.9982152 | 32.50 | 104.10 53.63
0.9949556 | 1.0054290 | 1.0010692 | 86.09 | 218.34 | 125.36

0.9929753 | 1.0041514 | 0.9986303 | 136.80 | 968.82 | 449.49

0.9826614 | 1.0037492 | 0.9918239 | 32.75 | 167.94 62.87

38 | 191 741 || 0.9857376 | 0.9986589 | 0.9916255 | 38.52 | 136.68 63.03
0.9912413 | 1.0016036 | 0.9963429 | 99.67 | 395.94 | 149.08

0.9848350 | 1.0002300 | 0.9925158 | 183.91 | 1024.40 | 453.80

0.9770637 | 0.9928665 | 0.9865952 | 44.90 | 106.35 67.10

39 | 196 780 || 0.9776045 | 0.9928768 | 0.9868756 | 47.80 | 124.80 87.83
0.9847763 | 0.9937400 | 0.9899947 | 104.57 | 280.71 | 156.59

0.9979153 | 0.9919577 | 0.9864628 | 193.66 | 925.18 | 508.23

0.9736250 | 0.9887873 | 0.9822140 | 49.70 | 293.44 88.32

40 | 201 820 || 0.9703412 | 0.9887802 | 0.9815535 | 39.99 | 169.77 81.34
0.9778864 | 0.9923987 | 0.9849359 | 118.81 | 394.10 | 184.07

0.9714525 | 0.9881295 | 0.9811602 | 167.10 | 1319.65 | 588.87

0.9667732 | 0.9838715 | 0.9761358 | 52.35 | 441.97 | 103.04

41 | 206 861 || 0.9689059 | 0.9813675 | 0.9755642 | 49.75 | 193.66 89.28
0.9734068 | 0.9824129 | 0.9787404 | 130.51 | 403.71 | 197.84

0.9665506 | 0.9828632 | 0.9754543 | 236.51 | 1649.94 | 777.65

0.9595536 | 0.9781159 | 0.9693056 | 54.96 | 235.39 | 104.80

42 | 211 946 || 0.9595536 | 0.9781159 | 0.9694242 | 55.14 | 264.36 | 106.54
0.9660170 | 0.9796514 | 0.9720144 | 139.98 | 357.97 | 207.57

0.9638880 | 0.9746999 | 0.9697488 | 297.13 | 2527.59 | 775.10

0.9556184 | 0.9666692 | 0.9621177 | 59.56 | 270.20 | 107.77

43 | 216 946 || 0.9553271 | 0.9675972 | 0.9623982 | 72.24 | 266.27 | 111.07
0.9616707 | 0.9728198 | 0.9660902 | 157.15 | 406.32 | 237.52

0.9549450 | 0.9715040 | 0.9636488 | 331.96 | 1498.10 | 817.49

0.9518362 | 0.9611590 | 0.9573401 | 64.47 | 180.64 | 118.75

44 | 221 990 || 0.9514074 | 0.9609389 | 0.9570276 | 67.22 | 939.06 | 137.38
0.9556165 | 0.9691699 | 0.9606071 | 176.19 | 479.46 | 247.72

0.9513464 | 0.9721522 | 0.9580631 | 351.86 | 2513.80 | 1085.30

Tabela 4.4: Distancias minimas e tempo de CPU para n = 5 usando Filtro A, Filtro B,

IR e LANCELOT.
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Problema

[teracoes externas

Iteragoes internas

P ‘ var. ‘ restr.

min. ‘ max. ‘ média

min. ‘ max. ‘ média

12 20 14 27 40 31

81 25 36 11 19 14 26 39 31
10 39 31 22 71 o4

11 19 14 24 41 31

9] 28 45 11 19 14 24 41 31
10 40 32 22 71 26

10 19 13 23 39 29

10| 31 5} 10 19 13 23 39 29
14 39 33 28 69 96

11 17 13 25 35 29

11| 34 66 11 17 13 25 36 29
32 39 34 53 69 99

11 19 14 24 39 30

12| 37 78 11 19 13 24 39 29
32 40 35 92 68 o8

10 19 13 23 40 29

13| 40 91 10 17 13 23 37 29
32 41 36 93 71 61

9 18 14 22 37 30

14| 43 105 9 16 13 22 35 30
35 42 37 o7 71 62

11 19 14 25 38 31

15| 46 120 11 17 14 25 37 31
13 43 37 29 7 62

11 21 14 25 44 31

16 | 49 136 11 21 14 25 44 31
11 42 35 23 71 60

11 22 14 25 44 31

17| 52 153 11 17 14 25 37 30
10 46 36 21 7 61

Tabela 4.5:

68

Iteracoes externas e internas para n = 3, usando Filtro A, Filtro B e IR.
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Problema [teracoes externas Iteracoes internas
p ‘ var. ‘ restr. || min. ‘ max. ‘ média | min. ‘ max. ‘ média
13 24 17 28 46 34
20| 81 210 13 23 16 29 45 34
10 60 42 21 99 70
12 27 18 26 49 37
21| 85 231 12 26 18 26 47 37
15 58 41 30 92 68
13 30 18 28 54 37
22| 89 253 13 30 18 28 53 37
17 63 41 31| 111 69
13 26 17 28 50 36
23] 93 276 12 24 16 28 43 35
15 59 38 30 | 102 64
12 40 19 27 58 37
241 97| 300 12 40 19 27 66 37
19 68 40 33| 120 69
13 34 19 28 55 37
25| 101 325 13 35 19 28 o7 38
12 68 39 26 | 127 67
14 46 19 30 64 38
26 | 105 351 13 46 19 29 64 38
15 65 38 28 | 118 64
13 37 19 29 64 38
27 | 109 378 13 35 19 29 57 38
15 75 37 29 | 132 65
13 32 18 28 55 37
28 | 113 406 12 30 18 27 53 37
14 63 35 28 | 108 61
12 39 19 27 61 37
29 | 117 | 435 12 31 19 28 54 38
14 70 36 28 | 127 63
Tabela 4.6: Iteracoes externas e internas para n = 4, usando Filtro A, Filtro B e IR.
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Problema Iteracoes externas Iteragoes internas
p ‘ var. ‘ restr. || min. ‘ max. ‘ média | min. ‘ max. ‘ média
14 81 27 30 | 102 49
35| 176 630 13 48 26 29 72 49
66 | 129 82| 104 | 253 139
15 86 31 34| 113 53
36 | 181 666 15 78 31 33| 102 54
67| 104 81| 103 | 183 136
16 45 27 33 69 49
37 | 186 703 14 70 27 30 91 50
68 | 126 82| 106 | 237 139
15 95 31 32| 124 53
38 | 191 741 16 75 29 33 99 52
69 | 156 86| 108 | 335 148
17 49 28 35 78 51
39 | 196 780 20 49 31 48 | 111 72
70| 124 84| 106 | 231 142
19| 143 36 38 | 163 58
40 | 201 820 13 79 31 29 | 104 55
71| 139 86 | 110 | 284 149
16 | 158 37 31| 176 60
41 | 206 861 16 78 32 31| 102 57
70 | 147 87| 107 | 287 150
16 88 35 34| 111 58
42 | 211 946 16 98 36 34| 126 60
71| 114 86 | 108 | 216 146
15 91 31 32| 114 53
43 | 216 946 15 82 32 32| 105 55
72| 123 88 | 110 | 229 150
16 55 31 33 82 54
44 | 221 990 19| 264 36 37| 283 60
74| 136 87| 114 | 269 147
Tabela 4.7: Iteracoes externas e internas para n = 5, usando Filtro A, Filtro B e IR.
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Conclusoes

Estudamos ao longo deste trabalho os métodos de filtro para programagao
nao linear. Sao métodos relativamente recentes, datando de 1997, cujo objetivo é
garantir a convergéncia global de algoritmos, sem fazer uso das funcoes de mérito,
uma ferramenta comum na maioria dos algoritmos para otimizacdo com restrigoes.
Desde sua introdugdo, por Fletcher e Leyffer [17], surgiram intimeros artigos, teses,
dissertacoes, etc., apresentando os resultados de pesquisas desenvolvidas no assunto,
tanto computacionais quanto tedricas. Esperamos que esta tese possa contribuir com
a literatura existente.

Nosso objetivo foi o de apresentar um algoritmo geral de filtro, permitindo
uma grande liberdade para o cdlculo do passo. A tnica exigéncia (além das hipéteses
classicas) é que, perto de um ponto vidvel nao estaciondrio, o decréscimo da fungao
objetivo seja “grande”, conforme formalizado na Hipétese H4, no Capitulo 2. Com isto
provamos a convergéncia global do algoritmo proposto. Para que o trabalho ficasse
completo, também mostramos que a exigéncia feita sobre o passo é razodvel, exibindo
dois algoritmos cléssicos para a obtencao do passo, que satisfazem tal hipdtese.

Apresentamos testes computacionais com o objetivo de comparar os critérios
de filtro e funcao de mérito, que consistem na diferenca essencial entre os métodos pro-
postos em [23] e [33]. Escolhemos para tal fim problemas da familia dos “Hard-Spheres
Problems” que, além de serem interessantes por si s, permitem uma fase de viabilidade
simples, barata e exata. Os testes que foram realizados sao, naturalmente, insuficientes
para fazer afirmacoes mais gerais. Eles apenas confirmam outros resultados obtidos na
avaliagdo do desempenho dos algoritmos de filtro (por exemplo, [17, 24, 25, 27, 28, 29]).

Perspectivas para outros trabalhos. Apresentamos em seguida algumas questoes

que abrem caminhos para novas pesquisas.

e Convergéncia global para todo ponto de acumulagao. O algoritmo de fil-
tro com restauracao inexata proposto em [23] tem uma propriedade mais forte sobre

convergéncia, garantindo que todo ponto de acumulacao da sequéncia gerada pelo al-
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goritmo ¢ estaciondrio. Para tanto, é feita uma pequena modificagao no critério de
atualizagao do filtro, de modo que mais pontos possam ser adicionados no filtro, tor-
nando o algoritmo mais restritivo.

Acreditamos que isto também seja valido para o algoritmo proposto neste

trabalho, com os passos calculados por PQS.

e Convergéncia local de algoritmos de filtro. Como vimos no Capitulo 3, os
algoritmos de filtro, apesar de serem mais tolerantes que os baseados em funcao de
mérito, também podem sofrer do efeito Maratos, ou seja, podem recusar um passo
essencialmente bom, mesmo arbitrariamente proximo de uma solu¢ao. Tal fenomeno
pode comprometer seriamente a eficiéncia do algoritmo. Dentre os varios algoritmos
de filtro que tém sido propostos, poucos deles abordam convergéncia local (ou veloci-
dade de convergéncia). Uma estratégia para evitar o efeito Maratos consiste no uso de
corregao de segunda ordem, aplicada com sucesso no contexto de busca linear [8, 49].
Atualmente, Gonzaga e Karas estao desenvolvendo pesquisas para estabelecer resul-
tados de convergéncia local para o algoritmo de filtro proposto em [23], baseado em
restauracio inexata. Ulbrich [47] também estabele convergéncia local superlinear para
métodos de filtro, mas sem o uso de corre¢do de segunda ordem. A estratégia estd na
definicao do filtro, onde as entradas sdao o lagrangeano e uma medida de inviabilidade
que envolve as variaveis primais e duais.

No entanto, ainda nao temos resultados definitivos, referentes a convergéncia
local, para algoritmos de filtro baseados em PQS com regiao de confianca. Conforme
sugerido por Fletcher e Leyffer [17], o uso de corregio de segunda ordem é um caminho

possivel para evitar o efeito Maratos.

e Busca linear para obtencdo do passo para o Algoritmo 2.1. As abordagens
discutidas aqui utilizam a estratégia de regiao de confianca para controlar o tamanho do
passo. Uma questao que permanece aberta até o presente momento é se os algoritmos
baseados em busca linear também se encaixam na nossa teoria geral, ou seja, se eles

satisfazem a Hipétese H4.

e Algoritmo de pontos interiores com filtro. Nos algoritmos de pontos interiores
propostos por Byrd, Gilbert e Nocedal [5] e Byrd, Hribar e Nocedal [7] uma funcao
de mérito é usada para avaliar o passo. Nos trabalhos de Ulbrich, Ulbrich e Vicente
[46] e Wichter e Biegler [50] o filtro é utilizado, ao invés da funcao de mérito, para
avaliar o passo. Em [46] o filtro é definido de um modo diferente do que foi proposto
originalmente em [17]. As entradas do filtro sao o lagrangeano e uma medida de invia-

bilidade que envolve as varidveis primais e duais. Por outro lado, em [50] a estratégia
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de controle do passo é a busca linear.
Uma linha de trabalho neste assunto consiste em utilizar o filtro, do mesmo

modo que o sugerido por Fletcher e Leyffer, em algoritmos de pontos interiores com

regiao de confianca.



Anexos

Apresentamos aqui duas subrotinas auxiliares para os algoritmos de filtro dis-
cutidos no Capitulo 2. A primeira testa se o ponto (foy, hy) é proibido e se caracteriza
por nao precisar fazer as comparagoes com todos os pontos do filtro. Isto porque
os pontos do filtro sao ordenados pelas abscissas e assim basta encontrar j tal que
fg < foy < fg“. Para este j a dominacio fica determinada pela condicio hy > hi.

A outra subrotina atualiza o filtro, incluindo o par ( fo,iz). Além disso, os
pontos dominados sao excluidos e os pontos restantes sao ordenados pelas abscissas. A
principal caracteristica é obter j tal que fg < fo < fg“. Com isto, a determinacao dos
pontos dominados fica muito simples, sendo feita com dom + 1 comparagoes do tipo

h < W9+ onde dom representa o nimero de pontos dominados.
Algoritmo 4.1 Teste do filtro.

Dados: F, (fo,iz), nEF = comprimento(Fy), (foy, hy)
SE foy > fo B hy > h,

proib =1
SENAO
j =nkF;
ENQUANTO j > 0 E foy < f2,
J=7-1
FIM

SEj>0E hy > hi,
proib = 1.
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Algoritmo 4.2 Atualizacdo do filtro.

Dados: F, (fo, k), nF = comprimento(Fy)

7 =nF; dom = 0;

ENQUANTO 7 >0 E fo < fg,
J=7-1

FIM

ENQUANTO (j 4+ dom + 1) < nF E h < hitdomt1,
dom = dom + 1;

FIM
nF =nkF 41— dom;
SEnF >j+1
SE dom = 0
PARA i = nF ATE j + 2, passo = —1,
fo=1
hi = ilifl;
FIM
SE dom > 1
PARA 1 = j + 2 ATE nF,
fé — ~3'+dom—1;
hi = ili-l—dom—l;
FIM
it = fo;
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