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Resumo

Nesta dissertacao serd estudado o problema do escoamento de Couette. O problema
consiste de uma mistura bindria de gases nobres confinada entre duas placas para-
lelas suficientemente longas de forma que os efeitos de borda podem ser despreza-
dos. Inicialmente o sistema encontra-se em equilibrio, sendo fracamente perturbado
através do movimento relativo das placas que caracteriza o escoamento de Couette.
A funcao de distribuicao para cada constituinte da mistura obedece a um sistema de
equacoes integro-diferenciais acopladas que se baseiam na equacio de Boltzmann.
Todas as solucgoes encontradas sdo estaveis pois trata-se de problemas lineares. As
solugoes sao estudadas com base no modelo cinético de McCormack para a equagao
de Boltzmann. Os calculos numéricos sao realizados para trés misturas de gases
nobres: Néonio e Argonio, Hélio e Argonio, e Hélio e Xenonio. Foram calculados o
tensor tensao, a velocidade hidrodinamica e o fluxo de calor de cada constituinte,
assim como o tensor tensao e a velocidade hidrodinamica da mistura em todo o
intervalo do nimero de Knudsen. As concentragoes molares dos gases sdo conside-
radas nas propor¢oes de 10%, 50% e 90%. Foram comparados os resultados obtidos
quando se utilizam diferentes potenciais de interagao entre as particulas, como por
exemplo, o potencial de esfera-rigida e o potencial realistico. Também foi comparado
a solucao cinética e a solucao hidrodinamica para o tensor tensao da mistura.

Palavras-chave: fluxo de Couette, misturas de gases, potencial intermolecular,
nimero de Knudsen.
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Abstract

In this dissertation will studied the Couette flow problem. The problem consists of
a binary mixture of noble gases confined between two parallel plates long enough
so that the border effects could be neglected. In the beginning the system is in
equilibrium, being slightly disturbed by of the plates relative movement, which
characterizes the Couette flow. The distribution function for each constituent of
the mixture obeys a coupled integral-differential equation system that is based on
Boltzmann equation. All solutions found are stable since we are dealing with linear
problems. The solutions are studied by considering McCormack kinetic model as
the basis for Boltzmann equation. Numerical calculations were carried out for three
mixtures of noble gases: Neon and Argon, Helium and Argon, and Helium and
Xenon. The stress tensor, hydrodynamic velocity, and heat flow of each constituent
were calculated, as well as the stress tensor and hydrodynamic velocity of the mixture
over the whole Knudsen number interval. The molar concentrations of the gases were
considered in the proportions of 10%, 50% and 90%. The results obtained were
compared when different interaction potentials between the particles are used, as
for example, the hard sphere potential and the realistic potential. It also compared
the kinetic and the hydrodynamic solutions for the stress tensor of the mixture.

Key-words: Couette flow, mixtures of gases, intermolecular potential, Knudsen
number.
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Capitulo 1

Introducao

O estudo dos fené6menos de transporte no escoamento de gases rarefeitos tem im-
portancia devido as aplicagoes para o desenvolvimento tecnolégico de equipamentos
de vacuo, industria aerondutica, etc.

O escoamento de Couette! plano é caracterizado pelo movimento relativo das
placas. Esse escoamento para um gés tinico [13], é um problema classico da dinamica
de gases rarefeitos.

O transporte de momento no escoamento de Couette plano de um gas unico é
um problema que envolve a Mecéanica do Continuo e a Teoria Cinética dos gases.
Durante os iltimos anos, vérios livros e artigos tém sido publicados sobre este tema
6, 10, 17, 19, 23, 25, 35, 41]. Entretanto, outros estudos envolvendo o escoamento de
Couette plano também devem ser desenvolvidos, nos quais a analise do escoamento
de misturas de gases tem a sua importancia principalmente por se tratar de uma
generalizacao da abordagem do gas tnico.

Considera-se neste trabalho o sistema constituido por duas placas paralelas in-
finitas contendo uma mistura bindria entre elas. As placas estdo sujeitas a mesma
temperatura. Inicialmente, o sistema encontra-se em equilibrio, sendo fracamente
perturbado através do movimento relativo das placas que caracteriza um escoamento
de Couette plano.

Em escoamento de gases rarefeitos costuma-se caracterizar o regime de escoa-
mento pelo chamado nimero de Knudsen Kn o qual é um parametro que indica
o grau de rarefacdo de um gas. E definido como a razio entre o livre caminho
médio molecular? e um comprimento caracteristico do problema em estudo. As-
sim, o regime de escoamento se divide em trés tipos: (i) regime de moléculas livres
(Kn — o0), no qual o livre caminho médio molecular é muito maior que o compri-
mento caracteristico do escoamento; (ii) regime hidrodindmico (Kn — 0) no qual o
livre caminho médio molecular é muito pequeno comparado ao comprimento carac-
teristico do escoamento e (iii) regime de transigdo (Kn ~ 1), no qual o livre caminho
médio molecular e o comprimento caracteristico do escoamento possuem a mesma

IEscoamento e fluxo sfo sinbnimos dentro do contexto do nosso problema. O fluxo causado
pelo movimento das placas é denominado de fluxo de Couette.
20 livre caminho médio molecular é definido como a média entre as distancias entre as moléculas.



ordem de grandeza.

A Mecanica do Continuo é aplicada somente ao regime hidrodinamico. Para
abranger todo o intervalo do nimero de Knudsen é necessario aplicar a Dinamica
dos Gases Rarefeitos. Este é um campo cientifico que tem se desenvolvido muito e
cujos métodos se baseiam: (i) na solucdo da equacdo de Boltzmann [10, 13| (ii) ou
na simulacdo direta de Monte Carlo [8]. Neste trabalho nao sera abordado o método
de simulagao de Monte Carlo.

A equacdo de Boltzmann [10, 13] é uma equacdo integro-diferencial, complexa
devido a integral de colisbes entre as particulas. Este termo que envolve esta in-
tegral de colisoes é denominado de operador de colisoes. Existem alguns trabalhos
na literatura, como por exemplo [4, 38|, nos quais a equagido de Boltzmann é li-
nearizada e resolvida numericamente com o operador de colisoes exato, mas esses
trabalhos se restringem somente ao uso do potencial de interacao intermolecular de
esfera-rigida, requerendo um esforgo computacional muito grande. Para simplificar
a equacao de Boltzmann usando todo o intervalo do nimero de Knudsen surgiu a
idéia de simplificar a integral de colisoes utilizando um modelo matemético para essa
integral. A escolha desse modelo matematico, também chamado de modelo cinético,
deve satisfazer as seguintes condigdes: (i) a conservacdo da massa, do momento li-
near e da energia de cada colisdo entre as particulas; (ii) a equagdo simplificada,
isto é, a equacao do modelo cinético ou também chamada de equacao cinética, deve
fornecer corretamente todos os coeficientes de transporte (viscosidade, condutivi-
dade térmica, etc) e (iii) no estado de equilibrio a integral de colisdes deve ser nula.

Neste trabalho, generalizando, diz-se que a consideracao de uma mistura de
gases constituida de n constituintes, envolvera n equacoes de Boltzmann, uma para
cada constituinte, onde a integral de colisdes presente na equacao de Boltzmann
descrevera a colisao de uma molécula com todas as demais moléculas dos outros
constituintes.

Ao se considerar uma mistura de gases monoatomicos, a diferenca entre os cons-
tituintes ocorrera entre as suas massas atomicas, diametros moleculares e formas
de iteragao entre as moléculas dos diferentes constituintes. Por exemplo, quando
as moléculas sao consideradas como esfera-rigida a diferenca entre os diametros das
moléculas torna-se representativa. Ainda, o tratamento matemético é baseado na
Teoria Cinética dos Gases que envolverd uma funcio de distribuigdo fo(a = 1,2, ...,n)
presente na equacao de Boltzmann, para cada um dos n constituintes da mistura.
Entao se tem, de uma forma geral, que o sistema constitui-se de um sistema de n
equacoes de Boltzmann acopladas para as n funcoes de distribuicao.

Existem poucas publicagoes sobre o escoamento de uma mistura para um amplo
intervalo do nimero de Knudsen. Com relaciao aos trabalhos experimentais sobre
o fluxo de uma mistura ao longo de um tubo sdo citados os artigos [1, 2, 3, 5, 40).
Os resultados numéricos considerando o fluxo de uma mistura através de um canal
sdo encontrados nos trabalhos [21, 30, 33, 48| e o fluxo de Couette para este mesmo
estudo encontra-se em [34, 49].



1.1 Objetivos

1.1.1 Objetivo Geral

Neste trabalho, o sistema é constituido por duas placas paralelas suficiente-
mente longas, de forma que os efeitos de borda possam ser desprezados, contendo
uma mistura binaria entre elas. Inicialmente, as placas encontram-se em repouso
caracterizando o equilibrio do sistema. FEste equilibrio é fracamente perturbado
pelo movimento relativo entre as placas. O objetivo deste trabalho é estudar o es-
coamento de Couette, o qual é caracterizado pelo movimento relativo das placas,
considera-se uma mistura binaria de gases nobres.

1.1.2 Objetivos Especificos

O objetivo especifico deste trabalho é estudar o problema do fluxo de Couette
plano para uma mistura bindria de gases monoatomicos com base no modelo cinético
de McCormack [36]. Considera-se trés misturas bindrias de gases nobres: Nednio e
Argonio; Hélio e Argonio; e Hélio e Xendnio [24].

Fstas misturas apresentam razoes de massas Z—; bem distintas 0,505, 0,100,
0,030, além das razoes entre os seus diametros Z—f serem de 1,406, 1,665 e 2,226,
respectivamente. As concentragoes consideradas para estas misturas serdao nas pro-

porc¢oes de 10%, 50% e 90%, para o primeiro constituinte.

O tensor tensao, a velocidade hidrodinamica e o fluxo de calor de cada cons-
tituinte, assim como o tensor tensao e a velocidade hidrodinamica da mistura serao
calculados para um amplo intervalo do nimero de Knudsen 0 < Kn < oo, que
correspondem na analise dos regimes hidrodinamico, transicao e de moléculas livres.

Estes calculos serdo feitos para dois tipos de potenciais intermoleculares: esfera-
rigida e o potencial realistico, ambos considerando uma temperatura inicial igual a
300K.

1.2 Justificativa

O escoamento de Couette plano é um problema classico da dinamica de gases
rarefeitos, o qual tem sido pesquisado por vérios autores quando se refere ao caso
de gés tnico.

Assim, o interesse sobre este tipo de fluxo em misturas de gases tem freqtien-
temente aumentado, pois o estudo dos fenémenos de transporte no escoamento de
gases rarefeitos é utilizado para o desenvolvimento tecnoldogico de equipamentos de
vacuo, indistria aerondutica, microengenharia, etc. Porém, existem poucos tra-
balhos na literatura sobre este fluxo para misturas de gases dentro de um amplo
intervalo do numero de Knudsen. Entdo, o fluxo de Couette sera estudado para o



caso de uma mistura bindria confinada entre duas placas paralelas suficientemente
longas de forma que os efeitos de borda podem ser desprezados.

1.3 Metodologia

A funcao de distribuicao para cada constituinte satisfaz a um sistema de equagoes
integro-diferenciais acopladas e que se baseiam na equacao de Boltzmann. Com a
finalidade de facilitar os calculos numéricos, utiliza-se uma expressao para a inte-
gral de colisdes da equacgao de Boltzmann, que é uma funcao das frequiéncias de
colisdo entre os constituintes e de uma funcao de distribuigao de referéncia. Assim,
transforma-se a equacao de Boltzmann em uma equacao modelo. A funcgao de dis-
tribuicdo de referéncia baseia-se no modelo de McCormack [36] e é uma funcao da
densidade, da temperatura, da velocidade, do tensor tensao e do fluxo de calor de
cada constituinte da mistura. Esta equacao modelo é linearizada em torno da fungao
Maxwelliana em equilibrio que depende da densidade do constituinte, da tempera-
tura e da velocidade da mistura. A equacao resultante dependera dos momentos
da funcao de distribuicao e da velocidade das particulas dos constituintes. Para a
solucdo do sistema acoplado, utiliza-se o0 método das velocidades discretas |25, 39).

1.4 Limitacoes do Trabalho

Ao se realizar os cédlculos da velocidade da mistura utilizou-se uma teoria da
perturbacao. FEsta teoria é valida desde que a velocidade das placas seja muito
pequena, podendo-se aplicar uma teoria linear.

O deselvolvimento do trabalho é para gases ideiais monoatomicos e quanto maior
for o parametro de rarefacdo (), mais lentamente ocorrera a convergéncia no pro-
grama numeérico, resultando em um tempo computacional maior. Mesmo utilizando-
se supercomputadores, para parametros de rarefacido grandes (6 > 10) o tempo
computacional cresce de forma nao linear.

A realizagao do trabalho tem como objetivo obter campos fisicos utilizando-se a
Teoria Cinética e a Teoria do Continuo. A vantagem da utilizacdao da Teoria Cinética
¢ que esta abrange todo o intervalo do nimero de Knudsen enquanto que a Teoria
do Continuo ¢ limitada, pois é aplicada para Kn — 0.

1.5 Estrutura do trabalho

O trabalho esta dividido em seis capitulos, levando-se em conta também a in-
troducao.

No capitulo 2, explora-se os fundamentos da Mecanica do Continuo.

No capitulo 3, trata-se dos fundamentos da Teoria Cinética dos Gases.



O capitulo 4 apresenta a exposicao do problema a se resolver e a sua solugao
cinética.
O capitulo 5 trata do mesmo problema proposto, porém o sistema sera resolvido

com base nas equacoes da Mecanica do Continuo obtendo a solucao hidrodinamica
correspondente.

O 1ltimo capitulo é dedicado as conclusoes e sao realizadas sugestoes para o
prosseguimento do trabalho em oportunidades futuras.

Seré adotado a convencgao da soma de Einstein para as componentes dos vetores
e tensores onde indices repetidos representam uma soma, isto é,

3
Fij ’Uj = E Fij ’Uj.
j=1

Para as componentes de misturas esta notagao nao sera usada.



Capitulo 2

Fundamentos da Mecanica do
Continuo

2.1 Equacao Geral de Balanco

Na cinemdtica de particulas, [28] a trajetéria de uma particula é descrita por um
vetor fungao do tempo, isto é,
r =r(t),

onde r(t) representa um vetor posi¢do que, em forma de componentes, tem-se
xr = x(t), y =1y(t), z = z(t).

Se existirem N particulas, existirao N trajetdrias cada qual representada pela
equacao
r, = r,(t), n=12..N,

ou seja, para uma particula qualquer 1, sua trajetéria serd descrita pelo vetor posicao
r1(t), para uma particula qualquer 2, a descri¢do serd através do vetor posigao ra(t)
e assim sucessivamente.

Entretanto, no regime continuo, nao é mais possivel identificar as particulas pela
associagao de um numero a cada uma delas como se faz na cinematica de particulas.
No entanto, é possivel identificar um elemento infinitesimal de um continuo, de-
nominado de particula, pela posicao que ele ocupa em algum tempo Z3. Por exem-
plo, se uma particula do continuo estd inicialmente, num instante ¢y, na posicao
(X1, X9, X3), tem-se, em geral, a trajetéria de cada particula no continuo poderd
ser descrita por uma equacao vetorial da forma x = x(X,t) com x = (X, 1) = X,
onde x é um vetor posicao num tempo ¢ para a particula P que estava na posicao
X emt=t.

Representando através de componentes:

€T; = l’i(leXQ;X&t) (l = 1’ 2’3)’



com z; = x;(X1, X2, X3,1) = X; onde (X7, X5, X3) servem para identificar as dife-
rentes particulas do corpo e sdo conhecidas como coordenadas materiais. A ilus-
tragao das coordenadas materiais encontra-se na figura (2.1)*.

Figura 2.1: Coordenadas materiais

Duas descrigoes sao usualmente empregadas para descrever o movimento de um
continuo [16]: a material e a espacial.

A descricao espacial ocupa-se com o que ocorre em regioes fixas do espago com
o decorrer do tempo, ao passo que a descricao material acompanha o movimento do
corpo que, com o passar do tempo, ocupa diversas regioes do espaco.

A descrigao espacial é entdo mais conveniente para analisar o escoamento de
fluidos, enquanto que a material é preferida no estudo da deformagao de sélidos e
na analise dos principios basicos da Mecanica do Continuo.

Na descrigdo material, [20] as varidveis independentes sdo o lugar X que identifica
a particula P num tempo tg enquanto que a descricio espacial utiliza como varidveis
independentes o lugar x atualmente ocupado pela particula P e o tempo .

No movimento de um corpo, a derivada material de um campo de valor escalar,
vetorial ou tensorial, é uma derivada total que mede a taxa de variagio (em relagao ao
tempo) da grandeza numa particula fixa. Os campos podem ter como argumentos
os pares (X,t) ou (x,t), conforme seja adotada a descricdo material ou espacial,
respectivamente.

Seja F' um campo escalar. Se F' é dado na descricao material, entdao a derivada
material simbolizada por F', é expressa por

(X,t) = F(X,1)

Dt C ot

Se F' é dado pela descricao espacial, entdao

'Fonte: Lai, 1993.



: oF OF )
F(x,t) = E(X, 1)+ &(X, t).%x(x, 1),

representa a derivada material numa descricao espacial. Pode-se representar a equa-
¢ao acima em componentes cartesianas como:

F_DF_8F+UM7
- Dt 9t oxy

onde u; é o campo de velocidades.

(2.1)

Considerando o movimento do volume material V(¢) esquematizado na figura
(2.2)? pode-se enunciar o seguinte teorema:

Teorema de Transporte de Reynolds [28]: Seja V() um volume material cuja
superficie OV (), de normal unitdria n, se move com uma velocidade u [31]. Entao
para uma func¢do qualquer continua e diferencidvel A(x,t) tem-se

D DA(x. ¢
— A(x,t)dV—/ ﬁdV—i—/ A(x,t)(u.n)dS
Dt Jy v Ot av ()
ou
= Axmw—/ C——L+Axt >Wl 2.9
Dt Jv (x,1) v Bl ( )axi (2.2)

Nota-se que a notacdo D/Dt que aparece na frente da integral do lado esquerdo
do sinal de igual da equagdo (2.2) enfatiza que a superficie de contorno da integral
move-se com o material e calcula-se a taxa de variacao do material.

aV(t+h)

Figura 2.2: Volume material

2Fonte: Liu, 2002.



Demonstracdo : Para provar o teorema € facil verificar que a derivada de fv( 5 A(x,t)dV
¢ definida como

D

1
— Ax, t)dV = lim — / Ax,t—i—Ath—/ Ax,th], 2.3
Dt Jy (1) At—0 At { V(t+At) ( ) V(t) (1) 23

deve-se notar a diferenca nos dominios V(¢ + At) e V(¢). Denotando por AV a
variacdo do movimento da superficie 9V (¢) num pequeno intervalo de tempo At,
desde que V(1 + At) = V({) + AV escreve-se (2.3) como sendo

D 1 1
— A(x,t)dV = lim —/ A(x, t+ At)dV + — A(x,t+ At)dV
b [, Al M[At [ At anavs g [ Aper s
1
—— A(x, t)dV
37, A6

1
= lim L A(x, t+ At)dV + lim — (/ A(x,t+ At)dV —/ A(x, t)dV>
At—0 At J Ay At=0 AL\ Sy V()

1
= lim — (/ A(x, t+ At)dV)
At=0 At \ Sy eran—v

1
—|—hm—(/ A(x,t+ At dV—/ AX,Zde).
sy 57 ([, Acereanay — [ aeen

Para uma funcdo diferencidvel e continua A(X t) o tultimo termo da equagdo

anterior contribui com o valor fv( aA(x D4V para 2 Vi) A(x, t)dV.
Entao
D[ A, )av = tim — (/ Alx t+At)dV>
— X = lim — )
Dt Jy At=0 AL\ Sy ran-—ve
0A(x,t
+ / A1) 4y, (2.4)

O primeiro termo do lado direito da equagdo (2.4) pode ser reescrito de uma
outra forma. Primeiramente, para um infinitesimal At o integrando serd tomado
com A(x,t) na superficie de contorno (devido ao fato de ser assumido que a funcao
A(x,t) é uma funcdo continua), e a integral é igual a soma do produto de A(x, 1) pelo
volume varrido pelas particulas situadas na superficie 9V (¢) no intervalo de tempo
At. Logo, se n; é o vetor unitario normal & superficie 9V (¢), entdo o deslocamento
da particula na superficie de 9V (t) para OV (¢t + At) é u; At e o volume varrido pelas
particulas que ocupam este elemento de drea dS é AV = u;n;dSAt.



Portanto, a integral sobre a variagdo de volume V(¢ + At) — V (¢) da equagdo
(2.4) pode ser reescrita como uma integral no elemento de volume (uAt¢).ndS, isto

s

€,

1
lim — {/ Ax,t+ At)dV}
At=0 Al |y (4 a—ve)
1

= lim — A(x,t+ At)(uAt).ndS = / A(x,t)(u.n)dS.
At=0 At Sy pan—ve) oV (L)

Entdo a equagdo (2.4) torna-se

D Alx, t
— A(x, t)dV—/ A(x, t)(u.n)dS—i—/ Md‘/, (2.5)
Dt Jy av () v Ot

e usando o teorema da divergéncia de Gauss, em que a integral do divergente de
um vetor sobre um volume V' é igual a integral de superficie da componente normal
do vetor sobre a superficie que limita V', o termo fav(t) A(x,t)(u.n)dS iguala-se a

0
Assim a equagdo (2.5) transforma-se em

D

A
d A(x,t)dV—/ mdv+/ 9 (Auy)dv
Dt Jy v

V(t) 825 (t) al‘j

DA 0A  ou,
= — tuj—+ AL ) dV. 2.6
/V@ (at g, T 89@) (2:6)

Considerando a derivada material representada pela equagio (2.1) a equagdo
(2.6) converte-se para

D DA ou;
— | AdV = — 4+ A— )4V 2.7

a qual serd usada adiante e assim fica provado o teorema de transporte de Reynolds.

2.2 Balanco de Massa

A teoria termodinamica dos fluidos tem por objetivo a determinacao, em cada
ponto do espaco e no instante de tempo ¢, dos campos de densidade de massa,
velocidade e temperatura. O conhecimento destas grandezas se faz através do uso
da equacdo de balanco [14] de massa, momento linear e energia que sdo equagoes
gerais para sélidos e fluidos.

A massa é uma funcao aditiva e continua cujo valor é um numero real nao

negativo M, independente do tempo, das dimensoes e da forma que o corpo possa
ter. Os argumentos dessa funcio sao as partes® P do corpo. A aditividade da funcao

3Fonte: Liu, 2002.
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M(P) implica a relacio M(P; + Pa) = M(P1) + M(Ps), quaisquer que sejam as
partes disjuntas P; e Po contidas no corpo. Sua continuidade tem como conseqiiéncia
que M — 0 conforme o conjunto das partes P tende para zero. A aditividade e
a continuidade da funcao implica na existéncia de um campo escalar, chamado de
densidade. Portanto, o principio da conservacao da massa estabelece simplesmente
que a massa nao pode ser criada e nem destruida num volume material, isto é, para
um fluido ou sélido num volume material, a massa permanece constante.

Entao pode-se dizer que o fluxo da densidade de massa é zero pois se estd lidando
com uma superficie material, ou seja, uma superficie que se move com as particulas.
A producao da densidade de massa é zero pois a massa é conservada num volume
material. O suprimento de massa também é zero pela razao que a densidade de
massa nao pode ser criada no interior de um volume material por meio de acoes
externas.

A massa contida num volume V' num tempo ¢ é

M_/de
1%

sendo ¢ = p(x,1) representa a densidade local que é fung¢do da posicio e do tempo.
A conservacao da massa requer que M = 0, por ser uma quantidade conservativa.
A derivada % ¢ dada pela equagao (2.7) desde que A seja identificado por p.
Entao para um volume arbitrario V' obtem-se uma forma alternativa para a lei da

conservacao da massa
Do du;
dV = 0.
(5 e52)

0 Como o integrando é continuo num volume do espago e os limites de integracao
sdo arbitrarios, obtem-se a equacao de balanco de massa na forma local

DQ au] do  Jou;
— O _
%5z, % o

A equacdo acima é denominada de equacao da continuidade.

— 0. (2.8)

Nota-se que, se o fluxo é estacionario, as propriedades do fluido dentro do volume
. N . . , dou;
considerado nao variam no tempo, isto é 9e — (), sendo que 22 = 0, logo esta
’ ' ot ’ oz; J

quantidade é constante, tendo o mesmo valor em todos os pontos do fluido.

2.3 Balanco do Momento Linear

A segunda lei de movimento de Newton [20] no estudo da dindmica, fundamen-
talmente diz que a forca exercida sobre um corpo em um certo instante é igual a
taxa de variacao da quantidade de movimento durante este instante. Num instante
de tempo £, o movimento linear de todas as particulas contidas num dominio V' é

mi—/guidv.
14
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Se o corpo esta sujeito a forgas de tensao T e a forgas externas por unidade de
volume F}, entao a forca resultante é

fi= / TrdS + / Fav. (2.9)
S v

Considerando um corpo descrito pela figura (2.3)* imagine uma superficie plana
S que contém um ponto interno arbitrario P onde n representa o vetor unitario
normal a esta superficie. A superficie S separa o corpo em duas partes, a parte [ e a
parte I1. Considerando a parte I como um corpo livre representa-se por AF a forga
resultante que age sobre um elemento de area AA da superficie S que contém P.

Define-se o vetor tensdo [28] para a por¢ao I no ponto P como o limite da razio
da resultante das forcas pelo elemento de area, quando este elemento de area tende
a zero, isto é,

. AF

T= Ali&l»o AA
Se a parte considerada como corpo livre for a parte 11, entao pela Lei de Newton de
acao e reacao, deve-se ter um vetor tensao que age sobre o mesmo ponto mas em

sentido oposto.

F2
Figura 2.3: Corpo sujeito a forcas externas

Entao T, figura (2.4)° representa a agio externa a superficie que apresenta a
mesma magnitude porém sentido oposto a T, o qual representa a acao interior a
superficie.

Conforme a férmula de Cauchy [20], conhecendo-se as componentes do tensor
tensdo [16] 7;; pode-se escrever T7* agindo sobre qualquer superficie como sendo

T‘in = Ti]‘n]‘, (210)

n; é o vetor unitario normal a superficie de fronteira S do dominio V', mostrando
que T7* é uma fungao linear e homogénea do versor n e definindo o campo do tensor

4Fonte: Lai, 1993.
SFonte: Lai, 1993.
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Figura 2.4: Equilibrio de uma caixa de pilulas através da superficie S

tensdo 7(x,t). 7;; representa a componente ¢ da forga por unidade de drea atuando
num elemento de superficie cuja normal dirigida para fora no ponto x coincide com
a direcao j.

Na figura (2.5)% 711, 712 € T13 sdo componentes do vetor Ti,; To1, Tos € Tag do vetor
Ton € 731,732 € 733 do vetor T3n-

As tensoes 711, T € T33 sS40 tensoes normais, de tracao quando positivas e de
compressao quando negativas, e as outras seis sdo tensoes de cisalhamento. Nas
faces opostas, os versores normais sao —n; e as componentes ¢ dos vetores tensao
Sa0 —Tij-

n,
T
T,
3 Ty T2

T3

T b -
T

33 T n
Ty 13 !

n,

Figura 2.5: Tensoes em trés faces de um cubdide

Aplicando o teorema de divergéncia de Gauss e substituindo a expressdo (2.10)

na equagao (2.9), escreve-se:
f / ( o + 1 > C”a
Ox;

e pela segunda lei de Newton

SFonte: Lai, 1993.
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em um referencial inercial”.
No entanto, de acordo com a equagdo (2.7), identificando A por gu; tem-se que

&Qui 0 aTi]‘
— (ousu; — F, | av.
/v ( or " axa‘(gu UJ)) v /v (3%‘ " >

Como a equagao anterior deve ser tomada num volume arbitrario, o integrando
dos dois lados sera igual, portanto

agul 3] . 8’7'1‘]‘
ot T o, ) = gy

A equagao acima pode ser reescrita como

8@ aguj aul aul aTi]‘
Ui\ = T +ol = tuj=—— | = + F,
(675 gc; ) e\ ot T Yan;) T oy
em que a quantidade que estd no primeiro parénteses, de acordo com a equacao da

continuidade, é nula, enquanto que a quantidade do segundo parénteses representa
a aceleracao, ou seja, %ui. Logo

+F, (2.11)

Dui aTi]‘
L 2.12

representa a equacao de balanco de momento linear.

Analisando agora o principio do momento angular [28], conside o diagrama de
um corpo livre como o esquematizado na figura (2.6)%.

Too+AT2)
To1+A T,
T2 +AT,,
T
1 Ax, <A T11+A T

T12 Axy
Xy T2

. T2
X4

Figura 2.6: Corpo livre sujeito a tensoes

“Sistema de referéncia inercial é aquele relativo ao qual um corpo permanece em repouso ou em
movimento retilineo uniforme, quando nenhuma forga (ou resultante) atua sobre ele. Isto é, um
referencial inercial é aquele em que a primeira lei de Newton descreve corretamente o movimento
de um corpo em equilibrio.

8Fonte: Lai, 1993.
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A somatéria do momento das forcas de tensao em relacdo a um eixo que passa
pelo ponto A e que é paralelo ao eixo x3 serd dada por:

Ax
K)

y4

1> + (112 + Ami) (As) (Azs) (%>

Z(MA)S = Tlg(Awg)(Awg) (

o (Az1)(Azs) (%) ~ (ro 4 A1) (M) (Ads) (%) |

Ainda tem-se que > (My)s representa o produto do momento de inércia pela
componente da aceleragao angular segundo o eixo 3, representada por as, ou seja,

T15(Am5)(Aws) (%) + (112 + Ami) (Aa) (Aws) (%) (A (Avs) (%)

Az
—(’7'21 + ATQl)(ALEl)(Al’g) (TQ> = %(AxlAL‘gAL‘g)[(AL‘l)Q + (Al‘g)z]@g. (213)

Portanto, dividindo a equacdo (2.13) por Az;AzsAxs e aplicando-se o limite
quando Az; — 0 obtem-se como conseqiiéncia que o lado esquerdo da igualdade
anterior torna-se nulo, além de A7ms — 0 e A — 0, resultando assim

Ti2 = T21.-

Similarmente pode-se obter T3 = 731 € To3 = T39. De forma que estes resultados nos
mostram que o tensor tensao ¢ uma quantidade simétrica, isto é, 7; = 7;;. Esta
conclusao ¢ valida para todos os corpos chamados de nao-polares nos quais nao
existe um campo préprio de spin®.

2.4 Balanco de Energia

O principio da conservagdo da energia [20] estabelece que a energia ndo pode ser
criada e nem destruida. Por outro lado, a transferéncia de calor e a realizacao de
trabalho sdo dois métodos de fornecimento ou retirada de energia de um sistema.
Uma vez terminado o processo de transferéncia de energia, diz-se que houve mudanca
na energia interna do sistema. Entao, se um sistema evolui, por diversos caminhos,
de um estado para outro, nos quais o calor absorvido e o trabalho sao medidos,
constata-se que a soma entre o calor absorvido e o trabalho feito sobre o sistema é o
mesmo para todos os caminhos entre o estado inicial e final, onde o calor absorvido é
a energia adicionada ao sistema pela transferéncia de calor. Logo a soma entre estas
quantidades representa a variagao de energia interna do sistema que é independente
dos estados intermediarios.

Portanto, para qualquer sistema, o calor cedido deve ser igual ao aumento de e-
nergia no sistema diminuido da quantidade de energia referente ao trabalho realizado
sobre o sistema.

9Fonte: Lai, 1993.
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A lei da conservagao de energia é a primeira lei da termodinamica. Entao,
considerando duas formas de energia no meio continuo tem-se que

U=FK+§&,

onde K representa a energia cinética contida num dominio regular V' num tempo ¢
dada por

1
K = / —ouudV,
v 2

em que u; sao as componentes do vetor velocidade da particula que ocupa um
elemento de volume dV e ¢ é a densidade do material.

£ representa a energia interna escrita na forma

5—/QedV,
1%

com € representando a energia interna por unidade de massa. Logo, a primeira lei
da termodinamica nos diz que

AU =Q+W,

ou, expressando em termos de taxas tem-se

D . .

—(K+¢&) = W 2.14
S +E) = Q+ (214
em que ) e W sdo taxas temporais de Q e W.

Define-se a variagdo de calor pelo vetor fluxo de calor q (com componentes
01,42, q3), dS como um elemento de superficie do corpo e n; como um vetor unitério
normal. Entao, a taxa na qual o calor é transmitido através da superficie dS na
direcao de n; sera representada por ¢;n;dS. Portanto, a taxa de calor que entra sera

. da;
Q——/%wﬁ——/ %y,
s v 0z

onde o sinal menos indica que o calor fornecido ao corpo é positivo.

A taxa do trabalho feito pelo sistema é representada pela soma da poténcia da
forca por unidade de volume F; em V e da poténcia da forca de tensao T

W—/EWW+/ﬂ%w
14 S

_/Fiul‘dV‘i‘/Ti]‘n]‘ul‘ds
v s

_/EWW+/0W%V
v v O,
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Substituindo as expressoes de K, &, Q e W na equacio (2.14) deve-se ter

D 1 dq; OTiu;
— —ou;u; dV dV | = — dV Fu,dV T 24V,
oo [ g+ [ av| = = [ Ghav [ pwav+ [

e com o uso da equagdo (2.7) a equagdo anterior serd dada por:

D 1 D 1 au]‘ au]‘
[ 13 () B )2 v

i OTju;
__/ 9 dV+/FiuidV+/ Tt gy,
v 0 Jv v Or;

A equacgdo anterior é tomada num volume arbitrario e como os integrandos dos dois
lados sao iguais, obtem-se a expressao abaixo

1 Du? N u? Do N u? Ou;  De N Do N O, q; Pt O7ij N ou,
— 00— —_— — —_— t+ €— c—— — — Ui T U — + T -
(2.15)
Multiplicando-se a equagido do momento (2.12) por u; segue que
Dui (97’1‘]‘

Logo a equagdo (2.15) pode ser simplificada, com base nas equagoes (2.8) e (2.16) e

na relagao
Du; 1 Du?

Dt 29Dt

ou;

resultando em
De aql aul

- _ _* Tii——
89@ ]a$j7

°Dt ~
que representa a forma final da equacao de balanco da energia interna especifical”.

(2.17)

2.5 Equacoes Constitutivas
Serd recapitulado as equagoes de balanco fundamentais do comportamento ter-
modinamico de um corpo. Elas sdo a equacao da continuidade,

Do, o

=0,

a equacao de balango de momento linear,

Dui . aTi]‘ i
e Dt - axj v

10Esta equacio pode conter ainda um termo devido a radiacio, porém para os nossos propésitos
este ¢ considerado nulo.
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e a equacao de balango de energia interna especifica,

De aql X aul
= Tii—.
QDt a£l J axj

para referencial inercial.

Portanto, as equacgoes de balanco acima, obtidas anteriormente, formam um
sistema fechado'! de equacoes diferenciais parciais para a densidade p, a velocidade
u; e a energia interna €, conhecendo-se o tensor tensao 7;; e o vetor fluxo de calor
¢; como funcao de g, u; e €. Estas equacgoes que faltam para tornar um problema
termomecanico determinado sdo as chamadas equagoes constitutivas [47].

As equagoes constitutivas devem obedecer a determinadas condigoes gerais. Pri-
meiramente, estas equagoes incluem constantes ou fungoes as quais caracterizam o
material em consideracao, e estas quantidades apresentam dimensoes de forma que a
homogeneidade dimensional da equacao devera ser satisfeita. Por exemplo, exige-se
que estas equacoes sejam invariantes a mudancas de sistemas de referéncia. E ainda,
na determinagao do tensor tensdo e do vetor fluxo de calor num ponto x, a acdao de
outras particulas situadas além de uma certa vizinhanca arbitraria de x, pode ser
desprezada.

Sera considerado que o continuo em estudo é um gés ideal monoatomico viscoso
e condutor de calor e serd empregado a densidade g, a velocidade u; e a temperatura
T ao invés da densidade p, da velocidade u; e da energia interna especifica € como
campos basicos.

Representando o tensor tensao por 7;; = —Pd;;+0;; onde P é a pressao hidrostati-
ca e 0;; O tensor viscoso, as equagoes constitutivas para o tensor viscoso, fluxo de
calor e energia interna especifica para um gas ideal monoatomico viscoso e condutor
de calor sao dadas através de:

Ou;  OJuj; 2 0u

o _ 2%k | 2.18
i =k dx; Oz 30wy 7 (2.18)
aT
G =k, (2.19)
3k
e=2"p, (2.20)
2m

A equagdo (2.18) representa a equacdo de um fluido Newtoniano sem o coeficiente
de viscosidade volumétrica, desde que se esteja tratando de um gas monoatomico
ideal. A equacdo (2.19) refere-se a lei de Fourier com o coeficiente de condutividade
térmica k£ dado em termos do coeficiente de viscosidade de cisalhamento y através
da equagdo abaixo [26]

15 k
K= (2.21)

!1Gistema fechado representa um sistema no qual o nimero de incégnitas é igual ao nimero de
equacoes.
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Para um gas ideal monoatomico tanto o coeficiente de condutividade térmica s
quanto o coeficiente de viscosidade de cisalhamento u, dependem apenas da tem-
peratura T'. A equagdo (2.20) representa a equacao de estado da energia interna por
unidade de massa para um gés ideal monoatomico.
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Capitulo 3

Fundamentos da Teoria Cinética
dos GGases

3.1 Equacao de Boltzmann para (Gas Unico

Considera-se um gas ideal' monoatomico constituido de N particulas que estd
contido num recipiente de volume V. Pode-se especificar o estado de uma particula
através de um ponto num espaco de seis dimensoes determinado por trés coordenadas
de posicdo x=(x1, x2, x3) e trés coordenadas de velocidade v=(uv1, va, v3).

Neste espaco o sistema de N particulas serd descrito por N pontos com coorde-
nadas (Xa,Vva) com o = 1,2, ..., N. Este espaco hexa-dimensional serd denominado
de espaco de fase .

O estado do gés no espaco de fase u é caracterizado por uma fungao de dis-
tribuicdo f(x,v,t), tal que

f(x,v,t)dxdv = f(x,v,t)dz dzs drs dvy dvg dug

resulta o numero de particulas que, no tempo ¢, encontram-se no elemento de volume
entre X e X + dx e com velocidades entre v e v + dv, conforme esta representado na
figura (3.1).

Denota-se o elemento de volume no espaco de fase no instante de tempo ¢ por
du(t) = dxdv.

O numero de particulas que estao neste elemento de volume no instante de tempo
té
N(t) = flx. v, )du(t).
No instante de tempo ¢t + At o elemento no espago de fase serd denotado por
du(t + At) e o nimero de particulas neste elemento é dado por

N(t+ At) = f(x+ Ax, v+ Av, t + At) du(t + At).

!Denominacéo geral dos elementos quimicos desprovidos de atividade quimica.



v+ dVI

Xy

Figura 3.1: Espaco de fase u

Se ndo houvessem colisdes entre as particulas, N(t) seria igual a N (t+At), porém
as colisoes entre as particulas produzem uma mudanca no nimero de particulas.

Como existem colisoes, a diferenca entre o nimero de particulas passa a ser
representado por

AN = N(t + At) — N(t)
= f(x+ Ax, v+ Av,t + At)du(t + At) — f(x,v,t) du(t).

Considera-se que as particulas do gés estdo sujeitas a uma forga externa F(x, v, t)
especifica. A relacdo entre du(t + At) e du(t) é dada através do Jacobiano de
transformacao

du(t + At) = [J| du(t),
onde
0 (£1(t + At), wg(t + At), ceey ’U3(Zf + At))

J = 0 (wr(t), 22(1), -, vs(1))

Tendo que

zi(t + A) = 2 (t) + v AL vt + A =v () + FEAL i=1,2,3

9z 9z 9z 9z 9z 9z
8901 8902 8903 81}1 81}2 81}3
Ozo Ozo Ozo Ozg Ozg Ozg
8901 8902 8903 81}1 81}2 81}3
Oxg Oxg Oxg Ozxg Ozxg Ozxg
8901 8902 8903 81}1 81}2 81}3
e v v vy vy LN B
8901 8902 8903 81}1 81}2 81}3
8112 8112 8112 81}2 81}2 81}2
8901 8902 8903 81}1 81}2 81}3
vz vz vz Ous Ous Ous
8901 8902 8903 81}1 81}2 81}3

o Jacobiano pode ser escrito como sendo
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1 0 0 At 0 0

0 1 0 0 At 0
0 0 1 0 0 At
J=| SBEAar Shar Shiar 14 8DAY SR SELAL :
SEAt SEAr SRAg SNt 14+ S2AL FgAYs
AL SBAL SBA Ay Ay 1+ 95 Al

e considerando até os termos lineares em Af obtem-se

F At + O[(At)?.

V;

%,
J~1+

Assim conclui-se que

du(t + At) = (1 + gffm> du(t).

Por outro lado expandindo em série de Taylor f(x + Ax,v + Av,t + At) em
torno do ponto (x,v,t) e considerando somente termos lineares em At tem-se:

f(x+ Ax, v+ Av,t + At)
af

af af
ox; Tt ov; Vi ot t

onde
Al‘i = ’UiAt, A’Ui = FlAt

De forma que AN resulta como sendo

AN = N(L + At) — N(1)

~ | f(x,v, 1)+ o] v AL + of FiAt + gAt} (1 + aFiAt) du(t) — f(x,v,t)du(t),

ox; ov; ot ov;
e pode ser calculado o valor de AN dado por
OF; af af af

ov; + ox; v + ov; bt ot t} dp(t)

AN%{f

e dividindo a expressao acima por At vem

AN _ {g L Of, , OUF)

At ot Oz " Ov; ]d,u(t),

(3.1)
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isto é, tem-se a variacao do nimero de particulas em relagao ao tempo que envolve

derivada temporal, espacial e das velocidades da funcdo de distribuicdo f(x,v,1).

A quantidade AA—]X s6 sera nula para o caso em que nao existirem colisoes entre

as particulas. Portanto serd determinado AN com base em quatro hipdteses:

e Para um gds rarefeito somente as interagoes entre os pares de particulas (co-
lisdes bindrias) sdo levadas em consideragao, pois a probabilidade de ocorrer colisdes
terndrias ou quaternarias é muito pequena em relacao as colisoes binarias.

e As forcas externas durante a colisao podem ser desprezadas, isto é, o efeito das
forcas externas sobre as particulas durante a colisdo é pequeno em comparagao com
as forcas que agem entre as particulas.

v

~ 2 v v
/
v ( \; Vl/ \
a) !
(b)

Figura 3.2: Colisoes direta (a) e de restituicao (b)

ColisGo direta

colisdo de
restit vigdo

Figura 3.3: Geometria de uma colisdo binaria

e Nao existe correlagao entre a posicao e a velocidade das particulas. Esta
suposicao ¢ conhecida como a suposicao do caos molecular?.

e A variacao da funcao de distribuigao nao é grande durante o intervalo de tempo
de duracao de uma colisao mas somente durante o tempo entre as colisoes.

2Fonte: Kremer, 2003.
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Considera-se duas particulas do gas cujas velocidades assintéticas pré-colisionais
sao denotadas por v e vy e as velocidades pds-colisionais por v/ e v figura(3.2)3.

Na figura (3.3)* a particula com velocidade v estd no ponto O, enquanto que
a outra particula estd se aproximando do plano segundo um angulo reto e com
velocidade relativa g = vi — v. Este movimento relativo é ainda caracterizado pelo
parametro de impacto b e pelo angulo azimutal e.

Assim o volume do cilindro, chamado de cilindro de colisao, no intervalo de
tempo At serd dado pelo produto da area da base bdbde pela altura gAt. Pode-se
entao dizer que, no intervalo de tempo At, todas as particulas com velocidades entre
vi e vi+dvy e que se encontram no cilindro de colisao, irao colidir com as particulas
com velocidades entre v e v + dv localizadas no elemento de volume dx em torno
do ponto O. O numero das particulas com velocidade entre vy e vi +dv; no cilindro
de colisao é dado por

f(x,vi,t)dvy g At b dbde.

Estas particulas irdao colidir com todas as particulas com velocidades entre v e v+dv
e que se encontram no elemento de volume dx em torno de O, isto é,

f(x,v,t) dx dv.

Logo deseja-se obter a variagao com o tempo para uma orientacao € e para um
determinado valor de b onde para isto tem-se que integrar sobre todos os valores do
parametro de impacto b com variacao de 0 a 400, sobre o angulo azimutal € variando
de 0 a 27 e sobre todas as componentes da velocidade v; de —o0 a +00 tem-se

(AA_JD _ / Fx,vi ) f(x,v.1) g bdb de dvy dp(t). (3.2)

Na equacao anterior sera representado somente por um simbolo de integracao todas

as cinco integrais descritas anteriormente onde (AA—]X) ~ denota a saida das particulas,

que estavam com velocidade v do elemento de volume du(t).

Porém, ha colisoes que criam pontos com velocidade v no elemento de volume
dx dv. Entao ao se considerar a andlise anterior pode-se afirmar que a densidade
do numero total de colisdes que ocorrem no elemento de volume dx e tempo At é
dada por
f(x, v, )b db' de' g At dv'if(x,v' t) dx dv'.

Serao utilizadas relacoes obtidas através da conservacao de energia, conservagao de
momento angular representadas por ¢’ = g e b’ = b, respectivamente, e considerar
que € representa apenas uma translagao de’ = de. Além disso, como o Jacobiano da
transformacao de velocidades é unitario, tem-se que dv’ dv = dv; dv e a equacio
anterior pode ser escrita na forma

F(x, V1, t)f(x,v',t) bdbde g At dx dvy dv.

3Fonte: Kremer, 1995.
‘Fonte: Kremer, 1995.
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Logo, a densidade do numero total de colisdes por intervalo de tempo At, que
cria pontos no espago de fase p com velocidade v no elemento de volume dx dv, é
expressa como

.
(57) = Foxviet) foxov'sty g b s dedw dut) 3

Com base nos resultados (3.1)-(3.3) tem-se que AN é representada pela diferenca
entre as particulas ganhas e perdidas no elemento de volume du(t), o que resulta

of , of  OUF)
ot "0, ov;

— /(f{f’ — f1f)g bdb de dvi = Q(/, f), (3.4)

que é denominada de equagdo de Boltzmann. Na equacdo (3.4) foram introduzidas
abreviagdes para fi, f', fi e f representadas por f| = f(x,v1,t), f' = f(x,Vv',1),
i = f(x, v, ), [ = f(x,v,1), respectivamente.

Esta equacdo (3.4), é uma equagdo integro-diferencial ndo linear para a fungdo
de distribuicdo f. Observa-se que a equagdo de Boltzmann [9] foi deduzida para
o caso de gases monoatomicos e em muitos casos F nao depende de v, como por
exemplo o caso da for¢a de atragdo gravitacional e neste caso (3.4) se reduz a

af af

+ v;

ot

0
5, T Fia;i = /(f{f’ — f1f)g bdb de dvy = Q(f. f). (3.5)

3.2 Equacoes de Balanco para Gas Unico

Na teoria cinética as quantidades que caracterizam o estado macroscépio de um
gds sdo definidas a partir da funcdo de distribuicdo f(x,v,t). Considerando como
campos basicos os campos definidos pelos momentos da funcao de distribuigao.

A primeira propriedade de uma particula é a massa cuja integral do produto da
massa da particula pela funcao de distribuicdo integrada sobre todas as velocidades
fornece a massa por unidade de volume, isto é, a densidade,

o(x,t) = / mf(x,v,t)dv. (3.6)
A cada particula de massa m associa-se uma velocidade onde a integral do produto

da massa pela velocidade da particula e pela fungao de distribuicao integrada sobre
todas as velocidades fornece a densidade do momento linear,

Qui(x,t)—/ mu; f(x,v,t)dv. (3.7)

FE ainda pode-se ter a densidade de energia total representada por

1
Qe(x,t)—/ imvzf(x,v,t)dv, (3.8)
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pois %mvz é a energia cinética de uma particula. Portanto, com base nas quantidades
microscopicas m, muv; e %mvz definiu-se a densidade de massa g, a densidade de
momento linear gu; e a densidade de energia pe através das equagdes (3.6),(3.7),(3.8),
respectivamente.

Sendo v; a velocidade de uma particula e u; que é a velocidade do gas, pode-se
definir V; = v; — u; como a velocidade peculiar que representa a diferenca entre uma
velocidade microscopica v; e uma velocidade macroscopica u; que € a velocidade do
gas.

Para qualquer funcdo de distribuicdo f(x,v,1)

/ Vif(x,v,t)dv =0, (3.9)

que é provada com o uso da definigdo da velocidade peculiar, ou seja,

/(’Ui —u) fdv = [ vifdv —u; / fdv = ‘Q:Ll w2 =0

m

A densidade de energia total dada pela equacao (3.8) pode ser separada como a
soma de duas energias,

1
oe = / im(V2 +2V.u + u?) fdv,
onde a integral envolvendo a quantidade V.u é nula devido a equacdo (3.9). Portanto

1 1
Qe—i/mvgfdv—i—i/muzfdv,

1 1
oe = a/mvzf dv + aguz,

onde 3 [ mV?2f dv representa a densidade de energia interna e $ou® representa a
densidade de energia cinética translacional.

Pode-se ainda representar a densidade da energia interna por

1
0e =5 /szf dv, (3.10)

onde € representa a energia interna especifica.

Entdo os momentos da fungdo de distribuicdo sdo dados pelas equagoes (3.6)-
(3.8), enquanto que o momento da fungdo de distribui¢do de ordem N é definido
através de

Diy ig.in (Xv t) = /m‘/;1 WQ“‘WNf(X7 v, Zf)dV,

que representa um tensor simétrico em todos os indices.
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O momento de ordem zero é a densidade de massa, enquanto que o momento de
primeira ordem é nulo como conseqiiéncia da equagédo (3.9) multiplicada pela massa
da particula. O momento de segunda ordem é chamado de tensor pressdo dado por

pij(x,t) = /m‘/ﬂ/}f(x,v,t)dv.

O tensor pressao é igual ao tensor tensao em moédulo, ou seja 7;; = —p;;. O tensor
viscoso o;; € definido por

O momento de terceira ordem é representado por
Pijke(X,1) _/ mViViVi f(x, v, t)dv,

que nao tem denominacao. Uma contracao importante do momento de terceira
ordem é o vetor fluxo de calor expresso como

1 1
qi(x, t) = ipjﬁ = 5 / Vz‘/;f(X,V,t)dV. (312)

A soma dos elementos da diagonal principal esta associada com a pressao do gés
P através da expressao

Pij = /szf(X,v,t)dv = 3P(x,1). (3.13)

Com a representacdo da energia interna sendo dada pela equagdo (3.10), conclui-se

que
3
P = 5@6

Por outro lado, a equagao que relaciona a pressao P com a densidade o e a tempera-
tura absoluta 7' é denominada de equacao de estado térmica, onde para um gas ideal

cléssico é expressa por
k

P=pop—T.
m
Conseqiientemente, a temperatura absoluta para um gas classico monoatéomico é

dada por

m P 2m m
o2, V2 t)dv.
- iTe 3Qk/m £, v, t)dv

Os momentos de ordem superior nao tém nomes proprios especificos.

T(x,t)=

Uma interpretacao para o tensor tensao é que ele representa um transporte de
momento linear por se tratar de um produto entre o momento linear e uma veloci-
dade, por outro lado o transporte de energia é dado pelo vetor fluxo de calor onde
o fator %sz esta relacionado com a energia.
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Agora pode-se obter as equacoes de balanco de massa, momento linear e energia a
partir da equacao de transporte®. Primeiramente, obtem-se o balanco da densidade
de massa substituindo 1 = m na equacao de transporte. Com o uso das equagoes
(3.6) e (3.7), resulta de uma forma simples

do a(QUi)
ot " om

— 0, (3.14)

que é a equacao da continuidade.

A seguir, o balanco da densidade de momento linear vem da substituicdao de
1) = mu; na equacao de transporte. Considerando que

dmu;
muv; = m(V;V; + V;u]‘ -+ V}ul -+ uiuj), Fj (;nv = ij@‘j = mkF;
(%
e as equacoes (3.7),(3.14) e (3.6), conclui-se que
dou; 0
Bl + T@(Quiuj — i) = oFi. (3.15)

Para se obter o balanco da densidade de energia substitui-se ¢ = %mvz na equacao
de transporte. Transformando v*v; em velocidade peculiar

v = (V2 + 2Vius + u®) (V; + uj),

0 (lm’l)z) o (lm’l)k’l)k)
FJQ@T B JQaT = mFjupox; = mFiv;
e usando as equagoes (3.7),(3.12), (3.13),(3.15) encontra-se facilmente a expressao

Outras formas alternativas podem ser encontradas, como por exemplo o balanco
da energia interna especifica. Vide a equagao (2.17) do capitulo 2.

Em resumo, tem-se a teoria dos 5 campos escalares g, u;, e €, através das equacgoes

o [

ou; = / mu; fdv,

1
Qe—/imvzfdv,

onde as leis de balanco sao as mesmas da termodinamica do continuo.

Para determinar estes 5 campos é necessario encontrar as equacoes constitutivas
da teoria cinética que relacionem os termos constitutivos (o, u;, T') com as grandezas

(67 Qiapij)-

5A equacio de transporte, assim como sua deducio, encontra-se no Apéndice A.
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3.3 Equacoes Constitutivas em Teoria Cinética pa-
ra (zas Unico

A idéia bésica do método de Chapman-Enskog [15, 27] é dividir a fun¢do de
distribuicao em dois termos aditivos. O primeiro termo consiste de uma fungao
de distribuicdo de Maxwell que fornece os valores locais da densidade, velocidade
e temperatura. Este termo corresponde & primeira aproximagao para a funcao de
distribuicao. O segundo termo consiste de um desvio da funcao de distribuigao de
Maxwell ¢ corresponde & segunda aproximacao para a funcao de distribuicao. Dele
resultam as grandezas de transporte que estao relacionadas com o tensor viscoso o;;
e com o fluxo de calor ¢;. Entao como resultado obtem-se

o= oy 5= 55 01
qi = —Hgi, (3.18)
o= s (M) 519

As equagbes constitutivas (3.17), (3.18) representam, respectivamente, as leis
de Navier-Stokes e Fourier. Os coeficientes 1 e k sdo denominados genericamente
como coeficiente de transporte, pois estao associados, respectivamente, ao transporte
de momento linear e energia. p é conhecido como coeficiente de viscosidade de
cisalhamento enquanto que k como coeficiente de condutividade térmica. Q>
representa a integral dada na forma geral abaixo que depende do tipo de interacao
entre as particulas

Qn _ / / e A +3(1 — cos' x) b db dv, (3.21)
0 0

m

onde v = (m)l/ ? g e g € o mesmo da secdo 3.1. Para o potencial de esfera-rigida

Q22 = 42 onde a é o diametro da particula.

3.4 A Equacao de Boltzmann para Misturas de
Gases Monoatomicos

A funcao de distribuicdo para cada constituinte v da mistura obedece a equacao
de Boltzmann
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vl =30 [Udy = 1) gsa b de vy =Y Qualfor ) (322
B=1 B=1

k2

A equagao (3.22)° representa uma equacdo integro-diferencial, nao-linear para o caso
de mistura de gases monoatomicos em regime de escoamento estaciondrio (% = O)

ot
e sem a presenca de forcas externas (F; = 0).

A principal dificuldade matematica apresentada na equacao de Boltzmann esta
associada com o termo de colisao (Qus(fa, f3). Muitas alternativas sao analizadas
com o objetivo de simplificar o termo de colisao facilitando assim a solugao da
equacao de Boltzmann.

Expressoes mais simples para este termo tem sido propostas por diversos autores.
Estas sao conhecidas como modelo de colisao e a equagao de Boltzmann na qual o
termo de colisao é substituido por um modelo passa a ser chamada de equacao
modelo [7, 37] ou modelo cinético. A idéia por detras desta substituicdo é facilitar a
resolucao da equagao de Boltzmann de forma a fornecer resultados satisfatorios, isto
é, a equacao modelo deve apresentar bons resultados que podem ser comparaveis
aos resultados da solucdo exata da equagdo de Boltzmann [40]. Assim o termo de
colisdo poderd ser substituido por um operador J(f) o qual conserva as seguintes
propriedades:

/ Mo Qap dve =0, (3.23)

/ Ma VailQap AVa + /mﬂ v3:Qpa dvg =0, (3.24)
1 2 1 2

5 vaQap AV, + 5™Me 05Qpa dvg = 0, (3.25)

que expressam a conservacao da massa, do momento linear e da energia de cada
colisao de uma particula a com uma particula 3 sendo m, e mg a massa da particula
dos constituintes o e 3, respectivamente. Isto significa que, entre cada colisao de
uma particula o com uma particula 3 deve-se conservar a massa, o momento linear
e a energia, ou seja, a massa da mistura é conservada sem se tratar de reacoes
quimicas, o momento linear da mistura é conservado para qualquer (o, 3) de uma
colisdo bindria e a energia da mistura é conservada para qualquer («, 3).

No modelo cinético utilizado a expressao do operador de colisao quadratica é
dada por

Qap = —V;ﬁ (fa - fﬁ) . (3.26)

O sinal negativo acima é devido ao tempo de relaxacdo (a funcdo decai com
o tempo). y;ﬂ denota a freqiiéncia de colisao que independe das velocidades das
particulas e ffﬁ a funcao de distribuicao de referéncia. Primeiramente o objetivo é
determinar fﬂ que é uma funcao fora do equilibrio. A freqiiéncia de colisao obedece

5Todas as quantidades dimensionais serdio denotadas por uma plica, /, a partir desta secio.
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a relagao simétrica nv, 53 = ngry, onde n, = 2= representa a densidade do mimero
{27
de particulas do constituinte a.

Entdo substituindo-se a expressao do operador de colisdo quadratica (3.26) na
equagdo (3.22) encontra-se a equagao modelo

, Ofa "
e S (e 1) (3.27)
T ﬂzl

com a qual serd trabalhado. Esta equagao cinética estéa escrita na forma dimensional.

Considerando uma mistura de gases de n constituintes confinada entre duas
placas paralelas, tem-se que inicialmente o sistema encontra-se em equilibrio pois
as placas estdao em repouso. FEste equilibrio serd fracamente perturbado através
do movimento relativo entre as placas. Assim para este problema tem-se que f,
representa a funcdo de distribuicao dos constituintes

o) = ) [l 329

onde fM ¢ a funcao de distribuicio Maxwelliana [27] correspondente ao estado de

equilibrio
m 3/2 m ,
M o4 Q 1
— o — ’ , 3.29
2= () e (—gat?) (3.29)
/

ha(y', v!,) representa a perturbacdo da fungdo de distribuicdo do sistema e ng, € a
distribuicao da densidade em equilibrio do nimero de particulas do constituinte «

entre as placas. Assume-se que as velocidades das placas U sao pequenas comparadas
(%) 1/2
m

com a velocidade molecular caracteristica da mistura, U < vg, vg = onde

m ¢ a massa molecular média. E conveniente introduzir quantidades adimensionais
para as quantidades da velocidade molecular do constituinte «, v/, e a posi¢ao x'.

Assim, a velocidade dimensional v/, estd relacionada com a velocidade adimen-

1/2
sional ¢, através do parametro Gy, = (272—%0> , Ou seja
! —1
V., = Bya Ca (3.30)

e introduz-se a grandeza adimensional

X = — (3.31)

onde D representa a distancia entre as placas paralelas suficientemente longas con-
forme a figura (3.4).

Agora com todo o conjunto de expressoes (3.28)-(3.31) é possivel escrever pri-
meiramente o lado esquerdo da equagdo (3.27) na forma adimensional. Para isto
trabalha-se com o termo v/, 2. Portanto

at o,

Ofa - 1 dfa
Uy e Boa 1 gy
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2

—

Figura 3.4: Fluxo de Couette entre duas placas paralelas

A derivada da funcdo de distribuicao dos constituintes f, em relacdao a compo-
nente radial y é igual a

M
%:afa L4 h, iuah&U
Ay Ay Ay vy

afM
como ﬁ = 0 tem-se

9o ma \*° (el
dy - 2wkTy P Ay vy

Entdo consegue-se representar o lado esquerdo da equagdo (3.27) na seguinte forma

adimensional
Ohg "

a=1

Isolando cayﬁaiya tem-se

Oho\ U m. \ Y2 Ry
o e RE— D a / af - o . 332
(C Y Oy > Vo (2kT0> ; Yop (fé” FM (3.32)

Utilizando o modelo proposto por McCormack [36] pode-se reescrever a equagao
(3.32) como

oh Mme \ e -
o —= = D = La 5 , D) = 1,..., . 33
=0 (i) D loh (@) =(lm). @

sendo que f/aﬁh (3.33) representa uma expansdo de um polinémio da velocidade
adimensional c,. Estes sao apresentados na secao 4.2.

32



3.5 Equacoes de Balanco para Misturas de (sases
Monoatomicos

As quantidades macroscépicas para cada constituinte o da mistura, a densidade
parcial de massa g, e a densidade parcial do momento linear g,u.,;, sao definidos
em termos da funcdo de distribuicdo f, = (x,V/,t) e a partir das quantidades
microscopicas m,, € mytl,;, ou seja, a densidade parcial de massa com a representagio

0a(x', 1) = / Mo fadv,, (3.34)

e a densidade parcial do momento linear por
0t (1) = [ ot fui;, (3.35)

Além disso o deviante do tensor tensao’

a sao divididos em: tensor tensao parcial

T£%> e o fluxo de calor ¢/, do constituinte

T = / M ViV faldV', (3.36)

e fluxo de calor parcial
1
q/ozi = 5/ mavazvaifozdvlap (337)

onde m, representa a massa da particula . Também foi introduzida a velocidade
peculiar do constituinte «, V,;, definida como a diferenca entre a velocidade mole-
cular e a velocidade linear.

Para uma mistura de n gases monoatomicos ideais tem-se que a densidade de
massa da mistura o, a densidade do momento linear da mistura gu;, o tensor tensao
da mistura 7/; e o fluxo de calor da mistura ¢; sao fornecidos por

n

0= 0a; (3.38)

a=1

QU; = Z Qau/om (339)
a=1

Ti/j = ZT;?, (3.40)
a=1

4= o (3.41)
a=1

nos quais conclui-se que a densidade da mistura é a soma das densidades dos cons-
tituintes e de uma forma semelhante para as outras grandezas.

“Deviante do tensor pressio plo-‘- é definido como o tensor de trago nulo plo-‘- = pl-o-‘ — lplo‘&- 3
(i7) (i7) iy 38rrTny

. ’ ’
onde o tensor pressao € igual ao tensor tensio em modulo, ou seja 7,7 = —p,5.
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3.6 Os Potenciais de Interacao Molecular

De uma maneira geral, as forcas de interacao que agem sobre os atomos e moléculas
podem ser divididos em dois tipos: forcas de curto alcance, também chamadas de
forcas de valéncia ou forcas quimicas, e forcas de longo alcance, denominadas de
forcas de van der Waals. As forcas de valéncia sao forcas repulsivas e surgem quando
as particulas se aproximam uma das outras e suas nuvens eletronicas se superpoem.
As forcas de van der Waals sao forcas atrativas de longo alcance e podem ser subdi-
vididas em: (i) contribuicées eletrostéticas (interagdes entre os vérios momentos de
multipolo); (ii) contribuiges de indugdo (interacao entre a distribuigdo de carga de
uma particula e os momentos induzidos na outra particula); (iii) contribuigdes de
dispersdo (interacdo entre duas distribuicées de cargas induzidas).

R
- (2)
3 (b)
0 L
16" ©
1l
0 T T 0 N T T = o
1 2 M—S b i g /A
A

Figura 3.5: Potenciais de interacdo : (a) esfera-rigida; (b) centros de repulsao; (c)
Lennard-Jones

Na figura (3.5)® estao representados os potenciais de interagao [27] mais utiliza-
dos na teoria cinética dos gases em fungao da distancia entre as particulas e que sao:
a)Potencial de Esfera-Rigida. Este potencial representa somente as for¢as de re-
pulsao entre esferas rigidas de diametro a

{ d(r) - go quando r < a, (3.42)

O(r) quando 7 > a.

b) Potencial de Centros de Repulsio. A fungdo potencial neste modelo tem a forma

K 1
Or)=—— g K>0, v>0, (3.43)

8Fonte: Kremer, 2003.
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e também representa somente as forcas de repulsdo. Denomina-se de potencial
maxwelliano o caso em que v = 5 e as particulas, que obedecem a este potencial,
sao chamadas de particulas maxwellianas.

c¢)Potencial de Lennard-Jones. A fungdo potencial deste modelo fornece uma repre-
sentacao simples e realistica para particulas esféricas e nao-polares através da forma

B(r) = de {(g)m - (g)ﬁ] . (3.44)

O termo (o /r)'? representa as forgas de repulsdo enquanto que o termo —(o/r)% as
forcas de atracdo. Para r = ¢ tem-se ®(r) = 0 e para r = 2!/5¢ tem-se ®(r) = —e
onde € é a profundidade do pogo potencial e ¢ representa o diAmetro caracteristico
das moléculas.

Neste trabalho serao considerados dois potenciais de interacgao: esfera-rigida e um
potencial realistico® de interacdo. O modelo de esfera-rigida é muito utilizado devido
a sua simplicidade enquanto que o potencial realistico fornece uma descricdo mais
fisica de interacao entre as particulas. No algoritmo deste trabalho os diametros das
espécies dos constituintes das misturas consideradas sao parametros de entrada e
dependem do potencial de interagao entre as particulas. Para o caso dos potenciais,
esfera-rigida e realistico, os valores sdo tabelados em [24].

90 potencial realistico é um potencial empirico cuja formulacio encontra-se na referéncia [24].
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Capitulo 4

Solucao Cinética para Misturas
Binarias de Gases Monoatomicos

Serd considerado uma mistura bindria de gases ideais monoatéomicos confinada
entre duas placas paralelas, sendo D a distancia entre elas, infinitamente longa! de
forma que os efeitos de borda podem ser desprezados. Nao hé presenca de forgas
externas e o fluxo® é estacionario.

Seré calculado a velocidade, o fluxo de calor e o tensor tensao para trés mis-
turas bindrias: Neoénio e Argonio; Hélio e Argonio; e Hélio e Xenonio, dentro de
um amplo intervalo do parametro de rarefacao. Os gases nobres Neonio, Argonio,
Hélio e Xénonio apresentam pesos moleculares iguais a 20,18, 39,95, 4,00 e 131,30
respectivamente. As misturas Néonio e Argonio, Hélio e Argonio e Hélio e Xenonio
possuem razoes de massas bem distintas 0,505, 0,100, 0,030, sendo este o motivo

da escolha destas mlsturas e razao de diametros d—Q de 1,406, 1,665 e 2,226, [24]
respectivamente. Serd considerado trés concentragoes 10%, 50% e 90% em relagao
a0 primeiro constituinte. Os constituintes serdo denotados por sub-indices 1 e 2. Os
potenciais de interacao utilizados sao: esfera-rigida e potencial realistico.

4.1 Consideracoes Especificas do Problema

Define-se algumas quantidades que serao utilizadas na mistura bindria.

A densidade n do numero de particulas da mistura bindria, entre as placas, sera
funcao da densidade do numero de particulas de cada constituinte da mistura

n=nj + ns. (4.1)

TA distancia D entre as placas é muito menor do que o comprimento das mesmas.
2 . s ~ .
“Volume de fluido que passa através da secdo transversal de um tubo por unidade de tempo.



A temperatura da mistura serd igual a

2
> naT.
_ a=1
2
>
a=1

e a concentracao molar Cy a mistura em equilibrio poderd ser escrita como a razao
entre a densidade do nimero de particulas do constituinte & = 1 e a densidade do
nimero de particulas da mistura bindria

o 11 +noTh
n1 + ng

T (4.2)

ni

Cy— — 4.3
0 n 9 ( )
ou ainda,

2 _NTM g, (4.4)

n n
onde

n1 = no1 = Cong, (4.5)

e de forma analoga

o = N2 — (1 — C())?”Lo. (46)

As expressoes (4.5) e (4.6) indicam que a densidade dos constituintes ndo sofre
perturbacao pois ng; e ngs representam as distribuicoes da densidade do nimero
de particulas entre as placas. Inicialmente a mistura encontra-se em equilibrio e as
placas estao em repouso. Serd considerado a situacao em que o estado de equilibrio é
fracamente perturbado quando as placas sao movidas com velocidade U em sentidos
opostos. Assim a perturbagao na velocidade sera denotada por %, onde % < 1 pois
U < vy onde U é a velocidade da placa e vy a velocidade da mistura.

A temperatura do constituinte o = 1 é igual a temperatura de equilibrio do
sistema Ty, acrescida de uma perturbagao,

U
T1 - TO (1 —|—’7’1/—> . (47)

Vo

De uma mesma forma para o = 2

Tg - TO (1 -+ Tglg> 5 (48)

Vo

onde 711, T» representam os desvios relativos as temperaturas dos constituintes. Subs-
titui-sc (4.5)-(4.8) em (4.2) como sc scguc:

ConoTy (1+ L) + (1= ConeTy (1+ L)
T = ,
C()n() + (1 - C())?”Lo

(4.9)

e efetuando as multiplicacoes e desprezando os termos de ordem igual ou superior a
2 de £ a equacdo (4.9) se transformard em:
vo
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U U
T:TO 1—|—C()’7'1——|-(1—Co)’7'2— . (410)
Vo Vo

A densidade de massa da mistura binaria, serd funcao da densidade de massa de
cada constituinte da mistura
0= 01+ 0.

Da mesma forma para o tensor tensao e o fluxo de calor.

4.2 Modelo Cinético de McCormack

O modelo cinético proposto por McCormack [36] representa f/aﬂh como uma
expansao num polinomio da velocidade adimensional ¢,

Lagh = —Yapha + A + Arcar + BriCakCar + Dicarc, (4.11)

onde os coeficientes denotados por A, Ay, By e Dy sao funcoes dos momentos da
fungao de distribuicdo das velocidades moleculares (densidade, velocidade hidrodiné-
mica, temperatura, tensor tensdo e vetor fluxo de calor).

Considerando uma mistura binaria, confinada entre duas placas paralelas, com
velocidades relativas sujeitas a uma mesma temperatura, tem-se

(2)
~ Mo 1/2 ) l/aﬁ Mo
4 rma\ /2 o\ /2
470 = VT, + M, + & (22 [(W a2 (22) s,
! m M
5) 2 5
_Zl/iﬂ)(ua — Uﬁ)] Carx (Ci — §> , 047/3 =1,2, (4.12)

. N [N . .~ . .
e as quantidades l/i ﬂ), que representam a freqiiéncia de colisoes entre os constituintes

a e 3, sao definidas como:

) = ?Z—OfnﬂQSﬂl), (4.13)

- % (22ﬂ>2nﬂ (ngg . ggzg;>> | (4.14)
=G (S0 + 07 w29
A= P (50 -02), 419
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64 [ mas\’ ma 15m, 2
p) = & (Mas) May 6@ oma  25mg) oy
15\ m, mg

4mg 8ma) P
5500 - ). (4.17)
-5 () () o (oo ot oot oy
onde m,p denota a massa reduzida
Mg = % (4.19)

e Qgé) sdo as integrais de Chapman-Cowling [15], conforme equagédo (3.21), as quais
dependem do potencial de interacao intermolecular os quais, os utilizados neste
trabalho estao descritos na secao 3.3. As integrais de Chapman-Cowling, em termos
dos diametros moleculares, sao definidas da forma

L 1+ (=107 [ 7kT \/*
0l _ (J 1_ 2 .
af ] 2(2- + 1) 2maﬂ (da + dﬂ) > (4 20)

onde d, e dg sao diametros moleculares dos constituintes a e 3, respectivamente.

Os parametros v,z sao proporcionais as freqiiéncia de colisoes entre os constitu-
intes o e 3 e estao definidos em [18, 42, 44, 45, 46].

Os momentos adimensionais da funcdo de distribuigdo sdo escritos [22| do seguinte
modo:

1 172
uay) = =y (ﬁ> /exp(—ci)lza(y,ca)cmdca, (4.21)

Ma
1 m\ o, 5 O
4a(y) = —7 (m—a> /exp(—ca)ha(y,ca)cm (ca — §> deg, (4.22)
1
M. (y) = 7 /exp(—ci)ha(y,ca)cmcaydca, (4.23)

onde ug, q3 e Il sdo semelhantes as equagoes (4.21), (4.22), (4.23), respectivamente
bastando trocar « por (.

Entao o problema a ser resolvido é

oh m /2 2
y— =D | —2 La =1,2 4.24
o =D () > Lt (a=1.2 (424

onde f/aﬂh é dada pela equacgao (4.12). As condigdes de contorno para a perturbagio
he da equacao (4.24) sdo dadas por:
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1/2
para y = % tem-se h, (%, ca) = (ma) / Com, PATA Cay S 0

e quando

1/2
Yy = —% tem-se h, (—%, ca) = — (ma) / Cox PATA Cay S 0,

m
ou de forma compacta

m

D N 1/2
ha(y, CO‘) = hOé (:tE? Coz> — :i: < > Cazx para Cay § O (425)
m

4.3 Meétodo de Solucao

A equagdo (4.24) é funcdo das componentes da velocidade adimensional c,; =
(Caws Cay, Caz). Como a solucdo independe das coordenadas x e z para eliminar as
varidveis ca. € Ca. da equagio (4.24) duas fungodes sdo introduzidas:

1 “+co “+co
7 / / eXp[_(C’ix + C’Zz)]h’C‘éc’CWUdC'CWUdCa27 (426)
T J -0 —00

1 +oo +oo
\Iloz - / / eXp[_(Ciz + Ciz)] [Ciz + Ciz - 2] }lacawdcaﬁdcaz‘ (427)
T J - —00

Portanto para se escrever a equagio (4.24) em fungdo de ®, deve-se multiplicé-la

2 2
Cape™ CaxThz )

pelo fator e depois integra-la em todo o intervalo, ou seja,

+0oo “+o00
yaJ |: / / eXp ( ax + Caz)]hozcazdcaxdcaz]
| [t preo
) oo Jow
+2 (m_> [%ﬁua {— / / exp|—(c2, + Ciz)]ciggdcmdcm}
m .

(1) 1 +oo +oo
_l/aﬂ (u(l - Uﬁ) |:; / / eXp[_(Cix + Ciz)]cizdcawdcaz}

“+co “+co
+4<w—u§;>+u§%.2—vi?>ﬂa [; / / exp[—(ciﬁci,z)]cixcaydcwdcm]

+oo +oo
+4l/< FIE { / / exp|—(c?, + cm)]cmcaydcmdcm]
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4
5

M\ 1/2
(%)

+oo +oo
(s + 18 — 3 — / / expl— (2, +2.)]

Y
Xy (ci — —> dcmdcaz]
2
1/2 +oo +0oo
® (™M 1 2 22 (2 0
tap (ma> qﬂlﬂ /Oo /Oo exp[—(co + ¢a.)Can (ca 2> dcmdcaz]
5 @) Lo 2> 22 (2 O
_Zl/aﬂ(ua—Uﬂ) [; /Oo N exp|—(c. +c e | e — 5 dcozdcy.: , (4.28)

considerando 3y, dado na secao 3.4.

Utilizando as seguintes integrais®

1 +oo +oo
™ / / eXp[_(Cix + Ciz)]hacomdcomdcaz = (I)O“
T J - —00
1 +oo +oo 1
- / / eXp[_(Cix + Ciz)]Cideadeaz = 5
T/ - 2

+oo  pto0 5 Ci 1
/ / exp|—(c, + ¢.)|c2, ( c 2> dCazdcy, = (Ty — Z) . (4.29)

a equagdo (4.28) se transforma em

(2
od,, M\ 1/2 v, Me
Cay a Dﬁ()a{_’yaﬂq)a—i_( m > (ryaﬂua — l/ilﬂ) (u — uﬂ) - 2ﬂ (QQ - Qﬂ>>

2 (s — v + 18 — VDT + VM) oy
ma\/2 | 4 1/2
+ (W) [5 ((%/3 + 08 =) = ))qa + l/ig) ( a> s
2) 1/, 1
—l/aﬂ (UQ - Uﬂ)] 5 (Cay — §> } (430)

3Na integracio utiliza-se a seguinte férmula

n41

[ (55 ()
0 2 2 o

onde « é uma constante e I" é a funcdo gama definida por
I'(n+1) =nl'(n)
T(n+1) =n! se n é inteiro

D(3) =Vvrel(1) =
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Seguindo o mesmo procedimento, multiplica-se a equagao (4.24) pelo fator

2 2
Car|c2y4c2, —2eCarteas)
7

a 1 e o 2 2 2 2
C&ya_y ; - . eXp[_(Cax + Caz)] [Caz + Coaz — 2] hozcozzdcazdcaz

e integra-se a equacao resultante em relacao a dca, € dcg.

1 +oo +oo
= DBya { —Yag {— / / exp[—(ciz + ciz)] 2+, — 2 hacmdcmdcm]
TJ-o J-o
o 1/2 1 “+co “+co
+2 (m—> [’)/aﬁua [_ / / eXp[_(Cix + Ciz)] [Ciz + Ciz - 2]
T J—so J—oo

m

X cixdcmdcaz]

1 +oo +oo
(0 — up) [— / / exp[—(2, + )|, + 2, — 2]cizdcmdcm]
T J - —00

l/éﬂ e e 2 2
_7 (QQ - —Qﬂ> / / eXp Caz + Caz)

+oo +oo
/ / eXp Cox + Caz)][ Cox +c Caz — 2]

pw

O
o
)

O
o
5]

Q

O

R
5]
Q
O
Q
I
1
1

X cixcaydcmdcaz]
+oo +oo
+4l/< Hﬂ |: / / eXp ( az + Caz)][ iz + Ciz - ]Caxcaydcomdcaz}
4 o 1/2 —+co —+co
3 (P2) " g 08— 42 - [ | ] et

5
X [ciz + ciz — 2]0396 (ci — §> dcmch]

6 +oo +oo 5
+l/( ) ( > / / eXp Caz+caz)][cax+caz 2] Caz ( Co — §> dc&fdc&z
5 @ L oo e 2 2 2 2 2 2 D
_Zl/ozﬂ (UQ—’LLﬂ) [; /Oo - eXp[_(Caz+caz)] [Cax+caz_2]caz Co — 5 dc&ﬂﬁdc&z :

(4.31)

As integrais
1 —+o00 “+co
™ / / eXp[_(Ciz + Ciz)] [Ciz + Ciz - 2] hOéCOéQCdC(MCdCO&Z = \IIOM

42



1 +oo +oo
T / / eXp[_(Cix + ciz)] [Ciz + Ciz - 2]Cizd60@dcaz = 07
T J -0 —00

(§]

| e 5)

el e - 2 (- ) e =1 432
TJ-o J-o

transformam a equagdo (4.31) em

ov ma\1/2 | 4
o —— = D350 —VazVa <_a> =
Cay oy Fo { YapPat m [5

1/2
m
P+ 480 = o2 = S+ o3 (2 qﬁ]

«

}. (4.33)

Assim, resumidamente, transformou-se a equagdo (4.24) em um sistema de equagoes
para &, e ¥, que sdo (4.30) e (4.33).

O pardmetro 7,3, nas equagoes (4.30) e (4.33), é proporcional a freqiiéncia de
colisdo entre os constituintes o e J [11]. Este parametro ~,3 aparece somente nas
combinagoes

2
(e — up)

Y=Y+ M2 Yo = Y21 + Yoo (4.34)

Portanto, é suficiente definir 41 e 45. Para este modelo de parametro, conforme o
artigo [11], tem-se a expressao v, = % com F, e u, representando a pressao parcial
{23
e a viscosidade parcial. Estas sao dadas por

o = PalWa + V) (Wl — v, (4.35)

com
ft= p + puo, (4.36)
U, =& — W4 Z/Sﬂ) (4.37)

e z/f’ﬂ), v dados por (4.15) e (4.16), respectivamente.

«

E utilizado com maior freqiiéncia o parametro de rarefacao do constituinte « da

mistura definido por,
o\ 12
=D 2 » 4,
0 ( 5 k;T0> A, (4.38)

Assim pode-se representar as equagoes (4.30) e (4.33) em termos deste parame-
tro, ou seja

) 2)
aq)a a 1/2 l/a l/a a
Cay— - 6(1 —q)a + (m > U — b (ua - uﬂ) - 5 (%4 - m Qﬂ>
oy m Yap 2Yap mg

A0\ Y
21— M, + —L104 | coy

Yep BEY]
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Jr(moé>1/2 4 - V&@—V&@-V&? ot l/sjﬂ) (mﬁ)l/zqﬂ
m 5] Yoz Yag \Ma
(2
Vs 1/, 1
—— (U — — — =7, 4.39
G um] (2 -3 (4.39
(6) (5) (5) (6) 1/2
O\I/a Ma /214 Voo — Vaa — V,, v, m
Coy—— = 0aq — Vo + (—) — |1+ Blg,+ =222 s
oy m 5 Yap Yap \Ma

e
— B (y, — uﬂ)] } (4.40)

Nas equagoes (4.39) e (4.40) os momentos adimensionais da funcio de dis-
tribuicdo ua, ug, ¢a, ¢s, s e Ilg sdo descritos nas equagoes (4.21)-(4.23) e re-
presentam as incognitas . Estes momentos podem ser escritos em funcao de &, e
W,. Tal procedimento é descrito abaixo:

1 m \ 12
U (y) = a2 (—) /ecaha(y,ca)cmdca

Mma

1/2
1 m / 1 +oo +oo 7(62 +62) Foo 2
- 1/2 - A hozcowcdcazdcaz € o‘ydcay
w Ma ™ —00 —00 —50

e usando (4.26) obtem-se

1) Para ua(y),

1 m 1/2 2
) = “Cav®dCy,. 4.41
waly) = = (m> e, (441)

/ 1 m\ 2 e , 5
9a(y) = perl e e ““ha(y,Ca)Cax | €., — 3 de,,
1 1/2 1 +o0 o0
- (ﬁ) <_ / / e EatBIp o (2 1 Y)deandens
s Ma 7)o oo

1 oo oo 2 2 oo 2 1 2
_i_; / / €7<Caw+caz)h/acaxdcazdcaz /Oo Cay — 5 eicaydcay7

com (4.26) e (4.27) vem

1 m\ 5 1 2
da(y) = 77 \Uma Vo + P | ¢y — 5)|¢ Y Cey. (4.42)

iii) Com o mesmo procedimento encontra-se I1,(y)

1

2
M (y) = —n e “ho(Y, Ca)CazCaydCa
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IO Rl | 2 Lo e 2
— —1/2 / / _ (ei(caw—i_caz)}lacazdcazdcaz> / Cayeicaydcay
n — 60 oo T

—0o0

1 °
M (y) = ﬁ /ecaycayq)adcay, (4.43)

onde ug, q3 e Il sdo semelhantes as equagoes (4.41), (4.42), (4.43), respectivamente
bastanto trocar a por j3.

O objetivo agora é resolver este sistema de equagdes integro-diferenciais (4.39) e
(4.40) nas quais utilizando (4.25) em (4.26)-(4.27), se obtem as respectivas condi¢oes
de contorno. Este sistema de equacoes pode ser reduzido a um sistema de equacoes
de integrais para os momentos da funcao de distribuicao. Entretanto, este método
requer um grande tempo computacional, especialmente para grandes valores do
parametro de rarefacao 0, que é o inverso do nimero de Knudsen K,. Este é um
dos motivos pelos quais deve-se usar o método das velocidades discretas |25, 39].

4.4 Resultados e Discussoes

O parametro J, presente nas equagoes (4.39) e (4.40), corresponde ao parametro
de rarefacao do constituinte o da mistura. No programa numérico* utiliza-se o
parametro de rarefacdo da mistura®, denotado por &, como um parametro de entrada.
Consequientemente, é necessario estabelecer uma relagao entre os parametros de
rarefagdo da mistura e dos constituintes. Esta relagdo [11, 43] é dada por

So = ﬁ% (%)1/2 s, (4.44)

onde e p, denotam, respectivamente, a viscosidade da mistura e a viscosidade
parcial, cujas expressoes sdo dadas em [42].

O sistema de equagdes cinéticas (4.39) e (4.40) foram resolvidas numericamente
para um amplo intervalo do parametro de rarefagao 9, pelo método das velocidades
discretas [25, 39] com um erro niimerico relativo® menor que 0,1%. A precisao
numérica foi estimada comparando os resultados obtidos para diferentes grades dos
parametros, ou seja, utilizou-se uma malha adequada. Os valores considerados para
o parametro de rarefacao ¢ variam de 0,01 < ¢ < 40. Deve-se ressaltar que este
intervalo abrange o regime de moléculas livres para § — 0 (especificando o intervalo
0,01 <6 < 1), o regime de transi¢do 6 ~ 1 e o regime hidrodindmico para § — oo
(especificando o intervalo 6 > 40). Portanto o maior valor considerado para § é
40, o qual j& representa com certeza o regime hidrodinamico. Valores maiores do
que 40 nao serao considerados devido ao tempo de execucao do programa numérico.
FEstas mesmas consideragoes existirao no capitulo 5 e nas conclusoes deste trabalho.

40 programa numérico encontra-se no Apéndice B.

50 parametro de rarefacdo & é o inverso do nimero de Knudsen, § =
secao 5.2.

SEste erro é calculado apés a convergéncia do programa estabelecendo a diferenca entre duas
iteracoes ndo sucessivas.

DPy
oo ?

que estd definido na
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Quanto maior o valor de § maior é o tempo para se atingir a convergéncia do
programa numérico. Conforme aumentava o parametro de rarefacdo o tempo de
rodagem do programa cresce de forma nao linear. Uma maneira de amenizar este
problema é se utilizar supercomputadores para a rodagem dos programas no caso
de grandes valores do parametro de rarefagao.

Para investigar a influéncia da lei de interagao intermolecular no tensor tensao e
nos demais campos da velocidade e do fluxo de calor, dois tipos de potenciais foram
usados: o potencial de esfera-rigida e o potencial realistico.

Quando trata-se do potencial de esfera-rigida, para calcular os diametros molecu-
lares d,, utiliza-se a seguinte razao entre suas massas e viscosidades

dg ,U1>1/2 (m2>1/4
—=|— — . 4.45
dy (,uz ma ( )

FEstas viscosidades sao obtidas experimentalmente a uma temperatura de T=300K
[24].

Estes didmetros d, aparecem nas integrais de Chapman-Cowling definidas pela
equagao (4.20).

Como resultado destes dados obtem-se os valores da razao j—f como 1,406, 1,665
e 2,226 para as misturas Néonio e Argonio (Ne-Ar), Hélio e Argonio (He-Ar) e Hélio
e Xenonio (He-Xe), respectivamente.

Pode-se expressar a razao entre os parametros de rarefacdo dos constituintes
utilizando-se a equagdo (4.44) obtendo

h_mh (@)m (4.46)
P U2 Py \ mo 7 .

em termos das viscosidades parciais, das pressoes e das massas de cada constituinte.
Usando a expressao P, = n,kT, e as equagoes (4.7),(4.8) e (4.45) obtem-se a razio
entre os parametros de rarefacao dos constituintes em funcao das densidades e dos

diametros, isto é,
51 1 d1 2
—=—1—1. 4.47
52 o (dg ( )

Os valores dos parametros de rarefacao dos constituientes, é; e do, fornecido o
parametro de rarefacdo da mistura, 0, sdo apresentados nas tabelas (4.1), (4.2) e
(4.3) para as concentracoes 0,1, 0,5 e 0,9, respectivamente. Observa-se que para
0,01 < <1 os constituintes encontram-se no regime de moléculas livres. Para
0 ~ 1 tem-se duas situagoes: os constituientes encontram-se no regime de moléculas
livres ou um deles encontra-se no regime de transicao e o outro no regime de
moléculas livres. Para 6 — oo ambos se encontram no regime hidrodinamico.

Para o potencial realistico as integrais Qgé) foram calculadas usando as expressoes
dadas na referéncia [24] assumindo a mesma temperatura do potencial de esfera-
rigida, isto é T = 300K. Os coeficientes de transporte de misturas, isto €, viscosidade,
condutividade térmica, coeficiente de difusdo e coeficiente de difusdo térmica, sao
calculados segundo as integrais de Chapman-Cowling [19, 24, 42].
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(47)

Kestin et al [24] obteram a expressdo analitica das integrais €2 5. aqual fornece
valores experimentais de todos os coeficientes de transporte.

Todos os calculos foram feitos para um amplo intervalo do parametro de rarefagao
0, isto é 0,01 & 40. Foram considerados trés valores de concentracao Cy, isto é, 10%,
50% e 90%, em relacdo ao primeiro constituinte da mistura.

Os resultados numéricos do tensor tensao Il da mistura sdo fornecidos nas tabelas

(4.4)-

(4.5) para o potencial realistico e potencial de esfera-rigida, respectivamente.

Da analise numérica destes valores conclui-se que:

i)

i)

iii)

O tensor tensao Il da mistura sempre decresce com o aumento do parametro
de rarefacao o. Este resultado era esperado, pois tem-se este mesmo compor-
tamento para o caso de gés 1nico.

A dependéncia do tensor tensdo II da mistura na concentracao Cy é forte para
a mistura com menor razao de massa molecular, onde a diferenca entre o ten-
sor tensao da mistura entre as concentragoes Cy = 0,1 e Cy = 0,9 pode passar
de 25%, enquanto que para a mistura Ne-Ar este desvio ndo excede 5,3%.

O tensor tensao é fracamente sensivel a lei de interagao intermolecular. A
diferenca entre os valores de Il da mistura que correspondem ao potencial
realistico e aqueles para o potencial de esfera-rigida nao excedem 1%. Os
dados do tensor tensao de cada constituinte, II; e Ils, para a mistura binaria
He-Xe sdo apresentadas nas tabelas (4.6)-(4.7) para o potencial realistico e o de
esfera-rigida, respectivamente. Pode-se observar que o constituinte de maior
massa tem um tensor tensao maior e a medida que o parametro de rarefacio
cresce o tensor tensao de cada constituinte decresce. Entao II, diminui com
o aumento de 0 e o gds mais pesado apresenta maior Il, pois o transporte é
maior e é proporcional a massa.

Quanto a velocidade de cada constituinte e da mistura conclui-se que:

i)

O perfil da velocidade de cada constituinte, isto é, u; e us, sdo praticamente
funcoes lineares de coordenada y. Assim, é suficiente analisar somente a veloci-
dade perto do plano superior, isto é em y = 1/2. Neste ponto as velocidades
variam de 0 para 1/2 quando o pardmetro de rarefacdo § varia de 0 para oo,
pois as placas foram movidas com uma velocidade relativa de U/2. Os valores
da velocidade de cada constituinte, perto do plano superior (y = 1/2), para a
mistura He-Xe, sdo dadas na tabela (4.8) para o potencial realistico. Pode ser
visto que para Cy = 0,1 e 0,5, o constituinte de massa menor tem uma veloci-
dade menor. Em Cy = 0,9 as velocidades dos constituintes sdo praticamente

iguais. Este mesmo comportamento observa-se para as outras duas misturas
Ne-Ar e He-Ar conforme as tabelas (4.9)-(4.10).
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ii) Nas tabelas (4.11) e (4.12) tem-se os valores da velocidade V' das misturas Ne-
Ar, He-Ar e He-Xe para o potencial realistico e esfera-rigida, respectivamente,
em fungdo de y, onde esta obedece a mesma forma das equagdes (3.38)-(3.41).

2

Para n = 2, a velocidade dimensional da mistura é V' = E Uq, que adimen-

=1
myul+mous

sionalmente é dada por V' = =252 Fsta velocidade V' ¢ tomada como a
média ponderada entre as velocidades u; e us que sao grandezas adimensionais
dada pela equacdo (4.41).

iii) As placas foram movidas com uma velocidade relativa de U/2. Em y = 0,
u1 = us = 0 e a velocidade da mistura é nula.

iv) O perfil da velocidade V' da mistura é linear e simétrico em rela¢do a origem
conforme as figuras (4.1) e (4.3), independente do parametro de rarefagdo e
concentracao utilizados. Assim, basta analisar os dados apenas entre uma das
seguintes razoes, —2 <y < 0ou 0 <y < L. As figuras (4.2) e (4.4) sdo
ampliacoes dos valores da velocidade V' da mistura quando y estd proximo de
zero. Percebe-se que as retas referentes as misturas Ne-Ar, He-Ar e He-Xe sao

coincidentes.

v) Nota-se também que para o perfil da velocidade positiva, as particulas que se
encontram mais proximas das placas apresenta uma velocidade maior enquanto
que esta velocidade vai diminuindo chegando a zero no ponto y = 0. Este é
um comportamento que estéd de acordo com os resultados para gas tnico.

vi) Para as trés misturas de gases consideradas observa-se que para Cy = 0,1
a velocidade da mistura para o potencial esfera-rigida é maior do que para o
potencial realistico, considerando-se qualquer valor do parametro de rarefacao,
isto nao acontece para as concentragoes Cyp = 0,5 e 0,9.

O fluxo de calor para cada constituinte das misturas consideradas sao apresen-
tadas nas tabelas (4.13) e (4.14) para os potenciais realistico e de esfera-rigida.
Pode-se observar que:

i) O fluxo de calor de cada constituinte é amplamente variavel conforme tem-se
o aumento do parametro de rarefacao, nao obedecendo a uma regra especifica.

ii) Para o caso esfera-rigida e parametro de rarefacdo igual & 0,01 tem-se a menor
diferenca entre ¢; e ¢» e a maior diferenca é apresentada para ¢ = 40.
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Tabela 4.1: Analise de §; e 05 para misturas bindrias e concentracao Cy = 0, 1

Co=0,1
Ne - Ar He - Ar He - Xe

) o1 09 o1 09 o1 09
0,01 | 0,0081 0,01 | 0,0076 0,0099 | 0,0059 0,0098
0,02 | 0,0162 0,02 | 0,0152 0,0198 | 0,0118 0,0196
0,04 | 0,0324 0,04 | 0.0304 0,0396 | 0,0236 0,0392
0,1 | 0,081 0,1 | 0,076 0,099 | 0,059 0,098
0,2 | 0,162 0,2 | 0,152 0,198 | 0,118 0,196
04 1] 0324 04 | 0,304 0,39 | 0,236 0,392

1 0,81 1 0,76 0,99 0,59 0,98

2 1,62 2 1,52 1,98 1,18 1,96

4 3,24 4 3,04 3,96 2,36 3,92
10 8,1 10 7,6 9,9 5,9 9,8
20 16,2 20 15,2 19,8 11,8 19,6
40 32,4 40 30,4 39,6 23,6 39,2

Tabela 4.2:

Anaélise de ; e o para misturas binarias e concentragao Cyp = 0,5

Co=0,5
Ne - Ar He - Ar He - Xe
5 51 52 51 52 51 62
0,01 | 0,0088 0,011 | 0,0078 0,0093 | 0,006 0,0087
0,02 | 0,0176 0,022 | 0,0156 0,0186 | 0,012 0,0174
0,04 | 0,0352 0,044 | 0,0312 0,0372 | 0,024 0,0348
0,1 | 0,088 0,11 | 0,078 0,093 | 0,06 0,087
0,2 | 0,176 0,22 | 0,166 0,18 | 0,12 0,174
04 | 0,352 044 | 0,312 0,372 | 0,24 0,348
1 0,88 1,1 0,78 0,93 0,6 0,87
2 1,76 2,2 1,56 1,86 1,2 1,74
4 3,52 4,4 3,12 3,72 2,4 3,48
10 8,8 11 7.8 9,3 6 8,7
20 17,6 22 15,6 18,6 12 17,4
40 32,2 44 31,2 37,2 24 34,8
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Tabela 4.3: Analise de §; e 05 para misturas bindrias e concentracao Cy = 0,9

Co=0,9
Ne - Ar He - Ar He - Xe

) o1 09 o1 09 o1 09
0,01 | 0,0097 0,012 | 0,0088 0,0089 | 0,0073 0,0071
0,02 | 0,0194 0,024 | 0,0176 0,0178 | 0,0146 0,0142
0,04 | 0,0388 0,048 | 0,0352 0,0356 | 0,0292 0,0284
0,1 | 0,097 0,11 | 0,088 0,089 | 0,073 0,071
0,2 | 0,194 0,24 | 0,176 0,178 | 0,146 0,142
0,4 | 0,388 0,48 | 0,352 0,356 | 0,292 0,294

1 0,97 1,2 0,88 0,89 0,73 0,71

2 1,94 2.4 1,76 1,78 1,46 1,42

4 3,88 4,8 3,52 3,56 2,92 2,84
10 9,7 12 8,8 8,9 7.3 7,1
20 19,4 24 17,6 17,8 14,6 14,2
40 38,8 48 35,2 35,6 29,2 28,4

Tabela 4.4: Tensor tensao II da mistura vs o parametro de rarefacio ¢ e concentragao

Co, potencial realistico

IT
Ne - Ar He - Ar He - Xe

§ [Ch=0,1 05 0,9 0,1 0,5 0,9 0,1 0,5 0,9
0,01 0,2784 0,2758  0,2778 | 0,2731 0,2482  0,2471 | 0,2700 0,2291 0,2019
0,02 0,2759 0,2735 0,2755 | 0,2708 00,2466 0,2453 | 0,2679 0,2275  0,2007
0,04 0,2712 0,2691  0,2712 | 0,2665 0,2431 0,2419 | 0,2637 0,2245 0,1984
0,1 0,2587 0,2576  0,2597 | 0,2550 0,2336  0,2326 | 0,2525 0,2162 0,1920
02 | 02412 02414 02435 | 0,2388 02201 02194 | 0,2368 0,2045 0,1827
0,4 0,2139 0,2160 0,2182 | 0,2134 0,1987 0,1984 | 0,2122 0,186 0,1676

1 0,1629 0,1675 0,1696 | 0,1649 0,1566  0,1571 0,1648  0,1480  0,1365

2 0,1183 0,1239 0,1257 | 0,1215 0,1177 0,118 | 0,1221 0,1125 0,1059

4 0,07725 0,08242 0,08377 | 0,08048 0,07957 0,08035 | 0,08128 0,07700 0,07406
10 0,03806 0,04139 0,04213 | 0,04023 0,04065 0,04119 | 0,04087 0,03994 0,03933
20 0,02064 0,02264 0,02306 | 0,02196 0,02242 0,02275 | 0,02237 0,02220 0,02211
40 0,01078 0,01188 0,01210 | 0,01150 0,01182 0,01201 | 0,01174 0,01176 0,01179

Tabela 4.5: Tensor tensao II da mistura vs o parametro de rarefacio ¢ e concentragao
Ch, potencial esfera-rigida
IT
Ne - Ar He - Ar He - Xe

§ [Co=0,1 0,5 0,9 0,1 0,5 0,9 0,1 0,5 0,9
0,01 | 0,2783 0,2758  0,2778 | 0,2731 0,2484 0,2471 | 0,2701  0,2292 0,2019
0,1 | 0,2583 0,2577 0,2598 | 0,2549 0,2336  0,2326 | 0,2525 00,2164 0,1919

1 0,1614 0,1678  0,1699 | 0,1643 0,1568 0,1572 | 0,1648  0,1485 0,1361
10 | 0,03742 0,04143 0,04230 | 0,03985 0,04067 0,04134 | 0,04075 0,04004 0,03935
40 | 0,01051 0,01188 0,01216 | 0,01138 0,01182 0,01206 | 0,01169 0,01177 0,01183
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Tabela 4.6: Tensor tensao de cada constituinte para a mistura He-Xe, potencial

realistico

Co=0,1 Co=0,5 Co=0,9
) II IIs I, IIs I I,
0,01 | 0,05157  0,2943 | 0,06826  0,3900 | 0,1371 0,7853
0,1 |0,04943 0,2751 | 0,06540  0,3671 | 0,1303 0,7470
1 0,03649  0,1791 | 0,04827  0,2476 | 0,09243  0,5328
10 0,01028  0,04426 | 0,01411  0,06577 | 0,02653  0,1545
40 0,002852 0,01273 | 0,004073 0,01944 | 0,007932 0,04654

Tabela 4.7: Tensor tensao de cada constituinte para a mistura He-Xe, potencial

esfera-rigida

Co=0,1 Co=0,5 Co=0,9
5§ [T T, m, T, M, T,
0,01 | 0,05137 0,2944 | 0,06808  0,03903 | 0,1370  0,7860
0,1 |0,04787 0,2753 | 0,06391 0,3690 | 0,1205  0,7528
1 |0,03072 01797 | 0,04259  0,2544 | 0,08941  0,5564
10 | 0,007130 0,04449 | 0,01002  0,06015 | 0,02492  0,1692
40 | 0,001652 0,01281 | 0,002805 0,02064 | 0,007407 0,05163

Tabela 4.8: Velocidade de cada constituinte na distancia y = % para a mistura
He-Xe, potencial realistico

Co=0,1 Co=0,5 Co=0,9
) Ul U9 Ul U9 Ul U9
0,01 | 0,007801 0,01230 | 0,007861 0,01108 | 0,009275 0,009269
0,1 |0,056188  0,07228 | 0,05215  0,06690 | 0,05883  0,05852
1 0,2060 0,2509 | 0,2050 0,2382 | 0,2197 0,2175
10 | 0,4245 04407 |0,4204 04331 |0,4236  0,4219
40 0,4796 0,4829 | 0,4775 0,4802 | 0,4773 0,4765

Tabela 4.9: Velocidade de cada constituinte na distancia y = % para a mistura
Ne-Ar, potencial realistico

Co=0,1 Co=0,5 Co=0,9
) Uy Us Uy Us Uy Us
0,01 | 0,01126 0,01292 | 0,01107 0,01349 | 0,01198 0,01603
0,1 |0,06747 0,07604 | 0,06676 0,07719 | 0,07075 0,08511
1 0,2427  0,2622 | 0,2400  0,2596 | 0,2476  0,2672
10 0,4406  0,4465 | 04374 0,4433 | 0,4395  0,4449
40 0,4833  0,4849 | 04821 0,4837 | 0,4826 00,4841
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Tabela 4.10: Velocidade de cada constituinte na distancia y = % para a mistura
He-Ar, potencial realistico

Co=0,1 Co=0,5 Co=0,9

) Ul U9 Ul U9 Ul U9

0,01 | 0,01003 0,01246 | 0,009962 0,01173 | 0,01101 0,01158

0,1 |0.06222 0,07318 | 0,06192  0,06970 | 0,06661 0,06832

1 0,2308  0,2536 | 0,2286 0,2443 | 0,2381  0,2388

10 0,4355  0,4422 | 0,4318 0,4366 | 0,4343  0,4339

40 0,4825  0,4834 | 0,4808 0,4815 | 0,4810  0,4807

Tabela 4.11: Velocidade V' da mistura vs o paradmetro de rarefacao ¢ e concentragao
Co, potencial realistico

%

Ne - Ar He - Ar He - Xe

0 | Co=0,1 0,5 0,9 0,1 0,5 0,9 0,1 0,5 0,9

0,01 | 0,01236 0,01268 0,01467 | 0,01224 0,01157 0,01153 | 0,01217 0,01099 0,009269
0,02 | 0,02255 0,02302 0,02616 | 0,02231 0,02117 0,02106 | 0,02218 0,02018 0,01722
0,04 | 0,03884 0,03941 0,04385 | 0,03839 0,03658 0,03630 | 0,03815 0,03505 0,03037
0,1 | 0,07316 0,07369 0,08029 | 0,07218 0,06899 0,06817 | 0,07167 0,06646 0,05853
02 | 01132 01134 0,1217 | 0,1115 0,1067 0,1051 | 0,1106 0,1031  0,09144
04 | 01674 0,1667 0,1755 | 0,1647 0,1581 0,1554 | 0,1634 0,1534  0,1377
1 | 02557 0,2530 0,2606 | 0,2515 0,2429 0,2387 | 0,2495 02372  0,2175
2 | 03256 03216 03272 | 0,3208 0,3117 0,3072 | 0,3186 0,3060  0,2861
4 | 03871 03827 0,3864 | 0,3826 0,3744 0,3707 | 0,3806 0,3694  0,3523
10 | 0,4446 04413 04431 | 04416 04361 04339 | 04402 04327  0,4219
20 | 04700 04679 04688 | 04682 0,4648 04635 | 04673 04626  0,4561
40 | 04844 04832 0,4836 | 0,4834 04814 04807 | 0,4828 0,4801  0,4765

Tabela 4.12: Velocidade V' da mistura vs o parametro de rarefacao ¢ e concentragao
Ch, potencial esfera-rigida

%

Ne - Ar He - Ar He - Xe

§ [Co=0,1 05 0,9 0,1 0,5 0,9 0,1 0,5 0,9

0,01 | 0,01293  0,01249 0,01438 | 0,01242 0,01118 0,01072 | 0,01219 0,01032 0,008124
0,1 | 0,07578  0,07293 0,07886 | 0,07307 0,06728 0,06453 | 0,07183 0,06351 0,05311
1 0,2616 0,2517  0,2573 | 0,2537  0,2393 0,2306 | 0,2501  0,2308  0,2044
10 | 0,4470 0,4410 0,4419 | 04426 0,4348 0,4306 | 0,4405 04301 0,4156
40 | 0,4852 0,4831 04832 | 04838 0,4809 0,4796 | 0,4830 04792 0,4743
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Tabela 4.13: Fluxo de calor de cada constituinte vs o parametro de rarefacao o e
concentraciao Cy = 0, 5, potencial realistico

Ne-Ar He-Ar He-Xe
0 q1 g2 q1 g2 q1 g2
0,01 | -0,003860 -0,005825 | -0,003441 -0,004800 | -0,003100 -0,004316
0,1 | -0,02081 -0,02594 | -0,01938  -0,02334 | -0,01817  -0,02200
1 -0,04515  -0,04039 | -0,04509  -0,04184 | -0,04478  -0,04246
10 -0,01958  -0,01117 | -0,02712  -0,01342 | -0,03146  -0,01502
40 -0,007941  -0,002726 | -0,01659  -0,003690 | -0,02123  -0,004364

Tabela 4.14: Fluxo de calor de cada constituinte vs o parametro de rarefacdo o e
concentracao Cy = 0, 5, potencial esfera-rigida

Ne-Ar He-Ar He-Xe
0 q1 q2 q1 q2 q1 q2
0,01 | -0,004581 -0,004984 | -0,004528 -0,004340 | -0,004471 -0,004017
0,1 |-0,02288 -0,02386 | -0,02269 -0,02204 | -0,02252  -0,02109
1 -0,04415 -0,04188 | -0,04486  -0,04209 | -0,04540  -0,04241
10 -0,01833  -0,01224 | -0,02816  -0,01419 | -0,03317  -0,01568
40 -0,008814 -0,002468 | -0,02160  -0,003751 | -0,02802  -0,004535
s —— Ple-Ar
0.5 —&— Heg-Ar
0,4 He-Xg
0,2
0,24
0,1
. . . . —+ . . . . . ¥
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Figura 4.1: Distancia y vs a velocidade V' da mistura e concentracao Cy = 0,5 para
as misturas Ne-Ar, He-Ar e He-Xe, potencial realistico, 6 = 10
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Figura 4.2: Ampliacao da velocidade para as misturas Ne-Ar, He-Ar e He-Xe, po-
tencial realistico
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Figura 4.3: Distancia y vs a velocidade V' da mistura e concentracao Cy = 0, 5 para
as misturas Ne-Ar, He-Ar e He-Xe, potencial esfera-rigida, 6 = 10

o4



—— fla- Ay
I —=— Ha- Ay
' He-Ke

Figura 4.4: Ampliagao da velocidade para as misturas Ne-Ar, He-Ar e He-Xe, esfera-
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Capitulo 5

Solucao Hidrodinamica para
Misturas Binarias de Gases
Monoatomicos

O problema a ser resolvido neste capitulo considera uma mistura bindria con-
finada entre duas placas paralelas suficientemente longas de forma que os efeitos
de borda podem ser desprezados. Inicialmente as placas encontram-se em repouso,
caracterizando o equilibrio do sistema. FEste equilibrio é fracamente perturbado
pelo movimento relativo entre as placas. Este sistema serd resolvido com base nas
equacoes da Mecanica do Continuo obtendo a solucao hidrodinamica correspondente.
Esta solucao corresponde a determinacao da velocidade e do tensor tensao da mis-
tura. A solucao hidrodinamica encontrada serao aplicadas condigoes de contorno
apropriadas.

5.1 Consideracoes Gerais e Solucao

Considera-se uma mistura binaria de gases monoatomicos entre duas placas para-
lelas fixadas a uma distancia y’ = £D/2, conforme figura (3.4). O estado de
equilibrio é fracamente perturbado por um movimento das placas na direcdo =’ com
velocidades +U/2, respectivamente. Assume-se que as velocidades do plano sdo
pequenas comparadas com a velocidade molecular caracteristica da mistura, isto é:

o0kTh > 1/2

(5.1)

U < v, = (
m

onde k é a constante de Boltzmann, Ty é uma temperatura de equilibrio, m é a
massa molecular média
m = Com1 + (1 — Co)mg, (52)

e Cy a concentragao molar da mistura em equilibrio.

O objetivo é calcular o tensor tensao P, entre as placas e a velocidade da mistura

ul. Esta velocidade da mistura ), estd relacionada com as velocidades médias de



cada constituinte u, (o = 1,2) através de
, 1

U, = ————
01+ 02

(Qlullz + QQU/QQC)7 o = ToaMa;, (53)
onde g4, (v = 1, 2) representa a densidade de massa de cada constituinte da mistura,
Noe a distribuicao da densidade em equilibrio do nimero de particulas do constituinte
a e m, a massa da particula do constituinte a.

O principal parametro utilizado na Dinamica dos Gases Rarefeitos é o numero
de Knudsen, Kn, definido como a razao entre o livre caminho médio molecular, A,
e um comprimento caracteristico, D, do escoamento, ou seja,

A
Kn=—. 5.4
- (54)
Costuma-se utilizar com maior freqiiéncia o chamado parametro de rarefacao do
gas, d, que € inversamente proporcional ao nimero de Knudsen e, de acordo com

[40], é definido como
s VL

T2 Kn'

O parametro de rarefacdo 6 (ou o inverso do nimero de Knudsen Kn) carac-
teriza a rarefagdo do gds. No regime hidrodindmico (6 — oo ou Kn — 0) o livre
caminho médio é muito menor que o comprimento caracteristico do escoamento e,
conseqiientemente, o meio gasoso pode ser considerado como um meio continuo no
qual as equacoes da hidrodinamica podem ser aplicadas. Na teoria cinética dos gases
[19] pode-se expressar o livre caminho médio da seguinte forma

N VT
2 B

(5.5)

o, (5.6)

onde F denota a pressao em equilibrio e y a viscosidade do gas considerado. Assim

com o uso das equagdes (5.4), (5.6) em (5.5) obtem-se a seguinte expressao para o

parametro de rarefacao

DRy

o
A equagdo (5.7) também é vélida para misturas gasosas ja que a pressdo P e a

viscosidade p da mistura sio quantidades mensurdveis’.

5 (5.7)

No regime hidrodinamico, utiliza-se a equacdo de Navier-Stokes [29], com as
condigoes de contorno sem deslizamento da velocidade? [40], escritas abaixo

U
U, = 5@/, (5.8)
ou’
P =yt 5.9
= Gy (5.9)

IQuantidades mensurdveis sio quantidades que podem ser medidas.

2 . . . . .~ ’ . \ .

20 deslizamento da velocidade (velocity slip), [7] ocorre em uma regido préxima a placa cuja
dimenséo é da ordem do livre caminho médio, denominada como camada de Knudsen [25].
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ou reescrevendo,

U

(5.10)

E conveniente introduzir quantidades adimensionais para a velocidade da mis-
tura, posicao e o tensor tensao como sendo:

/
u= u—g (5.11)
y= 7. (5.12)

Vo
M=~ P (5.13)

Reescrevendo as equagoes (5.8) e (5.10) em termos das quantidades adimensio-
nais, obtem-se

u=1y, (5.14)
¢ 1
S 1

onde foram utilizadas as férmulas (5.11)-(5.13) e (5.7).

Em Mecénica do Continuo é comum considerar as seguintes condicoes de con-
torno para a velocidade e o tensor tensao na superficie das placas

u/

= = Usuperficie ) B, =P (5.16)

xy superficie
isto é, a velocidade e o tensor tensao da mistura sao iguais a velocidade e o tensor
tensao da superficie.

As expressoes (5.16) sdo validas quando o nimero de Knudsen é pequeno, isto
é, no regime hidrodinamico. Entretanto quando o nimero de Knudsen aumenta, ou
seja, 0 gas se torna mais rarefeito, as condigoes acima nao sao mais validas, pois ha
um deslizamento da velocidade.

Para avaliar a condicao de deslizamento da velocidade escreve-se, de acordo com
o trabalho [40], que

U (g oul D
7 x /
U, = +— —_—, em Yy = +£—. 0.17
- 5 Forp 3y Y (5.17)
onde op é o coeficiente de deslizamento viscoso.

A velocidade ¢ escrita como uma funcao da posicao, sendo representada por
u, = A+ By, (5.18)

onde A e B sdo constantes a serem determinadas.

Substituindo as condigdes de contorno (5.17) em (5.18) encontra-se as constantes
A e B. Estes calculos seguem abaixo:
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para y = %

U JZ38 BD
~ o2 —A4+ = d
5 op Iz + 5 (5.19)
para y = —%
U s BD
= P2B—A-——= 2
9 +op 2 9 (5 O)

Resolvendo o sistema de equagoes (5.19) e (5.20) obtem-se que A = 0 e B =
5 (1L+20p58)

Assim utilizando a equagdo (5.7) serd possivel expressar a velocidade u!, por

9 —1
= % (1 + %) y. (5.21)

Utilizando (5.21) em (5.9) tem-se

U 20'13 !
P = —pu—={1+— . .22
r, =gy (14257 (5.2

Obtem-se a seguir as equagoes adimensionais para (5.21) e (5.22). A velocidade da
mistura, em termos das quantidades adimensionais (5.11) e (5.12), se transforma em

20p\
u= (1 + TP> Y, (5.23)

e o tensor tensdo adimensional da mistura é obtido através da substituicdo de (5.13)

em (5.22)
- JI - 20p -t
-~ 2R)D )

e agora utilizando novamente o parametro de rarefacdo ¢ dado por (5.7) vem:

1
B 254—40’13.

(5.24)

Os valores do coeficiente de deslizamento viscoso op sdo encontrados em [40]
para um gas unico, e em [12, 21, 22, 43| para misturas de gases.

As equagoes (5.23) e (5.24) sdo equagdes que expressam a velocidade adimen-
sional da mistura e o tensor tensao da mistura em funciao do parametro de rarefagao
e o coeficiente de deslizamento viscoso.

5.2 Resultados

Na tabela (5.1) sdo apresentados valores da velocidade w da mistura na distancia
y = 1/2 do tensor tensdo II da mistura em funcdo do parametro de rarefagdo 9,
conforme as equagoes (5.23) e (5.24). Os valores do coeficiente de deslizamento op
foram retirados do artigo [43| para todas as misturas consideradas.
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Tabela 5.1: Velocidade u da mistura na distancia y = % e o tensor tensao II da

mistura vs o parametro de rarefacao ¢ para as misturas Ne-Ar, He-Ar e He-Xe

Ne - Ar He - Ar He - Xe
op = 1.040 op = 1.150 op = 1.259
d |u 11 u 11 u 11

0,1 0,02204 0,2294 | 0,02083 0,2083 | 0,01910 0,1910
0,2 | 0,04386 0,2193 | 0,04000 0,2000 | 0,03679 0,1840
0,4 | 0,08066 0,2016 | 0,07407 0,1852 | 0,06854 0,1714
10,1623 0,1623 | 0,1515 0,1515 | 0,1421  0,1421
2 10,2451  0,1225 |0,2326 0,1163 |0,2213  0,1107
4 10,3289 0,08224 | 0,3175  0,07937 | 0,3068  0,07671
10 | 0,4139  0,04139 | 0,4065  0,04065 | 0,3994  0,03994
20 | 0,4529  0,02264 | 0,4484  0,02242 | 0,4441  0,02220
40 | 0,4753  0,01188 | 0,4728  0,01182 | 0,4704  0,01176
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Capitulo 6

Conclusoes e Recomendacoes

Foi realizado um estudo do fluxo de Couette plano de misturas bindrias de gases
monoatomicos. O tensor tensao, a velocidade hidrodindmica e o fluxo de calor
de cada constituinte, assim como o tensor tensao e a velocidade hidrodinamica da
mistura foram calculadas para trés misturas de gases nobres, Neonio-Argonio, Hélio-
Argonio e Hélio-Xenonio, nos trés regimes de escoamento: regime de moléculas livres
(6 — 0, Kn — 00), transi¢ao (0 ~ 1, Kn ~ 1) e hidrodinamico (6 — oo, Kn — 0).
Foram usados os potenciais intermoleculares: potencial realistico e esfera-rigida e
concentragoes nas proporgoes de 10%, 50% e 90% em relagdo ao primeiro constituinte
das misturas consideradas.

No regime cinético o parametro de rarefacdo ¢ pode assumir valores muito pe-
quenos enquanto que no regime hidrodinamico este mesmo parametro poderd as-
sumir valores muito grandes. Portanto o objetivo é poder comparar através da
variagao do parametro de rarefacdao ¢ o comportamento do tensor tensao e a ve-
locidade hidrodinamica da mistura pois, no limite do regime cinético para o regime
hidrodinamico, o tensor tensao e a velocidade hidrodinamica da mistura obtidos
na solugdo cinética formada pelo sistema de equagdes (4.39) e (4.40), tem que ser
aproximadamente igual aos obtidos através da solucdo hidrodindmica (5.23) e (5.24).

Uma comparacao dos valores numéricos do tensor tensdo IT da mistura! obtidos
na solucdo cinética com os valores analiticos obtidos na solugdo hidrodinamica (5.24)
na condigao de deslizamento?® estao mostrados na tabela (6.1). Pode ser visto que
para ¢ > 10 a solucdo analitica (5.24) coincide com a solu¢do numérica da equagdo
cinética dentro da precisao numérica. Fsta concordancia nestes resultados era espe-
rada, pois, por exemplo, 0 = 40 jé representa o regime de escoamento hidrodinamico
de forma que os resultados devem coincidir dentro da precisao numérica. No alcance
1 <6 < 10 a solugdo (5.24) fornece uma boa aproximagdo. Para 0,01 < 6 < 1 a
solucéo analitica e a solucao cinética nao coincidem pois se esta no regime de es-
coamento de moléculas livres. Assim, a tabela (6.1) abrange o alcance inteiro da
rarefagdo ¢ da mistura. Entdo conclui-se que para grandes valores do parametro
de rarefagao ¢, a solucao analitica da equacao de Navier-Stokes com a condigao de

'Valores presentes na tabela (4.4).
*Valores presentes na tabela (5.1).



deslizamento na velocidade pode ser aplicada com sucesso se o coeficiente de desliza-
mento viscoso correspondente for correto. Note que o coeficiente de deslizamento
viscoso [40] depende significativamente da composigao da mistura considerada.

Conclui-se que o tensor tensao decresce com o aumento do parametro de rarefagao
e é fracamente afetado pelo modelo de interagao intermolecular.

Tabela 6.1: Comparacao da solugao numérica do tensor tensao Il da mistura com a
solugdo analitica (5.24) para Cy = 0, 5, potencial realistico

II
Ne - Ar He - Ar He - Xe
op, = 1,040 op, = 1,150 op, = 1,259
resultado  Eq.(5.24) | resultado Eq.(5.24) | resultado Eq.(5.24)
¢ | numérico numeérico numérico

0,01 | 0,2758  0,2392 | 0,2482  0,2165 | 0,2201  0,1978
0,1 |0,2576 02204 |0,2336 02083 |02162  0,1910
0,2 | 0,2414 02193 ]0,2201  0,2000 |0,2045  0,1840
0,4 |0,2160 02016 |0,1987  0,1852 | 0,1856  0,1714
1 01675  0,1623 |0,1566  0,1515 | 0,1480  0,1421
2 10,1239 01225 |0,1177 01163 |0,1125  0,1107
4 1008242  0,08224 | 0,07957  0,07937 | 0,07700  0,07671
10 | 0,04139  0,04139 | 0,04065  0,04065 |0,03994  0,03994
20 | 0,02264  0,02264 | 0,02242  0,02242 | 0,02220  0,02220
40 | 0,01188 001188 |0,01182  0,01182 |0,01176  0,01176

Tabela 6.2: Comparacao da solugdao numérica da velocidade V' da mistura com a
solugdo analitica (5.23) para Cy = 0, 5, potencial realistico

v
Ne - Ar He - Ar He - Xe
op, = 1,040 op, = 1,150 op, = 1,259
resultado  Eq.(5.23) | resultado Eq.(5.23) | resultado Eq.(5.23)
) numérico numeérico numérico

0,01 | 0,01268  0,00239 | 0,01157  0,00216 |0,01099  0,00198
0,1 | 0,07369  0,02294 |0,06899  0,02083 | 0.06646  0,01910
0,2 [0,1134 0,438 | 0,1067  0,04000 |0,1031  0,03679
04 | 0,1667  0,08065 |0,1581  0,07407 |0,1534  0,06854
1 102530  0,1623 | 0,2420 0,155 | 0,2372  0,1421
2 10,3216  0,2451 [ 0,3117 02326 | 0,3060 02213
4 103827 0328 103744 03175 | 0,3694  0,3068
10 | 04413 04139 | 04361 04065 | 04327  0,3994
20 | 0,4679 04520 | 04648 04484 | 04626 04441
40 04832 04753 | 04814 04728 | 04801  0,4704
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A tabela (6.2) mostra os valores numéricos da velocidade V, da mistura® obtidos
na solucdo cinética com os valores analiticos obtidos na solugdo hidrodinamica (5.23)
na condigao de deslizamento®. Pode ser visto que para § = 40 a solugao (5.23) se
aproxima da solu¢ao numérica da equacao cinética com um erro de no maximo de
2,1%. Percebe-se que a diferenca entre os valores da velocidade hidrodindmica da
solugdo (5.23) com a solucdo numérica para a mistura Ne-Ar sdo menores, enquanto
que para a mistura He-Xe a diferenca entre os valores sao maiores. Pode-se observar
que a velocidade hidrodinamica cresce com o aumento do parametro de rarefagao.

Uma extensao desta linha de pesquisa para trabalhos futuros seria:

i) Considerar outros fenémenos de transporte no fluxo de Couette. A forca ter-
modinamica que pertubard o equilibrio estara relacionada com um gradiente
de concentracao dos constituintes da mistura.

ii) Trabalhar com misturas terndria de gases monoatémicos.

3Valores presentes na tabela (4.11).
4Valores presentes na tabela (5.1).
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Apéndice A
Equacao de Transporte

A equacao de Boltzmann é uma funcgao da posicao, da velocidade das particulas
e do tempo através da fungao de distribuigao.

Seja ¢ = 1(x,v,t) uma fungio arbitraria. Multiplicando-se a equagdo de Boltz-
mann (3.5) pela fungdo 1 e integrando sobre todos os valores de v tem-se uma
integral em funcao da posicao x e do tempo ¢ que sdo quantidades macroscopicas.

Entao

[t e f o

Agora serdo feitas transformagoes na equagdo (A.1). Inicialmente considera-se
os trés primeiros termos da equacao acima:

Joigav= [Tav— [s5 =2 [orav— [ 15 av. )
e

e K

Na primeira integral do lado direito da equagao (A.4) deve-se notar que a derivada
é em relagao a v; e a integral em relacao a v, logo a derivada parcial nao é uma
constante em relacdo ao integrando. Usando o teorema da divergéncia de Gauss

onde n é a normal unitédria
0 0 )Fi o
ifdv—/ L. / fq/)anlds /Fif—l/d
ov; ov; dv;
Na integral 555 WE;fn; dS, dS representa o elemento de drea de uma superficie
que estd situada em pontos infinitamente distantes no espago das velocidades. As-

sim a nulidade desta integral resulta do fato da fungdo de distribuicao f decrescer
rapidamente para grandes valores da velocidade. Portanto

af Y
/y)Fi% dv /Ffa)l (A.5)
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Analisando o lado direito da equagdo (A.1),

/1/) f1f gbdbde dvy dv = /1// fif g b db de’ dv' dv' = /1// fifgbdbde dvy dv,

(A.6)
onde a relacdo (A.6) foi obtida levando-se em conta as equagoes validas para uma
colisdo de restituicdo, conforme a figura (3.3) isto é,

g/ =g v = b, dvh dv' = dvy dv, de’ = de.

Entao

/U)(f{f’—flf)gbdbde dvy dv = /(U)’—U))flfgbdbde dvy dv

= %/(w — ) (f1f = f1f)gbdbde dvy dv. (A7)

Por outro lado, mudando o papel das particulas que colidem, isto é, trocando-se
(v,v') por (v1,Vv%) tem-se que

%/(1/)—1//)(f{f’—flf)gbdbde dvy dv = l/(1/)1—1/)1)(f{f’—flf)gbdbde dv dv.

2
(A.8)
Conclui-se, através das equagoes (A.2), (A.3), (A.5), (A.7) e (A.8) que a equagdo
(A.1) pode ser expressa como

g/l/)f dv + 0 /I/J'Uig dv—/ % dv—i—’vi% dv—l—Fi% dv| f dv
ot ox; ox;

ot ox; ov;

- %/(1/)1 T =y =) — fif) gbdbde dvy dv, (4.9)

que é conhecida como a equacao de transporte.
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Apéndice B
Programa

Apresenta-se abaixo o programa para o potencial de esfera-rigida.

C Last change: MM 13 Apr 2004 4:24 am
C Couette flow-Rigid-Spheres
C

PARAMETER (NC=14,NY=10000)

IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,0-Z)

DIMENSION Ul (NY+1), QX1 (NY+1),U01(NY+1),Q01 (NY+1),U2 (NY+1),

*QX2 (NY+1),U02 (NY+1),Q02 (NY+1),PXY01l (NY+1),PXY02 (NY+1),AM(2),
*C(NC),W(NC),UN1(2,2),UN2(2,2),UN3(2,2),
*51(2,2),T(2),0M11(2,2),0M22(2,2),BAMZ(2,2),0Mz11(2,2),UN6 (2,2),
*QMZ22 (2,2) ,HFP2 (NY+1) ,HPP2 (NY+1), PXY1 (NY+1),PXY2 (NY+1),CA(2,2),
*QOMZ12(2,2),0Mz13(2,2) ,0M12(2,2),0M13(2,2),UN4(2,2),UN5(2,2)
*,f(nc,nc+l),g(nc,nc+l),cl(nc),ga(2,2),uld (NY+1),u (NY+1)

Definition of the input data
CONC: concentration;
T(i): concentration of ith species;
AM(i): mass of ith species;
SI(i): diameter of ith species;

[ONONONONONON®!

open(ll,file="1i"',STATUS="'o0ld'")
E=1.D-10

DEL=1.D0

MAX=500000D0

CONC=0.5

C He - Ar

M(1)=4.0026D0
M(2)=39.948D0
I(1,1)=0.2610
I1(2,2)=0.3350
I(1,2) O 3084
1(2,1)=81(1,2)

Ne -
AM(1)=20.179D0
AM( =39.948D0
I(1,1)=0.2755
I

2,2)=0.3350

Ar
)
)

CNONONONONQ!
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SI1(1,2)=0.3119
SI(2,1)=SI(1,2)

He - Xe

AM(1)=4.0026D0
AM(2)=131.29D0
SI(1,1)=0.2610
SI(2,2)=0.3885
SI(1,2)=0.3533
SI(2,1)=SI(1,2)

RM=AM (1) /AM(2)

T (1) =CONC
T(2)=1.D0-CONC
DY=1./NY

NY1=NY+1
PI=ACOS(-1.D0)
SRM=SQRT (RM)
S3RM=SRM* *3
SRMI=SQRT (1.D0/RM)
S3RMI=SRMI**3

Rigid-Spheres

DO M=1,2
DO N=1,2
OMZ11 (M, N)=1.D0
OMZ22 (M, N)=1.D0
OMZ12 (M, N)=1.D0
OMZ13 (M, N)=1.D0
END DO
END DO
NU=1
TEMP=300.

CALL OMEGAINT (NU, TEMP,OMZ11,0Mz22,0MZ12,0MZ13)
INTEGRALS OF CHAPMAN-COWLING

DO M=1,2
DO N=1,2
AMZ (M, N) =AM (M) *AM (N) / (AM (M) +AM (N) )
OM11 (M, N)=4.*SI (M, N) **2/SQRT (AMZ (M, N) )

OM22 (M, N)=2.D0*OM11 (M, N)
OM12 (M, N)=3.D0O*OM11 (M, N)
OM13 (M, N)=12.D0*OM11 (M, N)
OM11 (M, N)=0M11 (M, N) *OMZz11 (M, N)
OM22 (M, N) =OM22 (M, N) *OMz22 (M, N)
OM12 (M, N)=0M12 (M, N) *OMz12 (M, N)
OM13 (M, N)=0M13 (M, N) *OMzZ13 (M, N)
END DO
END DO

CALCULATION OF NI

DO M=1,2
DO N=1,2
UN1(M,N)=16./3.*AMZ (M, N) /AM (M) *T (N) *OM11 (M, N)
UN2 (M, N)=64./15.% (AMZ (M, N) /BM(M) ) **2*T (N) * (OM12 (M, N) -2.5*
OM11 (M, N))
UN3 (M, N)=3.2*AMZ (M, N) **2/ (AM (M) *AM (N) ) *T (N) * (10./3.*0OM11 (M, N)
+AM(N) /AM (M) *OM22 (M, N) )
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UN4 (M, N)=3.2% (AMZ (M, N) **2/ (AM (M) *AM (N) ) ) *T (N) * (10./3.*
OM11 (M, N) -OM22 (M, N) )
UN5 (M, N)=64./15.% (AMZ (M, N) /AM (M) ) **3*AM (M) /AM (N) *T (N) * (OM22(M,
N) +(15./4.%AM(M) /AM(N) +25./8 . *AM (N /AM )*OMll( N)-0.5%
AM (N) /AM (M *(5 *OM12(M N)-OM13 (M, N)))
UNG (M, N)=64. /15 . % (AMZ (M, N) /AM (M) ) **3% (AM (M) /AM (N) ) ** (3./2.) *
T (N) * (-OM22 (M, N) +55./8.*0M11 (M, N) -2 . 5%0OM12 (M, N) +0. 5%
OM13 (M, N) )
END DO
END DO

CALCULATION OF DELTAZ2

AMM=T (1) *AM (1) +T (2) *AM(2)
RM1=SQRT ( AM(l)/AMM
RM2=SQRT (AM (2) /AMM

)

PPSI1=UN3(1,1 UN4( ;1) +UN3(1,2)
PPSI2=UN3(2,2)-UN4(2,2)+UN3 (2 )
GAMl=(PPSIl*PPSIZ—UN4(1,2)*UN4 )/ (PPSI2+UN4 (1,2))
GAM2=(PPSI1*PPSI2-UN4(1,2)*UN4 (2 )/ (PPSI1+UN4 (1,2))
AMU=(T (1) /GAM1+T (2) /GAM2)
DEL1=AMU*GAM1 *SQRT (AM (1) /AMM) *DEL
DEL2=AMU*GAM2 *SQRT (AM (2) /AMM) *DEL

Calculation of velocity by gaussian quadrature
Subroutine GAUSS
CALL GAUSS(NC,0,f,g,Cl,C,W)

First aproximation

DO K=1,NY1
Ul (K)=0.D0
U2 (K)=0.D0

PXY1 (K)=0.D0
PXY2 (K)=0.D0

0X1 (K)=0.D0
OX2 (K)=0.D0
END DO

Beginning of iterations

IT=0

FI12=UN1(1,2)/GAM1

FI13=0.5*UN2(1,2)/GAM1

FIl4=1. +((UN4(1 1) -UN3(1,1)-UN3(1,2))/GAM1)
FI15=UN4 ( ) /GAM1

FI16=0. 4*(1 +( UN5(1,1)-UN5(1,2)+UN6(1 ) /GAM1)
FI17=O.4*UN6(1,2)/GAM1

FI22=UNL1 ( /GAM2

FI23=0. 5*UN2 ) /GAM2

FI24=1. +((+UN4(2 2)-UN3(2,2)-UN3(2,1))/GAM2)
FI25=UN4 (2,1) /GAM2
FI26=0.4*(1l.+(-UN5(2,1)-UN5(2,2)+UN6(2,2))/GAM2)
FI27=0.4*UN6(2,1) /GAM?2

FII4=S3RM*FI13

FII42=S3RMI*FI23

PS13=FI13
PS16=FIl6
PS17=FI17
PS23=FI23
PS26=FI26
PS27=F127
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PSI4=SRM*PS13
PSI42=SRMI*PS23

uu=1.d0

CONTINUE

IT=1IT+1

DO K=1,NY1l
U01(K)=0.DO
U02 (K)=0.DO
Q01 (K)=0.DO
Q02 (K)=0.DO
PXY01l (K)=0.DO
PXY02 (K)=0.DO

END DO

U01(1)=0.25D0*RM1
U02 (1)=0.25D0*RM2
PXY01(1)=0.1410473959D0*RM1
PXY02(1)=0.1410473959D0*RM2

Cycle with respect to the velocity

DO I=1,NC

CY=C(I)

WW=W (I)
W1=WW
W2=W1* (CY**2-0.5D0)
FI155=CY**2-0.5D0
PS155=CY**2+0.5D0
FI19=CY/DY
DD11=DEL1+FI19
DD12=DEL2+FI19
FIT1=FI12+4FI155*FI13
FII2=FI155*FI16
FII3=FI155*FI17
FII5=2.*CY*FI1l4
FII6=2.*CY*FI15
FIT12=FI22+4FI155*FI23
FII22=FI155*FI26
FII32=FI155*FI27
FII52=2.*CY*FI24
FII62=2.*CY*FI25
FIA=(1.-FII1)*RM1
FIB=(SRM*FII1) *RM2
FIC=(FII2-FI13)*RM1
FID=(FII3+FII4)*RM2
FIA2=(1.-FII12)*RM2
FIB2=(SRMI*FII12) *RM1
FIC2=(FII22-FI23) *RM2
FID2=(FII32+FII42) *RM1

DD1=1./ (DEL1+CY/DY)

DD2=1./ (DEL2+CY/DY)
PSI21=8./5.*DEL1*DD1*RM1
PSI22=8./5.*DEL2*DD2*RM2

D1=1.D0/DD11
D2=1.D0/DD12

Cicle with respect to Y coordinate
Plate 1 to 2

FI1=0.5D0*RM1
FI2=0.5D0O*RM2
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PS1P=0.D0
PS2P=0.D0
DO K=2,NY+1
FI1=(DEL1* (Ul (K) *FIA+U2 (K) *FIB+0X1 (K) *FIC+0QX2 (K) *FID+PXY1 (K)

& *FIT5+PXY2 (K) *FII6) +FI10*FI1) *D1
FI2=(DEL2* (U2 (K) *FIA2+U1 (K) *FIB2+0QX2 (K) *FIC2+0X1 (K) *FID2+
& PXY2 (K) *FII52+PXY1 (K) *FII62) +FI19*FI2) *D2
PS1P=(QX1 (K) *PS16+QX2 (K) *PS17
* -5./8.% (Ul (K) -SRM*U2 (K) ) *PS13) *PSI21
* +FI19*PS1P*DD1

PS2P=(QX2 (K) *PS26+QX1 (K) *PS27
-5./8.% (U2 (K)-SRMI*UL (K)) *PS23) *PSI22
+FI19*PS2P*DD2

U01(K)=U0L1 (K)+FI1*W1l
U02 (K) =U02 (K) +FI2*W1
PXY01 (K)=PXYOLl (K) +W1*FI1*CY
PXY02 (K)=PXY02 (K) +W1*FI2*CY
Q01 (K)=Q01 (K) +FI1*W2+PS1P*Wl
Q02 (K) =Q02 (K) +FI2*W2+PS2P*W1
END DO
END DO
DO K=1,NY/2+1
Ul (K)=(UOL (K)-U01 (NY1+1-K)) /RM1
Ul (NY1+1-K)=-Ul (K)
U2 (K)=(U02 (K) -U02 (NY1+1-K)) /RM2
U2 (NY1+1-K)=-U2 (K)
OX1 (K)=(Q01(K)-Q01 (NY1+1-K))/RM1
OX1 (NY1+1-K)=-0X1 (K)
QX2 (K)=(Q02 (K) -Q02 (NY1+1-K) ) /RM2
QX2 (NY1+1-K)=-0X2 (K)
PXY1 (K) =PXY01 (K) +PXY01 (NY1+1-K)
PXY1 (NY1+1-K)=PXY1 (K)
PXY2 (K) =PXY02 (K) +PXY02 (NY1+1-K)
PXY2 (NY1+1-K)=PXY2 (K)

END DO
C
C Convergency of the mixture's velocity
C
DO K=1,NY1
U0 (K} =CONC*RM1**2*U1 (K) +(1.D0-CONC) *RM2**2*U2 (K)
END DO
ER=0.
DO K=1,NY1l
DV=ABS ( (U(K) -UO (K)))
IF(DV.GT.ER) ER=DV
U (K) =U0 (K)
END DO
C
C Convergency to Viscous Slip
C

PXYR1=T (1) *PXY1 (1) +T (2) *PXY2 (1)
PXYR2=T (1) *PXY1 (nY/2)+T (2) *PXY2 (nY/2)
PXYR3=T (1) *PXY1 (nY+1) +T (2) *PXY2 (nY+1)
print99001,it,pxyrl,pxyr2,pxyr3

99001 format(id,3eld.7)

c IF(IT/1.EQ.IT/1.) PRINT*, SIG,IT,ER
IF(ER.GT.E.AND.IT.LT.MAX) GO TO 6

C do i=1,nyl

C write (11, *),1i,pxyl(i),pxy2(1i)

C end do

cC print 99002 ONDE TEM cc FAZ APARECER NA TELA

CC99002 FORMAT (3X,'Y',9X,'Ul',8X,'U2',10X,'VI',7X, 'PXY1l',7X, 'PXY2"
cc *, 7%, 'PXYR'")
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WRITE (11, 991) CONC,DEL, DEL1,DEL2,NC, NY
991 FORMAT (3X, 'mixture He-Ar RigSph', 3X, 'CONC="', f4.2,2X,
*'DEL=",f7.4//
*3¥X, 'DEL1="',f7.4,3X, 'DEL2=",f7.4,3%, 'NC="',1I4,6X, 'NY=",17//
*3%X,'Y',9%X,'Ul',8%,'U2',10X, 'VI', 7%, 'PXY1l', 7X, 'PXY2"
*, 7%, "PXYR")
DO K=1,NY1,500
YY=DY* (K-1)
PXYR=T (1) *PXY1 (K) + T(2)*PXY2 (K)
VI=(AM(1) *Ul (K) +AM(2) *U2(K) ) / (AM (1) +AM(2))
WRITE (11, 99) YY,Ul(K),U2(K),VI,PXYl(K),PXY2(K),PXYR

99 FORMAT (£7.2,1X,6el1l1.4)
CcC print 99003, yy,ul (k) ,u2 (k) ,vi,pxyl (k),pxy2(k),pxyr
CC99%003 format (f7.2,1X,6ell.4)
cC
C printing results for gtafics
cC
C WRITE (11, 99) YY,Ul(K)
C WRITE (11, 99) YY,U2(K)
C WRITE (11,99) YY,VI
C WRITE (11, 99) YY,PXY1 (K)
C WRITE (11, 99) YY,PXY2 (K)
C WRITE (11, 99) YY,PXYR
C
C WRITE(11,99) YY,Ul,U2,VI,PXY1l,PXY2
C99 FORMAT (£7.2,5(ell.4))
END DO
CccC print99004, conc,del,dell,del?2
CC99004 FORMAT (3X, 'mixture He-Ar RigSph', 3X, 'CONC=', f4.2,2X,
cc *'DEL=",f7.4,3X, 'DEL1=",£7.4,3X, 'DEL2=",£7.4)
cC
C99004 FORMAT (3X, 'mixture Ne-Ar RigSph',3X, 'CONC=', f4.2,2X,
C *'DEL="',f7.4,3X,'DEL1=",£7.4,3X, 'DEL2=",£7.4)
C
C99004 FORMAT (3X, 'mixture He-Xe RigSph', 3X, 'CONC=', f4.2,2X,
C *'DEL="',f7.4,3X,'DEL1=",£7.4,3X, 'DEL2=",£7.4)
STOP
END
C
cC
C
C Last change: MM 19 Mar 2003 4:10 pm
SUBROUTINE GAUSS(N,X,A,B,C,%X,W)
C
IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,0-Z)
DIMENSION A (N,N+1),C(N),X(N),B(N,N+1),W(N)
c EXTERNAL REC,ELGAUSS,RAIZES
PI=ACOS (-1.d0)
o Matriz dos coeficientes(dos coeficientes do polinomio)
DO I=1,N
M=I-1
DO J=1,N
A(I,J)=REC (K+M+N-J)
END DO
A(I,N+1)=-REC (K+M+N)
END DO
C Subrotina para encontrar os coeficientes do polinomio
CALL ELGAUSS(N,A,C)
C Subrotina para encontrar as raizes do polinomio
CALL RAIZES(N,C,X)
C Matriz de coeficientes dos pesos
DO I=1,N
B(1,I)=1.d0

70



Qaa

B(I,N+1)=REC(K+I-1)
END DO
DO 1L=2,N

DO J=1,N

B(L,J)=X(J)**(L-1)

END DO
END DO

Subrotina para encontrar os pesos
CALL ELGAUSS(N,B,W)

RETURN
END

SUBROUTINE ELGAUSS (N, A, X)

Eliminacao de Gauss
IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,0-7)
DIMENSION A (N,N+1),X(N)
Triangularizacao
DO K=1,N-1

L=K

Determinadao do termo da coluna K, na diagonal principal ou
abaixo dela, que tenha o méximo valor absoluto.lL e o numero
da linha do elemento de valor maximo.
DO I=K+1,N

IF(ABS(A(I,K)).GT.ABS(A(L,K))) L=I
END DO

IF(L.EQ.K) GO TO 20
Troca de linhas
DO J=1,N+1
TEMP=A (K, J)
A(K,J)=A(L,J)
A (L, J)=TEMP
END DO
20 CONTINUE
DO I=K+1,N
FATOR=A(I,K) /A (K,K)
DO J=1,N+1
A(I,J)=A(I,J)-FATOR*A(K,J)
END DO
END DO
END DO
Retrosubstituicao
X (N)=A(N,N+1) /A (N, N)
I=N-1
710 I1=I+1
SUM=0.d0
DO J=I1,N
SUM=SUM+A (I, J)*X(J)
END DO
X{(I)=(A(I,N+1)-SUM)/A(I,I)
I=1-1
IF(I.GE.1) GO TO 710
RETURN
END

SUBROUTINE RAIZES(N,C,R)

IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,0-Z2)
DIMENSION R(N),C({(N)
H=0.1d0
M=1
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ER=1.D-10
XL=1.d-10

5 YIL=PN (XL, N, C)

10  XR=XL+H
IF(XR.GT.100.) PRINT*,"ALGC ERRADO"
YR=PN (XR, N, C)
TESTE SE XR E XL LIMITAM UMA RAIZ
IF(YL*YR.LT.0) THEN

GO TO 20
ELSE
IF(YL*YR.EQ.0) THEN
GO TO 30
ELSE
GO TO 40
END IF
END IF

CONTINUA AQUI SE XR E XL NAO LIMITAREM UMA RAIZ
40  IF{M.GT.N) RETURN

XL=XR

YIL=YR

GO TO 10

CONTINUA AQUI SE XR OU XL FOR UMA RAIZ
30 IF(YL.EQ.0) GO TO 50

R (M) =XR

M=M+1

IF(M.GT.N) RETURN

XL=XR+H

GO TO 5
50  R(M)=XL

M=M+1

IF(M.GT.N) RETURN

GO TO 40

CONTINUA AQUI SE XR E XL LIMITAREM UMA RAIZ
20  XS=XR
25  X=(XR+XL)/2.

Y=PN (X, N, C)
IF(YL*Y.LT.0) THEN
GO TO 60
ELSE
IF(YL*Y.EQ.0) THEN
GO TO 70
ELSE
GO TO 80
END IF
END IF

CONTINUA AQUI SE XS FOR UMA RAIZ
70 R (M) =X

M=M+1

GO TO 110

CONTINUA AQUI SE A RAIZ ESTIVER ENTRE XL E XS
60 XR=X

YR=Y

GO TO 90

CONTINUA AQUI SE A RAIZ ESTIVER ENTRE XS E XR
80 XL=X

YL=Y

TESTE SE A APROXIMACAO E SUFICIENTE
90 IF (ABS (XR-XL) .GE.ER) GO TO 25

A APROXIMACAO E SUFICIENTE IMPRIMA A RAIZ

XL OU XR
100 R(M)=XL

M=M+1

EXAMINE O PROXIMO INTERVALO
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110 XL=XS
IF(M.GT.N) return
GO TO 5
RETURN
END

DOUBLE PRECISION FUNCTION REC (M)
Relacao de Recorrencia para as integrais
IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,0-Z)
IF(M/2.EQ.M/2.) THEN
REC=1.
rec=0.5d0
I0=0
ELSE
PI=ACOS (-1.d0)
REC=1./SQRT(PI)
rec=0.5/sqrt (pi)
I0=1
END IF
IF(M.LT.2) RETURN
DO I=I0,M-2,2
REC=REC* (I+1) /2.
END DO
RETURN
END

DOUBLE PRECISION FUNCTION PN (X,N,C)
Calculo do polinomio de grau N num ponto X
IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,0-2)
DIMENSION C(N)
PN=X**N
DO I=1,N
PN=PN+C (I) *X** (N-I)
END DO
RETURN
END
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